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Laboratório de Processamento Digital de Sinais e Imagens
(LPDSI/CAT/CBPF)

Fundamentos da Teoria da Informação
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Resumo

A Teoria da Informação é uma ramificação da teoria de probabilidades introduzida
por Claude Shannon com a publicação do artigo “The Mathe matical Theory of Commu-
nication”[1] em 1948, apresentando um novo modelo matemático para o estudo de sistemas
de comunicação. Os principais objetivos de Shannon eram descobrir as leis que regulam
os sistemas usados para comunicar e manipular a informação e definir medidas quantita-
tivas para a informação e para a capacidade de determinados sistemas transmitirem, ar-
mazenarem e processarem a informação.

Uma das inovações mais importantes do modelo introduzido por Shannon, foi con-
siderar os componentes de um sistema de comunicação (fontes de informação, canais de
comunicação) como elementos probabilı́sticos.

Alguns dos problemas abordados por Shannon estão relacionados com a descoberta de
melhores métodos para utilizar os sistemas de comunicação existentes e as melhores formas
de separar a informação desejada (sinal) da informação desprezı́vel (ruı́do). Um outro tema
abordado é a definição de limites superiores para as possibilidades do meio de transporte
de informação, também chamado um canal de comunicação.

Shannon propôs uma forma de medição quantitativa da informação for necida por um
evento probabilı́stico, baseada na tradicional expressão de entropia de Boltzmann (1896)
presente na termodinâmica e fı́sica estatı́stica. Foi Shannon quem primeiro relacionou en-
tropia e informação. Em seu mo delo de comunicação (fonte-canal-receptor)[1], a quan-
tidade de informação transmitida em uma mensagem é função de previsibilidade da men-
sagem. A noção de entropia está ligada ao grau de desorganização existente na fonte de
informação. Quanto maior a desordem, maior o potencial de informação desta fonte. Uma
fonte que responda com uma única e mesma mensagem a toda e qualquer pergunta não
transmite informação, já que não há redução de incerteza.

1 Informação, Incerteza e Entropia

Uma fonte de informação é um modelo matemático para um sistema fı́sico que produz uma
sucessão de sı́mbolos de maneira aleatória chamados eventos. Os sı́mbolos produzidos podem
ser números reais como valores de voltagens provenientes de um transdutor, números binários
de dados computacionais1, etc. O espaço contendo todos os eventos possı́veis é usualmente
chamado de alfabeto da fonte de informação, ao qual é atribuı́do um conjunto de probabilidades
de ocorrência.

1No caso do sistema fı́sico ser uma imagem digital, pode-se considerar como fonte de informação os valores
das voltagens emitidas por um sensor CCD (charge-coupled device), relativas à ocorrência dos fótons incidentes
em cada célula.
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1.1 Fonte Discreta de Informação

Uma fonte discreta de informação gera sı́mbolos de um alfabeto

� � ���� � � �� �� � � � � �� (1)

com probabilidade de ocorrência �� tal que
��
���

�� � �.

Os sı́mbolos gerados são estatisticamente independentes, de modo que a pro babilidade de
ocorrência de qualquer seqüência gerada pela fonte é dada pelo produto das probabilidades de
ocorrência dos sı́mbolos que a constituem. Se uma fonte emite uma seqüência de dois sı́mbolos
� e �, com probabilidades �� e �� , respectivamente, a probabilidade da seqüência gerada é
definida como sendo

���� � �� � �� (2)

caso os simbolos � e � sejam estatisticamente independentes.

1.2 Medida de Informação

Quando se descreve um processo de seleção de um objeto entre vários existentes, aparece
naturalmente as noções de informação e incerteza. Se um sistema é capaz de emitir 3 sı́mbolos
distintos A, B e C e esperamos a ocorrência do primeiro evento, mantemos uma incerteza so-
bre qual sı́mbolo aparecerá. Quando o primeiro sı́mbolo é emitido, a incerteza desaparece e
podemos considerar que houve um ganho de informação.

Se considerarmos a fonte de informação definida em 1, o ganho de informação associado a
ocorrência de um evento é chamada de informação própria de cada evento �� e é definida como

����� � 	
�

�
�

��

�
� (3)

representando uma forma intuitiva de medição quantitativa de informação, mesmo sendo informação
um conceito relativamente subjetivo. Esta forma de medir informação apresenta as seguintes
caracterı́sticas:

� ����� � � se �� � �
O ganho de informação resultante da ocorrência do evento único é nulo.

� ����� � �
A ocorrência de qualquer evento produz um ganho de informação, exceto no caso de uma
fonte que emite um único sı́mbolo.

� ����� � ����� se ��  ��
Quanto menor a probabilidade de ocorrência de um sı́mbolo, maior é o ga nho de informação.
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E se considerarmos a ocorrência simultânea de dois eventos estatisticamente independentes
�� e �� , o ganho de informação total é definido pela soma das informações próprias de cada um
dos eventos

����� ��� � �	
� ��� � ���

� �	
��� � 	
���

� ����� � ����� (4)

A base da função logaritmo, presente em 3, determina a unidade de medida de informação.
A rigor, a base pode ser qualquer número maior que 1 [1], sendo usual a utilização da base 2
para sistemas digitais de informação. O logaritmo de base 2 define a unidade binária (bit) como
a informação própria associada a cada um dos sı́mbolos de uma fonte binária com eventos
equiprováveis:

���� � ���� � �	
��

�
�

�

�
� � ��� (5)

1.3 Entropia de uma Fonte de Informação

A entropia de uma fonte discreta de informação é dada pela esperança matemática da informação
própria dos sı́mbolos da fonte, ou seja, o produto do ganho de informação de cada sı́mbolo pela
sua probabilidade de ocorrência. A entropia da fonte é sensı́vel a quantidade de sı́mbolos que a
fonte é capaz de emitir. Para uma fonte discreta de informação com � sı́mbolos e probabilidade
�� � ���� ��� � � � � ���, a entropia é definida como sendo

� � �������� �
��
���

�� � 	
�

�
�

��

�

ou na forma mais utilizada na literatura

� � �
��
���

�� � 	
� �� (6)

A entropia de um sistema binário, que apresenta apenas dois estados possı́veis com proba-
bilidades � e � � �� �, pode ser representada como uma função de �,

����� � ����� �� �� � �� � 	
�� ��� � ��� �� � 	
�� ��� �� (7)

e está ilustrada na figura 1, que também apresenta a informação própria em bits como função
de �. Quanto menos provável é a ocorrência de um evento, maior é sua informação própria.

Observando a figura 1, é interessante notar que:

1. Quando � � � a entropia é nula (� � �), pois �	
� �� � quando �� �
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Figura 1: Informação Própria e Entropia da fonte binária como função da probabilidade.

2. � � � quando � � � para um único evento, definido como valor mı́nimo da entropia.

3. A entropia atinge o valor máximo ���� � � ��������
	
, quando � � � � �
�

ou seja,
quando os sı́mbolos são equiprováveis.

Portanto, os valores para a entropia de uma fonte de informação com � sı́mbolos é limitada
segundo a desigualdade a seguir

� � � � 	
�� � (8)

em que o 	
�� representa a função logaritmo na base �.

2 Entropia Relativa

Nesta seção será introduzido o conceito de entropia relativa. A entropia relativa é a medida
de uma distância estatı́stica entre duas distribuições definidas sobre um mesmo alfabeto. Em
estatı́stica, isto significa o valor esperado do logaritmo da relação entre as probabilidades. A
entropia relativa é definida como sendo

��	�� � �
�� �

��
���

�� � 	
�
��
���

(9)

e é também conhecida como Distância Kullback-Leibler, Entropia Kullback-Leibler ou Di-
vergência � . Na definição acima, assumimos por convenção (baseada em argumentos de con-
tinuidade) que � � 	
� �


�
� � e � � 	
� 


�
�	.

A entropia relativa é sempre não negativa, satisfazendo a desigualdade de Gibbs:

��
���

�� � 	
�
�

��
�

��
���

�� � 	
�
�

���
(10)

considerando �� uma distribuição de probabilidades qualquer e ��� uma outra distribuição que
satisfaz a condição a seguir
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��
���

��� � � (11)

Apesar da entropia relativa ser chamada de distância Kullback-Leibler, esta não pode ser
considerada uma distância verdadeira entre duas distribuições. A entropia relativa não apresenta
simetria,

��
���

�� � 	
�
��
���

�

��
���

��� � 	
�
���
��

(12)

e portanto não pode ser considerada uma distância métrica. Mesmo assim, é usual pensar na
entropia relativa como uma medida de “distância” entre duas distribuições estatı́sticas.

Uma versão simétrica de entropia relativa, conhecida como divergência � , foi introduzida
por H. Jeffreys [?] e é definida como a soma das duas divergências diretas (divergências �):

��� � ��� � ��	�� � �
�� ���	��

� � ��

�
��
���

�� � 	
�
��
���

�
��
���

��� � 	
�
���
��

(13)

é valido notar que a divergência � é simétrica em relação aos argumentos, de forma que ��� �
��� � ���� � ��.

3 Entropia Generalizada em Sistemas de
Informação

3.1 Conceitos Fundamentais da Entropia Não Extensiva

Durante aproximadamente 120 anos, o conceito de entropia tem sido descrito através de uma
expressão particular, chamada Entropia Boltzmann-Gibbs

� � � �	
� (14)

onde a entropia ��� é o produto da constante de Boltzmann ��� pelo logaritmo de microestados
�� � do sistema.

O conceito de entropia é de fundamental importância na termodinâmica, mecâ nica es-
tatı́stica e teoria da informação. Recentemente, estudos de sistemas fı́sicos que envolvem a
presença de efeitos não extensivos têm despertado um grande inte resse, principalmente porque
tais sistemas não são convenientemente descritos pela mecânica estatı́stica de Boltzmann-Gibbs.
A presença de caracterı́sticas não extensivas é comum em sistemas astrofı́sicos, sistemas magnéticos
e sistemas que apresentam evolução temporal da entropia. De um modo simplificado, podemos
afirmar que a não extensividade pode ocorrer quando:
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��� as interações são de curto alcance sendo o sistema de tamanho finito e menor do que o al-
cance das interações ou
���� com interações de longo alcance sendo o tamanho do sistema qualquer.

Com base neste contexto, acredita-se que a mecânica estatı́stica atual possui limitações,
existindo a necessidade de uma reformulação dos conceitos de entropia e extensividade.

Durante os últimos anos, uma nova expressão para entropia, proposta pelo fı́sico Con-
stantino Tsallis [3], tem sido considerada uma possı́vel generalização da entropia de Boltz-
mann/Gibbs. Este novo formalismo, chamado de Entropia Tsallis ou Estatı́stica Tsallis, tem
sido aplicado a inúmeros sistemas, em diversas áreas da ciência, que vão desde a fı́sica do es-
tado sólido até a teoria da informação [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]. A entropia Tsallis se adapta as
caracterı́sticas fı́sicas de muitos sistemas fı́sicos e ainda preserva as propriedades fundamentais
da entropia na segunda lei da termodinâmica, ou seja, que a entropia do universo aumenta com
o tempo em todos os processos fı́sicos. Este novo formalismo para a termodinâmica e fı́sica
estatı́stica está fundamentado na expressão para a entropia sugerida por Tsallis

�� � � �
��
���

��� �
��� ����� �

� � �
(15)

ou na forma mais utilizada na literatura,

�� � �

��
��
���

���

� � �
(16)

em que � é uma constante positiva (a qual é atribuı́do o valor unitário), � é um número real, � é
o número total de microestados e �� é o conjunto de pro babilidades associado aos estados. Pode-
se facilmente demonstrar que no limite em que � � � a equação 16 retorna para a expressão 6,
a entropia de Boltzmann/Gibbs/Shannon.

� � �
��
���

�� � �	
 �� (17)

3.2 Entropia de Shannon Generalizada

Nas seções anteriores deste capı́tulo, foram definidos os conceitos fundamentais da teoria da
informação. Foi dada uma ênfase ao conceito de medida de informação proposta por Shannon
a partir de um auto questionamento: “Podemos definir uma quantidade que possa medir, de
alguma maneira, quanta informação é ‘produzida’ em um processo, ou melhor, a que taxa a
informação é produzida?” A partir daı́, Shannon define que para uma medida deste tipo ser
possı́vel, uma função � dependente de probabilidades �� para � eventos deveria satisfazer as
seguintes propriedades:

1. � deveria ser contı́nua em ��.

2. Se a probabilidade de todos os eventos forem iguais, ou seja �� � �
�

, então � deveria
ser uma função monotônica crescente. Com eventos equiprováveis, há maior poder de
escolha, ou maior incerteza, quando existir um número grande de eventos possı́veis.
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3. Para dois subsistemas estatisticamente independentes � e � a função � para o sistema
composto � � � deveria apresentar a propriedade aditiva, de forma que: ��� � �� �
� � �� .

Tendo em conta estas propriedades, Shannon enuncia o seguinte teorema:
Teorema 1 � A única função que satisfaz as três condições anteriores é da forma:

� � ��
�
�

�� � 	
� �� (18)

em que � é uma constante positiva que, por conveniência em sistemas de informação, é
considerada de valor unitário.

Recentemente, Santos [11] generalizou o conhecido teorema de Shannon, que define a
equação 18 como uma medida quantitativa da informação de uma fonte. É conhecido da es-
tatı́stica Tsallis que �� definido anteriormente na equação 16 satisfaz as seguintes condições:

1. �� é contı́nua em ��, para �  ��  �.

2. Para um conjunto de � de eventos equiprováveis, ou seja, �� � �
�

, então �� é uma
função monotônica crescente.

3. Para dois subsistemas estatisticamente independentes � e � a entropia ge neralizada ��
do sistema composto � �� satisfaz a relação de pseudo-aditividade

������� � ����� � ����� � ��� �� � ����� � ����� (19)

Tendo em conta as três condições anteriores, Santos define em [11] o seguinte teorema:
Teorema 2 � A única expressão que satisfaz de forma simultânea todas as condições acima

é a entropia generalizada Tsallis:

�� � �

��
��
���

���

� � �
(20)

Deste forma, fica definido que a entropia Tsallis pode ser utilizada como uma medida
de informação adequada para a utilização em sistemas de informação que apresentam carac-
terı́sticas não extensivas.

3.3 Entropia Relativa Generalizada

Inicialmente, torna-se necessário apresentar a derivação da expressão da entropia relativa
pelo caso convencional. Assumindo que um conjunto de eventos W com probabilidades � �,
considerando o ı́ndice � para os eventos � , a entropia de Shannon é definida como na equação
18. Considerando a quantidade �� � � �	
 �� como a informação própria de cada evento, con-
forme definido na seção 1.2, e tomando �� e ��� como probabilidades para dois conjuntos de
eventos, podemos afirmar qua a diferença de informação obtida através destas duas medidas é

��� � ���	
 ��� � �	
 ��� (21)
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A taxa média da informação modificada pode ser obtida através da expressão a seguir

��� � ��� �
�
�

�� ���� �
�
�

�� � 	
�
��
���

(22)

Esta é a definição convencional para o ganho de informação Kullback-Leibler, também con-
hecido como entropia relativa.

Em recente trabalho publicado, Lisa Borland [12] generalizou o ganho de informação Kullback-
Leibler para a estatı́stica não extensiva. Uma medida Kullback-Leibler generalizada se deriva
naturalmente da aplicação do formalismo da entropia Tsallis no lugar do convencional de Shan-
non. A partir da equação 15 podemos definir portanto, a informação própria não extensiva de

cada evento, ou seja, ��� � �
�
���

�
���

���
. Considerando novamente �� e ��� como as probabilidades

para dois conjuntos de eventos medidos, a diferença de informação entre as medidas é

���� �

�
�

��� ��

�
�
�
��� ������ �� ��� ����� �

�
(23)

A taxa média da informação modificada pode ser obtida através da expressão a seguir

���� � �
�� �

�
�

���
�� �

�
�
����� � ������

�
(24)

que representa a entropia relativa generalizada. Esta expressão pode ser escrita de outra forma,
considerando a função q-logarı́tmica, �	
���� �


���
��

���
definida em [13], resultando em

���� � �
�� �

�
�

�� � �	
�
��
���

(25)

e é válido ressaltar que �	
���� retorna à expressão convencional �	
���.
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