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Prefacio

Nessas notas, reunimos alguns topicos e técnicas estatisticas que utilizamos em nosso
trabalho em Fisica Experimental de Altas Energias, quer seja em andlise de dados ou na
simulacao de experimentos, como os Métodos de Monte Carlo, que utilizamos desde a
simulacao dos processos de colisoes a simulagao dos prépios detectores de particulas.

Apés a definicao de alguns conceitos estatisticos, necessarios a descricao de qualquer
conjunto de dados, apresentamos as principais Distribuicoes de Probabilidades, sobre as
quais se baseiam as andlises de erros e a extracao de resultados a partir dos conjuntos de
medidas.

Apesar de estar dirigido, principalmente, aos estudantes de Fisica de Altas Energias,
os métodos apresentados sao gerais e, portanto, aplicdveis em outros contextos.

Além de serem aquelas que mais nos influenciaram na construcao dessas notas, as
referéncias bibliograficas sao para que o leitor interessado consulte-as e aprofunde os
tépicos apresentados.

Finalmente, gostarfamos de salientar que essas notas de aula nao constituem um tra-
balho original nem um trabalho completo sobre os topicos tratados. Constituem apenas
um guia de aula para o estudante e o professor. Assim, esperamos que com a utilizacao
dessas notas em cursos de Fisica Experimental tenhamos sugestoes que nos permitam
ampliar e dar uma redagao mais homogeénea ao texto.

vii



Capitulo 1

Introducao

1. Introducao
2. Probabilidades e Distribuicoes

3. Propagacao dos Erros

1.1 Introducao

Inicialmente, abordaremos algumas das nogoes com as quais trabalhamos no cotidiano
de uma andlise de dados em Fisica Experimental de Altas Energias. Para isso, resumimos
alguns topicos baseados em referéncias classicas sobre o tema, que sao apresentadas na
bibliografia e, que incluem livros como o de Bevington [1], até textos mais recentes como
os de Lyons [2] e Cowan [3].

Todo experimento em Fisica de Altas Energias, em suas tomadas de dados (run) ini-
ciais , produz resultados que diferem dos inicialmente esperados. Essa é uma constatacao
da observacao de vérios experimentos. Dai a necessidade de um periodo de testes (test-
beam), em que sao realizados algumas tomadas para calibragao dos instrumentos, que
antecipa a obtencao de dados. Somente entao, os dados sao trabalhados com métodos
estatisticos apropriados que permitem a extracao e apresentacao correta dos resultados e
suas respectivas incertezas ou erros.

Entendemos o erro ou a incerteza associada a um resultado! como sendo a diferenca
entre um valor calculado ou observado e o valor esperado ou de referéncia da grandeza.

LComo a determinacgio do valor de uma grandeza.
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A seguir, vamos definir alguns dos termos estatisticos mais comumente usados e cal-
culados em experimentos de Fisica de Altas Energias.

1.2 Probabilidades e Distribuicoes

1.2.1 Erros e Probabilidades

1. Erros Sistemdticos

Resultam da falta de calibracao, da resolucao limitada dos instrumentos de medicao
ou de algum efeito ou critério tendencioso (bias) na observagao do sistema. Ou seja, o
erro sistematico é a propria reproducao da imprecisao instrumental ou dos métodos
de observacao, de calibracao ou de outras técnicas usadas em um experimento.
Uma outra fonte de erros sistematicos decorre da prépria modelagem do fenomeno
ou processo que se descreve.

2. Erros Aleatérios ou Estatisticos

Resultam de variacoes aleatérias, devido a fatores incontrolaveis do fendmeno em
si ou do processo de medicao . Desse modo, acarretam flutuacoes dos resultados
mesmo apos a repeticao do experimento.

3. Probabilidade

Pode ser definida, por exemplo, em termos da teoria de conjuntos, como foi por
Kolmogorov em 1933. Dado um conjunto S, denominado espaco amostral , a prob-
abilidade associada a cada sub—conjunto A de S é um nimero real P(A) definido a
partir de trés axiomas:

(1) Para todo A em S,
P(A) >0

(i7) Para quaisquer dois sub—conjuntos A e B disjuntos (i.e. ANB = (),
P(AUB) = P(A)+ P(B)

(77i) A probabilidade associada ao espago amostral:
P(S)=1

Uma variavel que assume um valor especifico para cada elemento de S é chamada
de Variavel Aleatéria.
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4. Probabilidade Condicional

Supondo que S D A e Be P(B) # 0, define-se P(A | B), i.e. a probabilidade de A
dado B, como

P(ANB)

PA|B)= =55 (L.1)

| Exercicio 1.1 | Usando a definicio de P(B | A)e ANB = BN A
derive o teorema de Bayes:

P(A| B) = P(B]Lé))P(A) (1.2)
ouse S =U;A; com A;NA; =0 parai # je P(A;) #0,
p(A| B) = DBIAPA) (1.3)

- X P(B]A)P(4)

5. Estatistica Classica

O significado do conceito de probabilidade num experimento decorre principalmente
de duas interpretacoes ligadas a escolas filoséficas distintas.

Para a Estatistica Classica, os elementos de S correspondem aos possiveis resultados
de uma medida. A probabilidade de um elemento de S fornecer A é definida como
a fracao de vezes que A ocorre no limite em que a medida é repetida um nimero
infinito de vezes, i.e.

numero de ocorréncias de A em N medidas

P(A) = lim

N— N

O objetivo principal é estimar essas probabilidades dado um numero finito de da-
dos experimentais e testar até que ponto uma determinada teoria que prediz essas
probabilidades é compativel com os dados observados.

6. Estatistica Bayesiana

Para a Estatistica Bayesiana, os elementos de S correspondem a hipdteses que po-
dem ser falsas ou verdadeiras. A probabilidade associada a uma hipdtese A é inter-
pretada como uma medida do grau de convic¢ao nessa hipdtese,

P(A) = grau de confianga de que a hipdtese A seja verdadeira
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e o teorema de Bayes (1.2) pode ser escrito como
P(teoria | dado) o< P(dado | teoria) x P(teoria)

onde,
P(teoria) é a probabilidade a priori de que a teoria seja verdadeira,

P(dado | teoria), chamado de Verossimilhanga (Likelihood), é a probabilidade de
que, utilizando as hipdteses da teoria, observe—se os dados que foram realmente
obtidos e,

P(teoria | dado) é a probabilidade a posteriori de que a teoria seja correta em vista
dos dados do experimento realizado.

Uma vez que P(teoria) seja dado, a Estatistica Bayesiana nos mostra como se deve
mudar nosso grau de confianca no modelo, em vista dos dados experimentais.

1.2.2 Distribuicoes de Probabilidades e Parametros

1. Fungao Densidade de Probabilidade (pdf) ou Distribuicao de Probabilidades

E a funcao que fornece a probabilidade de se observar um valor z de uma determi-
nada varidvel continua dentro de um intervalo infinitesimal [z, = + dz], ou seja:

Probabilidade de observar x em [z, © + dz] = f(z)dx

Toda pdf deve ser normalizada, i.e. / f(z)dz = 1, de tal forma que a probabilidade
total seja 1.
A figura 1.1 mostra um exemplo de uma distribuicao genérica.

Para uma variavel discreta x;, as probabilidades sao,

Probabilidade de se observar x; = P(x;) = f;

Segundo a interpretagao de freqiiencia relativa (Estatistica Cldssica) f(z)dx fornece
a fracdo de vezes que x é observado no intervalo [z, z + dz] no limite de um nimero
infinito de medidas.
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‘n(x)

Figura 1.1: Exemplo de uma distribuigao genérica f(x). O histograma representado pelos
segmentos de retas pode ser subtistituido pela curva que é o resultado de um ajuste com
os seus pontos médios em cada “bin”.

2. Distribuicao Original

E a distribuicao de um conjunto infinito hipotético de valores da qual os dados
experimentais sao supostos ser uma amostra aleatoria. Ou seja, é a pdf que melhor
descreve as sucessivas medidas realizadas em um experimento. O conjunto de valores
da distribuicao original chama-se Populagao Original.

3. Média

Dado um conjunto de N medidas z;, define-se a média (zZ) das medidas por

1 N

4. Parametros

Sao quantidades nimericas (média, desvio padrao,...) associadas a uma dada dis-
tribuicao, cujas mudancas nao alteram a natureza da distribuicao.

2

Uma das hipoteses bésicas da estatistica © é que, quando o nimero N de medi-

20 Teorema do Limite Central (apéndice A).
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das for muito grande, os valores dos parametros experimentais se aproximam dos
valores originais. Dai podermos afirmar que os parametros originais sao iguais aos
parametros experimentais no limite do nimero de medidas infinitas.

~ . N—x ~ o e
parametro experimental — pardmetro original

Assim, a média p da populacao original é estimada por
) 1
p= lim — Z T; (1.5)

(Observacao : Sempre que estivermos nos referindo a um conjunto de dados e seus
parametros caracteristicos, estaremos nos referindo a populacao original, salvo re-
feréncia explicita do contrério).

. Distribuicao Cumulativa

Representa a probabilidade de uma varidvel aleatéria assumir um valor menor ou
igual a um determinado x, i.e.

Fa)= [ Oo f@) dof

. Mediana

A mediana de z, denotada por z;/2, representa a fronteira de 50% das medidas
menores que Z;/; e 50% das medidas maiores que x5, ou seja, existe igual proba-
bilidade de x ser observado menor ou maior do que z;/, (figura 1.2),

T1/2 1
F(xl/Q):/ f(x)dx:§ - Jfl/Q:Fil(l/Q)
. Moda

A moda x\ é o valor da variavel aleatéria x para o qual a funcao densidade de
probabilidade ¢ maxima. Este é o valor mais provavel da populagao original, i.e. o
valor da medida mais comumente observado (figura 1.2).

Para distribuicoes com uma tnica moda,

N

S X ST OU Ty S T2 S U

Para uma distribuicao simétrica vale a igualdade.
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Px)

Figura 1.2: Mediana e moda numa distribuicao genérica.

‘ Exercicio 1.2 ‘ Suponha que uma variavel aleatéria = possua a pdf
f(z). Dada uma fun¢do continua desta varidvel, a(x), mostre que a pdf
g(a) que descreve a distribuicdo de a é,

dz

o(@) = flr(a))| 7

ou, no caso de vdrias varidveis,

onde .J é o Jacobiano da transformacao.

8. Valor Esperado ou Médio

O valor esperado < = > ou p de uma variavel aleatéria x distribuida de acordo
com a funcdo densidade de probabilidade f(x) é

Mz<x>:/+ooxf(x)dx. (1.6)

Para uma fun¢ao a(z) (vide exercicio anterior)

<a(x) >= /-:0 ag(a)da= /:0 a(z) f(x)dx .
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ou, para varias variaveis,

+oo +o0
<a(x1,...,xn)>:/\ .../ a(xl’...,xn)f(xl,...’xn)dxl...dxnzlua
(1.7)

. Variancia

A variancia o2 associada a um conjunto de medidas x; é definida como o limite da
média dos quadrados dos desvios dos x;’s da média ,

o = Jim || = g (LX)

onde o é chamado de desvio padrao. Assim,

+00
o? =< (v —p)? >:/ (z— p)’f(x)de=<2®>— <z >’=<a2®>— )
(1.9)
Para uma fun¢ao de varias variaveis (¢f. Eq. 1.7)
+00 +o0o 5
02:/ / [a(x17.-.7xn)_ua] f(l‘l,---,l‘n)dl'l"'dl'n
—00 —00
Covariancia
Podemos definir a covariancia de duas variaveis aleatorias como,
Vg =< (& — p2) (y — py) >=< 2y > —figfly (1.10)

A matriz cujos elementos sdo V,, = cov|z,y| é chamada de matriz de covariancia
ou matriz de erro. Note que V,, = 2. Se as duas variaveis forem independentes,

f(z,y) = X(2)Y (y), temos < zy >=<x >< y > e, portanto, Vy, =0

Coeficiente de Correlacao

O coeficiente de correlagao p,, fornece uma medida do nivel de correlagao entre
duas variaveis aleatdrias:
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com —1 < pgy < 1.

Suponhamos, por exemplo, que quando x > p, a probabilidade de encontrar y >y,
aumente. Neste caso V,, > 0 e as varidveis possuem correlacao positiva. Caso
contrario, i.e. quando x > i, a probabilidade de encontrar y < 1, aumenta, V,,, < 0
e as variaveis possuem correlacao negativa.

\ Exercicio 1.3 ‘ Megca a largura de uma mesa, 10, 50 e 100 vezes sepa-
radamente, com uma simples régua.

e (1) Construa uma tabela com seis colunas onde voce coloca em cada
coluna os titulos:

Comprimento L em centimetros (x);

Frequéncia do Valor Medido (f);

Produto dos itens (a) e (b) (z x f);

Valor do desvio (z — )

Quadrado do desvio anterior (7 — Z)?;

Produto de f x (z — )%

A

e (2) Calcule a média ponderada
L
T = N ;1 fiz;

e (3) Calcule a variancia da amostra

LN
2 _\2
o ﬁ;f,(xl—x)

Como um exemplo, para ilustrar os parametros de uma distribui¢cao, vamos tomar a
chamada Distribui¢ao Gaussiana . Sua forma geral é dada pela expressao (figura 1.3):

Gloi o) = —— exp [—% <"”” — “)2] (1.11)

oV2m o

Algumas das propriedades da Distribuicao Gaussiana sao:
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Gmax

Gmax /2

MO f o x

Figura 1.3: Um exemplo de Distribuicao Gaussiana.

. O fator de normalizacdo 1/(0v/27) garante que
+0o0
/ G(r;p,0)de = 1.

. O valor médio ou média é .

. A funcao é simétrica em torno da média u. Valor para o qual G' assume seu valor
maximo.

. O valor maximo é
1

o\ 2T

Gmar = G = pyp,0) =

. O desvio padrao da distribuicao, que caracteriza a largura da gaussiana, é o.

. A altura da curva para x = p + o é (1/4/e) do valor maximo:
1
Ve
. Um outro parametro caracteristico é a largura a meia altura I' (FWHM — full width

at half mazimum), definida pelo intervalo limitado por valores de = para os quais o
valor de GG cai a metade de seu valor maximo, ou seja,

G(:u + F/2) = Gmax/2

Gz =p+opo0) = G maz
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8. As areas compreendidas entre
pw—No< z < pu+ No

sao 0.6827 (N = 1), 0.9545 (N = 2) e 0.9973 (N = 3). Isto quer dizer que o valor
medido de z estd 68.27 % das vezes contido no intervalo pu + o. Essas drea sao
mostradas na figura 1.4

x-fa er20

Figura 1.4: Intervalos e dreas caracteriticas de uma Distribuicao Gaussiana

1.3 Propagacao de Erros

Se a determinacao do valor de uma grandeza z se da por um processo indireto, por
exemplo, a partir das medidas de n outras grandezas (yi,...,y,), como combinar as
incertezas de variaveis individuais para estimar a incerteza no resultado?

Assim, se o valor de x que é dado pela funcao

mesmo quando apenas a média (y;) e as covariancias (V;;) de y; sao conhecidas (e nao
a distribuigao especifica dessas varidveis) podemos estimar o valor esperado de = e sua
variancia.

Facamos agora uma expansao em série de Taylor na expressao (1.12) em torno da
média de y;, até a primeira ordem:

N 06 26
v ol (5r) ) (57) )

= ol + 3 (52) - ) (113)
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onde (0¢/0dy;), ¢ a derivada calculada no ponto sobre o qual foi feita a expansao i.e.,
(:U’h M2, - 7““)

Podemos ver que a média de x em primeira ordem é

ja que < (y; — p;) >=0.

O valor esperado de < x? > serd,

<1?> ¢2(”1""’“”)+2¢(Mh"-,un)z<g;> S
i=1 L
’ <[Z <a—yi>u(yi"“‘")] [Z <a—yj)#<%—w>]>
= ¢ (p, - 3¢3¢) . .
¢(M17 y M, +Z; <ayzay] i ( )

onde Vi; =< (y; — w;)(y; — pj) > é a matriz de covariancia das varidveis y.

De (1.14) e (1.15) obtemos a variancia de z,

"L [ 0¢ 0¢
2 _
=< >—<r>? — Vi 1.16
7 d ) E:I <3yz‘ 3yj)u ’ (1.16)
1,j=
Para um conjunto de m fungoes é1(y1, - ,yn),"** , ®m(y1, -+ ,Yn) & matrix de co-

variancia sera,

Ui = cov|oy, ¢] =~ Z (aazk g_jl> — Z (aazk> Vij <a¢l> Z Api Vij
i OYj i

1,J=1 1,J=1

onde definimos a matrix A;; = (9¢;/0y;),

Essas sao as expressoes mais gerais da propagacao dos erros. Supondo que as variaveis
y; nao sejam correlacionadas, i.e. V;; = 02 e V;; = 0 para i # j, temos

n 2
02 ~ <%> o? (1.18)
=1

j
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— (0¢x I
cov (g, ¢1] ~ < —) o} (1.19)
o ; i 0y; )

Podemos obter relacoes especificas para algumas funcoes de interesse, aplicando a
relacdo (1.18):

1. Adicdo : z=y1 +ya+---+yn
neste caso (9¢/dy;)* =1e

n
2 _ 2 _ 2 2 2
o, = E o; =01 +oy+--+0,
i=1

Assim para um conjunto de medidas que se somam ou estao dentro de uma soma,
o resultado final se expressa como z + o, onde x e o, sao obtidos da forma acima.
2. Subtracao : xz =1y; — yo

2 2

2
o, =01+ 05

3. Multiplicacao : z=y1 Y2 - UYn

<6¢> — (Y1 Yot - Yot - U _<f> _<<x>>
By, u_ Y1 Yi—1 * Yi+1 Yn)y = » M— 0
o =< g >2 <2>2 + <@>2
) H1 2

como

temos

4. Divisio : =2
Yo
como
(@) _ Ll _<z> (8_(;5) = —<xT>
oy o M2 H1 dy2 i 115 Ha
temos

o\’ o2 \”
ag =<z >? (—1> + (—2>
H1 2
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1.3.1 Estimacao de Parametros e Erros em Medidas Diretas

No sentido lato, os objetivos de qualquer experimento em fisica estao associados a/ao:

e Determinacao de um “wvalor de referéncia” para uma grandeza associada a um
fenomeno ou sistema fisico, segundo algum modelo pré-concebido ou Teoria Fisica
existente ou proposta;

e Estabelecimento de uma Lei Fisica particular, de relagoes entre grandezas ou de
“parametros” de uma teoria, a partir de um conjunto de medidas.

Na linguagem estatistica, aos objetivos dos experimentos do primeiro grupo chamam-
se problemas de estimacao de parametros e, aos do segundo, de testes de hipoteses. A
partir desses procedimentos e da correlacao de seus resultados com algum modelo fisico
é que, ordinariamente, procura-se estabelecer os fundamentos e as teorias que constituem
a Fisica.

E claro que esses problemas nao sao independentes. Pois, ao se determinar um
parametro, a partir de um conjunto de N medidas diretas * {z;} de uma grandeza z,
pressupoe-se que os desvios ou erros das medidas z; — i, em relagao a um valor esperado
de referéncia (u), estarao distribuidos segundo uma Distribuicdo Gaussiana.

1z —p 2
exp |—= [ ——
P 2 Oy
O que constitui uma hipotese a qual se pode atribuir, posteriormente, um nivel de sig-

nificancia estatistico. E assim, na maioria dos casos, os teste estatisticos requerem o
conhecimento de parametros que devem ser determinados previamente.

A hipdtese basica da teoria dos erros, na estimativa do valor de uma grandeza a
partir de um conjunto de medidas diretas, ¢ que reduzindo-se os erros sistematicos a
niveis insignificantes, os erros aleatérios experimentais se distribuem normalmente e que
a média aritmética das medidas é a melhor estimativa para o valor esperado da grandeza.

3Resultados de medices realizadas pelo mesmo experimentador, com um mesmo instrumento de
leitura direta e nas mesmas condigoes .
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Uma vez que, segundo a Distribuicao Gaussiana, 68% das medidas estarao centradas em
torno do intervalo (4 — o4, pt + 04), 0 desvio padrao o, é interpretado como a incerteza
ou erro em cada uma das medidas.

A incerteza nessa estimativa ou, o erro na média, pode ser avaliado a partir da
propagacao de erros na adigao .

Considerando-se a expressao da média como uma funcao linear de N variaveis aleatérias
independentes (z1/N,xs/N,...,x5/N), cada uma com a mesma incerteza o, de acordo
com a féormula da propagacao de erros, a incerteza na média serd dada por

N 707\ ? o2
2 E 2 T
%5 = <8xl> To = N

=1

ou seja,

Assim,

A melhor estimativa para o valor esperado de um grandeza x, extraidas de

uma grande amostra de N medidas {x1, 22, ..., 2y}, diretas e independentes,
¢ dada por:
T+ AT

onde

| N

T = N Z z; (média das medidas)
i=1
_ Oz . 1
Az = (incerteza na média)

Oy = (x; —x)%2  (desvio padrao)

iM=| 5

1
N
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e Intervalo de Confianca

De um outro ponto de vista estatistico, a estimativa para o valor esperado de uma
grandeza pode ser expressa em termos de um intervalo de confianga (Neyman/Pearson
- 1928). Ou seja, um intervalo ao qual se atribui uma determinada expectativa, ou nivel
de confianga, de que contenha o parametro valor esperado de uma grandeza.

Se um outro conjunto de N medidas {z}, 2}, ..., 2zy}, diretas e independentes, com
o mesmo desvio padrao o, é determinado, uma outra média serd obtida. Entretanto, no
limite de um grande nimero de conjuntos de N medidas*, a média distribuir-se-4 também
segundo uma Gaussiana, com desvio padrao O’m/\/ﬁ5.

Desse modo, diz-se que o nivel de confianga de que o intervalo (z — ax/\/N, T+
0./vV'N) contenha o valor esperado da grandeza é de 68.3%. Ou que ele é um intervalo
de confianca de 68.3%.

4Ver apéndice A
5Se a varidncia também for desconhecida, pode-se admitir que Z tender4 a ser distribuida segundo

(=
Nf(u,m:«):p(;e):ﬁme b(*a)

2

A~

_ Oz , . ~ (w’ — jj)

onde AZ = —— é um estimador para o, /VN e 6, = —_—

No caso de grandes amostras, a troca de g, por ¢, ndo acarreta grandes distor¢oes na estimativa de um

intervalo de confianca. Entretanto, para pequenas amostras, Gousset (1908), determinou que a varidvel
reduzida

2
é um estimador para 0.

T—p
G2/VN
em vez de obedecer a uma distribui¢io normal padrdao N;(0,1), obedecia a uma distribuigio, agora,

chamada Distribuicao de Student. Por isso, para pequenas amostras, as estimativas por intervalos de
confianca deveriam ser corrigidas segundo a nova distribuicao de ¢.

t =
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A tabela 1.1 mostra alguns intervalos de confianca tipicos para uma varidvel x, cujas
medidas sao distribuidas normalmente, e os correspondentes niveis de confianca.

intervalo nivel
de confianca de confianca

(z — 04/VN,& +0./VN) 68.3 %

(Z — 20,/V'N,% + 20,/V'N) 95.4 %
(z — 30./VN,7 + 30,/VN) 99.7 %
Tabela

1.1: Intervalos de confianca relativos a Distribuicao de Gauss.

Assim, alternativamente, pode-se sintetizar a estimativa, por um intervalo de con-
fianca, do resultado da medi¢ao direta de uma grandeza como

A partir da amostra {zq,%s,...,2x} de um nimero N grande de medidas,

diretas e independentes, de uma grandeza x, o nivel de confianca de que o
intervalo (z — Az, 7 + AT)

onde {

contenha o seu valor esperado é de 68.3%
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1.3.2 Correlacao no Calculo de Eficiéncias em Experimentos de
Altas Energias

Experimentos em Fisica de Altas Energias como aqueles que sao realizados em grandes
aceleradores de particulas, como o Tévatron® do Fermilab ” nos EUA, ou o LEP ® no
CERN ? na Suica, constituem ambientes nos quais os métodos estatisticos sao utilizados
em toda sua plenitude, desde a simulacao de eventos, de detectores, de sistemas de
deteccao até a extracao e a validacao de resultados experimentais.

Os exemplos em Fisica de Altas Energias citados nessas notas refletem a participacao
e as experiéncias dos autores na montagem e implementacao de sistemas de deteccao e
aquisicdo de dados de um complexo de detectores chamado D@ '°, construido por um
grupo de cerca de 500 fisicos, engenheiros e técnicos, durante os anos 80, no Tévatron do
Fermilab.

A taxa de colisoes proton-antipréton no Tévatron é tal que um dos componentes
basicos de um experimento tipico em altas energias é um sistema de selecao de eventos
denominado “Sistema de Trigger’. Esse é um conjunto de circuitos eletronicos, capaz
de selecionar “eventos interessantes’, segundo certos critérios, em um nivel adequado a
capacidade do sistema de aquisicao de dados do experimento.

No Tévatron, a ocorréncia de um muon, resultante de colisoes inelasticas de préton-
antipréton, é o que se denomina de “evento” e, esta associado a diversos atributos fisicos
como:

- momentum
- energia
- posicao de ocorréncia nos diversos setores do detector!!

Alguns dos critérios, com relacdo aos atributos de um mion, que definem “eventos
interessantes” sao:

6Anel de colisio de feixes de prétons (p) e antiprétons (p), onde a estrutura e a criagao de particulas
sdo estudadas através da deteccao de outras particulas resultantes de colisOes ineldsticas entre os feixes
a energias da ordem de 1.0 TeV

"Fermi National Accelerator Laboratory.

8 Anel de colisio de feixes de elétrons e pdsitrons.

9European Laboratory for Particle Physics.

0Dentre os resultados obtidos por esse experimento destaca-se a observacio e descoberta do quark
TOP, um dos constituintes fundamentais do modelo atual (padrdo) de classificagdo das particulas.

o que permite a reconstrucdo de sua trajetéria ao longo do detector.
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- energia acima de determinado valor
- parametro de impacto dentro de certos limites
- energia detectada proxima ao ponto de colisao

Tais critérios de selecao podem ser aplicados durante a aquisicao de dados ou em
um periodo posterior de analise de dados. Quando aplicados na andlise, esses critérios sao
denominados genericamente de “cortes” e, permitem a obtencao de eventos realmente
procurados, ou seja, definem a qualidade dos dados.

Desde que os cortes estao associados a medicoes realizadas por detectores e sistemas
de aquisicao nao-ideais, torna-se necessario o conhecimento das ineficiéncias de deteccao
associadas a cada um dos cortes utilizados na obtencao de um bom conjunto de dados.

O método basico para a determinacao das ineficiéncias consiste na geracao simulada
de dados, que devem ser submetidos também a uma simulagao dos diversos detectores
envolvidos no experimento. A seguir, a eficiéncia (€) associada a um dado corte especifico
é calculada a partir do nimero de eventos que passaram (N,) por todos os cortes aplicados
ao dados excepto o corte especifico e dos que nao passaram (NN,) pelos cortes, segundo a
razao

N
N, + N,
O calculo da eficiencia associada a um determinado corte é um bom exemplo para
ilustrar o problema da correlagao .

Uma vez que o nimero total (N, = N,+N,,) de eventos ¢ conhecido a priori, bastaria a
determinagdo do nimero de eventos que passaram (N,) pela totalidade de cortes excepto
o corte especifico para o cdlculo da eficiéncia, segundo

Np
€t — ﬁt

’

E claro que o valor médio da eficiéncia resultante das duas expressoes é o mesmo.
Entretanto, no primeiro caso, as quantidades IV, e NV, nao sao correlatas, enquanto no
segundo, existe uma correlacao entre N, e IV, que deve ser levada em conta no cédlculo
dos erros estatisticos associados a eficiéncia.

Desde que,
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de _ N,
ON, — N?
ode Ny
ON, N/

e o numero de eventos obedece a uma distribuicao de Poisson, as incertezas sao dadas
por (Capitulo 2)

AN, = /N,
AN, =+/N,
ANt -V Nt

A incerteza (Ae€) associada ao valor médio da eficiéncia serd dada por

_Np

)2 (AN,)?

86t _ L
N, ~ N,
Oe, __Np
ON, — Nt2

implica

ou seja, Ae; > Ae, a incerteza pode ser superestimada.
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Levando-se em conta que existe a correlacao entre N, e Ny,

on,Ne = (NpNe) — (Np) (Ve)
= <Np(Np + Nt)> - <Np><Np + Nt>

= <N5> - <Np>2 +SNpNn> - <Np><NtZ

~”

ONpNn =0
— _ 2
= O'Npr = (ANp)
ou seja, tendo-se em conta as hipdteses corretas, a expressao

O \* O\’ de, \ (0
() o (8 v 8) )

[\

(Ae)?

_ NpNo +2N; N, NN,

p+t'n

NEOTN N

mostra que a incerteza no valor da eficiencia pode ser calculada corretamente por ambos
os modos.
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Capitulo 2

Distribuicoes Basicas

1. Distribuicao Binomial

[\]

. Distribuicao Poisson

w

. Distribuicao Gaussiana ou Normal

H~

. Outras Distribuicoes

Apresentaremos as distribui¢goes mais usadas em estatistica, suas defini¢oes e algu-
mas de suas propriedades. Detalhes matematicos deixaremos para o leitor interessado
consultar a bibliografia [1, 2, 3].

2.1 Distribuicao Binomial

Tomaremos o jogo das moedas como exemplo para nosso desenvolvimento nesse capi-
tulo. A probabilidade para que uma moeda caia em um dos lados é de 50% (1/2 +
1/2)=1. Temos entdao um caso de duas configuracoes. Se forem duas moedas teremos 4
configuragoes.

Vejamos quais sao as permutacoes e combinacoes possiveis nessa configuracao de n
moedas e x resultados de um tipo. Se jogarmos n moedas, existem 2" diferentes con-
figuragoes que elas podem apresentar. Vejamos caso a caso.

e 21 moeda — 9 configuracoes :

Cara (Ca) e Coroa (Co)

23
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o 22 moedas _ 4 configuracoes :

Cal 4+ Ca® Co! + Co?
Ca' 4+ Co? Co! + Ca?

portanto (1/4+1/4+1/4+1/4) = 1.

° 23 moedas __ 8 Conﬁguragﬁes :

Ca' Ca? Ca? Co' Ca® Ca?
Ca' Co* Ca® Co' Co? Ca®
Ca! Co? Co? Co' Co? Co?
Ca' Ca? Co? Co' Ca? Co?

D moedas __ omn Conﬁgura(;()es :

e assim por diante.

Sabendo-se que elas sao igualmente provaveis, as probabilidades para cada caso sao:

—  50% para cada configuragao.

1
2t 2
1 1 ~
=1 —  25% para cada configuracao.
1 1
¥ =3 = 12,5% para cada configuracio.
1 100
o = o — o % para cada configuragao.

E possivel construir arranjos em diversas configuragbes com n objetos (moedas ou
qualquer outro objeto). Um arranjo qualquer de n objetos é chamado de permutagao.
Pode-se também denominar de permutacao a troca de posicao de tais objetos de um
arranjo. Podemos também construir arranjos de r—objetos (com r < n ) dos n-objetos e
a ele chamarmos de permutacao r. O nimero de permutacoes de n objetos tomando r
objetos de cada vez é dado pela expressao:

Pn,r) =nn—1)(n—-2) -~ (n—r+2)(n—r+1) = (n— 1]
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Se tivermos repeticao de uma configuracao ou mais, entao o nimero de permutacoes
possiveis para os n objetos, com n; repeticoes ou no repeticoes é:
n!

PR(n,r) =

nilng! - -+ nr!

O numero de diferentes combinagées C'(n,r) é dada pelo nimero de permutagoes
enumeradas P(n,r) dividida pelo fator de degenerescéncia r! das permutagoes.

C(n.r) = P(n,r) _ nt < n) (2.1)

(r)! rl(n—r)! r

A probabilidade P(r,n) para observar r moedas com o lado da coroa para cima e n—r
com o lado da cara para cima, é o produto do nimero de diferentes combinagoes C(n, r)
que contribuiriam para esse conjunto de observagoes vezes a probabilidade para cada uma
das combinacoes ocorrerem.

A probabilidade para obtermos moedas idénticas com cara para cima nao é igual

a probabilidade ¢ = 1 — p de nao obte-las ou de obte-las com coroa para cima. A
probabilidade para cada uma das combinacoes de r moedas de cara para cima e n — r
moedas com coroa para cima é p"¢" ". Entao a probabilidade Pg(r,n,p) para observar r

dos n itens com probabilidade p é dada pela Distribuicao Binomial :

n!

Pg(r,n,p) = < 7; )prqn_r = m p"(1 —p)(n_r) (2.2)

onde ¢ = 1 — p. Entdo, a Distribui¢do Binomial Pg(r,n,p) nos da a probabilidade de
observar r dos n itens com probabilidade p. No nosso caso, das moedas, poderia se dizer
que a Distribuicao Binomial B é dada pela probabilidade P de observar r moedas das n
moedas que tém a probabilidade p de ser observada com cara para cima.

A média de uma Distribuicao Binomial é dada por

n= [T%p’(l —p)(”‘”] =np (2.3)

(n—r
r=0 )
A variancia o? da Distribui¢ao Binomial é dada por:

=3 [ )| = ap - 24

ri(n—r)
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2.2 Distribuicao de Poisson

A Distribuicao de Poisson é uma aproximacao da Distribui¢cao Binomial quando o niimero
médio de eventos observados é muito menor que o numero real de eventos. Se aplica
portanto a muitos casos especiais de analise, principalmente quando procuramos um sinal
de alguma coisa ainda nao detectada, ou seja, num processo de descoberta.

Um exemplo é o nimero de particulas de um feixe que incide sobre um alvo qualquer
(~ 10Beventos/segundo), que é muito maior que aquele registrado pelos detectores (~ 10*
particulas incidentes por segundo). Considerando entao a Distribuigao Binomial dada pela
expressao (2.2) e o limite de n muito grande (n — o0), nimero de eventos p — 0 (ou
p << 1 nimero de sucessos ou acertos), A = np = y constante, temos,

Pg(r,n,p) = %T,(nnilr), prl=p)(1-p)" (2.5)
ti(1 =) = linf(1 - = (1) = e 26)
Il)i_r)r(l]PB(r, n,p) = Pp(r,\) = (;) e (2.7)

Assim a Distribuicao de Poisson é dada pela expressao,
)\T‘
Pp(r,\) = (—) exp(—A) (2.8)

r!

A expressao para a média de uma Distribuicao de Poisson é dada pelo mesmo parametro
A = i que aparece na expressao da probabilidade (2.8). Pois, avaliando-se o valor esper-
ado de r temos,

crs=Y (5) ] - )\i 2 - (29)

r=0

A variancia é dada por

of = limnp(l-p)] = A=p (2.11)
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Uma das mais importantes caracteristicas da Distribuicao de Poisson é a sua repro-
dutibilidade, ou seja, se dois ou mais processos independentes de Poisson, como a con-
tagem de particulas que decaem e o background associado, com parametros A\, e Ay, inde-
pendentemente produzem r, e r, eventos, ocorrerem simultaneamente, os eventos resul-
tantes estarao distribuidos segundo uma Distribuicao de Poisson de parametro A = A, + ).

Uma vez que a probabilidade de ocorréncia combinada de um total de r eventos é
dada por

P(r) = 3 Pl )P =1 ) (2.12)
rq=0
r \Fa \[~Ta
e ra \y
-0 Zm (2.13)
rqe=0
L Outa) Pt )" g 7! AN\ N\ .
& 7"! ;TQ!(T—TG)! )\a—|—)\b >\0+>\b ( . )
r . )
)\T‘
A
- (2.15)

onde A = A\, + A\p.

2.3 Distribuicao Gaussiana ou Normal

Essa é a distribuicao mais utilizada em aplicacoes estatisticas. Do ponto de vista matema-
tico, é uma aproximacao da Distribuicao Binomial, no caso em que o nimero de eventos
é muito grande e, portanto, a probabilidade de se observar o evento desejado é também
muito grande, i.e., np >> 1.

Ela é definida como:

Po(z,p,0) = L exp [—% <I — M>2] (2.16)

B oV 2w o

onde média e o desvio padrao sao dados por p e o e, suas principais caracteristicas ja
foram apresentadas na sub-seccao 1.2.2 do capitulo 1,
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] N-#o0 Np=j
RIMNOMIAL i—l-———| FLIISSENN |

,

N~ a0 g

GALSSIANA /

Figura 2.1: As ligacoes entre as principais distribui¢oes: Binominal, Poisson e Gaussiana.

A Fig. 2.1 mostra como se relacionam as trés distribuicoes mais usadas.

E, na tabela a seguir resumimos as trés distribui¢oes apresentadas e suas principais

propriedades.
Distribuicoes
Binomial Poisson Gaussiana

2

Defini¢ao r!(nniir)!p’"(l — p)n=) (%) exp(—A\) - 127T exp [—% (x ; M) ]
Média w=DNp = A 1
Variancia 0?2 =Npq o? =\ o?
Desvio Padrao oc=+Npq o=v\ o

2.4 OQOutras Distribuicoes

Muitas outras distribuicoes sao utilizadas, principalmente, no ajuste de parametros de
teorias aos dados de um experimento. Uma muito usada para descrever o comporta-
mento de processos ressonantes ¢ a chamada Distribuicao Lorentziana, Breit-Wigner ou

de Cauchy,
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1 r'/2
PL(xauaF):_ /

o= P + (TP (217)

onde i é a média e I' é a sua FWHM (full width at half mazimum).

Essa distribuicao tem a particularidade de que decai tao lentamente em torno de seu
valor médio x4 que nao possui uma variancia. Entretanto, sua largura pode ser facilmente
calculada por seus valores a meia altura.

A figura 2.2 mostra a comparacao de uma Lorentziana (linha pontilhada) e uma Gaus-
siana (linha sélida) de mesma largura I'.

Figura 2.2: Distribui¢oes de Lorentz (linha pontilhada) e Gauss (linha sélida) de mesma
largura I'.
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Capitulo 3

Ajustes de Curvas a um Conjunto de
Dados

1. Método dos Momentos
2. Método da Maxima Verossimilhanca

3. Método dos Minimos Quadrados

H~

. Teste de x?

O ajuste de uma curva, ou genericamente, de uma fungao que possui alguns parametros
a um conjunto de dados é sempre realizado em uma regiao fisica bem delimitada de tal
forma que se pode inicializar o processo com certos valores dos parametros. A deter-
minacao desses parametros constitui um objeto especifico de estudo e, dada a comple-
xidade que aparece no processo de ajuste da funcao aos dados experimentais, torna-se
necessario o entendimento dos principais métodos estatisticos que podem ser utilizados
num ajuste. Seguiremos de perto o exposto na referéncia [2].

Consideremos o exemplo de uma distribuicao angular consistindo de um conjunto de
valores {cos#} para cada interagdo, onde 6; é o angulo observado que as particulas fazem
com uma determinada dire¢do. (Usamos cos@ e nao de 6 como varidvel ji que uma
distribuigao no espaco nos da uma distribui¢ao uniforme em cosf e nao em 0).

Cada cos 0; seria associado a um valor peso w; > 1 para corrigir as ineficiéncias de
deteccao. Chamamos a atencao para algumas questoes que deverao ser levantadas quando
tratamos um problema de ajuste de curvas com dados:

31
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1. Testes de hipéteses:

Os dados sao consistentes com uma distribui¢ao angular da forma?

dn
dcosf

= a + bcos® 0 (3.1)
Qual a significancia estatistica desse acordo?

2. Estimativas de parametros:

Supondo que a equagao (3.1) seja razodvel para testar nosso experimento, que valores
de a e b seriam escolhidos para fornecer a melhor descricao dos dados?

Quao precisos sao a e b?

3. Normalizacao:

As normalizacoes dos dados e da teoria tém que ser as mesmas. Por exemplo, a
distribuigao angular dada pela equacao (3.1) deve obedecer a condicao

N = /+1(a + beos? 0) d(cosf) = 2 (a + b/3) (3.2)

onde N é o numero total de eventos observados.

Logicamente, um teste de hipdtese precede a estimativa de parametros, entretanto, é
praticamente impossivel estabelecer uma opiniao segura sobre um teste das hipéteses sem
fazer uma avaliacao dos parametros e, portanto, fazer um ajuste com os dados.

Os principais métodos estatisticos para a estimativa de parametros num ajuste de
funcoes sao:

e dos Momentos,
e da Mdaxima Verossimilhanca

e dos Minimos Quadrados.
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3.1 Método dos Momentos

O método dos momentos consiste em calcular o valor médio dos dados de uma certa quan-
tidade. Esta média é analiticamente relacionada ao parametro de interesse. Retomando
nosso exemplo, com a distribui¢ao angular dada pela equacio (3.1), achamos a média que
resulta em:

— 5+ 3b/a
20 = ——— 3.3
cos 5(3 + b/a) (3:3)
ou ainda, isolando b/a
b 5(3cos?d —1) (3.4)

a 3 — Hcos?0

E, para avaliar a média diretamente de novos dados fazemos:
n
2 1 2
COSGZ—E cos” 0;
n 4
=1

e o erro associado a essa média é:

" ,]1/2
§ = [ﬁz ((5052 0; — m) ] (3.5)

=1

Facamos alguns comentarios sobre o método:

e Simplicidade: O método é muito facil de ser aplicado e nao exige nenhum procedimento
de maximizacao.

e Estimativa dos Erros: Os erros deste método sao obtidos pelas diferencas sobre os
valores observados cos?6; ou, alternativamente, dos ajustes da distribuicao usada.
Pode-se calcular como fungao de b/a. O erro é simétrico na varidvel cos? 6;: N6s de-
vemos entdo transformar essa variavel para a variavel b/a que é em geral assimétrica.

e Eventos Individuais: O procedimento de momentos faz uso de eventos individuais e ja
que nao existe a necessidade de se fazer uma escolha de compromisso, de tamanho
do bin com o qual se plota um histograma.
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3.2 Meétodo da Maxima Verossimilhanca

Esse é o método mais poderoso para encontrar-se valores de parametros desconhecidos
no processo de ajuste de uma curva a um conjunto de dados. Para entendermos como
funciona o método tomemos a equagao (3.1) de uma distribui¢do angular muito comum
em Fisica de Particulas e reescrevamo-la como

y=A {1 + <g) cos” 9} (3.6)

onde A ¢ o fator de normalizacao tal que

+1
/ ydcosf =1

1
isto é
1

A= T w3 (37)

Temos entao a fungao y que representa a distribuicao normalizada. Para a utilizagao do
método é fundamental que a distribuicao seja normalizada pois, sem o fator A na equacao
de y, nao teriamos um maximo absoluto. Além disso, hd que se levar em consideracao
outros pontos importantes no processo de normalizagao, tal como a reducao do numero
de parametros.

O objetivo agora é determinar o parametro b/a na equagao (3.6).

Para o i-ésimo evento calculamos
y; = A(1+ (b/a) cos®6;)

que ¢ a densidade de probabilidade para observacao deste evento ¢, e é uma funcao de
b/a que desejamos determinar. Define-se entao a funcao de verossimilhanga £ como o
produto de y; para todos os eventos da amostra, i.e.,

£(/o) = [[w

Entao para qualquer valor de b/a, £ é a densidade de probabilidade para obter um
particular conjunto de valores de cosf; que tenha sido observado no experimento. Esse
valor de £(b/a) é maximizado como fun¢ao de b/a para encontrar-se o melhor valor de
b/a. Vejamos um exemplo.
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3.2.1 Separacao de pions e kaons

Esse é um problema que aparece quando tentamos determinar a composicao de particulas
de um dado conjunto de tragos. Por simplicidade suporemos que nossa amostra contém so-
mente uma mistura de pions e kdons. No enfoque do Método da Maxima Verossimilhanca,
vamos maximizar log £ onde,

£=T] {fw exp [M] £ (- f)exp {M” (3.5)

20 202

e Nessa expressao x, e T sao posicoes esperadas dos picos do pion e do kdon para a
varidvel que estamos usando para distinguir as particulas (por exemplo, dE/dx);

e (x; £ 0) é o valor medido para o i-ésimo trago;
e f. é a fracao de pions que esperamos determinar;

e O produto é extendido sobre os N tracos da amostra e, omitimos as constantes irrele-
vantes de nossa definicao de £.

A chamada funcao de verossimilhanca extendida inclue um fator extra para a proba-
bilidade de obtencao de uma amostra do tamanho N de uma distribuicao de Poisson de
média ¢, i.e.,

e~ N

to ==\

£

Nossas varidveis sao agora f, e ¢ ou equivalentes a:
o = Ofr
o = o(1—fr)
onde ¢ ) € o nimero de pions e kaons.

Em termos de ¢, e ¢, a verosimilhanca extendida pode equivalentemente ser escrita
como:

6_(¢Tr +¢k)

tp=—5—1I {¢7r exp {—@%‘?)2} + i exp {—%” (3.9)

Estimando os niimeros de pions e kdons, temos 3 relevantes fatores:
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1. Qual a ambiguidade na resolucao de pions e kdons experimentalmente? Isso depende
crucialmente da grandeza de (z, — xy)/o;

2. Qual é a nossa estimativa do nimero de pions em nossa amostra particular? Isto é
respondido pelo método da maxima verossimilhanca;

3. Qual é a nossa estimativa do nimero de pions para experimentos semelhantes ao
nosso? Aqui o método deve ser extendido por necessidade de se obter melhores
resultados.

3.3 Meétodo dos Minimos Quadrados

Vamos supor que dispomos de uma distribuicao de dados, num histograma, da observagoes
y; de uma varidvel x, como, por exemplo, o niimero de particulas em intervalos (bins) de
momentum.

Denotaremos por 2 as entradas do histograma, onde i indica o particular bin do

mesmo. Como habitualmente, tentaremos ajustar os dados por uma forma funcional
ygh(aj), onde «; sao os parametros da expansao tedrica. Entao, definiremos uma funcao
como,

bins obs
[ Oi

2" = e o

onde o; sao as incertezas esperadas em cada bin. Se a teoria e os dados experimentais
estao de acordo, o valor de S é muito pequeno.

O Método dos Minimos Quadrados pode ser derivado a partir do Método da Maxima
Verossimilhanca, se o conjunto de medidas obedecem a Distribuicao de Gauss. Entre-
tanto, de modo alternativo, a minimizacao da funcao S pode ser tomada como a hipétese
fundamental do processo de ajuste.

Observe que é altamente indesejavel ter menos de 5 eventos em qualquer bin. Se temos
uma tnica medida y9® + o de uma particular quantidade 3, contarfamos

obs __ ,,th 2
S = (M) (3.11)
o

obs

e essa tem um minimo com S = 0 para y°® = y*" e S = 1 quando y°”» = y" + 0.
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Se temos 2 medidas y; e yo de uma sé quantidade e com erros iguais a essa o melhor

valor estimado é:
. thy\ 2 . thy 2
g — (?Jl Yy > i <?Jz Y >
o o

minimizando com dS/dy*™™ = 0 temos y™ = (y; + ¥2)/2 e 0 erro é o/v/2, deduzido de
S = S + 1.

Do ponto de vista pratico, uma vez que os o;’s, em geral, dependem dos parametros
a;’s a se determinar, o processo de minimizagao torna-se muito complicado e, usualmente,
substitui-se as incertezas esperadas pelas observadas, que sao iguais aos préprios contetidos
de cada bin, admitindo-se que esses contetidos se distribuem segundo a Distribuicao de
Poisson. Ou seja, minimiza-se a funcao

bins obs th 2
Ui~ — Y \qy
S=> { — ( J)] (3.12)

Y;

H& inimeras fungoes apropriadas para receber o tratamento dos minimos quadrados
no ajuste de fungdes a um conjunto de dados. Uma lista dessas fungoes é a seguinte:

1. Reta: Y = a9+ a1 X

2. Pardbola: Y =ag + a1 X + as X?

3. Cubica: YV =ag + a1 X + as X% + a3 X3

4. Polinomio de Grau n: ¥ =ap + a1 X + a2 X2+ --- +a, X"
5. Curva Geométrica: ¥ = aX?

6. Geométrica Modificada: Y = aX® + ¢

1

. Hipérbole: ¥ = ————
7. Hipérbole ot aX

8. Exponencial: Y = ab®

9. Exponencial Modificada: ¥ = ab* + ¢
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3.4 Teste de \°

A utilizacao de qualquer um dos métodos para estimacao de parametros nao estabelece
um critério para julgar a significancia estatistica ou qualidade de um determinado ajuste.

No caso do Método dos Minimos Quadrados, o procedimento mais comum para julgar
a qualidade de um ajuste de funcao é denominado Teste de x2, que pode ser estabelecido
a partir da distribuicao de probabilidades da varidvel S.

Se a funcao de ajuste a N dados tem m parametros, a variavel S, também escrita como
X2, obedece a uma Distribuigao de x? com v = N — m graus de liberdade(apéndice A).

Uma vez que o valor esperado de x? é igual ao niimero de graus de liberdade da
distribuicao, o critério usual para avaliar o bom acordo entre a funcao de ajuste e os
dados é que x?/v seja proximo da unidade.

Apresentaremos a seguir o Método de Monte Carlo, no qual é implicito o conhecimento
das nocgoes dadas no capitulo.



Capitulo 4

Monte Carlo

1. Porque Utilizar Métodos de Monte Carlo?

2. Aplicagoes Simples de Monte Carlo
— Calculo de uma Integral
— Momentum Transversal Médio
— Espaco de Fase
— Geragao de Eventos

Vamos primeiramente tentar responder a questao: O que é um Método de Monte
Carlo? Sao algoritimos nimericos que se utilizam da geracao de numeros aleatdrios.
Quaisquer situacoes que envolvam processos aleatérios, como a simulagao de amostras
aleatorias, ou mesmo aqueles que nao tém carater probabilistico como uma simples inte-
gracao numérica, podem se utilizar de um Métod de Monte Carlo. Nao hé experimento
em Fisica de Altas Energias que nao seja projetado, realizado e analisado a luz de progra-
mas de computacao que utilizam-se de Métodos de Monte Carlo. Uma série de exemplos
seguirao para ilustrar o método.

Inicialmente, vamos mostrar como funciona o Método de Monte Carlo no calculo de

uma integral do tipo:
b
I = / y(x)dx .

onde y(x) é uma fungao continua qualquer. Usando o método numérico mais simples,
como mostra a figura 4.1, divide-se o intervalo [a, b] em partes iguais e calcula-se o valor

39
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estimado de I por

b-a Z y(x;) (4.1)

onde

Esse talvez nao seja, o melhor método para o calculo da integral I mas é o que mais se
aproxima de um Método de Monte Carlo.

A

Figura 4.1: Exemplo de curva para cdlculo da integral e divisao do intervalo de integracao
em partes iguais.

O correspondente Método de Monte Carlo também consiste no célculo da soma (4.1),
mas no lugar de se determinar y(z;) em intervalos iguais, calcula-se aleatériamente os
nimeros x;, no intervalo [a, b], através de,

r; = a + ri(b—a) (4.2)

onde r;’s sao membros de uma série de nimeros aleatorios uniformemente distribuidos
entre 0 e 1, que podem ser obtidos por qualquer gerador disponivel. Esses nimeros
aleatérios estao embutidos em todo programa de Monte Carlo e é importante conhecer
suas propriedades em relacao ao problema tratado. Deixamos como exercicio a verificacao
das propriedades de alguns geradores.

\ Exercicio 4.1 \ Examine o seu gerador de nimeros aleatérios, compa-
rando-o graficamente com outros geradores. Que conclusdes voce tira?
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4.1 Porque Utilizar Metédos de Monte Carlo?

Se usarmos n numeros aleatérios para obter um valor para a integral I, a resposta tem
uma precisao proporcional a 1/y/n, enquanto que para um dos métodos numéricos mais
simples é de 1/n?. Qual é entao o ponto que nos leva a usar um Monte Carlo? Se
tivéssemos somente integrais em uma dimensao nao necessitariamos de um Método de
Monte Carlo. Mas a realidade é outra e nos deparamos frequentemente com integrais
miltiplas. Nesses casos, a precisio dos métodos numeéricos mais simples é de n=%/%, onde
d é a dimensdo das integrais, e no Método de Monte Carlo continua a ser n~'/2.

Cada vez que se calcula a mesma integral se obtém um nimero ligeiramente diferente,
no entanto, pode-se associar a essa diferenca um erro. Na pratica, o erro obtido pode ser
muito pequeno, satisfazendo plenamente os objetivos do problema.

Uma questao interessante é que a integral converge para o resultado mais rapidamente
do que em qualquer outro método. Por exemplo, para uma integracao triplice pelo método
de Gauss, usando-se apenas 10 pontos para cada integral, teriamos 1000 iteragoes ou
calculos da funcao, no entanto, usando o Método de Monte Carlo com um nimero menor
de pontos chegaremos mais rapidamente ao resultado e com melhor precisao.

Procura-se o maximo de precisao no método olhando-se para:
e Extratificacao: dividindo-se o intervalo em x, por exemplo, em duas partes, o nimero
de pontos gerados em cada uma da regioes é reduzido;
e Amostragem: transformando-se o integrando em uma funcao que varie mais lenta-

mente.

Para integrar no caso de n dimensoes, precisamos de n conjuntos de nimeros aleatérios
para gerar o ponto no qual o integrando é avaliado. Muitas regioes de integracao nao téem
limites independentes uns dos outros. Portanto, para avaliar

/z(x, y)dxdy

para a regiao de integracao triangular bidimensional, como mostra a figura 4.2 temos que
escolher os intervalos de variacao de cada variavel, corretamente, por exemplo, x escolhido
entre 0 e 1 e uma condicao para o valor de y, tipo y < x.
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Figura 4.2: Exemplo de integracao sob uma reta.
4.2 Aplicacoes Simples de Monte Carlo

Sao intmeras as aplicacoes de Métodos de Monte Carlo. Escolhemos algumas mais
proximas de nossas atividades em Fisica de Altas Energias.

4.2.1 Calculo de uma Integral

Vamos continuar a mostrar como funciona o Método de Monte Carlo agora com o exemplo
explicito da seguinte integral:
1
I = / z3 de
0

Usaremos N numeros gerados aleatériamente, que por sua vez dao origem ao conjunto
{z;} de pontos, os quais usados para avaliar a integral. Repete-se esse procedimento um
certo numero de vezes e a precisao requerida é obtida facilmente. Vejamos cada passo:

1. Usa-se a expressao (4.1) para obter-se o valor da integral e a expressao (4.2) para o
calculo dos pontos z;’s, o que significa:

2. Constroi-se a tabela de N valores de z; e calcula-se para cada um dos x; os seus
correspondentes x?;
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3. Faz-se a soma de todos os 3.

4. Faz-se a comparagao entre o valor dado pela (4.1) e o valor obtido pelo célculo exato
que é 0.25.

‘ Exercicio 4.2 ‘ Faca este cdlculo com 10, 50 e 100 pontos e verificar
como se aproxima cada resultado obtido com o Monte Carlo e o valor ver-
dadeiro.

4.2.2 Momentum Tranversal Médio

Na Fisica de Altas Energias é observado que o momentum transversal médio das particulas
produzidas em interacoes aumenta lentamente quando a energia incidente aumenta. Um
grafico de particular interesse é o do < pr > como funcao de p; das particulas. Para
estudar esse grafico e seus problemas, supomos que as particulas sao produzidas no c.m.
com momenta p, uniforme no intervalo de 0-1 GeV/c, e sdo também uniformes em cos 6.
Nenhuma dessas hipoteses é realista mas servem para simplificar nosso problema e tornar
simples nossa aplicacao. O enfoque via Monte Carlo para esse problema consiste em gerar
um grande nimero (~ 10.000) de tragos cujo momentum é dado por nimeros aleatérios,
enquanto o angulo de producao é definido em termos do segundo nimero aleatério r por:

cos) = 2r—1
com py, e pr calculados como:
pr, = pcosb
e
pr = psinf

obtemos o < pr > para o conjunto de eventos com intervalo de p;, especificado.

4.2.3 Espaco de Fase

E possivel encontrar aplicacoes para o o Método de Monte Carlo em quase todas as dreas
do conhecimento humano. Para projetar um experimento, toda a sua instrumentacao
antes de ser construida deve passar por uma fase de simulacao. Um exemplo é o calculo
do momentum dos tragos que representam a passagem da particula pelo detector, com o
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auxilio dos campos magnéticos das regioes respectivas, que pode ser obtida, medindo-se
o angulo de curvatura. Introduz-se as caracteristicas das camadas de cada detector por
onde passou a particula e seu desvio causado por multiplas interacoes. Compara-se os
resultados obtidos a modelos existentes. Testa-se programas especiais de computacao dos
experimentos. Faz-se estudos e estimativas de contaminacgao faz-se correcoes geométricas
e calcula-se o espago de fase para cada interacao.

Os Métodos de Monte Carlo sao os mais eficientes, precisos e faceis de trabalhar e,
portanto, os que melhores se adaptam ao tipo de integracdo que temos. A sua aplicacao
em Fisica de Altas Energias encontrou um grande sucesso com o programa FOWL [4]
seguido por outros programas mais acabados e mais complexos como o GEANT do CERN.
Vejamos entao algumas das caracteristicas de um Método de Monte Carlo.

(a) Mais rdpida convergéncia que qualquer outro método: o erro decresce com 1/(v/N),
onde N é o nimero de pontos gerados na amostragem.

(b) Eficiente e versatil: O método se aplica aos problemas que aparecem na Fisica de
Particulas.

(c) A implementagao de programas é simples.

(d) O método trata os eventos exatamente da mesma forma que sdo tratados os dados
de um experimento, simulando o préprio experimento.

Vamos dar uma olhada no Espaco de Fase ou a regiao fisica onde atua a dinadmica do
choque de particulas. Para isso nos basearemos no FOWL, um dos primeiros programas de
Monte Carlo para particulas [4]. O programa gerador de eventos de Monte Carlo FOWL,
gera eventos segundo uma lei. Vejamos qual. O programa como estd concebido, tem suas
variaveis de massa e dos angulos fornecidas por uma lei uniforme, linear, e limitada pelas
fronteiras naturais da Fisica. Isto quer dizer que:

e Dispomos de nimeros aleatérios x, uniformemente distribuidos;

e As variaveis aleatorias sao: as massas M;, os angulos 6 e ¢ e a posicao no espaco de
cada vetor, fornecido segundo os valores de x, entao uniformemente limitado pelos
limites fisicos. Exemplo



4.2. APLICACOES SIMPLES DE MONTE CARLO 45

my +my < /51 < /s —mg

M; = My = /s1

13

Isso corresponde, no programa de Monte Carlo, a colocar “contadores”, por todos
os possiveis locais, sem se preocupar em ter ou querer observar um tipo especifico de
evento, por exemplo, querer ver somente o aspecto difrativo da interacao, ou da pionizacao,
etc. Fazendo uma experiéncia hipotética, com o Monte Carlo FOWL, podemos traduzir
nossa necessidade, a de querer observar somente o aspecto difrativo, sem que o espaco de
fase seja tocado. Isto quer dizer, colocar um contador “difrativo”. Ou ainda criar um
enriquecimento nas amostras desejadas. Tudo se passa como se fizéssemos a integracao
por Gauss fazendo as particoes dentro do intervalo de integracao para termos o maior
niumero possivel de eventos onde nossa funcao pode ter uma grande variacao. Passemos
ao problema fazendo um sumério da descricdo do método segundo a referéncia [5].

Integragcao Numérica no Espaco de Fase

A integral no espago de fase (EF) é um dos muitos problemas de célculo numérico que
se depara a Fisica de Particulas. A integral no EF ¢é definida por

/ /Hd“ —pi——pa) T (4.3)

onde,

e T é o elemento de matriz ao quadrado ou a representacao acabada do processo dinamico
em estudo,

e p;, F; sao os momenta e as energias das particulas envolvidas no processo,
e I/ representa o volume do espaco de fase como um todo.

e (3n —4) é o nimero de varidveis independentes, onde n é o nimero de particulas do
estado final. Por exemplo, uma reagao do tipoa + b — 1 + 2 (n = 2) possui 2
variaveis independentes.

A avaliacao da fungao f,(®) é feita para um conjunto de pontos gerados aleatérios. A
densidade dos eventos gerados aleatoriamente é dada por g(®) no Espaco de Fase.
Um evento aqui é um conjunto de n vetores momenta pi,--- ,p, em qualquer sistema de
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referéncia satisfazendo a conservacao de quadrimomentos e as condicoes de camada de
massa dada por p? = m?,i =1,...,n.

A densidade g(®) é definida como a usual densidade de probabilidade tal que a pro-
babilidade para que um evento aleatério apareca em uma vizinhanca infinitesimal de um
ponto ® do EF é g(®)d® onde d® é o elemento do volume. Os invariantes e os angulos
serao usados como variaveis, além de componentes dos momentos em alguns casos.

Definindo como eficiéncia a quantidade de trabalho gasta para obter-se um resultado
de boa precisao estatistica, todo programa de Monte Carlo deve apresentar uma certa
eficiencia dentro das multiplas escolhas para a geracao de eventos. Qualitativamente a
eficiéncia é tao melhor quanto mais ¢g(®) se aproxima de f,(®) para ser integrada. Essa
fungao f,(®) é definida por

th@%@ﬂ®=/@M® (4.4)

portanto, fn,(®) = pp(P)T(P) e p,(P) é a densidade do Espaco de Fase. Note que, do
ponto de vista da geracao de eventos existem 3 tipos de densidades.
1. O gerador de eventos ideal, para o Monte Carlo é uma interacao de particulas.

2. Qualquer modelo envolve a especificacao do elemento de matriz ou a densidade de
eventos no Espaco de Fase. Estes elementos de Matriz sao muitas vezes complicados
e nao podem ser usados no computador.

3. Programas de computador do tipo Monte Carlo geram eventos com uma densidade
g(®) as quais sdo algumas fungoes simples de ®.

Vamos agora tentar explicar como pode-se gerar eventos e que tipos de densidade g(®)
podem surgir na pratica. Para isto tomamos a seguinte integral,

m = /01 dx f(z) (4.5)

onde m, o valor da integral, é também valor médio da funcao f(z). Assim, a variancia é
definida por

o = /0 dz [f(x) —m)] (4.6)
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Figura 4.3: Exemplo de uma curva representando uma funcao qualquer sob integracao
Monte Carlo.

A variancia mede as flutuagoes de f(x) no intervalo (0,1). Quanto maior for 0 maior
é a flutuacao de f(x) em torno do seu valor médio.

Suponha agora que estamos prontos para gerar os nimeros aleatorios rp com 0 < rj, <

1,onde £k =1,2,---, tal que os valores entre 0 e 1 sejam igualmente provaveis. Isto quer
dizer que os r; sao uniformemente distribuidos no intervalo de 0 a 1. Vamos considerar
os ndmeros 71, - - - , 7, cOMo uma amostra para o célculo da integral (4.5). A aproximagao

de m é uma média aritmética dos N niimeros resultantes de f(ry) e dada por
L
m = NZf(rk) (4.7)

Esse é um Monte Carlo da integral (4.5). Usando a linguagem da Fisica de Particulas,
rr é chamado de evento e f(r) é o peso associado ao evento. Como 7y é um nimero
aleatério, entao m também é uma variavel aleatéria, tal que se considerarmos outro con-
junto {ry} entdo obtemos outro valor para m, dai entao ser necessario calcular o desvio
do valor médio.

O desvio de m do seu valor mais provavel é medido por,

~-2 1 al _ 12
0" = N1 2 [f(r) — m] (4.8)

o qual se aproxima da (4.7) assim como m de m. Vamos supor que as variaveis aleatérias
z; i =1,---, N sao distribuidas de tal forma que suas médias sdo m; e as variancias o?.
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Sob condigoes bem gerais, a distribuicao da soma z = (21 + -+ - + xy)/N para grande N
se aproxima da distribui¢ao normal,

1 (x —m)?
N (2 — S 4.9
(5 m0) = L exp |- (4.9)
com média,
|
m= z:mZ (4.10)
i=1
e variancia,
1 X
o2 — ngg (4.11)
i=1
No presente caso, os nimeros aleatérios sao os nimeros f, = f(rz) os quais sdo

distribuidos com média m e variancia o?. Entdo , para N grande, m converge para m e a
variancia da distribuigao em m é (1/N)o?. Assim, o resultado da integracao por Monte
Carlo é expresso por

(4.12)

4.2.4 Reducao do Erro Estatistico

O erro estatistico do Método de Monte Carlo descrito depende de 2 fatores, da variancia
0? da funcao a ser integrada e do nimero de pontos aleatérios para os quais a funcado
¢ avaliada. O caminho mais simples para diminuir o erro é aumentar N. O erro é
proporcional a 1/\/]V tal que decrescer o erro de 10 corresponde a um aumento de 100 para
N. Esse caminho é limitado pelo tempo de computacao que fica cada vez mais proibitivo
com o aumento de N. Existem muitos outros caminhos para decrescer a variancia. O
problema geral pode-se chamar de ”enriquecimento da amostra” de acordo com o problema,
tratado. Isto consiste em modificar ligeiramente a fungao f,(®) por uma aproximacao
e/ou mudar a distribuigao de eventos totalmente aleatérios. Vamos dar alguns exemplos.
Pode-se melhorar a taxa de convergéncia tal que o erro estatistico venha a ser proporcional
a 1/N usando nimeros quasi-aleatérios.

Com nimeros pseudo-aleatérios nao temos idéia de quais pontos do integrando f,,(P)
sao avaliados. O FOWL usa os geradores pseudo-aleatérios. Um segundo caminho para
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melhorar o Método de Monte Carlo consiste em reduzir a variancia da funcao do inte-
grando. De acordo com (4.8) vimos que é possivel transformar a integral de tal forma que
a funcao seja a mais constante possivel. Vejamos um exemplo.

Consideremos a integral
1
m:/ dvae™ =e* — 1 (4.13)
0

onde a é constante. Integrando desse tipo aparece em Fisica de Altas Energias quando
temos dependéncias explicitas com o momento transferido do tipo e”. Um simples calculo
nos da,

2 4 2
02:9<1——> e 4 —e -2 1 (4.14)
2 a a a

H& um crescimento do erro relativo o/(m+/N) da integragao por M.C. como y/a/(2N).
Facamos uma mudanga de varidvel

y=e€

m:/ dy
1

e podendo estdo gerar pontos uniformemente em y no intervalo (1, e*). Como o integrando
é uma constante a variancia foi reduzida a zero.

o que resulta em

Desse exemplo, é 6bvio que se f(z) varia consideravelmente, o método torna-se mais
eficiente quando os pontos aleatdrios sao gerados de tal modo que sua densidade é proxima,
a |f(z)]. Este método é chamado de ”importancia da amostragem”. Para aplicarmos este
método é preciso gerar niimeros aleatérios de acordo com a densidade g(x). Esta densidade
g(x) é definida de tal forma que a probabilidade que um valor entre x e x 4 dzx seja obtido
é dado por (1/G)g(z)dx onde G = G(+00) e

Gla) = / o) dt (4.15)

Consideremos entao a integral,

I = /I+ dx f(x) (4.16)
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onde os limites de integracao serao introduzidos mais adiante. Tomemos como nova
variavel,
_ G(x) —G(x)
Gry) — G(x-)

(4.17)
g(x)dx
Glry) —G(r-)

dr =

variando entre 0 e 1. Entao a equacao (4.17) pode ser escrita como,

= /uf(x) iz = /I+g(x) @) e~ 16 —G(x)]/o f@) 0 s

) g(w) g(r)

onde

v =G {G(x_ ) +r[G(zy) — Gx )]} (4.19)

Quando aplicamos a equagao (4.7)

I /:1:+ " f(aj) . [G(l'-i-) _G($—)] Z f(l'k) = % Z wy, (4.20)

. N — g(x) p

onde zy é definido em termos de ry pela equagao (4.19) e wy, é o peso associado ao k-ésimo
evento. Segundo (4.17) as varidveis aleatérias xy, sao agora distribuidas de acordo com a
densidade

dﬁff) - {d];(nr)} (%) - G(a:+)g (:C)c:(x)

a qual é normalisada a unidade no intervalo de integracao.

(4.21)

Na integral sobre r, na equagao (4.18), somente a razdo f/g aparece e portanto a
variancia de f/g é reduzida se g se aproxima de f melhor que uma constante. Usando as
equagoes (4.7), (4.8), (4.12) o resultado da integracao por Monte Carlo de (4.20) é

I =141 (4.22)
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onde,
I = % EN: wy, (4.23)
, 1 N ) 1 [X 2
517 = NN T ; wi = L; wk] (4.24)
= z4)—G(x /(@)
w, = [G(ay) — G(z-)] o) (4.25)

Esse método para gerar nimeros aleatorios nem sempre ¢é aplicdvel, exige que todas
as fungoes envolvidas g(z),y = G(z), v = G7'(y) sejam elementares. Um exemplo de
aplicabilidade do método sao as funcoes muito usadas em Fisica de Altas Energias, tais
como a exponencial e a Breit-Wigner. Veja a tabela:

Tipo de variacao g(x) G(x) G (y)
1
Exponencial ae” e —logy
a
b? 7
Breit-Wigner (O §b arctan [(z —a)/b] | a +btan[y — (7/2)b]/b

No caso de uma Gaussiana (—oo, +00) ou de fung¢des que nao sao integraveis de uma
forma fechada o procedimento nao se aplica.

4.2.5 Geracao de Eventos

Nessa aplicagao veremos como se pode fazer a geracao aleatéria dos eventos de uma
interacao entre particulas. O tratamento dos eventos propriamente ditos serao objeto de
outro desenvolvimento.
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Para calcular a integral (4.3) sobre o Espaco de Fase, devemos primeiramente eliminar
as funcoes 0 a 4 dimensoes . E ai entao escrever I,, explicitamente em termos do conjunto
® de 3n — 4 varidveis como na equagao (4.4). Os valores de ® definem o evento de forma
unica, tal que pode ser construida uma configuracao de momentum py, - - -, p, quando ®
¢ dada. Definimos um conjunto

P = (7”1, L. ,7“3”74)
tal que as 3n — 4 varidveis formam o volume do hipercubo de integragao V',
0<r'<1,l=1,---,3n—4

e a regiao fisica correspondente V.

/
Se definimos agora o Jacobiano de ® para ®' como 3 a integral (4.4) resulta,

O p T 88 [ T
= [ At e = 06 1 ) (426)
o a¢,/a¢

Comparando com a equacao (4.23) podemos escrever,

4 1 N
I — 1%
N;;k
¢ (4.28)
T()
LT o)

para estimar o 01, do erro estatistico usa-se a equagao (4.24). Da equacao (4.26) vemos
que a unidade do evento é

(4.29)

As varidveis ¢ consistem de:

e (n — 2) massas invariantes M;, M? = k? = (pi+,---,+pi)%i=1,---,.
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Figura 4.4: A reacao p, + p» — p1 + ... + p, expressa uma sequéncia em cadeia de
decaimentos em dois corpos.

e (n — 1) massas dos sistemas intermediarios, i.e. particulas que decaem como na figura
4.4.

e 2(n—1) angulos ; = (cosb;, ¢;),i =2,---,ndefinidos na figura 4.5, onde k; 11 = p1+
<o 4pip1 = (M, 0) d.e., no sistema de repouso da particula que se desintegra.

Com estas variaveis, a densidade do espaco de fase, fica,
R |
n = —— - P 4.30
1=2

Os éngulos 0;, e » podem ser gerados no correspondente sistema de repouso k; ;1 =
(M;41,0) escrevendo-se,

¢ = 2mr(® (4.31)

cos; = (2r) —1) (4.32)

onde 7 e 7 sdo niimeros aleatérios no intervalo (0 e 1).

Vejamos agora como gerar as massas invariantes. Sempre que a equagao

pi < My < My —mip (4.33)
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L

Figura 4.5: Sistema de referencia que define os angulos.

onde, i = 2,--- ,n — 1, estiver satisfeita, o decaimento da figura 4.4 é fisico.

No espago n—2 dimensoes descrito por Mo, - - -, M,, 1, as desigualdades (4.33) formam
um "simplex” que é, um intervalo para n = 3, um triangulo para n = 4, uma piramide
para n = 5, etc. como mostra a figura 4.6.

Vejamos alguns exemplos de gerar M; com um simplex.

(1) O método mais direto é o que transforma o simplex em um hipercubo de unidade
n — 2 dimensoes pela relacao linear,

M; = gy + 7D ( My — i) (4.34)

comi=2,---,n— 1. Cada integracido em M; é transformada em uma integral em 7@ de
0 a 1. Incluindo o Jacobiano vindo de (4.31), (4.32), (4.33) a integral por Monte Carlo I,
pode entao ser escrita na forma (4.28) com

i~ 2 LTI am

(2) Um outro caminho para gerar as massas M; consiste em usar o fato de que o
simplex (4.33) é parte de um hipercubo de dimensao (n — 2),

i < Mi < /s — pin + i (4.36)
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Mz
A_‘E_-Ez mq____
| &”}
P
o,

| M,y

Figura 4.6: Regioes Fisicas das Massas Invariantes.

com i =2,---,n— 1. Se for imposto uma ordenacao adicional temos,
Mi S Mi—l—l — M4 (437)

entao a regiao estudada é idéntica a (4.33). Sao assim geradas uniformemente no hiper-
cubo como,

M; = pi+ 795 = ) (4.38)
tendo-se que sdo ordenadas inicialmente os (n-2) nimeros 7* como

Sao estas as duas formas de gerar eventos para os problemas apresentados acima.
Maiores detalhes consulte outras referéncias indicadas no nosso livro texto indicado na
referéncia [5].

Para n integracoes numéricas temos vantagens e desvantagens no uso de Métodos de
Monte Carlo, as quais podemos enumerar.

e Desvantagens:
o Lenta convergéncia para poucas dimensoes .
o Erro o< 1/N enquanto que a
Regra do trapézio: erro oc 1/N?

Regra de Simpson: erro oc 1/N*
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e Vantagens:
o Rapida convergéncia em muitas dimensoes .
o Regioes de integracao arbitrarias.
o Uma estimativa é obtida com poucos pontos.
o A precisao cresce com cada ponto adicionado.

o Facil estimativa de erro.

Em outro contexto analisaremos e descreveremos os processos estatisticos que sao
submetidos os dados de um experimento.



Capitulo 5

Limite Superior e Incerteza

1. Introducao
2. O Cason=0
Método da Integral

Método da Expansao

AN

Subtracao de Background

5.1 Introducao

Nesse capitulo [6] mostraremos o problema de como incorporar a incerteza na sensibilidade
experimental dos cédlculos de um limite sobre um Branching Ratio ou quantidade similar.
Se o nimero de eventos é pequeno ou mesmo zero, mas sem background, a correcao ao
resultado usual é dada por uma formula simples e de facil aplicacao. A precisao dos
resultados também serd discutida.

Sera considerado aqui o problema que se apresenta nos experimentos de decaimentos
raros nos quais observam-se poucos ou nenhum evento. Como se pode incluir a incerteza
sistematica da sensibilidade experimental no Limite Superior que é encontrado para
o branching ratio? Problema similar se coloca nas medidas das seccoes de choque de
producao de particulas raras, e assim por diante. Esses problemas foram desprezados até
recentemente em todos os trabalhos publicados sobre medidas similares. Isso deve ter sido
baseado na hipdtese de que incertezas sistematicas devem ser menos importantes que as
flutuagoes de Poisson. Vamos comecar analisando o caso no qual nao se observa nenhum
evento (n = 0 ) nas condigdes que desejamos para o problema.

57
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5.2 O cason=0>0

Consideremos o caso de um experimento para determinar o valor de um branching ratio
(BR) pela observagao de n contagens em um detector. Seja R seu verdadeiro valor e S o
valor do fator de sensibilidade, uma combinacao de fluxo do feixe, aceitagao do detector
etc., definido de tal forma que a média do nimero de eventos esperado é

w=RS.

O numero de eventos na verdade, observados em um experimento serd uma amostra
desenhada por uma distribuigao de Poisson P(m, u, S). Para propor uma inferéncia sobre
o valor R; exige-se mais informacao.

Esta informacao é obtida através de medidas sobre o valor de S; subsididrias que dao
uma estimativa S para S; com uma incerteza o.

Considerando que desejamos especificar um limite superior Ry para I; no caso que o
experimento nao observa nenhum evento, devemos entender muito bem duas situacoes:

(i) Um nimero significativo de eventos é observado (n >> 1). O ponto estimado de
R, é entdo R = n/s. Usando uma aproximagao padrao, um experimental atribuird
normalmente uma incerteza de ]A%\/l/n + o7 como uma medida do intervalo central
de confianca , onde o, = 0/§ é a incerteza relativa em s.

(ii) Nenhum evento é observado ( » = 0 ), mas nao existe incerteza no valor de S;
(0 =0). O nivel de confianca de 90% para o limite superior sobre o parametro p; é
In 10 = 2.30 e desde que o limite superior sobre R; é Rop = 2.30/5. (n=0e 0 =0).
O limite superior cldssico é dado pelo valor de p que faz P(0; ) = 0.1 i.e., o valor
para o qual uma observacao tao pequena ou menor que o presente é nao mais que
10% provével.

O problema que estamos considerando é do tipo (ii), mas com uma variancia S; # 0.
A probabilidade para se observar nenhum evento é dada por py(R;, S;) = P(0; Ry, Si). O
valor R; é desconhecido e é o que estamos tentando determinar ou pelo menos limitar. O
valor de S; é conhecido no sentido probabil’istico de uma amostra de medidas subsididrias.
Supondo que o S é uma estimativa nio biased.

Uma generalizacao razoavel da definicao de um limite superior de 90% de nivel de
confianca (confidence level - CL) neste caso é explorar a fungao py(R, S) e achar o valor
Ry que faz < py >= 0.1, onde <> indica uma média sobre w(S, 5', o). Isto pode ser feito
por Monte Carlo, mas veremos do ponto de vista analitico.
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5.3 Método Integral

Comecemos com o caso de nenhum evento observado, n = 0,

po(R) =< po(R,S) >= /01‘ exp(RS) w(S, S, o) ds (5.1)

Nos casos mais complexos essa integral deve ser feita por Monte Carlo. Em alguns
casos pode-se simplificar. E muito comum considerar w como uma Gaussiana, tal que,

exp [M] ds (5.2)

202

po(R) = /0 " exp(RS)

2o

Essa forma para w exige 0 << S', e podemos estender o limite inferior da integral para
—oo com uma mudanga desprezivel no resultado. (Se este nao é o caso, a manutengao de
uma forma Gaussiana para w é duvidosa, e uma distribuicao log-normal pode nos fornecer
um modelo melhor.). Desenvolvendo (5.2),

po(R) = exp(—RS + R20%/2) = exp [—RS*+ (RS a,)%/2 (5.3)

Achamos o limite superior de Ry de 90% de CL desenvolvendo a equacao po(Ry) = 0.1,

Ry = [1 —V1-2%/2In 10] /(S02) (5.4)
Expandindo-se a raiz quadrada para pequeno o, temos,

Ry = 2.30 (1+2.30 0%/2)/8 (5.5)

Como mostramos abaixo num segundo enfoque, essa equagao é bastante geral e nao se
restringe a Gaussiana. Se existem eventos, n > 0, o enfoque é o mesmo mas a quantidade
de computacao aumenta neste enfoque. Para a Gaussiana w, a probabilidade de observar
um evento é

p(R) = R(S — Ro®)exp(~RS + R*0%/2) = (RS — (RS0)*)po(R).  (5.6)

Dado um evento, o limite superior é encontrado resolvendo-se numéricamente para I; na
equagao

po(Ry) + p1(Ry) = 0.1

Podemos também expandir esta equacao em oy, ou talvez fazer uma série de expansoes
no integrando.
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5.4 Meétodo da Expansao

Nesse segundo enfoque trabalharemos com os momentos de w(S; 5’0) para derivar limites
superiores sem integracao explicita. Esse enfoque tem a vantagem de ser facilmente gene-
ralizavel. Observemos inicialmente que devido a probabilidade de zero eventos py(R, S) =
e~ ®5 ser uma funcao concava para cima, o valor da média sobre um intervalo de S é maior
que o valor no centro do intervalo. Entao R deve ser ligeiramente maior para dar o mesmo
valor < py > que o obtido sem a média.

Facamos a expansao de Taylor de py(R, S) sobre o ponto que teriamos para o limite
superior se nao fosse a incerteza em S. Esse é o ponto R = Ry, S =S como no caso (ii)

acima.

oS or
0?p 0?p 0*p\ (AR)?
— ) (AS)? +2 AS A — .
* <as2>( )+ (asazz) S R+<8R2> 2 (5.7)
Inserindo as derivadas de py(R, S) obtemos,
Apo == [_ROO AS - SAR
_, (AS)? A o (AR)? )
+ R(Q)O % + (ROO S — 1) AS AR + 52 %] exp(—Rgo S) (58)
e
R RZ, o2 _

onde usamos a definicdo 02 =< AS? > e a hipStese de que S é unbiased, da qual segue
que < AS >= 0. Desprezamos também a segunda ordem em AR quando comparada com
a primeira ordem na hipdtese de que SAR << 2.

A probabilidade média é deslocada de
< po(Rgo + AR, 5) > = po(R00§)+ < Apg > (510)

Ambos os cdlculos de py nesta equagao sao iguais a 0.1 por definigao porque o primeiro
termo é a probabilidade média de zero eventos para o limite superior redefinido Ry =
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Roo + AR e o segundo tipo é a probabilidade no ponto da expansio da variancia que é
o caso (ii), isto é nenhum evento é observado n = 0. Entao
R2,0?
<Apy>=0 = AR= ;[35*

No caso geral a probabilidade para a observacao de n ou poucos eventos é:

pu(R,S) = (Rj?)] exp(—RS) .

J=0

Outra vez, desejamos expandir o ponto de limite superior (R™, S) que adotariamos no
caso de variancia zero. Tomando-se a primeira derivada de p, notamos que todos os
termos permanecem mas um se cancela,

apn B _Rn Sn-i—l
OR n!

exp(—RS) .

Com uma expressao simétrica a dp,/OR. As derivadas que ficam na equagao (5.7) sao
realmente avaliadas tal que a média sobre S nos da um resultado semelhante ao da equacao
(5.9).

. . . SAR)?2
<Ape> = [~(R™S"SAR+ (R sy (B s —n) BEHS

) o4
+ (R™ S)"*H(R™ S —n) %] exp ( ]i;os>

Dessa vez os termos de segunda ordem em AR foram mantidos. O valor da equagao
é zero pelo mesmo tipo de razao que o usado até o presente. Vamos simplificar a equacao
por:

U,=R,S

obtemos

AU, = U, [1— (1 -0 E2)Y/?] (5.11)

0

E,
onde definimos E,, = U,,—n. E, representa o excesso do limite superior de um parametro
de Poisson sobre o nimero n de eventos observados para um especificado nivel de con-
fianca.
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O valor de U é

1

Up = Un, {1 & [1—(1— ang)l/Q]} (5.12)

Como na outra secao simplificamos a equacao, expandindo a raiz quadrada e retendo

1+ <E’;Ut>2] } (5.13)

somente termos de segunda ordem em o7}.

2
U, = Un0{1+En%t

ou somente a primeira ordem:

2
U, = Up, <1 +E, %’f) (5.14)
Essa equacao (5.14) é uma generalizagao da equacao (5.5) e para n arbitréario se reduz a
isso. Para 90% de CL os valores de U,, sao familiares 2.30,3.89,--- paran =0,1,--- e
E, =2.30,2.89,---, etc. U, é o valor modificado levando em conta a incerteza sistematica.
Segundo a definicio de U, o limite superior sobre o Branching Ratio é R, = U,/S. A
raiz quadrada em (5.12) mostra que o resultado nao pode ser correto para valores de oy
0s quais sao também grandes e que o valor limite de 0; de ficar menor quando n aumenta
e exige que

1
o < oA (5.15)

Claramente esse é um resultado da aproximacao de Taylor. As avaliacoes de U, sao obti-
das por Monte Carlo supondo uma incerteza sistematica do tipo Gaussiana. O resultado
simples e intuitivo da equacao (5.14) é adequado para muitos propésitos praticos. O
caso nao usual com o; > 0.3 provavelmente seria mostrado pela integracao numérica e
se uma observacao dada n > 3 eventos normalmente daria uma estimativa do limite.

5.5 Subtracao de Background

Se existe um background que deve ser subtraido, a determinacao de um limite superior fica
mais dificil [7]. No caso em que a taxa média do background, B, é conhecida com incerteza
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desprezivel, o Particle Data Group, recomenda a adocao do procedimento bayesiano sug-
erido por [7]. Em nossa notacao a equagio para a probabilidade de observar n ou poucos
eventos é:

"\ (B+RS)’
pn = Kexp(-RS)) (]7,)

=0

(5.16)

onde a normalizacao K depende de B e n através de

=Y b (5.17)

il
=0 '

Para incluir a incerteza sistemadtica, seria necessario um tratamento semelhante aquele
dado na secao 3. Mas por simplicidade trataremos somente de termos lineares em AR,
dado por,

(5.18)

AU, — |:(UHO+B_n):| UgOO'?

(Un, + B) 2

Nestas instancias U,, representa o limite superior que seria retirado das solucoes graficas
fornecidas por esta andlise. Para B = 0 este resultado concorda com a equagao (5.11) para
todo B, uma consequéncia do tratamento bayesiano da subtracao do background. Seria
util introduzir uma incerteza no valor de B nesta andlise, mas a dependéncia complexa das
equacoes (5.16), (5.17) em B parece nao permitir qualquer outro enfoque que o numérico
sugerido acima.
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Capitulo 6

O Potencial de Descoberta de Fisica
Nova

1. Introducao
2. Uma Analise da Flutuacao Estatistica

3. Levando em Consideracao os Erros Sistematicos Relacionados ao Desconhecimento
Parcial das Secoes de Choque do Background e do Sinal

4. Estimativa dos Limites de Exclusao de Fisica Nova

5. A Probabilidade de Descoberta de Fisica Nova

6. Conclusao

6.1 Introducao

Nesse capitulo vamos descrever praticamente todo o artigo da referéncia [9] por ser um dos
artigos mais claros sobre o assunto e conter a inclusao dos erros sistemdticos nas estima-
tivas apresentadas, comparando com outros resultados existentes e mostrando diferencas
essenciais. Decidimos incluir este capitulo por acharmos que esse é um assunto que todo
fisico deve se preocupar em vista da constante preparacao de novos experimentos e novas
condigoes experimentais.
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As simulacoes em Fisica de Altas Energias tém usado frequentemente uma defini¢ao
para a significancia estatistica de uma certa amostra que tem um nimero médio < Ny >
de eventos de sinal e < N, > de eventos de background ou simplesmente background.

O proposito desse estudo é mostrar como se deve levar em conta os erros sisteméticos
relacionados a um desconhecimento do sinal e do background das secoes de choque.

Se olharmos para os principais experimentos em preparacao no Tevatron, no LHC e
alguns outros poucos aceleradores de altas energias, observamos um objetivo comum dos
experimentos em preparagao que é a procura de “Fisica Nova” (daqui para frente referida
sémente por FN), além do Modelo Padrao . A Supersimetria, os Higgs, etc., (toda fisica
que estd integral ou parcialmente fora do quadro estabelecido pelo Modelo Padrao) fazem
parte dos assuntos a serem estudados.

Os exemplos usarao as condicoes de experimentacao a serem usadas pelo CMS do
LHC/CERN, para facilitar as aplicagbes nestas notas, o que nao impede que sejam apli-
cadas as formulacoes aqui apresentadas a outros futuros experimentos.

A secao de choque do background é calculada para uma dada luminosidade média £
dos eventos de background como,

< Ny>=o0p,-L (61)

Vamos supor que a existéncia de FN nos d4 uma secao de choque nao nula o, com a
mesma assinatura do background o que resulta na predicao de um nimero médio adicional
de eventos de sinal,

< Ng>=o0,-L (6.2)

O nimero médio total dos eventos é dado por,

< Ngy >=< Ny >+ < Ny >= (05+0p) - L (6.3)

Em um experimento a probabilidade de producao de n eventos é dada pela dis-
tribuicdo de Poisson como foi visto na se¢io 2.2: !

<n>"

P(n,<n>)= '
n!

e <" (6.4)

1Se fizermos < n >= X e n = r obteremos exatamente a expressio (2.8).
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Como foi visto em (2.11) a variancia para a distribuicdo de Poisson é dada por
ol =<n> (6.5)
Para fazermos uma estimativa da probabilidade para descobrir FN temos que comparar
com a estatistica de Poisson as defini¢oes aqui descritas,
<n>=< N, > — quando nao existe Fisica Nova (6.6)

<n>=< N, >+ < Ny> = quando existe Fisica Nova

Em Fisica Experimental de Altas Energias, para estimar as possibilidades de desco-
berta de FN usa-se a definicao de significancia,

N

S, = NCRTSS (6.8)
Sy = e (6.9)

V< Ny, >+ < Ng >

Um valor convencionado para confirmar uma descoberta de FN é S;(S3) > 5, igno-
rando-se os erros sistemdticos. Para N, >> N, S; = S5 2 enquanto para N, ~ Nj,

S # Ss.

Mas estarao corretas estas definicoes de significancia? Cabe entao estabelecer a
diferenca entre um ”experimento futuro” e um ”experimento corrente ou real”. No ex-
perimento real o nimero de eventos N,, ¢ um numero dado, conhecido, sendo medido.
As comparacoes se fazem com < NV, > para testar a validade da fisica corrente. Entao o
nimero de eventos de sinal é determinado por

Ny = Nopy— < Ny > (6.10)
e é comparado com o nimero de eventos do background < N, >.

A flutuagao do background é o, = /N, quando entdo podemos usar S; para apreciar
a medida da distribuicao da fisica corrente. Em um experimento futuro sé conhecemos os
nimeros médios dos eventos de sinal e de background. Entao fazemos uso da distribuicao
de Poisson P(n, < n >) e P(n, < N, > 4+ < N, >) para encontrar a probabilidade de
achar FN no experimento futuro.

A defini¢ao da estimativa de FN é dada por < N, > (< Ny >) > 1 e a significancia
seria,

S=\V<N,>+<N,>—/<N,> (6.11)

2Este é o caso por exemplo da assinatura H — v v dos bésons de Higgs.
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6.2 Uma Analise da Flutuacao Estatistica

Como dissemos na sessao anterior, para se determinar a probabilidade de descobrir nova
fisica em futuros experimentos, temos que comparar as distribui¢oes de Poisson (6.4),
(6.7), (6.7) tomando-se os valores

<n>=< N, > para Fisica Padrao
<n>=< Ny, >+ < N; > para Fisica Nova.

Vamos considerar primeiramente o caso < N, > (< Ny >) > 1. Nesse caso a dis-
tribuicao de Poisson é aproximada por uma Gaussiana,

(o=

202

1

o\ 2T

Pg(n, p,0?) = exp [— (6.12)
Com p = 0% p=< N, > ou pp =< N, > + < N, > Utilizando a expressio (2.16) para
n = x obtemos (6.12).

L TN N N I I A I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

fistot.f events

Figura 6.1: fi(z), fa(x) representam as densidades de probabilidades, dadas pela Gaus-
siana Pg(z, i1 2,0°) para p =< Ny >=53 e jp =< N > + < N, >= 104.

Dado o nimero médio de eventos < n > a serem observados no experimento futuro, a
distribuicao Gaussiana descreve a densidade de probabilidade para realizar n eventos. Na
figura 6.1 as distribuicoes Gaussianas Pg foram obtidas dando dois valores para < n >
como indicado no comentario da propria figura. Observe que existe uma drea comum
entre as duas curvas. Esta area representa a probabilidade de que a FN seja simulada
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pela Fisica Padrao corrente (FP). Se supusermos como certa a existéncia de FN e dada
pela probabilidade representada pela curva I (f5(z)) cuja expressao é dada por

fo(z) = Pg(x, < Ny >+ < Ny >, < Ny >+ < N >) (6.13)

enquanto que a probabilidade k para que a FP dada pela curva I (f;(x)) cuja expressao
¢ dada por

fi(x) = Pa(z, < Np >, < N, >) (6.14)
simule a FN é dada pela parte comum as duas curvas I e II.

Numéricamente, podemos calcular a expressao ,

1 7102 1(z — 09)2 +oo 1(z —0y)?
Kk = / exp ——M dx—i—/ exp ——u dx
0oV 2T J _ o 2 o0y p 2 o

102

1 01—02 y2:| /+00 |: y2:| }
= — exp |—=| dy + exp |—=| d
V27T {/OO p|: 2 y 02—01 p 2 y

09 — 01
k=1-—erf 6.15
(") (6:19)
onde 0 = /Ny e 03 = /Ny + N,.

Para encontrarmos o ponto de interseccao das duas curvas I e II, achamos a solucao
da igualdade

e temos

IL'O—O'% IL'O—O'%

= 6.16
p p (6.16)
ou seja, ryp = 0109.
Vamos agora discutir o significado da expressao (6.15). Para
T < xy =0109 = fl(x) > fQ(ZU) (617)

temos que a densidade de probabilidade da FP é maior que a densidade de probabilidade
de realizacao da FN. Isto é, para z < xy nao temos nenhuma indicacao em favor da
FN.

A probabilidade para que o niimero de eventos seja x < xg é dada por

o= /OO fo(@)dz.
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Para © > xy temos evidéncia para FN. Mas, nessa regiao x > =z, as flutuacoes do
background podem simular FN. Esse fato nos permite separar a probabilidade de que a
FP simula FN em duas partes (k = a + ). Se k = 1, FN nunca serd encontrada no
experimento. Por outro lado, se k = 0 a primeira medida com probabilidade um tem que
responder a questao da presenca ou auséncia de FN.

Isso significa que a area comum das funcoes da densidade de probabilidade do puro
background e do background mais sinal é a medida da probabilidade (nao negativa, aditiva,
e monotoénica) do futuro experimento do potencial de nao descoberta de FN.

De (6.15) segue que o papel desempenhado pela significancia S é

512:0'2—0'1 =\ Nb+Ns—\/Nb (618)

Esta expressao tem sido usada para estimar valores sobre a probabilidade de descoberta
dos bésons de Higgs (veja referéncias [9] e [10]).

Sto pode ser expressa em funcao das significancias S; e S, como,

S15

Sy =
278 +s,

(6.19)

No caso N, > N,, como na procura do béson de Higgs no modo H — 7, encontra-se
Si2 ~ 0.5 e S; ~ 0.55,. Para mostrar isto basta lembrar as expressoes (6.9) e (6.9) e fazer
um pequeno exercicio de calculo.

Isto quer dizer que S; = 5, de acordo com o usual, para uma convencao de 5 o de nivel
de confianca quer dizer possivel a descoberta de FN. Se Si5 = 2.5 que é a significancia
real, correspondendo a xk = 1.24%.

A tabela damos alguns valores bem definidos de S;, Sy, < Ny > e < N, >.
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[<N,>|<N,>|k(S1=5)]

Y 1 0.1423
10 4 0.0828
15 9 0.0564
20 16 0.0448
25 25 0.0383
30 36 0.0333
35 49 0.0303
40 64 0.0278
45 81 0.0260
50 100 0.0245
%) 121 0.0234
60 144 0.0224
65 169 0.0216
70 196 0.0209
I6) 225 0.0203
80 256 0.0198
85 289 0.0193
90 324 0.0189
95 361 0.0185
100 400 0.0182
150 900 0.0162
500 10 0.0136

5000 10° 0.0125

Para o caso Ny, = k Ny, S1o = k1255 onde k£ = 0.5, 1., 4., 10. o valor de k5 é dado por
k12 = 0.55, 0.56, 0.69, 0.77.

Para valores de < N, > e < Ny > 4+ < N, > nao muito grandes a comparacao com a
distribuicao de Poisson se faz necessaria. Lembremos que a distribuicao de Poisson com
a area de defini¢cao para inteiros nao negativos podemos definir para todo real z,

_ 0 <0
P(z, <n>)—{ Ple,<n>) 20 (6.20)

Com,

N

/+°° ((z, <n>)de = 1. (6.21)
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A generalizacao da determinacao anterior de x nesse caso é direta pois x é nada mais que
a drea comum das curvas descritas por P(z, < N, >) (curval) e P(z, < N, > + < N >)
(curva IT) da figura 6.2

Figura 6.2: fi(z), f2(x) representam as densidades de probababilidades, dadas pela dis-
tribuicao de Poisson fia(x) = P(x, p12) para ug =< Ny >=1¢e g =< Ny > + < Ny >=
6.

Pode-se entao mostrar que

kK = a+f (6.22)
2 (< Ny >+ < N, >)»
a = z;( b - )exp(—(<Nb>+<Ns>))
r 1, <Ny >+ <N, >
_ (no + 1, b >+ ) (6.23)
F(n0+1)
2 (< Ny >)™
B = Z %exp(—<Nb >)
n=no+1
F(’no +1, <N, >)
= 1- 6.24
< Ny >

In(l1+ < Ny > / < N, >)
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6.3 Levando em Consideracao os Erros Sistematicos

Nas secoes anteriores foram determinados os erros sistemd ticos k que é a probabilidade
de que a FN seja descrita pela FP. Nesta secao vamos examinar a influéncia dos erros
sistematicos relacionados com a nao desconhecida ou conhecida parcialmente, secao de
choque do background e do sinal, sobre a probabilidade x evitando confundir a nova fisica
com a velha.

Denominamos de o) e 02 o background e o sinal de “Born” respectivamente. Levando
em consideracao a correcao de um “loop” temos

o = o(1+p)
ol = oX(1+6) (6.26)

onde 01, e d15 é da ordem de O(0.5). Nao se conhece a contribui¢ao ou ordem de grandeza
da correcao de 2 “loops”. Supoe-se entao que no presente as secoes de choque que podem
ser estimadas sao

(03, 03 (1+ 011))
(07, o5 (1+01))

E os niimeros médios dos eventos de sinal e background sao ,

[< N, >0 <N, >0 (1+26y)]

[< N, >° < Ny >0 (14 26,)] (6.27)
onde,
< Ny >0 = 0'19 - L
<N,>" = .

Para descrever a probabilidade de que a FN seja descrita pela FP temos novamente que
comparar com as distribuicoes de Poisson com e sem FN. Mas, diferentemente da secao
2 compararemos as distribuicoes de Poisson nas quais os nimeros médios pertencem a um
intervalo. Entao , a priori s6 conhecemos os nimeros médios do background e do sinal nos
intervalos dados pelas expressoes (6.27) e nao os nimeros exatos de < N, > e < Ny > .

No pior caso, para determinar a probabilidade da FN ser descrita pela FP, seria quando
a FN é descrita por um numero de eventos minimo,

< NP S>=< N> 4+ < N} > (6.28)
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Supomos que para o pior caso, teriamos
< N) >=< N) > (14 261) (6.29)

j& que nao conhecemos o valor exato de < NP >. Entao vamos comparar com a dis-
tribuicao de Poisson, fazendo

<n> = <N)>+<N>
= < N> (1+426,) + (< NP > =26, < Ny >)
<n> = <N} > (1+26,)

Usando o resultado das segoes anteriores, encontramos que para o caso de < NP > (<
N? >) > 1, a significancia efetiva é dada por

Slzsz\/<N,?>+<N£>—\/<N,?>(1+261b) (6.30)

No caso limite 01, — 0 reproduzimos a expressao (6.18). Para valores nao muito grandes
de < N) > e < N? > usamos os resultados das secoes anteriores e as tabelas dos
resultados aqui dispostos.

Consideremos um exemplo particular com os seguintes parametros, d;, = 0.5, < Ny, >=
100 e < N, >= 50 que é a situacao tipica da procura de sléptons.

Neste caso achamos que,

< Ng >
S, = ——_ =141
! V< Ny >
< Ng >
52 = = 82

V<N, >+ <N, >
S = \/<Nb>+<Ns>—\/<Nb>:5.2
Sios = V<N, >+<N,>—2<N,>=225

Vemos que é grande a diferenca entre o valor adotado pelo CMS Sy = 8.2 que cor-
responde a x = 0.24 x 10715 e a significancia S, = 2.25 levando em conta os erros
sistematicos devido a secao de choque do background desconhecido ou parcialmente de-
sconhecido é 3.6 . A comparagao direta com a distribuicao de Poisson se faz necesséria.

< Ny > (1 + 2(51()) =100

< Np > (14 261)+ < Ny >
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com
(< Nyt >=< Ng > =281, < N, >) =50
o que da k = 0.245.

Tomemos outro exemplo com os seguintes valores médios, < Ny >= 28, < N, >=8 ¢
01, = 0.5, e encontraremos os seguintes resultados para as significancias,

Sy = 99
22 - g; K = 0.045
12 - .
Sios = 2.0

Esses resultados mostram-nos que é muito importante considerar o erro sistematico rela-
cionado ao desconhecimento das secoes de choque do background pois essas andlises dao
um resultado menos otimista para o potencial de descoberta da supersimetria.

6.4 Limites de Exclusao de Fisica Nova

Suponhamos agora que conhecemos a secao de choque do background oy, e que estamos
interessados em obter um limite para a secao de choque do sinal, a qual depende de alguns
parametros (massas das novas particulas, constantes de acoplamento, etc) e descrever
alguma F'N| indo além do modelo padrao .

Vamos considerar primeiramente o caso,

<Ny>=o0,-L>1 e <Nyg>=o0,-L>1

Nesse caso a distribuicao de Poisson se aproxima de uma Gaussiana. Como vimos na
secao 2, a area comum das duas Gaussianas com eventos de background e com eventos
de sinal mais background, é a probabilidade de que a FN possa ser descrita pela FP. Por
exemplo, se exigirmos que a probabilidade da FP simular a FN seja de 10 % ( o que nos
dé pela expressao (6.18), Sip > 1.64). Isto quer dizer que,

V<N, >4+ <N, >— /<N, ><1.64 (6.31)

nos dando 90 % para o limite de exclusao sobre < N, >.
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De um modo geral, quando exigimos que a probabilidade de que a FP simule FN seja
+e€, a expressao

V<N, >4 <N, >— /<N, > < S(e) (6.32)

nos permite obter o limite de exclusao 1 — € sobre a secao de choque de sinal o,. Isto é,
supomos que € = k. E encontramos,

Op

+25() /7 (6.33)

S(e)?*
<
05 S~

Outros casos, como os de valores de < N, > e < N, > muito altos estamos obrigados
a fazer a comparacao com a distribuicao de Poisson.

Mas os resultados (6.31) e (6.32) nao levam em considera¢ao os erros sistematicos
relacionados ao desconhecimento das secoes de choque do background. Para fazermos
isto, temos que usar as expressoes ,

V< Ny >+ <N, >— /<Ny > (1426) < S(e) (6.34)
e
2 142
0, < % +25(e) M + 201,00 (6.35)

onde 9y, descreve as incertezas tedricas no calculo da secao de choque do background.

Na tabela 8 encontramos alguns valores significativos como 90 % para o limite de
exclusio sobre o, com £ = 10* pb~!, 24;, = 0.15.

6.5 A Probabilidade de Descoberta de Fisica Nova

Foi mostrado na secao 2 a probabilidade k de que a FP simule a FN. E importante agora
determinar a probabilidade de que a FN venha a ser descoberta em futuros experimentos.

De acordo com as definicoes correntes de FN, essa corresponde a probabilidade de que
o background simule o sinal desejado seja menor que 50 ou 5.7 x 10~ de probabilidade,
desprezando é claro, nesse caso, todo tipo de erro sistematico.
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Se exigirmos que a probabilidade da flutuagao do background para n > n(d), 5(J) é
menor que ¢,

B(6) = i P(< Ny >, n) <6 (6.36)

n=no(d)+1

A probabilidade 1 — «(d) para que os eventos de sinal seja maior que ng(d) é igual a,

l—a(d)= > PN>+<N,>n)<9 (6.37)
n=ng(d)+1

E importante ressaltar que § ¢ um nimero e a(8) é uma funcio de 6. Usualmente
os fisicos dizem que descobriu-se um certo fenomeno se a probabilidade de flutuacao do
background é menor que 50 o que corresponde a dg, = 5.7 x 1077, Entao pela equacao
(6.36) encontra-se ng(d) e estima-se a probabilidade 1 — «(J) que um experimento terd
que satisfazer como critério de descoberta.

Um exemplo seria dado pela procura do béson de Higgs padrao com massa de my =
110 GeV no detetor CMS. Para uma luminosidade total de £ = 3 -10% pb™! (2 x 10*
pb™') encontramos < N, >= 2893 (1929) , < N, >= 357 (238) ¢ S; =< N, >< N}, >
/\/ < Ny >.

Usando as expressoes (6.36) e (6.37) para 045 = 5.7 x 1077 (critério de 50 para des-
coberta) encontramos 1 — a(d4s) = 0.96 (0.73). Isto quer dizer que o experimento CMS
descobrira os bésons de Higgs com um sinal > 50 com a massa de mg = 110 GeV e com
uma probabilidade de 96 % (73 %).

6.6 Conclusao

Com essas ferramentas podemos agora fazer varios exercicios com experiéncias passadas
para saber a consisténcia do método e sobretudo com experiéncias futuras para avaliagao
das possibilidades do experimento.
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Apéndice A

Topicos sobre a Teoria de
Probabilidades

A.1 Eventos equivalentes

Se duas varidveis aleatérias x e y estao relacionadas ! por y = f(x) e Y é um conjunto de
condigoes (eventos) sobre a varidvel y 2 e X = {z | f(x) € Y}, diz-se que os conjuntos X
e Y sao probabilisticamente independentes, ou que sao eventos equivalentes, no sentido
de que suas probabilidades de ocorréncia sao idéenticas,

A.1.1 pdf de eventos equivalentes

Se a pdf® associada & varidvel z é f(z) e y = h(z) é uma outra varidvel aleatéria, por
exemplo, y =1+ 2 =h(z) e f(r) =x/2 para 0 < x < 2,afd * G(t) associada a y serd

1Ou, y é uma varidvel aleatdria definida a partir de z.

2Por exemplo, uma relacdo do tipo y < a, onde a é uma constante.
3Funcéo densidade de probabilidade

4Funcgdo de distribuicio acumulada
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dada por
Gt) =Ply<t)=Pl+z<t)=Px<t—-1)
t—1 t—1 —1)2
= f(z) doz = de:(t )
de modo que,
=211
9w = =

é a pdf de y.

Uma vez que

R ~——
h=1(t) z(t)
implica
_ dF da(y) _y—1
~—
flz()]

Esse resultado pode ser sistematizado como,

se y = h(x) for uma fungdo mondtona. Pois,

a) f crescente

G(t) =Py < t) = P[f(z) <t] = P[(x < h ()] = F[h (1))

U

dG dF dx dx

a dr dg \ay "
) . ,ay )

9(y) f(@)

b) f decrescente
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A.1.2 Valor médio de funcao de uma variavel aleatéria

A principio, para a determinagao do valor esperado de uma funcdo y = h(z) de uma
varidvel aleatéria x de pdf f(z), seria necessario primeiro, a determinagdo da pdf g(y)
de y e, entao calculé-lo por

(y) Z/_Ooyg(y) dy

o0

Entretanto, desde que

o) = Sl .
Y
= [ v s 5| de= [ o o) 5 dy

A.2 Variaveis aleatdorias multidimensionais

Se a um determinado conjunto (sistema fisico) estao associados alguns atributos (gran-
dezas) {xi,zy...2,}, e as ocorréncias de seus valores (medidas) sao aleatérias, a n-tupla
X = (z1,29...2,) é denominada varidvel aleatéria n-dimensional ou vetor aleaté-
rio n-dimensional.

A pdf das ocorréncias conjuntas de cada combinacao de valores, associada a uma
variavel aleatéria n-dimensional, é uma fungao de n varidveis f(z1,z5...1x,) tal que

///f(xl,xan) dzidzs .. .dx, =1
R

onde R é o dominio de definicao das variaveis.

A partir da pdf conjunta f(xy,z5...2,) , a pdf de qualquer uma das varidveis zy,
denominada pdf marginal de z;, é definida por

//f(a:lxn) dry...dvg_1dxg, ... dx, =1

s

~~

f(zk)

uma vez que /f(xk) dxy =1
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A.2.1 Variaveis independentes

Duas varidveis aleatérias x e y, associadas as pdf’s p(x) e A(y) sao ditas independentes
se a pdf conjunta f(z,y) for dada por

f(@,y) = p(x)A(y)

ou seja, se a pdf conjunta for fatoravel.

Se duas variaveis aleatérias x e y sao independentes,

pois,

A.2.2 Funcoes de varias variaveis aleatodrias

Se z e y sao varidveis aleatérias com pdf conjunta f(z,y) e u = U(z,y), a pdf p(u) pode
ser determinada como uma pdf marginal, a partir de uma pdf conjunta ¢g(u,w) de u com
outra fungio auxiliar arbitraria > w = W(z,y), ou seja,

plu) = [ gluw) du

o0

Assim, se as funcoes U e W admitem inversas,

[ [ ) s ay -

//f[x(u,w),y(u,w)] ‘g((ji))‘ du dw

ox/0u Oz /0w
g(x, v = det = J(u,w)
(1, w) dy/0u Jy/ow

SEm geral, a mais simples possivel.

onde
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é o chamado jacobiano da transformacao

(z,y) = (u,w)

Desse modo,

9(u, w) = fla(u, w), y(u, w)]|J (u, w)|

pla) = [ flatus )y )] ()| do

Exemplos tipicos da determinacao de pdf de fungoes de duas varidveis x e y com
pdf’s p(z) e A(y).

1) {u:xy :>{x:w
w=ux y=u/w

J:‘ 0 1

w —u/w?

g(u, w) = p(w) Au/w)[1/w]

o) = [ " plw) Aufw) [1w] dw

/000 p(w) AMu/w) % dw —/ p(w) A(u/w) % dw

—00
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g(u,v) = plv) Alu— v)
o) = / p(v) A — v) dv

A integral acima é denominada integral de convolucao .

Por outro método, se u =z + y

onde R ={(z,y) | z+y <t}

Assim,

6= [ ar o) [araw)

o0

G'(w) = gtu) = [ " ple) Au— ) dr

oo

A.3 Desigualdades e Teoremas

A.3.1 Desigualdade de Markov

Se x é uma variavel aleatéria ndo-negativa, com valor esperado u = E(x) e £ é qualquer
real positivo,
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Uma vez que

B(x) :/Oooxp(x) dx:/:xp(x) dx/:oxp(x) da

uz/:oxp(x)dxza/:o p(z) dz = eP(z > 2)

A.3.2 Desigualdade de Chebyshev

Para qualquer varidvel aleatéria x, com média u e variancia o2, e qualquer real ¢,

Pl —p| =€) < o?/e?

ou,

Pz —p| <e)<1—0?/e?

pois, substituindo-se na desigualdade de Markov x por (z — u)?,

Pl(z —p)* > &% < E[(SUT;/L)Q] = o’/

segue-se a desigualdade, desde que (z — u)? > €% é equivalente % a |x — p| > ¢.

Essas desigualdades, obtidas a partir de pouquissimas hipo6teses sobre o comporta-
mento de uma varidvel aleatéria 7, permitem estabelecer limites para probabilidades as-
sociadas a determinados intervalos de definicao da variavel.

A.3.3 Lei dos grandes niimeros

Uma aplicagdo imediata da desigualdade de Chebyshev é na prova da chamada lei dos
grandes nimeros ou do limite da média das médias, que estabelece:

A média Ty de N wvaridveis aleatorias independentes x1,xy...TN com
mesma média e variancia tende ao valor esperado p de cada uma das
varidveis.

6Definem eventos equivalentes.

"Apenas a existéncia da média e da variancia.
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lim Pllzy —p|<e)]=0

N — oo

N
1
onde fN:Nin e €¢>0
1

Desde que V(z) = 0> = V(zy) =0?/N
segue-se, da desigualdade de Chebyshev,

0_2

Pllzy — p| < <1-—=
o =l <) <15

ou seja,

lim zy=p

N — oo

A.3.4 Funcgao caracteristica

A Transformada de Fourier (TF) de uma pdf p(x),

TF[p(x)] = p(t) = / " () da

o0

onde t é um numero real, é chamada fungao caracteristica, ou seja,

p(t) = E(e™)
em série de Taylor,

(ixt)? N (ixt)? N (iat)? N

Expandindo-se a exponencial e***

et =1+ izt +

2 3! 4!
implica
izt . t2 2 t3 3
E(e™)=E(1) +itEx) + — = E@) — zFE@) +...
~—— ~—— 2 ~—— 3 ——
1 (z)=n (22)=03 +u? ()
ou seja,

2

, t
p(t) =1 + itp — 5(024—/12) +...
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A.3.5 Propriedades da funcao caracteristica

Se x e y sao varidveis independentes, p,(t) e p,(t) suas respectivas fungoes caracteristicas
e « e 3 sdo numeros reais, a fungao caracteristica de z = f(x,y) satisfara,

)sez=x+y, | p(t) = ps(t)py(?)
uma vez que

Pz(t) — E(eizt) — E(eimteiyt) — E(eixt) E(eiyt)
S——
p=(t)  py(t)

2) se y =ax+ B, | py(t) = ePp,(at)

pois,
py(t) = E(ezyt) _ E[ez(am-i-ﬂ)t] _ it E(ewat)
(at)
pz(at
3) se a pdf de = é gaussiana,
L ey
xT) = e 2 ox
po() oV 2T
e7
o0 .
polt) = [ epo(a) da

T — | dx

Fazendo-se z = = dz ==
o Oy
Assim,
iut  poo iut—o2t? /2 o iion)?
pa(t) = 627T /Oo glreit=12 g, - T 5 /Oo e 1
w2
ffooo e 2 dw=V2m
ou seja,
pa(t) = pint—ozt? /2

0

log pe () = ipt — ot /2
Para uma distribuigdo normal padrao, N;(0,1),

b(t) = e"/?
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A.3.6 Teorema do limite central

Se {x;} é um conjunto de N varidveis aleatdrias independentes associadas & uma mesma
pdf p(x), ndo necessariamente normal, com média e variancia dados por

E(x;) = p

V(l’l) = 0'2
N
A média T = E z;/N é também uma varidvel aleatéria de mesmo valor esperado F(Z) =
i=1
(e variancia V(z;) = 0?/N.
: A y T T —
Nessas circunstancias, a variavel reduzida zy =

o/VN

tende a distribuicao normal

padrao N, (0,1), no sentido de que

lim P(zy <t) = o(t)

N — o0

Desde que pz(t) = [P(t/N)]Nv
1t it

pay (t) = e_Umpf (\/Nt/a) = 6_0\/N [p (t/\/ﬁaﬂN

Tomando-se o logaritmo,

Lt
log pz, (t) :—UZ\/;N + Nlogp(t/\/ﬁ(j)

e, levando-se em conta que,

it (0% +1%)
t/v/N ) —1 - 2 4.
p</ g + vV No 2NO'2 +
it it (02 + p?) , ]
log ps. (1) = — + Nlog |1 + — 2+ ...
g pzy (1) — N g { ~ SNo?
m; m; (02 + u?)

oV N VNo 2N o2

1 <—u2 it (* + %) () )

= - +N[ — t2+...]+

2

N2t2_ + 2,44
o VN N AN?%o
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Assim,

A.4 Distribuicoes

A.4.1 Distribuicao gama

Se z é uma varigvel aleatéria distribuida normalmente, segundo A(0,1) e,

a pdf associada a u é dada por

1 1
— gy se U
g(u) = u ze

89

Pois, uma vez que a fun¢do u(z) nao é mondtona, sua pdf deve ser determinada por

G(t) =Pu<t)=P(1/22* <1)

= P(22 < 2t) = P(—V2t < 2 < V2t)

U
= glu) = = 2020 e
du Y N
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Como I'(1/2) = /7, g(u) pode ser escrita
u=1/?

"= i

—Uu

Essa distribuicao é um caso particular da chamada distribuicao gama,

a—1
u —u

(o)

v(ula) =

onde « é o parametro da distribuicdo denominado niimero de graus de liberdade.

A funcao caracteristica de uma distribuicao gama é dada por

v

[T u(i -
N = —u(l—it) -1y
(1 —aut)™ /°° vt
= e ' v dv
Mla) o
r(e)

ou seja,

() =it

A.4.2 Distribuicao de x?

Se {x;} é um conjunto de n varidveis independentes distribuidas normalmente com média
1; e desvio padrao o;, a variavel
Ti — i
0;

distribuir-se-a4 normalmente segundo A(0,1) e,

estard associada a funcao caracteristica

ge(t) = Hgm (1) =g (t) =(1—it) " =(1—it) " (a=1/2)
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cuja pdf é dada por
6n/2—1 e—¢

g(&ln) = TR v(€|n/2)

Assim, a varidvel xy? = 2¢ (£ > 0) terd pdf dada por

e

p(x*) = g[£(x%)] i

ou seja,

(X2/2)n/2—1 6—;8/2
2T (n/2)

p(x*In) =

Essa pdf é denominada distribuicao de x? com n graus de liberdade.

A.4.3 Distribuicao de Student

Se X, L1, Ty nnn.. ,Tn 520 (n + 1) varidveis independentes e distribuidas normalmente
segundo N (0,0), a varidvel
x
==
dim T
n

obedecerd a chamada distribuicao de Student.

Pois, uma vez que a variavel
n 2
i

=32(3)

onde z; = x; /o, possui pdf igual a

)\n/2 e~

p(A) = v(A[n/2) = T(n/2)

a variavel
n n

1 (22\? 2 22
u:E x?:2025 §<—l> = 207 512202)\
o
i=1
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tera pdf
o) = 5wy
Sl () = L () e
~ 20 '\20212) T 25 \202 [(n/2)

Além disso, a variavel

" 1/2
(X 1/2_ 1 2\1/2 L rai\2
"‘( ) = 125 ()

ou seja,

terd pdf dada por

plo) = sA0)] G,
ou seja,

n 1’ n/2—1 )
nm (nn*ln nn <§§> —En—z
pln) =2 7(5 = 5) =52 T ¢ 2

n772

2(n/2)"2 " e 207

- o T(n/2)

Assim, a pdf conjunta de ¢t = x/n e n serd dada por

p(z/n,n) = plz(n)] p(n) |

ou seja,
2 (ﬁ)nﬂ (2 + nn?)
_Vm A2) e 952
p(x/nan) - O'n+1 F(TL/2) n o |77|
Fazendo-se

2 (71)”/2
T \2

o D(nj2) "
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(2? +nn?)  1n? 2 (+n)

—_ _ 2 — =
20_2 - 20_2 [(x//r]) + n] 20_2 n

A pdf de t serd dada por

Fazendo-se P
- 7= ()
2, dny = d - d dv
i) = v T S
n—2|rl> N 1
p(t)zc—nan / v 2 e Vdv
2 0
(nfr 1)
r
2
Desde que
n+1 n+1
2 2+n\" 2
n - 202
(n+1> (n+1> <n+1>
I i PN e e
—9\ 2 o™t 2 <1+—> 2
n
e

(n + 1)
¢ 27YV2pn22-n/2 2 2 n™?

2 /morT(n/2) /7 o"t [(n/2)

a chamada distribuicao de Student com n graus de liberdade é dada por

p(tn) = jl_ﬂ ) §n(%1> (1+2/n) (n;1>
2
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Apéndice B

Ferramentas para Simulacao e
Analise de Dados

O desenvolvimento de pacotes de programacao (softwares) para a simulagao e andlise de
dados é uma pratica corrente na Fisica Experimental de Altas Energias. Estes desnvovi-
mentos tém sido transformados em subprodutos abertos aos pesquisadores, nao s6 das
Altas Energias mas, de qualquer area.

Paralelamente, existem intimeros pacotes comerciais de programacgao que sao atualiza-
dos periodicamente mas, a maioria desses pacotes, por terem sido criados para pequenos
computadores pessoais, ainda possuem as limitacoes e restricoes impostas pelos primeiros
computadores pessoais, como limites estreitos de armazenamento de dados e gerencia-
mento de memoria.

Desse modo, os pesquisadores da area Fisica de Altas Energias desenvolveram e ainda
desenvolvem pacotes gratuitos mais robustos e estaveis, tanto do ponto de vista da con-
cepgao quanto da confiabilidade e longevidade (versoes).

Ao contrario dos comerciais, os pacotes desenvolvidos na Fisica de Altas Energias,
desde o inicio, foram criados em sistemas multiplos, mais complexos e robustos, ou seja,
para varias plataformas e sistemas operacionais de computacao.

Um exemplo é o pacote grafico para analise de dados, denominado PAW (Physics
Analysis Workstation), desenvolvido por uma equipe de pesquisadores do CERN ', em
1988, e que vem sido largamente utilizado por toda a comunidade da Fisica de Altas
Energias.

! European Laboratory for Particle Physics, Geneva, Switzerland

95
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Por ter sido desenvolvido em cima da linguagem de programacao cientifica FORTRAN,
que ¢ a linguagem que tem sido utilizada praticamente desde a criagao dos computadores
comerciais (1950), o PAW teve que suprir e implementar véarias caracteristicas de pro-
gramacao e técnicas de uso de memdria para o armazenamento de dados ausentes no

FORTRAN.

Mais recentemente, em 19XX, outra equipe do CERN criou e desenvolveu um outro pa-
cote grafico de andlise, denominado ROOT, j& baseado numa linguagem de programacao
de concepcao distinta do FORTRAN, o C*+.

Num estagio inicial de formacao, é conveniente o aprendizado de ambas as ferramentas.

B.1 PAW

O PAW apoia-se na definicao de trés elementos basicos: vetores, histogramas e n-
tplas.

B.1.1 Vetores

Vetores sao arranjos numéricos, equivalentes ao array do FORTRAN ou, de maneira
mais matematica, que podem ser associados, num dado espaco de dimensao N, a varidveis
tensoriais de ordem 1, 2 ou 3. Sao identificados na memoria do programa por um nome.

Exemplo:

PAW > v/cr x(6) r 1 4 9 16 25

PAW > v/pr x

Esses sao os comandos mais simples para criar (vector/create) um vetor e mostrar
(vector/print) seus valores na tela. Ou seja, o primeiro comando (v/cr) ? cria um vetor
real (r) de dimensao 5, denominado x, cujas componentes possuem os valores 1, 4,9, 16 e
25. Enquanto o segundo comando (v/pr) apenas mostra, indexadamente, as componentes
de x.

2Uma caracteristica do PAW é que os comandos podem ser abreviados quando nio houver ambigu-
idades. Assim, por exemplo, o comando vector/create pode ser escrito, simplesmente, como v/cr.
Analogamente, vector/print pode ser escrito como v/pr.
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E claro que esses comandos sao utilizados apenas para vetores de baixa dimensao.
Em geral, os atributos de um objeto, que podem ser representados numericamente e lidos
como vetores, sao gerados e armazenados em arquivos no disco do computador. O exemplo
seguinte mostra como ler um arquivo ASCII (ndo formatado) de dados (vector/read), cri-
ado externamente 3, associd-lo a dois vetores (x e y) e mostra-los na tela (vector/write)
de acordo com a sintaxe FORTRAN.

Exemplo:

PAW > v/re x,y vec.dat

PAW > v/wr x,y ! 5(F6.1,2x,F6.2)

Outras operagoes com vetores sao ilustradas pelo seguinte arquivos de comandos ou
KUMAC,

* Comentarios dentro de uma KUMAC podem ser feitos a partir do simbolo *
* Alertas e instrucoes durante a execucao de uma KUMAC podem ser dados
* pelo comando MESSAGE, como abaixo

mess ’kxxxki*kkx Atencao leia as instrucoes dadas na KUMAC skkkkskskkkokskk’
mess ’ ’

mess ’*xxx Esta KUMAC cria dois vetores, com o pacote SIGMA, que’

mess ’**xx representam as equacoes parametricas de um circulo.’

xxxx Criar 2 vetores cujas componentes sao 1000 valores das
xx%* funcoes seno e cosseno de 0 a 2%*pi

sigma x=sin(array(1000,0#2*pi))

sigma y=cos(array(1000,0#2*pi))

xxxx comando para plotar 4 graficos na mesma tela
zon 2 2

3Crie um arquivo ASCII denominado vec.dat contendo niimeros dispostos como:

1 2
2 4
3 9
4 16
) 25
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v/dr
v/dr
v/dr
v/dr y ! s

graph 1000 x y

Mo X

xxx* comando para dar uma pausa na execucao da KUMAC
wait

*xx*x restituli o estado anterior
zon
graph 1000 x y

***x*k habilita dados estatisticos no grafico
opt stat
opt fit

sigma d=(array(10000,2#2))

sigma z=sqrt(-2*xlog(rndm(array(10000,1))))*3*cos(2*pi*xrndm(array(10000,2)))
vadd d z w

mess ’*x*x (Os vetores "d", "z" e "w" forma criados. ’

mess ’**x Execute os comandos "v/pl w" e "h/fit 12345 g" °’

B.1.2 Histogramas

Histogramas sao conjuntos de dados numéricos (distribuigoes ) agrupados em intervalos
(bins) que contém informagoes adicionais sobre; o conteiido (nome da varidvel) dos da-
dos, o titulo do histograma, a freqiiéncia associada a cada intervalo, outros parametros
estatisticos como erros, médias e desvios ou uma funcao de ajuste associada a distribuicao
. Desse modo, usualmente, representam a distribuicao de um atributo associado a algum
objeto. Sao identificados na memdria do programa por um arquivo (unidade) do tipo
FORTRAN, ou seja, por um nimero.



B.1. PAW 99

B.1.3 N-uplas

N-tplas sao conjuntos de dados mais complexos que permitem a representacao dos varios
atributos (numéricos ou nao) de um objeto (evento). Ou seja, podem ser encaradas como
um conjunto de histogramas concatenados que sao também identificados na meméria do
programa por um arquivo (unidade) do tipo FORTRAN, ou seja, por um nimero.

A interacao entre esses elementos basicos do PAW pode ser esquematizada na figura,
que mostra alguns comandos que permitem operacoes de conversao e leitura (em ambos
os sentidos, input-output) desses elementos basicos.

Moop Miproj
Ntuples
get'cont puticont
Yectors Histos
Wre
Wt
ASCII Hhook
Files Files

Figura B.1: Elementos bsicos do PAW.

Além desses elementos bésicos, o PAW possui um interpretador FORTRAN e uti-
liza varios outros pacotes de programas previamente desenvolvidos no CERN como o
HBOOK/HPLOT, que contém rotinas de biblioteca (libraries) em FORTRAN, a CERN-
LIB, e o HIGZ (Highlevel Interface to Graphics and Zebra) para implementar os recursos
graficos do programa. E, para incorporar de modo mais efetivo as diversas utilidades
graficas, o PAW contém também um sistema de instrucoes préprio, denominado KUIP
(Kit for a User Interface Package), que pode ser utilizado interativamente ou por meio de
arquivos de comandos, denominados KUMAC (Kuip Macros).

Um terceiro bloco de pacotes também previamente existentes utilizados pelo PAW sao:
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Minuit : programa de minimizacao utilizado no ajuste de funcoes .
Comis : interpretador FORTRAN interativo.

SIGMA : manipulador de vetores.

Nesse sentido, além das operagoes de conversao e leitura (em ambos os sentidos, input-
output) dos elementos basicos do pacote, hd que se aprender toda uma série de operagoes
ou instrugoes de manipulacao, tanto em seus aspectos graficos quanto formal, que permi-
tam a realizacao de uma analise de dados.

B.2 ROOT

O pacote grafico ROOT? foi criado a partir da linguagem orientada para objetos C** e,
por isso, seus elementos basicos, sao rotinas de programacao pré-definidas, denominadas
classes, por meio das quais podem-se criar os diversos objetos que servirao de ponto de
partida para uma analise de dados.

Ao contrario do PAW, tanto os elementos basicos para um tratamento estatistico de da-
dos (histogramas e n-tiplas) quanto as operagoes realizadas sobre eles sdo implementadas
como rotinas escritas em C** que sao lidas diretamente por seu préprio interpretador
de CT*. Nesse sentido nao ha a necessidade do aprendizado de um novo sistema de in-
strucoes, apenas do conhecimento das classes pré-definidas que estao a disposicao para
uso interativo ou para arquivos de comando.

B.3 Exemplos

Como primeira aplicacao simples, utilizemos o PAW e o ROOT para representar grafica-
mente uma distribuigao normal.

PAW ROOT

PAW > fu/pl exp(-x*%2/2) -3 3 root [1] TF1 f1("f1","exp(-x**2/2)",-3,3)
root [1] f1.Draw()

*http://root.cern.ch
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Um exemplo mais complexo, que envolve a geracao de uma amostra aleatoria, o ar-
mazenamento de dados em histogramas e o ajuste de fungoes é ilustrado pelo programa
dados.f, em FORTRAN, para o PAW.

SUBROUTINE dados(N,M)
dimension x(6)

ER=N/6. *frequencia esperada de cada resultado
CALL HBOOK1(10000,’Distribuicao da Media ’,200,3.,4.,0.)

CALL HBOOK1(20000,’Chi-2 ’,80,0.,20.,0.)

do k=1,M

CALL HBOOK1(k,’Brincando com dados ’,6,1.,7.,0.)
XM=0.

chi_2=0.

x(1)=
x(2)=
x(3)=
x(4)=
x(5)=
x(6)=

0.
0.
0.
0.
0.
0.

do J=1,N

IX1=6*%RNDM(.01234)+1 *gerar inteiro de 1 a 6

XM=XM+FLOAT (IX1)

if
if
if
if
if
if

(IX1.eq.1)
(IX1.eq.2)
(IX1.eq.3)
(IX1l.eq.4)
(IX1.eq.5)
(IX1.eq.6)

then
then
then
then
then
then

x(1)=x(1)+1
x(2)=x(2)+1
x(3)=x(3)+1
x(4)=x(4)+1
x(5)=x(5)+1
x(6)=x(6)+1

CALL HFILL(k,FLOAT(IX1),0.,1.)

end do
chi_2=(x (1) **2+x(2) **2+x (3) **2+x (4) **2+x (5) **2+x (6) **2) /ER
chi_2=

chi_2-N

XM=XM/N
CALL HFILL(10000,XM,0.,1.)
CALL HFILL(20000,chi_2,0.,1.)

end do

endif
endif
endif
endif
endif
endif
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end

Este programa, que necessita de dois parametros N e M, simula a geracao de M amostras
de N lancamentos de um dado. Nele, sao criados os histogramas 10000 e 20000, que contém
as distribuicoes da média dos resultados e do parametro y? relativas as M amostras, e M
histogramas (numerados de 1 a M) dos resultados de cada amostra. Pode ser executado,
por exemplo, interativamente, do seguinte modo:

PAW > call dados.f(100,300)

onde os nimeros 100 e 300 sao passados como parametros N e M, respectivamente.

Uma vez gerado um histograma, no PAW, o mesmo pode ser armazenado num arquivo
externo de forma interativa. Por exemplo, para armazenar o histograma (20000) da
distribuicao de x2, pode-se proceder do seguinte modo:

PAW > h/fil 10 dados.his 1024 N
PAW > hrout 20000
PAW > close 10

Onde:

e h/fil é o comando para criar (pardmetro N), no disco do computador, um arquivo
denominado dados.his e,identificado pelo niimero 10.

e hrout é o comando para copiar para o arquivo dados.his o histograma 20000
armazenado na memoria.

e close 10 é simplesmente o comando para fechar o arquivo dados.his a novos
comandos.

Se quisermos ajustar, interativamente, o histograma (10000) da distribui¢ao da média
por uma gaussiana, ja incorporada no PAW, pode-se proceder do seguinte modo:

PAW > h/fit 10000 G
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onde o comando h/fit necessita dos parametros 10000, que identifica o histograma a ser
ajustado, e G, que identifica a fun¢ao de ajuste (Func) como uma gaussiana. A fungio
gaussiana as outras fungoes pré-definidas (exponencial e polinomial) possuem os seguintes
parametros (par()):

G : Func=par(1)*exp(-0.5%((x-par(2))/par(3))**2)
E : Func=exp(par(1)+par(2)*x)
Pn: Func=par (1)+par(2)*x+par(3)*x*x2...... +par (n+1) *x**n

que podem ser visualizados se antes do ajuste utilizarmos o comando,
PAW > opt fit

No caso do histograma (20000) da distribuigao de x? a fungio de ajuste deve ser escrita
num arquivo FORTRAN externo. Por exemplo, o arquivo chi.f:

real function chi(x)
common/pawpar/par (2)

chi=par (1) *x**(par(2)/2-1)*exp(-x/2)
end

Pode se utilizado da seguinte forma:

PAW > v/cr par(2) R 10 2
PAW > h/fit 20000 chi.f L 2 par

onde os comandos:

e v/cr cria o vetor de parametros par reais (R), de dimensao 2, com os valores 10 e 2.

e h/fit ajusta pelo método da méxima verossimilhanca (L) a fungdo chi.f, que
possui dois parametros (2), inicializados pelo vetor par.

Alternativamente, todos esses comandos poderiam ser agrupados em um arquivo de
comandos dados.kumac,
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macro dados 1=100 2=9

call dados.f([1]1,[2])
h/fil 10 dados.his 1024 N
hrout 20000

close 10

opt fit
h/fit 10000 G

v/cr par(2) R 10. 2.
h/fit 20000 chi.f L 2 par

e chamados do seguinte modo:
PAW > exe dados 100 300

onde o comando exe chama o arquivo de comandos dados.kumac, usualmente chamado
simplesmente de KUMAC, que passa os parametros 100 e 300 ao arquivo FORTRAN
dados.f.

Esse modo, de primeiro trabalhar interativamente e, apos o estabelecimento de critérios
mais definitivos, sintetiza-los numa KUMAC, é procedimento usual no trabalho de analise
com o PAW.

Podemos repetir o mesmo exemplo com o ROOT, através do seguinte programa escrito
em CTT.

{ //dados.C
gROOT->Reset () ;
TFile *hfile=new TFile("dados.root","RECREATE","Brincando com Dados");
TH1F *hl=new TH1F("h1",6"Media",200,3.,4.);
TH1F *h2=new TH1F("h2","Chi_2",80,0.,20.);
TNtuple *nt=new TNtuple("nt","Dado_ntup","XM:chi_2");
Int_t X1,M,N;
Float_t ER,XM,chi_2,x[6];
M=600; // Numero de amostras
N=100; // Numero de lancamentos
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ER=N/6. // Frequencia esperada de cada resultado

gRandom->SetSeed () ;

for(Int_t i=1;i<=M;i++)
{
XM=0.;x[0]=0.;x[1]=0.;x[2]=0.;x[3]=0.;x[4]=0.;x[5]=0.;chi_2=0.;
for(Int_t i=1;i<=M;i++)

{

X1=6*gRandom->Rndm (1) ; //gerar inteiro de 1 a 6
X1=X1+1;

// printf (" X1=)d",X1);

XM=XM+1;
if (X1==1) x[0]=x[0]+1;
if (X1==2) x[1]=x[1]+1;
if (X1==3) x[2]=x[2]+1;
if (X1==4) x[3]=x[3]+1;
if (X1==5) x[4]=x[4]1+1;
if (X1==6) x[5]=x[5]1+1;
+
XM=XM/N;
chi_2=(x[0]**2+x [1]**2+x [2] **2+x [3] ¥*2+x [4] **2+x [5] ¥*2) /ER ;
chi_2=chi_2-N;
h1->Fill(XM);
h2->Fill(chi_2);
nt->Fill(XM,chi_2);
+
hfile->Write();
}

Este programa, armazenado no arquivo dados.C, simula a mesma situacao que o
programa dados.f, com algumas modificacoes. Ou seja, a geracao de M amostras de N
lancamentos de um dado. Nele, ainda sao criados histogramas, denominados Media e
Chi-2, que contém as distribuicoes da média dos resultados e do parametro y? relativas
as M amostras e, como novidade, em vez de M histogramas dos resultados de cada amostra,
cria-se uma n-dapla que contém os histogramas Media e Chi-2 e um arquivo dados.root,
no formato ROOT, que contém todos esses objetos, para ser utilizado num trabalho de
analise posterior.

Em geral, simulacoes mais complexas, de processos fisicos sao realizadas por programas
que utilizam Métodos de Monte Carlo e, utilizamos o PAW ou ROOT apenas no trabalho
de analise.
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Apéndice C

Cinematica Relativistica

C.1 Relatividade Restrita

C.1.1 Transformacao de Lorentz

Consideremos um sistema, de referéncia inercial S’ onde um ponto do espaco-tempo é
descrito pelas coordenadas (', z',y/, 2') se movendo com velocidade constante 3, = V,/c
em relacao a um sistema S onde o mesmo ponto do espaco-tempo possui coordenadas
(t,z,y,2). Escolhendo z || 2’ || B e assumindo que a origem de ambos os sistemas de
coordenadas coincidiam em ¢ = ¢ = 0 a transformacao de Lorentz e sua inversa sao dadas

por:

t=7(t'+B:2), v=2a", y=vy, 2=+ Bt
t1:7s(t_ﬁsz)7 .’L',:l’, y’:y, ZIZ7S(Z_BSt) (Cl)

onde tomamos ¢ = 1 e definimos o fator de Lorentz como:
=(1-p2)7'"

107
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As equacoes da Relatividade Restrita e, em particular, da Fisica de Particulas ficam
bastante simplificadas se considerarmos o conceito de quadrivetores. Para as coordenadas
do espago-tempo, escrevemos

i (xo,xl,xQ,x?’) = ( O,f) = (t,z,y,2) (C.2)

Qualquer quadrivetor A* se transforma sob Lorentz como z*, ou seja, sob a trans-
formagao Eq.(C.1), temos:

AO — ,YS(AIO +/BSA,3) , Al — All , A2 — Al2 , A3 — ,YS(AIB +65A,0)

Introduzindo o tensor métrico:

1 0 0 0
G = 9" = 8 _01 _01 8 (C.3)
0o 0 0 -1
temos:
A, = guA”

Onde A" sao chamadas de componentes contravariantes e A, covariantes, com:
_ A0 _ 1 _ 2 _ 3
Ag=A", Ai=—-A", Ay=—-A", A3=-A4A",
em particular,

z, = (x, 1, T2, x3) = (z9, %) = (t, —x, —y, —2)

Definimos também o tensor unitario 6%, tal que 04 A” = A* com ¢# = 4. Além destes
dois tensores (i.e. g™ e 6*), o tensor totalmente antissimétrico e#’®? (%123 = +1) também
possui as mesmas componentes em qualquer sistema de referéncia.’

'Na realidade, e#**% ¢ um pseudo-tensor uma vez que sob rotacdes ele se comporta como um tensor mas
a mudanca de sinal de uma ou trés coordenadas nao acarreta na mudanca de sinal de suas coordenadas.
Sob reflexdo do sistema de coordenadas, i.e. sob a mudanca de sinal de todas as coordenadas: um escalar
e um pseudo-vetor ou vetor axial (e.g. A x E) nao mudam de sinal, enquanto, um pseudo-escalar
(e.g. AxB- 6) e um vetor mudam. Ele possui ainda as seguintes propriedades:

P eprap = —2(810% — 61Y) . € Pepap = —604 e € Fe 0 = —24
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Podemos escrever o produto escalar entre dois quadrivetores como:

3
> 4B, = At

A-B =
n=0
A'By + A'B; + A?2By + A®B; = A°BY — A'B' — A?B? — A®B?
A'BY— 4. B (C.4)

Podemos também definir o quadrimomento de uma particula como:

p* = (E,p) (C.5)
onde,

E = my

po= myB (C.6)

onde m é a massa da particula com velocidade f:
B=p/E, e y=01-p5)""=E/m
O quadrado do quadrimomento de uma particula satisfaz:
P’ =p'py=E* = |p" = m’
Vamos escrever o momento de uma particula em coordenadas esféricas:

P = (Pzs Dy, p2) = |P] (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos 6)

e, como iremos tratar na maioria dos casos transformacoes ao longo do eixo z, vamos
definir o momento longitudinal e transversal como:

p| = p.=|p|cosb
pr = (P2+p2)Y? = |p]|sinf (C.7)

Desta forma, a energia e o momento (E’, ") de uma particula vistos de um sistema
que se move com velocidade [, na direcao z sao dados por:

£ _ Vs —sBs E r
< P > B < =B s ) <P| > B (C8)

onde p, (p)) sdo as componentes de p'perpendicular (paralela) a B:. Esta dltima expressao
¢ apenas uma maneira mais conveniente de se escrever a Eq.(C.1).
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‘ Exercicio 3.1 ‘ Mostre que o produto escalar de quaisquer dois quadriv-
etores py - po = E1FEy — Py - pa € invariante sob transformacdes de Lorentz,
ou seja, independente de sistema de referéncia.

A transformagao de angulos sob transformacoes de Lorentz pode ser facilmente ex-
traida da Eq.(C.8). Para o caso do angulo azimutal ¢, temos:
!/
tan ¢’ = p—;y — Dy _ tan ¢
p;p pCE

ou seja, o angulo azimutal ao redor de um eixo é invariante sob transformacoes de Lorentz
ao longo deste eixo.

Para o angulo polar, ou seja, o angulo que o momento da particula faz com o eixo do
“boost” visto do sistema S’ é:

tan@ = p—,L = p—,L
I
R T S
75(p|| - /BSE) Vs (p\|/|ﬁ| - BSE/|ﬁ|)
1 sin 6

%(cosﬁ—ﬁs/ﬁ)

ou, equivalentemente:

1 in @'
tanf = — S

Vs (cos 0" + B/ ')

Para introduzirmos o conceito de rapidez vamos escrever a transformacao Eq.(C.8)

como:
E'"\ ([ coshy —sinhy E .
( P ) B ( —sinhy coshy > <p|| ) v P =DPL (C.10)

onde definimos o parametro y chamado de rapidez através de:

Bs = tanhy , 7, =coshy, 0, =sinhy (C.11)
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ou, inversamente?:

y = cosh '(y)=In (7+7Bs)

= tanh™'(B,) = <1i‘gs>

(C.12)

Supondo a particula parada em s', temos S = 3, e, como:
E+pj=my(l+p)
podemos escrever a rapidez de uma particula como:
Y= 1ln <E—|—p|)
2 E—p

Enquanto a velocidade varia no intervalo —1 < < 1, a rapidez varia —oo < y < oo.

Quando executamos duas transformacoes de Lorentz paralelas consecutivas de para-
metros 31 e B2 o resultado combinado é expresso pelos parametros:

3 B+ B2
’ L+ 152
3 = MYl +Bib) (C.13)

| Exercicio 3.2 | Mostre as relacdes (C.13)

Desta forma, em termos da rapidez, temos:

tanh y; + tanh y,
1 + tanh y; tanh y,
= tanh(y; + yo) (C.14)

53 = tanhy3:

ou seja, a rapidez é aditiva sob transformacoes de Lorentz paralelas i.e. : y3 = y1 + 4o

2Lembre que:

1 1
sinh *(z) =In(z+ V22 + 1), cosh! n(z+vz , e tanh™!(z) = §ln <1tz>




112 APENDICE C. CINEMATICA RELATIVISTICA

C.1.2 Sistemas de Referéncia

Consideremos a colisdo de duas particulas de quadrimomento (E,,p,) e (Ep,py). Na
descricao destas colisoes, dois sistemas de referéncia sao usualmente utilizados:

(i) Sistema de Centro de Massa (CM): E definido como o sistema onde
ﬁa = ﬁb
e, as quantidade referentes a este sistema serao denotadas a partir de agora por um
asterisco (x).

(ii) Sistema de Laboratério (LAB): E o sistema no qual sio feitas as medidas. No
caso de experimento de alvo fixo este sistema coincide com o sistema do alvo, onde uma
das particulas (e.g. b) encontra-se em repouso i.e. p, = 0. Nos experimentos de anéis
de colisao, onde feixes de particulas idénticas colidem em direcoes opostas, este sistema
coincide com o CM.

Escolhendo o eixo z como a direcao de movimento, os momentos das particulas a e b
podem ser escritos, no sistema de CM como:

PZ = (E;,0,0,p:)
py, = (E5,0,0,—p;) (C.15)

e, no sistema LAB (alvo fixo, b em repouso) como:

pilab — (E‘llab, 0, 0, plab)

a

péab = (mb,0,0,0) (016)

A transformacao de Lorentz entre os dois sistemas serd dada por:

Ef = VCm(Efab_ﬁcmpﬁ'ab)
p: = ch(péab_ﬁcmEfab) (017)

onde i = a, b e .y, é a velocidade do CM no LAB. Como p} + p; = 0 da Eq.(C.17) temos:
Ve (P + D) = Bem (B + Ep*)] = 0

e portanto (3., ¢ dada por:

Patmyl e
Bem = ELZ El|ab (P = 0) = Elaba
a + b a +my
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No caso de uma colisao de duas particulas de massa m, e m; a energia total da colisao
ou massa invariante é dada por:

Br = (patp)? = [(Ba+ B — 7+ )]
= [m? 4+ m} +2B,Ey(1 — BuBycos )] (C.18)

onde 6 é o angulo entre as duas particulas. Podemos ver que na definicao de Ep aparecem
apenas produtos escalares de quadrimomentos o que faz de Fr uma quantidade indepen-
dente de sistema de referéncia. Em termos das varidaveis de CM e LAB onde a particula
b estd em repouso temos:

Er = (E;+E)
/2

(B +my)? — ()] = (m2 +mj + 2mbEf;”’)1/2

(C.19)

| Exercicio 3.3 | Mostre que 7., = (E'® + my)/Er

A quantidade Er pode ser considerada como a energia ttil de um acelerador. Para ter-
mos idéia de algumas ordens de magnitude consideremos protons (m, ~ 1 GeV) colidindo
a uma energia de 1 TeV com outro proton em repouso. Neste caso:

Er ~ \/2m,Elt = +/2000GeV ~ 45GeV

Por outro lado se considerarmos dois protons em um anél de colisao colidindo com 1
TeV, a energia total sera:

Er = E}, + E}, = 2B, = 2000GeV

Da Eq.(C.17) podemos escrever as varidveis de CM em termos das do LAB:

2 lab
ms +myE)

E: =
Er
B = my(my, + Elb)
Er
p* _ mbpéab
a Er
. —mpph? .
Py, = ——— =D, (C.20)

Er
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Tabela
C.1: Energia e Momento CM versus Momento do Feixe de Protons

Pl (GeV) | Er (GeV) | p:  (GeV)
ep pp | ep  pp
1 1.66 2.08 1057 045
10 4.43 4.54 | 212  2.07
100 13.73 13.76 | 6.83  6.82
500 30.65 30.66 | 15.3 15.3
1000 43.33 43.34 | 21.7 216
10000 137.0 137.0 | 68.5 68.5

| Exercicio 3.4 | Confira as Eq.(C.20)

Apresentamos na Tabela (C.1) os valores da energia total (E7) e do momento (pf) no
CM para a colisao de feixes de eletron (m, = m, ~ 0) e proton (m, = m, ~ 0.938 GeV)

colidindo com um proton fixo em fungdao do momento do feixe (p!®®).

Podemos escrever de maneira compacta as varidveis nao invariantes (Eq,; € pgp) em
termos das invariantes (Er e my,;) nos diferentes sistemas de referéncia. A quantidade EZ
¢ usualmente designada pela variavel de Mandelstam s, que sera introduzida posterior-
mente. Passaremos portanto a utilizar esta notacao para o quadrado da massa invariante.

Vamos definir a funcao cinematica:

)\(l‘,y,Z) = ($—y—2)2—4y2
= 224+ P+ 22— 20y — 2y — 222

= o~ i+ VD] [r— (i~ V2] (C21)
que, para alguns valores especiais fica:

Mz, y,y) = z(z —4y)
)\(LU,y,O) = (x_y)Q (C22)

Utilizando a defini¢do de A(x,y, 2) podemos reescrever Eq.(C.20). Como p} + p; =0
eSCrevemos:

*

Pal = 1551 = p
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e, conforme Eq.(C.19)
Vs =E: + E;
ou seja:
V= 7 ] o 4 ]V = By (B — md ]
Obtemos portanto:

2 2
s+ my, —my

2y/s
Ef = \f—E;‘:

)\1/2(3, m?2, m?)

2 2
s —mgy +m

2V/s

E, utilizando a Eq.(C.19), temos:
Flab  _ S — mg — mj
@ me
1/2 2,9
P = (B2 — a2 = X e m) (C.24)

me

| Exercicio 3.5 | Obtenha as Eq.(C.23) e Eq.(C.24)
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C.2 Decaimento

C.2.1 Decaimento de Dois Corpos

Consideremos uma particula de massa M e quadrimomento P decaindo em duas outras
de quadrimomentos:

pZ:(Elaﬁl)a 22172

No sistema de repouso da particula de massa M, os quadrimomentos se escrevem com:

pP* = (M,0,0,0)

pi = (Ey,p)

py = (E3,—p") (C.25)
onde M = E} + Ej e pj = —p5 = p*. Desta forma:

P = M?=(p}+p;)* =mi+m;+2(E{E; + |p*[)
= mi +mi+2[Ef(M — E}) + (E;? —m})] (C.26)
E podemos escrever as energias e momentos finais como:

M? +m? —m}

2M
M? —m? + m?2
E* — M_E*: 1 2
2 1 i
= = (B i)
LM = (a4 my)) (M2 — (my — ms)?)]”
2M

A2(M?,m?2,m3)
— ) ) 2
i (C.27)

C.2.2 Decaimento de Trés Corpos

Consideremos uma particula de massa M e quadrimomento P decaindo agora em trés
outras de massas m; e quadrimomentos p;;¢ = 1,2,3. Vamos primeiramente definir:

Dij = Di T+ Dj, Sij :p?j



C.2. DECAIMENTO 117

ou seja:
si2 = (p1+p2)’ = (P—ps)?
s;3 = (p2+p3)° = (P—p1)°
ssi = (ps+p1)° = (P—po)’ (C.28)

desta forma, temos:

9 2 9 2
S12 + 893 + 831 = M* +m7 + m5 + mj3

| Exercicio 3.6 | Mostre a relacio acima.

No sistema de repouso da particula que decai temos P* = Py + D5 + P = 0 e podemos
obter as energias e momentos em termos de s;; substituindo P = (M, 0, 0,0) em Eq.(C.28).
Por exemplo:

s19 = (P* —p3)> = M?* +m? - 2ME} |

de onde obtemos Ej e consequentemente p;. Da mesma forma obtemos as demais energias
e momentos:

M2+m%—823

EY =
! 2M
E; _ ]\42 + m% — 531
2M
E; _ M2 + mg — S19
2M
 _ )\I/Z(MZ,m%,Sgg)
pl - 2M
 _ )\1/2(M2,m3,831)
p2 - 2M
)\1/2(]\42 m§ 812)
= A C.29
2! oM ( )

Em geral é mais conveniente considerar um sistema no qual duas das trés particulas
finais estao em repouso. Consideremos por exemplo o referencial () no qual as particulas
2 e 3 encontram-se em repouso i.e. ph + pi = (\/S23,0,0,0) = P" — p}. Conseguimos as
energias e momentos neste referencial substituindo esta relacao na Eq.(C.28), e.g. :

so3 = (P"—ph)? = [(Vs2s + ET.0%) — (B7,0Y))°
— M2+mf—2[(\/823+E{)E{—(E{2—m%)]
= M2 - m? - 2\/823E{ (C30)
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Assim, as energias e momentos neste referencial sao dados por:

2 2
M +823—m1

T _

B S

B o= M? — s93 — m?
No

B - So3 + M3 — m3
e

B - S93 — m3 + m3
25

Py = AV2(M?, 595, m?)

2,/593
(R )‘1/2 (5237 m%7 mg) (C 31)
p2 p3 2\/@ .
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C.3 Espalhamento 2 — 2

Vamos definir as chamadas Varidveis de Mandelstam para o processo p,+py, — p1+pa:

s = (pa+p)’=(p1+p2)°
= (E;+E;)’ = (B + E3)?
= mj +mj +2m,E)"
t = (pa—p1)° = (Db — p2)°
= mz + m% - 2EaE1 + 2pap1 COS 90,1 R CM ou LAB

2 2
= m}+m3— 2m, Bl

u = (pa—p2)° = (po—p1)?
= mz + mg —2FE,F5 + 2p,po cos b, , CM ou LAB
= m}+m?—2m,El® (C.32)
satisfazem,
s+t+u=mi+mi+mi+m] (C.33)

| Exercicio 3.7 | Mostre a relacio (C.33)

A energia e momento das particulas no CM em termos das varidveis de Mandelstam
Sao:

2 2
s+ m, —mj

2y/s

[ s+ m:—m?2
b 2¢/s
2

s+ m? —m3

Er =

Ef =
B - s+ m3 —m?
2y/s
R A2 (s, m2, mp)
pa - pb —
2V/s
o A2(s. m2, m2
P =Py = ( 1,m3) (C.34)

2V/s



120 APENDICE C. CINEMATICA RELATIVISTICA

Introduzindo estes resultados na relacao entre ¢ e cos 6%, Eq.(C.32), temos:

t—mj) —mi +2E B}
2p;p}
_2s(t—=mZ —mi) + (s +mZ —mp)(s +mi —m3) (C.35)

A2 (s, mg, mi) A/ (s, mi, mj)

* J—
cost, =

a relacao para 67, pode ser obtida lembrando que 67, =7 — 07,

Agora, a energia e momento das particulas no LAB, em termos das variaveis de Man-
delstam se escrevem:

2 2
5 —mg —mj

Elab —
@ 2mb
Elab - m
b b
- + mj +mi
2mb
gl — —t +mj +mj
me
lab __ )‘1/2(57 m?u mg)
pa - me
péab = 0
lab _ )\1/2(% mg,mj)
b = 21
AV2(¢, m2, m2)
lab ) b 2
= C.36
) MMy ( )

E, as relacoes para os angulos sao:

2mi(t — m2 —m?) + (s — mZ — m2)(—u+ m? +m})

elab —
cos 64 A2(s,m2, m2)N/2(u, m?, m?)
cos by = 2mi(u — mg — m3) + (s — mg — my)(—t + mj + my) (C.37)

A2 (s,m2, mZ)AY2(t, m?, m3)

Exercicio 3.8 | Verifique Eq.(C.34), Eq.(C.35), Eq.(C.36) e Eq.(C.37)
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C.3.1 Regiao Fisicaem s, t e u

121

Vamos determinar a regiao fisicamente aceitavel no plano st para a reagao a+b — 1+2.
Vamos assumir que m, = m; = m e my = my = M. As energias e momentos sao dados

por:
2_M2
Er = Ef:'”m—
2¢/s
MQ_ 2
B = E;:H—m
2¢/s
x * ok ok _)\I/Z(S,MZ,’ITLZ)
Po, = Dp=DPL=Dy=DP = 2\/§

O angulo ¢, ¢é obtido da Eq.(C.35):

2st

COSQZI = 1+W

e, a variavel t:

by M2 2
S

—2(p")*(1 — cos 0;,)
—4(p")*sin(6;,/2)
Podemos obter a relacao para u usando:
s+t4+u=2M?+2m?
obtendo:
(M? —m?*)?  X(s, M?*,m?)

_ _ 1 + cos "
u . P (14 cos ;)

| Exercicio 3.9 | Mostre as Eq.(C.39), Eq.(C.40) e Eq.(C.41)

As fronteiras da regiao fisica podem ser obtidas da relacao :

—1<cosh;, <1

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)
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O limite superior de ¢ é obtido quando cos 8}, =1

=0
u = 2(M*+m?) —s (C.42)
e o limite inferior de ¢ é obtido quando cos#;;, = —1
L —A(s, M?,m?)
s
u = M (C.43)

Desta forma os limites sao dados pela reta Eq.(C.42) e pela hiperbole Eq.(C.43) que
possuem assintotas:

=0
u = 0 ou t=—s+2M*+2m? (C.44)

As curvas Eq.(C.42) e Eq.(C.43) se interseptam em s = (M? + m?)2. O sinal positivo
corresponde ao limiar da reacao .

Os valores maximos e minimos de ¢ podem ser obtidos da Eq.(C.35) impondo cos 0%, =

+1 e usando Eq.(C.34) para escrever as energias e momentos em termos de s:

ty = mZ+m?—2E'E; + 2pip}

a

1
= mz+m%—2—s[(s—l—mﬁ—mg)(s—l—m%—m%)

+ A2 (s,mz, mp) A2 (s,mi, m3)] (C.45)

onde t_ (t4) é o maior (menor) valor de ¢. Note que ¢, é sempre negativo e t_ >t

| Exercicio 3.10 | Verifique a Eq.(C.45)

C.4 Secao de Choque e Largura de Decaimento

A Secao de Choque para o processo a +b — 1+ ---+ n é dada por:

B 1 1 1 M d*p, d*p,
N 18, — B3| (2Ea) (2Ey) 2E,(2m)3  2E,(27)3

{(27)*6" pa+ps — (P14 -+ +pn)] S (C.46)
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ou seja,
1 1 1 S

= F =5 @B B e M

Higl (pa+pb Zm) (C.47)

=1

onde S é o fator estatistico que leva em conta o fato de haver m particulas idéntica no
estado final, 7.e. :

1

Podemos ver que:

1 E.E 2E,E
> 2 ’ 172~ \1/2 2b 2 (C.48)
|Ba - Bb| [(pa : pb)2 - mgmg] A (57 My, mb)
‘ Exercicio 3.11 ‘ Mostre as duas igualdades da Eq.(C.48). Lembre que
cos B, =
e definindo o fator de fluxo por:
F =221 \Y2 (s, m?2, m?) (C.49)

e o espaco de fase diferencial por:

d’p; -
dR, = H 2F, st (pa +pp — an) (C.50)
i=1

=1

podemos escrever?:

S
do = = 2 dR,, C.51
0=2 M| (C.51)

3E importante notar que esta férmula também é vélida para fermions quando adotamos a normalizacio
do spinor de Dirac igual a 2m, ou seja:

Y ulp,s)alp,s) =p+m e Y v(p,s)o(p,s) =p—m

+s +s
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A quantidade M é chamada de Amplitude Invariante. Ela contém toda a informacao
sobre a dinamica do processo que esta sendo estudado sendo calculada para um modelo
especifico através das chamadas Regras de Feynman. Podemos ver das Eq.(C.49) e (C.50)
que [F] = E? e [R,] = E**. Uma vez que [0] = E~2, podemos ver que [M] = E?>7" ou
seja, em um processo 2 — 2 a amplitude invariante é adimensional.

Quando a integral em (C.51) é feita sobre todo o espaco de fase de dimensao 3n — 4
obtemos a se¢do de choque total da reacao ; se a integracao for restrita a um sub-espaco do
espaco de fase temos a secao de choque diferencial. Chamamos de reacao exclusiva aquela
na qual a energia e momento de todas as particulas é medido. Numa reagcao inclusiva
apenas a energia e momento de algumas das particulas finais sao medidos.

A Largura de Decaimento p — p; + - - - + p, é dada por:
1 = Pps a
ar = — 21 —=—=0n)' p- n | S
o (v 50)

1 S
— WWWWR” (C.52)

Quando integramos sobre todo o espaco de fase obtemos a largura de decaimento
que é o inverso da vida média da particula. Podemos ver que o mesmo espaco de fase
diferencial Eq.(C.50) aparece aqui ocorrendo apenas a troca p, + p, — p onde p, Sao 0s
quadrimomentos iniciais da colisao e p é o quadrimomento da particula que decai.

C.5 Espaco de Fase

Em uma reacao 2 - n (i.e. a+b— 14+2+---+n) devemos impor a conservagao de
energia e momento:

E,+E, = Y E
PatPo = D D (C.53)

com,

E]2:|27]|2+m?7 j:aabala"'an
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Chamamos de espaco dos momentos o espaco de 3n dimensoes dos momentos p;. As
condigbes (C.53) restringem o conjunto de p; possiveis e definem neste espago um sub-
espaco de dimensao 3n — 4 chamado de espaco de fase.

Numa reagdo 2 — n existem 3n — 4 varidveis do estado final (3n componentes de
momento menos 4 vinculos (C.53)). Porém, neste caso, o eixo do feixe inicial define uma
direcao no espaco em relacao a qual o processo possui simetria levando a uma variavel
trivial ¢. Assim temos 3n — 5 varidveis essenciais no estado final. Se levarmos em conta
o estado inicial, existe mais uma variavel essencial que é o quadrado da energia total s
levando portanto a um total de 3n — 4 varidveis essenciais (no processo 2 — 2 estas duas
varidveis sao s e t).

Vamos nos deter agora ao espaco de fase diferencial. Podemos ver que o elemento de
integragao d>p/2F ¢ invariante de Lorentz. Supondo um “boost” na dire¢ao de p,, temos:

E
dp. = (dp; + BAE') = L dp, (C.54)

‘ Exercicio 3.12 ‘ Verifique a Eq.(C.54). Lembre-se que E'? = p'? +m?
e B =v(E"+ fp.)

Desta forma,

&P*p  dpydpydp, PP’

2F 2F - 9F

Podemos também escrever o elemento de espaco de fase em forma integral como:
d3
on = [ a9~ men) (C.55)

onde a integral é feita sobre todos os valores das componentes p* e ©(p®) = 0(1) para
0
P’ < (>)0.

| Exercicio 3.13 | Escreva p®> = (p°)2 — 2 e E2 = > + m? e use a
propriedade da fungdo delta

para mostrar a Eq.(C.55)
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Desta forma R, Eq.(C.50) pode ser escrito como:

R = /Hd“pi o(p} —mi) O(p;) 8 (pa +py — an> (C.56)
=1 i=1

Em geral omite-se a funcao ©(pY) que apenas denota o fato da energia ser uma quantidade
positiva.

C.5.1 Espaco de Fase de Uma Particula

O espago de fase de uma particula é trivial. Utilizando a Eq.(C.50) e Eq.(C.55) o
espaco de fase para a reacao p, + p, — p, fica:

AR, = /d4p5(p2 —m?) 6" (pa + po — )

ou, integrando em d*p usando a funcao §*:

R1 = 6[(pa + po)* — m?] = 5(s —m?) (C.57)

C.5.2 Espaco de Fase de Duas Particulas

Vamos agora considerar a integral do espaco de fase de duas particulas:

Ro = [ d'pid'ps 506% — m?) 80}~ m3) 66— p1 ~ o) (C.58)

No caso do espalhamento 2 — 2 temos p = p, + p, € no caso do decaimento de uma
particula, p é o seu momento.

Integrando em d*p, usando a §* obtendo:

Ro = [t o0t = ) l(p— 1) = )
Lembrando que R, é invariante de Lorentz podemos escolher o referencial onde p =
(1/5,0,0,0) ou seja o CM das particulas iniciais ou o sistema de repouso da particula que

decai (/s = M):

R, = / d*p1 (5 — m?) (s — 2V/5E, +m? — m3)
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Usando a Eq.(C.55) temos:

43
RZ:/ PLsis — o /5Er +m? —m?)
2F,

Note que nao mencionamos a funcao O(py) = O(y/s — m; — ma) que aparece na
Eq.(C.55). Ela neste caso apenas garante que R, seja nulo abaixo do limiar de produgao
das particulas 1 e 2 em repouso i.e. /s < my + my. Como

d®p = p*dpdQ) = pEdEdS)
temos:

< dEd0;
Ry — /% 5(s — 2/5E! +m? — m2)

onde, dQ} = sin 0df}d¢p; descreve a orientagdo do momento p; no sistema CM (repouso)
de p. A funcao § fixa o o valor de E; e consequentemente o modulo do momento pj (ver
Eq.(C.34)), i.e. :

pi =5 = (L) = (mi?e = 25
Desta forma, integrando a funcao §, lembrando que 6(ax) = (1/a)d(z) temos:

Pl . AY%(s,m?,m3) / .
Ry = dQ) = dQ) C.59
as) 8s ! (C.59)

Em geral a Amplitude Invariante depende do angulo #*. No entanto, se M independe
de 6*, chegamos ao resultado final com [ dQj = 4x:

T} wAY2(s,m?,m3)

R, —
T s 2s

Utilizando as Eq.(C.51,C.59), a se¢ao de choque de um processo a + b — 1 + 2 fica:

— 2
do = (27r)2)\1/2(s w2 ) MU ARz

A2 (s,m?, m3)
8s

= M]?

(27?)2)\1/2(5 m2,m?) d$dy (C.60)
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Portanto:
do _ S Al/Q(S,m%,m§)| 2
d; 64725 A1/2(s, m2, m?)
S pi 2
= — C.61
6472s pi M| ( )

onde p; ) sdo os momentos iniciais (finais) no CM, dados pela Eq.(C.34).

Em geral é mais interessante termos uma expressao invariante para a secao de choque
diferencial. Isto pode ser feito usando a defini¢ao de t Eq.(C.32):

* ok * ]' k% *

Desta forma:
do  do d€)} 7 do

dt A dt prptd<

ou seja:
do 2L
dt — 6dms (p;)?
S 1
= M| (C.62)

16m A(s,m2, m?)

Devemos lembrar que a integral em dt é feita levando em conta os limites Eq.(C.45),

ou seja
/t‘ do
o= —
At

| Exercicio 3.14 | Suponha que |M|> = —t/s. Calcule a sec3o de choque
total neste caso utilizando Eq.(C.61). Compare o resultado obtido quando
se utiliza a Eq.(C.62). Considere m, =m; =0e m, =mg=m

Podemos também computar a largura de decaimento Eq.(C.52) de uma particula de
massa M, em repouso, em duas outras i.e. P — p; + po:

1 S
ar = — 2d
2M(27r)2|M| e

— 1 S 2
©2M (27)? M

S
= 647T2M3)\1/2(M27m?7mg)|M|2dQT
5 * *
= Wp1|/\/l|2d91 (C.63)

AI/Q(M27 m%a m%
8M?

) 4
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C.5.3 Espaco de Fase de Trés Particulas
O espaco de fase para trés particulas é

d3p; L. . o
Rs = /H b (P —p1— Po— D3) 0(E — Ey — Ey — Ej)

Vamos escolher o referencial onde p'= 0 e integrar sobre p, usando a funcao §3:

d3p1d3p3
B _F
Rs = /8E1E2E3 (Vs — B - 3)

sendo E, dado por:
E3 = |p1 + ps|* +mj

Escrevendo o elemento de integracao como:
d’p1d’ps = (p%dp1d91)(p§dp3d93) = (P E1dEyd$ ) [ps E3d E3(d cos 013dp3)]

onde )3 descreve a orientacao de p3 em relacao a p; e €2y a orientacao de p; em relacao a
algum eixo.

Podemos assim usar a fungao 6 para integrar em d cos ;3 usando:

dEy —_ pips
d cos 913 E2

obtendo,

1
Rg == g/dEldEgdgldQSg

Podemos também escrever R3 em funcao de si» e So3, definidos anteriormente na
Eq.(C.28) (s = M?), usando o Jacobiano:

J0(FE1, E3) 1
5(812, 323) 4s

obtendo:

1
Rg 32 d812d823dQ d¢3 (C64)
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Devemos notar que no caso da colisao de duas particulas (i.e. p = p,+pp) Q1 descreve
a orientacao de p; no CM e ¢3 a rotagao da configuracao de todos os momentos em torno
de um eixo. Para o caso do decaimento como nio existe um eixo preferencial (imagine a
particula em repouso) podemos integrar em dS); e d¢s obtendo:

2
Ry = 7T2/dE1dE3 — % /d51d52

Desta forma a largura de decaimento Eq.(C.52) fica:

S 1
r = @) 38—M/|M|2dE1dE3

S

= (2 332M3/|M| d812d823 (065)

Podemos notar que a distribuicao de espaco de fase:

ng . 7'('2
d812d823 N 4s

é constante para s fixo. Desta forma se os dados de um experimento de decaimento
forem “plotados” no plano s;3 X s93 a densidade de pontos serd proporcional ao modulo
ao quadrado da amplitude invariante. Ou, dito de outra maneira, a nao uniformidade

o “plot” fornece informacao sobre a dinamica do processo. Por exemplo, no caso do
decaimento D — K77, o aparecimento de bandas quando mxr) = mg-, reflete o aparec-
imento do canal de decaimento D — K*m — Knrw. Esta distribuicao é chamada de Dalitz
Plot.

A regiao fisica do Dalitz Plot pode ser determinada considerando s;5 para o caso em
que p; ¢é paralelo ou antiparalelo a p7, ou seja:

stz = mi+mj+2(E] By £ |5 |75))
1
= m]+mi+ oy [(M? = s53 — m3) (523 + m3 — mj3)
23
+ )\I/Z(M278237m%))\1/2(8237m§7m§)] (C66)

No caso em que apenas my é diferente de zero a Eq.(C.66) impoe os limites:

MZ

523

<812<M +m2—823
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e, no caso em que todas as massas sao nulas, temos:

0 < s19 < M? — 593

As igualdades determinam as fronteiras do Dalitz Plot. No primeiro caso temos:

2,2
_ M"m;
S23 =
S12
2 2
S93 = M +m2—512 (C67)
e para o caso de todas as massas nulas:
S12 = 0

S23 =
so3 = M?—s1 (C.68)
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