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RESUMDO

Construimos uma mecanica pseudoclassica para particulas Tivres de
qualguer spin e massa ndo nula. Os graus de liberdade de spin sao descritos
por variaveis anticomutativas. Definimos um grupo de transformagoes linea-
res(supersimetria) sobre nossas variaveis e exigimos que a lagrangiana se-
ja quase-invariante sob ele. A ]agrangiana singular assim obtida € tratada
pelo metodo de Dirac de construir a mecanica hamiltoniana. Sob quantizacao
os vinculos do modelo se transformam em condigdes sobre os estados que re-
produzem as equacoes de onda relativisticas de Bargmann-Wigner para particu
las de qualquer spin. Verificamos que a supersimetria inicial deve ser subs
tituida por uma simetria inferior a fim de eliminar as variaveis redundan-
tes. Por razoes de consisténcia alguns dos parenteses de Dirac de variaveis
anticomutativas devem corresponder a comutadores sob quantizagao. As equa-
coes pseudoclassicas de movimento sao resolvidas num "gauge" especial e en-
contramos um analogo pseudoclassico do “zitterbewegung" quantico. Verifica-
mos, finalmente, que a introducdo da interacao com um campo eletromagnetico

externo via acoplamento minimo € inconsistente.
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INTRODUGAO

Nos ultimos anos generalizou-se na fisica das particulas elementa
res o uso de numeros anticomutativos. Estes numeros ja eram conhecidos ha
muito tempo pelos matematicos, que desenvolveram o formalismo da algebra de
Grassmann. A analise na algebra de Grassmann foi usada sistematicamente por
Berezin (1) no tratamento da segunda quantizacao de sistemas fermionicos em
que 0 espago de estados e realizado em termos de funcionais. Parece que o
primeiro trabalho em Fisica em que nimeros anticomutativos foram usados em
relacao a fermions foi o de Matthews e Salam (2). No trabalho acima os pro-
pagadores de campos gquantizados em interagao eram expressos como integrais
funcionais, sendo que para campos fermionicos a integracao era sobre um con
junto de fungoes anticomutativas. A formulacao de um principio de  Feynman
para sistemas descritos por variaveis anticomutativas foi considerada por
Martin (3) que aplicou seus resultados ao caso de um oscilador fermionico.

Estes numeros foram usados nos modelos duais fermionicos em sua
formulacao como teorias de campo em duas dimensoes (4). Grupos de Lie com
parametros comutativos e anticomutativos foram estudados por Berezin e
Kac (5). A elaboragao da supersimetria em quatro dimensoes (6) causou  um
grande impacto e o formalismo do superespaco introduzido por Salam e
S trathdee (7) utiliza spinores cujas componentes sao numeros anticomutati
vVOS.

"0 desenvolvimento de uma mecanica classica com variaveis antico-
mutativas teve inicio com Martin (8) em 1959. Neste trabalho ele conside-
rou inclusive a quantizacao de um sistema classico com variaveis anticomuta
tivas. Entretanto o desenvolvimento sistematico desta mecanica so viria vin
te e sete anos depois. Em 1976 Casalbuoni (9) elaborou as formulacoes la-.

grangiana e hamiltoniana e definiu parenteses de Poisson para sistemas des-



critos por variaveis comutativas e anticomutativas. Estes sistemas foram
chamados de pseudoclassicos e a mecanica correspondente de psdudemacznica.
No trabalho acima foi dada uma receita geral para quantizar os - sistemas
pseudoclassicos. Num trabalho seguinte (10) foram definidas as transforma-
¢ 0es canﬁnicas finitas e infinitesimais para estes sistemas.

0 proplema de tratar classicamente particulas com spin € antigo
e permanece em aberto. As primeiras tentativas neste sentido datam de 1926.
A partir dai sucederam-se muitos trabalhos. Que o problema continua em aber
to pode ser comprovado pelo artigo recente de Hanson e Regge (11) em que
sao dadas muitas referencias a trabalhos anteriores. A ideia do uso de va-
riaveis anticomutativas para a descricdo c1ﬁssica dos graus de liberdade de
spin teve origem nos trabalhos de Casalbuoni e colaboradores (10,12) e de
Berezin e Marinov (13). Casalbuoni et al. tiveram a ideia de estender a me-
canica pseudoclassica as transformagOes de supersimetria que haviam sido in
troduzidas na teoria quantica dos campos. Construindo uma lagrangiana qua-
Sse-invariante sob supersimetria eles conseguiram descrever pseudoclassica-
mente uma particula relativistica de massa nao nula e spin 1/2, com oS
graus de liberdade de spjn representados por variaveis de Grassmann. Resul-
tados analogos foram encontrados por Berezin e Marinov embora seu ponto de
partida tenha sido completamente diferente.

Nosso trabalho nesta tese consiste em estender e generalizar para
particulas de spin arbitrario a abordagem de Casalbuoni et al.. Verificamos
que isto pode ser feito de forma bastante simples, mas quando quantizamos a

&
a teoria descobrimos, no caso de spin superior a 1/2, caracteristicas novas
nao partilhadas pelo caso de spin 1/2 (14). Em particular, nosso método de
quantizacdo foge a receita dada na referencia (9).

No CapTtulo 1 apresentamos sucintamente o formalismo da algebra de

Grassmann. Definimos nesta algebra os conceitos de derivada, integral e in-



volugao que serao fartamente empregados nos capitulos subseglientes. Defini
mos, tambem, as algebras de Clifford de dimensdo finita e sua relagdo com as
algebras de Grassmann. No Capitulo 2 apresentamos os formalismos lagrangia
no e hamiitoniano para sistemas pseudoclassicos. Sao definidos os parénte-
ses de Poisson bem como as transformagoes canonicas finitas e infinitesi-
mais. Revemos, no Capitulo 3, o metodo desenvolvido por Dirac para o trata-
mento hamiltoniano de sistemas com vinculos, incluindo sua quantizagao. Es
te metodo & usado sistematicamente nos CapTtulos 5 e 6. No Capitulo 4 apre-
sentamos as equagoes de onda relativisticas para particulas de spin arbitra
rio. Definimos spinores a duas componentes e discutimos rapidamente a repre
sentacao spinorial e as representagdes unitarias dos grupos de Lorentz e de
Poincare. Finalmente apresentamos as equagdes de onda relativisticas no for
malismo de Bargmann-Wigner. No Capitulo 5 estudamos sucintamente como tra-
tar nao relativisticamente particulas com spin representando seus graus de
1 iberdade de spin atraves de variaveis de Grassmann. No Capitulo 6 fazemos
um tratamento relativistico de particulas com massa ndo nula e spin arbitrd
rio representando os graus de liberdade de spin por meio de pseudovetores e
pseudoesca]arES que sao geradores de uma algebra de Grassmann. Examinamos,
tambem, a possibilidade de se introduzir a interagao da particula com um
campo eletromagnetico externo. No Apéndice A apresentamos as equagoes de on

da relativisticas para particulas de spin arbitrdrio em forma spinorial.




Seek simplicity, and distrust it.

Alfred North Whitehead



CAPITULO 1

ALGEBRAS DE GRASSMANN E DE CLIFFORD

1. ALGEBRA DE GRASSMANN
Chamamos de algebra de Grassmann (1) com n geradores a uma alge-

bra cujos geradores & E  satisfazem as relacoes

L2 P,
= — 1.1.1
5, 5] = 8555 <0 (1.1.1)
a —
Em particular fazendo i=j resulta que Ei =0. Denotaremos a algebra de

Grassmann com n geradores por Gn' 0s geradores giseréo chamados simples-
mente de variaveis de Grassmann.
0 monomio §‘e ves 5; sera chamado de monomio de grau v . E  claro
L »

que qualquer monomio de grau maior que n sera nulo. Qualquer elemento g{&)

da algebra G, pode ser representado como combinagao 1inear dos monomios:

G(8) = §ot = 4 B v 4y 5B et

R
nRa (1.1.2)
ﬂ Elu.&m _ =3 l?-‘\uam
v 2009 & =L TELE,
Q“...,nm m". m V=g ’Qi- '21 .
Ry R, L
onde as 3v Sa0 numeros reais ou complexos. A maneira de escrever

o elemento g(8) em (1.1.2) nao e Unica. E facil ver que a unicidade & conse

. . o . n’&“‘n . . N - .
guida se impusermos que os coeficientes a Y sejam antissimetricos. Sem
v

pre que escrevermos um elemento da Slgehra na forma (.1, 21 SuporeNos que

os coeficientes sao antm&lmetmcos Diremos que o elemento g(g) de G &'nu

1o se todos os ceeficientes % fopem nulos. Um elepento da fopma
Ry ... By

gt e LS serd chamado de elemento homogeneo de grau v .
» ﬂ—‘ n,, .

Consideremos o conjunto G; formado pelos elementos de G que sao




representaveis na forma de combinacOes lineares apenas de monomios de grau

par:

/¥R /]

1= % * 4251 1, TEZ 4 (1.1.3)
o V!.&,YLZ ml n?—

Os elementos de G: sao ditos pares. Eles comutam com todos os elementos de

Gn. Denotaremos por G; o conjunto dos elementos de Gn que sao combinacoes

Tineares apenas de monomios de grau impar. 0s elementos de G; tema forma

o hyn, v
g - % %hj ga N Z %3 ‘gntgnz ghl.}..., ) (1.1.4)

* 4 n-hnuul

e sao ditos impares. 0 conjunto G: constitui uma subE}gebra de G, mas 0
Mesmo nao ocorre com G; porque este conjunto nao e fechado sob o produto.
Evidentemente todo elemento f de Gn e unicamente representado na
forma f=f* + " onde f'e 6’ e e .
Involugdo. Definimos um mapeamento um a um da algebra sobre si mes

*
ma, g—»g , satisfazendo as seguintes propriedades:

i * %
(i) (9) =9

. * * %

(i1) (9195) =9, 9y 5

(ii1) (ag)* = 5g* onde a & um numero complexo e a seu complexo con
jugado;

* * *

(iv) (g] * 92) = 91 + 95 -
A involugao € um anETogo'da conjugacao complexa. Um elemento g €
* - - .
dito real se g=g . A algebra e real se todos os elementos forem reais; em

x
particular §L= §L'

Derivadas. Podemos definir dois tipos de derivadas numa algebra de
Grassmann. Considere um elemento g(E) e sua variagdo Bg(E) em primeira or-

dem nos BEE guando fazemos §£—*7 §z +‘5§L y =4, ..o ,m 0



3 2
Sa(g):SEL_a_ﬁ_zg__'s%Q, (1.1.5)
onde 0s 35% anticomutam entre Si e com os geradores §L. Na eq.{1.1.5) e

daqui por diante suporemos que Tndices repetidos estao somados, a menos que
haja indicagao em contrario. A eq.(1.1.5) serve como definicao das duas deri
- &~

2d de derivada a esquerda e 39

_ A agg
ta de g em reiacao a §€.

vadas. Chamaremos de derivada a direi-

Podemos dar expressoes explicitas para o calculo das derivadas a
esquerda ou a direita. Ambas as derivadas sao operadores lineares sobre Gn’
de modo que & suficiente da-las sobre os monomios de base. Sobre os elemen-

tos de base as derivadas sao dadas por

s
9 (B Ba) = By 8,0 B, < By B, By By Ao

98, 3
-1y - ‘ 1.1.6
+EDTY,, 5, %mH 5 ( )
(B B0, 2
g LR —— - [ g - AR
ny "'u) 2E, - 8@'2» g""l Rypoy SE. Ry g‘z, gn,.., guv-\““*
V=i ‘
+ L-b\) S"QL gna Ve g'zp - (T'.I '7)
Em outros termos, para calcular a derivada a esquerda de 5n‘- §nu em

relagao a §e , temos que permutar §e até a posicdo mais a esquerda do mono
mio usando as re1ag6es (1.1.1) e depois apaga-lo. Para calcular a derivada a
direita temos que permutar £, ate a posicao mais a direita e depois apa-
ga-lo. Se o monomio nao contiver §£ entao ambas as derivadas sao iguais a
zero.

E facil ver que as definicoes (1.1.6) e (1.1.7) de derivada a es-
querda e a direita coincidem com a definicao (1.1.5).

Passemos a examinar as propriedades das derivadas segundas. Temos




que

- -
_@_(_@_ Buy oo By 5 B 8 5 B Em) =

v V4Yr
=E)ED e, LB, 8 5, BT

PL“. /u'-\”' ’H's !

por outro lado

¥ [3 ]
5Mgz(agj §.h.‘. gn” g*' g“’*"’ ng ge g/“.t\“ Ef‘s) -

= (-1 var -1\
DTN 5, 8, B, B, BT,
Portanto
- = - =
@_(_a_ ):-2..(2- ) . (1.1.8)
Analogamente pode-se verificar que
2 \2 5\2%
| = =={4 =) — 1.1.9)
(3 a§3>a§a (3 agz)agj > (
- = — s
<2__ )_3__. - _3_@2._) . (1.1.10)

Damos , tambem, formulas para a diferenciacao de um produto. Seja 3::3}2)3&6)

Entao

ngsﬂs%a'*%xsﬁa, =38 2 9, * 313§¢ o2 -

Lt 2§, 0%,
- 24 RN 2%
...'535'Q agz%a ‘\'(l) gQ %Lh‘gq_ >
&«
by :83% +%Sca - %l% Efg +% .%_.7'_@_8?)6 =
% b de i 2 - B‘S-g, g Uz lage
Y22 8.3 o4 SE £0 SE '
(- ] 3 REXE +
“.ag.,%‘ ”‘Ha‘a%z ¢

Nestas expressoes S1 €5, sao os Tndices de paridade de 9 €9, respectiva-
mente. 0 Tndice de paridade s de um elemento g € zero se g for par ou 1 se

g for impar. Concluimos que



- =7 -5
%(533.’1) = g—g—l%l + (=\) *%L -g—g—- >
¢ L
- —
7 0 s 33
(3190 55 = %38, i ey

(1.1.11)

(1.1.12)

E uma conseqllencia imediata das definicOes das derivadas que vale

a regra da cadeia de diferenciacao.

a) Sejam
g, =35 (8p) = $(&).
Entao . gd-
-_-89 -a_.._l{‘ - “'a SB
&, p%aep B%? p >
8%, 2t - 5o, 23« PX3
°% = 2%, P 26s 05,
PEE e T T o e R
Portanto, da definicao (1.1.5) resulta que
34 .95 3¢
39/5 8% agx
é—.
£ _ 4% e

I

28 3%, 28

Observe a ordem em que aparecem os termos em (1.1.13) e (1.1.14).

b) Seja t um parametro real e

= %utt).
Entao
8%0‘_:%-?‘.‘(113)
5¢ =58 0% =qt 48 2%
?E, at 25,
&
5g = 10 53, = £0 dEc gt

(1.1.13)

(1.1.14)



Concluimos que 5 -
df _ d& 2t _ £0 d% (1.1.15)
dt ot 28, 9%, dt

Integrais. Introduzimos os sTmbolos Cigl,n-;ciﬁgl sujeitos as
relacoes de anticomutacao
d;%édgd. +dE;dEf = 548 +dE 5, =0 (1.1.16)
Definimos as integrais
fas, =0 , §5d5 =t izt .,m. (1.1.17)
Na segunda das integrais (1.7.7) nao ha soma sobre o indice repetido. Inte-
grais muTtiplas serac entendidas como integrais iteradas. Temos os resulta-

dos evidentes:

jgnl... g, d8 ..d% =€, ., (1.1.18)
J(g)dg dE _ Z e N
a Tl TR T 3, - (1.1.19)
onde €. ...w, € o simbolo de Levi-Civita com n Tndices.

A integragao por partes e possivel e temos o resultado
- &«
j&(g) 24 4§, = fi?- 9(3)d§, - (1.1.20)
BEL agg

Para provar isto basta observar que

2 (& ..
(50, 2,8 gpl\..gps.ag(gei. 5,5 5 B, )5, =

:(..a)ngm_..gnv S Sp 50 5 5 Buo- B d =

=D, 5 8 L3 5.8 B .3

» TPy Ps Tl Tty Ty w2

que



(€3, 55, B )2 5% B 5, 5,45 =
L

=05, 5, 5, .8 5 5555 d5 =

= COCEOME, B, 3, 8,5, 8, 5 B,

e gue 2r + s - (s +}L) = 2r e par. Outras formulas de integragdo por par

tes sao

- —

jf(E) Ba—g- dg ...d§ = j 'af_;: 3(5) dg..d5 . (1.1.21)
[

35_ LdE =0 (B ey dEdE . (1.1.22

§ 1) 12 ag, 45 =a jahg( JAE . dE . (1.1.22)

Para verificar estas fﬁrmu]as basta tomarf e g como monﬁmios arbitrarios. A
formula (1.1.21) vale também quando a integracao € apenas sobre parte da al-
gebra. Entretanto a fﬁrmu]a (1.1.22) nao vale quando a integracao se estende
apenas sobre parte da algebra, como podemos ver pelo seguinte exemplo. Consi

dere a algebra Gg, f =5a§% e g-= ga . Entao
b= &
Jj- g-%-dgzdgs =I§1 5, ('g‘éf'a‘)dgzdg.\ =j§;§zd§zd§1 =4
> 3

mas

0 S'S—Ei;%&gadgi :jgg‘(gxgz)gad%dgl = 0.

1.2. ALGEBRA DE CLIFFORD
Chamamos de algebra de Clifford (1) com n geradores a uma algebra
cujos geradores k],...,kn satisfazem as relacoes
kikj + k.k., = 0para i %] ,

it (1.2.1)
k? = 1.



- 11 -

Denotaremos a algebra de Clifford com n geradores por Kn'
Com cada algebra de Grassmann G, ha uma algebra de Clifford asso-

ciada K2n com 0 numero duplicado de geradores. Consideremos em Gn 0S opera-
A -
dores &, de multiplicagdo a esquerda por 5, e .ﬁ%. de diferenciacao a es-
?

querda em relagdo a 5, . Temos que "

(gm 3) =-5 %%gz + Bjn 9

-
o)
aég

onde usamos a eq.(1.1.11). Isto mostra que estes operadores satisfazem

-2 = A

A
g 2_ + 2. g = 3. 1.2.2
“ 08, 0% " e (1.2.2)
A =? R - _
Formemos agora os operadores Qw_z §n+a—a-§— e Pn-‘--‘«(g,z—%). E facil ve-
' ' ' e "

rificar que estes operadores satisfazem as relacoes

P.Q. + Q.P, =0,

Ty (1.2.3)
PiPs + PyPy = Q505 + 040 = ZSij .

Assim os operadofes Pi" Qi.sEo geradores da algebra de C1ifford Ky~ Estes

operadores sao ate certo ponto analogos aos operadores coordenadas e momen-

tos de um sistema bosonico usual com n graus de liberdade.
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CAPTTULO 2

MECANICA CLASSICA COM VARIAVEIS ANTICOMUTATIVAS

2.1. FORMALISMOS LAGRANGIANG E HAMILTONIANO
Vamos considerar um sistema pseudociassico (9,10) descrito pelas
variaveis reais qi(t) (i=1,....M) e pelas variaveis de Grassmann reais
50 (x

tos sobre a trajetoria. Admitimos que a dinamica deste sistema @ descrita

T,...,M) onde t e um parametro real monotono que rotula os pon-

por um princpio de acdo com uma acdo dada por
t-\
S = St L(‘gt;‘i; ;5,8 s t)dt (2.1.1)
°

onde L(qi’éi;éz’éﬁ;t) e a Tagrangiana do sistema e o ponto denota deriva-
da em relacao a t. Para termos uma teoria fisicamente razoavel exigimos que
a acao S seja uma fungao par das variaveis de Grassmann. Isto exige que a
Tagrangiana seja par.

Uma variacao geral da lagrangiana conduz a

aL. ok BL 2.1.2
= o +B €8 4% § (2.1.2)
%L S% % a# g“?)?.a a’s' .
: al. . ol . - )
onde denotamos s1mp1esmente por 5E e 5E as derivadas a esquerda de L em
. o o '

relacio a § e &, . Usaremos sempre derivadas a esquerda em relagio as va
riaveis de Grassmann.

Se definirmos

Pi,:_q_l._ . omX = 2R (2.1.3)
i 75

resulta que
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k= %1 --+S% pt +‘8§“§£+$g'n' (2.1.4)

As equagoes de moyimento que resultam de B S=0 s3o as eguagbes de Lagrange

_é_(il:__)__a..‘: =0 , (2.1.5)
d(aL )_3L=O , (2.1.6)
X3 0k,
ou
L b M
pL= 2L, TF = 2k (2.1.7)
a%L 8
Por analogia com a mecanica usual definimos a hamiltoniana como
H= g, p"+ 8T -L. (2.1.8)
Observamos que, como L & par, o0s TT“:.gé; sao Tmpares, assim como 0s %x
o
Se calcularmos a variagao de H e usarmos (2.1.4) obtemos
= 9. 8p" 4+ E ST~ - 3%,
BH = §;0p" + 5, 87 Sq,“ 396» ag,‘ (2.1.9)

Usando as equagoes de movimento {2.1.7) e trocando a ordem dos termos é&81T“

m (2.1.9) obtemos finalmente

BH = -Tg, P -'ag;frmsp"«c‘;; B3k é« . (2.1.10)

Como a variagdo da hamiltoniana ndo depende da variagdao das velocidades, H e
~ . q o —~
funcdo apenas de q,, £, .p T™. De (2.1.10) resultam as equagbes de

Hamilton:
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.- 2H oL - 9H

T ol » PYo= 355: ) (2.1.11)
: . _oH T* - _ o4 |

g, = el SE. (2.1.12)

Note os sinais nas equacoes de Hamilton para as variaveis de Grassmann.

2.2. PARENTESES DE POISSON
Usando as equagoes hamiltonianas de movimento (2.1.11) e (2.1.12)
podemos calcular a derivada total em re1ag€o ao tempo de qualquer variavel
dinamica:
4 A(g,pY 5, T ) = 24 ((2h 24 oH oA
dt ot 6pt3%L a%;@P‘

__(aH 3A , oH 2A )
oT* 28, 08, 2™

(2.2.1)

Esta expressao nhos permite definir os parenteses de Poisson de duas varia-

veis dinamicas:

2B 2A 3B %A (aB oA . 3B 3A
AR} = - 2Anl N + 2.2.2
A (oPi 03¢ ’aq-\,api-) P2k, 2% oM/ ’ ( )

0 que nos permite escrever

dA _ 3A A , 2.2.3
B at+{,H} (2.2.3)

Notemos, entretanto, que (2.2.2) & uma definicdo efetiva dos par%nteses de
Poisson apenas quando B & par, ji que teve como origem (2.2.1) onde H e
par. Assim, estamos Tivres para definir os parenteses de Poisson quando B
e impar. Como as propriedades mais importantes dos parenteses de  Poisson
sa0 as algebricas, vamos defini-los de modo a formarem uma algebra. Isto

equivale a exigir que (9)
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efe, 0} ={e€, 0} ={&, e 0} (2.2.4)

onde E designa uma variavel dinamica par, O uma variavel dinamica Tmpar e
€ e uma constante Tmpar.
Vamos examinar cada caso separadamente.

a) Caso par-par. Segue-se de (2.2.2) que

E, oF oE, BE
E E =<aEA. aE.? -aEl 85%) +(a £ 4 _ M .'L) (2.2.5)
DE ,Q—L".-,- 530 pares e ok ,Q_E'_

0%, opt o5, om"
gozam das seguintes propriedades:

ja que sao Tmpares. Estes parenteses

&EL)E‘Q} :"%.E‘A)E‘A.k )
e ExB =B, XEuEa}’r’tEuEg}Es (2.2.6)

feg,de,, B + dg 48,800  + {Esxs-Es, e, 1§ =0,

b) Caso Tmpar-par. De (2.2.2) segue-se que

lo,ey = (20 2E _2F 30‘>_(?_9_§§;+2_€6_O_ (2.2.7)
4. opt  og: opt/ 105« oz, oM/’
donde

&O; E‘LE&S = Ei\.DJ E.z& + {O:ELE Ea, )

040,,E} :OLS‘LOQJES-F&O_\)E}O& ) (2.2.8)

{OEL,EdS = OiEs,Ea&+ {OJE&kEi'

c) Caso par-Tmpar. De (2.2.4) obtemos a condicdo
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cizo) =180 = (26 LI okore ),
2¢i Opt (LH Pl
+(aE 2E0) 20 ok
DE, 0%  DEy oT™

onde usamos {2.2.5) ja que €0 e par. Como E)_(C:_O__)____ea_o_ , Q@_Q):-E?_Q_ s

_ DEa 25, oT™ o™
Qgﬂ):e 20 , a(éo_):e 39 ,e 9B o 2E 3 Tmpares concluimos que,
0%t ¢y 9P e 0k« om™

neste caso, os parentesesde Poisson devem ser definidos como

{E,0\ =(§_E_§)_t)__QO_Q_E_)+(aE 20__ 30 aa)o

2.2.9
28, oM™ QE, 2T~ ( )

As propriedades destes parenteses sao
H.EJOE = —{O)E'&)

&E;E.“O} = E,{E,,0} + &,E“OB E. ,
$8,0000) = O\E, 0.1+ 48,0:10;, (2.2.10)

{EL)OE.‘.{g = O‘-E.\;Eu} + S\.Ei,D}Ea )

’)_E“SS,EQ,O?IZK + 101&51:615} +{Ea) le)EL‘&} =0,

d) Caso Tmpar-impar. De (2.2.4) obtemos

{eE,0] = ¢ig,0f = 6(:; :POL —2; 2;) +

+€(3E 20 +80 oE
2E, oM™ ag, oM

:(a(ee) 50 , 80 9(65.)) _(@(eE) 20 +@p_g(§5)) )

a%;‘ aPL a‘%k aP.* ag.,( o™ agx omx
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de modo que devemos definir

£0,,0, } __,(am 202 , 30a a’oi) _(30&301 . 80 aox). (2.2.11)

04 opt 2. 0pt] \3B, 2T %, T

Estes parenteses sao simétricos |

{0y,02t=30,,0:} (2.2.12)

e satisfazem
104,020,1 = {01,02 Y0, - 10,,0,10, ,
{€0,,02% = E{05,0,} + Oy4E, 0.4 5
{,E') %.O.l)o-"-l]'] - ’ioa)\E-;Oi)S'l + {OliiolJE’]]}:O)

101,405,035 + 102, 404,0:{} +40:,10,,0,}§ =20,

Se A, B, C forem tres variaveis dinamicas quaisquer definimos

(2.2.13)

WA BrCt ={A,BY+iACY (2.2.14)

{A+8,C) ={A CY + {B,CY, (2.2.15)

isto &, os parenteses de Poisson {A,B} sao lineares em A e B. A eq.(2.2.16)

abaixo mostra que estas definigbes tornam-se identidades quando B e C ou

e B tem a mesma paridade.

A

Podemos resumir os parenteses de Poisson para todos os casos pe-

Ta expressao

$
{A,BY =(aA 08 _ 24 a_@_) +(—‘)“(§f‘-?-§+§5~§§-) (2.2.16)

’bqﬁ; opt a|=>'~’<3c§-L 0, 2% am* 2%,

onde sp e 0 indice de paridade de A. Podemos resumir as propriedades alge-

bricas dos parenteses de Poisson nas expressoes
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{a, B+ = LA BY +{A LY, {A+B,Cl o{A, c ) 4 4B, ¢,
(ABY =G0 (5 AL,
{ABCY =(-1)*™PBLACY + LARYC, (2.2.17)

§aB,Cy = ALB, LY+ O™, 1 B,

0P LA ABCEY « ()M e, 1A,83% £ L0 {5,143 = 0

onde Sps Sp> Sg sao os indices de paridade de A, B, C respectivamente.

2.3. TRANSFORMAGOES CANDNICAS

Vamos considerar uma transformacao canonica das coordenadas e mo-

mentos

i = il(’is)\"j)gp)“ﬁ),
P =FL(13:P'})§@JW,§);
g —éx(ijjp")%p,ﬂ-ﬁ))
Iu:ﬁa(%j)r‘:\) gﬁ" Tl‘ﬁ)

(2.3.1)

R
2]

que n3o altere a paridade da lagrangiana e definida pela exigencia que a

lagrangiana transformada difira da original por uma derivada total em rela-

¢ao ao tempo (15):
I.(%L; 'é;.,‘,)g“,gu ,'t) = L(ii)z‘:"gu’.g“)t)-%ﬁ(%i)ﬁi)%,i;t). (2.3.2)

Para que a lagrangiana transformada permaneca par,t? deve ser par. Usando

(2.1.8) e calculando exp]icitamente‘i@ resulta que

t
coop L 20 _z op _F 2% | (2.3.3)
_%L -——%La—-—. ';x gg{, —



- 19 -

Comparando os coeficientes de di’ ﬁ}, §¥, Eu nos dois lados de (2.3.3} ob-

temos as relacOes entre as variaveis originais e as transformadas:

STA o4
Fo_2p , mrz 2% (2.3.4)
3% 7%,
HzHs2®
H +at

A funcao ¢) e chamada de funcao geradora da transformagao can?nica.

As expressoes (2.3.4) foram obtidas supohdo que a funcao geradora
depende apenas das coordenadas originais e transformadas. Podemos ter, tam-
bem, fun¢oes geradoras dependentes dos womentos e momentos  transformados.
Vamos considerar cada um dos casos.

| a) Supomos que a fungao geradora F, depende de q., 51, g, LT, Va

mos definir (15)

[

Fx(‘%t)'rs",ga(,ﬁ“,'t) =9, \o‘q— ?ﬂﬁ'* +¢(%L}ih§“)gm‘t) ) (2.3.5)

Levando (2.3.5) em (2.3.3) obtemos:

- .. : o S Y -
-H =q.p* x_ g 8k _widh . E ghy Mo |
LERR Sl b 941 " opt "0 X oMy
oFs B = M
-8 P L BT (2.3.6)

que
P"" = ?._.El_ 5 i = ar-\ )
3%, Y opt
T 2R | F __8R (2.3.7)
05 S
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b) Supomos que a fungao geradora F2 depende de a.,p',
mos definir

E, ™ va-
F.:(?i P, % ) = —?‘:P‘e_ §“Tl'°‘ + (t)(%)iidgd, -g'x’t). (2.3.8)
Levando (2.3.8) em (2.3.3) obtemos:

TP+ ET-H = -H J0h g SR OR

at °5:: "V ogpt
3 Fa T.l"" 3F.';
- = -~ T - { 2.3.9
S« 3%, aﬂ“ " 5 Pt (2.3.9)
Comparando 0s coeficientes de q s p s E; e T nos dois lados de (2.3.9) re-
sulta que
o F, -
i =- 5‘% > pt=- —;é )
p 2%:
5.=8R | T, _0R | (2.3.10)
an« OE,
H=W+ oF
ot
) Finalmente, supomos que a fungao geradora F, depende de p' , p ,
T, ®% . Definimos
Fa(pt, pb, T, W%,

:¢(%LJ§L)§“j§d )t) +
+§‘LF’L+ gxﬁ“-thP"-éx'lT“. (2.3.11)
A substituicao de (2.3.11) em (2.3.3) conduz a:

""'H _ _?__E? PLaFB

T S
DPL aPL aTT“

TI-O(
T

—

+
gl
o« -
"':S'lo

BT qupt -

(2.3.12)

Comparando os coeficientes de ﬁl, 51 ffx, T* nos dois lados de (2.3.12)
resulta que
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-~ _ofFs 5 -~ Ofs
?» = - I Tl
opt op*
r _ oFs E - _OFs :
v A . = el (2.3.13)
- oFs
& ot

Na obtencao das equagdes de transformagao para as variaveis de Grassmann le-

vamos em conta que as funcoes geradoras ¢ , Fis Fos Fg $ao pares, de

modo
que suas derivadas em relagao as variaveis de Grassmann sao Tmpares.
Consideremos agora uma transformacao canohica infinitesimal:
%L:%L*Sikz%b +E€Qy
_ - (2.3.14)
gu = §x+%€d= %o{"‘e‘Kd—)
=

Ry BT T e TS

onde € e um numero real infinitesimal. Vamos nos restringir a transforma-

-~ - . . . ol ~
¢Oes que mantenham a paridade de todas as variaveis. Assim EE; e W sdo
impares enquanto th e Slo" sao pares.

As eqs.(2.3.4) podem ser resumidas escrevendo

db = P‘dr%il-['a'”dil +d® T“_dE T 4 (H-H)dt, (2.3.15)

Vamos definir (10)

Fx %c{LFL +3E W - =(‘i;.“f;_)P’; +(BRE T~ (2.3.16)
Entao
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dF = dg P -dg pt @ -T) APt + dET - dE T 4 (2,-2)dT" -
- dqupt+dg pl-dET-AET - (H-H)dt = (2.3.17)
=Qu-3)dp - (pr-pi)dE ~AT™(5 -8 ) -dB, (T*-T*) +(H-W) dt.
Desprezando infinitesimos de segunda ordem em € podemos colocar
&%-L:d% ¢ dE, =43 .
Portanto

dF = Bqdpt ~Bpidg; - dT 58, ~dB, ST +(4-F)dt, (2.3.79

e somos conduzidos a:

- o Dpt = &£+
3%5 ’OFL ’ F B%L ’
oF o
5&, = - 28 BN~ = _0F 2.3.19
gu{, a_”_“ ) a B ) ( )
E:H—-a—-F-
ot

A funcao Fla;s Di, §“,TT“, t) & chamada de geradora da transformagao cana-
nica infinitesimal (2.3.14). Nossa restrigao sobre a transformacao quanto
a paridade pode ser agora expressa pela exigéncia que F seja um elemento
par da algebra de Grassmann.

A partir dos resultados (2.3.19) podemos determinar a variagao de
qualquer variavel dinamica sob uma transformagao canonica infinitesimal:

SA(g;,p") 8,5, t) :‘51;,3—5 +3pt 9A L vE OA
$i opt 0 &,

+ 3T 2A -(aF oA _ oF aA)

amx

———— —— — —— i —

opt 04, 2%.2pl

oTM* 98, 0%, M~
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Levando em conta a eq.{2.2.16) e o fato que F e par concluimos

que

SA=-Y{F,A} = (A Y. (2.3.20)
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CAPTITULO 3

TRATAMENTO HAMILTONIANO DE SISTEMAS COM VINCULOS

Neste capitulo vamos expor a teoria desenvolvida por Dirac(16,17)
para o tratamento hamiltoniano de sistemas com vinculos. Os vinculos que
consideraremos s3ao relagoes que aparecem entre as coordenadas que descre-
vem o sistema e que se devem a forma funcional da lagrangiana ou as pro-
prias equacoes de movimento. Consideraremos apenas sistemas classicos des-
critos por vafiaveis comutativas. Veremos nos capitulos subseglientes, entre
tanto, que os resultados aqui obtidos podem ser estendidos para alguns sis-
temas pseudoclassicos.

Analisaremos apenas a formulacao hamiltoniana de sistemas com vin
culos. Para uma analise detalhada da formulacao lagrangiana, ver a referen-

cia (17).

3.1. VINCULOS PRIMARIOS
Suponhamos que nosso sistema e descrito pelas variaveis dinamicas
reais qi(t), i=1,...,H e pela lagrangiana L(qi,di). 0 ponto de partida da
teoria hamiltoniana € a definijcao dos momentos
P, = 2b , i=4,. N (3.1.1)
ag‘;,
Na teoria dinamica usual faz-se a hipOtese que as eqs.(3.1.1) determinam to
das as velocidades como fungoes independentes dos q's e p's.
Segundo o teorema da funcdo implfcita (18) as eqs.(3.1.1) so po-~
dem ser resolvidas para todos os di em termos dos 9i» P; sea matriz W

com elementos

w,. = 2k (3.1.2)
Yy a%':ag\l.
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for nao singular. Queremos examinar o caso em que esta matriz e singular e
nem todas as velocidades podem ser expressas em termos dos q's e p's.

Se a matriz W tiver posto R< N entao os ps sao funcionalmente de-
pendentes e o teorema da fungao Tmplicita se aplica apenas a algumas das
eqs.(3.1.1). J3a que W tem posto R, as R primeiras das eqgs.(3.1.1) podem
ser univocamente resolvidas para as R componentes di em termos das R primei
ras componentes P; edas Ultimas N-R componentes di‘ Substitua estas ex-
pressoes para as R cpmponentes di nas ultimas N-R equagoes de (3.1.1). En
tao, por causa do posto de W, as equagoes resultantes dao N-R relagOes com
pletamente independentes dos di' Estas relagOes, que sdo conseqliéncia dire-

ta da definicao dos p's, podem ser escritas como
Fo(§ioPi) =0, m=ReL N (3.1.3)

Como os q's e p's sao as variaveis independentes da teoria hamiltoniana, es
tas relagoes representam vinculos e mostram que das 2N vari&yeis Qs P
apenas N+R s3o independentes. Estas relagoes sdo chamadas de vinculos pri
marios, o adjetivo primario denotando o fato que as equagoes de  movimento
nao foram usadas para obte-las.

Vamos admitir somente vinculos primﬁrios que nao gerem vinculos
que envolvam os q's apenas. Isto implica que as eqs.(3.1.3) nos permitem ex

primir os momentos PR12- 2Py €M fungao de Pps---sPy © dos qg's:
B = 2. (%isPi) 5 t=h N meRLL N e, R (301.4)

Voltande as egs.(3.1.1) vamos chamar de d“ as R velocidades para as quais
podemos resolver e de dA as velocidades restantes; & toma R valores no

conjunto 1,...,N e A toma os valores que sobrarem. Assim,

iy = Gd(c%“pi,r%A). (3.1.5)
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As eqs.{3.1.4) e (3.1.5), que s3ao N ao todo, sao identicas e
conteido as eqs.(3.1.11). Para o espaco S de 2N dimensdes com variaveis
q; s di temos agora um outro sistema de coordenadas constituido pelas varia
veis q1(1=1i...,N), pj(3=1,...,R)= 9p- .

Vamos considerar agora a quantidade za dipi - L . Esta expres-

L=y
sao e uma funcao bem definida no espaco de fase S e podemos reescreve-la

em termos de ;s P qp
N
é P - L= Ho(c%;_,\oj,ésk). (3.1.6)

Calculemos as derivadas parciais de HO em relacao a seus argumentos inde-

pendentes:
oH Sy % , SV, 364 8L _ S 9L 964 _
.—PZZD f—-—-+24P°‘-__,__-Z'é_'—_—. -_—
a%‘u PRy a%" o a%u a%t o %u %:.
N

= %@"f_ﬁf _ oL R (3.1.7)
oH Saw, %
o g+ 2, %8¢ (3.1.8)
op; i enlpi ¥ 0
oHs _ +Z?;(-‘.:—“ -9—’.':"2?-%—@-—9“:0. (3.1.9)

Assim, embora em principio H0 pudesse depender dos dA’ vemos que a estrutu
ra da eq.(3.1.6) conduz a que HO seja independente das velocidades dA. Por
tanto, mesmo em presenca de vinculos, a hamiltoniana usual da teoria inde-

pende das velocidades. Assim temos

(]
._:-‘; tip -k = Ho(%L)Ps) ) (3.1.10)
N
ol o Ho > 5 oY 1.
*5—2—"2*%?‘—3 (3.1.11)
%'v a?" PRt a%b
[\
5. = 8o _ >l 4 2% oy k. (3.1.12)
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De acordo com as equagoes lagrangianas de movimento, FL::QE;. Levando isto

29,
em (3.1.11) obtemos o sistema hamiltoniano equivalente: te
M
. aHO Z : anP . 1
. = oem—— - —— = R R' (3.].133
% op; een’ 0p; ’ ! T )
. NS 8%e N (3.1.13b)
P. g a,_HD + Z %P-—— Y ‘L':.‘.)..‘) . v

Estas equagoes nao representam a forma final da teoria porque ainda nao ga-
rantem que 0s vinculos primarios serdo preservados durante todo o movimento
do sistema. Devemos analisar a situacao mais profundamente.

Temos um certo numero de velocidades 1ndeterminada5(h:e um cer-
to numero de vinculos sobre as variaveis hamiltonianas, eq.{3.1.3). Quando
consideramos derivadas em relacao ao tempo dos vinculos primarios podemos
obter tanto novos vinculos entre os p's e q's quanto equacoes ligando os dA
aos q's e p's. Atingiremos uma forma final quando derivadas dos vinculos em
relacao ao tempo nao levarem a novas relacoes entre os p's, g's e dA' Cada
velocidade dA que permanecer indeterminada neste estagio final da teoria
aparece como uma fungao arbitraria do tempo na solugao geral das equagoes
de movimento.

Devemos levar em conta os vinculos primarios expressos atraves da
eq.(3.1.3). Isto significa que se comegamos com um espago de fase de 2N di-
mensoes definido pelas coordenadas qi,pi o movimento vai ficar restrito a
uma hipersuperchie de dimensao menor que 2N definida pelas equagoes de vin
culo. Entretanto, para tornar a teoria mais flexivel e podermos trabalhar
com entidades definidas sobre todo o espago de fase (tais como parente-
ses de Poisson), e desejavel trabalhar em todo o espaco de fase de 2N di-
mensoes. Isto nos permite pensar sempre nas funcoes como definidas sobre
todo 0 espaco de fase, calcular suas derivadas em relagao aos p's e g's e
adiar ate o fim a restricao destas variaveis a hipersuperficie definida

pelos vinculos. Com este objetivo Dirac introduziu os conceitos de equa-
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coes "fortes" e "fracas".

Chamemos de U a hipersuperficie definida pelos vinculos e sejam
f(q,p) e g{q,p) fungoes definidas em todo o espaco de fase. Os valores de
f e g sobre U sao obtidos substituindo os P, Por Qi“(qi,pj) conforme a equa
¢ao (3.1.4). Se depois da substituicao f e g se tornarem iguais,isto &, se

f=g sobre U, entao dizemos que f e g sao fracamente iguais e escrevemos
£g,p) % 9Q3p) - (3.1.14)

Dizemos que f e g sao fortemente dguais se forem iguais sobre todo o espa
go de fase e escrevemos simplesmente f=g.
A hipersuperficie U pode ser definida por um conjunto de equagoes

fracas. Vamos definir o conjunto de fungoes no espago de fase

EBP) = hum B (g0,8)) ) maRet,uN (3.1.15)
Podemos entdo definir U pelas equagoes fracas
® (3.p)x0. (3.1.16)

E facil ver que os ¢Mw nao se anulam fortemente porque, se n > R,?ﬁh&=§Lm
L O,
que nao e zero.

Se f e g forem fracamente iguais entao as seguintes equagoes sao

validas sobre U:

0% Z-a—{'—&”ﬂﬂa_g_,uzg-@-@i)@ Lz, N ; (3.1.17a)

—

+ )
0%5 m OPm 03, 29, aﬂm 315

a8 5124 2% 28, 5129 ¥ (.. R, (3.1.17b)
3}33 . O P ap; an o~ ap,mapj

Podemos converter estas igualdades em equacoes fracas reescrevendo-as  em

termos dos ¢%ﬂ
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ﬁ—(*gq’m;“) x -9—-(%-§¢ 9—3—) Jishu N (3.1.18a)

’39“ P ag,, "2 w
) ( & 24 )N 2 ( D¢ 2 ) -
S 2l Vx 2 (q- 9 j=4,, k. (3.1.18b)
aPJ 'j' %‘ v P'W‘ aPJ% Pl Pm». ) f]
Em (3.1.18b) j esta restrito aos valores 1,...,R. Entretanto se j assumir

qualquer valor de R+1 a N a igualdade fraca € mantida, cada lado se anulando

p orque ?92‘=8 .. Assim temos na realidade o sistema de equacoes fracas

Bp; ™
a%b(f 262ty =2 (- mm_:_)

a?~
( Zq)"“ap ) apb(% ZJ('P )
onde 1 varia de 1 aN.

(3.1.19)

a

Se supusermos que as fungoes 4kwsao pelo menos de classe C(]) em
todo o espago de fase, as relacoes (3.1.16) definem uma variedade no espa-
¢o de fase (q,p) de 2N dimensoes. Suponhamos que todas as fungoes tbm~ $a0
independentes, isto &€, que a variedade tem 2N-(N-R}=N+R dimensoes. Qualquer
fungao que se anule sobre a variedade definida por (3.1.16) pode ser es-

crita na forma
N

2! cwm(g,p) b (3,p)

m=RiL

onde os ¢, (q,p) sao funcoes apropriadas (19).

Vamos utilizar estes resultados para examinar as equagoes de movi
mento (3.1.13). Nestas equagoes a fungao Ho(q1,pj) desempenha o papel de ha
miltoniana. Entretanto nosso formalismo nos permite usar em lugar  de H,
qualquer fungao W(g,p) definida em todo o espaco de fase que seja fracamen
te fgual a H_. 0 fato de W e H  serem fracamente iguals, W-H x0, "implica

. . : =\
a existéncia de fungdes c (q.p) tais que W*Ho-‘:%ﬁcmq)m ou
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W= Hy + 25 e, - (3.1.20)

M

Em (3.1.20) os coeficientes ¢~ sao arbitrarios. A igualdade fraca de W e H,

conduz, segundo (3.1.19), as equacoes fracas

éa_H_? v 2 (w 0, W ) iy N

LE 1 aP’“ (3.1.21)
oHo a —| ) .

—_— W - :i,...,N

ja que Honﬁo depende dos P’ Se usarmos os resultados (3.1.21) e ¢kw no lu-

gar de Qib nas equacoes de Hamilton (3.1.13) obtemos:

: o~ 2. (w- ow V& Wm , (3.1.22a)
LI am( gd?“opm) ok M R LAV

P, %( Zfd)m )‘Z-'C.Bm%”"iv'w“' (3.1.22b)

Como ocorreu com a eq.(3.1.18b), aqui tambem podemos permitir que j varie de
1 ate N. Se j > R ambos os lados de (3.1.22a) tornam-se simplesmente iguais
a dj, as velocidades indeterminadas. Assim podemos, na realidade, escrever

estas equagoes COmo

e g -z ) e 2, 2

P ! " P@m (3.1.23)
~ - AW Y _ ST ¢4 @ =1 N
P = -a—%b(w wa]q)“an) 2" 3'\“- ag,; » ¢
Definimos H(q.p) por
oW
Hig,p) = WP - (Pm T (3.1.28)

Se usarmos a eq.{3.1.20) vemos que

H=H, + 20 b, . (3.1.25)
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onde ©s bm sao novos coeficientes arbitrarios. Introduzindo H e usando a
notacao dos parenteses de Poisson podemos escrever as equaces de Hamilton

na forma elegante:

z‘-, = {?L,Hk + %}\%L)Cbm}%m >
P % iPL,Hk * %\Fl)(bmli ‘im'

Estas equagoes devem ser suplementadas pelos vinculos primarios

(3.1.26)

¢ (3,pP) X0, m= Reb ., N,

Assim as equacoes 1agrangianas originais foram recolocadas numa forma no
espaco de fase usando parenteses de Poisson e equagOes fracas. As variaveis
dm e os coeficientes b, Ppermanecem no formalismo e seus parenteses de Pois
son com fungoes dos q's e p's devem ser considerados indefinidos. De qual-
quer modo os parénteses de Poisson destas varidveis sempre aparecem multi-
plicados pelos 4%w que se anulam fracamente. Com isto em mente podemos rede
finir

H=Ho+ 20 &, &, (3.1.27)

onde um=bm+c'|m e escrever as eqs.(3.1.26) na forma

%Lz&%L)HS‘x{%L)HQE'F%-‘{%LJCDM&MM)
. — (3.1.28)
B~ 1PL’HII ~ S'PLJH°§ + %-\i S_PL)¢MS M, »

onde 0s Un sao fungoes arbitrarias dos p's, q's e dm. A partir destas equa
cdes podemos estudar a evolugdo temporal dos vinculos e ver se isto gera

novos vinculos ou restricoes sobre os u
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3.2. CONDICOES DE CONSISTENCIA
A evolugao temporal de qualquer variavel dinamica g(q,p) no espa-

¢o de fase & regida por
d—f‘;g(‘%,r) g, HY % iq, Hot +%‘{g,¢m‘1um. (3.2.1)

Impondo que os vinculos primarios sejam constantes de movimento somos con-

duzidos ao conjunto de equagoes
19, Hol ’I‘DM,GP Yu, %0, mazRil,.N. (3.2.2)

0 sistema de equagoes (3.2.2) pode ser dividido em tres tipos.

0 primeiro tipo se reduz a um conjunto de identidades se usarmos
os vinculos primérios. Com este tipo nao precisamos nos preocupar.

0 segundo tipo determina todos os coeficientes indeterminados u .
Isto pode acontecer se e somente se a matriz {({4,,d,5ll for ndo singular,

isto e, se

det W1 Q,, Pt #0 (3.2.3)

sobre U. Se Cmn for a matriz inversa fraca desta matriz, isto &, se

;.' Coamn 100> Do | = s (3.2.4)

entao temos

Uy % = 21 Cpp L, Ho (3.2.5)
e a equagao geral de movimento &
3(1" % 19, H, '3“ IL‘% G VG 40, W0 8 (3.2.6)

Esta equagao deve, como sempre, ser suplementada pelos vinculos primErios.Vg

mos que neste caso as equagGes de movimento nao contem fungoes arbitra-
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rias, de modo que nao aparecem funcoes arbitrarias do tempo na solucdo ge-
ral das equagoes de movimento. Devemos apenas atribuir valores iniciais aos
p's e g's em t=0 que sejam compativeis com os vinculos primarios. Uma vez
feito isto, as equagoes de movimento nos permitem determinar os p's e q's
de maneira unica em qualquer tempo e os vinculos sdo obedecidos durante to-
do o tempo.

Com a definicao (3.1.15) das fungoes ¢%w vemos que 0s parente-
ses de Poisson i4,,,0,% sdo funcdes apenas dos q; € p;» estando  definidos,
portanto, sobre todo o espagco de fase. Assim, se a matriz I|X¢Lﬂ¢h}ﬂ ndo for

'singu1ar sobre U, ela sera nao singular sobre todo o espago de fase. Assim
a matriz inversa (Cmn) existira em todo o espaco de fase. Conseqtientemen
te o lado direito de (3.2.6) esta definido para todo q,p e se anula i-
denticamente se g for um dos q))s . Esta expressao introduzida pela primei-

ra vez por Dirac e chamada de "parenteses de Dirac" de g e HO:
*
I H Y =R - Zg, 0 G (00 1 (3.2.7)
W
Deste modo™ podemos escrever as equagbes de movimento na forma

i—% 4(3,p) % 4a, Ho}* . (3.2.8)

A terceira possibilidade em relacao ao sistema (3.2.2) e que ele
nao determine todos os u, €, com isto, gere novos vinculos primarios da for

ma

Xo(q/p) =0, a=t,. A, (3.2.9)

Vinculos que aparecem desta maneira sao chamados de vinculos secundarios.
ETes diferem dos vinculos primarios em que estes sao conseqliencias mera-
mente das eqs.(3.1.1) que definem os momentos, enquanto que para obter os

vinculos secundarios temos que usar as equagoes de movimento.
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Se tivermos vinculos secundarios em nossa teoria obtemos  novas

condicoes de consistencia porque podemos calcular os ﬁla' de acordo com as

equacoes de movimento (3.2.1). Se exigirmos que ]%5:0 obtemos o0 sistema

{X, Hob+ %&x%@mgum%o_ (3.2.10)

Este sistema deve ser tratado em pe de igualdade com (3.2.2). Se ele for
do terceiro tipo temos que continuar o processe porque teremos novos vin-
culos secundarios. Continuamos desta maneira até exaurirmos todas as condi-
¢Bes de consisténcia. O resultado final & que ficamos com um nlmero de
vinculos secundarios e um nGmero de condigoes sobre os U
Para muitos propositos os vinculos secundarios serdo tratados em

. pe de igualdade com os vinculos primarios. Assim escrevemos

¢Sxo , 5= MN+d . N+ M (3.2.11)

onde M & o numero de vinculos secundarios. Podemos escrever todos os vincu-
los juntos como
(btxo , L= R4i, .. N, NAM, (3.2.12)
Voltemos as eqs.(3.2.2) e vejamos que condigOes elas impoem so-
bre os U- As equacoes sao
L
{0, Moy + 2 1O, Punlu,, =0 (3.2.13)
MRy
onde £ varia de R+1 atd N+M. Por hipotese estas equagdes impoem condi-
¢oes sobre os U ja que nao se reduzem meramente a equacoes de vinculo.
Deve existir uma solucao um=Um(q,p) do sistema (3.2.13} pois ca
S0 contrério as equagoes lagrangianas de movimento nao teriam solucao, hipo
tese que excluimos. A solugao, entretanto, nac e unica. Podemos adicionar a
uma dada solugao qualquer solugao Vm(q,p) das equagdes homogeneas associa

das com (3.2.13)
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N .
2. A, 0,1V, xo0, (3.2.14)

MAZ R H

e isto nos dara uma nova solugao de (3.2.13). Como nds queremos a solucao

mais geral de (3.2.13) devemos considerar todas as solugoes independentes

de (3.2.14) que denotaremos por Va(q,p), b=1,....,B. A solucao geral de
(3.2.13) e, entao,
L= b
Uy = U, (q,0) + bz' CARA Y (3.2.15)
=\

onde os vy sao coeficientes arbitrarios.

Isto nos da a hamiltoniana total

N N B
W = H, + Z Umdpm+Z: Z. vb\f:;tbm- (3.2.16)

T wz R4 mzRHt bzl

Podemos escrever isto comg

B
/
H, = H ¢ b, (3.2.17)
b=l
onde
N
o= W, + 20 U @, (3.2.18)
mazRil
e

N b
d =2 Vi ®,0 (3.2.19)
T mzert

Os coeficientes v sao arbitrarios, o que mostra que a solugao

geral das equagoes de moyimentn envolvera funcoes arbitrarias do tempo.As
variaveis dinamicas em tempos futuros nao serao completamente determinadas

pelas condigOes iniciais.

Dizemos que uma variavel dinamica A(q.p) e de'primeira classe se

ela tiver parénteses de Poisson nulos com todos os vinculos(primarios e se-

cundarios). Caso contrario, A & dita de segunda classe.
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Notemos que H' dada por (3.2.18) e os @u,definidos em {3.2.19)
530 de primeira classe porque Um e‘VE satisfazem (3.2.13) e (3.2.14) res-
pectivamente. Assim (3.2.17) da a hamiltoniana total em termos de uma ha-
miltoniana de primeira classe H' mais uma combinacao Tinear de vinculos de
primeira classe.

Naturalmente qualquer combinagao linear dos q;s € outro vinculo, e
se tomarmos combinacoes lineares dos vincules primarios obtemos outros vincu
Tos primarios. Desta forma cada @b e um vinculo primario e € de primeira

classe. Portanto a hamiltoniana total € expressa como a soma de uma hamilto-

niana de primeira classe com uma combinacao 1inear dos vinculos primarios

de primeira classe.

0 numero de fungoes arbitrarias do tempo que ocorre na solucao ge-
ral das equagoes de movimento & igual ac numero de valores que 0 indice b po
de tomar. Este nimero & igual ao numero de vinculos primarios de  primeira
classe parque todos os vinculos de primeira classe independentes estao  in-
cTuidos na soma (3.2.17).

Os valores iniciais das variéveis q,.p determinam o estado 1inicial
do sistema fisico. Entretanto o aparecimento de funcoes arbitrarias do tempo
na solugao geral das equacoes de movimento mostra que o estado do sistema
num dado tempo n3o determina os p's e q's univocamente, embora os p's e q's
determinem univocamente o estado. Assim varias escolhas dos p's e q's deter-
minam um unico estado. Temos entac o problema de procurar os conjuntos de
p's e q's que correspondem a um mesmo estado fisico do sistema (16).

Todos os valores dos p's e q's num dado tempo que sa0  resultado
&a evolucao a partir de um dado estado inicial devem corresponder a um mes-
mo estado fisico naguele tempo. Suponhamos que em t=0 os p's e q's  tomam
valores particulares e consideremos a situacao aepois de um intervalo de tem

po infinitesimal Bt. Se g for uma variavel dinamica qualquer com valor ini-
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cial g , seu valor no instante 3t sera

a(ﬁt): ﬂ°+535'l: = 90t {%)HTQS\E =

B -
:aoi-ﬁi[\%ﬁ¥i+ %jukﬁg,Qb§]- (3.2.20)
=\
Os coeficientes v, sao arbitrarios. Se tomassemos valores diferentes VB
para estes coeficientes, %(St) seria diferente, a diferenca sendo
B
S 4 pry
A%(ﬁt) = %t é;\("’b‘%)’t%,%‘x : (3.2.21)

Isto pode ser escrito como

Aa@t): 2? {%Jeb§bg (3.2.22)

onde

i ’
€, = W, -v )ot. (3.2.23)

Podemos alterar nossas variaveis dinamicas conforme (3.2.22) e as novas va
riaveis descreverﬁo o mesmo estado. Esta mudanga consiste na aplicagao de
uma transformacao canonica infinitesimal com funcao geradora Zbeb@h‘ Con-
cTuimos que os vinculos de primeira classe él@ tem o seguinte significado:

s 2o funcdes geradoras de transformacoes canonicas infinitesimais que levam

a mudangas nos g's e p's que nao mudam o estado fisico do sistéma.

3.3. QUANTIZAGKO

Vamos considerar como quantizar uma teoria que contem vinculos de
segunda classe. O processo de quantizagao consiste (16) em estabelecer  a

equagao de Schrddinger

‘o AY - ?\ Y (3.3.1)
dt N
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e impor condigbes subsidiarias ao vetor de estado:
A

¢, ®=0, (3.3.2)

A

onde os dﬁ sao os operadores correspondentes a todos os Vinculos e Hy e o

operador correspondente a hamiltoniana (3.2.17). A quantizacdo usual con-

. A A
siste em fazer ih{A,B} corresponder ao comutador KA,B‘_\ ao mesmo tempo
gue as variaveis dinamicas se transformam em operadores. Das condigoes so-

bre os estados (3.3.2) obtemos
[q)(,)a)i]_z\) =(9,¢;-%,0,)v = 0. (3.3.3)

Como ndo queremos impor novas condicoes sobre os estados, as  egs.(3.3.3)
A

- A
devem ser uma conseqliencia de (3.3.2). Se os operadores CPL , CDJ forem

bem ordenados em relacao aos operadores 9 Py teremos

A

[d\’“@;}_“’" v &Q’;,(Di']fﬁo (3.3.4)

para algum j se tPL for vinculo de segunda classe. Para este par de “¥Tncu~
los cf)“; , q;j a q.(3.3.3) nao poderd ser satisfeita e levara a novas
condigoes sobre Y . Portanto os vinculos de segunda classe ndo podem ser
impostos como condicoes sobre os estados. Neste caso podemos tomar combina-
coes lineares de nossos vinculos de modo a tornar de primeira classe o ma-
ior nimero possivel deles. Podem sobrar alguns vinculos X, tais que ne-
nhuma combinacac linear deles seja de primeira classe. Isto implica que o
determinante da matriz [[{%, Xgill ndo & nulo, pois neste caso a unica com
binacdo linear dos X  que & de primeira classe & a combinagdo linear
trivial com todos os coeficiente nulos. Portanto existe a matriz inversa

Il ¢ da matriz ||KKS,XQEH e definimos liC atraves de

ss'tt ssf“
Z CSS‘ &X’S' b xsl' }: 855“ . (3.3.5)

Sl
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Agora definimos os parenteses de Dirac
14,87 = {arY - 2 {A X C 40, B, (3.3.6)

5,8

As equagoes de movimento sdo tao validas para estes parenteses quanto  para

05 parenteses de Poisson originais:
%
{3JHTS = kﬂ)HTS - SZS‘ i%ix'skcss' {xSI,HT} 2&3’”1‘} (3-3-7)

porgue os termos {13.,HT] s30 nulos devido ao fato de H. ser de  primeira
classe.
Se calcularmos os parenteses de Dirac dos vinculos de segqunda clas-

se com qualquer variavel dinamica obtemos
*
{A) xsnf = {A.X’sui = SZS, iA:xs}Cssf‘{xs'st"g =
= {A Lo § ~ %" LA 1B, =O. (3.3.8)

Assim podemos colocar os x's iguais a zero antes de calcular os
parenteses de Dirac. Isto significa que as equagdes Zg=t> podem ser conside-
radas equacoes fortes que podem ser efetivamente usadas para eliminar comple
tamente da teoria o numero correspondente de p's e q's.

Deste modo a quantizacao do sistema consiste em fazer i S,A,Bﬁ*
corresponder a [A,%J_ , impor os vinculos de primeira classe como condi-
¢Oes sobre os estados e tomar os vinculos de segunda classe como equagbes en
tre operadores.

Veremos nos capitulos seguintes que para quantizar sistemas pseu
doclassicos descritos por variﬁveis de Grassmann teremos de, em alguns  ca-

A A . -
so0s, fazer corresponder o anticomutador {A,'B]‘+ ©aos  parenteses de

Dirac  i1h 1A, B}* .
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CAPITULO 4

EQUACDES DE ONDA RELATIVISTICAS

Vamos rever, neste capitulo, as propriedades essenciais do  grupo
de Poincaré necessarias a formulacdo de equacoes de onda relativisticas para
particulas livres de qualquer spin. Apresentaremos as equacoes de onda rela-
tivisticas na formulagdao de Bargmann-Wigner. Ignoraremos certas sutilezas ma
tematicas envolvidas no estudo das representacbes do grupo de Poincare. Para
uma analise cuidadosa destas questdes sugerimos a referéncia (20) e a biblio

grafia 1a citada.

4.1. SPINORES
Considere (21,22} o espago vetorial bidimensional Sz'sobre 0 cor-
po C dos numeros complexos e o conjunto de todas as matrizes 2X2, comple-

xas e nao singulares A que transformam 52 em si mesmo:
rd
Y=AY (4.1.1)
ou

pF - Ar"‘2 Pl (e 0= 12) (4.1.2)

/
onde ¥ ,¥ € S, e esta implicita a soma sobre os Tndices repetidos. Impo-

mos a condicao adicional

debA =1, (4.1.3)

0 conjunto destas matrizes A forma o grupo linear especial ou gru-
po unimodular que sera denotado por SL(Z2,C). Os vetores W que se transfor-
mam segundo 0s elementos deste grupo sao chamados de spinores.

Spinores de ordem superior sao definidos pela ttansformagao
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T (4.1.4)

Considere dois spincres ¥ e ¢
1

) ee(l)
Entfo, sequndo (4.1.2),
g ¢,1 ALL ALJ wt o Bt
LI A, AT\ 2t 4¢P
donde segue-se que
’le&tb”z- ZP'J(PA-_-(MA)(W*@&-ZPQQ)&)‘

Como detA=1 concluimos que

'Z.\)AQ)M- ?.p"?(p’l - ZP*(pz_ z‘)'z(pi = invariante. (4.1.5)

Vamos definir um novo spinor ¢, :
b, = ¢ cpa;-_dp‘. (4.1.6)

EntEo

szd)i L q)a = lavariante. (4.1.7)

Chamaremos os spinores com indices inferiores dé spinores covariantes e o0s

com ndices superiores de spinores contravariantes.

. 1
Definimos tambem um spinor contravariante pontuado $ = f?é) atra
- _ ? '
ves da transformagao

YA o o= A @ (4.1.8)
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X ~ R. _ (aR \¥ .
onde % representa conjugacao complexa e A"; = (A 3) . Vemos que um spinor
pontuado se transforma como 0 complexo conjugado de um spinor usual. Tenso-
res com indices pontuados e nao pontuados se transformam como produtos  de

spinores pontuados e nao pontuados. Por exemplo:
ke AR Al gymd 4.1.9
= A 'WLAA::, Z‘J . ( )

Vamos introduzir no espaco dos spinores as metricas antissimétri-

s 5 -
cas evs s eHs , E°, & definidas por

» i
e = (érs) = (evs) == (e\rs) =" (e\'r.s) = ("(i O>- (4.]-10)

Utilizando estas metricas podemos passar das componentes covariantes as con

t ravariantes dos spinores:

=€y, , Woze ¥
_ (4.1.17)

ZPW = G.rs 2\)5

2

E facil ver que (4.1.11) coincide com (4.1.6) e que ‘QE(PQ & invariante por

que detA*=(detA)*=1. Verifica-se facilmente que

e“’z 69% = €k£ eEM. = Gna &

1
[
o1

— E..E€.. =
m, neeem. m

ou seja, €'2=-Il- e 6‘1:_6. Porjtanto

P, 0%z €, %™ = ety =-3 ¥, =- v,

H

Entao

Z\) 2Ppe=O- .

e

Analogamente vemos que

[ 2\9‘2 = 0.

()
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Para encontrar como se transformam os spinores covariantes obser-

vames que, se A for uma matriz 2X2 nao singular,

eAe = (dtA)(AY)T (4.1.12)

onde T denota transposigéo. A verificacao direta de {4.1.12) € imediata.
Podemos escrever

is 5 {
¥ o€, ¥ e, A%, ¥t
r 13 .5,_ 2
ez o ¥ A WL
donde
!
. =

S () A%, (€M) Rk
. = -(6);'.5/\:"(: (e'l)é':‘e'.?":t z,‘_)"" )

s s K
Usando (4.1.12), lTembrando que 6kmﬁ:—eku, AZ:zQAQ) e que detA=detA*=l,cog

cluimos que os spinores covariantes se transformam da seginte forma:
W, <[(HT]
y v S D

(4.1.13)
A (GO R

(4.1.14)

4.2. 0 GRUPO DE LORENTZ

0 grupo de Lorentz L e definido como o0 conjunto de todas as trans-

formagoes lineares reais no espago dos quadrivetores reais x , H s .o

que
deixam invariante a forma bilinear

:7C° o__-".—?: Hae? = /I.L
myE R =g e s
0 tensor metrico G = (g}Lv) tem a forma

T = alm.a (+4,-1,-1,-1).
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Cada transformacao de Lorentz A € L e definida por uma matriz 4X4

“com
e lementos reais:
x' P = (DAe) = AP, Y
A condigdo de invariancia da forma (4.2.1) & equivalente a
_/\_“}L Yo G =9 (4.2.1)
ou, em forma matricial,
AGA = G. (4.2.2)

onde 4 =(AM) e(AT)‘“va”P. Tomando o determinante em (4.2.2) obtemos
(d_gjj A)"z=1 ou ded A =L,
Tomando },L:v=0 em (4.2.1) resulta que

(0% )= D) =t

izl

S5 ha, portanto, duas gamas de valores para A\, :

A,zh o NN <L

o

- - . - ] ~
Se [\031 a transformacao & dita ortdcrona. Se /A ,$-1 a transformacao

e

nao ortocrona(reverte o tempo). Assim o grupo de Lorentz consiste em quatro

c omponentes denotadas da seguinte forma:
LY (b A=t e A 2t),
LY (df A=t e A g0,
LY (at oo =<1 ¢ A7y 21)
LY (dt A =-2 o A, -1).
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0 elemento identidade pertence a Li que @ um subgrupo de L. 0O subgrupo LI

e chamado de grupo de Lorentz restrito.

4.3. REPRESENTAGAO SPINORIAL DO GRUPO DE LORENTZ
0 grupo de Lorentz restrito LI_ e localmente isomorfo ao grupo
SL(2,C), isto &, a cada matriz A€ SL(2,C) corresponde uma unica transforma-

¢do de Lorentz A(A) tal que
A (AN = A(ADAA,).

Alem disso A(AQ:A(AA) se e somente se Ay=tA,. A correspondencia Ae>tA
define uma representagéo do grupo de Lorentz, a representagac spinorial.

A cada quadrivetor x associamos uma matriz hermitiana

A e’ 4 2> edo Le?
2= xM6, = x°Crrete = ( ) (4.3.1)

onde G, € a matriz identidade e O, s3o as matrizes de Pauli:
_ (o 4
0p = 10 > 7= (i o/’

c— Vo 1

G‘az(?'é) ) G's'-'(é-ox .

Vemos facilmente de (4.3.1) que
dod x o= r#r/"“ :(1:")‘2—(_5’)"2. (4.3.2)

Inversamente, a cada matriz hermitiana 2X2 corresponde, de acordo com a

Para obter (4.3.3) usamos a relagao Tn(%.%):-ﬂspu onde TnA desig

na o traco da matriz A .
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A transformagao

' = Ax A" (4.3.4)

onde A€SL(2,C) e At & a matriz hermitiana conjugada, preserva a hermi-

ticidade da matriz x . Por causa de (4.3.2) temos que

w' M ’C’,u = dit E’:(MA)(M B)(M At) = r,AIC’u)

i . .
0 que mostra que 0s quadrados dos vetores X, e %, coincidem. A cada trans-

formagao matricial (4.3.4) corresponde uma unica transformagao de  Lorentz
restrita /A(A) . Multiplicando (4.3.4) por G, , tomando o traco e usando
(4.3.3) e (4.3.1) resulta:

x' M = é Tn._(o‘# Ax’c, A").

Como % M= A"‘v x” e 0s x¥ s3o nimeros arbitrarios, concluimos que
M 4
N, = LT (0w AT, AY). (4.3.5)
Tomando J=vz0 em (4.3.5) obtemos

A%, =+ Tr(AAY) 2 0.

u
Pode-se demonstrar (23) que dtA=1, 0 que prova que Ae b .

Podemos escrever (4,3.4) como
AY w'o = Ao kU At
v M v’c
donde
+ M
Ao, A" = A", T, (4.3.6)

ou
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. Ré .
v s vs

AT A% () = AT (G)7 (4.3.7)
Uma transformagao nos indices spinoriais de (Owjrs induz uma transformacao
de Lorentz no indice vetorial. Este resultado sera usado no Apendice A para

demonstrar que as eguagoesde onda em forma spinorial s3o relativisticamente

invariantes.

4.4. GERADORES DO GRUPO DE POINCARE

0 grupo de Poincare consiste em todas as transformagOes da forma

h = AP, eVt (4.4.7)

onde Ael e o & un quadrivetor real. 0 grupo de Poincaré, como o grupo
de Lorentz, tem quatro componentes: PI R Pi R PI e R} . 0 subgrupo PI s
para o qual [Le:L.1 , € chamado de grupo de Poincareé restrito. Vamos deno-
tar a transformacao (4.4.1) por '{a,Aj . 0 produto de duas transformagoes
de Poincaré & uma nova transformagao de Poincare cujos parametros sao dados ;
por

%.a.l)A.inal)ALR = iaa‘*A-g‘lUAaAmE- (4.4.2)

A transformagdo 40,A} € a identidade, {o,A} € uma transformagio de Lo
rentz e 5aq1L} representa uma translacao pura.

Vamos examinar as representagoes unitarias do grupo de Poincaré .
Denotaremos por U(e,4A) a transformacdo unitaria correspondente a transfor-

magao (4.4.1). Segue-se de (4.4.2) que teremos
U(QQJAQ) U(ai,AL) = U(a-a‘*A.za_\_ ) AQA;,) .

Em particular temos as identidades
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U (0, a™) Ulas, A 00, 4) = U(AMa, , A™A,A)

ou

Ulo,A) ™ U(ay,A,) UCo,A) = U(ata,, A*AA) (4.4.3)
e

U(-a,,1) Uy, 1) Ula,, 1) = Olay, ). (4.4.4)

Se considerar_mos transformagaes infinitesimais

b oM (B4 el )) e | (4.4.5)

onde oM e E‘“v sao infinitesimos de primeira ordem e épv=—eyy_, podemos co-
locar

Ulo,4+e) = 'Il+LaMP“-:;'-€WM**" (4.4.6)

onde P e MM s3o operadores hermitianos e MM=_M*. Tomando a, infinite

simal e 4,z em (4.4.3) resulta

Uo,A)™ ('jl +i O.;’P'*) Ulo,A)= 1 + L(A:’)FV aS’ P,
donde

U, A7 PP UO,A) = AY) PY (4.4.7)

ja que ([\.")VH-_- A”vdevido a eq.(4.2.1). Portanto P* & um quadrivetor. To-

mando az0 e A_,:ﬂ*e com & infinitesimal em (4.4.3) encontramos

V(oA (L -1, M*)0(0,A) =1 _;.;(A:‘e[\.))w MRV
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donde

U™ 0,A) M*Y D(0,A) = AX, A, ME, (4.4.8)

v - =,
Logo MAY E um tensor antissimetrico de segunda ordem. Tomando @4 infini-

tesimal em (4.4.4) obtemos

UGa,, ) P* Ue,, 1) = PP, (4.4.9)

Tomando £\ infinitesimalmente proximo a identidade em (4.4.7) e (4.4.8) e

fazendo @, infinitesimal em (4.4.9) obtemos
. . ‘}
(2 *a e"‘l-"M“mPF(ﬁ'%eMMw) '—'(E’Mv + €M) PY,
(4 +.§IemM“f‘)M””(ﬂ-%ewM"") (54, vely) (8 41 €0) M*B

(A-ia) PY)PH(D +i o.mP@) PM,

Igualando as partes antissimetricas dos coeficientes de E&P em ambos os la
dos destas equagOes achamos as seguintes relagoes de comutagdo para 0s gera

dores do grupo de Poincaré:
[m=p »#] = L(«a#f* P~ qMrePR), (4.4.10)
Dep, Mwv] 2 i(g® MIE L g7 MPR 4 qFP MY - kX MBY) | (4.4.11)

P*, Pl = 0. (4.4.12)

No caso do grupo de Lorentz os Unicos geradores s3o Fﬂ“”,que satisfazem as
relacoes de comutacao (4.4.11). Neste caso as representagoes  irredutiveis
sao rotuladas por dois Tndices (j,j') onde j,j{=0,1/2,],3/2,... (24). A ma
triz D(j’jl)(/L ) que representa qualquer dada transformagéo de Lorentz
nao e unitaria. Estas representagOes sao todas de dimensao finita. Pode-se

demonstrar (ver ref.(21), pagina 33) que as reptesentagﬁes unitarias do
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grupo de Lorentz sac necessariamente de dimensao infinita.

Veremos que os estados que descrevem particulas elementares  sao
vetores num espago de Hilbert que devem constituir a base de uma representa
¢ao unitaria de dimensdo infinita do grupo de Lorentz. Entretanto, as repre
sentagoes deste grupo que agem sobre os Tndices spinoriais dos vetores de
estado sao finitas e nao unitarias.

Os operadores P*e MAY s3o hermitianos e correspondem a quantida
des fisicamente observaveis (25). P corresponde ao quadrivetor energia-
momento do sistema fisico e o vetor FZ::($425,r43*,»«*é) representa o mo-

mento angular total do sistema.

4.5. INVARIANTES DO GRUPO DE POQINCARE

Vamos definir (21) os seguintes operadores:

P, = -

% mB 4.5.1
' EE“M"P MAMK ( )

-5
Vemos que se P= (O (sistema de repouso) temos

r‘ =0 ] ]-' - Po M‘v (4-5.2)

Q ¥
[ ]

- N - .
onde M = (M*3 M3 MY poptantg -E} € o momento angular in-
) o

t rinsico(spin) do sistema fisico, ja que o momento angular orbital & nulo

p orque P=0. Note que

[MMV) L 0']_ - L(ﬂva'p,u._ﬂ}mpv))
[PM)PG]- . (4.5.3)
Cre, 7M1 =-ie nepr

- /,n;pu‘
Podemos verificar facilmente que o grupo de Poincare tem dois ope

radores invariantes
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p?- P, PM (4.5.4)
— y' et

- 4 A VL v
W=-T N7 Imim PRk m, PP (4.5.5)

que comutam com todos os geradores. Portanto P? e W comutam com todos
0s operadores da representagao do grupo. Se a representagao for irredutivel

W e P? sio miltiplos da identidade pelo lema de Schur(26). Todas as
representacoes irredutiveis podem ser classificadas através dos autovalores

dos invariantes P® e W . Realmente, se & for um elemento do espaco de

representacao temos

U(&,I\.) WY =WU@RAYY,
Mas W=w/ onde w & um niimero e, portanto, W¥=zw¥ . Assim
WU@,A)% =w U@, M)y

0 que significa que todos os vetores transformados U@, AY¥ pertencem ao

mesmo autovalor w . Deste modo U ¢ caracterizada pelos espectros de PQ
e W : Ua,A)zU®A)ou
U(Q)A-) = USM;L(Q) A)
onde fizemos
Yo 1, (4.5.6)
W= m2s{s+1) L (4.5.7)

e s=0,1/2,1,3/2,... se m$ 0 devido a (4.5.2) e porque oS Ml satisfazem re

1acoes de comutacdao de momento angular. Por definigac s € o momento angu-
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total do sistema ou o spin da particula se o sistema consistir em apenas uma

particula.

4.6. EQUACOES DE ONDA RELATIVISTICAS
As funcoes de onda que descrevem os estados fisicos de particulas
1ivres relativisticas formam um espaco vetorial. Chamemos de 1ﬁ_ e ¥, as
fungoes de onda do mesmo estado de uma partTcula livre vistas dos referen-

ciais inerciais L e L'. Entdo ha uma relacdo linear entre %1_ e QPL, :
i
ZPL’ jd D(L}L) 2\)L :

A exigencia que os referenciais L e L' sejam fisicamente equivalentes impli
ca que D(U,L) forme uma tepresentagao do grupo de Poincaré.

Ja que todos os referenciais inerciais s3o equiva1entes,'D(U,L)?P
deve ser um estado possTve] da particula visto do referencial L. 0 espago
dos estados deve conter % e todas as transformadas DA L)Y . Isto signifi-
ca que a representacdo D{L,L) pode substituir as equacdes de onda do siste-
ma. A cada sistema relativisticamente invariante de equacoes de onda corres-
ponde uma representagﬁo do grupo de Poincare. Podemos classificar todas as
equacoes de onda relativisticas atraves da classificacdo de todas as repre-
sentagdes irredutiveis do grupo de Poincare, isto &, por um estudo do espec-

tro dos operadores invariantes
- _D pr R_ M
W=-1_1 e P°= FiM'P )

- ) v
Ja que os P™ comutam entre si1 e com todos os i » podemos escolher as fun-

coes de onda como autofungdes dos PH. Alem disso elas podem ser escolhidas

i

3 (com autovalo-

como autofuncoes de uma das componentes de r} ,» digamos
res & ). Assim as funcgoes de onda dependem dos quatro numeros Pu © do pa-

rametro & , que so pode assumir um numero finito de valores:
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P - 2\J(|o,§)

Uma transformacao de Poincare
M= AP, 2 rak
induz (27) a transformacao

U, A) ¥(p,E) = e WP Q (pk, ) YA p, E) (4.6.1)

no espaco de representacaoc, onde o operador unitario Q(p,A) pode depender de

o > mas so afeta a variavel E . O produto interno (,%) € definido  por
uma integracao sobre a variedade PPP‘*:M'% e por uma somacao sobre a varia-
vel & (27).

Podemos escrever
MMY _ LHY | gry (4.6.2)

onde M*Y 5 atua sobre Pw. OMY 5o afeta & . Vamos estudar o efeito de
LMY sobre ¥fp,0) 1sto E, ignorando os efeitos de spin. Neste caso G.P:O e
Q=1 . Portanto

U(o,A) 2&’(‘:,0) = ZP(A:‘P,()) = ¥( ‘0'*.. e’*u Pu) 0) =

= (p,0) - 22 M Y. (4.6.3)
(P © ap}" vlo
Porj outro lado
V(0,A) ¥(p,0) -.-(’IL --;'- € MMY) % (p,D) « (4.6.4)

Comparando {(4.6.3) com (4.6.4) resulta

T L(p"‘@. - ”_?.-> ) (4.6.5)
opv BPP"
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ja que neste caso MMz U E ficil verificar que

p™ LMY €opve =0 (4.6.6)
Tambem,

{Su‘v) p“]_= o . (4.6.7)

porque S*” age apenas sobre 5 . Devido a (4.6.6) podemos escrever

VA

L R .
| ¢ = 37 ¥ S e},w)m- (4.6.8)
Definimos
—> =4 o
< :,_(5.23J 531) 55.?,) , S - (.—ao.t) 50.1) S i) .
Entao
—_— = B °—> -2 =/
r‘o = —-P. S 3 = F S - Px S )
‘ (4.6.9)

W=D, T2t 55, - ™S, pep”

A
2
De (4.6.9) vemos que o spin de uma particula de massa nao nula & dado  por

—

-
E>=-Er no referencial de repouso.
.

0 subgrupo das transformagﬁes de Lorentz que deix&gﬁﬁ dado quadri-
vetor R; invariante & chamado de grupo pequeno. No caso especial do sistema
de repouso (;1::0) 0 grupo pequeno e 0 grupo de rotagdes tridimensionais. Se
as fungoes de onda pertencentes a representagﬁes irredutiveis deste grupo ti
verem 2s+1 componentes independentes, entao o spin correspondente € s. Se
a partfcu1a tiver massa nula nao ha referencial de repouso, mas, neste caso,
definimos o spin como o modulo do maior autovalor do operador momento angu-
lar de spin.

Podemos classificar as equagoes de onda relativisticas segundo o©

espectro do operador invariante
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<
P = F’},PH“: M&Jﬂ.)

e temos a seguinte classificacao:
a) m2> 03 \0‘“' e do tipo tempo.
by m=20 ; P2=O mas pHz0.
c)m=0 ; pFzp(p=0,1,2,3).
d) n’< 0 ; FV’ e do tipo espaco.

Apenas os casos a) e b) correspondem a situacoes fisicas conhecidas.

A) PARTICULAS DE MASSA NAO NULA
Spin s=0. Neste caso & s0O depende de o (g =0) e satisfaz a

a equagao de Klein-Gordon

e¥p, % =m Y W® =0, (4.6.10)

)

Spin s=N/2 (N=1,2,3,...). No caso N=1 a funcdo de onda satisfaz a

equagao de Dirac. Para construir funcoes de onda para um spin geral segui-
mos o modelo usado para obter a equacao de Dirac.

Escolhemos como funcao de onda
lP: ZP(P) gi)“') gu)

que exigimos que seja simétrica nas variaveis gi ( a razao desta exigencia
se tornara clara mais adiante). Cada Ei pode assumir quatro valores,isto €,

& =1,2,3,4. Para cada gL introduzimos (27) as matrizes 4X4 ijque satisfa
: — (4

A

Zem

AxY LY XM 2l
501) Fti.) t Km ru‘,i = &a 11'

(4.6.11)
hox 4 ® .oy
Kt.i,) L% E‘j) B'(i,: » v#EY

Gy T
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Cada B;t age sobre a variavel &, . As equacoes de onda sdo
: "

M PMZ‘) m¥ | i=4,. . N, (4.6.12)

De (4.6.12) e (4.6.11) resulta imediatamente que cada componente de ¥ sa-
tisfaz a equagao de Klein-Gordon. Vamos demonstrar que * as egs.(4.6.12)
descrevem realmente uma particula com spin s=N/2.

Yamos encontrar os operadores?ﬁ“” a partir da invariﬁncia relati-

vistica das equacoes de onda. De

(F:: P}k w) Z‘J(P)g) = ) Pm = AH Pv
e .
2\)'(";1 E) = U(O)A-BZP(P'E)
obtemos
(Kf;/\h# Y Py =) U(0,A) 2(p,3) = 0
donde

(VoM XE VO, A b, ~m) %, B) =0

p Py

Obteremos a equagao de onda no sistema ndo transformado se

U0,4) B2 VOA) A, = 8

W)

ou

U(OA)\’ u *0,0) = Yy ® (4.6.13)

(L)

Para uma transformacao 1nfin1tesima1

‘uV
U(o,M+€) =1 - Z Mm ) A-%uz 6}*;: ek,




- 57 -

obtemos
_ %7 M _ M v
¢ JZ[ 4y m ]_‘ B(L)Cd - KLLJ% (4.6.14)
As eqs.(4.6.14) sao satisfeitas por
N
MAY = LMY 4 2L oM (4.6.15)
izy W
onde
. 0
LMY = (et o ”—-) (4.6.16)
P Opv ¥ 2Pp
e
Mo ( P ~Y (4.6.17
© - ',_% Uu'.) Hm ) Eu)) )

0 spin total e

- 2 o

L=l W
Como ln#O,esco1hemos 0 sistema em relagao ao qual a particula es-
- —r - .
ta em repouso caracterizado por p=0e P,=m para definir o grupo pequeno.

De (4.6.17) e (4.6.11) vemos que
V]
(=1,2,3).
‘.Ku’) ) S(J) ]_ 0 ( ’ )

Como os % s3o0 os geradores do grupo pequeno (ja que LL 0 porque f?:O), po

0 . .
demos escolher os 2&5, diagonais. Escolhemos

o (R OY
gd):(o'ﬁ) (¢=2

As equagoes de onda se escrevem

u..) Poz‘) m &

ou
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ja que p,zm. Destas Ultimas equagoes concluimos que as componentes de &
correspondentes a terceira e quarta Tinhas dos XEL sao nulas. As componen-
tes de 2 s0 ndo sdo nulas quando os 5, assumem os valores 1,2. S§ ha N
componentes nao nulas. Entretanto o nﬁmero de componentes independentes &
menor porque ¥ & simétrica nos E's. E facil mostrar por indugao que %
tem apenas N+1 componentes independentes. Portanto a partTcu1a descrita
por esta fungao de onda tem spin s=N/2. A formulagao (4.6.12) das equacgdes
de onda relativistices para particulas de spin arbitrario & conhecida como
formulagao de Bargmann-Wigner.

B) PARTICULAS DE MASSA NULA

Esta classe e definida por

p#rﬂu:o mas FM#O'

As equagdes de onda para spin s21/2 sao
u’ — [ —
KMFMQ_O L i=4, ..., N. . (4.6.18)

Pode-se demonstrar (21,27) que as fungoes ¥ que satisfazem  as
eqs.(4.6.18) descrevem particulas de spin s=N/2. A funcdo de onda tem ape-
nas duas componentes jndependentes que correspondem a estados de polariza-
¢ao circular a esquerda e & direita.

As equacoes de Bargmann-Wigner (4.6.12) podem ser postas numa for
ma spinorial equivalente(ver ApEndice A). As eqs.(4.6.12) ou seu equivalen-
te spinorial sao inconsistentes se introduzirmos a interacao com um  campo
eletromagnético externo via acoplamento minimo (28). Na ref.(29) sdo cons-

truidas equagoes relativisticas para particulas de quaTquer spin que perma-
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necem consistentes em presenga de uma campo eletromagnético minimamente aco

plado.
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CAPTTULO 5

PARTICULA NEO RELATIVTSTICA COM SPIN

Apresentamos neste capitulo uma aplicacdo das variaveis de Gras-
mann na descricao nao relativistica de particulas de spin 1/2. No capitulo

seguinte consideraremos particulas relativisticas de spin arbitrario.

* 5.1. PARTICULA EM REPOUSO
Suponhamos que as variéveis que descrevem o spin de uma particula

nao relativistica sejam elementos de uma dlgebra de Grassmann G, com tres

3
geradores 5{.&) e que g,(t)z(filt), §att),§§t)) se transforme como um vetor sob o
grupo 0(3) de rotagoes tridimensionais.

A agao mais geral que se pode construir com estas variaveis que

seja par e invariante sob 0(3) e (13)

B, <> .
5=L(§ £ 2 4 i €0 Bl § 5, )dt (5.1.1)

onde os B_ sao numeros reais componentes de um vetor B . Como  (5.71.1)
nao envolve os graus de Tiberdade translacionais, estamos estudando o spin
de uma particula em repouso.

Nossa lagrangiana €, portanto,

-

LEX) = :‘}rf. T . :fz B.(ExE). (5.1.2)

A's equagoes de movimento sao
4 (2=) =2k,
dt\az / " 2%,
Em notacao vetorial temos

E? = ig X E; . (5.1.3)
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Se-g for independente do tempo a solucao de (5.1.3) pode ser es-

crita na forma
E(t) =R (t) & (0) (5.1.4)
I '“J J

com
R(t) = "t (5.1.5)

onde a matriz A tem elementos

- 5.1.6
A"v's = es‘:e.i Bz ) ( )

—~ . - . —-b
A eq.(5.1.3) descreve a precessao do spin num campo magnetico externo H on
- - - - -
de B:f»H e f* e o momento magnetico da particula.
Com 0 intuito de quantiza-la, vamos reformular a teoria na forma

hamiltoniana. Definimos, como sempre, os momentos conjugados as  variaveis

E.

A

T. =8 - | (5.1.7)
4’ »
oE, 2 ¢

A hamiltoniana usual H_ e dada por

H = é-ﬂ' L = - L € B§E = E’.(?xg). (5.1.8)

¢
© Lol z ”im Tl S 2
0s parenteses de Poisson entre as variavels e os momentos conjuga

dos sao(ver a eq.(2.2.11))

{5, M} =4m,588=-3, (5.1.9)

J
As eqs.(5.1.7} representam ancu]os,jE que exprimem os  momentos

ja que & e . sao ambos impares.
&

em funcao apenas das coordenadas sem que aparecam as velocidades. Vamos re-

presentar os vinculos atraves de
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@, =, +4 8 %0, (5.1.10)
0s parenteses de Poisson entre os vinculos sao
SALAERURE TR TN EETANE (5.1.11)

Como detll&@;;ﬁklhﬁo , nao ha combinacao linear dos vinculos que seja de
primeira classe. Todos os vinculos q% sao de segunda classe. Para que pos-
samos usar as relacoes (5.1.10) como equacbes fortes e assim eliminar os mo

mentos 1TL’ introduzimos os parenteses de Dirac
(ABY* = 1ABY =LA@ ] Cy; 1¢,, BY

onde (C;;) € a matriz inversa dell{q%Jtij“ , isto &, Cy;=1 Sij‘ Portanto

i, Y¥ ='1A:35-LSLA,L(’LHLPUB} _ (5.1.12)
Os parenteses de Dirac das variaveis §. sao

{5,, Eli* =63 (5.1.13)

A hamiltoniana total Hy e igual a Hy mais uma combinagao Tinear dos vincu

Tos de primeira classe. Ja que nao ha vinculos de primeira classe,

Hy=Hyo= -3¢, 858, . (5.1.14)

Este sistema pode ser quantizado pela correspondencia
A A . ¥
[g“ gj]+ > (R {5, ;] (5.1.15)

onde escolhemos o anticomutador por razoes de consistencia, pois o lado di-

reito de (5.1.15) e simetrico em §£ , §3 . Ent3o,usando (5.1.13),

[%L)gil+= 7\5"1 . (5.1.16)
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N
Os operadores EL podem ser representados pelas matrizes de Pauli da seguin

te maneira:

e = [& o, . 5.1.17
§, =[5, (5.1.17)

Os Gl $30 geradores da algebra de Clifford K3 e satisfazem as relacoes

de anticomutacao

e, , o ]+ =28, . (5.1.18)
'
Usando (5.1.17) temos que o momento angular de spin S € dado por
2 : z £ R
5n_.~.&.eMM§LE_,M=EG~n) (5.1.19)

0 que mostra que a particula em questao tem spin 1/2. A hamiltoniana total

quantizada torna-se

A - -/-‘> —2 3)
- - 5.1.20
HT_ = B. S = M H.S. ( )

- - - * -_— - .
Esta hamiltoniana representa a energia de interacao de um campo maghetico H
_ ‘ _ . ~

- - -
com uma partTcu]a de spin 1/2 cujo vetor momento magnetico e - S.

5.2. MOVIMENTO EM CAMPOS EXTERNOS
Vamos considerar agora os graus de liberdade translacionais de
uma particula com spin. A particula se desloca sobre uma curva num "superes
paco de fase" que consiste num subspago orbital (3;3) e no subspaco tri-
dimensional (%) das variaveis de Grassmann.
A acao mais geral que descreve uma particula em presenca de cam

pos externos & (13)

4. -—:’_-'-v - ln 2 - - 2 ~ - o
3 :L(% i S "IE'V"’(%)" LSV®@-5.3@)dt  (5.2.1)

i

=qxp & o momento angular orbital, VOCH) e V1C3) sao funcoes reais es
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i T . ~r =y

calares, B(q) e um campo vetorial real e 5':-55§x§ e o momento angular de
-~ - -~ [ g . _>-'
spin. A acao e uma fungao par das variaveis de Grassmann porque S e par. No-
te que escrevemos a agao na forma lagrangiana em relacao as variaveis Em e
gl b el - . - i did -

na forma hamiltoniana em relacac as variaveis orbitais. 0 termo L.SV](ﬂ) re-
presenta a interagao spin-orbita. Nac ha possibilidade de introduzir auto-in

~ . - - . pe i -2 .
teracao do spin porque S.5=0. Variando ¥ ,q, e p independentemente e fa-

zendo ©S=0 obtemos as seguintes equactes de movimento:

i

- RYCITPLACH

oD J;

=-TY@) -G + ExPIv@ -IE.B), 6:2.2)

U'Wi‘- =l

- = - - -

= (LxE)V(F) + BxE,
0 caso de campos centrais, isto &, quando B=0 e Vo’ Vl sao fun-
cGes apenas de R=\q| & analisado na referéncia (13). Verifica-se que o

. . . L
problema se reduz ao do movimento num potencial efetivo UR)=V, +¢?—E4+AV‘
- P -y = = ? - = . m .

onde A =L.5 | Encontra-se que J=L+5, L® e L.S sao constantes de movimen
to. O potencial U(R) contéem a perturbagdo AV, que & nilpotente, ja que[f:O.
Isto permite resolver as equagoes de movimento pelo meétodo das perturbagoes
sendo que, pelo fato de A ser nulo, a solucdo obtida em primeira ordem e

exata.




Though this be madness, yet there is method in't.

Hamlet, Act LI Sc. II, William Shakespeare.
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CAPITULO &6

DINAMICA PSEUDOCLASSICA RELATIVISTICA DE PARTICULAS COM QUALQUER SPIN

Neste capitulo vamos estender o tratamento do capitulo anterior a
partTcu]as relativisticas de spin arbitrario. Como fizemos anteriormente, os
graus de liberdade de spin serﬁo descrites por variaveis de Grassmann. Nos-
so0s resultados Sac uma genera]izagao do trabalho de Casalbuoni et al.(12) em
re]agéo a particulas de spin 1/2. As transformacdes de supersimetria,que re
lacionam entre si os graus de liberdade bosﬁnicos e fermionicos, serﬁo usa~

das como guia para a construcao da lagrangiana da teoria.

6.1. SUPERSIMETRIA

0 conceito de uma simetria fundamental entre bosons e fermions foi
1ntr0duzido inicialmente nos modelos duais em sua formulacao como teorias de
campo em duas dimensoes (4). Estas transformagoes, chamadas inicialmente de
transformacoes de "supergauge", transformam entre si campos bosonicos e fer-
mionicos. Isto @ possivel porque 0s parametros das transformacgoes sao spino-
res anticomutativos. As transformacoes de “supergauge" em quatro ‘dimensces
foram formuladas pela primeira vez por Wess e Zumino(f). Uma abordagem dife-
rente foi proposta por Salam e Strathdee(7) que introduziram os supercampos
definidos num espago de oito dimensdes (x,B) que & o produto . do  espa-
co-tempo quadridimensional por um espago cujos pontos sao rotulades pelas

— . . . N . . *
quatro variaveis anticomutativas Qx que constituem um spinor de MaJorang ).

(*) Um spinor de Majorana & igual a seu conjugado de carga, Hfzzﬂ,Onde?fzcﬁT

0 spinor_adjunto & definido por ®:%'%* A matriz C de conjugacao de carga sa-
tisfaz (T=-C e C*Y.Cs-¥] . As matrizes ¥,C sdo simétricas. Disto segue-se
que 6%,6=0. _
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vamos reproduzir rapidamente a parte que nos interessa da abordagem de Sa-
lam e Strathdee (30).

Os supercampos sao definidos sobre o espaco (x,8) de oito dimen
soes. As variaveis 6L sao componentes de um spinor de Majorana e anticomu

t am:

0u6p +9,0,=0, (6.1.1)

isto &, os B, sao geradores da algebra de Grassmann Gy -
A agao do grupo de Poincare sobre o espaco (x,8) e definida por

x* =A-P.v7(v+a.

/

0. = A P(N) 8, ,

M)
(6.1.2)

onde A{/\) denota a representacao da transformagdo de Lorentz A no espa-
¢ o de spinores de Dirac(spinores a quatro componentes).

A acao de uma transformacao de "supergauge" sobre o espago (x,8)
define-se por
€Y

}(H.:kai-

.
7 €00,
9;:8"-&-6“,

(6.1.3)

onde os parametros €&, sao anticomutativos e componentes de um spinor  de
Majorana. Estas transformagOes formam um grupo (se acrescentarmos ao lado
direito da primeira das egqs.(6.1.3) um quadrivetor constante comutativo )}

e deixam invariante a forma diferencial

d.D.)u = cleL - £ ewe. (6.1.4)

Um supercampo escalar & definido pelas seguintes propriedades de

t ransformacao:
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q)l(xl,ef) - dD(X,B) - (6.].5)

Podem ser definidos tambem supercampos tensoriais e spinoriais. Por  exem-

plo, um supercampo spinorial se transformaria como
| (|
w (4,0') = A, Ma) ¥, (x0), (6.1.6)

Qualquer supercampo € um polinomio do quarto grau nas variaveis 8, porque
0s monomios QL‘Q“J-.. QKM' sdo nulos se n»4. Um supercampo escalar po

de ser expandido da seguinte forma:

—-—

be,8) = A + B¥) + 4 B8 Fi) +T‘4_'éxse G +
+ ﬁ BYuls B AF ) + LOOB ALY + (6.1.7)
N -'-(ee)" D),

onde A, F, D s3o campos escalares, G & pseudoescalar, A” & um vetor axial,
X e ¥ sao spinores de Dirac. Um supercampo escalar corresponde a  um
campo de dezesseis componentes definido no espago-tempo.

Usando (6.1.3) e (6.1.5] podemos encontrar a variacao de um su-

percampo escalar sob uma transformacao de "supergauge" infinitesimal:

5b(x,6) = €, [%4-15-( 6, ) Z(t,,.] . (6.1.8)

Substituindo a expansao (6.1.7) em (6.1.8) obtemos:

SA= €9,
62\’:-5‘?—[!: 156 + 4 R AP —L3M), Ale .
5F _%éx-g EIM ¥
56 = £E€%RX -gérswa,,zp) (6.1.9)
BA, = L&l P Y + £ ETMIY, 60,
R = 4 (D F - i P8 6 - L h Vs L8, AY e
3D - -i e¥YMOLX,




- B8 -

Transformagoes semelhantes a (6.1.3), mas usando spinores a duas componen-
tes, ja haviam sido introduzidas por Volkov e Akulov {31) no estudo das in-
teragoes do neutrino. As transformacGes (6.1.3) podem ser generalizadas com
a inclusao de termos da forma €¥;¥. 0 ao quadrivetor adicionado a x,(32).

As transformagdes de "supergauge" (6.1.3) passaram a ser chama-
das de transformacoes de supersimetria por sugestdo de Salam e Strathdee
(33). Elas foram usadas para construir lagrangianas supersimetricas(30,33).
A geometria riemanniana no superespago tem sido também considerada recente-

mente numa tentativa de unificacdo das interacoes fundamentais numa unica

estrutura tedrica (34).

6.2. SUPERSIMETRIA PSEUDOCLASSICA
Na tentativa de descrever classicamente o spin do eletron ' rélati-
vistico atraveés de variaveis de Grassmann, Casalbuoni et aT. (12) tomaram
por base as transformacoes de supersimetria para construir uma lagrangiana.
Eles generalizaram a forma diferencial (6.1.4) escolhendo uma realiza-
cao diferente do quadrivetor adicionado a XF" Foram introduzidas cinco va-

riaveis reais anticomutativas: um pseudovetor ﬁa e um pseudoescalar §5

Eles definiram a forma diferencial

- L it
dQ, = dx, + £ B dE . L1482, (6.2.1)
que e invariante sob a transformagao
§;}-"—>§/‘-+6l" s g5—7§5+e5,
(6.2.2)
— ¢ L
X = K= <L e, -l e,

que € analoga a transformagdo de supersimetria (6.1.3). Nas egs.(6.2.1) e
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(6.2.2) Eﬂ- e €z sao constantes reais anticomutativas, p e ¥  s3ao ni-
meros reais, m & a massa da particula e c e a velocidade da luz. As varia-
1/2 (10).

Considerando x, , EP e Es como funcdes de um parametro invarian

veis 5’& \ 25 tem dimensdo de (agdo)

te que descreve a trajetaria, eles constroem uma lagrangiana quase-invarian
te sob (6.2.2). Esta lagrangiana & singular e gera vinculos. Um dos vincu-
Tos se transforma na equacao de Dirac apos a quantizacao. Eles  verificam,
t ambem, que sO e possivel a introduééo da interacao com um campo eletro
magnetico externo via acoplamento minimo se o momento magnetico anomalo da
particula for nulo.

Nosso proposito e generalizar estes resultados para particulas de

gualguer spin com massa nac nula.

Para formular a pseudomecanica de uma particula de massa m»0 e

spin s=1/2, 1, 3/2, ... fintroduzimos 2s conjuntos de variaveis de Grass-
K]

. o - a - a
mann reais (% ,§“) a=1,...,2s onde os &€  sao pseudovetores e os §_ pseu
M08 gy 5 —
doescalares. Eles comutam com as variaveis do espago-tempo XF"
Introduzimos um grupo linear de transformagoes sobre estas varia-

veis definido por

t e & Ou -KO- [- VW
= X, - L2 € U + b
Xu = K- S - T e o
/
o a [+ %
- 6.2.3
35* = E&& + € ( )
4
o L9 <9

onde esta subentendida soma sobre o Tndice repetido v, o0s €'s sdo constan
tes reais anticomutativas, os %» sag constantes de Grassmann reais pares,en
quanto que /3“ e ¥* s3o nimeros reais usuais. A invariancia sob este gru-
po sera tomada como guia inicial para a construcao de uma dinamica lagran
giana para a partTcula. Estas transformagﬁes deixam invariantes as  formas

diferenciais clE:, ag;" e
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49, = dx, v S 2t gzt L dEher

(6.2.4)

_ R Sl G N LAl Ys o o
ﬁd(xw;_o N I g PR

Antecipando nosso interesse pela teoria quantizada podemos intro-
~ A [
duzir os operadores geradores da transformacao (6.2.3) G, G; R —P,.k

a traves de

, A o o A
X,,_:—L[E:Q'. e“+es Gg +b. P x»] N (6.2.5)

-~

- o G . o

onde supomos gque oS parametros E.Jyt s 65 anticomutam com os geradores 6;.» »
2 a S e

Gg e comutam com P},.,. Os comutadores de duas transformagoes infinitesi

mais sucessivas sao

5,(5,%,) -3, (8, X,) = - o A-3")

[(é;)(”(esa)lﬂ_ (6;)(“(6: )m] ,

5.(5, 5}:‘)-51(8, %;:) =0, (6.2.6)
51(37— é:)“ag(at %:) =
Usando a identidade de Jacobi, (6.2.5) e (6.2.6) obtemos
[?)“" [6:’_ é& _‘_(e;)mé bu) P, 6(.?!6 +(€ )(2) i>(;) P] ]
= - ﬁ(ﬁ‘_K“) [(e;,)u)(é;.)u)"(e;)m)CEZ)(”] , (6.2.7)

Se em (6.2.7) wusarmos a identidade [fl\ BC] - ['ﬁ\ E] T - ‘é[?\ E] obtemos
. . 7 ] - > + ] + >
um resultado que sugere que as seguintes relacoes de comutacao devem ser sa

t isfeitas pelos geradores:

[é;>6vb]+:leﬁpv5ab >
[é;}é’;] ':‘QSOLL)
Lén, &1, MSB

[&,P.]_

(6.2.8)

F J
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- - - -~ o -
onde k,{ s3o constantes arbitrarias e § representa Gﬁx ou &, . A alge
bra dos geradores e uma algebra de Lie graduada. Pode-se obter uma represen-
tacao desta algebra atraves de parénteses de Poisson no espago de fase cor
respondente a uma lagrangiana classica que seja invariante ou quase-invarian
te sob as transformacoes de supersimetria (6.2.3). Isto ocorre porque na
quantizacao os parenteses de Poisson vao em comutadores ou  anticomutadores

dos operadores correspondentes.

6.3. LAGRANGIANA PSEUDOCLASSICA
0s pontos da trajetﬁria da partTcu1a serdo 1dentificados pelo para-
metra monotono T que nao muda sob transformacoes de Poincare ou supersime-
tria. Exigimos que a lagrangiana seja par nas variaveis de Grassmann, homo-
genea do primeiro grau nas derivadas em relacao a T (ver a ref.(16) s pagi-
nas 46 a 48) e quase-invariante sob transformagoes de supersimetria. A for-

ma mais geral que satisfaz estas condicoes &

2 Lo ENEY ik N ER e[ 2 6.3.1
Lz -l B 8" -ix, 5, 8L ~md(}, + V)T, ( )
-~ ~ o - -
onde o ponto denota diferenciacao em relacdo a T , %, e M:' Sa0 numeros re

ais e

V, = if X Ee, XS g et (6.3.2)
Sob supersimetria
/s _ d 'o(o" Qo .o G M
3Lz L-L _d_%.(c CESES rikTel EM) (6.3.3)
isto e, as transformacoes de supersimetria sao canonicas deixando a agao

Tl
oo ["Lde (5.5
T

-]

) ¥
invariante. A agho & tambem invariante sob a reparametrizacio T=T(f)onde T'
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e uma funcao monotona.
0 gerador infinitesimal das transformacoes canonicas de supersime-

tria e de Poincare & dado por (ver a eq.(2.3.16))

- IS & Tk Ut i (aXe® ~rhY =
Fz-Bx, PP o 08 THa3g T, ~i(aef5 v ater 5) =

- M LTS N ey (6.3.5)
"bf*P +€F‘GO- +6565+.5-LU}LVM

M * - -, [ ¥ G _

onde P¥, 1 "e T sao os momentos candnicos conjugados a X, , §r~’ gs res

pectivamente, “Lv:"“gw sao os parametros infinitesimais das transformagses

/
L . =.-'5A:a‘a .
de Lorentz, M 0s geradores correspondentes e 5&# Xy Ky %“ %ﬁ §P ,etc

)uv
Os Gy: e (5:' sao geradores da supersimetria. 0 termo -8’$L?P em (6.3.5)
aparece com este sinal porque mais adiante definiremos pr. 8k para  con

GXP

cordar com a notagao utilizada nas refs. (11,12). 0 sinal negativo na defi-

nicio de P* @ necessirio para que tenhamos P“:m%’.‘f no caso de uma par-
: T

tTcula Tivre sem spin. Em todas as equacoes deduzidas no Capitulo 2 devemos

fazer Pu— iﬂ; e P, ;U“ para obter os resultados deste capitulo.

Usando (6.2.3) em (6.3.5) obtemos:
: eq
G2 :—(Tf;-\-i,e(:'g&_ii P.g“) )
5 mec

(% 4 L E® iﬁ:P ga.) (6.3.6)
- P‘+L°(‘2§P'+mc’*5 .

@
i

Como vimos na Secao 2.3, a variacao de qualquer variavel dinamica sob  uma
t ransformagao{canonica) de supersimetria infinitesimal e dada por BA::{A,F(
onde { ¥ indica parénteses de Poisson. De acordo com'a Secdo 2.2, e obser-

T

-~ a a. w0y, ~ -
vando que X, , ﬁ“ s3o0 pares enquanto Bﬂ-’ 5, . 0 I, s3o Tmpares,

M s
temos os seguintes parenteses nao nulos:

{x#,?vﬁz_&i’v,x»g :-%»v s
{Tr’f,g:i: &gf,ﬁ}f} =~ v Oy (6.3.7)
I, 5 =480, U0t =-6,, .
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Usando estes parenteses encontramos
o b L8
{65)65} = -2y gab )

b :
{6u, 0.} :—abxa‘“’sah%»v , (6.3.8)

____L__( (a)_xtm))p by

" M Yab )

que & uma realizagdo via parenteses de Poisson da algebra de Lie graduada

das eqs. (6.2.9). Nas egs.(6.3.8), e daqui por diante, colocamos um Tndice

repetido entre parentesespara indicar que ndo ha soma sobre ele.

A lagrangiana (6.3.1) e singular e empregaremos o metodo de Di-

rac{ver Capitulo 3) para obter a dinamica hamiltoniana. E conveniente pri-

meiro simplificar a lagrangiana fazendo uma transformagdo canonica das coor
denadas sugerida pela eq.(6.2.4):

PR
"5": = g% (6.3.9)
o= E,
que e gerada por
Fy = "( p t :ﬁfc 5;%:)5"’ ¥ Eq':[f"f\u ‘é':ﬁ': (6.3.10)
Segue-se da eq.(2.3.7) que
P - _oh . BH
a)&k
TS - ‘2‘%‘» - ﬁ: P, ' (6.3.11)

-“-G. 3F1. - :I-rsq' +_“;€_Q'P. E“.

M C

]
H
i

. . - RN R il et Y s &
Sob supersimetria X, —» X, L (p-10)e, §, e podemos redefinir gs de

modo que ﬁﬁ-{“h= -4 . Abandonaremos as barras daqui por diante e trabalha-
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remos daqui por diante com a lagrangiana

L:-L«?g:%:-i&:?:%: —M\Cﬁ -—."gaé ) >

F' = "n 05 (6.3.12)
enquanto a transformagao de supersimetria torna-se
/ * Q. a,
x ¢
, I”“ T e E:‘" gs )
g“ - g“_ke“ , (6.3.13)
A
§5 = 55 ¥ &5
0s momentos canonicos sao
M za
Pr =2k - "“"'g 5
ax’). J(x ga)a
a 2L - ) e
- -0 (6.3.14)
-Tr", aé: < g‘M )
282 ¢
As equacoes de Lagrange sao
ép\' =0,
yza 4 = &
2375, = KEPP s (6.3.15)
(@) =0 It =
L% 5 = w\.c?-g .
- _ . O o e
Para que (6.3.15) tenha solucoes nao nulas para %;_ e §5 exigimos que
a
4al o = ‘:t =14, (6.3.16)
Mt e

a ultima igualdade seguindo-se da primeira das eqs.(6.3.14}. Daqui para a
o a
f rente tomaremos ®, = %

, = 42 . Com esta escolha as eqs.(6.3.15)
que 0s x>

mostram
5 S0 funcoes arbitrarias de T . De

(6.3.14) obtemos os seguintes
vinculos primarios{ver Capitulo 3):
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o _ v a.N
o _— O : o . o
- L ~
xs = T, ﬁ_a_gs +_~i_c'P.§ 20, (6.3.17)
X

i
-
N

t
g,
OM

b 24

Lo ]

.onde 2 e para nos lembrar que, quando calcularmos parenteses de Poisson,

estas igualdades devem ser usadas apenas no fim do calculo.

Para que os vinculos sejam constantes de movimento exigimos que

* @ .

~ & . 6.3.18
7(# x 0 ) X, 20. ( )

Destas exigencias resulta que

a __(,'_ a
TI'” B R el (6.3.19)
¢ L4 E%_ 4 P E*,
-ﬂ-5 “‘};—gs me
As eqs.(6.3.19) e as equacoes de Lagrange (6.3.15) implicam que
, .
o Tr el E® 6.3.20
XS = T +-5€5 ( )

sao constantes de movimento. Voltaremos a elas mais tarde.

Se calcularmos a hamiltoniana usual H0 obtemos
——x PFLzZ%TTH L ESTTY ] —
Hu ,.-.P “'g/w lla+§5 “5 L—O

porque a lagrangiana & homogenea de primeiro grau nas velocidades. Para po-

dermos construir uma hamiltoniana nao trivial vamos usar o procedimento de

Dirac.

6.4. DINAMICA HAMILTONTANA

Seguindo Dirac, vamos calcular agora os parenteses de Poisson en-

tre os vinculos:
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=0, 1 =4x x5} =0
b .
,’-x‘;)x‘513°8ab)
1) = P 5.4
1§ b .
%‘XM ) X'v } = “ap.vao.b )

)

Segundo a terminologia de Dirac, X € de primeira classe. Tomando combina-
-~ . . a & %
coOes lineares dos conjuntos X,A=(7£5,71M)procuraremos formar outros vinculos

de primeira classe. Para que estes existam € necessario que

ot (1{x, %5 Jll a0 . (6.4.2)

)
Temos que
v hfﬁ-cP n"\J:E Pi "'—‘:—';-PQ ‘M.}CQPS‘
-1 P, . 0
N A Pr* MAL v o o
(o) L8 _ we N B ~ .
“{X'A )lg }“ s > . T me ¢ 0 mb o o
me vV a}” - P '
a O 0 -t 9]
4
-'v:\c. Yo O 0 -4

a o . 2’ ~
MH&X}A‘) 7(,5}“ = _L[—la-{%l,\,o

em virtude do vinculo A=x0 . Observamos também que (6.4.2) s§ & valida de

. De fato, podemos

N - - % &
vido & escolha que fizemos para os parametros o« s A,

- . o
calcular os parenteses de Poisson dos vinculos com o(_,_“ s &

, Nao especifi

cados e, em seguida, calcular o determinante (6.4.2). 0 resuitado e:

aet 1O, X = 2o )2 [ BX - |.

mock
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Usando o vinculo Xx0 e impondo que o determinante seja nulo obtemos novamen-

te as eqs.(6.3.16) como condigoes sobre as constantes N:", oﬁ?

Vamos definir as combinacoes Tineares

L [+ 9
- M A,
XD = Mm)xs + Y, xp ' (6.4.3)
b
Exigimos que {XD, o} , {K:JX.EE:O e \7(:,7(»}::0 . Obtemos o sis-

tema de equagoes

L LLQ TRV 1}}L-P + 4 ngjmyf‘ -0

: ' ® .
; . a,
- A v =0.
mc o b + 4V
A ultima das eqs.(6.4.4) da 4r;_..;;: Py M, . Dado este valor para «5: as

outras equacoes sao identicamente satisfeitas com os AA, permanecendo arbi-

trarios. Assim as combinacoes

XE = X+ L P X" x0 (6.4.5)

sao de primeira classe.
_ . N
Vamos tomar X ,)CD, 7&» como um conjunto mais conveniente de
vinculos primarios. Ja que H =0, a hamiltoniana total & simplesmente uma com

b inagac linear dos vinculos primarios:

Ho= X + 22> ¢ P x> - (6.4.6)

T a ‘o o V)

- - &,
onde ©, & um numero real e €, AL:f

sao fungbes Tmpares das variaveis de
Grassmann para que Hy seja par. A evolucao temporal de qualquer = variavel

dinamica e regida pela equagdo

SA Hel (6.4.7)
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- . - . . - ) -a' L]

e obtemos condicoes de consistencia impondo que X% 0O , XDZO e 7(:"'30 R
isto e, que os vinculos primarios sejam constantes de movimento. Como X e
o . .. - . .~ T
X,D sao de primeira classe, resulta que a unica condicao de consistencia

que impoe restricoes a P, , (’: e .LL(': e Z:“xo. De fato temos
- G — a ~ _ v a [ . Q
X = AXG M-l X = -,

q ~
de modo que devemos ter M»:O. Pelo fato de H  ser nula nao aparecem vincu

Tos secundarios e a hamiltoniana € de primeira classe assumindo a forma

Ho= X + €%, - (6.4.8)

Os vinculos 7(}30 sa0 de segunda classe. Eles podem ser transfor-

~ a . o
mados has equagoes fortes XP:O , eliminando os -ITP , S& usarmos no  lugar
dos parentesesde Poisson os parenteses de Dirac relativos a estes vinculos.

0s parenteses de Dirac sao dados por
ab
{aB1* = {ABL - (A X EC (X, BY,

ab -
onde (C}W) € a inversa da matriz ll&x;‘,x‘;}ll ,isto &, conforme a eq.

: ab .
(6.4.1), CF” 'ﬁtaab%pv' Portanto

LABY* = {a B+ i LA 1LAY Y (6.4.9)

E importante obsei*_var_ que embora 0s X,: sejam elementos de uma
algebra de Grassmann,os parenteses de Poisson {K;,X:’ﬁ 30 numeros com-
plexos usuais. Isto permite definir sem problemas a matriz inversa de
Il &7(:) X,E}H que e usada na definicao dos parenteses de Dirac. Este
fato fortuito nos permite utilizar os resultados do Capitulo 3 embora nossa

mecanica contenha variaveis anticomutativas.

As equacoes de movimento sao obtidas usando
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A:{A,HTS*

K
-
F

=
-
L

(6.4.10)

T (6.4.11)

i}
|«
U

As equacoes de Hamilton sao

> o ot (6.4.12)

=
)

1

i

e

-0
P

Pp = O,

Observemos que estas equagdes cont?m as equacoes de Lagrange {6.3.15), co-
mo nao poderia deixar de acontecer. A evolucao em T mistura as coordena-
das do espago-tempo com os graus de liberdade de spin; o espaco de fase de
uma particula com spin € um "superespaco".

NGs nos propomos a construir uma pseudomecanica que nao  envolva
'IT: e Tl': , Mmas apenas as variaveis de spin 5:‘ e E: . A invariancia sob
supersimetria que nos levou a escrever a lagrangiana na forma (6.3.12) nos
permitiu remover 'ﬁ;? mas nao 'W;x . Assim procuramos por alguns outros vin
culos que sejam de segunda classe mas deixem 0s vinculos restantes X ,)(:
de primeira classe. Podemos entdo ir para novos parenteses de Dirac usando
sua propriedade iterativa (11). Um candidato e a constante de movimento

/

X,; = Trsm -i--g- %:

a ~ —~ s ) ; 7
i nformam que 0S 55 sao fungoes arbitrarias de T . Podemos, portanto, im-

~ o L8
. As equagoes de Lagrange (6.3.15) com «, = o, =42 nos

por os vinculos
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g 20, (6.4.13)

De

4 1 .
&X.,sq‘ }'X..; E :-Lgﬁ.b 3

&1:; 15b }:'&,7(,1:1} = il:,l;/} =0

, (6.4.14)
o bl
1"7(5 ) X’.'5 } :O;
vemos que eles tem as propriedades desejadas. Definindo
* K . /¥ ’
A8y = {aBI* ~iiA T fIxY, 81 (6.4.15)

’
G, -~ -
podemos usar 7(,5 =0 como relacoes fortes se usarmos estes novos parente-

ses de Dirac no lugar dos antigos. Claramente

LABY*T - {ABY +ilA X X, B} L {A,x:}{x;') BY  (6.4.16)

A = ﬁA,HT}H x (A Y 2 (A HLY (6.4.17)

E facil ver que obtetfamos o mesmo resultado (6.4.16) se impusessemos de
inicio os vinculos X;i;Oea construissemos parénteses de Dirac relativos aos
vinculos X: e X,zi juntos. Isto ocorre porque {X:,l;’}zo . Alem disso
& facil verificar que estes parenteses tem as mesmas propriedades algebri-
cas que os parenteses de Poisson originais. Por exemplo, se A e B forem va-
riaveis dindmicas Tmpares, entio {A,8}¥*= §8, AY¥Y

Notamos que ac nivel das eqs.(6.4.9) a Tnvabiancia da teoria sob
s upersimetria foi mantida, mas a imposicao dos vinculos (6.4.13) pode te-la
destruido. Discutiremos a covariancia da teoria na Secao 6.6.

0s novos parenteses de Dirac das variaveis sobreviventes Xy s EL,
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5:': ég? podem agora ser calculados. Eles sdo
W, Pod T =06 R = e Pk = g
igg;gfﬁ**==—€5as)

{ E;T, g;,i*h* =0

‘- gp.&J gvb Si*

py

(6.4.18)

>

4.?Pv 5&b .

Alem disso temos que

X: = 7(45&=—me('l3.§°"-mc§:)%0,

2 2 2
A= P-mec x0 ,

&x‘l -)Cb )}‘ii‘ ~ 0 (6.4.19)
D) b ~ P

o ) %k
{x) XVD i ,’\’\JD L]
Agora que eliminamos todos os vinculos de segunda classe, estamos
em condicoes de quantizar a teoria.

6.5. QUANTIZAGRO

Para quantizar nosso sistema procedemos da forma descrita na Se-
¢do 3.3. Estabelecemos a correspondencia

LKRAJBK** —> [K,%]_ B [3,%l+ (6.5.1)

e exigimos que os vinculos de primeira classe tornem-se candigdes sobre os
estados (c=1) :

A _ '\2_ 2 _
Aw=E-m)w=0, (6.5.2)
i‘.:’z\) :(&. %q‘-Mﬂ. gsa)?‘)-_-o ,a:i,...,&s,

onde A designa o operador correspondente a variavel dinamica A. Na eq.

{6.5.1) vamos escolher o comutador ou anticomutador exigindo que as

eqs .
(6.5.1) e (6.5.2)

sejam consistentes. Nosso metodo de escolha do comutador
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ou anticomutador difere da prescricao dada na referencia (ji). De qualquer
forma os argumentos 1a utilizados ndao sdo validos aqui porque depois da
quantizacao a estrutura da algebra de Lie graduada nao € mantida para os
0 peradores correspondentes.

Escrevemos, entao,

w3,
(g2, 85, =nd,, (6.5.3)
LEr, 871, =0,
e, por razoes obvias,
C50,9.1 =[82,%,]) =0,
R,,0,1_ =-ihg,,, (6.5.4)

0 sinal nas egqs.(6.5.3) sera determinado por argumentos de consisténcia. De
vemos exigir tambeém que

[3,42]. =0 (5.5.6)

L2y, 101, % = {08 s, e - a2, 0], 97 -

i

~ M [%;,%:]?_%” + m? [%;“) %:]i }’L\J - 0. (6.5.7)

A eq.(6.5.6) e identicamente satisfeita por causa de (6.5.4) se escolhermos

0 comutador. Das eqgs.(6.5.2) deduzimos:

m PRE ST 280y o [£0 £2] PPvy

Pr(gre e Er i wam 40,00 ] %,

Considere o caso a=b . De (6.5.3) segue-se que devemos eséolher(abandonan
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do 0s superescritos)

[gs) %SL"JFU
Y.%}&) %u]*_:'*“g,uv )

ja que a escolha do comutador geraria inconsisténcias do tipo A=0. Da eq.

(6.5.8) obtemos

(6.5.9)

) AM A A
APFEE W = -mh Y,
A (6.5.10)
M -
I P Es §P -—mh ¥ ,
conduzindo a
pA B z (6.5.11)
?;w%s]f\’:o. $9
Devemos, portanto, exigir que
[é £ 1 =0 (6.5.12)
TS
para que (6.5.11) nao imponha condicoes adicionais sobre os estados . Por
A A -
tanto os 5:‘ , 5;1 geram uma algebra de Clifford K5. Podemos representar
A A - . X"-
0s 5# ; gs atraves das matrizes escrevendo
o _ [R ™yt £ _F > 6.5.13
g}p :J:a: 3 va ) gs = T KS ( )
) —
onde ‘(:: b‘b’mh’“ h’: ‘6: . 0s ¥'s satisfazem a algebra
{0y o {o) O
¥,08, + %, b’}* 3’“1) a=1i,.,28,(6.5.14)
a L .
os U, sdo hermitianos e os ¥, sdo anti-hermitianos. As egs.(6.5.2) as

sumem a forma

(P.¥*-m)W=0, ast, .., a5, (6.5.15)

Para que estas equagoes sejam satisfeitas simultaneamente exigimos que,
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para a¢ b ,

(3., 4] =0 (6.5.16)
e, conseglientemente,

Lss, %] =0 (6.5.17)

embora 0s 5;' fossem originalmente numeros anticomutativos. Para satisfa-
zer (6.5.16) e (6.5.17) escolhemos o comutador nas egs.(6.5.3) quando
o#b . Com esta escolha as exigéncias de consisténcia [fc:)%:]jezo (o
sinal positivo & para o caso a=b e o negativo para o caso a%b ) nao le-
vam a quaisquer novas condicoes e sao satisfeitas identicamente. Assim, ob-

temos em (6.5.15) as equagdes de onda relativisticas que descrevem uma par-

ticula Tivre de spin s na formulacdo de Bargmann-Wigner.

6.6 COVARIANCIA RELATIVISTICA E SOB SUPERSIMETRIA

Da eq.(6.3.5) identificamos

My = by S (6.6.1)
onde
Ly = X P, =X, Py (6.6.2)
e
o
_ —ﬁ Q._—-& o
5»” = 1 §M T, g, (6.6.3)
que se transforma em
. N o [+ O, o,
5}w = -i.(EM g -, gw) (6.6.4)
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se usarmos 05 vinculos de segunda classe 79:::0 . Quantizando formaimente a
expressao (6.6.4) obtemos 9, = é:‘(”:":—l‘:?f:) que coincide com o operador de
momento angular de spin dado pela eq.(4.6.17) com % =1,

Fazendo uso da eq.(6.4.16) obtemos os seguintes resultados:
* ¥ % -
{L?XJL,\LVE ~-'--ll.l"t";\)l"‘,uw5 = \Le.\)L,uv]] =
=g bev menlav + 0, Faw ~av bew

5 KR _
%, €A 6}“’} —%kigs?u-g?}kst\u*—%@v SAP,—ﬁJ\U SP}.L)

&foujx,\ }**'-: {MPVJKA i* = {Mpu:x)\zl =
= xﬁ%vk - X, a}.k\ 3

M R L2 C¥_gr, 2%
&pv) g)‘} "-S‘N‘,.Ali)g,\1 = f»avh gv 3;}-& )

(6.6.5)
a )% ¥ o) ¥ & &

SLM,W)GAB ={M;w)(’xll =C’p‘3v,\’6" 9;;«)\’

a ' *® W . P Pu
&6#:6\)13 =-°(1MV"ﬁz—c}.)5ab)

a b ¥ .
Lel, 6.8 =-i9,, 6,4,

o b} % )
16, 6.} = o Pudan

for, 6o = 1§

ab >

b
Lo, 1o 1Y 2 {ef, 3% =0,

a, ~
}H 0s geradores 65=0 em virtude das equagoes

Ao nivel dos parénteses }

- / T _
fortes X§"=f9, mostrando que a imposicao destes yinculos quebra a invarian
cia geral(canonica) sob transformagoes de supersimetria, as eqs(6.3.13) que

tomamos como ponto de partida. A invariancia sob supersimetria sobrevivente

a -
€ a gerada por F= 'rl“(t) G.P onde fizemos é}:': 41“(1‘)_:&. As transformacoes
: : me
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correspondentes sao dadas por

r . a o
Xp = X+ == A NGRS
/

N L N ¢ (6.6.6)

g2 - 5, + (7)),
onde os'f%ﬂ sao parametros infinitesimais reais e anticomutativos. Que &
possivel permitir que os parametros pseudoescalares ﬂ“ dependam de T po-
de ser visto diretamente introduzindo (6.6.6) nas equacoes de Lagrange da-
das por (6.3.15) e verificando gue elas permanecem invariantes. Isto impli-
ca que a lagrangiana deve ser quase-invariante sob (6.6.6). De fato,

L= L-L' = f%[_ain“(r)gs“Jra_i:P.g“f(T)] ) (6.6.7)

0 que demonstra a invariancia das equacoes de movimento. Ao nivel dos paren
¥* . \ ~ o~ . .

teses 4 }° a teoria & covariante em relagac a supersimetria geral bem co-

mo em relacao as transformagdes que acabamos de discutir. De fato, os vin-

a &
culos X , X’o e 7()"L sao invariantes sob supersimetria geral. Entretanto

/ ! o
29 - — a . o e. P 6.6.8
57(.5 _—{t-)ls}:-w(és—mc ( )
- o a P .
e zZero se %M'::65 % . Assim os geradores correspondentes
- ¢
a a G P
ML C

deixam invariantes todos os vinculos e as equagoes de movimento.

6.7 VINCULO DE "GAUGE"
Mencionamos no inicio da Segdc 6.3 que nossa acao e’ “invartante
sob reparametrizagdao da trajetoria. Podemos estudar outro "gauge" impondo o

vinculo
X, = X(T)-T = 0. (6.7.1)
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Neste "gauge" a hamiltoniana gera evolugdo na coordenada temporal x°. Os ou

tros vinculos restantes sao X , X: . Temos os parenteses de Dirac
*¥
{7() XD z = 0‘2 Po 3
o *% aQ
{xs, O Rl 3 (6.7.2)
o b r¥% .
. - o i .
isto e, A , 7(0 e X‘o sao todos de segunda classe. Vamos tentar construir

- . . 2 L . -
vinculos de primeira classe ')(.E =uX +M°X,O+u;“7(,b a partir dos vincu-

los de segunda classe. Exigimos que
. ’NC; , 7\20}**: e 3% » {7(:)7(,:}“%0
e obtemos as equagoes
2uP, +uy EX =0,
-du, P, =0, (6.7.3)

Q.
%"Mogo :O’

o P

~ Ao ‘s':-t-LXu

implicando que w« =0 . U;na solucao de (6.7.3) ¢ u=0 e u:‘—“s':'; 0s vin-
culos de primeira classe correspondentes sao X:: §:LJX.:. Realmente,
\ §:M7(,: A (g;qJQ: ©,
CEAL L BNV o (AV) s 0, (67
LEPAY, X 1** 2 o,

Definimos, entao, novos parenteses de Dirac relativos aos vinculos de segun

da classe X e X, , isto &,

a-jﬂ-**

{AB = LA BYF*, &% [ﬁA,PQE“{x“,Bft {A,x°}“{?’;3§**}(6.7.5)

e podemos usar os vinculos (c=1)
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X:'C)
(6.7.6)

2_ .2
P = m*
como equacoes fortes. Alem disso, para qualquer variavel dinamica A, temos

que

S M U R (6.7.7)

Assim a variavel x° se comporta como um parametro da teoria.

Verificamos que a algebra de Poincare de P/u, , M}W € preservada:

FHK :
X, P = - 2’“’.

L, Po 8/‘“’ M) 80\) 4

b R ¥
*EH ok
S.MF‘UP’\S ::,ixp\ ‘quvafk)P»\,] =

- P P
T ﬂmpv * -pf Qoa by + ForFr - _5*1 gMPP - (6.7.8)

= PP‘%VA-PU dur
oA '
&Me,\ ’M;wg :%x},.Meu “Jeu Mv +%‘°VM"P‘ “Jav MPp. .

0 mesmo & verdadeem relacao & algebra de supersimetria (6.4.18). A hamilto

niana total @ uma combinacao linear dos vinculos de primeira classe:
g .

Ho = Py + A*E™ X, (6.7.9)

T

onde 7(.:: PE -m 5: . Em (6.7.9) a presenga do termo P e necessaria
para que a hamiltoniana se reduza ao operador de evolucao em X® quando to-
dos os vinculos forem satisfeitos. Alem disso a forma (6.7.9) se reduz a
hamiltoniana usual H -_-.\]_Tga-\- m? quando a particula nao tem spin (11).
As constantes }0' devem ser puramente imaginarias para assegurar. que HT
seja um elemento real da algebra de Grassmann gerada por E;:, 5:'.As equa

coes de movimento sao dadas por
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SAA DA g,y e
il + LA, HL Y (6.7.70)

onde ¢ termo %; e necessario porque as variaveis dinamicas podem ser fun

coes explicitas de X° . Encontramos

° - 14 %_KO) HTE’***‘; .L

>

=0,

-
=3 P a=aZa
X _\;_-k 5, &

Er = LNV (FE a wm B]) % - PP EY, (6.7.11)

E)q,- ‘, (G-)_TD"E
[ - -
MoL:x“(P.g“—MSQ)EL ~ 0,
M.. =0O.

L

- o =2
As equagoes para §° e X podem ser imediatamente integradas dan

do ( x%zt)
E, ()

i

a) . ~iXYPt
50 ¢ > (6.7.12)

- T ) NPt
o) + £ 80 (€0 _y),

L]

%)

]

o —a, . -
onde 50(0) . & (0) sdo os valores das variaveis correspondentes para t=0.

Segue-se, entao, que

->

L ACHCY: AR (6.7.13)

°

23
X

cuja solugao € dada por

X)) = X@© + = = Py (0)§ (o)('”‘m”C L)- (6.7.14)

[ O
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Vemos deste resultado que a particula se.move com a velocidade classica ji,
mas superposto a este movimento ha um analogo pseudoclassico, mas com ex;g
nenciais reais, do "zitterbewegung" quantico { ver ref.(35), pag. 263 ).
Quantizando formalmente a hamiltoniana (6.7.9) obtemos um opera-
dor que nao e hermitiano porque os X% sd3o imaginiarios puros. Para que ET
seja hermitiana devemos redef1n1r os AY como nUmeros reais. Com a escolha

"Q, ‘G.)'bo_

de )\q':-é-ﬁ- obtemos T-‘- a—‘-— Z(?“ +M~/3)onde [_), B‘ =0, ¥
6.8. INTERAGRO COM O CAMPO ELETROMAGNETICO
Vamos tentar introduzir a interacac de nossa particula com um cam
po eletromagnetico externo via acoplamento minino, isto €, atraves da
substituigdo de F;.;. por PP*'% i onde os 1'3\,.,L s80 0s potenciais do campo ele
t romagnetico. Queremos introduzir a interacao de modo que a teoria se redu-
za 8 de uma particula 1ivre quando fizermos e=0. Para que isto ocorra &
necessario que a interagﬁo nao transforme vinculos de primeira classe em
vinculos de segunda classe. Se a interagao transformar vinculos de primei-
ra classe em vinculos de segunda classe teremos que introduzir parenteses
de Dirac relativos a estes Ultimos. Estes parEnteses,entretanto, serdo sin-
gu]arés quando desligarmos a interagao e a teoria nao se reduzira a de uma
particula Tivre no 1imite em que e=0.
Supomos, portanto, que os vinculos 7(; permanecem ~de’  primeira

classe e se transformam em

7(,; :(PFL_%AP’) gt - MAC 35: . (6.8.1)

Supomos tambem que a interacdo nao muda os vinculos de segunda classe:

a — 0
, a a (6.8.2)
Xe = Ts +§%5
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- . a'
No caso da particula livre os parenteses de Dirac dos Xf com eles  mesmos

- - \ m)
ddo o outro vinculo X (veja a eq.(6.7.2)). Assim, exigimos que ﬁ ! ﬂ**

sejam vinculos de nossa teoria. Usando (6.4.18) obtemos

M
%' 5 ) [(P--A) -t +-- M-V § %t )] (6.8.3)
onde ,uw = ).uA - A]u, e o tensor_ do campo eletromagnetico. Entretanto
se agb

{X;,X,;}Hz__cﬁl F, S“gb . (6.8.4)

que h3o e zero.
- - a ..
Concluimos que os vinculos ;Ks nao permanecem de primeira classe
apos a introdugao da interacao. Por conseguinte € inconsistente dintroduzir
a interacd@o desta maneira. Este resultado ndo & surpreendente porque nosso
modelo, apds a quantizagao, reproduz as equacbes de Bargmann-Wigner para
particulas de qualquer spin e estas equagcOes sao inconsistentes se intro-

duzirmos a interagao com um campo eletromagnético externo via acoplamento

minimo (28).

6.9 CONCLUSDES

Da tentativa de descrever classicamente o spin atraves de varia-
veis anticomutativas chegamos a algumas conclusoes.

1. Pelo menos para particulas Tivres a descricao dos graus de 1i-
berdade de spin por meio de variaveis anticomutativas conduz a equagdes de
movimento classicas com propriedades analogas a do sistema quantico corres-
pondente. 0 fenomeno quantico bem conhecide do "zitterbewegung" aparece na
solugdo das equacoes clissicas de movimento com a notavel diferenca que,
no modelo pseudoclassico, os termos oscilatorios sao substituidos por expo-

- a X
nenciais reais. Isto ocorre porque os parametros A que aparecem na hamil-
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toniana pseudoclassica devem ser imaginarios puros para que a hamiltoniana
seja real. Isto, por sua vez, se deve a propriedade (ii) da involucdo numa
algebra de Grassmann, que & essencial para a segunda quantizagdo. Os parame
tros citados acima, entretanto, devem ser redefinidos como numeros reais pa

ra que a hamiltoniana quantizada seja um operador hermitiano.

2. 0 fato de as transformacoes de supersimetria terem sido usadas

como guia para a construcao da lagrangiana de um modelo classico para parti

culas com spin parece atribuir a esta simetria entre bosons e fermions um no

vo significado fisico, insuspeitado quando de sua formulacdo.

3. Em nosso modelo a tentativa de introduzir a interacao com um
campo eletromagnetico externo pelo processo usual do acoplamento minimo & in
consistente. Este resultado ja era esperado tendo em vista que a quantizagao
de nosso modelo conduz as equagoes de Bargmann-Wigner que sao inconsistentes
em presenga de um campo eletromagnetico. Em 1971 Hurley (29) encontrou equa
goes de onda relativisticas para particulas de qualquer spin que permanecem
consistentes em presenca de um campo eletromagnetico externo minimamente aco
plado. Talvez seja possivel encontrar um modelo, com uma outra representacao
para as variaveis anticomutativas de spin, que apos a quantizacdao reproduza
as equagoes de Hurley. Neste caso espera-se que as equagoes pseudoclassicas
tambem permanecam consistentes em presenca de um campo eletromagnetico exter
no.

4. Em nosso modelo as variaveis de spin sao anticomutativas e, em
consegiiencia, nao sdo fisicamente mensuraveis. Uma sugestio sobre como ata
car o problema da interpretagao destas variaveis e dada na ref. (13). Neste
trabalho e introduzida uma distribuicao no espaco de fase que satisfaz uma
equacao de Liouville e sao considerados fisicamente mensuraveis apenas os va

Tores medios (que s&0 numeros reais) das variaveis de Grassmann, valores
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medios estes que sao calculados através da funcao de distribuicao. Apos a
quantizacao a funcao de distribuicao se transforma na matriz densidade do
sistema. Esta abordagem & incompleta, todavia, devido 3 arbitrariedade que

existe na definigao da fungdo de distribuicio.
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APENDICE A

FORMA SPINORIAL DAS EQUAQGES DE ONDA RELATIVISTICAS

Vamos definir as quantidades mistas com indices tensoriais e spi-
noriais

¢
@;yﬁ (#:%h%5) gﬂ:h&)

da seguinte forma:

(m”-i:(gi) (et s (g

H

A 0/
, (A1)
)RQ (o %) ) = (4 9)
" Usando (A.1) achamos que
(%Y.s("'v)w; = 2%°, 3, (A.2)

Vamos definir as seguintes relagoes invariantes entre os spinores X e (Pr
W vs — v
PrENT A, =mQ
M r
¢ (Jh)ré(Q N“-7C5

{

(A.3)

- - . . * ..
Estas relagoes sao realmente invariantes sob l,+. Vamos escrever a primeira
das eqs.{A.3) na forma

Ph e, X = m@

onde devemos ter em mente que X & um spinor pontuado covariante e ¢ & um

s pinor contravariante. Desta equacao deduzimos

F“AO"’AA-P(A.}Y:LK =mAQ.
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Usando (4.1.2), (4.1.14) e (4.3.6) obtemos

P#AVPO-‘, X,I :!Mq)’

ou

/v /

P O"UX, :'!WLLQI,

0 que demonstra a invariancia da equagdo. De modo inteiramente analogo  se
demonstra que a segunda das eqs.(A.3) € tambem invariante.
Multiplicande a primeira das eqs.(A.3) por F%(U”Lée usando (A.2)

resulta que

(jaz-im&z) Xué -0.

Analogamente mostra-se que (Q' satisfaz a equagao de Klein-Gordon. Demons-

t remos que o sistema {A.3) & equivalente a equagdo de Dirac. Ja que

(5'};.)‘(.6 = (ﬂ> 62) )

~2

onde ¢ sao as matrizes de Pauli, podemos escrever {A.3) na forma

(P°-F-CVX =my

(A.4)
Q@ (p°-p.€TeT) = m X
onde L‘J:(l;’;) e X:(t‘) Como €0& = -&7 (ver (4.1.12)) obtemos
i .
{(P°‘F‘f’)7§:”“‘? (A.5)
(Po+‘3’_0-)(9 =m X
Somando e subtraindo as eqs.(A.5) obtemos
Po Z\)Q_F)a: Z\JO :MZ‘JE (A.S)

PO ?'\)o —F’-?’ Z'PQ = - 2|)0
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onde 79{:7.C+q) e 2190:7}-(.? . Podemos escrever (A.6) na forma

UDFQ_?-F) W=

.
(KMP’L_ m )W = 0 (A.7)

onde
e(2) > TG e () e

As matrizes $F satisfazem as relacgdes de comutagao
ISR A A Sl &za}“’ﬂ.

Portanto (A.7) @ a equacao de Dirac para (&30

Podemos generalizar as egs.(A.3} para o caso de spin s=N/2 intro

. . t... rt... - -
duzindo os spinores X .. e @ de ordem N e que sdo solucles
S ... FY I
de (36,37)
rs t... +...
F)‘A’((T‘M,) X’éu. .:MA- (Qr -
R t:"' (A.9)
M rt... |
r° (G;*)r's (Q;.':. :'W"x'g,a,... |

Se ¢ e X forem simétricos separadamente nos Tndices pontuados e nao pon-
tuados as eqs.(A.9) descrevem partTcu]as de spin s=N/2.
Realmente, para uma particula de massa m#%0, escrevemos (A.9) no

referencial de repouso na forma

t... rt ...
K. =

' T PO ((}u.

st... ...
L?I:.L-.. = x‘_;_a‘

Estas equagOes conduzem a
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st... t... ut

@ = X .. :LPS .

A - ALS..

Em outras palavras, @ & simetrico também sob troca de ndices pontuados e
nao pontuados. Como cada indice pode tomar dois valores, o numero de compo
nentes independentes & N+1. A particula descrita pelos spinores (§ e X

tem spin N/2.
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