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ABSTRACT

Apresentamos uma demonstracao simples do Teorema de Banach-Stone.

Um dos mais importantes resultados da Analise Funcional é o famoso Teorema de Banach-
Stone ([1],[2]). O objetivo desta nota é complementar a nota “Alguns Teoremas Basicos
da Teoria de Aproximacao e a Transformada de Fourier em Espacos Vetoriais de Dimensao
Infinita” — CBPF-NF-069/98 ([3]), via a da exposicao de uma demonstracao simples de tal
teorema no contexto dos métodos topoldgicos apresentados na nota acima mencionada.
Adicionalmente, aplicamos o teorema de Banach-Stone para produzir uma demonstracao

imediata do famoso Teorema de Brower da Topologia Diferencial.
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1 O Teorema de Banach-Stone

Seja, entao, X e Y espagos compactos, C'(X, R) e C(Y, R) os respectivos espacos de
Banach das funcoes reais, definidas nos espacos topolégicos acima considerados.

Suponhamos que exista um isomorfismo isométrico entre C'(X, R) e C(Y, R), isto é:

[:C(X,R) — C(Y,R)
feI(f) (1)

Vamos mostrar que X e Y sao espagos topoldgicos homeomorfos (o Teorema de
Banach-Stone).
Para este fim, consideremos o seguinte funcional linear e multiplicativo em C(Y, R)

para cada ponto x € X fixo.

I7(g)(x) (2)

Pelo teorema de representacao de Riez aplicado ao funcional linear acima definido,

existe uma medida de Dirac (com suporte em um ponto y € Y) tal que (veja o Apéndice)

para toda g € C(Y, R)
I g)a) = [ 9l)d'(y = 5) = 9(3) 3)
Consideremos a relagao de X em Y definido pela relacao acima para cada = € X.

[: X =Y

r— (4)

Observemos que [ é uma funcao de X e Y, ja que caso existam 2 pontos y; e ¥
imagem de um tdnico x € X pelas relacoes eq. (3) e eq. (4), teremos que para toda fungao

y € C(Y, R)

I7(g)(x) = g(n) = 9(y2) ()

uma contradicao ja que existem funcoes g € C'(Y, R) que separam os pontos de Y.
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A funcao h: X — Y é injetiva, ja que caso existam (por simplicidade do argumento)

2 pontos x1 e x9 (1 # x2) em X aplicados por A em um mesmo ponto y € Y, entao

I7Hg) (1) = T (g)(x2) (6)

para toda funcao I7!(g) em C'(X, R). Como I é um isomorfismo isométrico, esta conclusao
nos leva ao fato de que C'(X, R) nao separard pontos, uma contradigao.

Temos, também, trivialmente que h é uma aplicacao continua e que h é sobre (bastando
para isso considerar o isomorfismo inverso para vermos que X é homeomorfo a um espaco
de Y e que Y é homeomorfo a um subespago de X).

Concluimos entao que h : X — Y definida pelas egs. (4)-(5) define um homeomorfismo
de X em Y.

Como consequéncia imediata do teorema acima e do teorema de Weierstrass em
C([0,1]¥, R) podemos ver que caso dois cubos de dimensao N e M sejam homeomorfos,
entdao os espagos de fungoes C([0,1]V, R) e C([0,1]*, R) serdo trivialmente isometrica-
mente isomorfos.

Como a imagem dos N projecoes por este isomorfismo isométrico, também devem
gerar C'([0,1]M, R), pelo Teorema de Weirstress-Stone, concluimos que N (o nimero de
projecoes ortogonais em [0, 1]%V) deve ser igual a M (o nmiimero de projecoes ortogonais em
0, 1%,

Finalmente, observando que uma variedade compacta é a uniao encaixante de cubos,
podemos concluir facilmente que caso uma variedade compacta de dimensao N seja home-

omorfo a uma variedade compacta de dimensao M, entao N = M (Teorema de Brower).
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Apéndice

Neste apéndice, mostraremos que caso uma medida g em uma dada o-algebra m em

um conjunto X satisfaz a condicao

u(A) - p(B) = 0 (A1)

sempre que A A B = () para A e B pertecendo a m, entao y é concentrada em um ponto

(a famosa medida de Dirac). Para isto seja X € m. Sabemos que p(X) > 0, por hipdtese.

Consideremos uma particao de X, isto é: X = GAZ' com A; ANA; = 0 para i #£ j e
((A;) > 0 para cada indice i. Devido a condigéolz(lA—l), teremos que a medida de X é
concentrada em unico A;. Procedendo analogamente para este A;, chegaremos a conclusao
que a medida de A estd concentrada em um tnico ponto = € X.

Considerando, agora, a medida associada a um funcional linear multiplicativo I(f) em
C(X), sendo X um espaco compacto (o Teorema de Riesz). Teremos, como resultado da
multiplicatividade do funcional, que a sua medida de Riesz associada sempre satistaz a

condi¢ao (A-1) para m sendo a o-dlgebra dos Borelianos de X, bastando para verificar

este resultado a consideracao da relacao abaixo

I(xanB(z)) = I(xa(x)xs(x)) = I(xa(2))(xB(x))

para A e B conjuntos mensurdveis disjuntos. Aqui, xc(x) denota genericamente fun¢ao

caracteristica associada a um dado conjunto boreliano C' € X.



