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ABSTRACT

Um dos mais importantes topicos da Analise Matematica é aquele relacionado ao pro-
blema de caracterizar o fecho topolégico de importantes sub-conjuntos de funcoes prove-
nientes da Analise matematica.

O objetivo desta nota é apresentar alguns Teoremas de aproximacao fundamentais com
demonstracoes detalhadas e algumas delas, acreditamos serem novas na literatura. FEste
material é apresentado no Capitulo 1 e Capitulo 2. No Capitulo 3, apresentamos uma
Teoria de Transformada de Fourier e Espacos Vetoriais de Dimensao Infinita que forneca
base do nosso esquema de formalizar matematicamente a Teoria das Integrais Funcionais

na Fisica Quantica.
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Capitulo 1 — Teoremas de Aproximacao Uniforme para Funcoes

Reais Continuas e Funcgoes Analiticas Complexas

Introducgao

Um dos mais importantes resultados obtidos em Anélise Matematica (Real e Complexa)
sao aqueles resultados relacionados a construcao de conjuntos enumeraveis de fungoes que
sejam densos na Topologia no Espaco de Funcoes que esta sendo objeto de estudo. Neste
Capitulo apresentamos os teoremas de aproximacao baseados na Algebra das Funcoes
Polinomiais mais usadas na Analise Matematica.

Na secao 1 apresentamos o Teorema de Weirstrass no Espaco de Fung¢oes Continuas no
intervalo [0, 1]. Na secao 2 apresentamos teoremas andlogos para o Espaco das Funcoes

Analiticas.

1 - O Teorema Classico de Aproximagao de Weirstrass e Generalizagoes.

Consideremos a algebra real de Funcoes Geradas pelas fun¢oes polinomiais {1,2} no
intervalo [0,1] a qual coincide com o Espaco Vetorial de Polinémios em [0,1]. Um dos
mais importantes resultados matematicos é que qualquer funcao real continua no intervalo
[0,1] é o limite no sentido de convergéncia uniforme de Polinémios, o qual passaremos a
demonstra-lo usando os polinomios de Bernstein associados a uma dada fun¢ao continua
().

Teorema de Weirstrass — seja f(x) uma funcao real continua definida no intervalo
[0,1]. Entao para qualquer € > 0, existe um Polinémio Real P, (x)

tal que sup |f(z) — P.(x)| <e

ze[0,1]
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Demonstragao: Seja f(x)eC([0,1]R), consideremos os seguintes polinémios

n n!

Pola; f) = ];) W —k)! flk/n)a" (1 —a) (1)
observemos a validade das seguintes identidades algébricas
- n! k n—k n
;mxu—x) =(@+(1—2)" =1 (2)

n ' 2 _
kZ:% mxk(l — )" F (:1; — %) = w (3)
Estimemos entao, a diferenca para um dado ponto x € [0, 1] fixo:
" n! % ek k
L T o IR Al IR 3] ()

Desde que [0,1] é um conjunto compacto da reta, a fungao f(x) sera uniformemente

continua em [0, 1]. Logo dado um & > 0, existira um 6 > 0 tal que |z — k/n| < é para
k=0,---n: implicara que ‘f(:z;) —f (%)‘ < /2. Analisemos a desigualdade eq. (4) para
um dado ponto fixo € [0,1]. Temos, entao, duas situacoes: valores do inteiro k, tais que

‘:1; — %‘ < 0. Neste caso
e (& n! . i
0= Pl = 5 (35 gy w0 — o) < e 5)
No segundo caso, observemos que sendo [0, 1] compacto, f(x), é uma funcao limitada,
isto é: Existe um M > 0 tal que sup |f(z)] < M. E, assim, a diferenca eq. (4) toma a
forma para aqueles valores de k tE:iE; yoiue |@ — k/n| > 6 e denotados por &’

n!

x)— P.(x, <2M — aF1 =)t 6

) = PN 20 g (1 )
Pela identidade eq. (3)

n n! e ko x(l—2) n! n— 2

,;) K(n — k)! U e kez{,;,} K(n — k)! (1 - 2) k] (8-

(7)

Deste modo a estimativa eq. (6) toma a forma para aqueles valores de &’

o) = il <2 (8 gty ot - o)

k'=0
2M (1 — ) on 1
e R e (8)
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2M
4n6?

Escolhendo n suficientemente grande tal que < /2, teremos que para cada = € [0, 1]

a validade de estimativa

[f(2) = Polz, )] < ¢ (9)

Observando a uniformidade da eq. (9), obtemos a demonstragao do Teorema 1.
A generalizaciao ao caso do espago de fungoes continuas reais de n variaveis C'([0, 1%,

IR) é feita considerando os Polindmios de Berstein de n-variaveis

nyleoon !

P = X
N=n1+...nN(x17 7xL7f) Z kl'(nl_kl)’(kN)’(nN_kN)’
k k - " —
F(E ) (1 = b (10

Uma pergunta importante é sobre a possibilidade de reduzir o conjunto dos polinémios
a um seu sub-espaco, sem alterar o resultado do Teorema de Weirstrass. Temos entao, o

seguinte resultado nesta direcao:

Teorema 2 - (de Miintz-Szész) - suponhamos que a sequéncia de inteiros positivos
{A1, Ag, -+, A, -+ } seja tal que 30 1/A, = +oo. Entao o Sub-Espaco Vetorial gerado pe-
los monomios {1, 2", 22, -+ 2 ...} aproxima uniformemente qualquer funcao continua

no intervalo [0, 1], ([2]).

Demonstragao: Suponhamos que o teorema seja falso. Entao existira um funcional
linear continuo L(f) no Espago C([0,1], R) tal que anula-se identicamente no sub-espago

acima citado, mas nao se anula em todo o Espaco C([0, 1], R), ou equivalente:
L(z™) =0 (11)

paran =20,1,2

[§

L{z™) #0 (12)

para algum m ¢ {\,}, ja que pelo Teorema 1 os polindmios sao densos em C([0, 1], R).
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Consideremos a funcao de variavel complexa no semi-plano direito z = u + v, u > 0

f(z) = L(e™7) = L(a7) (13)
Observemos que f(z) é uma fungao analitica na regiao acima considerada ja que z* é
também analitica ai. Também observemos que f(z) é limitado no semi-plano direito

sup < (I [sup 2]
z€H+

zESemi-Plano Direito=H
< |[Llfsup %] < J[L[] < o0
z€[0,1]

U €[0,00]
onde ||L]| é a norma do funcional linear em questao.
Observe que a funcao f(z) eq. (13) se anula no conjunto z € {A,} pela hipétese eq.

(11). Definamos a funcao no Disco Unitario

D(O,1) = {=] |2] < 1} (11)
o) =1 (755)

A funcao g(z) é holomorfa no Disco Unitario D(0,1) nos pontos a, = A, — 1/A, + 1.
Por um teorema (teorema 15.23 - [2]) da teoria das Func¢oes de Varidveis Complexas,
caso i(l — (ay,)) = oo, entao a fungao ¢(z) é identicamente nula e assim o mesmo
acontg:(lendo para f(z). Observando que a condi¢ao de divergéncia acima é equivalente a
condicao Y07, 1/, = +o0. Temos entao que nao existe tal funcional L e assim a validade
do enunciado do Teorema 2. Observe que a extensao ao caso R" é imediata.

Um importante ponto a ser ressaltado no estudo acima apresentado é que o sub-espaco
{1,2M 2 ...} serd uma sub-algebra densa de C'([0,1], R) se o conjunto dos inteiros
{A1,-+ , An, -+ } satisfazer sempre a condicao: Dados p e ¢ inteiros positivos, existird

sempre s tal que

P —} (15)

(caso Zl/)\n = 400).
n=1
A assertativa acima sera sempre verdade se os { A, } pertencerem a um reticulado, isto
é N, = £§”)p1 +-- -Kén)pk com {ng)} variando nos inteiros e {pq,- - , px} sendo um conjunto

de nimeros primos fixos.
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2 - O Teorema de Weirstrass para Polindmios de Variavel Complexa

Outro importante teorema do tipo de Weirstrass é o seu analogo estabelecido para
fungoes continuas F(z) = U(x,y)+ 1V (x,y) aproximado por Polinémios de variavel com-
plexa (Fun¢oes Analiticas). E importante ressaltar que caso Ulx,y) e V(x,y) satisfacam
as equacoes de Cauchy-Rieman, f(z) ela propria serda uma fungao analitica na regiao em
que estas equacgoes de Caucly-Riemman sao verificadas, e assim, pelo Teorema de Caucly
teremos a validade do Teorema de Weirstrass neste caso analitico.

Temos, entao, o seguinte resultado de aproximacao por Polindmios Complexos em uma

varidvel tipo do Teorema de Mergelyan ([2]) - Theorem 20.5).

Teorema 3 (Mergelyan restrito) - Seja K um conjunto compacto no Plano Complexo e
imagem analitica do Disco Fechado. Suponhamos que f é uma Funcao Complexa Continua
em K e que seja holomorfa no interior de K Entao f(z) pode ser uniformemente aproxi-

mada por polinomios de variavel complexa z em K.

Demonstragao: (caso particular em que o interior de K é conexo)

Suponhamos que K seja a imagem por uma aplicacao holomorfa do Disco Fechado

D(0,1) e que a fronteira do disco seja aplicada na fronteira de K, isto é, K = ¢(D(0,1))
com ¢(dD(0,1) = 0K (veja §2.9 — ref. [3]).

Neste caso, bastara aplicarmos a formula de Poisson para representar a funcao no
interior de K pelos seus valores na fronteira deste conjunto

[(2) = f(8(w)) = Flw) = Fre®) = o= [T ()P0 -000 - (16)

G

onde

R 1 —r?

PT 0_5 — |n| in(6—0) — _
( ) Z e 1 —2r(0—0)+1r?

(17)
Substituindo a eq. (18) na eq. (17), veremos que os polinémios P,(z) para |z| < 1, isto
é:

N 1 gor o
/ F(e®)e=? 4 (18.a)
0

Paw) = Y Colw)™  Cu= oo
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definimos

~ N K (0 "
P =3¢, lz ¢ H(O)zf] (18.b)

convergem uniformemente nas partes compactas do D(0,1) (ou K'), desde que as integrais
C_, sao nulas pela hipotese de analiticidade no interior de K. A convergéncia uniforme
na fronteira é consequéncia da forma explicita do nicleo de Poisson eq. (18) ([4]).

No caso do interior de K ser multiplamente conexo ou totalmente disconexo acredita-
mos que raciocinio analogo poderd ser implementado (pardgrafo 51 - [5]).

Uma demonstracao mais geral baseada no teorema extensao de Tietze pode ser en-
contrada na ref. [2] - Chapter 20.

A generalizacao destes teoremas a funcoes de varias variaveis complexas ainda nao foi
sistematizada (Teorema de Miintz-Szazt e Teoremas do tipo Mergelyan).

O dltimo resultado a ser exposto neste capitulo é o elegante Teorema de Biirman-

Lagrange ([3]).

Teorema 4 - Seja ) uma regiao de analiticidade para uma funcao w(z) univoca e a € (2,
um ponto que é um zero de ordem 1 desta funcao. Entao existira uma vizinhanca V(a)
tal que a Algebra das Funcoes Analiticas em V(a) é gerada pelos polindmios na varidvel

w(z) (Série de Taylor Generalizada).

Demonstragao: Consideremos um contorno fechado C,, cujo interior contém o ponto a
como tnico zero de w(z) e estudemos a integral abaixo para uma funcao analitica f(z)

no interior de C,

- 2mi Je, w(() —w(z) ¢ (19)

Em virtude das hipdteses feitas sobre w(z), podemos calcular a integral (20) pelo

método dos residuos (polo simples em z = (, ja que a funcao é univoca)

I(z) = f(z) (20)

Escolhamos a vizinhanga V(a) tal que |w(z)/w(()] < ¢ <1 para ¢ € C,.
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Podemos, entao, desenvolver o integrando em uma série uniformemente de funcoes

analiticas em V(a)

(O w(Q) {1 G (Z<z>)”+_..} (21)

Substituindo a eq. (21) e eq. (19), obtemos o nosso resultado
flz) =2 du(w(2))" (22)

n=0

com

1 dr {f(Z)w’(Z)(ZZ—) a) ! } (23)

d, = — lim —
"l s wnt(

Referéncias para o Capitulo 1

1) Lorentz, G.C. — “Bernstein Polynomials”, University of Toronto Press, Toronto,

1953.
2) Walter Rudin — “Real and Complex Analysis” — Tata McGraw-Hill (1977).

3) M. Lovrenntiev et B. Chabat — “Methods de La Théorique des Fonctions d’une
Variable Complexe” — Editions MIR — Moscow — 1972.

4) Hoffman — “Banach Spaces of Analytic Functions” — Prentice-Hall Series in Modern
Analysis — 1962.

5) Lars V. Ahlfors — “Complex Analysis” — Mc Graw-Hill Int. Editions — 1979.



- 8- CBPF-NF-069/98

Capitulo 2 — O Teorema Abstrato de Stone-Weirstrass
Introducgao

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema Central da Teoria de Aproximacao em sua
forma topologica.
Consideremos X um Espaco de Hausdorff Compacto nao trivial e C(X, R) o Espaco de
Banach com a norma do supremo formado pelas funcoes continuas reais. Consideremos
um sub-conjunto LeC(X, R) satisfazendo as seguintes condigoes . Se fel e g€, entao

_ Syt (F-9)
2

_fHg—=I1f—yl
N 2

(fVy) (fAg)

pertence a [.. Suponhamos que L separa pontos, isto é: Se x e y sao pontos distintos de

X e a e b numeros reais arbitrarios, entao existe uma funcao f e L tal que f(z) = a e

fly) =b.

Teorema 1 - (Stone) O fecho de um conjunto L na topologia da convergéncia uniforme

com as propriedades acima, coincide com todo o Espaco C(X, R).

Demonstragao: Seja entao fEC(X,R) e e > 0 e 2€X fixo. Seja y # x. Pelas nossas
hipdteses, existe uma fungao Fy€L tal que Fy(x) = f(x) e Fy,(y) = f(y). Consideremos
um conjunto aberto G, = {z € X : F,(z) < f(z) 4+ ¢}. Deste modo X CU G, (desde

yEX
~ ” . y;ﬁl’ .
que = € G, por construcao). Como X é compacto, existe uma sub-cobertura finita de

X c{Gy, - ,G,, }. Afungao g, = F, A--- A F,, satisfaz as seguintes propriedades
Gu(e) = f(2) e gul) < [(s)+c para € X

Considerando agora o conjunto aberto H, = {z : y,(2) > f(z) — e} definido pela
fun¢ao continua anteriormente obtida, obteremos uma funcao ¢ = ¢, V -V ¢, em L tal
que f(z) —e < g(2) < f(2) + ¢ para todos os pontos z em X. Logo f(z) é o limite
uniforme de uma sequéncia de funcoes em L. Como L, é fechado temos o resultado do

Teorema 1.
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Teorema 2 — Seja X um Espaco Topologico Arbitrario. Entao toda sub—Algebra fechada
de C'(X, R) é um sub-conjunto L de C'(X, R) satisfazendo as propriedades do Teorema 1.

Demonstragao: Seja A uma sub-dlgebra fechada de C'(X, R). Devemos, entao, mostrar
que se f€ A, entao |f| € A. Seja entdo ¢ > 0 dado. Desde que |t| é uma funcao
continua no intervalo [—|f]|, +||f]|] existira um polinémio p(t) com a propriedade que

sup IIt] — p(t)] < /2. Mas A é uma algebra e, assim, sup || f(z)| — p(f(x))| < e.
e[| £+ FIT z€X

Concluimos, entao, que |f|€A ja que p(f)EA e A é fechada.

Teorema 3 — (Teorema de Stone) — Seja X um Espaco de Hausdorff Compacto e A
uma sub-algebra fechada de C'(X, R) que separa pontos em X e que contém as fungoes
constantes. Entao A = C(X, R).

Apliquemos o resultado do Teorema 3 a seguinte construcao de Fungoes de Infinitas
Variaveis a ser utilizado no Capitulo 3 da presente nota. Seja X um Espaco Compacto

X> = HXa, o Espaco - Produto na Topologia de Tychnoff que também é compacto.
r€EA
Consideremos Ap o conjunto dos sub-conjuntos A do conjunto indice A. Observemos

que C( J[ X°, R) pode ser identificado com uma sub-algebra de C(J][ X*, R) via a
aEAFIN LEA
: I_IXcy — H X<, a projecao do Espaco I_IXcy
z€A aEAFIN z€A
no Espaco H X“. Para cada ¢ € C( H X% R) podemos identificar uma fungao de
OZE/\FIN OZEAFIN
finita varidveis em C'(J] X*, R) via a relacdo
aEN

seguinte identificacao. Seja H

AFIN

6 0] o (24)

Via esta identificacao o conjunto abaixo é uma sub-algebra separante, fechada e con-

tendo a identidade

UJ C( II Xa,R) (25)

AFINcp OZEAFIN

Logo pelo Teorema de Stone-Weirstrass

C(X*,R) = | C( II Xa,R) (26)

AFINcp OZE/\FIN
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Neste ponto podemos generalizar ao caso complexo os teoremas acima demonstrados.

Teorema 4 (Stone Complexo) - Seja X um Espaco Compacto e A uma sub-algebra
separante de C'(X,?) e suponhamos que para toda funcio fE€A, a complexa conjulgada f

também pertenca a A. Entao o fecho de A é C(X, ()

Demonstragao: As funcoes reais Real f = %(ﬁ—l—f) elmf=4(f- f) pertencem a Real
(A). Dada uma funcao ¢eC(X,C), |lg — (fr +if2)|| < ¢, j& que Realg e Img pertencem a
C(X,R) com fi e f; pertencentes a Real (A) (a sub-algebra de A formado pelas fun¢oes
continuas e X a valores reais).

Um exemplo interessante e relacionado ao Teorema (Miintz-Szész) é aquele relacionado
a algebra gerado por uma funcao positiva e separante f : X — R e as constantes. Temos,

entao o seguinte teorema Generalizado de Muntz-Szasz devido a este autor.

Teorema de Muntz-Szasz Abstrato 5 - Suponhamos que a sequéncia de inteiro po-
sitivos {1, , An, -+ } seja tal que Y 1/A = 400,. Entao o Sub-Espaco vetorial ge-
rado pelo conjunto {1, f(z)*,---(f(x))* ---} aproxima uniformemente qualquer fungao
feC(X,R).

A demonstracao é a mesam do Teorema 2 do capitulo usando o fato de que
sup |f(z)] £ M < oo e que L(zlgf(x)) continua a ser uma funcao analitica no semi-
plano direito.

No caso em que X é uma variedade compacta de dimensao n e f(x) um difeomorfismo
de X em um aberto do R", este teorema podera ter interessantes aplicacoes geométricas
topologicas.

Um resultado abstrato importante do Teorema 2 capitulo 1 de Mintz-Szasz sera agora
apresentado. Para esta apresentacao precisaremos do seguinte lema ([3]) o qual ndo

necessite do Teorema de Stone-Weirstrass para a sua demonstracao.
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Lema (Nachbin) — Seja X = [] [aa, ba] 0 espaco-produto de intervalos compactos. O

aEN
sub conjunto de C'(X, R) de todas as fungoes da forma quHAFIN, onde H/\FIN denota a
projecio natural de X sobre ] [aa,ba], é denso em C(X, R).
AEAFIN
Deste modo, considerando o teorema de Miintz-Szasz aplicado a cada sub-espaco de
funcoes de finita variaveis qﬁOHAFIN em C(X, R), obteremos uma versao mais fraca do
teorema de aproximacao por polinémio para uma dada fungao de C'(X, R). No caso de X

ser um Espaco completamente regular abstrato podemos transferir a analise acima para

o seu compatificado de Stone-Cehc ([3]).

Referéncias

1) G.F. Simons — “Introduction to Topology and Modern Analysis”, Mc Graw Hill
Kogakusha Ltda, (1977).

2) Stone, M.H. — “A Generalized Weirstrass Approximation Theorem”, vol. 1, Mathe-

matical Association of America, 1962.

3) Nachbin, Leopoldo — “Elements of Approzimation Theory”, Notas de Matematica,
IMPA, n? 33 (1965).

Capitulo 3 — Uma Transformada de Fourier em Espacos Vetoriais

de Dimensao Infinita

Introdugao: Um dos mais importantes métodos na Fisica Quantica dos Campos é a
construcao de Transformadas de Fourier em Espacos Vetoriais de Dimensao Algébrica
Infinita ([1], [2], [3]) e neste capitulo sera exposta uma teoria destas transformadas devidas

ao autor.
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1 — O Teorema de Kolmogorov-Riesz-Nelson em Espacgos Produtos

Seja {L4}

seapry UMA familia uniformemente limitada de Funcionais Lineares Positivos

nos Espacos de Funcoes de Finita Variaveis do Cap. 2. Suponhamos que {LA}AG/\FIN

forma uma familia “encaixante” de funcionais, isto é, se A C AP com AM e A®

pertencentes a AFTV, teremos que

A1)
Lyo(f-II) =Las(f) com feC( [ X R),
A acAL)
onde a projecao
A
H : H X% — H X
A®) aeA®) ac A1)

Temos entao que existe um unico funcional linear positivo no Espaco de Funcoes de

Infinitas Varidveis C'(J] X, R) que coincide com cada L 4 (A ¢ AFINY 1o sub-espaco
a€A
C( JI X*°,R), por um simples argumento de densidade utilizando a eq. (26) do Capitulo
acAk)

Por uma aplicacao do Teorema de Representacao de Riesz apéndice 1 desta nota
existird uma medida contendo os Borelianos de X** = [[ X[(d* )] no Espaco Produto

a€A
X e representando a agao do funcional linear positivo L> em C(X*, R)

L) = [ fa) - d® p((a>) (27)

e tal que a restricao de tal medida a qualquer espaco produto H X? coincide com aquela
a€A
medida: associada ao funcional L 4 da familia considerada acima, isto é

A(k)

H = Lym(f (28)

A

onde f é uma fungao em C( [ X, R).
agAlk)
Temos, agora, o Teorema Principal deste capitulo ([1]).

Teorema — Seja f : F — R, uma funcao real definida em todo um Espaco Vetorial £

satisfazendo as seguintes propriedades:
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2) £(0) =1
b) A restricao de f a qualquer sub-espago vetorial de dimensao finita de F é a Transfor-
mada de Fourier de uma funcao continua de suporte compacto.

Entao existird uma medida du(h) no Espaco dos Funcionais Lineares de £ munidos
da topologia da convergéncia pontual e denotado por E*9 (Dual Algébrico de E) tal que

para qualquer v € F

J)= [ coplih(e))dn(r) (29)

Demonstragio: Seja {é,},., uma base vetorial (Hamel) de £ e E®) um dado sub-
espaco de dimensao finita N. Note que dimFE = cardinalidade de A. Pela hipdtese do

Teorema, f restrita ao sub-espaco EY) é dada pela Transformada de Fourier

f (i qspeépe) - /(

N
(dkm T dkpn)é(kpm T 7kpN) exrp Z(Z apekpe) (30)
HAG{PLW 7PN}) e=1

com é(kp,,--- , k) de suporte compacto em C(RYN, R) observemos que se EMC ),
entio a restricao a F™) da restricio de f a ™) coincide com a restricao de f a EM),
isto é

dkps o dkpné(kpm U 7kpn) = é(kpm U 71;275—1) (31)

A
[ty wni B

para qualquer 1 < s < N ja que trivialmente

N N M
f (Z apeépe) =f (Z apeépe + Z O - épe) (32)
/=1 /=1

(=N+1
Consideremos a Familia de Funcionais Lineares definidas pelas funcoes qg(kpl, k)
para cada sub-conjunto finito {p1,---,pny} do conjunto indexante da Base de Hamel A

do Espaco F

L{mwpr}(f) = / f(kpm"' 7kpN) ) é(kpm"' 7kpN)(dkp1 dkpN) (33)
[Jere)>

a€{p1, PN}
onde os funcionais lineares tem como dominio o Espaco Produto Compactificado de Ale-

xandrov, com w o ponto de compactificagao de R, ja que ¢(k,,, -, ky,) sao fungoes
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de suporte compacto por hipdtese e, portanto faz sentido considerar na eq. (31) estes
Dominions Espacos Compactos. Pela eq. (27), existird uma medida definida em uma
algebra contendo os Borelianos em ] (R")* denotado por d*°ii (veja o apéndice 1).

a€A

Observando que dado um v€F arbitrario, sempre existira um numero finito de elemen-

tos de {é,}uea gerando v e que para cada ponto h € H (R")* existira um tnico ponto
a€A
h e H R% e, ainda, que a medida d* g induz uma medida d*u em H R, teremos que
aEA a€A

floy= [ et Ndp(n) (34)
ROA
acA
O resultado do Teorema sera consequéncia da representacao do Espaco dos Funcionais
Lineares Algébricos como o Espaco Produto H R*, com A o conjunto indexante da Base
AEA

de Hamel de F£.
Finalizando este capitulo é conveniente ressaltar que a utilizacao direta do teorema
acima demonstrado é exatamente dificil devido a nao existéncia de um algoritmo exibindo

uma Base de Hamel em Espacos de Funcoes ou de Distribui¢oes. A utilizacao de tal

Teorema é sempre feita em conexao via o uso de teoremas do tipo Minlos-Dao-Xing ([1],

21, [3])-
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Apéndice A - Um Teorema de Representacao para Funcionais Lineares Continuos em
C(X,R) com X sendo um Espago Topoldgico Métrico Compacto.

Neste apéndice apresentaremos uma nova representacao devida a este autor de uma
versao do famoso Teorema de Representacao de Riesz para funcionais lineares atuando
em Espaco de Funcoes Continuas no RV usando o Teorema de Weirstrass. Exporemos

entdo, a seguinte versao do Teorema de Representagao de Riesz para o Espago C'(RY, R).

Teorema 1 — Seja L um funcional linear positivo continuo no Espaco das funcoes
N
i _z;)
[ RN d C(RN,R 1 L(e 7=! = e
continuas no com a norma do supremo C'(R"Y, R), e tal que L(e )= f(z1,--+ ,2n)
seja uma fungao pertencente a L'( RV, d" z). Entao, existe uma tinica funcao ¢r,(zy,- -+ ,zy)

se anulando no infinito e representando . na forma do Teorema de Riesz-Markov

Lg(z1, - ,an)) = /Ng(l'h"' Lan) oy, an)dVa (1)

N

Demonstragao: — Por hipdtese L (e:z;p (ZZZ]J}])) pertence a LY( RN, dNz) e, assim,
i=1

por uma aplicacao do Teorema de Fourier

2211']
L(e i= ):f(L)(Zlv"' 7ZN) :/ exrp (—I_ZZPJZ]) - )(plv o 7pn)de (2)
RN 7=1
onde f(X) (p1,++ ,pn) € Co( RN, R) (fungdes continuas que se anulam no infinito).

Desde que o Funcional Linear L é continuo por hipdtese, teremos a diferenciabilidade

da fungao fP)(zy, - ,2y) com M =, + -+ + [y

M
%f(L)(Zlv <o yzy) = lim —{L( ZZJ 1 (Z5 1R )%)
Ozt -+ 0z - |k

0heRY

N

iZZ]‘J}]‘ aM N
— e =Ly + hj) —

(e )} azfl ---azﬁv exp z; 2

L {(m],)& o (ix )Y exp ( ZZ]J}]) } (3)
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assim para z; — 0, obteremos a acado do Funcional Linear nso Polinémios P(x1,--- , @)

em RN

L{(zg) - (2l)] = /RN(pl)gl ()™ fB(pry- o py)(dpy - dpy) (4)

Pelo Teorema de Weirstrass do Capitulo 1 e usando a hipétese de continuidade do

Funcional Linear L, obtemos a representacao para funcoes continuas em RY

Lglere-a)) = [ gpr p ) fpree py)(dp - dpy) (5)

A versao abstrata utilizada no texto é a seguinte (Teorema 2.14 - ref. [2] do capitulo

).

Teorema de Representagao de Riesz — Seja X um Espaco de Hausdorff Localmente
Compacto e L um funcional linear positivo no Espago C.(X) (funcdes continuas de suporte
compacto). Entao existe uma o-algebra em X contendo os Borelianos de X e uma medida

dp em X positiva representando L no seguinte sentido

L(f) = [ f(@)dute)

Vamos, agora, estudar uma versao concreta deste teorema para o caso de X ser um
Espaco Métrico Compacto e devida a este autor.

Seja entao, 6 > 0 e {V(S(n), 1 < n < N(6)} uma cobertura finita do Espaco X por
abertos V(S(n) de diametro 6. Como X é compacto, existirdA um conjunto de funcoes

{qﬁgg)(:p),ﬁ =1, N} com 0 < qﬁg&)(:p) < 1 e tal que para qualquer = € X temos
N(cr)

que Y qﬁgg)(:p) = 1 e o suporte de cada funcao qﬁgé)(:p) esta contido no aberto V(S(g) (a
=1

chamada particao da unidade subordinada a cobertura {V(S(n), 1 < n < N(6)). Consi-
deremos o seguinte sub-algebra de C(X,R), A) = {f € C(X,R) tal que exista uma
g € C([0,1]N) R) com f(x) = g(qﬁgé)(aj),--- v¢§$25))' Consideremos 6 = 1/p para cada

p-positivo e a Algebra Uniao

A* = A/p) (6)
p=1
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Vamos agora, aplicar o Teorema de Stone do Capitulo I ao fecho da sub-algebra acima
na topologia da convergéncia uniforme.

Em primeiro lugar, a sub-dlgebra eq. (6) separa pontos, ja que dado @ e y em X
com d(z,y) = ¢, existird um P(e) tal que 1/p(e) < ¢ tal que = e y pertencem a abertos
disjuntos da cobertura de X associado, denotadas por V.¥(=) e V(¥'() Obviamente a

funcao

(7)

pertence a A/P(%) e gepara os pontos dados z e ¥.
N(o)
As constantes estdo na Algebra A®, j& que por construgao, a funcio g(z) = Y qﬁy)(:p) =
/=1

1. Pelo Teorema de Stone
A) = (X, R) (8)

Seja entao, L um funcional linear Positivo em C(X, R) e f(x) uma dada fungao neste

espago. Pelo teorema anterior, existird uma sequéncia de fungdes g™ (zy,--- ,Ty) €

C([0, 1]V, R) tal que

fla) = lim g™ (), -, ¢ ()

N—co

uniformemente em X. Deste modo, devido a continuidade de L, teremos que

L(f(x)) = lim L(g™ (i (), -+, 60 (x)) (9)
nh_{(r)lo g(N)(plv e 7pN)ZE§()N))(p17 e 7pN)(dp1 e de)
[0,1]V

onde utilizamos o teorema anterior eq. (5) para representar concretamente a agao do
Funcional Abstrato L na sub-algebra A*™) por integrais no RV,

Este é o resultado citado anteriormente representando a acao de um funcional linear
positivo (continuo) em C'(X, R) por Funcionais em Espaco de Fungoes no RY.

Temos, a sequinte conjectura, ainda ndo demonstrada de que, a medida produto serd

uma medida cilindrica usual como no cap. 3.
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Teorema — Existe uma medida Boreliana no Espaco Produto H [0, 1%, formalmente dada
k=1
por
doolu(plvapNv e ) = ]\ll_r}%o é((S(L])\T)(plv e 7pN)
tal que
L(f(l’)):/ g(OO)(plvp?va):doolu(plvapNv) (10)
[Tiou 0]
com
g(oo)(ph"' ,Poo) = ]&E%og(N)(ph... Py) (11)

O teorema abstrato de representacao de Riesz em Espaco completamente regulares,
uma demonstracao construtiva.

Seja X um espaco topologico abstrato completamente regular. Sabemos que X ¢é
homeomorfo a um sub-espago compacto X*° C [0,1]7, onde J denota o conjunto indexante
de todas as fungoes reais continuas em X com valores em [0, 1]. Pelo teorema de Banach
Stone, o espaco C'(X) sera isomorfo ao espago C'(X*. Consideramos um funcional linear
continuo positivo de norma 1 em C*(X) denotado por L. Sabemos que L induz um

funcional linear positivo continuo L em C'(X*), o qual é definido pela relagao abaixo
L= (f(a™) = L(f-h7Y) (12)

onde h: X — X* é o homeomorfismo acima citado e f € C(X).

Pelo teorema de Habin-Banach L(*) admite uma extensao (nao unical) a um funcional
de mesma massa e positivo a C'([0,1]7] e denotado no que segue simbolo LE?;). Como
LE?;) restrito a cada sub-espago C([0, 1]7iite) pode ser representado por uma medida
satisfazendo as condicoes do teorema de representacao de Riesz nao-abstrato teorema 1-
Apéndice A; e que estas medidas formam uma sequéncia encaixante, teremos o resultado
que podemos representar LE?;) por uma medida-produto d®) u(z>) em [0, 1]7 satisfazendo
as condigoes visuais do teorema de representacao de Riesz. Observando que a restricao

desta medida a X(*) 0 [0,1]7 é nao trivial, j4 que estes conjuntos tem a mesma medida

(HLSOO)H = ||L©]), esta mesma medida induz uma medida em X e representando o
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funcional abstrato inicialmente considerado LX) isto é:
— = R (2% d ) (2
L= [ @)= [ R @) d ) (13)
ou simbolicamente
dufe) = de) (™) (1)

e a o-algebra em X, onde é definido tal medida é a imagem inversa pelo homeomorfismo
h da o-dlgebra gerada pelos cilindros em [0, 1].

Note que o homeomorfismo h : X — X é definido pela relacao

v = h(r) = {/(@)} recx o= (15)

e que

[ vty =Ly =1 (16)
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Apéndice B - O Teorema de Weirstrass para Funcdes Matriciais
Seja T': CN — OV, um operador linear. Sabemos por uma aplicacio imediata do

teorema de Cayley-Hamilton que sendo o seu polindmio caracteristica associado conhecido
det(w? —T) = wN +a, 0wV 4 aw + ag = p(w) (1)

entao a inversa do operador T' tem a seguinte expressao explicita, caso T' seja inversivel

1
T = —— TN pan TV 24 ) (2)

Go
e assim para z nao pertecendo ao espectro de T' (z sendo um nimero complexo imaginario
puro), teremos que
1
(T —=z1 )_1 = —]@[TN_1 + (an, + Z)TN_3 + (22 +an_1z + aN_Q)TN_S + - a1](3)
Por uma aplicacao direta do calculo espectral, qualquer fun¢do integrdavel ¢(x) em

(=T, |IT|]] com o argumento sendo T' sera dada por:

b olp)
o= 5 7|€4=||T||d”(ul1 -T)

1 1 N-1 N-2
B —7|{u|=||T||dM #e) {_— [P v T

2m p(p)
‘|‘((N)2 +an—1(p) + ClN—z)TN_3 + - al}
= On-1(Q)TV T 4+ Onea()TV 2 4 -+ Ci(9) (4)

Teremos, entao, que o Espaco (vetorial) das fungoes o(T') definido pelas relacoes (com
0<k<N-1)

propdp
jI{M:IITll P(u) = ©)

é de dimensao finita N e gerado pelos polinémios de grau N — 1 na variavel T'.
Finalmente, observamos que recentemente, Ronaldo Rodrigues Silva (CBPF-NF-031/98
nota a ser publicada no Journal of Mathematical Physics) construiu um algoritmo para

calcular os coeficientes do polinémio caracteristico em termos do traco das poténcias de

T.



