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Neste trabalho estudamos algumas caracteristicas da interpretacio de Bohm-de Broglie em teo-

ria de campos. Além de encontrarmos resultados interessantes para a teoria de campos, a saber,

a prova da sua consisténcia geral e a quebra da invaridncia relativistica para processos individu-

ais, a metodologia desenvolvida aqui serve como introdugdo ao estudo da gravitagdo e cosmologia
quanticas na interpretagio de Bohm-de Broglie, veja [1] [2].

PACS numbers: 3.70+k, 03.65.Bz, 04.20.Gz

1 A Interpretacao de Bohm-de Broglie

Historicamente a interpretacao de Bohm-de Broglie
surgiu para proporcionar uma descricao completa e
causal de um fenomeno quantico, independentemente
do ato de observagao. Sabemos que nenhum ex-
perimento contradiz as previsoes da formulagao orto-
doxa e que a concordancia teoria-experimento se da
com grande precisao (como no caso da Eletrodinamica
Quantica) [3], Mas como a mecanica quantica ortodoxa
prediz somente resultados de experimentos realizados
com agregados estatisticos, ela nao providencia uma
descri¢ao dos eventos individuais da experiéncia, que
parecem acontecer ao acaso e dos quais sdo fungdes os
fenomenos estatisticos. Resulta entao um desafio con-
struir uma teoria capaz de descrever os sistemas materi-
ais individuais de forma causal, cada um deles seguindo
sua lel de movimento, cujo comportamento em con-
junto reproduza as previsoes estatisticas da mecanica
quantica. Assim, os registros no laboratério poderiam
ser explicados como resultado de uma sequéncia de pro-
cessos bem definidos ocorridos em sistemas que pos-
suem propriedades que existem independentemente do
ato da observacao. Um modo de fazer isto foi con-
struido por Louis de Broglie e David Bohm. Além
dos artigos originais [4] e dos que se seguiram na liter-
atura, ja existe hoje o primeiro livro texto de mecanica
quantica nesta interpretagao [5].

Nesta se¢ao vamos expor as principais carateristicas
da interpretacao de Bohm-de Broglie da mecanica
quantica, que serdao uteis no nosso tratamento da teo-
ria de campos. Mostraremos primeiro como esta inter-
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pretacao se aplica ao caso de uma particula descrita
pela equacgao de Schrodinger e depois vamos obter, por
analogia, a interpretacao causal de uma teoria de cam-
pos no espaco-tempo plano.

Comecemos com a interpretacao de Bohm-de
Broglie para a equagao de Schrodinger de uma
particula. Na representacao de coordenadas, para uma
particula nao relativistica cujo hamiltoniano é H =
p?/2m+ V(z), a equa¢ao de Schrodinger é

w2l e v v, o)

Podemos transformar esta equacao diferencial so-
bre um campo complexo num par de equagoes difer-
encials acopladas sobre campos reais, escrevendo
U = Aexp(iS/h), onde A e S sdo funcdes reais, e
substituindo-a em (1). Obtemos as seguintes equagdes

S (VS)? R V2A

E—i— 2m T om A =0, (2)
HA? v
o —|—V~<A W)_ 0. (3)

Na interpretacao de Copenhagen, a Eq. (3) é uma
equacao de continuidade para a densidade de probabil-
idade A? de encontrar a particula na posicio z e tempo
t. Toda a informacao fisica do sistema estd contida em
A?, e afase total S da funcio de onda é completamente
irrelevante. Nesta interpretacao nada é dito a respeito
de S e sua equacado de evolugao (2). Mas suponhamos



que o termo %VA# nao esteja presente na equacao
(2). Entao podemos interpretar (2) e (3) como equagdes
para um conjunto estatistico de particulas classicas sub-
metidas ao potencial classico V satisfazendo a equagao
de Hamilton-Jacobi (2), cuja densidade de probabili-
dade de distribuicdo no espaco, A%, verifica a equacio
de continuidade (3). VS(#,t)/m é o campo de ve-
locidades v(x,t) do conjunto de particulas. Quando o
termo %VA#, que chamaremos de potencial quantico,
estd presente, podemos ainda interpretar (2) como
uma equacao de Hamilton-Jacobi para o conjunto de
particulas. Mas agora, as trajetérias nao vao ser as
classicas, devido & presenca do potencial quantico na
(2).

A interpretacao de Bohm-de Broglie da mecanica
quantica esta baseada nas duas equagbes (2) e (3)
do modo explicado acima, nao sé na ultima como a
interpretacao de Copenhagen. O ponto de partida é
que a posicdo & e o momento p estdo sempre bem
definidos, sendo a particula guiada por um novo campo:
o campo quantico. Este campo ¥ satisfaz a equacao de
Schrodinger (1) a qual é equivalente as duas equagdes
reais (2) e (3). A equacgdo (2) é interpretada como uma
equacao tipo Hamilton-Jacobi para a particula quantica
submetida a um potencial externo, o qual é a soma do

potencial classico com o novo potencial quantico:

7 v

2m A (4)

O efeito do campo ¥ sobre a trajetéria da particula se
d4 através do potencial quantico (4). Uma vez obtido
U ao resolver a equagao de Schrodinger, podemos obter
a trajetéria da particula, z(¢), integrando a equagio
diferencial p = m& = VS(z,t), a qual é chamada de
relagdo guia ou relagdo de Bohm (o ponto acima sig-
nifica derivada temporal). Claro que vamos precisar
conhecer a posicao inicial da particula para obter a tra-
jetoria nao clssica x(t), a partir desta equacao difer-
encial. No entanto, nés nao conhecemos a posicao ini-
cial da particula pois nao sabemos como medi-la sem
perturbar o sistema (esta é a variavel escondida da teo-
ria). Para estar de acordo com todos os experimentos
quanticos, é preciso postular que, para um conjunto es-
tatistico de particulas no mesmo campo quantico ¥, a
densidade de probabilidade de distribuicao das posicoes
iniciais zq é P(z0,t0) = A%(z0,t = t9). A equagdo (3)
garante que P(x,t) = A?(x,t) para todo tempo. Deste
modo, as previsoes estatisticas da teoria quantica na
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interpretacao de Bohm-de Broglie sao exatamente as
mesmas que na interpretacio de Copenhaguen.!

Resulta interessante notar que o potencial quantico
() depende s6 da forma de W, nao do seu valor ab-
soluto, como vemos da Eq.(4). Este fato coloca em
evidéncia o carater nao local e contextual do potencial
quantico?. Esta é uma carateristica necessaria pois as
desigualdades de Bell, junto com os experimentos de
Aspect, mostram que, em geral, uma teoria quantica
deve ser ou nao local ou nao ontolégica. Dado que a
interpretacao de Bohm-de Broglie é ontolégica, entao
ela deve ser nao local. O potencial quantico nao local
e contextual causa os efeitos a quanticos. Ele nao tem
paralelo na fisica classica.

A funcao A desempenha um papel duplo na in-
terpretacao de Bohm-de Broglie: fornece o potencial
quantico e também a densidade de probabilidade de
distribuicao das posicoes, mas este tltimo papel é se-
cundario. Se tivermos algum modelo no qual a nocao
de probabilidade nao se aplica, poderiamos ainda as-
sim obter informacao utilizando as relagoes guia. Neste
caso, A% nao precisa ser normalizavel. A interpretacio
de Bohm-de Broglie nao é em esséncia, uma inter-
pretacao probabilistica. Resulta imediata sua aplicacao
a um sistema individual. O limite classico pode se obter
de uma forma muito simples. Sé precisamos achar as
condi¢des segundo as quais @ = 03. A questdo de
porque numa medida real ndés observamos um colapso
efetivo da funcao de onda é respondida notando que,
numa medi¢ao, a funcao de onda se divide numa su-
perposicao de ramos que nao se intersectam. Entao
a particula (que na verdade representa o objeto ob-
servado mais o aparelho de medida macroscopico) vai
entrar num destes ramos (em qual deles depende das
condigdes iniciais) e serd influenciada somente pelo po-
tencial quantico que corresponde a este ramo particular,
que é o unico nao desprezivel na regiao onde a particula
realmente esta. Os outros ramos vazios continuam ex-
istindo, mas eles nao tem influéncia sobre a particula
medida nem sobre qualquer outra [5]. Existe um co-
lapso efetivo mas nao real. A equagao de Schrodinger é
sempre valida. Nao é necessario que exista um dominio
classico fora do sistema quantico para poder explicar o
proceso de medida, nem é crucial a existéncia de obser-
vadores ja que esta interpretacao é objetiva.

E possivel aplicar um raciocinio similar no caso
da teoria quantica de campos em espago-tempo plano.
Como exemplo, a equagao de Schrodinger funcional
para um campo quantico escalar é:

1Ja foi mostrado que sob situagdes caéticas tipicas, dentro da interpretacio de Bohm-de Broglie, uma distribuicdo de probabilidade
P # A? deve rapidamente convergir ao valor P = A2 [6, 7]. Neste caso, o postulado da probabilidade inicial ndo seria necessario, e
poderiamos ter situagées, em intervalos de tempo muito curtos, onde esta interpretacido de Bohm-de Broglie modificada poderia diferir

da interpretacao de Copenhaguen.

2 A nao localidade de Q resulta evidente ao generalizarmos a interpretagio causal para um sistema de muitas particulas.
3Seria interessante estudar a conecio entre este limite classico bohmiano e o fendmeno de descoeréncia. Até onde sabemos, nio foi
feito nehum trabalho nesta dire¢ao, o qual poderia iluminar tanto a interpretagao de Bohm-de Broglie quanto a comprensao do fenémeno

da descoeréncia.
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Escrevendo de novo o funcional de onda na forma polar

¥ = Aexp(iS/h), obtemos:

e Je(al() weors

v@)]+a }=0
(6)

A2 65

— >z A? 0 7

o+ o ( ¢>) | g
onde Q(¢) = —hzﬁgl‘g é o correspondente potencial

quantico (nao regulado). A primeiraequacio é interpre-
tada como uma equacao de Hamilton-Jacobi que gov-
erna a evolucao de certa configuragao inicial de campo
no tempo, a qual vai ser diferente da classica devido
a presenca do potencial quantico. A relagao guia sera
dada por:

.68

A segunda equacao é a equacao de continuidade para a
densidade de probabilidade A%[¢(z),to] de que a con-
figuracao de campo inicial a ¢y esteja dada por ¢(z).
Um estudo detalhado da interpretacao de Bohm-
de Broglie na teoria quantica de campos pode ser en-
contrado na Ref.
quantica.

[8] para o caso da eletrodinamica

2 Teoria de Campos Parametrizada

Uma caracteristica essencial da Teoria da Relativi-
dade Geral (TRG) é a existéncia dos vinculos super-
hamiltoniano e super-momento, presentes, como sabe-
mos, devido a invariancia desta teoria sob trans-
formacoes gerais de coordenadas [9].

E possivel encontrar (ou simular) uma situacdo
parecida em sistemas mecanicos com finitos graus de

d¢ Oz’
4
S = /d J£<¢’3ﬁ)(a

liberdade e tambem em teoria de campos no espago-
tempo plano, por meio de um processo conhecido
como parametrizagdo [9] [10]. Isto vai permitir con-
struir a teoria de modo que os estados do campo es-
tejam definidos numa hipersuperficie espacial geral.
Deste modo, resulta manifesta a invariancia rela-
tivistica do formalismo hamiltoniano. Ademais, esta
forma parametrizada de se escrever a acao de cam-
pos no espaco-tempo plano facilitard a implementacao
da interpretacao de Bohm-de Broglie em gravitagao
quantica, onde a acao é parametrizada de inicio. De
fato, a TRG ja4 é uma teoria parametrizada e até
agora revelou-se impossivel desparametriza-la em geral
no sentido de separar os graus de liberdade dinamicos
(genuinos) dos redundantes (cinemdticos). Na TRG,
estamos forcados a usar variaveis redundantes como co-
ordenadas canonicas e por isso aparecem os vinculos.

Concretamente, seja um campo escalar ¢(X?)
propagando-se num espaco-tempo plano de dimensao
4 com coordenadas minkowskianas X® = (T, X%). Os
indices gregos vao de 0 a 3 e os indices latinos de 1 a 3.
Consideremos as coordenadas curvilineas =¥ = (¢, z%) e
seja a transformacao:

X = X*(2?) (9)

Deixando t fixo esta equacao representa uma hipersu-
perficie com um sistema de coordenadas espaciais &’
definido sobre ela. Para diferentes valores do parametro
t teremos uma familia de hipersuperficies rotuladas por
t.

A acao dada em coordenadas minkowskianas é:

S = /d4X£ <¢’a)?a) (10)

onde L, representa a densidade lagrangeana em coor-
denadas minkowskianas. A acao pode ser escrita nas
coordenadas curvilineas resultando em:

)—/d4x£<¢a¢,ia¢.}aX%aXa) (11)

é o jacobiano da transformacao. Deste modo £ indica
a densidade lagrangeana em coordenadas curvilineas.
Definindo o momento canonico conjugado a ¢, ms na



forma usual:

oL
7T¢ = —, (13)
d¢
obtemos a densidade hamiltoniana
h=ms6—L, (14)
que é possivel escrever como
9z e
h= 6)(0(JT@X/3:A@X/j (15)

sendo T o tensor energia-momento nas coordenadas
minkowskianas, dado por

L, 96
6ﬂaXﬁ —77@ o (16)
oX«

Tﬁa =
e Kg foi definido como

; oxz"
A densidade hamiltoniana h resulta ter uma de-
pendéncia linear nas ‘velocidades cinematicas’ X7, ja
que Kz independe delas. A densidade lagrangeana serd

entao dada por:
L=msp— KzXP (18)
Podemos definir os momentos ‘cinematicos’ como

m= 9% g, (19)
X«

o que produz na verdade o vinculo

I, + K, =0, (20)
ou seja,
Y
o=y + ——=JTP =0. 21
H +8X5J o =0 (21)

Deste modo é possivel escrever a acao numa forma lin-
ear tanto nas velocidades dinamicas ¢ quanto nas ve-

locidades cinematicas XP, a saber

S = /d%(wf; +I,X5). (22)

Para que possamos variar livremente a acao sem nos
preocuparmos com o vinculo (21), devemos acrecentar
a mesma o termo N“H, sendo N multiplicadores de
Lagrange. Assim

S = /d4x(7r¢q's FI5X8 — N%H,,). (23)

Os vinculos (21) podem ser projetados nas diregdes
normal e paralela & hipersuperficies ¢ = cte

H = Hon® (24)
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Hi = HoX{ (25)

onde X sao as componentes dos vetores tangentes &

hipersuperﬁcie. na base MLC,, % = 66): aXLa e o vetor
normal é definido por

Napn®n® = e=Fl (26)

ne X =0 (27)

(— para assinatura hiperbdlica e + para euclideana).

Portanto a forma geral dos vinculos sera dada pela
soma de uma parte cinematica e de uma parte dinamica
ou de campo:

M= an® + L g = (28)
=Tl Toxed e =
9z
= o P xe —
Hi = Lo Xf + 55 JTIXT =0 (29)

O vinculo ‘H é chamado de super-hamiltoniano e o
vinculo H; de super-momento. Expandindo N“ na base
(n®, X7), N¥ = Nn® 4+ N' X, teremos, para a a¢ao,

S = /d%(mqf} FT,X0 — NH — N'H;)  (30)

Nesta acdo, as varidveis canonicas ¢, g, X, Il sdo
variadas, como ja dissemos, independentemente. As
equacoes de Hamilton que resultam vao determinar a
evolucao dessas variaveis canonicas com o tempo t. Ao
variar com respeito aos multiplicadores de Lagrange N
e N obtemos os vinculos

H~0, H;=0 (31)

Utilizamos, nestas ultimas equagoes, a notacao e
terminologia de Dirac: os vinculos sao fracamente
iguais a zero, indicando com 1sso que os parénteses de
Poisson de uma quantidade A(¢, 7y, X, II,) com um
vinculo fracamente zero, nao é zero necessariamente.
Para que a teoria resulte consistente, os vinculos de-
vem ser preservados no tempo ¢, o qual significa que
seus parénteses de Poisson com a hamiltoniana devem
se anular, quer dizer, devem ser fracamente zero. A
hamiltoniana esta dada por

H= /d?’x(NH + N'H,;), (32)

Os vinculos ‘H e H; s6 se conservarao no tempo so-
mente se os colchetes de Poisson dos vinculos avaliados
em dois pontos e y da hipersuperficie {H(z), H(y)},
{Hi(z), H(y)} e {Hi(x), H;(y)} forem fracamente zero.
Este célculo foi feito por Dirac (com ¢ = —1), que
mostrou que este colchetes se escrevem como uma
certa combinacao linear dos vinculos originais (isto é,
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nao aparecem novos vinculos) e satisfazem a seguinte
lgebra (chamada de ‘algebra de Dirac’)*[9] [11]:

(M), Hy)} = ' (2)0:6° (., y) — H' (4)0:6° (y, x)

(33)
{Mi(x), H(y)} = H(2)0:6°(x, ) (34)

{Mi(x), H;(y)} = Hi(2)0;6% (2, y) — Hj(y) i8> (y, x)
(35)

onde os indices dos super-momentos sobem com a
métrica h;; induzida na hipersuperficie ¢ = cte, a qual
estd dada por h;; = na@X%Xf;. Dirac obteve este re-
sultado com os vinculos dados na forma (21).

Neste ponto resulta apropriado colocar um resul-
tado, que serd de importancia fundamental no nosso
estudo, e que foi obtido por Claudio Teitelboim [13].
Ele obteve esta dlgebra (mas com a assinatura apare-
cendo explicitamente como vamos ver a seguir) de uma
forma bem geral que independe da forma dos vinculos
e sem ter assumido necessariamente um espaco-tempo
de Minkowski . Nesse trabalho sao estudadas as
deformacgoes de uma hipersuperficie embutida num
espaco-tempo riemanniano. Intuitivamente, uma hiper-
superficie rotulada pode ser deformada em geral se-
gundo duas operacgoes: deixar ela fixa no espago-tempo
no qual estd embutida e simplesmente re-rotular seus
pontos, ou bem manter os rétulos e deforméa-la. A
primeira operacdo representa uma deformacio §tN?,
tangencial & hipersuperficie, sendo governada por ;.
A segunda operacgao representa uma deformacao 8¢V,
ortogonal & hipersuperficie e estd governada por H.
Qualquer funcional F' das varidveis candnicas (cam-

(SCV(I”)I/dSI/dSI/KVa@(I”,I,

As quantidades I{Zﬁ(l‘” , &, z") (" constantes de estru-
tura”) podem ser calculadas usando o fato de que as
hipersuperficies estao embutidas numa 4-geometria nao
degenerada, isto é:

g* = entn¥ + hinfX]'f (40)
Consideramos agora um funcional arbitrario F'[¢] avali-
Usando repetidamente e

Fq.(38) temos que a mudanca ao puxar a hipersu-
perficie o ate o' é

ado na hipersuperficie o.

pos e varidveis cinematicas) definidos na hipersuperficie
vao mudar quando esta é deformada, de acordo com o
hamiltoniano dado por

H= /d%(NH + NH;), (36)
de modo que

§F = /d?’x{F, SNH+6NH,}. (37)

que escrevernos
§F = / B lFSNH,) . (38)

onde Ho = H e §N° = §N. Teitelboim utiliza um
argumento puramente geométrico, baseado na ‘inde-
pendéncia de caminho’ da evolu¢ao dinamica: a mu-
danca nas variaveis canonicas durante a evolucao desde
uma dada hipersuperficie inicial até uma dada hipersu-
perficie final deve ser independente da sequéncia par-
ticular de hipersuperficies intermediarias utilizadas na
avaliacao desta mudanc¢a. Vamos ver isto com algum
detalhe. Partindo de uma dada hipersuperficie o cheg-
amos primeiro a uma hipersuperficie intermediaria o
por meio de uma deformacao 6. Depois vamos desde
o1 até uma outra hipersuperficie final ¢’ por meio de
uma segunda deformacao é7. Se as duas deformagoes
sao feitas no ordem inverso entao vamos chegar a uma
hipersuperficie final ¢’ que sera em geral diferente da
hipersuperficie o/. Deve existir entao uma deformagao
compensadora §¢ que permite deformar o’ em ¢'. Esta
deformagao pode ser escrita como [13]:

") ()81 + o((6)) + o((6¢)*) (39)

Flo') = Flo] + / B {Flo), (66 (x) + 097 (2)Hal)}

—|—/d3x/d?’x’{{F[a],6nﬁ(x’)ﬂ@(x/)},55a($)ﬂa(l‘)}(41)

Agora, trocando as deformacoes 61 e 6& obtemos
Flo”], e usando a identidade de Jacobi é possivel escr-
ever para a diferenga F[¢”] — F[o’]

Flo"] - Flo'] = / P / 02667 ()60 (&) F, {Ha(2), Hp(2')}} (42)

*Rigurosamente nao é uma dlgebra ja que as constantes de estrutura dependem da métrica[12]



que tambem se escreve
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Flo"] = Flo] = / PBa” 8¢ (27 ) F, Ho (27)) = (43)

/ 3z dedeléfa(x)énﬁ(x')ﬁgﬁ(x” s, 2 ) {F,Hy (27)} (44)

Na tdltima igualdade usamos a Eq. (39).

A evolugao serd consistente se e somente se esta duas
ultimas equagoes forem iguais para deformacoes 8¢ e dn
arbitrarias. Vamos ter entao:

{Hao(z), Hs(2")} = /d?’x”ﬁgﬁ(l‘”;x, z'YH, (27) ~ 0 (45)

Avaliando as constantes de estrutura K?Zﬁ(l‘”;l‘, z'),
calculo feito em [13], vamos ter que os vinculos H & 0

e H; = 0 devem satisfazer a seguinte dlgebra (‘dlgebra
de Dirac-Teitelboim’)

{H(z),H(z")} = —e[ﬂi(x)ﬁi(sS(x/, z)— ﬂi(x/)ﬁi(s?’(x', z)], (46)
{Hi(x), H(z")} = H(2)0;6°(x,2"), (47)
{Hi(x), Hy(x")} = Hi(2)9;6%(w,2") = Hj(2")0;6° (¢, ), (48)

onde os indices dos super-momentos sobem com a
métrica h;; induzida na hipersuperfiicie ¢ = cte, a
qual esta dada agora por hij; = gapXGX9, sendo
Jap a métrica do espago de fundo onde as hipersu-
perficies estdo embutidas. A constante ¢ na Eq.(46)
pode ser £1 dependendo se a 4-geometria na qual as
3-geometrias estdo imersas, é euclideana (¢ = 1) ou
hiperbdlica (¢ = —1). Esta andlise se aplica tanto
para uma teoria de campos num fundo riemanniano
ja dado, quanto para o caso em que o fundo é gerado
pela evolugao, como na TRG. No primeiro caso a es-
trutura da algebra dos vinculos impoe condigoes para
que a invariancia de Lorentz nao seja quebrada. No
caso da TRG a algebra fornece as condigoes para a ex-
isténcia de um espacgo-tempo: condi¢oes de imersibil-
idade que asseguram que a evolugao das 3-geometrias
possa ser interpretada como o movimento de um ‘corte’
3-dimensional num espago-tempo 4-dimensional com
assinatura lorentziana. Este resultado aplicado ao caso
da teoria de campos parametrizada no espaco-tempo
plano que estamos estudando, implica que os vinculos
da teoria devam satisfazer justamente a algebra dada

por (33) (34) (35).
Vamos considerar o caso de um campo escalar em
espaco-tempo plano, cujo lagrangeano esta dado por

1 J¢p 0

L, =—

aXe OXP + U(¢)) ) (49)

onde n°*f = . = diag(—1,1,1,1) Calculando com
este lagrangeano o tensor momento-energia, Eq.(16), e
substituindo nas (28) e (29) vamos obter os vinculos
super-hamiltoniano e super-momento na forma

H = (vt (19,10, +0(6)) = 0, (50)

H; = HQX? + 7T¢¢>72' =0, (51)

onde o vetor normal & hipersuperfiicie foi escrito na
forma (veja[14] cap.7) n® = £-, sendo

1 a(onlXodonS)

Vo = ——€aala2a3
o gt Il w?x?)

(52)
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e v é a norma de v®

V=1+—V%%, (53)

Pode se mostrar que —v*v, = h onde h = det(h;;) é
o determinante da métrica induzida na hipersuperficie.

Os vinculos satisfazem, como vimos, a algebra de
Dirac. Na secao seguinte vamos quantizar este modelo
e interpretar segundo Bohm-de Broglie, mas pasando a
uma visao hamiltoniana da mesma.

3 Teoria de campos parametrizada na in-
terpretagcao de Bohm-de Broglie

Nesta secao vamos estudar a interpretacao de Bohm-
de Broglie da teoria de campos parametrizada, de-
senvolvida na secao anterior. Primeiramente quanti-
zaremos seguindo a prescricao de Dirac. As coorde-
nadas ¢# = (X% X! X2 X3 ¢) e os momentos 74 =
(Ilg, Iy, M5, I3, my) se tornam operadores, satisfazendo
as relagoes de comutacgao

[6%(2), 6" (1)] = 0, [male), 7% (y)] =0 (54)

Para interpretar segundo Bohm-de Broglie fazemos
como é usual, escrevemos o funcional de onda em forma
polar ¥ = Ae#®. Substituindo na (58) vamos obter
duas equacoes que indicam que tanto S quanto A sao
invariantes sob transformacoes gerais de coordenadas
espaciais

[0 (), m5(y)] = ihé56(x, y) (55)

e z,y sao dois pontos da hipersuperficie. Os vinculos
atuam aniquilando o estado, produzindo condi¢oes so-
bre os estados possiveis:

7‘22' | U>=0 (56)
H|U>=0 (57)

Na representacio ¢4(z) (‘de coordenadas’) o es-
tado do campo escalar estd descrito pelo funcional
Y[¢4(z)] e o operador momento é uma derivada fun-
cional: my(z) = _ihMAL(x)' Substituindo na Eq. (56)

e levando em conta o super-momento Eq.(51) temos

6w 6w
—th X ——— —ih¢ ;—— =10 58
PeX(x) & §é(x) (58)
Esta equacao implica que ¥ é um invariante sob trans-
formacoes de coordenadas espaciais na hipersuperficie.
Substituindo na Eq. (57) o super-hamiltoniano,
dado na se¢do anterior na Eq. (50), temos

5A 5A
+ ¢, =0 (61)

X )

Substituindo a forma polar da ¥ na Eq.(59) vamos
obter duas equacoes que dependerao do ordenamento
escolhido. Porém, a equacao que sai da parte real, de-

ZQ(SX(STSEJL*) + qj)’l%ib) =0 (60) pois de dividir pela amplitude A, serd
|
1 85 1/65\° 1, .,
(i + 5 () 45 @) 60 + U6l )+ =0 (62)

Esta é uma equacao tipo Hamilton-Jacobi modificada
pelo potencial quantico, dado pelo tltimo termo. Ve-
mos que somente este termo vai depender da regular-
1zacao e ordenamento, ja que os outros termos desta
equag¢ao estao bem definidos. Segundo a forma nao reg-
ulada dada na Eq (59), Q resulta:
2 2
oo LI B4 .
v2A6p(x)?

A outra equagao, que sal reordenando a parte imagi-

naria, é

L 6A? 609%%)__0 o
5 I (64)

v

Notamos que na interpretacao de Bohm-de Broglie
as variaveis canonicas existem independentemente da
observac¢ao, e, como vimos na secao 1, a evolucao das
coordenadas canonicas ¢ e X é obtida das relacoes
guia de Bohm, dadas por:



_65(¢, X7)
o= =55 (65)
85(4, X
r, = G2 (66)

Dados os valores iniciais do campo ¢(to, #%) e das
varidveis cinematicas X®(to, z%) numa hipersuperficie
inicial 2% = ¢y = cte, podemos integrar estas equacdes
de primeiro ordem e obter assim as trajetérias bohmi-
anas, isto é, os valores do campo ¢(t, #%) e das X (¢, z')
para todo valor do parametro¢. A evolucao desses cam-
pos sera differente da classica devido a presenca do po-
tencial quantico na Eq. de Hamilton-Jacobi da teoria
de Bohm-de Broglie, Eq. (62). Como sabemos, o limite
classico é obtido exigindo-se que @ = (0. Neste caso o
funcional S é solucao da equagao de Hamilton -Jacobi
classica, e sabemos que ao integrar as equagdes (65) e

2

v

O potencial quantico @ resulta ser uma densidade
escalar de peso 1. Isto pode ser visto considerando a

0.5 1 &S

Q= 7(’”5}(&@) 3055+

Lembramos que v = Vh é uma densidade escalar de
peso 1, e que a fase S é um invariante perante trans-
formacgoes gerais de coordenadas na hipersuperficie
(isto resulta do vinculo super-momento aplicado a ¥,
Eq.(60)). Entao &—Sa é uma densidade vetorial, que es-
tando contraida com o vetor normal, resulta em uma
densidade escalar de peso 1. Para o segundo termo us-
amos o mesmo raciocinio e o terceiro é obviamente uma
densidade de peso 1. Assim @ é uma soma de densi-
dades escalares de peso 1, e portanto ele também é.
Podemos escrever a Eq.(67) da seguinte forma

H+Q=0 (69)

onde H é o super-hamiltoniano classico dado por (50 ).
Entao, o super-hamiltoniano quantico ou de Bohm vai
ser:

Ho=H+Q (70)

O hamiltoniano que gera as trajetorias bohmianas, uma
vez satisfeitas inicialmente as relacdes guia (65) e (66)
sera:
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(66), as solu¢des que se obtem representam um campo ¢
evoluindo num espaco-tempo de Minkowski. Isto segue
do fato de que os vinculos da teoria classica satisfazem
a algebra de Dirac (46) (47) (48) com ¢ = —1. Mas,
se o potencial quantico nao é zero, entao S é solugao
da equacao de Hamilton-Jacobi modificada (62) e, por-
tanto, nao podemos assegurar que a solu¢ao obtida para
¢4 represente todavia um campo num espaco tempo de
Minkowski. Os efeitos quanticos poderiam quebrar a
invariancia de Lorentz e modificar assim a causalidade
einsteniana da relatividade especial. Entao pergunta-
mos: qual tipo de estrutura correspondera a este caso?.
Para encarar esta questao vamos re-escrever a teoria de
Bohm-de Broglie, que estd formulada usualmente em
termos da equagao de Hamilton-Jacobi, numa forma
Hamiltoniana.

As relacdes de Bohm (65) (66) permitem escrever
(62) na forma:

(v 3 30 (W @16 0000, + U602 ) ) +@ =0 (67)

expresao para Q que se obtem da equacao de Hamilton-

Jacobi modificada, Eq.(62)

Hg = /d% [NHQ + NiHi] : (71)

Isto pode-se ver notando que as relacoes guia sao consis-
tentes com os vinculos Hg ~ 0 e H; ~ 0, pois S satisfaz
(60) e (62). Ademais elas sdo conservadas na evolugéo
gerada pelo hamiltoniano (71). Vamos mostrar isto.
Escrevemos primeiramente as relagbes de Bohm (65)
(66) de uma forma adaptada ao formalismo hamiltoni-
ano, a saber

65

P, =1, — —=0, 2
oX« 0 (72)
65

<I>¢E7T¢—%%O. (73)

A conservacao no tempo das relagoes de Bohm sig-
nifica que @5 = {®4, Ho} =0 e &, = {®,, Hg} = 0.
Isto por sua vez equivale a provar que os parénteses
de Poisson com os vinculos Hg e H; se anulam.

Calculemos entdo {®y4, Hgt, {Pa,Haol, {Ps, Hi}t e
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{®,,H;}. Para simplificar a nota¢io, definimos W =
R (z)g(x) i¢(x) ; + U(é(x)), de modo que o hamilto-

niano quantico se escreve

05 1

{@s(y), Ho(x)} :{Ha Tsxa'y,

“ww e

onde o primeiro termo do lado direito desta equacao
respresenta a derivada funcional com rela¢do a ¢(y), do
lado esquerdo da da equagao de Hamilton-Jacobi mod-
ificada, Eq (62). Por tanto é identicamente zero. O
segundo termo do lado direito resulta ser fracamente
zero em virtude da relagdo de Bohm (73). Temos entéo

{@a(y), Holx)}

1 éu° o1 1 sp~1t

L _ B, _ L v~
voxa(y) 1 exXo(y)” e 26X(y)

onde o primeiro termo do lado direito desta equacao
respresenta a derivada funcional com relagdo a X“(y),
do lado esquerdo da equacao de Hamilton-Jacobi mod-
ificada, Eq (62), sendo, portanto, identicamente zero.
Os outros termos sao fracamente zero em virtude das
relagdes de Bohm (72) (73).

Para calcular os parénteses de Poisson que envolvem
o vinculo super-momento usamos o fato de que este
é gerador de transformacoes espaciais de coordenadas.
Temos que, sendo S um invariante, entao ®, é uma
densidade vetorial e ®; uma densidade escalar. Por-
tanto temos

{@4(y), Hi(2)} = —Py(2)0:é(y, 2) = 0, (78)

1@a(y), Hi(x)} = @i(2)0ad(y, ¥) — Paly)did(y,z) = 0.
(79)

Combinando estes resultados obtemos

Dy = {®y, Ho}t~ 0, (80)

1 1 1
HQ =H + Q = ; (VQHQ + §7T¢2 + §V2W)+Q (74)

Calculando temos

1 1
veIl, + —7T¢2 + —VZW)—I—Q}I

2 2
) %Vzw)w} - s (75)
|
que

(@40 Ha()) = —5 oz belm) 20 (70)

Para o parénteses {®,(y), Ho(x)} temos

-~

5)(65;@ *3 (522))2%”2@ +Q}

68 1 828
P + 2%%) ————®,~ 0 (77)

v 8h(x)6 X (y)

®, ={P,, Ho} ~0. (81)

Ou seja, as relagoes guia de Bohm sao conservadas.

Dado que o potencial quantico nao depende dos mo-
mentos, temos que as definicoes dos momentos em ter-
mos das velocidades continuam sendo as mesmas do
caso classico:

¢;:{¢aHQ}:{¢aH}a (82)

Xe ={X® Ho}={X H}. (83)

Expressamos a teoria de Bohm-de Broglie em forma
hamiltoniana, e estamos interesados em estudar que
tipo de estrutura vai corresponder a evolucao bohmi-
ana gerada pelo hamiltoniano (71). Os vinculos H; & 0
e Hg ~ 0 devem se manter no tempo para que a teoria
resulte consistente. A consisténcia da teoria equivale
a que os vinculos tenham parénteses de Poisson fraca-
mente zero entre eles. No contexto do trabalho de Teit-
elboim explicado na secao 11, vamos analizar a algebra
satisfeita pelos vinculos H; = 0 e Hg ~ 0. O parénteses
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de Poisson {H;(x), H;(y)} satisfaz a Eq. (35) ja que o
H; de Hg definido na Eq. (71) é o mesmo que na teo-
ria cldssica. Da mesma forma, {H;(z), Ho(y)} satisfaz
a Eq. (34) pois H; é o gerador de transformagdes espa-
ciais de coordenadas, e como Hg ¢ uma densidade es-
calar de peso 1 pois ) é uma densidade escalar de peso
1, entao ele deve satisfazer esta relacao de colchetes
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de Poisson com H;. O que resta ser verificado é se o
colchete de Poisson {Hqg(z), Ho(y)} fecha e se é como
na Eq. (33). Vamos ver que efetivamente este colchete
resulta fracamente zero independentemente do poten-
cial quantico. Este fato significa que a teoria é consis-
tente para qualquer @ e, portanto, para qualquer es-
tado. Assim,

{He(z), Ho(y)} = {H(x), H(y)} + {H(2), Q(y)} +{Q(x), H(y)} . (84)

Da equagao (62) podemos escrever o potencial quantico

1/ . 65 138S
- ( xo() 250

Substituindo esta tltima na Eq.(84) e usando as
relagdes guia de Bohm dadas por (72) (73) encontramos

2_1_51/2

COIMo:

(W9 @pote) 000 + U6t ) (55)

que

625

{Ho(x), Holy)} =

1
v(z)v(y) <<6¢>(y) 6p(z)09(y)

_|_
825

v*(y)

825

v(x)

O lado direito desta equacao é fracamente zero em
virtude das relagdes de Bohm (72) e (73).

Vemos, portanto, que a interpretacao de Bohm-de
Broglie de um campo escalar num fundo de Minkowski,
é uma teoria consistente. Mas a algebra dos vinculos
nao fecha necessariamente segundo a algebra de Dirac.
Isto vai depender da forma do . Se o potencial
quantico quebra a algebra de Dirac entao, de acordo
com o trabalho de Teitelboim sintetizado na secao
anterior, a estrutura do espaco-tempo de fundo vai
ser modificada, nao serd mais Minkowski. Isto sig-

W) Dy(y) +v*(y)

528 6S
X (5)50() ) (@) (6¢<x> OGN

svP () 0 6UP(y) N
P a(0) — () fa (1) ) (36)

nifica que a invariancia de Lorentz serd quebrada.
Uma situagao andloga é mostrada no caso da ge-
ometrodinamica quantica, onde o potencial quantico vai
determinar a estrutura quantica do Universo [1] [2]. A
seguir mostraremos que ja o estado de vacuo do campo
escalar livre produz um potencial quantico que quebra
a algebra de Dirac. O calculo deste potencial quantico é
presentado no apendice A, onde estudamos um campo
escalar livre num espacgo-tempo de Minkowski. Al é
mostrado que o potencial quantico para o estado de
vacuo é

Q= —%/d?’X(/dSY(;li];ka cosk.(X —Y)¢>(Y))2+%/d3)(/d3kw (87)
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que escrevernos como
Q= / BXFX6), (88)
|

11

onde f é uma funcio de X e um funcional de ¢ dado
por

f= —% (/ d?’YdS—kwk cos{k.(X — Y)}qf)(Y))z—l—%/dBkwk : (89)

@rp?

Escreveremos f como

f=—-B?+ Ey, (90)

onde

N 3., Pk
B= §/d mek cos{k . (X =Y)}o(Y), (91)

Ey = %/d?’)(/d?’kwk (92)

Pasando as coordenadas da hipersuperficie #* temos

Q= / B (X (1), 6), (93)

; ; _ 1, ,abcdX'aXx’ax*
sendo J o jacobiano J = 316 k€Y ST Gt B As-

sim, o Q (a densidade) que entra no super-hamiltoniano
quantico Eq. (70) serd:

Q= Jf(X'(«),0) (94)

Calculemos o parenteses de Poisson {Ho (), Hqo(y)}-
Temos

{Heo(z), Ho(y)} = {H(x), H(y)} + {H(2), Q(y)} +{Q(z), H(y)} =

Hi(x)&'é?’(x, Y)

onde os dois primeiros termos do lado direito sao ex-
atamente aqueles que aparecem na algebra de Dirac
FEq.(33). Portanto, para que a dlgebra de Dirac se man-

{H(2), Q(y)} +{Q(2), H(y)} =

vix

e o lado direito desta equagdo é evidentemente % 0
(fracamente diferente de zero). Assim a dlgebra de
Dirac nao é satisfeita neste exemplo particular. Isto
estd nos dizendo, no contexto geometrodinamico do

trabalho de Teitelboim ja discutido, que as trajetérias

y(y) f(y)€ajk€

ve(z)

J(y) d3k
2ﬂ7"¢3(1‘/)/ ka cosk.(X(y) —x)—2

= H ()06 (y, ) + {H(x), Q()} + {Q(x), H(y)} (95)

tenha, é necessdrio que {H(z), Q(v)} + {Q(x), H(y)}

seja fortemente zero. Entretanto,

ape OXT OX* 06(y, x)
Oyp 0y.  Ova
ape OXT OXF* 06(2, y)
Oz Oz, Oz,

%wk cosk.(X(x)—y) (96)

f(@)eajre

bohmianas estao gerando uma estrutura que nao cor-
responde a um campo relativistico no espago-tempo de
Minkowski. Em outras palavras, mostramos a quebra
da invariancia de Lorentz da teoria em termos da que-
bra da dlgebra de Dirac dos vinculos. Ressaltamos que
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a invariancia relativistica é perdida a nivel de eventos
individuais. As propriedades observaveis do campo sao
basicamente estatisticas e estao contidas nos valores es-
perados dos operadores

<wlAlws= [waganeps  on)

os quais continuam sendo invariantes. Enquanto a in-
variancia dos eventos individuais pode em geral ser que-
brada, como vimos explicitamente no exemplo acima, a
relatividade especial val ser verificada nos experimen-
tos que testem e confirmem o formalismo probabilistico.
A invariancia Lorentz é um efeito estatistico [5] [15].
Salientamos que os resultados obtidos neste trabalho

1/ ., 60 ,1
Z(‘Zh” 5X°(x)

O funcional ¥ nao depende do rotulamento da hiper-
superficie, j4 que, como foi visto, é invariante perante
transformacoes espaciais de coordenadas. Entao pode-
mos escolher as coordenadas x na hipersuperficie como
sendo as de Minkowsi ° = X?. As hipersuperficies
serdo descritas em forma desparametrizada por X° =
X9(X") e o funcional de onda W(4(X), X%) se escreve
U = U(¢(X), X°(X?)). Podemos escolher uma familia
de hipersuperficies plana uniparamétrica, de modo que
XO(Xi):Tcom—oo<T<ooe%:0. O fun-
cional ¥ = W(¢(X), X°(X?)) sob esta familia de hiper-
superficies é agora um funcional de ¢(X) que depende

de T como um parametro ¥ = ¥(¢(X),T). Temos
entdao para a derivada temporal
o —/d?’X U 9XY(X)
ar §X0(X) orT
5w
= [dX?—— 99
] s (#9)

Com estas defini¢des, v, dado na Eq. (52), tem com-
ponentes vp = —1,1; = 0. (¢® = 1). Substituindo tudo
isto na equacdo (98) temos:

L 0¥(9,1) 3y L , 87 2
w8l - [exi[-wswor o) wen
(100)
que é a equacao funcional de Schrodinger para o campo
escalar ¢ no potencial U(¢). Esta equacdo tem prob-
lemas de regularizagao, ja que o operador de derivacao
funcional esta aplicado no mesmo ponto. Acima ela
esta escrita em forma nao regularizada. Ela deve, por-
tanto, ser regularizada e em seguida ser escolhido um

ordenamento que deixe a teoria livre de anomalias. As
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nao dependem de se ter assumido dimensao 4 e sao
validos para um espaco-tempo de Minkowski de qual-
quer dimensao n > 2.

Apéndice A — A quebra da invariancia de
Lorentz

Aqui vamos mostrar de outra manera que a invariancia
de Lorentz é quebrada a nivel de eventos individu-
ais, segundo a interpretacao de Bohm-de Broglie da
teoria de campos no espaco-tempo plano, estudada
na secao 2. Para mostrar isto vamos primeiramente
desparametrizar a teoria, isto é, voltar as coordenadas
de Minkowski. Partimos da Eq.(59)

(98)

solucoes desta equacao regularizada serao interpretadas
segundo Bohm-de Broglie. Escrevendo o funcional de
onda na forma polar ¥ = Aexp(iS/h), e substituindo
na Eq. (100), obtemos:

o5l / d3X[<6S)2+(V¢)2 + U(qs)] +Q(6,T) =0,

ar 59
(101)
HA2 50 0 [ 268\
WJF/CZ X%<A %)_0, (102)
onde
§2A
Q(¢) = —hzi/d?’XW, (103)

é o correspondente potencial quantico, que depende da
regularizacdo e ordenamento escolhido na (100). Acima
ele esta escrito em forma nao regularizada. A primeira
equacao Eq.(101) é interpretada como uma equagao de
Hamilton-Jacobi que governa a evolugao de certa con-
figuracao inicial do campo no tempo, a qual vai ser
diferente da classica devido a presenca do potencial
quantico. A Eq. (102) é uma lei de conservacdo que
justifica a suposicao de que, a tempo T', A2D¢ é a prob-
abilidade de que o campo ¢ esteja num elemento de
‘volume’ D¢ ao redor da configuracio ¢(X) para todo
X. A notacao D¢ significa o produto infinito Hxd¢
dos elementos de volume do campo d¢ para cada valor
de X. O funcional pode-se supor normalizado:

/|\IJ|2D¢> =1

A evolucao quantica pode ser obtida integrando-se a
relacao guia de Bohm, dada agora por

(104)



CBPF-NF-054/00

I, =

d¢ _ 6S[¢(X), T]
e (105)

IT = oa(X) le¥=ex)

13

uma vez dada a configuragio inicial ¢o(X). A equacio
de movimento da coordenada ¢ pode se obtida tomando
a derivada funcional da equagao de Hamilton-Jacobi
modificada (101). Temos

(i) o s (5) oo S g =0
|

e usando que 32 = LI ¢ denotando ¢ = 5% segue que

|
g—;‘i d3y¢(y)6(5)‘z%) —|—/d3YV¢>.V6(X,Y) 1/d3 gg(((/); + 6Q(f ? =0 (107)

|

O segundo termo do lado esquerdo é nulo ja que 52 = classica:

0, entdo, integrando por partes e desprezando um termo O¢(X,T) +m?¢(X,T)=0. (111)

de fronteira

ek oU(¢)  6Q(e,T) _
577 -V + < /d?’YM)(X) + 56 () =0, (108)
que podemos escrever
R q/) 6QIB(X),
(109)

onde O = —0,0". No caso de um campo escalar livre
temos U(¢) = m?¢?, e esta tltima equagao se reduz a

]
lo(x)=0(x,7)
(110)

Esta equacao, é a versao quantica da equacao de onda

O6(X,T) +m?¢(X,T) =

Q=

O ultimo termo é a energia do vacuo. Derivando fun-
cionalmente esta expressao com respeito a ¢, tendo em
conta que a energia do vacuo nao depende funcional-
mente de ¢ e usando que ([16] cap.10)

/dSXg(Z,X)g(X,Y) = %(—v2+m2)5(z,y), (115)

_% / dsx(/ d3Y(;lﬂ_];3wk cos{k.(X = Y)}4(Y))?

A ”for¢a quantica” que aparece no lado direito de (109)
é responsavel por todos os efeitos quanticos da teoria.
Vamos mostrar que ja o estado de vacuo do campo
escalar livre produz um potencial quantico que quebra
a invariancia Lorentz dos campos. A solucao para o
estado de vacuo da equacdo (100) no caso livre, estd

dada por ([16] cap. 10):

o6, T] = e EoT ne~ fd3Xd3Y¢(X)g(X,Y)¢(Y) (112)

onde
’ 2/ (27)3
ewyp = vk +m?2

Calculando a amplitude de (112) e usando (103), o
potencial quantico fica

(113)

+ %/d?’X/d?’kwk. (114)
|
segue que
Q
Forx) - Y Tme) o

Substituindo na equagido do campo ¢ (110) temos
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O¢(X, T)+m’¢(X,T) = (—V2+m2)¢(X)|¢<X>:¢Ex,T>)
117

a qual nao é uma equagao invariante de Lorentz.

Apéndice B — Célculo de {H(z),H(y)} no

caso da teoria de campos parametrizada

Apresentamos aqui o célculo de {H(z),H(y)} no
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hamiltoniano é dado por (50)

1 1 1 -
H= o (av® + 5m + 505 (06,6, + U(9)), (118)
que escrevemos, para simplificar, como

H=vtu, (119)

onde definimos

1 1 .
=0+ 573, + 51/2(]12](!5,2'(!5,]' +U(¢)).  (120)

caso da teoria de campos parametrizada. O super- Entao temos
|
[ HW)Y = e (), 1) + () (1(e), — ) +
v(x) v(y) v(x) v(y)
S W) (121)
|
Utilizando o fato de que ;;(Cxﬂ((z)) = —;;i((xy)), que vem reito desta equacao se anulam idénticamente. Usando

de (52), e as propriedades béasicas da §(x,y), é possivel
ver que cada um dos tltimos dois parénteses do lado di-

(M) MW} = 7
1

vi(x

d¢

MWy 5

Finalmente é possivel provar que o primeiro termo do

lado direito é igual a

axX* 0

_hij (y)Hoz (y) ay]' 6yi

(). H(y) = h () (Haw)

—h' (y) (Ha(y)

—)Ha(l‘)vﬁ ()

O 5y, ) + i () Ty (2) 22

8(y, x) (123)

0X? 0¢
0 T H¢>(l‘)@) 570 Y)

este mesmo argumento e o fato de que o potencial U(¢)
nao contem derivadas da métrica, a iltima equacao fica:

ovP(y) 0

—)Hﬁ(y)ya(y) X8 (x) Oy b(y, z)

31/“(1‘)i B
ox7oe
d¢
Oz

't
't

gé(x,y). (122)

X

e o segundo é igual a

axX* 0

+h (&) (x) 507 Do

8(x,y) (124)

onde novamente usamos a Eq. (52). Entao temos

0

H¢<y>§—j) o), (125)
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isto é,

(M) M) = H (2) 26, y) — H (4) 5y, 2) (126)

oxt
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