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RESUMO

Apresentamos uma revis~ao breve do formalismo lagrangeano para um campo escalar

real. Partindo da teoria de campos bidimensionais (1+1 dimens~oes), no limite est�atico,

encontramos uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem, formalmente an�aloga �a equa�c~ao

de Schr�odinger independente do tempo, cujos estados ligados s~ao deduzidos.

ABSTRACT

We present a review work of the Lagrangian formalism to a real scalar �eld. Starting

of the bidimensional (1+1 dimensions) �eld theory, in the static limit, we �nd a second

order di�erential equation formally analogous at time independent Schr�odinger equation,

whose bound states are deduced.
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I. INTRODUC� ~AO

Neste trabalho, fazemos uma introdu�c~ao �a teoria de campos sob o ponto de vista

cl�assico no espa�co-tempo quadrimensional da relatividade especial de Einstein [1,2]. Con-

sideramos somente o caso da teoria de campos governada por apenas um �unico campo

escalar real, o qual descreve part��culas bosônicas de carga el�etrica nula. O campo es-

calar complexo que descreve part��culas bosônicas carregadas n~ao ser�a investigado. Os

objetivos principais s~ao a dedu�c~ao de uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem, formal-

mente an�aloga �a equa�c~ao de Schr�odinger independente do tempo (equa�c~ao de Schr�odinger

para estados estacion�arios) e a an�alise das solu�c~oes solitônicas em teoria de campos no

espa�co-tempo bidimensional [(1+1)D] (uma dimens~ao espacial e uma temporal), ou seja:

� = �(x; t). Em (1+1)D, as solu�c~oes est�aticas, n~ao singulares, classicamente est�aveis

e de energia �nita �k(x), da equa�c~ao de movimento s~ao denominadas s�olitons ou kinks

[3{6]. No entanto, n~ao h�a uma �unica de�ni�c~ao para s�olitons, em geral, eles s~ao solu�c~oes

de equa�c~oes diferenciais n~ao lineares est�aticas [7].

Tais con�gura�c~oes podem ser topologicamente est�aveis ou inst�aveis [8]. Especi�ca-

mente vamos considerar o kink do potencial de po�co duplo (tamb�em denominado de

modelo �4), os quais s~ao topologicamente n~ao triviais e desempenham um papel muito

importante em fenômenos de tunelamento de sistemas quânticos bi-est�aveis e n~ao inst�aveis

[9]. S�olitons s~ao tamb�em muito importantes na investiga�c~ao de equa�c~ao de onda n~ao-

linear, como por exemplo, as equa�c~oes de Korteweg-de Vries e a equa�c~ao de Schr�odinger

n~ao-linear [10]. A estabilidade linear dos s�olitons �e examinada considerando utua�c~oes

discretas em torno da respectiva solu�c~ao solitônica. A equa�c~ao de estabilidade para o op-

erador de utua�c~ao �e formalmente uma equa�c~ao de Schr�odinger de estados estacion�arios.

As respectivas autofun�c~oes s~ao interpretadas como excita�c~oes quânticas de part��culas.

Para facilitar o entendimento deste trabalho por leitores de outras �areas de pesquisas

F��sicas, consideramos alguns detalhes do formalismo lagrangeano da teoria cl�assica de

campos, utilizando o princ��pio da m��nima a�c~ao, para deduzirmos a Equa�c~ao de Euler-

Lagrange (equa�c~ao de movimento ou equa�c~ao de campo).

Agora destacamos a motiva�c~ao para se estudar teoria quântica de campos (TQC)

em (1+1)D. Recentemente vem sendo bastante aplicado na F��sica conceitos e m�etodos
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de topologia. As considera�c~oes de natureza topol�ogica ganharam notoriedade pela sua

utiliza�c~ao na demonstra�c~ao da existência e estabilidade de solu�c~oes cl�assicas de modelos

de teoria de campos.

As con�gura�c~oes solitônicas, que recebem a denomina�c~ao particular de kink quando

utilizam-se modelos bidimensionais (espa�co-tempo em 1+1 dimens~oes) s~ao os objetos

principais de investiga�c~ao. Neste trabalho, por comodidade, estamos usando o sistema de

unidades natural bastante utilizado em teoria de campos, ou seja, �h = c = 1:

Um exemplo freq�uentemente citado na literaura cient���ca �e o da existência de correntes

topol�ogicas em modelos (1+1)-dimensionais que se conservam independentemente das

equa�c~oes de movimento (equa�c~oes de campo). Uma corrente desse tipo n~ao �e uma corrente

de Noether usualy. De fato, a densidade de corrente e a densidade de carga est�a inserida

no seguinte bivetor de�nido no espa�co-tempo, em 1+1 dimens~oes:

j
�
T = (j0; jx) = ���@��(�); (�01 = ��10 = 1; �; � = 0; 1); (1)

onde j0 = � representa a densidade de carga e j1 = jx representa a componente da

densidade de corrente unidimensional, ~j. Neste caso, vemos que a carga total associada

seria:

QT =
Z +1

�1
dx _j0T =

Z +1

�1
dx"01

@�(�)

@x
= �(�)�=+1 � �(�)j�=�1: (2)

Logo, a carga depende exclusivamente do comportamento assint�otico da fun�c~ao �(�) e,

por sua vez, do valor do campo escalar est�atico �(x) no in�nito. Na se�c~ao IV, analisamos

a carga topol�ogica para o kink do modelo ��4, correspondente ao potencial de po�co duplo.

Os modelos bidimensionais n~ao s~ao apenas um laborat�orio matem�atico e conceitual

para a F��sica Te�orica. Realmente, esses modelos s~ao menos complexos do que os modelos

de potenciais em 2+1 ou em 3+1 dimens~oes. Especi�camente, consideramos o potencial

de po�co duplo, o qual possui dois estados de v�acuo degenerados e uma simetria disc-

reta. Para resolvermos a equa�c~ao de movimento, no limite est�atico, usamos a condi�c~ao

de Bogomol'nyi, que transforma o problema de se resolver uma equa�c~ao diferencial de se-

gunda ordem em uma equa�c~ao diferencial de primeira ordem [11]. Tais teorias de campos

yO teorema da Noether ser�a considerado na se�c~ao V.
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bidimensionais possuem muitas aplica�c~oes. Uma delas refere-se a propriedade de condu-

tividade em pol��meros lineares como o poliacetileno [12]. As solu�c~oes solitônicas em geral

ocorrem em modelos de potenciais com quebra espontânea de simetria.

Este trabalho est�a organizado da seguinte maneira: Na se�c~ao II, vemos o formalismo

lagrangeano para teoria de campos em (3+1)D. Na se�c~ao III, abordamos os s�olitons em

teoria de campos bidimensionais, que s~ao denominados de kinks. Na se�c~ao IV, resolvemos

a equa�c~ao de estabilidade para os modos normais associados ao kink, a qual �e formalmente

an�aloga �a equa�c~ao de Schr�odinger [13{15] para o potencial de po�co duplo, cuja rela�c~ao com

a supersimetria em mecânica quântica [19{21,16] �e comentada. O teorema da Noether �e

sucintamente considerado na se�c~ao V. Na se�c~ao VI, apresentamos nossas conclus~oes.

II. ESTRUTURA MATEM�ATICA DO ESPAC�O-TEMPO

Nesta se�c~ao vamos fazer uma introdu�c~ao da nota�c~ao, no espa�co-tempo quadridimen-

sional, construindo alguns quadrivetores. Em quatro dimens~oes, podemos escrever as

coordenadas x�(� = 0; 1; 2; 3) para o quadrivetor posi�c~ao contravariante no espa�co-tempo

da relatividade especial (de Einstein) com a componente temporal x0 = ct e as coorde-

nadas espaciais xj(j = 1; 2; 3), isto �e, x1 = x; x2 = y; x3 = z no seguinte par ordenado

x� = (ct; ~x) ou x� = (t; ~x), onde c = 1 e ~x �e o vetor posi�c~ao no esp�co euclidiano tridi-

mensional [1]. Estamos usando a conven�c~ao de que os ��ndices gregos variam de zero a

três e os ��ndices ar�abicos variam de um a três. Vamos adotar tamb�em a conven�c~ao de

soma de Einstein, a saber, quando tivermos dois ��ndices repetidos sigini�ca uma soma no

respectivo ��ndice.

O "comprimento" invariante do quadrivetor posi�c~ao �e dado por

x2 = x � x = g��x
�x� = x�x

� = t2 � x2 � y2 � z2; (3)

onde o tensor m�etrico g�� �e uma matriz diagonal com os seguintes elementos

g00 = �g11 = �g22 = �g33 = +1

g�� = 0 se � 6= �: (4)
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Note que a Eq. (3) de�ne o tensor-m�etrico. A partir de (3) vemos que o quadrivetor

posi�c~ao covariante x� �e constru��do contraindo o tensor-m�etrico com o quadrivetor posi�c~ao

contravariante, isto �e,

x� =
3X

�=0

g��x
� � g��x

� = (t;�~x): (5)

Neste caso, o produto escalar de dois quadrivetores quaisquer pode ser escrito como:

a:b = a�b� = a�b
� = g��a

�b� = a0b0 � ~a:~b: (6)

Note que nesta equa�c~ao usamos a conven�c~ao da soma de Einstein, na qual os ��ndices

repetidos aparecem sempre aos pares, um covariante e um contravariante juntos signi�-

cando uma soma. E mais ainda, vemos que o produto escalar acima �e n~ao-euclidiano, pois

ele pode resultar em um valor negativo. Ao contr�ario, o m�odulo de um vetor j~aj = p~a � ~a �e
sempre positivo no espa�co euclidiano, onde o produto escalar, no sistema de coordenadas

cartesianas �e dado por ~a:~b = a1b1 + a2b2 + a3b3 = axbx + ayby + azbz.

Note tamb�em que o tensor m�etrico contravariante g�� satisfaz a seguinte condi�c~ao:

g��g�� = Æ�� (7)

onde Æ�� �e o delta de Kronecker Æ�� = 1 se � = �; e Æ�� = 0 se � 6= �. Das equa�c~oes (4) e

(5), obviamente vemos que g�� = g��.

As transforma�c~oes de Lorentz s~ao transforma�c~oes que mantêm invariantes o produto

escalar x�x
� no espa�co de Minkowski. As transforma�c~oes de Lorentz preservam a forma

das equa�c~oes de Maxwell, quando passamos de um referencial inercial para outro. Elas

s~ao dadas por uma transforma�c~ao linear entre os quadrivetores posi�c~ao x0� e x� de dois

referenciais inerciais, isto �e,

x� �! x0� = ��
�x

�; (8)

onde �; � = 0; 1; 2; 3: De acordo com esta equa�c~ao vemos que as transforma�c~oes de Lorentz

coloca as coordenadas espaciais e o tempo em mesmo p�e de igualdade, obedecendo a

mesma lei de transforma�c~ao, na relatividade especial (de Einstein). Nesta teoria �e postu-

lado que a velocidade da luz �e a mesma para todos os referenciais inerciais, o que resulta
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em x00 = ct0 e x0 = ct; ou seja, a velocidade da luz c tem o mesmo valor medido em ambos

referenciais. Portanto,

x0 = ct; x00 = ct00 ) (ct)2 � (x1)2 � (x2)2 � (x3)2 = (ct00)2 � (x01)2 � (x02)2 � (x03)2 (9)

�e invariante, isto �e, x0�x0� = x�x� �e um escalar de Lorentz, como hav��amos a�rmado acima.

Assim, todas as equa�c~oes da F��sica quando expressas em termos de um produto escalar

no espa�co de Minkowski s~ao ditas serem manifestamente covariantes.

As transforma�c~oes de Lorentz (8) podem ser escritas na seguinte forma matricial:

�0 = L�; (10)

onde � e �0 s~ao matrizes colunas, com os elementos sendo as componentes do quadrivetor

posi�c~ao contravariante x�, e L �e uma matriz 4x4 equivalente �a matriz constru��da pelos

coe�cientes ��
� da transforma�c~ao de Lorentz.

III. FORMALISMO LAGRANGEANO EM TEORIA DE CAMPOS EM (3+1)D

Agora, considere um sistema de part��culas em mecânica cl�assica com in�nitos graus

de liberdade, descrito pela lagrangeana L(qi; _qi), onde qi s~ao as coordenadas generalizadas

para i = 1; 2; 3 � � � [1].
Agora na passagem para teoria de campos, considera-se os campos classicamente como

coordenadas generalizadas onde, em lugar do ��ndice discreto i, temos um ��ndice cont��nuo

dado pelo vetor posi�c~ao tridimensional ~r = x~i+y~j+z~k, rotulando a nova vari�avel dinâmica.

qi(t) ! �(~r; t)

A lagrangeana L no espa�co-tempo quadridimensional (3+1)D (3 dimens~oes espaciais

e 1 temporal) �e dada por [1]:

L =
Z
d3~rL (�; @��) ; (11)

onde � = 0; 1; 2; 3 e L �e chamada de densidade de lagrangeana, que �e um funcional do

campo � e suas derivadas @��, de�nidas nas vizinhan�cas do ponto (~x; t). Neste caso, a
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lagrangeana descreve a teoria de campos chamada de teoria local. Neste trabalho, vamos

investigar a aplica�c~ao da teoria de campos local no espa�co-tempo bidimensional. Note

que a equa�c~ao (11) �e uma integral tripla, onde o elemento in�nitesimal de volume em

coordenadas cartesianas d3~r = dxdydz.

O funcional denominado a�c~ao �e de�nido por:

S[�] =
Z
Ldt =

Z t2

t1
dt

Z
d3~rL (�; @��) ; d3~r = dxdydz: (12)

Os quadrivetores derivadas parciais em rela�c~ao aos quadrivetores posi�c~ao contravariante

e covariante, respectivamente, s~ao dados por:

@� =
@

@x�
= (

@

@t
; ~r); @� =

@

@x�
= (

@

@t
;�~r): (13)

Da mesma forma que para uma part��cula, entre os quadrivetores �xos x�1 = (t1; ~r1)

e x�2 = (t2; ~r2) a evolu�c~ao cl�assica do campo deve ser tal que o Princ��pio de Hamilton

(princ��pio da m��nima a�c~ao) seja satisfeito, ou seja,

ÆS = 0)
Z t2

t1
dt

Z
d3~rÆL =

Z
d4xÆL = 0: (14)

Portanto, calculando a varia�c~ao da densidade de lagrangeana, obt�em-se:

Z
d4x

"
@L
@�

Æ�+
@L

@ (@��)
Æ@��

#
= 0: (15)

Como a opera�c~ao de varia�c~ao de um funcional comuta com a derivada parcial, isto �e,

Æ@�� = @�Æ�, obt�em-se:

Z
d4x

("
@L
@�
� @� @L

@ (@��)

#
Æ�+ @�

"
@L

@ (@��)
Æ�

#)
= 0: (16)

As condi�c~oes de contorno nas quais o campo deve se anular sobre a superf��cie muito

distante (no in�nito) e, por sua vez, com varia�c~ao nula na fronteira (onde o campo assume

valor �xo):

�! 0; j~rj ! 1) Æ�(1; t) = 0; Æ�jsuperf��cie = 0: (17)

Note que o �ultimo termo da equa�c~ao (16) n~ao ir�a contribuir, pois usando o teorema

da divergência, a integral do �ultimo termo ser�a proporcional �as varia�c~oes do campo sobre
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a superf��cie. Portanto, como Æ� �e uma fun�c~ao arbitr�aria de x�, a �unica maneira de (16)

ser satisfeita �e:

@L
@�
� @� @L

@ (@��)
= 0: (18)

Esta �e a equa�c~ao de Euler-Lagrange para o caso cont��nuo, ou seja, para um �unico campo

� = �(x�) = �(t; ~r), o qual pode ser um campo escalar real ou complexo, ou ainda um

campo vetorial.

A generaliza�c~ao para N campos �e �obvia,

@

@�i
L � @� @L

@@��i
= 0; (19)

onde i = 1, 2, ..., N. Neste caso, temos N equa�c~oes de Euler-Lagrange.

IV. CONSTRUC� ~AO DO OPERADOR DE FLUTUAC� ~AO DO KINK DO

MODELO DE POTENCIAL DE POC�O DUPLO

Em teoria de campos bidimensionais, de�nimos o kink como uma solu�c~ao est�atica, n~ao

singular e de energia �nita da equa�c~ao de movimento do campo.

A densidade lagrangeana L no espa�co-tempo bidimensional (1+1)D para um campo

escalar real � = �(t; x), �e dada por:

L (�; @��) = 1

2
@��@

��� V (�) (20)

com � = 0; 1. Esta densidade de lagrangeana tamb�em pode ser escrita na forma n~ao

covariante, lembrando-se que temos uma soma nos ��ndices repetidos:

L
�
�; _�; �0

�
=

1

2

�
_�2 � �02

�
� V (�): (21)

onde o ponto signi�ca uma derivada parcial em rela�c~ao ao tempo e o ap�ostrofo, derivada

parcial em rela�c~ao a coordenada de posi�c~ao x.

Substituindo a densidade lagrangeana acima na equa�c~ao de Euler-Lagrange, obt�em-se

a equa�c~ao de movimento para o campo �,

@2�

@t2
� @2�

@x2
+

d

d�
V (�) = 0; (22)
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a qual no limite est�atico ( _� = 0), torna-se:

d2�

dx2
=

d

d�
V: (23)

Esta equa�c~ao diferencial de segunda ordem pode ser n~ao-linear dependo exclusivamente

da forma do potencial. Desde que o potencial pode ser escrito como

V (�) =
1

2
U2(�) (24)

e multiplicando a Eq. (23) por �0, obtemos:

d

dx

"
�02

2
� U2(�)

2

#
= 0; (25)

onde estamos usando a regra da cadeia. Integrando esta equa�c~ao, obt�em-se uma equa�c~ao

diferencial de primeira ordem denominada, na literatura, de condi�c~ao de Bogomol'nyi

para a energia m��nima do kink (sinal negativo) ou anti-kink (sinal positivo), ou seja,

d�

dx
= �U(�) = �

q
2V (�): (26)

Neste est�agio, devemos destacar que a solu�c~ao desta equa�c~ao resolve tamb�em a equa�c~ao

de movimento que, no limite est�atico �e uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem nas

coordenadas de posi�c~ao. Isso simpli�ca bastante as repectivas dedu�c~oes do kink associado

a certo potencial (1+1)-dimensional. Neste caso, ao inv�es de se resolver uma equa�c~ao

diferencial de segunda ordem resolvemos uma equa�c~ao diferencial de primeira ordem.

Para veri�car se a solu�c~ao da equa�c~ao diferencial de primeira ordem �e tamb�em solu�c~ao da

equa�c~ao de movimento, basta o leitor derivar a condi�c~ao de Bogomol'nyi em rela�c~ao a x

e, usando a regra da cadeia, restaurar�a a equa�c~ao de movimento.

Integrando a condi�c~ao de Bogomol'nyi, obtemos:

x� x0 = �
Z �(x)

�(x0)

d~�

U(~�)
; (27)

onde x0 ser�a o centro do kink (sinal negativo) e do anti-kink (sinal positivo).

Considerando o caso do potencial de po�co duplo em (1+1)D, cujo potencial �e dado

por [3]:

V (�) =
�

2

 
�2 � m2

�

!2

) U(�) =
p
�

 
�2 � m2

�

!
; (28)
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onde � �e um parâmetro real que �e chamado de constante de acoplamento. O termo

quadr�atico em �, em geral, �e interpretado como termo de massa (V = 1
2
m2�2 como, por

exemplo, na lagrangeana de Klein-Gordon). Note, contudo, que o sinal desse termo, no

potencial de po�co duplo, �e negativo. Portanto, a priori, m n~ao pode ser encarado como

massa, mas como parâmetro.

De acordo com o c�alculo diferencial, para encontrarmos os valores de m�aximo e m��nimo

do potencial, devemos derivar V (�) em rela�c~ao a � e igualar a zero, de modo que obtemos:

V 0(�) =
d

d�
V (�) = 2�

 
�2 � m2

�

!
� = 0; (29)

isto �e,

 
�2 � m2

�

!
= 0) �v1 = +

mp
�
; �v2 = �

mp
�

(30)

ou

�v3 = 0: (31)

Note que somente dois desses três valores para o v�acuo do potencial de po�co duplo s~ao

raizes da equa�c~ao (28), isto �e, V (�v1) = V (�v2) = 0. De fato em geral, o potencial se

anula nos estados cl�assicos de menor energia, o que nos permite deduzir imediatamente os

valores do campo no v�acuo. A derivada segunda de V (�) nos diz se os pontos encontrados

s~ao de m�aximo ou m��nimo, ent~ao, derivando novamente em rela�c~ao a �, temos:

V 00(�) = 6�2�� 2m2: (32)

Portanto, obtemos:

V 00(�v1) > 0; V 00(�v2) > 0 e V 00(�v3) < 0: (33)

Neste caso, a densidade de energia potencial tem dois m��nimos degenerados, que s~ao os

estados de v�acuoz, quando � = � mp
�
. Por outro lado, como V 00(�v3) < 0, ent~ao o potencial

tem um m�aximo em � = 0. Note que, impondo V (�) = 0 obter��amos os estados de v�acuos.

zEm teoria de campos, o estado de menor energia �e denominado de v�acuo.
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De fato, em teoria de cl�assica de campos, o campo de menor energia �e aquele que anula

o potencial. Agora, estamos em condi�c~oes de esbo�carmos a curva da energia potencial, o

qual est�a na �gura I, no �nal deste trabalho.

O c�alculo da solu�c~ao solitônica. Relacionando as equa�c~oes (26) e (28), utilizando a

condi�c~ao de Bogomol'nyi com a constante de acoplamento (�) n~ao nula, o kink (sinal

positivo) ou o anti-kink (sinal negativo) pode ser explicitado da seguinte forma:

�(x) = � mp
�
tgh[m(x� a)]; (34)

onde a �e a constante de integra�c~ao que representa o centro do kink, isto �e, o kink �e

centrado no ponto x = a. Na teoria cl�assica, a pode ser feito igual a zero. O gr�a�co do

kink est�a plotado na �gura II, no �nal deste trabalho.

No modelo de potencial considerado aqui existem quatro setores topol�ogicos, gerando

dois espa�cos �1 e �2 contendo os estados de v�acuos �1 e �2 e dois espa�cos �3 e �4 contendo

o kink e o antikink. A uni~ao dos dois espa�cos f�1 : � ! �1 quando x ! �1g U

f�2 : � ! �2 quando x ! �1g U f�3 : � ! �1 quando x ! 1 e � ! �2 quando

x ! �1g U f�4 : � ! �2 quando x ! 1 e � ! �1 quando x ! �1g, fornece
o conjunto de todas as con�gura�c~oes de campos de energia �nita em um tempo �xo.

Realmente, assumindo que o kink est�a centrado na origem, isto �e fazendo a = 0 na

Eq.(34), a densidade de energia do kink do potencial de po�co duplo

E(x) =
1

2
�0k

2
+ V (�k) =

m4

�
sech4(mx) (35)

nos fornece uma energia �nita e localizada, a massa do kink, tamb�em chamada de massa

cl�assica da pseudopart��cula:

Mcl =
Z +1

�1
E(x)dx =

4m3

3�
; (36)

onde usamos a seguinte integral inde�nida
R
sech4(y)dy = tgh(y)� 1

3
tgh3(y): Note que a

massa do kink cresce inde�nidamente quando � se aproxima de zero. Logo, n~ao podemos

efetivar a teoria de perturba�c~ao na constante de acoplamento �. O kink �e, essencialmente,

um fenômeno n~ao-perturbativo. No entanto, a estabilidade cl�assica do kink est�a assegu-

rada considerando pequenas perturba�c~oes ao redor da solu�c~ao est�atica, cujo procedimento

nos fornece o operador de utua�c~ao, ou seja,
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�(x; t) = �(x) + �(x; t); (37)

onde �(x) �e a solu�c~ao est�atica que representa o kink e �(x; t) �e uma utua�c~ao em torno

desta solu�c~ao. Para linearizar a equa�c~ao de movimento, a utua�c~ao �e considerada em

em ordem mais baixa, isto �e, at�e a ordem linear. Assim, substituindo a equa�c~ao (37)

na equa�c~ao de Euler-Lagrange, ap�os expandirmos o potencial em s�erie de Taylor at�e a

primeira ordem em �, obtemos:

@2�(x; t)

@t2
� @2�(x; t)

@x2
+
@2V

@�2
j�(x)�(x; t) = 0: (38)

Sabemos que a solu�c~ao cl�assica �(x) �e est�atica, o que nos permite escrever

G(x) � @2V

@�2
j�=�(x); (39)

sem dependência expl��cita do tempo.

Agora, expandindo a utua�c~ao em termos de modos normais, podemos reescrevê-la

na forma

�(x; t) =
X
n

�n�n(x)e
i!nt; (40)

onde �n �e escolhido de modo a deixar �n real. Neste caso, obtemos:(
� d2

dx2
+G(x)

)
�n(x) = !n

2�n(x) (41)

ou

ÔF�n(x) = !n
2�n(x); ÔF = � d2

dx2
+G(x) (42)

onde

G(x) = 6��2(x)� 2m2: (43)

Note que ÔF �e um operador de utua�c~ao do tipo do hamiltoniano que aparece em mecânica

quântica n~ao-relativ��sitica. Devemos destacar que estamos fazendo uma abordagem

cl�assica, mas obtemos os estados excitados governados formalmente por uma equa�c~ao

de Schr�odinger independente do tempo para uma part��cula no potencial G(x). Logo, sub-

stituindo a express~ao da solu�c~ao kink dado pela Eq. (34), obtemos a energia potencial da

pseudo-part��cula, a saber,
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G(x) = m2[4� 6sech2(mx)]; (44)

a qual nos fornece a seguinte equa�c~ao de utua�c~ao:(
� d2

dx2
+m2[4� 6sech2(mx)]

)
�n(x) = !2

n�n(x): (45)

Na referência [13], encontramos uma equa�c~ao de Schr�odinger para uma energia poten-

cial que generaliza o termo de potencial da equa�c~ao de estabilidade. Fazendo a mudan�ca de

vari�aveis z = mx) d2

dx2
= m2 d2

dz2
: Portanto, comparando a nova equa�c~ao na nova vari�avel

deduzida de (45) com a equa�c~ao diferencial de segunda ordem (12.3.22) da referência [13],(
� d2

dz2
+ vcosh(2�) + vsenh(2�)tgh(z)� v cosh2(�)sech2(z)� �

)
 = 0; (46)

obtemos as seguintes correspondências:

i)  = �n(x),

ii) �� + v cosh 2� = 4� !2
n

m2 ,

iii) v cosh2(�) = 6,

iv) senh(2�) = 0,

onde o lado esquerdo pertence �a equa�c~ao da referência [13] e o lado direito foi obtido de

nossa equa�c~ao.

Os autovalores (�) da equa�c~ao de Schr�odinger da referência [13], p�agina 1653, s~ao

dados por

� = v cosh(2�)�
2
4
s
v cosh2(�) +

1

4
� (n +

1

2
)

3
5
2

� v2senh2(2�)hq
v cosh2(�) + 1

4
� (n + 1

2
)
i2 ; (47)

onde n = 0; 1; :::; <
hq
v cosh2(�) + 1

4
� 1

2
�
q

1
2
vsenh(2�)

i
: Conseq�uentemente os modos

normais da equa�c~ao de estabilidade do kink est~ao associados aos seguintes autovalores:

!2
n =

8><
>:4�

2
4
s
6 +

1

4
�
�
n +

1

2

�35
2
9>=
>;m2; (48)

onde n = 0; 1; � � � ; <
q
6 + 1

4
� 1

2
= 2. Logo, temos somente dois estados ligados:

o estado fundamental com o autovalor !2
0 = 0 associado �a autofun�c~ao normaliz�avel

�0(x) = c0sech
2(mx) e um estado excitado com o autovalor !2

1 = 3m2 associado �a auto-

fun�c~ao tamb�em normaliz�avel �1(x) = c1senh(mx)sech
2(mx). Obviamente, notamos que
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os modos normais satisfazem a condi�c~ao que garante a estabilidade linear do kink do

potencial de po�co duplo, a saber !n
2 � 0.

As constantes de normaliza�c~ao s~ao determinadas por:

Z +1

�1
dx�2i = 1; (i = 0; 1)) c0 =

 p
3m

2

!
; c1 =

1

2

�
3m

2

�1=2
:

Note que impomos a condi�c~ao de normaliza�c~ao sobre as autofun�c~oes �i, mas se essas

integrais fossem divergentes as solu�c~oes da equa�c~ao de estabilidade n~ao seriam aceitas

�sicamente.

Agora faremos uma an�alise da estabilidade linear para um potencial gen�erico que

envolve o potencial do po�co duplo. De fato, mostraremos que a estabilidade linear do

kink �e sempre garantida quando o potencial for positivo, ou seja, da forma dada por

V (�) = 1
2
U2(�). De�nindo

A = �0(x)

 
� d

dx

!
1

�0(x)
) A = � d

dx
+ F (x)

F (x) =
d

dx
`n (�0(x)) =

�00

�0
; (49)

�e um bom exerc��cio mostrar que o operador hamiltoniano de utua�c~ao tipo-Schr�odinger

da equa�c~ao de estabilidade pode ser escrito em termos de dois operadores diferenciais de

primeira ordem, isto �e,

ÔF = AyA = � d2

dx2
+ V 00(�k); (50)

onde as duas linhas em V signi�cam derivada de segunda ordem em rela�c~ao a � tomando

valores em � = �k(x): Em particular, no caso do potencial de po�co duplo, vemos que

V 00(�k) �e dado pela Eq. (43) ou Eq. (44).

Agora, como os operadores A� s~ao mutuamente adjuntos �e f�acil de mostrar que !2 � 0,

ou seja, o valor esperado de !2 �e dado por:

< !2 >=< �jAyAj� >= (Aj� > j)2 � 0: (51)

Portanto, provamos a estabilidade linear cl�assica para qualquer potencial positivo.

Al�em do mais, note que o modo zero satisfaz a seguinte condi�c~ao de aniquila�c~ao:

A��0(x) = 0) d�0
dx

= F (x)) �0 / d�
dx
:
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A fatoriza�c~ao para o operador de utua�c~ao em termos do produto de dois operadores

diferenciais mutuamente adjuntos est�a na forma de um companheiro supersim�etrico da

t�ecnica alg�ebrica de supersimetria em mecânica quântica [19]. Uma aplica�c~ao bastante in-

teressante que gostar��amos de registrar �e a realiza�c~ao da �algebra graduada de Lie da super-

simetria com con�gura�c~oes topol�ogicas, que tem sido destaque na literatura cient���ca para

ambos casos de sistemas relativ��sticos, envolvendo dois campos escalares reais acoplados

[20] e um �unico campo escalar real [17,21]. Recentemente foi realizado um trabalho sobre a

conex~ao de setores topol�ogicos de con�gura�c~oes kinks de dois campos reais acoplados com

uma rede hexagonal regular, marcando o plano sem supersimetria. As três jun�c~oes que

aparecem no modelo de potencial de dois campos escalares reais acoplados com simetria

Z(3) permitiu construir uma rede de defeito na forma de uma rede hexagonal [22].

Para maiores discuss~oes sobre as interpreta�c~oes da equa�c~ao de Schr�odinger da mecânica

quântica n~ao-relativ��stica veja as referências [14{16].

V. TEOREMA DE NOETHER

Analogamente ao caso da part��cula de�ne-se o parêntese de Poisson para dois fun-

cionais dos campos bosônicos � e �, como sendo:

fR;Zg = @R

@�

@Z

@�
� @R

@�

@Z

@�
; (52)

onde

R = R(�; �); Z = Z(�; �) (53)

e � �e dado por:

� = �(~r; t) =
@L

@@0�(~r; t)
(54)

�e o campo canônico conjugado a �. A evolu�c~ao temporal de um funcional que n~ao depende

explicitamente do tempo Z = Z(�; �) pode ser escrita em termos do parêntese de Poisson

de tal funcional com a hamiltoniana

H =
Z
d3~rH =

Z
d3~rf�@0�� L(�; @��)g; (55)
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ou seja,

dZ

dt
= fZ;Hg = �fH;Zg; (56)

onde temos usado as equa�c~oes de Hamilton, a saber,

� =
ÆH

Æ�
; � = �ÆH

Æ�
:

Por conseguinte, quando o parêntese de Poisson de Z com H for nulo, o funcional Z

ser�a uma constante de movimento se Z n~ao depender explicitamente do tempo.

O teorema da Noether �e um dos teoremas mais belo da F��sica cl�assica, ele estabelece

que para cada simetria cont��nua da lagrangeana ou da a�c~ao, que preservam as mesmas

formas das equa�c~oes de campo, implica numa lei de conserva�c~ao. No caso da supersimetria

a lagrangeana �e n~ao-invariante, enquanto que a a�c~ao �e invariante sob as transforma�c~oes

de supertransla�c~oes no espa�co-tempo.

No caso de um campo escalar sem supersimetria, vemos que uma varia�c~ao da densidade

de lagrangeana resulta em:

ÆL = @�

(
@L

@ (@��)
@��

)
��: (57)

Como exemplo, considere uma transla�c~ao in�nitesimal no espa�co-tempo, dada por:

x� ! x0� = x� + �� ) Æx� = x0� � x� = ��; ÆS[�] = 0; (58)

onde �� �e um quadrivetor muito pequeno. Veremos que a transla�c~ao no espa�co gera a

conserva�c~ao do momento linear e a transla�c~ao temporal gera a conserva�c~ao da energia.

De fato, a transla�c~ao do quarivetor posi�c~ao acarreta a seguinte varia�c~ao do campo

escalar �:

Æ� = �(x+ �)� �(x) = ��@�� (59)

onde expandimos �(x + �) em s�erie de Taylor. Analogamente, obt�em-se:

ÆL = ��@�L: (60)

Note que usando o tensor-m�etrico podemos escrever esta varia�c~ao em termos do quadriv-

etor in�nitesimal covariante ��, ou seja, ÆL = ��g
��@�L, o que nos permite comparar com

a equa�c~ao da varia�c~ao da densidade de lagrangeana vista em (57). Portanto,
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@�T �� = 0; (61)

onde T �� �e o tensor momento-energia sim�etrico pela troca dos ��ndices, o qual �e dado por:

T �� =
@L

@ (@��)
@��� g��L: (62)

Fazendo � = 0, obtemos:

@�T �0 = 0; (63)

onde

T 00 =
@L
@ _�

_�� L = � _�� L = H (64)

�e a densidade de energia do campo �. Logo, a equa�c~ao (63) representa a conserva�c~ao de

energia cont��nua do campo. No caso em 1+1 dimens~oes, a componente temporal do tensor

densidade de momento-energia, torna-se: T 00 = 1
2

�
_�2 + �02

�
+ V (�): Para o potencial de

po�co duplo o tensor momento-energia, no limite est�atico, torna-se:

T 00
kink =

m4

�
sech4(mx) = E(x): (65)

Sabemos que a energia total do kink �e exatamente a integral da densidade de energia

no limite est�atico. Agora vamos mostrar que esse valor da energia corresponde ao valor

m��nimo da energia de acordo com a condi�c~ao de Bogomol'nyi. De fato, a energia total

para o kink, no limite est�atico, pode ser escrita como

E =
1

2

Z +1

�1

�
�02(x) + U2

�
dx

=
1

2

Z +1

�1

n
(�0(x) + U)

2 � 2�0(x)U
o
dx: (66)

Portanto, a energia m��nima acontece quando �0(x) = �U; que �e exatamente a condi�c~ao

de energia m��nima de Bogomol'nyi [11].

Emin=
Z +1

�1

�
1

2
�02(x) +

1

2
U2
�
= �

Z +1

�1
�0Udx

=
Z +1

�1
d

dx
�(�(x)) = T; (67)

onde T = �jx!1��jx!�1 e a fun�c~ao �(x) satisfaz a seguinte condi�c~ao: d�
d�

= U: A fun�c~ao

gama associada ao modelo de potencial de po�co duplo �e dada por: � =
p
�
3
�3� m2p

�
�: Note
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que T �e exatamente o valor da energia m��nima que nesse caso coincide com a energia

total pois a solu�c~ao kink foi calculada usando a condi�c~ao de Bogomol'nyi. Portanto, a

carga topol�ogica de�nida na introdu�c~ao corresponde ao valor da energia m��nima do kink.

Neste caso, vemos tamb�em que a energia m��nima depende somente do comportamento

assint�otico do kink em �1. Este fato caracteriza a con�gura�c~ao est�atica como um kink

topol�ogico ou defeito topol�ogico. Realmente, o kink proporciona um defeito topol�ogico,

de acordo com a �gura 2, ele interpola os dois estados de v�acuo do potencial de po�co

duplo.

Por outro lado, fazendo � = 0 e � = i, obt�em-se a lei de conserva�c~ao da densidade de

momento linear do campo. Num trabalho did�atico foi mostrado a rela�c~ao entre o tensor

de momento-energia m�etrico e o canônico [18].
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VI. CONCLUS~AO

Neste trabalho, mostramos uma introdu�c~ao do aparato matem�atico necess�ario para

aplica�c~oes da an�alise de estabilidade de s�olitons em 1+1 dimens~oes a partir da auto-

intera�c~ao de um campo escalar real. Abordamos a estrutura matem�atica do espa�co-

tempo (3+1)-dimensional dando ênfase �as transforma�c~oes de Lorentz. O espa�co-tempo

�e denominado de espa�co de Minkowski, o qual �e n~ao-euclidiano. No espa�co-tempo, as

transforma�c~oes de Lorentz s~ao constru��das tal que quando passamos de um referencial

inercial para outro referencial inercial, elas deixam o quadrado do quadrivetor posi�c~ao

(x2 = x�x�) invariante. Um bom exerc��cio para o leitor iniciante seria veri�car que as

transforma�c~oes de Lorentz preservam a forma das equa�c~oes de Maxwell. Usamos o sistema

de unidades natural, ou seja, �h = c = 1, onde �h �e a constante de Planck dividida por 2�

e c = 3x108m
s
�e a velocidade da luz no v�acuo.

Consideramos a dedu�c~ao da equa�c~ao de Euler-Lagrange, para a teoria de campos em

(3+1) dimens~oes (três espaciais e uma temporal) para um campo escalar real, utilizando

uma abordagem cl�assica do princ��pio da m��nima a�c~ao. Vimos que a teoria de campos �e

uma teoria relativ��stica. De�nimos a densidade de lagrangeana somente para o caso do

campo escalar real, em 3+1 dimens~oes e 1+1 dimens~oes.

Analisamos os s�olitons cl�assicos e as ondas solit�arias, onde discutimos as solu�c~oes kinks

(s�olitons em 1+1 dimens~oes). N~ao h�a uma �unica de�ni�c~ao para s�olitons. De um modo

geral, os s�olitons s~ao solu�c~oes de equa�c~oes diferenciais n~ao lineares na forma de ondas

solit�arias. S�olitons genu��nos s~ao ondas solit�arias que mantêm sua forma mesmo ap�os

colis~oes [4,7].

Entretanto, existe uma de�ni�c~ao precisa para o kink. Em 1+1 dimens~oes, as solu�c~oes

est�aticas, n~ao singulares, classicamente est�aveis e de energia �nita, da equa�c~ao de movi-

mento s~ao denominadas de kinks [3,5,4]. Vimos que o kink satisfaz a uma equa�c~ao difer-

encial de segunda ordem, obtida diretamente da equa�c~ao de Euler-Lagrange, a qual foi

transformada numa equa�c~ao diferencial de primeira ordem, denominada de condi�c~ao de

Bogomol'nyi. A solu�c~ao da condi�c~ao de Bogomol'nyi �e tamb�em solu�c~ao da equa�c~ao de

movimento do kink.

Neste trabalho, constru��mos o tensor momento-energia associado ao kink do potencial
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de po�co duplo. Recentemente foi abordada a rela�c~ao entre o tensor de momento-energia

m�etrico e o canônico [18] Especi�camente, consideramos as solu�c~oes anal��ticas para o kink

�k(x) do potencial de po�co duplo. Usando o c�alculo diferencal e integral mostramos que

esse potencial tem dois estados de v�acuo degenerados e um estado de energia m�axima.

Em seguida, resolvemos a equa�c~ao de estabilidade do kink, a qual �e formalmente

an�aloga �a equa�c~ao de Schr�odinger unidimensional que corresponde �a primeira quantiza�c~ao,

encontramos as solu�c~oes dos modos normais, o modo de transla�c~ao e investigamos a

estabilidade do kink. Usando a referência [13], mostramos que o operador de utua�c~ao

para a equa�c~ao de estabilidade do kink do potencial de po�co duplo tem somente dois

estados normalizados associados aos autovalores nulo e positivo, os quais garantem a

estabilidade linear cl�assica.

Mostramos tamb�em que, no caso de modelos de potenciais que depende de um �unico

campo, a estabilidade linear cl�assica estar�a sempre garantida desde que a energia potencial

seja uma fun�c~ao positiva, ou seja, V (�) = 1
2
U2(�). Esta forma de potencial possibilita a

aplica�c~ao da t�ecnica alg�ebrica de supersimetria em mecânica quântica [19,21] na solu�c~ao

da respectiva equa�c~ao de estabilidade. No entanto, esta an�alise �ca fora do objetivo deste

trabalho.

Finalizamos este trabalho, registrando que o operador de utua�c~ao aparece tamb�em

em Mecânica Estat��stica via o formalismo de integrais de trajet�oria de uma part��cula em

D dimens~oes [23].
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Fig. 1 { Gr�a�co da energia potencial V (y) = 1
8
(y2 � 4)

2
; para � = 1

4
; m = 1: O eixo

vertical representa o potencial e o eixo horizontal representa o campo escalar.
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Fig. 2 { Gr�a�co do Kink do potencial de po�co duplo, para � = 1
4
; m = 1: Nesta �gura,

o eixo vertical represnta o kink e o eixo horizontal representa a coordenada de posi�cc~ao.
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