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RESUMO

Apresentamos uma revisao breve do formalismo lagrangeano para um campo escalar
real. Partindo da teoria de campos bidimensionais (1+1 dimensoes), no limite estatico,
encontramos uma equacao diferencial de segunda ordem, formalmente andloga a equacgao
de Schrodinger independente do tempo, cujos estados ligados sao deduzidos.

ABSTRACT

We present a review work of the Lagrangian formalism to a real scalar field. Starting
of the bidimensional (1+1 dimensions) field theory, in the static limit, we find a second
order differential equation formally analogous at time independent Schrédinger equation,

whose bound states are deduced.
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I. INTRODUCAO

Neste trabalho, fazemos uma introducao a teoria de campos sob o ponto de vista
cldssico no espago-tempo quadrimensional da relatividade especial de Einstein [1,2]. Con-
sideramos somente o caso da teoria de campos governada por apenas um unico campo
escalar real, o qual descreve particulas bosonicas de carga elétrica nula. O campo es-
calar complexo que descreve particulas bosonicas carregadas nao sera investigado. Os
objetivos principais sao a deducao de uma equacao diferencial de segunda ordem, formal-
mente andloga & equagao de Schrédinger independente do tempo (equagao de Schrédinger
para estados estaciondrios) e a andlise das solugoes solitonicas em teoria de campos no
espago-tempo bidimensional [(1+1)D] (uma dimensao espacial e uma temporal), ou seja:
¢ = ¢(x,t). Em (14+1)D, as solugdes estdticas, nao singulares, classicamente estaveis
e de energia finita ¢r(x), da equagdo de movimento sao denominadas sélitons ou kinks
[3-6]. No entanto, nao ha uma tnica defini¢do para sélitons, em geral, eles sdo solugoes
de equagoes diferenciais ndo lineares estaticas [7].

Tais configuragoes podem ser topologicamente estaveis ou instaveis [8]. Especifica-
mente vamos considerar o kink do potencial de pogo duplo (também denominado de
modelo ¢*), os quais sao topologicamente nao triviais e desempenham um papel muito
importante em fenomenos de tunelamento de sistemas quanticos bi-estaveis e nao instaveis
[9]. Sélitons sao também muito importantes na investigacao de equacao de onda nao-
linear, como por exemplo, as equagoes de Korteweg-de Vries e a equacao de Schrédinger
nao-linear [10]. A estabilidade linear dos sélitons é examinada considerando flutuagoes
discretas em torno da respectiva solucao solitonica. A equacao de estabilidade para o op-
erador de flutuacao é formalmente uma equacao de Schrodinger de estados estaciondrios.
As respectivas autofuncoes sao interpretadas como excitacoes quanticas de particulas.

Para facilitar o entendimento deste trabalho por leitores de outras areas de pesquisas
Fisicas, consideramos alguns detalhes do formalismo lagrangeano da teoria classica de
campos, utilizando o principio da minima acgao, para deduzirmos a Equacao de Euler-
Lagrange (equa¢ao de movimento ou equagao de campo).

Agora destacamos a motivagdo para se estudar teoria quantica de campos (TQC)

em (14+1)D. Recentemente vem sendo bastante aplicado na Fisica conceitos e métodos
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de topologia. As consideracoes de natureza topoldgica ganharam notoriedade pela sua
utilizacao na demonstracao da existéncia e estabilidade de solugoes classicas de modelos
de teoria de campos.

As configuracoes solitonicas, que recebem a denominacao particular de kink quando
utilizam-se modelos bidimensionais (espago-tempo em 1+1 dimensodes) sdo os objetos
principais de investigacao. Neste trabalho, por comodidade, estamos usando o sistema de
unidades natural bastante utilizado em teoria de campos, ou seja, h =c¢ = 1.

Um exemplo freqiientemente citado na literaura cientifica é o da existéncia de correntes
topolégicas em modelos (141)-dimensionais que se conservam independentemente das
equagoes de movimento (equagoes de campo). Uma corrente desse tipo ndo é uma corrente
de Noether usualf. De fato, a densidade de corrente e a densidade de carga estd inserida

no seguinte bivetor definido no espaco-tempo, em 1+1 dimensoes:

]éﬁ = (]Oa]x) = E”V&,F(qs), (601 =—¢€i0 =1, p,v =0, 1)’ (1)

onde j° = p representa a densidade de carga e j; = j, representa a componente da
densidade de corrente unidimensional, j. Neste caso, vemos que a carga total associada

seria:

Op = /+oo de% _ /+°° A ol'(¢) — P(¢)¢:+oo — F(¢)|¢:_Oo_ (2)

s oo ox

Logo, a carga depende exclusivamente do comportamento assintético da fungao I'(¢) e,
por sua vez, do valor do campo escalar estatico ¢(x) no infinito. Na se¢ao IV, analisamos
a carga topoldgica para o kink do modelo A¢*, correspondente ao potencial de poco duplo.

Os modelos bidimensionais nao sao apenas um laboratério matematico e conceitual
para a Fisica Tedrica. Realmente, esses modelos sao menos complexos do que os modelos
de potenciais em 2+1 ou em 3+1 dimensoes. Especificamente, consideramos o potencial
de pogo duplo, o qual possui dois estados de vacuo degenerados e uma simetria disc-
reta. Para resolvermos a equacao de movimento, no limite estatico, usamos a condicao
de Bogomol’nyi, que transforma o problema de se resolver uma equacgao diferencial de se-

gunda ordem em uma equacao diferencial de primeira ordem [11]. Tais teorias de campos

fO teorema da Noether sera considerado na secio V.
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bidimensionais possuem muitas aplicacoes. Uma delas refere-se a propriedade de condu-
tividade em polimeros lineares como o poliacetileno [12]. As solugoes solitonicas em geral
ocorrem em modelos de potenciais com quebra espontanea de simetria.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: Na secao II, vemos o formalismo
lagrangeano para teoria de campos em (3+1)D. Na se¢ao III, abordamos os sélitons em
teoria de campos bidimensionais, que sao denominados de kinks. Na secao IV, resolvemos
a equacao de estabilidade para os modos normais associados ao kink, a qual é formalmente
andloga a equacao de Schrodinger [13-15] para o potencial de poco duplo, cuja relagao com
a supersimetria em mecanica quantica [19-21,16] é comentada. O teorema da Noether é

sucintamente considerado na secao V. Na secao VI, apresentamos nossas conclusoes.

II. ESTRUTURA MATEMATICA DO ESPACO-TEMPO

Nesta secao vamos fazer uma introducao da notacao, no espaco-tempo quadridimen-
sional, construindo alguns quadrivetores. Em quatro dimensoes, podemos escrever as
coordenadas xz*(u = 0, 1,2, 3) para o quadrivetor posi¢ao contravariante no espago-tempo
da relatividade especial (de Einstein) com a componente temporal z° = ct e as coorde-

U= 2,2? = y,2® = 2 no seguinte par ordenado

nadas espaciais 27(j = 1,2, 3), isto é, x
z# = (ct,Z) ou z* = (t,%), onde ¢ = 1 e & é o vetor posi¢do no esp¢o euclidiano tridi-
mensional [1]. Estamos usando a convencao de que os indices gregos variam de zero a
trés e os indices ardbicos variam de um a trés. Vamos adotar também a convencao de
soma de Einstein, a saber, quando tivermos dois indices repetidos siginifica uma soma no

respectivo indice.

O ”comprimento” invariante do quadrivetor posicao é dado por

2’ =z-1 =gt =zt =1 — 27 —y? - 2, (3)

onde o tensor métrico g,, ¢ uma matriz diagonal com os seguintes elementos

goo = —g11 = —g22 = —g33 = +1

G =0 se W v. (4)
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Note que a Eq. (3) define o tensor-métrico. A partir de (3) vemos que o quadrivetor
posicao covariante x,, é construido contraindo o tensor-métrico com o quadrivetor posi¢ao

contravariante, isto é,

3
T, = Z G’ = g’ = (t, 7). (5)
v=0
Neste caso, o produto escalar de dois quadrivetores quaisquer pode ser escrito como:
a.b = a'b, = a,b" = g,,a"b" = a’b’ — a.b. (6)

Note que nesta equagao usamos a convencao da soma de Einstein, na qual os indices
repetidos aparecem sempre aos pares, um covariante e um contravariante juntos signifi-
cando uma soma. E mais ainda, vemos que o produto escalar acima ¢é nao-euclidiano, pois
ele pode resultar em um valor negativo. Ao contrario, o médulo de um vetor |d| = va - a é
sempre positivo no espaco euclidiano, onde o produto escalar, no sistema de coordenadas
cartesianas é dado q.b = a'd' + ab® + a®b® = azb b b

por a.o = a +a “+a = Og0y + Ay0y + a0,

Note também que o tensor métrico contravariante ¢ satisfaz a seguinte condicao:

9" g = 0, (7)

onde &) é o delta de Kronecker §) = 1se A = v, e §) = 0 se X # v. Das equagoes (4) e
(5), obviamente vemos que g"” = g,,.

As transformacoes de Lorentz sao transformacoes que mantém invariantes o produto
escalar x,z" no espago de Minkowski. As transformacoes de Lorentz preservam a forma
das equacoes de Maxwell, quando passamos de um referencial inercial para outro. Elas
sao dadas por uma transformacao linear entre os quadrivetores posicao z'# e x* de dois

referenciais inerciais, isto é,
ot — " = A, (8)

onde p, v = 0,1, 2, 3. De acordo com esta equacao vemos que as transformacoes de Lorentz
coloca as coordenadas espaciais e o tempo em mesmo pé de igualdade, obedecendo a
mesma lei de transformagao, na relatividade especial (de Einstein). Nesta teoria é postu-

lado que a velocidade da luz é a mesma para todos os referenciais inerciais, o que resulta



CBPF-NF-036/01 5

em 2% = ct' e 2° = ct, ou seja, a velocidade da luz ¢ tem o mesmo valor medido em ambos

referenciais. Portanto,
B = et,a = ot = (et)? — (1) — () — (20 = (@) = (@) - @ - () (9)

é invariante, isto é, z'*z), = z#x, é um escalar de Lorentz, como haviamos afirmado acima.
Assim, todas as equacoes da Fisica quando expressas em termos de um produto escalar
no espaco de Minkowski sao ditas serem manifestamente covariantes.

As transformagoes de Lorentz (8) podem ser escritas na seguinte forma matricial:

¢ = LE, (10)

onde £ e £ sao matrizes colunas, com os elementos sendo as componentes do quadrivetor
posicao contravariante x*, e L é uma matriz 4x4 equivalente a matriz construida pelos

coeficientes A¥ da transformagao de Lorentz.

IIT. FORMALISMO LAGRANGEANO EM TEORIA DE CAMPOS EM (3+1)D

Agora, considere um sistema de particulas em mecanica cldssica com infinitos graus
de liberdade, descrito pela lagrangeana L(g;, ¢;), onde ¢; sao as coordenadas generalizadas
parai=1,2,3---[1].

Agora na passagem para teoria de campos, considera-se os campos classicamente como
coordenadas generalizadas onde, em lugar do indice discreto %, temos um indice continuo

dado pelo vetor posicao tridimensional ¥’ = xi+yj+zk, rotulando a nova variavel dindmica.

qi(t) «— (7, 1)

A lagrangeana L no espago-tempo quadridimensional (3+1)D (3 dimensoes espaciais

e 1 temporal) é dada por [1]:

L= /d3F£ (6, 0u0) | (11)

onde ;4 = 0,1,2,3 e L é chamada de densidade de lagrangeana, que é um funcional do

campo ¢ e suas derivadas 0,¢, definidas nas vizinhangas do ponto (Z,t). Neste caso, a
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lagrangeana descreve a teoria de campos chamada de teoria local. Neste trabalho, vamos
investigar a aplicacao da teoria de campos local no espago-tempo bidimensional. Note
que a equagao (11) é uma integral tripla, onde o elemento infinitesimal de volume em
coordenadas cartesianas d*7 = dxdydz.

O funcional denominado acao é definido por:

to
- / Ldt = / dt / PFL(6,0,8), d°F = dudydsz. (12)
t1

Os quadrivetores derivadas parciais em relacao aos quadrivetores posicao contravariante

e covariante, respectivamente, sao dados por:

o _ 8 —V). (13)

9] a 9 _
oz, ot

V), o=

Qe (at’
Da mesma forma que para uma particula, entre os quadrivetores fixos =} = (t1,7)

e xh = (t2,7) a evolugao classica do campo deve ser tal que o Principio de Hamilton

(principio da minima a¢ao) seja satisfeito, ou seja,
to
5S=0= [ dt / PFoL = / d'z6L = 0. (14)
t1
Portanto, calculando a variacao da densidade de lagrangeana, obtém-se:

/d4 l 56+ (af¢)5a¢]—0 (15)

Como a operacao de variacao de um funcional comuta com a derivada parcial, isto é,

00,¢ = 0,09, obtém-se:

[ L A R

As condicoes de contorno nas quais o campo deve se anular sobre a superficie muito
distante (no infinito) e, por sua vez, com variagao nula na fronteira (onde o campo assume

valor fixo):

¢ —0, |F] = o00=dp(co,t) =0, = 0. (17)

5¢|superf1’cie

Note que o tltimo termo da equacao (16) nao ird contribuir, pois usando o teorema

da divergencia, a integral do ultimo termo serd proporcional as variagoes do campo sobre
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a superficie. Portanto, como d¢ é uma funcao arbitrdria de z,, a uinica maneira de (16)

ser satisfeita é:

oL oL
— —Ous7— =0. (18)
0¢ 9 (0u9)

Esta é a equacao de Euler-Lagrange para o caso continuo, ou seja, para um unico campo
¢ = ¢(z") = ¢(t,7), o qual pode ser um campo escalar real ou complexo, ou ainda um

campo vetorial.

A generalizacao para N campos é dbvia,

0 oL
—L—-0,— =0 19
06" "0, (19)
onde ¢ = 1, 2, ..., N. Neste caso, temos N equagoes de Euler-Lagrange.

IV. CONSTRUCAO DO OPERADOR DE FLUTUACAO DO KINK DO
MODELO DE POTENCIAL DE POCO DUPLO

Em teoria de campos bidimensionais, definimos o kink como uma solucao estatica, nao
singular e de energia finita da equacao de movimento do campo.
A densidade lagrangeana £ no espago-tempo bidimensional (141)D para um campo

escalar real ¢ = ¢(t,x), é dada por:
£(6,0,0) = 50,00° V() (20)

com i = 0,1. Esta densidade de lagrangeana também pode ser escrita na forma nao

covariante, lembrando-se que temos uma soma nos indices repetidos:

L(6,6,0) == (8= ¢7) = V(9. (21)

DO | —

onde o ponto significa uma derivada parcial em relacao ao tempo e o apéstrofo, derivada
parcial em relacao a coordenada de posicao x.
Substituindo a densidade lagrangeana acima na equacao de Euler-Lagrange, obtém-se

a equacao de movimento para o campo ¢,

0%¢ 0% d
a—tf’ - a—j; + d—¢V(¢) =0, (22)
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a qual no limite estdtico (¢ = 0), torna-se:

d*¢ d

=V 23

dz?  do (23)
Esta equacao diferencial de segunda ordem pode ser nao-linear dependo exclusivamente

da forma do potencial. Desde que o potencial pode ser escrito como

V(g) = SU%(0) (24)
e multiplicando a Eq. (23) por ¢/, obtemos:
d [¢” U(9)] _
%[7— 2 ]—o, (25)

onde estamos usando a regra da cadeia. Integrando esta equacao, obtém-se uma equacao
diferencial de primeira ordem denominada, na literatura, de condicao de Bogomol'nyi

para a energia minima do kink (sinal negativo) ou anti-kink (sinal positivo), ou seja,

d¢
o, = TU(@) = £/2V(9). (26)

Neste estagio, devemos destacar que a solucao desta equagao resolve também a equagao
de movimento que, no limite estdatico é uma equacao diferencial de segunda ordem nas
coordenadas de posicao. Isso simplifica bastante as repectivas deducoes do kink associado
a certo potencial (1+1)-dimensional. Neste caso, ao invés de se resolver uma equagao
diferencial de segunda ordem resolvemos uma equacao diferencial de primeira ordem.
Para verificar se a solucao da equacao diferencial de primeira ordem é também solucao da
equacao de movimento, basta o leitor derivar a condicao de Bogomol’'nyi em relacao a x
e, usando a regra da cadeia, restaurard a equagao de movimento.

Integrando a condi¢cao de Bogomol'nyi, obtemos:

x_%:i/‘ﬁ(fv)d_qi, (27)
¢(@0) U(9)
onde xg serd o centro do kink (sinal negativo) e do anti-kink (sinal positivo).
Considerando o caso do potencial de po¢o duplo em (1+1)D, cujo potencial é dado

por [3]:

Vo= (#-) s ve =va(s-T), (28)
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onde A é um parametro real que é chamado de constante de acoplamento. O termo
quadrético em ¢, em geral, é interpretado como termo de massa (V = %mQQSZ como, por
exemplo, na lagrangeana de Klein-Gordon). Note, contudo, que o sinal desse termo, no
potencial de poco duplo, é negativo. Portanto, a priori, m nao pode ser encarado como
massa, mas como parametro.

De acordo com o calculo diferencial, para encontrarmos os valores de maximo e minimo

do potencial, devemos derivar V(¢) em relagao a ¢ e igualar a zero, de modo que obtemos:

! o d _ 2 m2 _
Vo) = ggve) =2 (- ) oo, (29
isto é,
2 M) _ _.m _m
<¢ )\ > - 0 = ¢111 - +\/x7 ¢U2 \/X (30)
ou

¢U3 =0. (31)

Note que somente dois desses trés valores para o vacuo do potencial de poco duplo sao
raizes da equagao (28), isto é, V(¢,1) = V(dy2) = 0. De fato em geral, o potencial se
anula nos estados cldssicos de menor energia, o que nos permite deduzir imediatamente os
valores do campo no vdcuo. A derivada segunda de V' (¢) nos diz se os pontos encontrados

sao de maximo ou minimo, entao, derivando novamente em relagao a ¢, temos:
V" ($) = 6p°\ — 2m?. (32)
Portanto, obtemos:
Vi (o) >0, V) >0 e V() <0. (33)

Neste caso, a densidade de energia potencial tem dois minimos degenerados, que sao os
estados de vacuo?, quando ¢ = i%. Por outro lado, como V" (¢,,) < 0, entao o potencial

tem um méximo em ¢ = 0. Note que, impondo V' (¢) = 0 obteriamos os estados de vacuos.

'Em teoria de campos, o estado de menor energia é denominado de vécuo.
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De fato, em teoria de classica de campos, o campo de menor energia é aquele que anula
o potencial. Agora, estamos em condicoes de esbocarmos a curva da energia potencial, o
qual estd na figura I, no final deste trabalho.

O célculo da solucao solitonica. Relacionando as equagoes (26) e (28), utilizando a
condi¢cdo de Bogomol'nyi com a constante de acoplamento (A) nao nula, o kink (sinal

positivo) ou o anti-kink (sinal negativo) pode ser explicitado da seguinte forma:

$(x) = i%tgh[m(x —a)), (34)

onde a é a constante de integracao que representa o centro do kink, isto é, o kink é
centrado no ponto x = a. Na teoria classica, a pode ser feito igual a zero. O grafico do
kink esta plotado na figura II, no final deste trabalho.

No modelo de potencial considerado aqui existem quatro setores topolégicos, gerando
dois espacos ['; e 'y contendo os estados de vacuos ¢ e ¢, e dois espacos '3 e I'y contendo
o kink e o antikink. A unido dos dois espagos {I'y : ¢ — ¢ quando z — +oo} U
{Ty : ¢ = ¢ quando = — +oo} U {T'3 : ¢ — ¢ quando x — oo e ¢ — ¢ quando
r — —oo} U{ly: ¢ — ¢ quando z — oo e ¢ — ¢ quando x — —oo}, fornece
o conjunto de todas as configuracoes de campos de energia finita em um tempo fixo.
Realmente, assumindo que o kink estd centrado na origem, isto é fazendo a = 0 na

Eq.(34), a densidade de energia do kink do potencial de pogo duplo

1 4
E(z) = §¢;€2 + Vigy) = stech‘l(mx) (35)
nos fornece uma energia finita e localizada, a massa do kink, também chamada de massa

classica da pseudoparticula:

+00 4m3
My= [ B()ds = 35 (36)

onde usamos a seguinte integral indefinida [ sech®(y)dy = tgh(y) — stgh®(y). Note que a
massa do kink cresce indefinidamente quando A se aproxima de zero. Logo, nao podemos
efetivar a teoria de perturbacao na constante de acoplamento A. O kink é, essencialmente,
um fenomeno nao-perturbativo. No entanto, a estabilidade classica do kink esta assegu-
rada considerando pequenas perturbacgoes ao redor da solucao estética, cujo procedimento

nos fornece o operador de flutuacao, ou seja,
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oz, 1) = () +n(x, 1), (37)

onde ¢(x) é a solugdo estdtica que representa o kink e n(z,t) é uma flutuagdo em torno
desta solucao. Para linearizar a equacao de movimento, a flutuacao é considerada em
em ordem mais baixa, isto é, até a ordem linear. Assim, substituindo a equagao (37)
na equacao de Euler-Lagrange, apds expandirmos o potencial em série de Taylor até a

primeira ordem em 7, obtemos:

Pn(x,t)  Pn(,t) N 0*V

x b)) = 0. 38
Ot2 Or2 02 |¢( )n(x ) (38)
Sabemos que a solugao cldssica ¢(x) é estdtica, o que nos permite escrever
02V
G(z) = szzb(:v)a (39)

sem dependéncia explicita do tempo.
Agora, expandindo a flutuacao em termos de modos normais, podemos reescreve-la

na forma

(@, t) =Y ent()e™, (40)

onde ¢, é escolhido de modo a deixar 7, real. Neste caso, obtemos:

{5+ 6 o) = (o) (a1)

dx?
ou
N N d?
Opnp(z) = wy*nu(z), O = ozt G(x) (42)

onde
G(z) = 6A¢*(x) — 2m>. (43)

Note que Op é um operador de flutuacao do tipo do hamiltoniano que aparece em mecanica
quantica nao-relativisitica. Devemos destacar que estamos fazendo uma abordagem
classica, mas obtemos os estados excitados governados formalmente por uma equagao
de Schrédinger independente do tempo para uma particula no potencial G(x). Logo, sub-
stituindo a expressao da solugao kink dado pela Eq. (34), obtemos a energia potencial da

pseudo-particula, a saber,
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G(z) = m*[4 — 6sech®(mzx)], (44)

a qual nos fornece a seguinte equacao de flutuacgao:

da?

d2
{—— +m?[4 — GSechQ(mx)]} N () = Wi (7). (45)
Na referéncia [13], encontramos uma equacao de Schrédinger para uma energia poten-
cial que generaliza o termo de potencial da equacao de estabilidade. Fazendo a mudanca de

a2 d?

.y, . 2 ~ <z
variaveis z = mx = % = m* 4. Portanto, comparando a nova equag¢ao na nova variavel

deduzida de (45) com a equacao diferencial de segunda ordem (12.3.22) da referéncia [13],

d2
{—W + veosh(2p) + vsenh(2u)tgh(z) — v cosh® () sech?(z) — 6} =0, (46)
2
obtemos as seguintes correspondéncias:
i) ¥ = m(2),
i) —€+ vcosh 2 = 4 — &

iii) v cosh?(u) = 6,

iv) senh(2u) =0,
onde o lado esquerdo pertence a equagao da referéncia [13] e o lado direito foi obtido de
nossa equacao.

Os autovalores (€) da equacao de Schrédinger da referéncia [13], pagina 1653, sao

dados por
2
1 1 Zsenh?(2
e = vcosh(2u) — [\/v cosh? () + i (n + 5) — visenh”(2p) 5, (47)
[\/v cosh?(p) + 1 — (n + %)]
onden =0,1,.., < [\/v cosh?(p) +1 — 1 — %vsenh(Qu)] . Conseqiientemente os modos

normais da equagao de estabilidade do kink estao associados aos seguintes autovalores:

2

1 1
2 2
B PO YA "
wi + 1 n+ 5 m (48)
onde n = 0,1,---,< 6—1—% — % = 2. Logo, temos somente dois estados ligados:
o estado fundamental com o autovalor w? = 0 associado & autofungio normalizdvel

no(x) = cosech?(mz) e um estado excitado com o autovalor w? = 3m? associado & auto-

fungdo também normalizdvel 1, (z) = c¢;senh(mz)sech?(mz). Obviamente, notamos que



CBPF-NF-036/01 13

os modos normais satisfazem a condicao que garante a estabilidade linear do kink do
potencial de poco duplo, a saber w,? > 0.
As constantes de normalizacao sao determinadas por:

+o00 3 1 /3 1/2
/ den? =1, (i:o,l);»c():(_v;”), 01:—<—m> _

—00 2\ 2

Note que impomos a condi¢ao de normalizacao sobre as autofuncgoes 7;, mas se essas
integrais fossem divergentes as solucoes da equacao de estabilidade nao seriam aceitas
fisicamente.

Agora faremos uma andlise da estabilidade linear para um potencial genérico que
envolve o potencial do poco duplo. De fato, mostraremos que a estabilidade linear do
kink é sempre garantida quando o potencial for positivo, ou seja, da forma dada por

V(¢) = +U?(¢). Definindo

—2

5 i
F(&) = tn (¢'(x) = % (49)

¢ um bom exercicio mostrar que o operador hamiltoniano de flutuagao tipo-Schrodinger
da equacao de estabilidade pode ser escrito em termos de dois operadores diferenciais de

primeira ordem, isto é,

A d2 "
Op = ATA = ) + V" (¢r), (50)

onde as duas linhas em V significam derivada de segunda ordem em relacao a ¢ tomando
valores em ¢ = ¢x(z). Em particular, no caso do potencial de pogo duplo, vemos que
V" (¢r) é dado pela Eq. (43) ou Eq. (44).

Agora, como os operadores A* sao mutuamente adjuntos é facil de mostrar que w? > 0,

ou seja, o valor esperado de w? é dado por:
<w?>=<n|AtAln >= (Aln > |)* > 0. (51)

Portanto, provamos a estabilidade linear classica para qualquer potencial positivo.
Além do mais, note que o modo zero satisfaz a seguinte condicao de aniquilagao:

A_no(x):()i%:F(x)énooc%.
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A fatorizacao para o operador de flutuacao em termos do produto de dois operadores
diferenciais mutuamente adjuntos esta na forma de um companheiro supersimétrico da
técnica algébrica de supersimetria em mecanica quantica [19]. Uma aplica¢ao bastante in-
teressante que gostariamos de registrar é a realizacao da algebra graduada de Lie da super-
simetria com configuracgoes topoldgicas, que tem sido destaque na literatura cientifica para
ambos casos de sistemas relativisticos, envolvendo dois campos escalares reais acoplados
[20] e um tinico campo escalar real [17,21]. Recentemente foi realizado um trabalho sobre a
conexao de setores topoldgicos de configuracoes kinks de dois campos reais acoplados com
uma rede hexagonal regular, marcando o plano sem supersimetria. As trés juncoes que
aparecem no modelo de potencial de dois campos escalares reais acoplados com simetria
Z(3) permitiu construir uma rede de defeito na forma de uma rede hexagonal [22].

Para maiores discussoes sobre as interpretacoes da equacao de Schrédinger da mecanica

quantica nao-relativistica veja as referéncias [14-16].

V. TEOREMA DE NOETHER

Analogamente ao caso da particula define-se o paréntese de Poisson para dois fun-

cionais dos campos bosonicos ¢ e m, como sendo:

(R2) =550~ 55 (52
onde
R=R(¢,7), Z=2(¢,7) (53)
e m é dado por:
™ =n(it oL (54)

) B 880¢(F7 t)
é o campo canonico conjugado a ¢. A evolucao temporal de um funcional que nao depende

explicitamente do tempo Z = Z(¢, w) pode ser escrita em termos do paréntese de Poisson

de tal funcional com a hamiltoniana

H:/ﬁ%ﬂ:/ﬂ%ﬁ%¢—gwﬁ%n, (55)
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ou seja,

dz
E:{ZaH}:_{HaZ}a (56)

onde temos usado as equacoes de Hamilton, a saber,

_6H SH

¢ = g, ™ = —%

Por conseguinte, quando o paréntese de Poisson de Z com H for nulo, o funcional 7
sera uma constante de movimento se Z nao depender explicitamente do tempo.

O teorema da Noether é um dos teoremas mais belo da Fisica classica, ele estabelece
que para cada simetria continua da lagrangeana ou da ac¢ao, que preservam as mesmas
formas das equagoes de campo, implica numa lei de conservacao. No caso da supersimetria
a lagrangeana é nao-invariante, enquanto que a acao é invariante sob as transformacoes
de supertranslacoes no espaco-tempo.

No caso de um campo escalar sem supersimetria, vemos que uma variacao da densidade

de lagrangeana resulta em:

5L =0, {%aw} - (57)

Como exemplo, considere uma translacao infinitesimal no espacgo-tempo, dada por:
at st =gt + = dat =" —at =€, §S[9] =0, (58)

onde €* é um quadrivetor muito pequeno. Veremos que a translacao no espago gera a
conservacao do momento linear e a translacao temporal gera a conservagao da energia.
De fato, a translacao do quarivetor posicao acarreta a seguinte variacao do campo

escalar ¢:
56 = bz +€) — dla) = 9,0 (59)
onde expandimos ¢(x + €) em série de Taylor. Analogamente, obtém-se:
0L = €'0,L. (60)

Note que usando o tensor-métrico podemos escrever esta variacao em termos do quadriv-
etor infinitesimal covariante €,, ou seja, 6L = €,¢g"V0,L, 0 que nos permite comparar com

a equagao da variagao da densidade de lagrangeana vista em (57). Portanto,
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0,T" =0, (61)

onde TH é o tensor momento-energia simétrico pela troca dos indices, o qual é dado por:

oL

TH = "¢ — g L. 62
5 (0.0) ¢—g (62)

Fazendo v = 0, obtemos:
0, T =0, (63)

onde

T = 26— L= L=H 64
5 ¢>¢ T — (64)

é a densidade de energia do campo ¢. Logo, a equacao (63) representa a conservacao de
energia continua do campo. No caso em 141 dimensoes, a componente temporal do tensor
densidade de momento-energia, torna-se: 7% = 1 (¢2 + ¢’2) + V(¢). Para o potencial de

poco duplo o tensor momento-energia, no limite estatico, torna-se:

m
0 = Tsech‘l(mx) = F(x). (65)

Sabemos que a energia total do kink é exatamente a integral da densidade de energia
no limite estatico. Agora vamos mostrar que esse valor da energia corresponde ao valor
minimo da energia de acordo com a condicao de Bogomol’'nyi. De fato, a energia total

para o kink, no limite estatico, pode ser escrita como

/ )+ U?) da
= /:° {(#/(@) + U)* =26/ (2)U} da. (66)

Portanto, a energia minima acontece quando ¢'(z) = —U, que é exatamente a condigao

de energia minima de Bogomol'nyi [11].

Epin= /+°o (édﬂ( ) + U2> = —/:: P'Udz

- /oo dx =1 (67)

onde T = I'\y 00 = ' 35— o0 € a funcao I'(x) satisfaz a seguinte condigao: % = U. A funcao

gama associada ao modelo de potencial de poco duplo é dada por: I' = gqﬁ — 3—;¢. Note
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que T é exatamente o valor da energia minima que nesse caso coincide com a energia
total pois a solucao kink foi calculada usando a condicao de Bogomol'nyi. Portanto, a
carga topologica definida na introducao corresponde ao valor da energia minima do kink.
Neste caso, vemos também que a energia minima depende somente do comportamento
assintotico do kink em +o0o. Este fato caracteriza a configuragao estatica como um kink
topoldgico ou defeito topoldgico. Realmente, o kink proporciona um defeito topoldgico,
de acordo com a figura 2, ele interpola os dois estados de vacuo do potencial de poco
duplo.

Por outro lado, fazendo = 0 e v = 7, obtém-se a lei de conservagao da densidade de
momento linear do campo. Num trabalho didatico foi mostrado a relacao entre o tensor

de momento-energia métrico e o canénico [18].
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VI. CONCLUSAO

Neste trabalho, mostramos uma introducao do aparato matemético necessario para
aplicagoes da andlise de estabilidade de sélitons em 141 dimensoes a partir da auto-
interacao de um campo escalar real. Abordamos a estrutura matematica do espaco-
tempo (3+1)-dimensional dando énfase as transformagoes de Lorentz. O espago-tempo
¢ denominado de espaco de Minkowski, o qual é nao-euclidiano. No espago-tempo, as
transformacoes de Lorentz sao construidas tal que quando passamos de um referencial
inercial para outro referencial inercial, elas deixam o quadrado do quadrivetor posicao
(2?2 = ztz,) invariante. Um bom exercicio para o leitor iniciante seria verificar que as
transformacoes de Lorentz preservam a forma das equacoes de Maxwell. Usamos o sistema,
de unidades natural, ou seja, h = ¢ =1, onde h é a constante de Planck dividida por 27
e ¢ = 3x10%2 ¢ a velocidade da luz no vécuo.

Consideramos a deducao da equacao de Euler-Lagrange, para a teoria de campos em
(34+1) dimensoes (trés espaciais e uma temporal) para um campo escalar real, utilizando
uma abordagem clédssica do principio da minima acao. Vimos que a teoria de campos é
uma teoria relativistica. Definimos a densidade de lagrangeana somente para o caso do
campo escalar real, em 341 dimensoes e 1+1 dimensoes.

Analisamos os sélitons classicos e as ondas solitarias, onde discutimos as solucoes kinks
(sélitons em 1+1 dimensdes). Nao hd uma unica definicdo para sélitons. De um modo
geral, os solitons sao solugoes de equacoes diferenciais nao lineares na forma de ondas
solitarias. Sélitons genuinos sao ondas solitdrias que mantém sua forma mesmo apods
colisoes [4,7].

Entretanto, existe uma definicao precisa para o kink. Em 141 dimensoes, as solugoes
estaticas, nao singulares, classicamente estaveis e de energia finita, da equagao de movi-
mento sao denominadas de kinks [3,5,4]. Vimos que o kink satisfaz a uma equacao difer-
encial de segunda ordem, obtida diretamente da equacao de Euler-Lagrange, a qual foi
transformada numa equacao diferencial de primeira ordem, denominada de condicao de
Bogomol’nyi. A solu¢ao da condicao de Bogomol’'nyi é também solucao da equacao de
movimento do kink.

Neste trabalho, construimos o tensor momento-energia associado ao kink do potencial
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de poco duplo. Recentemente foi abordada a relacao entre o tensor de momento-energia
métrico e o candnico [18] Especificamente, consideramos as soluges analiticas para o kink
¢r(x) do potencial de pogo duplo. Usando o cdlculo diferencal e integral mostramos que
esse potencial tem dois estados de vacuo degenerados e um estado de energia maxima.

Em seguida, resolvemos a equacao de estabilidade do kink, a qual é formalmente
andloga a equacao de Schrodinger unidimensional que corresponde a primeira quantizacao,
encontramos as solucoes dos modos normais, o modo de translacao e investigamos a
estabilidade do kink. Usando a referéncia [13], mostramos que o operador de flutuagao
para a equacao de estabilidade do kink do potencial de poco duplo tem somente dois
estados normalizados associados aos autovalores nulo e positivo, os quais garantem a
estabilidade linear classica.

Mostramos também que, no caso de modelos de potenciais que depende de um tnico
campo, a estabilidade linear cléssica estara sempre garantida desde que a energia potencial
seja uma funcdo positiva, ou seja, V(¢) = U%(¢). Esta forma de potencial possibilita a
aplicacao da técnica algébrica de supersimetria em mecanica quantica [19,21] na solugao
da respectiva equacao de estabilidade. No entanto, esta andlise fica fora do objetivo deste
trabalho.

Finalizamos este trabalho, registrando que o operador de flutuacao aparece também

em Mecanica Estatistica via o formalismo de integrais de trajetoria de uma particula em

D dimensoes [23].
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Fig. 1 — Gréfico da energia potencial V(y) =
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Fig. 2 — Grafico do Kink do potencial de poco duplo, para A = i, m = 1. Nesta figura,

o eixo vertical represnta o kink e o eixo horizontal representa a coordenada de posigcao.



CBPF-NF-036/01 22
REFERENCES
[1] P. Ramond, Field Theory: A Modern Primer, The Benjamin/Cummings Pub-
lishing Company, 1981.

[2] J. Barcelos Neto, Introdugao (mais conceitual que matematica) a teoria de
campos, mini-curso ministrado durante a /6% Reuniao Anual da Sociedade Brasileira

para o Progresso da Ciéncia (SBPC), julho/94, realizada em Vitéria-ES.

[3] R. Rajaraman, Solitons and Instantons, (North-Holland, Amsterdam, 1982), p.
20-21; S. Coleman, Aspects of Symmetry, Cambridge University Press, London,
(1985), p. 190-191.

[4] S. Coleman, Aspects of Symmetry, Cambridge University Press, London, (1985).

[5] A. P. Balachandran, G. Marmo, B. S. Skagerstam and A. Stern, Classical Topology
and Quantum States, (World Scientific, Singapore, 1991), p. 104-106.

[6] E. J. Weinberg, Annu. Rev. Nucl. Part. Sci. 42, 177 (1992).

[7] P. G. Drazin and R. S. Johnson, Solitons: an introduction , Cambridge University

Press, Cambridge, UK, (1993).
[8] V. L. Vieira Baltar, J. Llambias and L. Masperi, Phys. Rev. D44, 1214 (1991).

[9] S. Coleman, em The Whys of Subnuclear Physics, Plenum Press, New York,
1977), pagina 805; B. Felsager, Geometry, Particle and Fields, quarta edicao,
Odense Unv. Press, Odense, 1981.

[10] G. L. Lamb, Elements of Soliton Theory, Wiley, New York, 1980; R. K. Dodd,
J. C. Eilbeck, J. D. Gibbon, and H. C. Morris, Solitons and Nonlinear Wave
Equations, Academic Press, London, 1982.

[11] E. B. Bogomol'nyi, Sov. J. Nucl. Phys. 24, 489 (1976).

[12] C. A. Aragao de Carvalho, Aplicagao de Teoria de Campos na Fisica da

Matéria Condensada, FEzcelente notas de aula do mini-curso ministrado na



CBPF-NF-036/01 23

Primeira Escola de Pos-Graduag¢ao em Fisica do Nordeste, Jodo Pessoa, 1987 RLR,

o ultimo autor deste trabalho participou como ouvinte deste curso.

[13] P. M. Morse and H. Feshbach, Methods of Mathematical Physics, Vol. II,
McGraw-Hill Book, New York, p. 1650 (1953).

[14] R. W. Robonit, Quantum Mechanics, Oxiford University Press, 1nd edition, New
York (1997).

[15] P. M. Mathews e K. Venkatesan, A Text Book of Quantum Mechanics, Tata
McGraw. Hill, New Delhi (1987).

[16] R. de Lima Rodrigues, Mecanica Quantica na Descrigao de Schrodinger, Re-

vista Brasileira de Ensino de Fisica, 19, 68 (1997).

[17] R. de Lima Rodrigues in Proceedings (in Portuguese) of the XIV Encontro Nacional
de Fisica de Particulas e Campos, Caxambu-MG, Brazil, p. 410-413 (1993).

(18] H. Fleming, Rev. Bras. de Ens. de Fisica, 16, 48, (1994).
[19] R. de Lima Rodrigues e A. N. Vaidya, Rev. Bras. de Ens. de Fisica 19, 374 (1997).

[20] R. de Lima Rodrigues, P. B. da Silva Filho e A. N. Vaidya, Phys. Rev. D58, 125023

(1998) e referéncias contidas neste artigo.

[21] P. B. da Silva Filho, R. de Lima Rodrigues e A. N. Vaidya, J. Phys. A: Math. Gen.
32, 2395 (1999) e referéncias citadas neste artigo.

[22] D. Bazeia e F. A. Brito, Phys. Rev. Lett. 84, 1094 (2000). Este artigo fez parte da tese
de doutorado do segundo autor, sob orientacao do primeiro autor desta referéncia,

dentro do programa de pés-graduacao do Departamento de Fisica da UFPB-Campus

I-Joao Pessoa-PB.

[23] C. A. A. de Carvalho, R. M. Cavalcanti, E. S. Fraga e S. E. Jords, Phys. Rev. E61,
6392 (2000).



