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Resumo

Dairigante [1], luma fonto de unukolora radiado ée rekta movo ¢e konstanta propra
akcelo pasas preter restanta observanto. Cela special-relativeco, ni priskribas la observatan
Doppleran efikon. Ni ankau priskribas la interesan nekontinuan efikon se trapaso okazas.

Em extensao a [1], consideramos uma fonte de luz monocromética em movimento re-
tilineo sob aceleracao prépria constante, quando ela passa perto de um observador em re-
pouso. No contexto da relatividade especial, nés descrevemos o efeito Doppler observado.
Nos descrevemos também o interessante efeito descontinuo se ocorrer “atropelamento”.

1 Enkonduko

Citajo [1] studis Doppleran efikon de lumo
eligita el restanta fonto, vidata per akce-
lata observanto kiu pasas preter au tra la

fonto. Ci tie ni inversas tiun sistemon. Nun,
fonto de unukolora radiado ¢e rekta movo ce
konstanta propra akcelo pasas preter au tra
restanta observanto. La frekvenco v de la
lumo eligata estas konstanta; tamen, la ob-
servata frekvenco (t.e., la koloro) estas v,ps,
malsama ol v. Tio estas nomata Dopplera
efiko. La proporcio D = vys/v, nomata

1 Introducao

A referéncia [1] estudou o efeito Doppler na luz
emitida por uma fonte luminosa em repouso,
vista por um observador acelerado que passa por

perto ou através da fonte. Nobs aqui inverte-
mos aquele sistema. Agora uma fonte de ra-
diagao monocromatica em movimento retilineo
sob aceleragao propria constante passa por perto
ou através de um observador em repouso. A
freqiéncia v da luz emitida é constante; entre-
tanto, a freqiiéncia observada (i.e., a cor) é Vs,
diferente de v. Isto é chamado efeito Doppler. A
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Figuro 1: La sistemo. 1.a Observanto (nigra sfereto) estas fiksa distance b de akso x. Luma

fonto (blanka sfereto) estas iranta de x =—a al =00, kun konstanta propra akcelo g. Antate gi
venis el z=o00 (t=—00), kun konstanta propra malakcelo g, gis t=—a (t=0). 1.b La moviganta
fonto eligas signalon en la momento ¢ de la inercia sistemo S, kaj la restanta observanto ricevas
tiun signalon en la momento 7, ekv. (6). Vidu la asimptotojn ¢t = (7 + A)/2 kaj 7=—A. Vidu
ankat ke ne estas ricevo en tempo antau 7=—A.

Figura 1: O sistema. 1.a O observador (esfera negra) esta fixo a distancia b do eixo z. Uma

fonte luminosa (esfera branca) estd indo de = —a a x =00, com aceleracao prépria constante
g. Anteriormente ela veio de x = 0o (t = —00), com desaceleragdo prépria constante g, até
r=—a (t=0). 1.b A fonte em movimento emite um sinal luminoso no momento ¢ do sistema

inercial S, e o observador em repouso recebe esse sinal no momento 7, eq. (6). Veja as assintotas
t=(r+ A)/2 e T=—A. Veja também que nao hd recebimento em tempo anterior a 7=—A.

Dopplera faktoro, estas studata ci tie.

Estigu inercia referenco sistemo S =
{t,}. El nefinia loko x = oo, je nefinia es-
tinta momento t = —oo, luma fonto ekvenis

al origino x = 0 per la akso z. Gia komenca
rapido estis —c, kaj gi estas malakcelata per
konstanta propra akcelo g; tiel gi pasas la
originon, poste momente restas ¢e r = —a
je t =0, kaj tuj reiras al nefinio z = oo kun
sama akcelo. En x = 0, distance b el akso x,
estas restanta observanto, kiel montras fig-
uro (1.a). Ni konsideras la preterpason kun
b # 0 kaj la trapason kun b = 0. Krome ni
komparas niajn rezultojn al tiujn de [1].

Ci tie z estas la loko de fonto je momento
t, ambati mezurataj per la inercia referenco
sistemo S. La tempo 7, ankat en S, estas la
propratempo de la restanta observanto kiam
li ricevas signalon el z je t. Kiel figuro (1.a)
evidentigas, la intertempo 7 — ¢ inter eligo

kaj enigo de signalo estas v + b%/c.

Por simpligi formulojn ni formale kon-

razao D = v, /v, chamada fator Doppler, é aqui
estudada.

Seja um sistema inercial de referéncia S =
{t,}. Partindo da posi¢do = 0o, no momento
t = —oo, uma fonte luminosa se dirige a origem
x = 0 ao longo do eixo x. Sua velocidade ini-
cial era —c, mas ela é freiada por desaceleracao
propria constante g; assim ela passa pela origem,
depois momentaneamente para em r = —a em
t = 0, e imediatamente inicia o retorno a x = oo
com mesma aceleracao. Também em x = 0,
porém a uma distancia b do eixo x, estd um ob-
servador em repouso, como mostra a figura (1.a).
Nés consideramos a ultrapassagem com b # 0 e
o “atropelamento” com b = 0. Além disso nods
comparamos nossos resultados aos de [1].

Aqui = é a posicao da fonte no momento ¢,
ambos medidos no sistema inercial de referéncia
S. O momento 7, também medido em S, é o
tempo proprio do observador em repouso quando
ele recebe o sinal emitido de x no momento t.
Como a figura (l.a) evidencia, o intervalo de
tempo 7 —t entre a emissao e a recepcao do sinal
é Va2 +b%/ec.

Para simplificar as férmulas nés consideramos



sideros ¢ = 1 kaj g = 1. Por aperigi la | formalmente ¢ = 1 e ¢ = 1. Para recuperar os
arbitrajn valorojn suficas substitui valores arbitrarios basta substituir

a—ag/c®, A—Ag/c? , b—bg/c* , x—gx/* , v—v/c, t —gt/c, T—gT/c, T —gTlc. (1)

Farinte tiun simpligon kaj uzante la kondi¢c- | Efetuando estas substitui¢oes e usando as condi-
ojn z(0) = —a kaj v(0) = 0, la rapido v kaj | ¢6es z(0) = —a e v(0) = 0, a velocidade v e a
la loko z de la fonto ce konstanta propra | posicao x da fonte sob aceleracao prépria cons-
akcelo g estas [1] tante g sao [1]

v(t):\/%, ) =VITP—A, A—a+l. (2)

Car la fonto ne restas en S, tial la pro- | Como a fonte nao esta em repouso em S, o tempo
pratempo de eligo de signalo estas 7" # t. | préprio da emiss@ao de um sinal é 77 # t. Em

Vere dr’ = dt/~(t) = /1 —v%(t)/c2dt. La | verdade dr’ = dt/y(t) = /1 — v2(t)/c*dt. A in-

integro de d7’ fiksante 7/ = 0 kiam ¢ = 0 | tegral de d7’ fixando 7/ = 0 quando ¢t =0 é
estas

t=sinh 7', (3)

do la rapido kaj la loko de la fonto kiel | portanto a velocidade e a posicao da fonte como
funkcioj de 7’ estas fungoes de 7’ sao

v(r') = tanh 7" | z(1') =cosht’ — A . (4)

Vidu ke la preterpasoj (x = 0) okazas kun ‘ Veja que as ultrapassagens (z = 0) ocorrem com

rapido vy := VA% — 1/A je Fty (au F7), ‘ velocidade vy := v A%2 —1/A em Fty (ou F7Y),

kie onde
to:=VA2—1, 74 1= cosh™'A . (5)
Interesas kalkuli la rilaton inter la tempo E interessante calcular a relagao entre o mo-
t de eligo kaj la tempo 7 de enigo. El fig- | mento ¢ de emissao e o momento 7 de recepcao.
uro (1.a) Partindo da figura (1.a)

T:t—l—\/x2+b2:t—l—\/(\/1+t2—A)2+b2, (6)

uzante (2). Figuro (1.b) montras ke la enigo | onde se usou (2). A figura (1.b) mostra que a
ne komencas kiam 7 = —oo, sed jese kiam | recepgao nao comeca em 7 = —00, mas Sim em
T=—A. La fonto eligis tiujn komencajn sig- | 7=—A. A fonte emitiu estes primeiros sinais em
nalojn je t=—o00 el x=00, kiam gia rapido | t=—o0 a partir de x =00, quando sua velocidade



estis —c. Observu la asimptoton 7=2¢t— A
por t — oo; la fonto eligos tiujn signalojn je
t = oo, kaj ili enigos poste ‘duoble’ nefinia
tempo al observanto.

2 Dopplera efiko

Car frekvenco estas la inverso de periodo,

tial ni povas redifini la Doppleran faktoron
kiel

dr’
D(r) = T

Ci tie d7’ estas la infinitezima propra in-
tertempo per la fonto inter eligo de du lumaj
signaloj, kaj d7 estas la infinitezima pro-
pra intertempo per la observanto inter enigo
de tiuj du signaloj. La radiko rilatas al
la tempa dilato pro la movado de la fonto.
Kiam D < 1 la Dopplera efiko estas nomata
‘rug-delokigo’, kaj kiam D > 1 gi estas no-
mata ‘viol-delokigo’. Ni emfazas ke estas
aliaj difinoj de Dopplera faktoro [2].

Sekve ni kalkulas la Doppleran faktoron
kiel funkcio de 7/, 7, x kaj de ¢t. Ni komen-
cas kun D(7’). Uzante la difinon (7) en la
formo D = (dr/dr’)~!, derivante (6) kaj
uzante t(7') kaj z(7') el (3) kaj (4), la fak-
toro estigas

(cosh7’ — A) sinh 7/

era —c. Observe a assintota 7 = 2t — A para
t — 00; a fonte vai emitir estes sinais em t=00, e
eles chegarao ao observador depois de um tempo
“duplamente” infinito.

2 Efeito Doppler

Como a freqiiéncia é o inverso do periodo, nos
podemos redefinir o fator Doppler como

= \1- ).
T

(7)

Aqui d7’ é o intervalo infinitesimal de tempo
proprio da fonte, entre a emissao de dois sinais lu-
minosos, e d7 é o intervalo infinitesimal de tempo
proprio do observador entre a chegada desses dois
sinais. A raiz quadrada se refere a dilatacao tem-
poral devida ao movimento da fonte. Quando
D < 1 o efeito Doppler é chamado deslocamento
para o vermelho, e quando D > 1 ele é chamado
deslocamento para o azul. Noés enfatizamos que
hé outras defini¢oes de fator Doppler [2].

A seguir nos calculamos o fator Doppler como
funcao de 7/, 7, x e de t. Nés comecamos com
D(7"). Usando a definicio (7) na forma D =
(dr/d7’)~!, derivando (6) e usando (') e z(7’)
de (3) e (4), o fator se torna

D(t') = (cosh '+

montras ke ne estas Dopplera
) trifoje:

Figuro (

2.a)
efiko (D =1

1
7' = —2sinh™* Z(\/ b2+8a+b), T

Nun ni kalkulas D kiel funkcio de la pro-
pratempo 7 de enigo de lumo al observanto.
Uzante (3) kaj (6) ni havigas

\/(COSh T —A)2 4+ b2

(8)

) -1
A figura (2.a) mostra que nao ha efeito Doppler
(D =1) em trés ocasioes:

(9)

1
=0, 7,:=2sinh™’ Z(\/b2 +8a—0) .
Nos agora calculamos D como fungao do
tempo préprio 7 de chegada da luz ao observador.
Usando (3) e (6) nés obtemos

1
. h / _
smn T 9

7(7_2 — ) (7(72 —CH + A\/(T

2—02)2+4(72—A2)> , CPi=A%+ 1 +1; (10)
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Figuro 2: Doppleraj faktoroj. 2.a D kiel funkcio (8) de la propratempo 7" de moviganta fonto.
Estas tri momentoj en kiuj la radiado ne havos kolor-Sangon (D = 1); la unua (7/) antauas al
momento —7 de la unua preterpaso; la dua (7' =0) okazas kiam la fonto restas ¢e x = —a; kaj
la tria (77, ) antatias al momento 7 de la dua preterpaso. La radiadoj ¢e la momentoj F7; de
preterpaso havas D=1/A, do ili estas rug-delokigataj. La valoroj de 7/ kaj 7/ estas ce (9), kaj
7, estas ¢e (5). 2.b D kiel funkcio de la momento 7 de ricevo de la lumo. La unuaj signalo]
estas ricevataj kiam 7=—A, kvankam ili estis eligataj detempe de 7=—o00. Ne estas kolor-Sango
je 7_, Va? + b2, kaj 7. La radiado eligita en la preterpaso, Fty en ekv. (5), estas observata je
Fto + b, ekv. (6), kun D = 1/A.

Figura 2: Fatores Doppler. 2.a D como fungao (8) do tempo préprio 7" da fonte em movimento.
H4 trés ocasides em que a radiagao nao terd mudanca de cor (D=1); a primeira (7") antecede o
momento —7;, da primeira ultrapassagem; a segunda (7' =0) ocorre quando a fonte esta parada
em x=—a; e a terceira (7} ) antecede o momento 75 da segunda ultrapassagem. As radiacoes nos
momentos F7, de ultrapassagem tém D =1/A, portanto elas sdo deslocadas para o vermelho.
Os valores de 77 e 7/ estdao em (9), e 7} estd em (5). 2.b D como fungdo do momento 7 de
recebimento da luz. Os primeiros sinais sao recebidos quando 7=—A, embora eles venham sendo
emitidos desde 7=—o00. Nao hd mudanga de cor em 7_, v/a? + b2, e 7. As radiagoes emitidas
nas ultrapassagens, Fty na eq. (5), sao observadas em Fto + b, eq. (6), com D = 1/A.
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Figuro 3: Doppleraj faktoroj. 3.a D_ kaj D, kiel funkcio (11) de loko = de lum-eligo el la
moviganta fonto. Sagoj montras la pozitivan fluon de tempo. Radiado el z_, —a, kaj x, ne
kolor-Sangos, D=1. La valoroj de x_ kaj z, estas en (12). Radiadoj el preterpasoj =0 havos
D=1/A, do ili estos rug-delokigataj. 3.b D kiel funkcio (13) de tempo ¢ de referenc-sistemo S.
Vidu ke D =1 kiam t_ =sinh7’, t=0, kaj t; =sinh 7/, estante 7/ kaj 7/ prezentataj en (9).
Vidu ankau la asimptoton D=—t— A.

Figura 3: Fatores Doppler. 3.a D_ e D, como funcao (11) do local = da emissao da luz pela
fonte em movimento. As flechas indicam o sentido positivo do tempo. A radiacao a partir de
x_, —a, e x4 ndo mudard de cor, D=1. Os valores de z_ e z; estdao em (12). As radiagoes a
partir das ultrapassagens © =0 terdo D=1/A, portanto serao deslocadas para o vermelho. 3.b
D como funcao (13) do tempo ¢ do sistema de referéncia S. Veja que D=1 quando ¢_ =sinh 7’|
t=0, e t; =sinh 7, estando 7 e 7/ apresentados em (9). Veja também a assintota D=—t—A.

substituante tiun kaj cosh 7/=14/1+ sinh? 7/ | substituindo isso e cosh7 = /1 +sinh®*7’ na

en ekvacio (8) ni havigas la deziratan | eq. (8) nés obtemos o desejado fator Doppler
Doppleran faktoron D(7). Figuro (2.b) | D(7). A figura (2.b) mostra tal fungao.
montras tiun funkcion.

Nun ni kalkulu la Doppleran faktoron Vamos agora calcular o fator Doppler como
kiel funkcio de la loko x de signal-eligo. | fungao da posicao = da emissao do sinal. Usando
Uzante (2), (3) kaj (4) en (8), vidu ke (2), (3) e (4) em (8), veja que

5 B y exy/(z+ A)2 —1 B — /g .
e(x)_ T+ + \/m ) G_H/ ( )

Figuro (3.a) montras la du funkciojn D_(z) | A figura (3.a) mostra as duas fungoes D_(x) e
kaj Dy (x). Observu la tri lokojn el kiuj la | D, (z). Observe os trés locais a partir dos quais
lumo eligita ne kolor-Sangos: a luz emitida nao mudara de cor:

x_:ZZ(VbQ%—&H—b), r=-a, $+3:_§(V52+8a_b)' (12)

Fine ni montras D kiel funkcio de la in- Para concluir nés mostramos D como funcao
ercia tempo t de eligo: do momento ¢ da emissao:

D(t):<\/1+t2+\/x§7x7+b2>_ , Jl'(t):\/l—l-tQ—A. (13)



Figuro 4: Doppleraj faktoroj kun b = 0. 4.a D kiel eksponencialaj funkcioj (14) de propratempo
7' de moviganta fonto. Estas nekontinueco de D en momentoj :FT(; , prezentataj en (5). 4.b D
kiel funkcio (15) de propratempo 7 de observanto. Estas nekontinueco de D en momentoj Ft
de trapaso. Kiam 7 = a ne estas kolor-sango. Vidu la asimptoton 7 = —A; do la observanto
ricevas la unuajn signalojn en ¢i tiu momento, nefinie viol-delokigataj. La valoro de ¢y kaj de 7
estas en (5).

Figura 4: Fatores Doppler com b = 0. 4.a D como as fungdes exponenciais (14) do tempo
préprio 7/ da fonte em movimento. Ha descontinuidade de D nos momentos :FT(/) , apresentados
em (5). 4.b D como fungao (15) do tempo préprio 7 do observador. H& descontinuidade
de D nos momentos Fty de “atropelamento”. Quando 7 = a, nao ha mudanca de cor. Veja a
assintota 7= —A; portanto o observador recebe os primeiros sinais nesse momento, infinitamente
deslocados para o vermelho. O valor de ¢, e de 7 estao em (5).

Figuro (3.b) montras tiun funkcion. Ob- | A figura (3.b) mostra essa fungao. Observe a
servu la asimptoton D = —t— A kiam ¢t — | assintota D= —t— A para t — —o0.

—00.

3 Trapaso 3 “Atropelamento”

Nun ni studas la interesan okazon ¢e b=0. | Nobs agora estudamos o interessante caso em que

Anstatau preterpasi, la fonto pasas tra la | b=0. Ao invés de passar perto do observador,
observanto. Tio generas nekontinuecon AD | a fonte passa através do observador. Isso pro-
je la Dopplera faktoro. Por havigi D kiel | duz descontinuidade AD no fator Doppler. Para
funkcio de 7/, 7, x kaj ¢, ni faras b = 0 | obter D como funcao de 7/, 7, x e de t, nés fa-
en ekvacioj (8), (10), (11), (13), respektive. | zemos b = 0 nas equagoes (8), (10), (11), (13),
Pri D(7') ni havigas respectivamente. Para D(7') nds obtemos

D(7") = exp(—e,7') , (14)

kie €, estas la signumo de x. Estas ¢, =+1 onde €, é o sinal de x. Ocorre €, = +1 quando
kiam 7" < —7) kaj 7" > 7, kaj estas e, =—1 | 7' <—7) e quando 7’ > 7], e ocorre €, = —1 quando
kiam —7) < 7/ <7{. Vidu figuron (4.a). —1y < 7' <7}. Veja a figura (4.a).

Pri D(7), figuro (4.b) montras la funkcion Quanto a D(7), a figura (4.b) mostra a fungao



Figuro 5: Doppleraj faktoroj kun b = 0. 5.a D kiel funkcio (16) de la loko x de lum-eligo. Sago]
montras la pozitivan fluon de la tempo. Vidu la asimptoton D =2(x + A). Estas nekontinueco
de D en x=0. La valoro de t; estas en (5). 5.b D kiel funkcio (17) de ¢. Estos nekontinueco de
D en lum-eligoj kiam Fty, (5). Vidu asimptoton D =—2¢. La valoro de t, estas en (5).

Figura 5: Fatores Doppler com b = 0. 5.a D como fungao (16) do local z da emissao da luz. As
flechas indicam o sentido positivo do tempo. Veja a assintota D =2(x + A). H4 descontinuidade
de D em x=0. O valor de tj estd em (5). 5.b D como funcao (17) de t. Haverd descontinuidade
de D nas emissoes quando Fty, (5). Veja a assintota D=—2t. O valor de t; estd em (5).

(A+7)7t ) —A<T<—ty, T>1,
D(r) = (15)
(A—T)_l, —lg < T <t .

Pri D(z) ni havigas | Quanto a D(x) nés obtemos

D(x)=x+A—ees\/(x+ A2 —-1. (16)

Vidu figuron (5.a), observante la tempan | Veja a figura (5.a), observando a seqiiéncia tem-
sinsekvon 1, i1, 11, v, v, Vi. poral 1, 1, i1, v, v, vI.
Fine, pri D(t), Finalmente, quanto a D(t),

Do(t) = VI+ £ —te, , (17)

kie €, estas la signumo de x. Estas ¢, =+1 onde ¢, é o sinal de x. Ocorre €, = +1 quando
kiam t < —ty kaj t > ty, kaj estas ¢, = —1 | t<—ty e quando t>tg, e ocorre €, = —1 quando
kiam —ty <t <ty. Vidu figuron (5.b). —to<t<ty. Veja a figura (5.b).

La nekontinueco AD de Dopplera fak- A descontinuidade AD do fator Doppler D é
toro D estas facile kalkulata ekde la antatiaj | facilmente calculada a partir dos resultados an-
rezultoj: teriores:

1 1-— 2
AD:\/ +UO_\/ Yo _ Yo =2V A2 —1=2sinh7) =2t . (18)

1-1}0 1+/UO /1_/0(2)



4 Komentoj

Ni konsideris restantan observanton ce iner-
cia sistemo S kaj movigantan fonton, kiel ce
figuro (1.a). Ni montris, vidu figuron (3.a),
ke lumo eligita el z = 0 (minimuma dis-
tanco al observanto, ¢e S) estas enigota rug-
delokigate. Tamen, en la antaua artikolo [1]
(vidu gian figuron 1), kie la fonto restas ce
inercia sistemo X kaj la observanto movigas,
lumo enigita kiam la observanto estas en
x = 0 estas vidata kun viol-delokigo. Tio
malsamo estas natura en special-relativeco,
kaj ni plieksplikos tion en estonta artikolo
de revizio; vidu ankau [3].

Ci tie ni vidis en figuroj (2.b) kaj (4.b),
ke la observanto ricevas signalojn el la fonto
nur poste sia finia propratempo 7= —A. Ci
tiu kontrastas kun ekvacioj (19) kaj (17) de
[1], kiuj indikas ke la observanto ricevas sig-
nalojn je ¢iuj momentoj —oo < 7 < o0. La
kialo de tiu malsameco estas, ke ¢e [1] la
tempo 7 estas propratempo de moviganta
observanto, kvankam en ¢i tiu artikolo la
tempo 7 estas propratempo de restanta ob-
servanto. La fluoj de la du tempoj estas tre
malsamaj.

En estonta artikolo ni prezentos siste-
mojn kies fonto kaj observanto ambatu es-
tas akcelataj. Kelkaj el giaj rezultoj estas
mirindaj.

Citajoj

4 Comentarios

Nos consideramos o observador imével em um sis-
tema de referéncia inercial S e uma fonte em mo-
vimento, como na figura (1.a). Nés mostramos,
veja a figura (3.a), que a luz emitida a partir de
r =0 (minima distancia ao observador, em S)
sera recebida com deslocamento para o verme-
lho. Entretanto, no artigo anterior [1] (veja 14 a
figura 1), no qual a fonte estd parada no sistema
inercial > e o observador estd em movimento, a
luz recebida quando o observador estd em z = 0
¢é vista com deslocamento para o azul. Esta di-
ferenca é natural na relatividade especial, e nés
vamos explica-la em um futuro artigo de revisao;
veja também [3].

Aqui nés vimos, nas figuras (2.b) e (4.b), que
o observador recebe sinais vindos da fonte so-
mente apos o tempo préprio finito 7 = —A do
observador. Isto contrasta com as equagoes (19)
e (17) de [1], as quais indicam que o observador
recebe sinais em todos 0os momentos —oo <7 < 0.
O motivo desta diferenga é que em [1] o tempo
T é tempo proprio de observador em movimento,
enquanto que neste artigo o tempo 7 é tempo
proprio de observador em repouso. Os dois tem-
pos correm de modo muito diferente.

Em um futuro artigo nés apresentaremos sis-
temas em que a fonte e o observador estao ambos
acelerados. Alguns dos seus resultados sao muito
interessantes.
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