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Resumé

On fait l'extension d'un théoréme de Riesz & 1'espace
R® et _on géneralise l'equation classique d'Euler au sens. des

distributions,On fait une application & l'equation de . Klein

et Gordon.

Mots-clefs: Théoréme de Riesz; Distributions; Equation d'Euler

généralisée.
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SUR LES EQUATIONS DE DISTRIBUTION (II)

‘Cet article est la continuation d'un autre [1]. Il s'a
git de faire l'extension i 1l'espace R" de n variables XyrXgreaey

x, des resultats obtenus dans l'article précédent pour l'espace
Rl.

Pour cela, il faut d'abord faire l'extension 3 l'espa-
ce R du théoréme de Riesz [2] qui a eté démontré seulement pour

1'espace Rl. Nous ferons ici une fois pour toutes les conven -

tions suivantes {(avec L. Schwartz {31):
1) chaque point xl;xz,...,xn de l'espace Rt1 on designera simple
ment par x.

2) x 20 signifiera Xy 20, X, 20, ..., x, 2 0.
X 2 y signifiera x-y 2 0.

. ;2 2, 2 2
3) |x| designera la norme euclidienne Xy SHx, Tl C

4) pP sera le symbole de dérivation partielie

3p1+p2+ ‘ou +pn

p1 P2 pn
Bxl sz ...an

DP =

ol p est un systéme d'entiers p; 2 0 ¢ {pl,pz,...pn}.Nous ap-
pellerons |p| la somme Py*P,+...+p, (rang de p).

5) L'élement de volume dxl,dxz...dxk, sera simplement dkx.

L'extension du theoréme de Riesz, qui a joué un réle
fondamental dans les démonstrations de 1l'article précédent, peut

étre obtenue immediatement utilisant le théoréme suivant, d'ont
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la demonstration se trouve dans le traité bien connu de  Hobson
41,

"Théoréme. Si ¢1, ¢2, cess B est un ensemble fini de fonctions

n
mesurables sur un domaine G mesurable,d'une ou de plusieurs di -

mensions et si F (¢1,¢2,...,¢n) est une fonction continue de

LD PRI ¢,» pPour tous les valeurs de PR PR la

nf
fonction F(¢1, ¢2, P ¢n) eat mesurable sur G",.

Théoréme de Riesz.

Demonsgtration. Si ¢1, ¢2, enay ¢n est un ensemble fini de fonc-

tions sommables sur G, comme toutes ces fonctions sont necéssai-
rement mesurables sur G, le théoréme de Hobson hous dit que la
fonction F(¢1, ¢2, cous ¢n) est mesurable sur G.

S5i de plus il existe une fonction h(x) 2 0, sommable

sur G telle que

|Kex)| = [FLo)(x)10,(x),000rd (x}]| S hix) , x€6

la fonction F est sommable sur G, ce qui démontre le théoréme.

Considerons maintenant la fonction

Do x) ,0P9 (x)) x @ R Ip| $m°

et supposons

1) qué ¢ (x) et DPd(x) soient des fonctions continues et dériva-
bles pour |p| S m, sur un domaine  borné de 1'R".

2} que ib soit une fonction continue de tous les valeurs de

¢(x) et DP¢(x), pour |p| S m.



CBPF~NF~001/88

3) Que Dm¢(x) soit sommable sur Q.

4) Qu‘il existe une fonction h(x) 2 0 sommable sur Q2 telle que

IK(x) | = |b(o(x),0P0(x))| § hix) (xe&, |p|] sm

Dans ces conditions, le théoréme de Riesz, assure 1l'existence

de la fonctionnelle

I(4) = J b a®x (x € R")
Q

En imposant & la fonction 22 la condition supplementaire d'exis
tence et de sommabilité de ses derivées partielles par rapport
4 tous ses arguments, cherchons une condition necéssaire pour
l'existence d'une extremale ¢(x) continue sur Q.

Si nous adotons comme variations admissibles 6{¢} =
ani(x) od & € R1 est un paramétre réel, defini dans un Voisina-
ge vde « = 0 et adotons pour les n(x) des fonctions indéfi-
niment dérivables & support compact contenu dans @, le méme
procedé suivi dans l'article [1], nous donne la condition cher

chée

F%’ ' . 3 p
l'l+ Dn"' ' +"-"""'"-'_"Dn+ “ne .
J E siD¢j 3(DP¢)
+_&_Dmrz| x =0  (p| s
qui n'est autre que la distribution de Schwartz

a%' P - 3do mam 3% |
< + ..o + (-1)PDP —=22__ 4 .+ (-1)®D —L2_ 4> =0
_ ' 3 (DP¢) ' 3(D™9)
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oi D est la derivée de distribution de Schwartz.

D'une maniere plus concise, on peut écrire

3ds . P ap 3dy m =m ash
+ aes + (-1) D — e F (-1) D —_— =
. a(Py) 3 (D"¢)

(p'_"]-;z'ooo' m-l) M

Il faut femarquer que, dans la déduction de cette équation 1le
lemma fondamental de P. Du Bois Reymond n'intervient pas et gue
la continuité des derivées partielles D™¢ du rang le plus éleveée
n'est pas non plus necéssaire.

| Montrons maintenant comme on peut employer cette éqqg

tion pour obtenir une équation géneralisée de distribution.

Exemple. Soit 35 la densité Lagrangiénne

b=-3 [(gﬁ—)z+m2¢2] (x e rY)
K

{u = 6,1,2,3)

1'équation d'Euler géneralisde est la distribution

cest a dire

<r( [f] -‘m2)¢,n> = {

ol A n ~
= 33 _ 5 a 5 9 .
D"“a';qs};- T ;LT (L2

on reconnait dans cette équation l'equation de Klein et Gordon

d'un champ réel de spin zéro, au sens des distributions (avec
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les unités naturelles ¢ = 1 et'h‘= 1). Pour obtenir 1l'équation

inhomogéne

(] - mdr<s,no= <sd,n> (1)

ot 8% est la distribution de Dirac il suffit de supposer que b )
24s

03x13x23x3

= y(xo).y(xl).y(xz).y(x3) est le produit de quatre fonctions

dépend aussi de la fonction y4(x) 5% ;, ol y4(x) =
d'Heaviside,avec y(xO) = y(t), et £(x) est une fonction arbi-
traire ayant une dérivée partielle de quatriéme ordre continue
et differente de zéro. On a ainsi la nouvelle densité Lagrangién

ne

| 4
dp= -3 [‘g'?é—’z ¥ ’“2¢2] - yie m:—oaa—frﬂa—

%19X9%4

Si on fait varier la fonction f avec la méme variation §&8(f) =
= an(x) qui fut donne a la fonction ¢, la nouvelle é&quation
d'Euler est justement l'équation (1}). La solution de l'égquation

usuelle

est classique.

Reprenons, toutefpis, ce probléme avec les methodes
des distributions; Il faut trouver une distribution <¢,n> que
soit une solution de l'equation (1). Cela se fait aisément avec
les transformées de Fourier des distributions que nous prenons

ici, sous la forme de Schwart:z

+e0 '
F(f) = I £(x) exp(-2mic.x)a’x = g(o)

-0
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+oo 4
?(g) = I g(o) exp(+2nic.x)d" ¢ = £(x)

-0

Rappelons que rsd = 1, ¥1 = s et les relations

<Pf,n> = <f,Pn>

<?gan> - <q.?n>
et transformons successivement le premier membre de 1'équation
(1), en posant Fg.= ¢ on a

N L3 ~

A= wd<e,m> = ( [J=n?) <Fg,n> = ([] -n?)<g,¥n>=

<g,( E] - m2)¥n> = <g,(4ﬂ2(og-|3|2)-m2)}n> =

(4wz(cg-|c|2)-m2)g, Fn> =

<(pg - |B|2 - mz)g, §n> ou 41°0° = P
Le second membre peut s'écrire

.<64'"> = <F1,n> = <1'§n> (2)

l'égalité des deux membres est satisfaite si on a

-

R Vi 22
g = 2112 ol A=+ V |p|“m

P~

done

” +°‘°.

$ = Fg = J g(U)exp(+2ﬂixU)d40 =
-

1 [ eiPx g

= J dp
(2m? e pa-)?




CBPF-NF-001/88

~Fe
et, finalement
+x ipx .
<p,m> = <2 f e~ a‘p,n> (3)
(27) -0 po—l -

est la solution cherchée.
 Pour calculer l'integrale relative a Py avec la
methode des residus il faut définir le chemin d'integration
et son orientation dans le plan complexe.
Si on fait le choix indiqué dans la figure 1l,on a

ipot

e 2m IRVATIE X
] ﬁ dpo =3 sin(Ait) ou A = Ipl +m

et on peut écrire

$0 L+ >
1 J oiP.x sinit 43

<¢,n> = <
(2m?3

P, N> (4)
-

que est au sens des distributions la solution bien  connue
D(ﬁ,t) [5,6], écrite avec les unités naturelles ¢ =h=1. Cet

te solution satisfait aux conditions aux limites suivantes:

1) <¢(t,Xx),n> = 0 quelque soit X.
£=0

> 1 +ip.X 43 e
2) < [gg oltyx)| > =< 3| e a’p,n> =
t=0

(2m)

#

<8(x;) 6 (x,) 8 (x4) ;0> = <s3,n>

on voit que la seconde condition a un sens bien défini,au sens
des distributions.

Cette condition obtenue par les méthodes usuelles
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--8_.

ne peut avoir qu'un sens purement symbolique.

= §(x,)8(x,)6(x,)
£=0 170 1Xg) 01Xy
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