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ABSTRACT

The exact solution of Einstein-Cartan field e-
gquations is obtained for an artificial fluid with radially
polarized spins, spherically symmetric and under static con-
dition; the energy—momentum metric tensor is taken as zero.
The gravitational dynamics is studied for various intensities
of torsion (or fluid spin), through the analysis of motion
of spinless test particles; in pérticular, for vanishing tor-
sion we reobtain the Schwarzschild solution. The gravitational
effects related to torsion are found sometimes attractive, some-
times repulsive, depending on the value of spin density and on

the position and velocity of the test particle.



RESUMO

A solucao exata das equagoOes de Einstein-Cartan &
obtida para um fluido artificial com spins radialmente polari-—
zados, sob simetria esférica e em condigao estatica, sendo nu-
lo o tensor métrico de energia-momento. A dindmica gravitacio-
nal & estudada para diversas intensidades da torgdo (ou spin
do fluido), através do movimento de particulas teste sem spin;
em particular, para torgao nula reobtem-se a solugao de
Schwarzschild. Observa-se que os efeitos gravitacionais asso-
ciados a torgéo ora sao atrativos ora sao repulsivos, dependen
do dos valores do spin do fluido e da posicao e velocidade da

particula teste.



1. INTRODUGAO

Em 1922 Elie Cartan sugeriu um modelo para a geo-
metria do espago-tempo no qual as afinidades seriam assimé-
tricas; a parte antissimétrica, denominada de torgao, esta-
ria de algum modo relacionada ao momento angular intrinseco
(spin) das particulas. A conexao da assim chamada Teoria de

Einstein-—Cartanl tem a forma

kK _ (k. _ . k

onde {?j} € o simbolo de Christoffel e Kijk & o tensor de

contorgao: este € definido em termos do tensor de torgdo Sij

segundo
(1.2)
sendo
1 k
S.. == (I'J.~T.,) =T"+~,.=. .
5 ) [i37] (1.3)

Nesta geometria a métrica gij € simétrica e satisfaz o postu

lado métrico
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E sabido que a gravitacao gerada pela densidade

de matéria & usualmente muito mais intensa que a gerada pelo



spin, geralmente desordenado, do material. No caso dos spins

estarem alinhados, entretanto, sua contribuigéo cresce extra-

ordinariamente por efeito de coeréncia, e pode competir em va

lor com a contribuigdo da matéria®.

2. EQUACOES FUNDAMENTAIS

A equacdo combinada da Teoria de Einstein-Cartan gt

¢ = eretd = mnotd 4 (am 2 [aet, T - 2t eI 4
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onde(fj({J) & o tensor de Einstein da Relatividade Geral,
gt & o tensor de energia-momento combinado, oij & o _tensor
métrico de energia-momento e £33% 2 5 tensor de spin, A Rela-
tividade Geral & reobtida gquando tijk =0.

E nosso propdsito investigar os efeitos gravita-
cionais associados ao spin, desvencilhados tanto quanto possi
vel da gravitagao associada a outras fontes. Como hipdtese de
trabalho admitimos que Gij = 0 na (2.1), isto significando que
supomos a gravitacao proveniente de oij desprezivel em compa-

ragao a proveniente dos termos quadraticos no spin. Dois: exem-

s ij ~
plos de materiais com ¢-J = 0 sdo apresentados no Apéndice.



3. METRICA E SPIN; SOLUGAO DAS EQUAGOES

A métrica estatica com simetria esférica & des-—

crita por

ds? = ezn(rthz-‘e2x(r)dr2F-r2d82-rzsen26<i¢2; (3.1)
. I

guando alinhados radialmente, os spins das particulas que com-

pdem o material tornam ndo nulas unicamente as componentes do

tensor de spin

0 _ _ o _ 1
t23 = t3.2 = &7 a(r)send. (3.2)

As equagoes de campo independentes sao entdo

Gg - 8ﬂ88 = rla o™y r7? L2 20, (3.3
1 N - - - - -

Gl - chi =~ (2r ln'+—r 2)e 2A + r 2 _ r 4a2e2n =0 , (3.4)

Gg - 8w8§ =-(n" + n'2-n'k' + r_ln'-r_lk')e—ZA + r—4oc2e2n =0, (3.5)

onde a plica denota 4/dr.
Fazendo uso das identidades de Bianchi : conclui-
mos que

a{r) = const = +a , coma > 0. (3.6)

Considerando o resultado acima, de (3.3) e (3.4) obtemos



2 -2)1/2

2N =1+ 2a2r_2 - 2mr-l(14-a r (3.7)

72t (l4—a2r—2)e2n, (3.8)

onde m & uma constante de integragdo que representa a massa do
sistema. Observamos que para a = 0 (spin nulo) a solucao re-

duz-se a de Schwarzschild.

4. ANALISE DA SOLUGAO; CONCLUSOES

Da (3.7) notamos que para r - «® se tem O cCOmpor-
tamento Newtoniano n(r) -+ -m/r, para todos os valores de
a/m < ©», Para a = 0 se tem n + ® guando r -+ 2m, corresponden ~
do ao raio de Schwarzschild. Para a crescendo de 0 a m, a lo-
calizacdo radial da assintota recede gradualmente de r=2m até
r = 0. Para a > m hd um pogo finito de potencial, com valor mi
nimo n(ro) = Zn(l-—mz/az)l/4.

Para melhor visualizagdo dessa gravitagao, acom-

panhamos o movimento radial de uma particula teste sem spin. U

samos a definicao de velocidade encontrada em Horedti3
= I 2 -1
UUg= [1-vi(x)] —, (4.1)

onde U° = dx°/ds e v(r) & a velocidade da particula; para uma
particula teste que parte do repouso no infinito e sofre que-

da livre radial obtemos

~2)1/2 _ L2, -2~

v2(r) = 2[mr ! (1+ac

. (4.2)



Notamos que v(r) - (2m/r)l/2 quando r - », que € o resultado
Newtoniano. Para a < m tem-se v - ©® quando r -+ 0. Para a = m
tem-se v = c em r = 0. Para a > m a particula aumenta gradual
mente sua velocidade de queda até um valor maximo, subluminal,,
& a seguir freiada até o repouso em r = a(az/mz-l)l/z, e re-
torna ao infinito. Estes resultados evidenciam substancial al
teragdo da gravitagdo Schwarzschildeana em decorréncia da po-
larizacao do material.

De modo mais completo, o campo gravitacional in-
serido pelo spin polarizado pode ser inferido4 dos termos que

compoem a aceleragao

onde e2Y =1+ a?/r%*, e onde E e L sdo constantes de movimen-
to associadas a energia total e ao momento angular orbital da
particula teste sem spin; o ponto superescrito indica d/ds.

0 primeiro termo do segundo membro corresponde a
gravitagao que atua sobre uma particula em repouso. Partindo
da (3.7), uma analise do termo nos faz concluir que a densida
de de spin do material age sobre as particulas sem spin em re
pouso no sentido de lhes enfraquecer a atragao estatica
Schwarzschildeana (a = 0), tanto a longa como a curta distan-
cia do centro de simetria. Ademais, a curta distancia os efei
tos repulsivos da torgao as vezes superam os efeitos atrati-
vos de Schwarzschild, dail podendo resultar um efeito total re
pulsivo sobre a particula teste.

O segundo termo corresponde a contribuicgao asso-

ciada ao quadrado da componente radial r da velocidade, e n3o



tem andlogo Newtoniano. Neste caso a densidade de spin atuou
no sentido de enfraquecer a repulsao Schwarzschildeana associ
ada ao movimento radial da particula teste sem spin, chegando
a atrair quando a/m > 1 estando a particula : suficientemente
proxima do centro de simetria.

Finalmente, o terceiro termo de ¥ corresponde as
contribuigSes azimutais. A densidade de spin, neste caso, in-
duziu um esforgco & atuacgdo repulsiva encontrada no analogo
Schwarzschildeano.

Considerando as diferentes contribuigOes destes
trés termos, concluimos que o efeito global da gravitagao pro
veniente da densidade de spin tanto pode ser de atragao como
repulsao da particula teste, dependendo da sua localizagdo e
velocidade. Ainda, vemos que a gravitagao induzida no sistema
pelo spin polarizado difere sensivelmente da gravitacao Eins-
teiniana, sobretudo quando o par3metro a do spin for maior que

0 parametro m da massa.

AGRADECIMENTOS

Um de nds (WLR) expressa sua profunda gratidao a
AMT Rodrigues pelo constante estimulo durante a realizagdo do

trabalho.



APENDICE: MATERIAIS COM ¢*J = 0
Um primeiro exemplo de material com ot = 0, &
um fluido de Weyssenhoffl eletricamente carregado, em repou-

so, de densidade p(r) e pressao isotrdpica p(r): entao

. . . T . . . :
i_ i _ i ki ki, 1 ik 1
oy = (prphutey - poy - T et )—FZE{FkF? Zé;FﬁFﬁ), (A.1)
-sendo
-k _ .k -n(x) _ - = §°
u —-60e ' ka = Am,k Ak,m ' Ak 6k¢(r), (A.2)

avirgula subscrita indicando derivagdo ordinaria. As  Unicas

scomponentes nao nulas sao

2
oY =p =273 +¢e? , oy =-p+ €2, (A.3)

2 3 2 .
O‘2"_':(J';)’::'-p""z _€21 (A.4)

onde
ge? = (l*—azr—2)¢'2/8ﬂ , 22 = (a/r?)2e?V/an.

Teremos entdo o>J = 0 quando

p/3 =p = e? = 22/2. (A.5)

E facil verificar pela 22 das (A.5) que essas grandezas to-



das tendem a zero no infinito radial.

Outro exemplo & um fluido que sO difere do ante-
rior por ser carregado escalarmente e ndo eletricamente.O cam

. oo s S
po escalar repulsivo ¢(r) contribui para_aj com uma parcela

035 = -6 49 | -1 gij¢'k¢,k)/4w; (A.7)

teremos entdo o'J = 0 quando
2 —~
p/5 =p=1)/2=c¢ 2A¢'2/8ﬂ. (A.8)

Também este fluido evanesce no infinito radial.
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