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RESUMO

fiste trabalho consiste, em sua esséncia, numa introdugao &

formulacao spinorial da radiagao gravitacional, no espago vazio.

[l

A finalidade do formalismo reside em encontrar um conjunto

de objetos spinoriais que satisfagam a condigao de contdérno, de Trautmann, is
2 s -~ N rd ”

to €, que descrevam um campo de radlagao. Foi possivel construi-los, a par-

tir de um campo de tetradas, introduzido na multiplicidade Riemanniana.

Mostrou-se que as equagoes diferenciais originadas da equa-
_géo de Sachs {equagao do campo na forma spinorial) sao as mesmas encontra-
das por Bondi, através do formalismo tensorial, Uma vez obtida a  condigao
de radiacio, de Trautmann, na forma spinorial, verificou-se que é obedecida

pelos objetos construfdos.

Ie . -~ .
A titulo complementar, procurou-se uma condigao de radia -
cio sdbre o spinor curvatura, semelhante a condigao sobre o tensor de Rie -

marin.

Uma sintese de como o problema de radiagao se coloca em
Relatividade Geral foi acrescentada, em forma de capitulo, assim como um
resumo de alguns conceitos do calculo spinorial, necessarios ao desenvolvi -

mento do irabalho.



CAPITULO I

INTRODUCAO

1. CONSIDERAGOES INICIAIS

Inicialmente, convém lembrar algumas das idéias que fazem
parte da teoria relativista dagravitacao, de Einstein, conhecida, hoje, ecomo

Teoria da Relatividade Geral.

Os postulados basicos da teoria de Einstein sdao o Prineipioda
Equivaléneia e o Prineipio da Invaridncia. O primeiro pode ser enuneiado da
seguinte forma:

W

1 ~ . - . . . - . . .

'fércas gravitacionais e inercias nao podem ser distinguidas
por experiéncias locais''. Assim, as propriedades do movimento num sistema
de referéncia nao inercial sao as mesmas que num sistema inercial em pre-

senga do campo gravitacional.

O segundo prineipio da Relatividade Geral diz que:

"as equagdes de movimento das particulas e dos campos de-
vemn ser expressas numa forma covariante sob transformagoOes gerais de coor
denadas'. Com ésse principio, Einstein quis dizer que as leis da fisica devem
ter as mesmas formas em quaisquer sistemas de referencia . Dito de  outro

modo, as leis da Fisica sido-covariantes por transformacodes gerais do M.M.G.

A partir désses dois principios, Einstein propds, na Teoria
da Relatividade Geral, que a geometria do espago-tempo, caracterizada por
uma métrica Riemanniana, {ésse um elemento dinamico. Assim, otensor rné
trico, gw(xa} , depende explicitamente da distribui¢io de matéria, o que po-

de ser visto pelas equagoes do eampo.

As equacdes de movimento de uma particula no campo gravita



cional sao:

L ax® ax®
vl a3 &~ °
ds pU ) 5

Com
vo_ =1 ux
I‘po = {p 0} =59 {po,n}

onde[(ppo}, simbolos de Christoffel, s8o os coeficientes da conexao afim n

trica e, tambeém, as componentes do campo gravitacional; g (x*) tem di
- ‘?J\‘} 11 o
plo papel. descreve a geometria do espaco-tempo e representa o potencis

gravitacional',

As componentes de i‘zg podem, por uma transformacac
niao-linear, ser reduzidas simultdneamente, a zero, num ponto arbitrario s
a0 longo de uma cuive gecdésica aberta, qualquer. no eSpago—tempolh s

corresponde, fisicamente, ao fato do campo gravitacional se anular localme

te num sistema de referéncia em queda livre.

Entretanto, as varia¢oes do campo, que determinam as ac
leragoes relativas de corpos proximos, ndo se anulam. Essas variagdes s:
cescritas pelc tensor curvatura, de Riemann,

N .
R° =P _ P -r® T popA

fofTRY] o JTURY loaVIN T AU Tgw Av o au
atraves da eqguagio do desvio geodésico. O tensor de Riemann e ndo-linear

¥
[e)e]

r e ¢ inevitavel que as equa¢oes do campo gravitacional também  sej:
nao-lineares em gw(xa) . para que as equagoes de campo satisfagcam ao P.
¢ipio da Invaridncia Geral? A interpretacan fisica désse fato é que ocampo,
vitacional atua como sua propria fonte. Por exemplo, considerando uma pa
cula sujeitaapenas aunceampygravilational, nas equagoes docampoe aparece
¢ campo gravitacional total, resultante da interag¢ao da particula com seu p
prio campo e com outras fontes de campo gravitacional presentes. Devido

nao linearidade intrnseca das equagoes de Einstein, essas contribui¢oes ¢

interligadas ne carmpo total nao havendo nenhum modo simples de eliminar



auto-interagdes. SOmente no caso limite, em que se pode negligenciar ainflu-

éncia da partfcula sébre as outras fontes, é possivel desprezar a auto-intera-
- . ) - - ~ g .

¢ao e 0 movimento da particula e, entao, 0 de uma particula livre no campo

gravitacional.

As equagoes de Einstein sio covariantes por transform-agées
gerais de coordenadas e, como ja visto anteriormente, 0 MMG. e o grupo de
covar1anc1a geral dessa teoria. Os elementos désse grupo sao caracterizados
por uma ou mais fungoes continuas no espago tempo. Tal grupo sera chamado
"grupo de gauge", por analogia com o grupo de gauge na Eletrodindmica (x1

As teorias que admiiem o grupo de gauge como grupo de covariancia sao cha-

madas teorias gauge-invariantes.

Hilbertademonstrou que as equagoes do movimento numa teo-
ria gauge-invariante nao sao independentes umas das ouiras, mas devem satis
fazer a certas identidades, em nimero,em geral, igual ao das fungoes arbitré
rias que definem um elemento do grupo; essas identidades sao chamadas i-

dentidades de Bianchi e, em Relatividade Geral, assumem a forma

T3V
G, = 0
v
Como consequéncia das equagdes de campo, o tensor de Einstein, 6"V , e pro
porcional ao tensor de energiahmomentum, TV , e as identidades de Bianchi

a0 escritas
A
T;v =0
que é a generalizagao das equagoes '1‘": = 0 ., da Relatividade Resirita.
»

Fntretanto, essas equagoOes conduzem ‘a resultados diferentes.

A lei de conservagao, T“: = 0, resulta da invaridncia da Teoria Eletromagné-
. ’

(*) A interpretagao dessa propriedade nao é completamente evidente, pois,
em Eletrodinamica, o grupo de gauge ¢ independente do grupo de cova-
ridncia no espago-tempo plano. Em Relatividade Geral, o grupo de
"gauge'', conforme foi definido, é o proprio grupo de covariancia no es-
pago~tempo curvo.



tica por uma translagdo uniforme no espago-tempo plano {flat), isto e, pelo
grupo de simetria relacionado a conservagao da energia e do momentum. Na
Relatividade Geral, o grupo de simetria ¢ o grupo de gauge, © que leva a iden

tidad
ade 8

Ta;B=T§,B~T‘; {GGB-} =0

a integral dessa equacao nao representa uma lei de conservagao, pois a pre-

senca da segunda parcela, que pode ser atribuida ao campo gravitacional, im-

pede que se construam quantidades globalmente conservadas, a partir, somen

te, de ® .
&
Um modo de resolver essa dificuldade e procurar um pseudo
4 - oL . . .
tensor to . que se supoe descrever a distribui¢ao de energia e momentum do

campo gravitacional: dessa maneira, a equacao da continwidade, na Relativi-
dade Gerzal, toma a forma

6, B _
(T, +€g) o 1= 0 | (1)

Encontra-se uma grande variedade de pseudo-tensores. tmB , verificando (1),
o que esta relacionado ao fato de que as condigoes de coordenadas, que defi-
nem o pseudo-tensor, naoc sao unicas, pois dependem de uma fungao arbitra -
ria. Em resumo, na Relatividade Geral. como consequencia de seu grupo de
simetria, existe muitas equac¢Ses de continuidade e, entao, para poder falar
em conservacao, ¢ preciso definir, em cada problema especifico, quais quan
tidades devemn ser usadas em (1), apos a fixagao de um sistema de coordena -

das.

Pode-se concluir, de tudo o que foi dito acima, que as origens
dag sérias dificuldades, em relagao a definicao da energia na Relatividade Ge
ral residem no Principio de Equivaléncia, que leva a geometrizagao do campo
gravitacional, assim como no fato de gque 0 espago-tempo dessa teori.a_é curvo

e, em geral, nao possui nenhuma simetria. Porem, os sisternas mais usual -



mente considerados em F{sica possuem certas propriedades especiais, de tal
modo que o correspondente espago-Riemanniano permite um grupo de transfor
magoes intrinsecas, por exemplo, para espa¢os estacionarios, i. e, espagos
que admitem campo vetorial de Killing tipo tempo, é possivel formular uma
lei de conservagao covariante. Também, se 0 espaco-tempo [Or assintdtica -
mente plano, pode-se tomar um grupo de transformag¢des que coincida com ©
grupo das transformacoes de Lorentz no infinito espacial, sendo possivel
obter leis de conservagac para a energia total, momentum e momenium angu

lar de sistemas isolados.

2. RADIACAO GRAVITACIONAL

O carater '"fraco' da interagdo gravitacional torna bastante
dificil a observagao direta da radia¢iao gravitacional. Porem Weber 15 yem
trabalhando extensivamente na parte experimental concernente d isso. Fsse
tipo de radiagdo interessa aos fisicos, porque fornece contribuicdo & Teo -
ria Quantica de Campos que possivelmente, se ampliaria com a quantizacdo
do campo gravitacional. Com respeito a essa quantizagao, certos esclareci -
mentos sObre a possi{vel natureza da radiagao gravitacional parecem ser
essenciais.

A primeira questdac a ser colocada é de conceituar "Radiacgdo
Gravitacional', sem referéncias experimentais. A resposta, explicita ocu im
plicitamente contida na maior parte da literatura a respeito, ¢ aforte COnfiail
¢a na analogia com o campo eletromagnético, principalmente porque, nésse
contexto, o térmo ''radiagao’ é mais familiar. Obviamente, existe importan-
tes diferencgas estruturais entre os dois campos e é essencial, pbrtanto, dis-
cernir entre as propriedades inerentes ac campo eletromagnético e as que
poderiam ser transpostas para a radiacao gravitacional. Infortunadamente,

a transferéncia de energia, que ¢ um fendémeno de radiagao eletromagnética

de suma importdancia, e de diffcil discussa@o no caso gravitacional.

As caracteristicas estruturais do campo gravitacional que cau

sam particular dificuldade sao: 1) A nao linearidade das equagoes do campo



gravitacional; 2) O carater ndo tensorial da fér¢a gravitacional e 3) A possi-
bitidade de escolha de muitos sistemas de coordenadas. Numa teoria de cam -
pos com covaridancia generalizada, como ¢ 0 caso do campo gravitacional em
Relatividade Geral, um resultado nao pode ter significado fisico, a menos que
seja estabelecido numa forma covariante. Isso ¢orresponde a impor, na Teo-
ria Eletromagnética, que os resultados sejam estabelecidos numa forma

Lorentz-invariante e gauge-invariante. Contudo, como consequénciado Prin-
cipio da Equivaléncia, o campo gravitacional pode, localmente, ser transfor -
mado, o que significa que a férg¢a gravitacional nao se transforma homogenea-
mente sob transformagdes gerais de coordenadas. Em outros téermos, a forga
gravitacional ndo é um tensor (ou um spinor) e, entdo, nao € possivel cons -
truir expressoes tensoriais para as densidades de energia e momentum do
campo gravitacional, mas apenas pseudo tensores. Além disso, como as equa
¢Oes de campo nao sao 1ineares,. ¢ dificil obter informacoes exatas, de cara-
ter geral, tais como leis de conservagao, embora muitas solugcoes exatas, re-
presentando situac¢des fisicas particulares, sejam conhecidas. Assim, tenta-s
obter informagdes gerais por métodos aproximados. Contudo, é usualmenteds
ficil colocar o meétodo ou os resultados numa forma covariante e € igualmente
dificil prover a convergéncia das aproximagées, de modo que, o significado f:

sico e a confianc¢a em tais resultados sao discutiveis.

X possfﬁel contornar algumas dessas dificuldades, trabalhan-
do com varia¢des nas quantidades de campo (i. e, derivadas segundas dos po-
tenciais gravitacionais), em vez de lidar com quantidades de campo. Essas va
ria¢Oes podem ser descritas, de um modo covariante, em térmos do tensor
curvatura de Riemann, sem dificuldade. Porém, e dificil conciliar tal esque -
ma com 0s formalismos Lagrangeano e Hamiltoneano, com base nos quais

uma dada gquantizacao poderia tegtar a teoria.

Um outro esquema, seria o de destruir, de inicio, a covarian

cia geral, impondo condi¢Ges sObre as coordehadas. Por transformagdes en-



tre sistemas de coordenadas, satisfazendo a essas condigoes, certas expres -
soes, que nao sao covariantes sob transformagoes completamente gerais de
coordenadas, podem transformar-se covariantemente, por exemplo, a forg¢a
gravitacional pode adquirir carater tensorial. Tais condigoes sbbre as coorde
nadas tém um duplo papel, pois equivalem a tipos de condigées de "gauge" na
Teoria Eletromagnetica, mas, ao mesmo tempo, sao condi¢des sébre amanel
ra de "mapear” a geometria do espaco-tempo; é, assim, essencial, atribui -

. PP . L - - .
-lhes um claro significado fisico, o que na pratica, e raramente facil.

A mais seria dificuldade é que, atualmente, nio existe crité-
rio geral para decidir se uma distribui¢ao de fonte presumivelmente radiante
perde massa, energia, momentum, ou momentum angular., Conforme comen -
tarios anteriores, nio existe leis exatas de conservag¢ao ou, pelo menos, nada
que fornega tal critério de uma maneira adequada. Eniretanto, se férpossivel
Seguir a evolugao de um sistema material e do campo circundante, deuma con
digao estatica inicial para uma condicdo estatica final, através de uma s equén
cla de movimentos, entao, ao se encontrar uma solugcao exata e apropriada
das equagoes de campo, uma comparacio das métricas inicial e final estdti -
cas deve permitir determinar quais mudangas seculares ocorreram. Contudo,
tais solugoes exatas ainda nio sao conhecidas; deve-se contentar com aproxi-
magoes., Nas aproximagoes em série de poténcias ou nas aproximacoes assin
téticas, é possfvel, sob certas condicées, construir uma integral represen -~
tando a massa total do sistema e mostrar que a massa, assim definida,decre_s
ce monotdnicamente, 4 medida que o sistema irradia. Portanto, o processo

sugerido e tentativa e nao conclusivamente respondido.

Um {ratamento da radiac¢ao gravitacional é feito, estabelecerdo-
-Se analogias com o campo eletromagneético. As equagses
3 -3
E| = |H]

e E.H=o0 (1)



sAc as solugoes das equagoes do campo e}etromagnético, devido a uma distri
cao de carga radiante. As sclucGes para o campo gravitacional sao obtidas,

notando-se gue o tenscr de Riemann, R ,na Relatividade Geral, tem um

uv
papel semelhante ac tensor FW , no Eleiromagnetismo: Na zona de radiagao,

-

¢ gauge invariante, como tambem o é F_;por outrclado, g e ©
uv

R
Voo
potencial désse campo, similar ac A 1O Fletromagnetismo. Entretanto,
U
essas analogias sac meramente formalis, pois R _ depende das segundas
EVPO
derivadas de g (x%) , enquanto p depende, sSmente, das primeiras deri-
“uv uw
vadas de A (x™) - Além disso, uma diferenga essencial entre ésses dois
]
campos e que 25 ondas elefromagnéticas, originadas nas cargas, nao transpor

tam cargas para fora da fonte, enquanto as ondas gravltacionais, originadas

na massa, transportam massa para fora da fonte, ja que iransporiam energia.
Na zona de radiacae, como consequéncia das equacgoes (1), on
. - _ = v
das eletroemagneticas planas sao caracterizadas pelas condigoes i FW = 0
pvpd - o . . ) . 5
3 ]5‘“\’1 de =0 , qus sao os invariantes do campo, chamado "campg nu-

] . . - . ~ .
1o'(porque os invariantes sa¢ nulos). Associado a ésse campo nule, existe um

vetor, K , de tipo-luz, que satisfaz W F =0er [K'=0 . Domesmo mo
u " TRAVAPY —
de, se prﬂ ¢ do tipo N de Petrov (campo gravitacional nule), existe um ve-
tor, ¥, de tipe luz, com a propriedade x” R =0 e R . = 0 .
L Voo uvlpokd)

Outra maneira de se discufir a radiacao gravitacicnal, assin-
tSticamente, e a de formular as condicdes de contdrno sébre o campo, de tal
maneira que se possa definir energia irradiada. Fssa contribuigac ao proble -
ma da radiacao gravitacional é devida a Trau‘tmanéj que supOs © campo gravl
tacional, em questéo, definindo um campo escalar sébre a variedade, cujo gra
diente, U;u = KU(X), & um velor tipo nulo. fTisse campo vetorial, Ku , e usado
para consiruir uma congruéncia de ralos sébre a variedade, impondo que a
tangente acs raios, num dado ponto, seja igual a K’ nesse ponto. SupOs, ainda,
existir uma transformacac tal gue, assintdéticamente,

Iy = Oy T AT (2)

onde p .= diag (+1,~1,-1,-1) e tal que, definindo A =7 )y e
U



ocorre A =0 (3)

. AV g (4)

uy
A condicao de corntars . porv ele imposta foi

: -2, , -2
4 = + 0flr "} =1 K + Ofr
o, o K+ o) (5)

TRV

™
]

s

e, usando essa condicac em {3}, obtem -se:

(G~ n A EY = o™ . (6)

Para mostrar a cquivalencia dos dois metodog, construindo o
tenscr de Riemann assintdlico a partic de {2) e (). chega-se as mesmas con-

dic¢oes de radiagac oblidas comn 2 de tipo N de Petrov.
upa
As primels-s tootativas para aplicar as condicoes de

—

- . PR . ) .
Prautman a exemplos iigices <0 devidas a Bondi e a seu grupo, que conside

raram um sistema materisl. -=olado. com simelrias axial no plano equatorial
¢ de reflexdo e desenvolveram o métrica em potencias de 1/r. Obtiveram os

seguinies resultados:

o L - - .
1. guv(x }osatisTaz as condigoes de Trauiman, portanto cor-

respende a um campo de radiacao;
.00 comporiamentio do campo gravitacional e determinado por

B . - o . 1 ; "
trma vreca tuncas de duas variavels, chamada news function

8 nlu,s)

e - [N
5 A razao de chama-la news
au

a gque Bondi denotou
funiction’ vem do fate de e diferente de zero, quando aon
da gravitavional a'-ovessz uma hipersuperficie nula; essa

funyac desoresys o cadiagao devido a uma fonte iniclalmen -

te estatica:

3. o terc.ire resuliado ¢ o principal e mostra que a massa do
Lo : - P i " - "
sislenna o constante, quando nao existe a news lfunction ;
Fa existisse, o massa descresceria monotonicamente com

o tempo.

3
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CAPITULO 2

SPINORES

“

1. INTRODUGCAO AO CALCULO SPINORIAL

Existem duas maneiras de se empregar o formalismo spino

rial em Relatividade Geral.

O primeiro método ¢ devido a Wey]‘G e, independentemen
te, a Infeld e Van der Waerden’? e fol recentemente revigte por Bade ¢ Jehle 8
e por P. G. Bergmann 9@. Congiste em considerar cocmo grandezas basicas pa
ra descrever o campo um conjunto de quatro matrizes hermiteanas, a partir
das quais a metrica pode ser univocamente construida. Da lei de iransforma -
¢ao da derivada covariante de wm spinor sob o grupo de fransformacces uni -
modulares de spin constroi-se a conexao afim do espa¢e do spin e, a parlir
da expressao da 22 éoderivada, as componentes da curvatura spinorial. Esta
Ultima quantidade tem as propriedades de um tensor do 2% ordem antissimét:_:_i,

co e as de um spinor de 2% ordem simétrico.

A segunda dessas teorias de campo consiste em considerar
as variaveis basicas, que caracterizam o sistema, como sendo definidas por
sua lei de transformacao sob o grupo de transformagdes unimodulares de
Spinlo, i.e., as variaveis ndo exibem nenhum indice tensorial. Neste forma-
lismo, as matrizes hermiteanas da teoria anterior sdo, apenas, variaveis n
termediarias que permitem relacionar esta Ultima teoria com o calculo tensgo

rial convencional,
Ja foi mostradoil gque essas duas teorias sao conectadas por

melo de equagoes simples.

A seguir, vai-se resumir alguns topicos relacionados com o

calculo spinorial, de utilidade no proximo capitulo, onde as 4 matrizes hermi
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teanas, independentes, que descrevem o campo no metodo de Infeld e Van der

- . . F . Ed - . & .
Waerdern, sao consideradas como variaveis bagicas. Vai-se supor que ametri
ca Riemanniana tenha localmente, assinatura - 2, que indices gregos variam

de 0 a 3 e {ndices latinos maitsculo, de 1 a 2.

2. DEFINICAO DE SPINOR BIDIMENSIONAL E TRANSFORMACAO DE SPIN

Define-se spinor covariante bidimensional, in(x) , Ccomo a
grandeza que se transforma, $ob 0 grupo das transformacgoes unimodulares
] . . o . . . ~
(s Ly :8, "special”, unimodular, L, linear; 2, espa¢o de duas dimensdes), se

gundo a lei

ot - ¢ 1B
valx) = §.8 A {7
onde gl BA e um elemento da matriz de transformagao, S; o espa¢o da repre-

- P . ~ 4 s o
sentagao, Py, e chamado espago de spin e uma transformagao ai definida,

transformacac de spin.

Defini-se spinor contravariante bidimensional, ?A(x) , COMo

uma grandeza tal gque

P (x) ¥, (%)
seja invariante sob o s L, . £ facil ver que

¢ = P, (8)
com a condigao . gtB A B

A C C
. , B s . , - ,
onde o spinor misto § {(x} e definido, em um referencial especfflco; cComo

A
B

visto que tem a forma matricial escolhida em qualquer referencial.

10 ,
sendo (0 1 ; entretanto, demonsira-se que § {x) e invariante sob o s L2 s

A restrig¢ao as transformagces unimedulares e fundada no

isomorfismo entre o grupo de Lorentz no espago-plano da Relatividade Restrita
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€ 0S8 sz © que permite uma correspondencia entre spinores e 4 -vetores de
Lorentz: se a condicdo unimodular (det s = 1) é satisfeita, a matriz S depende
de 6 parametros reais, que sdo og mesmos da transformacao de Lorentz, Em
Relatividade Geral, ésse resultado ¢ valido localmente e equivale a assimilar
em cada ponto, a transformagao de spin a rotacdo dos eixos da tetrada ({ ver

secao 8).

Além das unimodulares outras transformgligées de spin  po-
dem ocorrer, por exemplo, a transformacao sA B = (SA B ezt?(x) ; que ge
ra a transformacao de gauge de 22 espécie. Neste trabalho, ésses casos nio

serao considerados.

Spinores bidimensionais de 22 ordem contravariantes ‘P(x) ’
Ou covariantes ‘{JAB(J-:) + sao definidos como os entes que obedecem, respecti

vamente, ds seguintes leis da transformacao:

A _ A B oD (9)
¥ (x) S ¢ 5 D ‘I’(X)

¥' (x) =y g1C glD (10)
AB <D A B

Generalizando, spinores de ordem Superior se transformam
de acordo com

AB...
¥ (x) = sAD sBE... 571 Fc,.. yPBe e (x) (11)
Coue Fooeo

3. O SPINOR METRICO FUNDAMENTAL

50b transformag¢oes de Lorentz,
Xl-l > Xlu = LUU xv ‘
a4s componentes de tensor metrico, q . do 4-espago da Relatividade Res-
UV

trita, se transformam segundo
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A

y o fica relac enada ac objeto xg POr meio de
A AB
X =Y Xp (16}
Generalizando, um spinor de 27 ordem. LPAB pode ser consg-
truido a partir do ceniravariante, \P‘AB pGr melo de
ch
LPAB = \‘? YCA YDB . (1-7)
No casce em quUe yaB -~ 'aB '
vern que _ oD |
. 287 ¥ Yea 'mB
e, enfao,
cDh .. <D

Pode se escolher T12= 1 e, evidentemente, Yap continua in-
variante. Essa cscclha ¢ arbifraris e so se justifica por sua simplicidade.

Nesse caso, uga se a netagao

c AB _ AB
Yam AB e Yy &

e a expressac matricial se torna

c - (O N _ E,AB
AB \-10
B importante notar que os spinores €AB . QAB 6AB fo -
ram usados como levantadores. alteradores e abaixadores de indices. devide
4 sua invarianc:a por transformacoes unimodulares de spin. Ha. ainda, que 28

mar cuidado cem a ant'ssimetria dos €

4. DEFINICAO DOS SPTNORES PONTUADOS

Define~se 0 spinor bid'mensional covariante, ‘PA , comae A

grandeza que se transforma de acordoe com



vi=vy.5tC . (19)

sendo

-lc ( -lc )*
S : S . *
A A e ta = (¥y)
onde o asterisco indica complexa conjugado. Analogamente, define-se o spinor

bidimensional contravariante, ‘PA,com:oa.lgramdeza: tal que X3 Ve seja um in -

variante, o que leva a

B o B B (20)

Exigindo que o processo de erguer ou abaixar indices pontua
dog seja semelhante ao de indices sem pontos, é necessario, entao, definir os
objetos que estabelecem essas operagoes. AS defini¢oes dos objetos < AB

AB A - s < : AB A e
€ . & g sao analogas as dos objetos €ap 7€ r 8 Verifica-sen
que os primeiros £ao invariantes sob transforma¢des unimodulares e podem

ser usados como levantadores, alteradores e abaixadpres de {ndices, vindo
X; = e " e (21)

A = AB 22

& B (22)

Verifica-se, por calculo direto, que as relagoes (21) e (22) sdo compativeis

com (19} e (20).

. . !
Anialogamente, para spinores "mistos'', por exemplo, o4
P P

operagao de erguer os indices e dada por:
2 g
Pps =& €pr € F8 (23)

Por definigdo o objeto Agp é complexo conjugado de Age 1. €.

*
Agp = (BAgp)
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5. RELACAO ENTRE SPINORES E VETORES DE LORENTZ

Um spinocr de 2% ordem, Vpg - Pode ser representadc por
meio de uma matriz {2 x2). Se essa matriz f6r hermiteana, seus elementcs

- - - # - .
poderac ser as componenies de um 4-vetor reai e e possivel, entao, relacioc-

nar o espaco de Minkowski com o espago de spin, usando 'quantidades mistas',
AB,_, . i
g‘-! (x}, por meic da relagao linear
Ve = 5B
. o AB Lu

onde VAB & um spinocr e ¥ , um 4-vetor de Lorentz. A maitriz (V“E) e

(24)

suposta hermiieana e como V¥ e rezl, segue-se que a representacac matri -

cial de ciLi e hermiteana.

£ f4cil ver que, para a relagdo {24) ter um significado inde-

pendente de um sistema particular de coordenadas, o AB deve-ge transfocrmar
u

como um 4 -vetor covariante, sob transformacgoes de Lorentz e independente-

mente, como um spinor de 2% ordem em relagdo as transformagGes unimodu-

lares de spin. Com esta condig¢aoc, uma transformagio de Lorentz em (24} 1leva

vBBixty = &UAB(x.') v¥(x') = &uPB(x) Pix) = Vo), (24-a)

significandc que o objeto V"B & um escalar do espaco de Minkowski.

Além do mais, como a invariancia de {24) scob transforma -

- . , , . AB
¢coes de Lorentz e de spin, resulta de se considerar 6s objetos cu como
4-yetores covariantes e como spinores de 2% ordem, concluiu-se que éstes
cbjetos devem-se transformar, simultaneamente, sob os grupos de Lorentz e

5L, de acérde com
EF Y N ! E _J
x'y = (L) o xS, SFB (25)

5t
H H v

Consegue-se especificagac da matriz de transformacaoc im -

pondc a invariancia de &HAB(x)em {25), 0 que é usualmentefeito naliteratura es
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pecializada, a partir de argumentos sébre a covariancia da equagaco de Dirac.

Uma possivel escolha dos objetos invariantes, é&
¢ (x")= o (x) =0
U U

o = I‘2x2

K = %K ue Pauli.
A partir dos objetos & é possivel construir objetos

g

JAB

o tendo por componentes

Especificadas as malirizes o, , consegue-se determinar

~ - . . .
univocamente a metrica do espago-planc, por meio de matrizes 71

pEF
assim definidas:
* ; 1H) 26
TuEF (e o, b)EF— {r =0 r Ty g , de Pauli) (26)
* EF - & ,
{(c ) =(0;*2x2’ UK=c.c.de oKdePaull) :
a relacao encontrada é
. AC . . AC . A
o+ S 27
UU Tv P UV ‘{“ Cr 2 nUV 8 O {(27)

A inversa da (24) é obtida, facilmente, pelo empregoda (27}
__1.AC - _ 1 o
A I e N A AN (28)

com

As defini¢coes {24) e suas inversas, (28) podem ser genera-

lizadas para spinores de ordem superior, vindo
MBRS... _ .BB RS
= g o .

AV

eel V! (29)

v Fe (30)

N

HV oo
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6. SPINORES NA RELATIVIDADE GERAL

Ate agora, o estudo dos spinores foi tratado apenas no espa -
¢o-plano; entretanto, semelhante estudo pode ser feito no espac¢o curvo, gene-
ralizando as quatro matrizes hermiteanas, constantes, para um conjunto de
guatro matrizes hermiteanas, cuAB(x) , definidas em cada ponto do espago-tem
po, i.e., passando-se a tratar com guatro campos representados por rnatri -

Zes hermiteanas.

7. REPRESENTACAO SPINORIAL DA CURVATURA

A partir de resultados obtidos por Witten 10 e usando o forma
lismo de Infeld e Van der Waerden, Penrose12 deduziu a forma spinorial do

fensor de curvatura , R achando que

AEBFCGDH '

e = M v A T,
RAEBRFCGDH °a6 “mF  Ycé Y pi Rt

A curvatura spinorial pode, ainda, ser escrita como combina

- . . - 12
¢ao de dois spinores, XABCD e \PABCD » Segundo a relacgao
=}-(X € o, £t £ Eee + Co C.) (31)
Rapprecon = 2 YaBop fBF ‘@ Y fmBan fop fEP Y C GO s
onde c. c. indica complexo conjugado.
Como consequéncia das simetrias de RW}\ 08 spinores
T
XABCD e \?ABCD possuem as simetrias:
*asco ~ pacp T Xamoc T XcoaB ¢ (32)
e Yaud = Yancd = Yamoe “VYeéb as - (33)

A.nélc)gamente ao formalismo tensorial, as expressoes do ten
sor de Ricci e da curvatura escalar sao calculadas por meio de contragoesda

curvatura spinorial, observando-se que a generalizacio da equacgdo {27) é
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wo M Voo 4+ v M L = - 247 x) 6 (34)
g (x) T (X)Nv + o (X) T Nv(x) g ( ) v ‘
Resulta que o tensor de Ricci tem a seguinte forma spinorial:
T VoL (35)
Feroi ™ °BF O9DH Cw

ou, equivalentemente,
T
Rer ™ 1

Entao, a curvatura escalar é: N
1 BD ¥H

_ oL 37
R=5 E € Rgpopg (37)

AC

FG,_ . . . 36
€ RaERFCG DH (36)

Entretanto, Penrosel2 mostrou que as contragoes do spinor XABCD

séo reais e assumem as formas

= C = (38)
XAB XA B 2 A

e B _ (39)
Lae = *fac

Consequentemente, a partir‘de (31), (36),

ReFoi ~ %‘[" ap i1~ Fooe | (40)

(=] R= X (41)

No espago vazio, aparecem condi¢des de simetria adicionais,
0 gue simplifica a forma do spinor curvatura. Para mostra-lo, observa-se

que as equagoes de Einstein,

1
Gu\) =Ruv 7 9y R

tém a forma spinorial

Goo s o A

L,
aceD M YAt oD

VaB €O |
e como, no caso, G =0 {(espago vazio) segue-se da independéncia de \ﬁjw
e A ue
4 §. =0 (42)
ABCD :

e
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Portanto, de (31), a curvatura spinorial depende, apenas de

X ; de (39) e (43) resulta que, além das propriedades de simetria (32)

ABCD
e (33) )&\BCD e, também simeétrico em BD ou seja, x e totalmente si -
metrica. Vai-se designar o spinor de curvatura totalmente simétrico por

P - . . s . o~ . 't
¥ARCD (}&_\BCD ¥areD) , para distingui-lo da situagao geral em que existe
matéria. Entdo, o campo gravitaciohal no espaco vazio é descrito completa -

mente em térmos de um spinor da quarta ordem totalmente simétrico, o que

torna claro que se trata de uma teoria de campo‘de spin 2.

Das identidades d'e-lBianchi, Segue-se que o spinor ¥, ...

.. hd -
satisfaz a equacao

AE _
¥ Yppep =0

Esta equagao é formalmente semelhante ds equagGes spinoriais de Maxwell no

éspago, vazio, aAE ‘-FAB=0 , onde, em lugar do spinor simetricode 42 ordem s

se tem um spinor simétrico de 22 ordem.

8. FORMA SPINORIAL DA EQUACAQO DE EINSTEIN

8.1 INTRODUCAO: OS OBJETOS FUNDAMENTAIS o, € T,

Logo apds a utilizagao do spinor de duas componentes na Re
latividade Restrita, muitas investiga¢Ges foram iniciadas, tentando descrever
as equagoes do campo gravitacional, usando como objetos fundamentais as va

i o . BB ()
riaveis spinoriais o X T ;3
1S sp y x)e LA B

em lugar de guv (x) . Como resultado dessasinvestigagbes, chegou-se a con-

(indicadas por au(x) e 1 (x) ).

clusao de que a variedade Riemanniana poderia ser descrita em térmos de
quatro 4-vetores do campo, unitarios normalizados e linearmente independen
tes, definidos em cada ponto do espago-tempo; ao conjunto desses quatro 4-ve
tores num ponto P chama-se tetrada em P. No proximo capitulo, ésse campo

sera construido para um dado problema.
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8.2 DERIVACAO DAS EQUACOES DO CAMPO A PARTIR DO PRINCIPIO DA
ACAO MINIMA

B bem conhecido que as equacdes de Einstein,

N Rll\’—%- guVR=KTUU
sa0 derivadas a partir do principio da acdo minima, usando a técnica de Pala-
tini, onde a densidade Lagrangeana é funcao das variaveis independentes
gqu) erT :éx) Esta t“écnica leva a dois conjuntos de equagdes: oprimeiro,

RIAY ~ . . - .
eh g (x) , nao relaciona o tensor metrico com a conexao . afim; o segundo,

em I‘so(x) , leva a anulac¢ao da coderivada do tensor métrico,o.que; por suavez,

implica numa relagac matematica entre cm(x) e ")

A densidade Legrangeana do método, que da origem ds equa-

goes de Einstein, é

ai = ¥ ~-g R
e, agora, o problema € escrevé-la em térmos das variaveis de campo, 5, e
T, e da afinidade de spin, @ , a fim de aplicar a técnica de Palatini ao
n

formalismo spinorial.

A expressao de R em fungao das varidveis spinoriais foi en

13 ) _ - N - .
contrada por Sachs e aqul vai-se apresentar tao sOmente um eshogo do cal

culo.

Define-se coderivada de um spinor UA cOmo

UA,' =UA + R A U‘B
(o 1y (o

B
onde QpA B € a conexao de spin. Impondo que a coderivada de o 2By seja ze
y €

ro, obtém-se a forma explicita da afinidade de spin como func¢io dos simbolos

de Christoffel9 :

ﬂp Ei} [ap TG"-LGp} T.T]Uﬁ = ._.%_ Tﬁir_( 36 cé&"{r(spk GT)] ' (45)



&
3]

Na def nicae de curvatura de spin,
T :
H T3 ; Ba PA::B B u

e fac’l deduzir que

A A A A K A K
P = § B - & -
aff B o, R 8,aR Q::c KRBB+QBKRQ B

(46)
Como exisie uma relacao entre a curvatura de Riemann e a
curvatura de spin € possivel obfer o ftensor de Riccel em térmos das variaveis
X

spincria‘s. Tal expressac e

= %. 1,r‘|-P4F i:'::))t T g TA) + { g)\

R A .
LR A 8 % g - T o) PM:] P(47)

portantc. a cruvaturs escalar nc espace de Riemann e dada por

= AP = _}_ . A a0 Ay
R g Rxp i ir EPO)\ {o TD g t Yy 4+ h, C.} , (48)

onde h. ¢. indica a cenjugada hermiteana das matrizes do campo.
B clare que, com a espressac {48) da curvatura escalar,

a densidade Lagrangeara e uma funcao das variaveis independentes

g @ T 11’1‘,52 Y]
Ly ¢ Er 3 W

Fele proced menic tsual des metodes variacionais, as equa-

cées de Euler e Lagrange reguliam nag equagoes de campo

1 A Ao 1 _
T [PDJ\ o’ g Ppij + -S-R op = 0, (49
P A I S S B I
e T iPp.}\ cARNE PD)\J’ + £l R+ p=20. (50)

Obsgerva: Se que ¢ segurde membro e nulc, pois ndc se supds a existéncia  de
nenbum cutre campe, alem Ao gravitacional,

e problema em quesiao, interessa obler as equagoes do cam
pe na regiac evterior, onde '1‘UU= 0 :censequentemente, da equagao de

Einstein segue Se (ue
R =20 e R = gl‘w

v R =0 .

v
Brtac, as equacoes do camype 48y e {70) se reescrevem, no espago vazio,

‘ A A LT
P : =
- o] : a Pp?x 0
e F.+" %+ P =0
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CAPITULO 3

FORMULACAO SPINORIAL DO PROBLEMA DA RADIACAQO GRAVITACIONAL

1. OBTENCAO DA METRICA DE RADIACAO A PARTIR
DO CAMPO DE TETRADAS

Associa-se a cada ponto P do 4-espago Riemanniano um con-

junto de quatro 4-vetores Ku , no,m , rTlu , tais que Ku en, sejam reals e

u U

nulos ; mo e Eu , complexos e nulos e m, seja o complexo conjugade de m,,.

u
ortogonais e unitarios £ e n como
u u

Define-se os vetores m e i, a partir de dois vetores tipo-espago, reais,
u

1

m = —-=(~-in ) e
u /3 M u
m = L (g +in)
u N3 U u
Ao conjunto dos quatro 4-vetores, num ponto P, chama-se tetrada em P. &
conveniente introduzir a notagao de tetrada
hu(a) = (Ku' nu' mu' ﬁu) ’ au =0,1, 2,3 . (51)

Os vetores da tetrada obedecem as condigoes da ortogonalida-

de: u u u -  =U
K KK=nn =mm =mm =20
u U u u
K nf=-mm = 1
U u
K =k m=n n=nm =0
u U U u

O {ndice de tetrada, (a), pode ser abaixado e levantadc  por

~ , obtida da métrica =
(o) (8) v

= diag (+1,-1,-1-1) por meio da transformagao

meio da metrica do espago chato,
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}s’.'0 = —:-J:_ (xo + xl} XO = _l (X'O + X'l)
V2 V2
x'l = 1 x° - xl) ou xl S (x'O x'l)
V2 V2
x? = 2 ad v i 2= 2 w?exd) (52
V2 )
x'3 = ——-”}_— (x2 -1 x3) x3 = =X (x'2 - x'3) .
v2 V2
Da lei de transformacgac de e
o
o B8
noxty = By,
TRY Mt gtV ol
resulta
01 o0 0\
n'\;(X') - l 1 0 ‘% = ‘T\]/( )(\)) = ﬁ' (U) (\)) .
s \ 0 0-1 -
\ -1 0/
A méirica guv & definida, por meio da tetrada, como
= {x) (%) ~ {a) (8B}
T =@ Py T 53)
e, usando a convencac (51), ohtem-ge:
gw(x) = Ku n, + n, K - m m, - m m
Define--se« gm) . inversa de 9y por meio das equagoes
Ry = u
g ENS 8 a
B importarte notar que o campo de tetradas, h (0(3{) , nao
H

uma solugac unica para g ix). Coem ofeite, com
: v

x) ¢ (x) (v
ulad ™ hu(Y)M {a) ’
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onde hu () é,tambeém, um campo de tetradas.

Resulta, de (53),

-~

%Jm=h

-~

(y) (e) (o) (B) e
M (o) hv(s) M () " &

(x)

(v) ~(a) (B) (),
uiy) " " (MT) h

u(y) {a) (8) v{e)

Se M satisfizer & condigdo

~ o T ~
MnM = n,

_ _ - - M(Y) (5)
entao .gw(x) = hu(wr) hv(s) n-

hu(v) sera, também, uma solucdo associada 4 mesma metrica gw(x)

Em resumo, entendendo que ¢ campo de tetradés determina
uma base local da variedade Riemanniana, o que se fez foi uma mudancga do
campo de tetradas, de um caracterizado por tres direg¢oes tipo-espago e uma
tipo tempo, para um caracterizado por quatro dire¢ées nulas (em relagao a
antiga base). Note-se que uma hipersuperficie nula tem dimensao trés, de mo
do que SO existem 3 vetores nulos independente em cada ponto, e de fato, dos

4 vetores da tetrada nula, dois sao auto-conjugados entre si.

Definir a tetrada em cada ponto P do espago-tempo correspon
de a definir dezesseis fungoes reais. Com essas fun¢oes, pode-se construir o
tensor metrico I (x) , atraves das equagoes (53). Como 9y (x) s6 tem dez

componentes independente e os , dezesseis segue-se que existe 6 graus

h
u(a)
de liberdade extras, que podem ser conectados a seis parametros continuos .

Bsses p:iré{metros permitem definir diferentes tetradas em P, Obtidas umas
das outras por rotagoes locais, internas. O mimero de fun¢oes independentes

na tetrada pode, ainda, ser consideravelmente reduzido, usando-se propriedia
des de simetria de um problema especifico; nesse trabalho, como sera visto

posteriormente, vai depender de quatro fungoes, o que corresponde as

h
u (a)
particulares orientac¢oes dos eixos das tetradas consistentes com a simetria

considerada.
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2. CAMPO DE TETRADAS NA HIPERSUPERFICIE NULA

E sempre possivel introduzir na variedade Riemanniana uma

familia de hipersuperficies nulas.

TUma hipersuperficie tridunensional ‘mersa na variedade gua-

dridimensioral e definda pela equagac

w () =0 (54}
~ Y . 3 , _ dwix)
e a nermal em um ponte, comae um covetor prepoercional a0 ow, (X)) 3 —2
, " "
ax

Da equacac {54 resulia

G X w0, (X} =0, (55)
H sendo um deslocamenta sébre a hipersuperficie, Considerandc desto
sz (& P 2+
camentos proporcionais a nermal, sto e, dﬂ x¥ = gu\}w,v , Segue-se de  {5h)
gue
Y]
g" w wr =0 (56)

e, entic, a normal sera um vetor nuic. A hipersuperficie que a admite ner-
mal nula em cada ponto e dita nula. Uma hipersuperficie nula define, portanto,
uma <20ngru§nc:"-a. de raics nulos, 1sfc e, de curvas fais que a tangenie em ca-

da pontc seja proporcional 4 normal a hipersuperficie nesse ponto. Se os pon-

- ‘ o . .
fos s6bre um ra’c da familia sac dades parameétricamente, por

=M (o, (57)

entac, por uma escolha adequada do parametre 3, tem-se

u
az j
U‘}“l = aT-'—_- gU\l m,\) (58)

segue-se da equagac {53) que

o H
R ¢
——— ' = 0
di w u (59}
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A equagao do raio é facilmente derivavel a partir das equagoes (58) e (56),

obtendo-ge

gt ¢
ar’

g

u}
¢ g

azl az®

T = = 0 (60)

portanto, 0 raio € uma geodeésica nula.

No primeiro capftulo viu-se que Bondi e seu grupo foram os

primeiros a encontrar solu¢ao das equagdes de Einstein, aplicando as condi -

¢oes de contdrno de Trautman no caso de radiagao de uma fonte limitada.

As

. o . - - . -~ . i - bt
condi¢les iniciais foram dadas sobre uma hipersuperficie nula e nao sobre

uma hipersuperficie tipo espaco.

Entao, para encontrar solugées do tipo BO_I_l

2 . . - - . . .
di, deve-se, inicialmente, contruir uma familia de hipersuperficies nulas.

Robinson e Trautman

14

mostraram que, com a escolha de

coordenadas ¢ (x)= x° , r=x1, parametro afim ao longo das geodesicas e

Xy 1 X3

a forma simples

uv

o © = O

quando K" =(0,1,0,0), n"=(1,a,x

1
0
0

e _ h¥ (_n) -

=

11 12
21 22
31 32

To]

o Jte]

1
a
W

W

Nao ¢ sempre conveniente usar

mo pardmetro a 'distdncia luminosa'',r = 2/1(“"“1 , 0 que implica
r

3

- ” . -~ N . - i
classificando a geodesica sobre cada hipersuperficie, a metrica toma

o

13
23
33

Te Juptogugie
g oa n o

4 -y, — 3 4
rx4)r mu=(0;NrB3JB ).r mu=(0,wpl3 /B )

3 _4

[ 9% ]
N

B B

B B 1
o parametro afim r=x

W
i

e & possivel tomar co

POl o# 1.



3. SPINORES FUNDAMENTAIS PARA O CAMPO DE

RADIACAO COM SIMETRIA AX'AL

Os objetos g AB(x) , definidos no capitulo 2, serdae introduzi-
u

dcz como 0s objetos fundamentais da geometria Riemanniana. Alem disso, ¢

de interesse pratico no problema em questao, que o 4-espaco tenha simetria;

axial e de reflexao.

Escolhar-se um sistfema de cocrdenadas em que x°=w(x“)= u .,

1 2 3 . “ . \ ) .
\=r, Xx'= 8, x'= LP,onde r éa''distancia luminosa', Y a latitude e 6, longin

de; da simetria axial, o érlg'ulo \19 e prontamente definido de um modo unifor -

©

- . AB
me. Na zona de rad.acaoe, deve ge verificar se os 01-l {(x) ocbedecem as con-
dicoes de Trautman; como esgas condigoes assumem formas mais simples ne

gistema de coordenadas ecartesianc, convem que, aSS“:.ﬂt&l.].(?&-llﬂvl’lt@, 035
AB : ) i e o at

g {x) Sejam escritos neste sistema.

U

Os objelos c, (x) serac introduzides na variedade Riemar

niana atraves da definicac
., al -
0(x)=h(x){)m ’
u H a

o, = { 12x2' ox de Pauli )} ,

o

- £ . “ . - [ - .

onde, por facilidade , o8 indices spimoriais foram omitidos’ ). No sistema de
i

coordenadas escelhido, as hh tx) , censtruidas come indicade na secac 17,

sac fungoes de u, r e 8 somenie, e as = {x} sao obtidas a partir de
— 1 X)L (X)) ~ia) (B)
Iy O =By () B 7 eh

i v C lis - . . =~ . .
{* } Daqui por diante, 03 indices spinoriais serao sempre omitidos em qual-
quer expressac que deveria conté-los.
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& . 5 “
Ja foi mostrado por Bondi que as 9y obedecendo as

propriedades de simetrias axial e de reflexao dependem de quatro fungoes

U, 8, v, V que, por sua vez, sao fungoes de u,r, e §. Uma possfvel escolha

da hu(u) ,Que resulta numa Yoo *} qésse tipo e
/a b b 0
(2} _f ¢ ¢ 0 0"
w0 0 ¢ ey :
AB —
Por conseguintes, o0s objetos o, (x) tomarao a forma
g, =ad, +b (3;+3,) 1, ==-agc, +b (6% 9,
01=C(c° + o) e 1= c(-o + o,) {63)
g, =d 0, T, =do,
Gy = € 0y Ty = €0g

De (61) obtéem-se a relacdo entre as fungdes U, V, 8, ¥ e as
- . - 4 -
funcoes a, b, ¢, d, e. kE importanie lembrar (secao I} que as hp".d) nao

840 Unicas.

- R v »
De (63), com a metrica qu , obtem-se as componentes con

travariantes c:r"1 e ru
a '28 Lo + .
o“=cCce (oo ol)
3] B 8 B
- ~25— . -2 -27=1 .
01={ae2 -ve2rlc)co+.(be --ve::c)c:,L

s — — )
o? =& (éa+dl}—e2Yr2d02
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a,=- % [A(o)co-i- }3(0’51 + ! )62 + i Bl )03]
szi;= - -i- [A(l) 5 + gt oy + pMo, + 1 Ecl)é:J
iy = - %‘- [A(2)00+ }3(2).61 + D(Z)cz + i@ 3‘|1
fty = -*-:I;i— [1 gtd  ti p3 62 + g3 031
. d
Por sua vez, as componentes da curvatura de spin, Puot , sao calculadas de

(65), com o usgo de (66); acha-se gue:

_ 1
Po=1

g ng.%gﬁo+mmt5uu;Eu)&m_%ﬂmouhﬁ+

1 .1 ,0 2

(@ (1), 1.(0).(1) 1 _(0)_ (1), -
+(D,l D'0+-2—E B _EB E )02 +

co(1) L (0) 1 (1) J(0)_ 1 ,(1) S(0), .
+l(E,O E,l +§D B E'B D ) 03]

S P R A PERC RN SR
(0) (2) |1 _(0) ,(2) 1.0 (2),
°‘|"(D D,O +§-E B ——2—B E )02 +
(2) (0) 1 (0 (2} 1_(2) (0}, .
%Oz%[lmw)ZD()ﬂm+%meuhél+
L o® _L g0 31 L00,0)
Fil gz BB ogEET) 0t
), 1,003 1,0 |
_p® L L@ () 1,00,
+(-E +58B DlirD B7) 9y |
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_i 3 1 () (3, 1 (3 (1), -
P31»4L1(B'1+2E D +2E D )ol+
. (3} 1 .03 (1)1 (3,1, .
+1{D,l-§—B E —-Q—E B )02+
_e(3Y 1 (3) (1) 1 (1) (3)
+ { E,l +§.D B -i-D D ) 0‘3:1

Com a substifuicao dessas expressoes em (64), a equagao pa
ray =0 Seescreve (cs..Apé\ndice I-b)

p.u("’ao +”(°)al+ (0)62 = 0 (67)

devido & independéncia linear das ¢,

i
© o A
(}&: = =0
(s
e, analogamente, para y = 1, 2, 3 (cf. Apéndice 1-b).

Obtém-se o mimero total de dez egquagoes; porem, como ja menciouado no
capitulo primeiro, a Teoria da Relatividade Geral, admitindo o gripo de gau
ge simultdneamente como grupo de simetria e como de invaridncia, sersd des-
crita por equag¢ces de campo nao inteiramente independentes; coz'n;c» cons equé&
cia do nimero das identidades de Bianchi, havera, apenas, quatro equagoes
independentes, que sao:

1 2, 1
(B’lw-z—ryl)r-=0

[

4 2(y=p) ] L2 I -
‘-r e U,l 1 2r I_B’H y'12+2y’l f2 26'2r 2yyloot_8 =0,

1 4 2iv-8),. 2 2. 2 _
2v’1+§r e U’1 rU’124rU¥2 X U,l cot 6

-4 rUcot 8- < ez(ﬁny) [—1—(3 Y, "B 2) cot & ~
’ L4

a ¢ 2 . — ’
“Y2tE o FE L, H2y v, 6,2’J =0 (68)

r
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2 + (1- - (11— -
r (ry) 01 (1 ry’1)7'1 (mf’l:L + 7,1) V-r(l- r Yll) U'2
2.
-r (cot 9 - U, +r(2 + 2y .+ t 6 -3 cote) U+
_ 7'2) 1 x( Ty ot 2, Iy =)

2(~ '
+e Y) ["1- (3 7'2—2 8’2) 00t9*Y22+2Y'2 (7’2“ 8'2)] =0.

Observa-se que esse conjunto de equagoes, obtido por um formalismo spino-

rial, € o mesmo a que Bondi chegou, usando o formalismo tensorial.

No proximo paragrafo, vai-se procurar a condigao de contor-
4 : : . . -
no de Trautman , usando o formalismo spinorial e exemplificar em  termos

dos o, que foram usados para obter as equag¢oes acima.

5. FORMA SPINORIAL DAS CONDICOES DE CONTORNO DE TRAUTMAN

Trautman supOs um sistema de coordenadas, no qual gw(x)

pudesse ser escrita, assintoticamente, sob a forma

Iy T My T ALED (69)

com n - =diag (+ —-) e T, "distdncia luminosa' ao longo do raio. Supds,

ainda que gw ., obtido de (69), satisfize-se a

-2 . -2
= ) F O(r =3 - K + 0f(r 70
gu\),p LV, p ( ) UV o p ( ) (70)

onde luv obedece a condigao
2

(1, - 3 ny 1) K =0 (71)



34

Presentemente, deseja-se determinar a forma spinorial cor

respondente as condi¢Ges assintdticas, (703 e {(71), do campo de radiagao.

Admite-se que, assintoticamente, existe um sistemag cartesia
no de coordenadas, no qual cu pode ser escrito

R -1
ou(t X yz) = o, * Fn(r ) (72)

onde ¢ © sdo as componentes cartesianas de g por comodidade. de nota
U u ‘ -
cao, ¢ € passara a ser indicada por § atée o final do trabalho.
H H :

Defininde, entzo,

Foor+is tr(d 1% (73)
M poo4 Ty a
impondo que, assintoticamente,

UV

i

LT _.2 )
I‘]_l Kv +0 {r") (74)

e, usando as relacces {62), {70), {71) e (72), chega-se a (cfr; Apéndice 11);

LV YoV -2 .
te(r, LR =0 &7 (75)
com a ajuda de {74), (75) se escreve
v, oo ) _ -2
tr [(Fu t + I‘u Tv) K j' =0 (™) , (76)

que € a forma spinorial das condigoes de Trautman,
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6. APLICAGCAO DAS CONDICOES DE TRAUTMAN AOS OBJETOS
FUNDAMEI\I_TAIS

Para que os objetos g e , definidos na segao 3, corres-
U U

pondam a um eampo de radiagaop é preciso qué verifiquem as condigGes de

Trautman.

De acérdo com o procedimento descrito na segao anterior, de

ve-se efetuar yma. transfo‘rmagéio de ¢oordenadas, de modo que se tenha as
componentes cartestanas dos objetos fundamentais. A transformagao do siste-

ma (u,+,9, §) para o sistema (t,x,y,z ) é dada por
ou(x') =2 5 x ,

oo

onde x'= (t,x,y,2) ; x:z(ur,e¢ } u=t-r; c=1

v = (¥ o - .
ou por Uu(x ) (A )u ou( ) I
explicitamente,
/1 -=x/r ~y/T -z/T
X/T v/r z/r2
A= 0 xz/pr’ EZ “p/Y
2 PT 5
0 ~-v/p x/p 0
1 0 0 0
2 Z
P -X/r X/r Xxz/pr y/p
A= 2 2
-y/r  Y/r yz/pr X/p
-2/r  z/r -p/t? 0
2 . 2172

compb, p = (X" + vy}
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Dafi, : ‘
o (X') = gy (X) ‘

oy (%) == o, (K42 0y (%) + xm:—z- 0, x) - Ls oy(x)

o= - XL b Iz X
o, (x") Log (¥) +Lop (X) 4+ 02 o, {x)+ 02 o3{x)
x'y = - 2 z S
oy(x") == 2o + Zo ) - Lro,x) . (77)
Analogamente, as matrizes ¢ (x) sao relacionadas ‘com
: M

g {x') por
Uy

6, (X) = o, (x")

(=]

Ol(x)"rﬂrl"nrcz""r %3

6 =% 4+ ¥z :

z(x) > °l+p @, -pd3

03(}{) =.—y§l+x02 (78)

Substituindo (78) em' (77} com os valores de o, € T dados por {63), acha-se

5, (x") =6, + T,

a l —_ v :
ol(x } o + 1

H

0’2(X ) S, + I‘2

03(x') = 63 + Ty {79)
onde
=2 X2 _ . L ¥* - P v
T, -roo+ 20'1 b02 2b0'3
r pr r
r_(-li 2-}-5 9_) +(~X22b+£5 +X2sz+ﬁ 9.)‘ +
1 r v ¥ ©°% 3 2T 7 ¢
px o 2.3 o
oY
z " Xyz° : Xz x XZ Xz :
+(~§Tb+-§§-c+—¥—§d-§¥-e) gy + (= ZZ b+ Lb+ -5 d) o5 (80)
or r 0 Y px Y r r r



' 2
= (-4 8 Y & - Z Z X =
=Ltz +Igs + b+ Hc+ B 5d-F-0) 6 +
or r pr o r
yzz 2 252 x2 C 0 X%‘ Z ‘
tl-ds dtdyct d+ Jo, + dx b +4zc - ixd)
px r pr 2 2 r r r 3
I, = (=284 284 - Xz X2 o X2
3 (rr‘i'rr)o'*'(“jb-i-—gc d)Gl-{-
pr r r
22 Z Ve Zp Z 92
-+ - - —_— 3 @
( %d"’ C Bd) 02+( 3b+-—3-c+—-3—d) a4
pr r r r r
Entao, foi possivel cuma expansdo assintdtica dos objetos fundamentais, na

forma procurada. Embora os TI' como expressos acima, nao sejam, ainda,de
i
-1 . an , .
ordem r , e possivel contornar essa dificuldade, impondo que sejam dessa

ordem, o que val trazer restrigdes sobre as fungdes a, b, ¢, d, e.

Uma vez obtida a forma assintotica (79), a verificagaoda con

digdo de contérno ¢ pura questao de calculo.

Viu-se no capitulo I, que, se R Voo , do tipo N de Petrov,
u

satisfaz, assintoticamente, a uma equagao do tipo

PR =0 (F9 (81)
uvpa

" do tipo luz, o campo descrito por gw ¢ de radiagao; alem do mais, o ten
sor de Riemann, construido com 9,, he forma suposta por Trauiman, satis -
faz a equagdo (81) e, portanto, os dois métodos sdo equivalentes para verifi -
car se um dado campo é de radiagdo. Uma equagio andloga serd procurada no

formalismo spinorial, de modo que seja verificada pela curvatura spinorial

’ ) - L -
congiruida com os o, que obedecem a condigao de Trautman.

Segue-se das identidades de Rianchi que o spinor de curvatu -

ra, X

ABCD deve satisfazer a equacao
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(82)

~s
=
-

L @spage vazlo, XABCD e ndicade por ¢ e a {82) se torna

AE | _
I . 0 (83)

o~ 15 4
Ja for mastrade” gue o spinor de curvatura e a  curvatura
de spin, PuaCD , e8ta¢ realacionados per meio de

oW |
X = - 2g AUBF PwCD (84)

C valor de i?ABCD calculado a partir de (84) com a aproxima-
cac {72} e f{cfr. Apdndice 1i1):
‘. &

. _ 1 ..p.0, 282 eh wf o ; P
ABCD g B 9 80 Sap g T, + 14 Iy, v (85)
Entac,
AF i 8o EeRY ) vB .ua & AE o .
p = e o ) - I T T
S Yapep 5 (07 lepltaiagd o S telir +

=2
I =
3y ‘B‘u},ws 0z .

Come, na aproximacac usada, {(¥2), a derivada e a coderivads coincidem, aca
bouz-se de mostrar, portanto, gue

¥ construido com o
ABCD ;

na forma ne
" —
. P . ] « -
cessaria ac mevcdo de Trautman, satisfaz a equacaoc
AE AE -
a0 Y = 3 ¥ =0 (r7) (87)

que € a araloga de (81), para que {86) resulte em {87) vai ser precise  impor
: =1 e , . e A
que I' seja dez ordems ¥ 7, implicando, novamenie, em restirigcac sdbre

as
fungoes a, b, ¢, &, &, o que era de se esperar. Pelo processc da  construgac

da equacac (87) & clare que, ainda agui, as duss tecrias

. .
sac eqllivalentes,
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APBNDICE 1

CALCULD pOS COEFICIENTES DA CONEXAO AFIM E DOS
COEFICIENTES DAS EQUACOES DE SACHS

a) Coeficientes dz conédao afim

Substﬂuindd o malores de o e Tt dados em (3-3) na expres-

- .1 A A v
o= & o] . acha-s u
sao 9 by u T, {u v} 0T, a-se que

=28 =2y

‘- bd e Ez)ro -
02

20y =2 .2 2y z2-2. 2.3 -28

_ 28 28,
- e . o2 s 6 e o3 a(ce 3 o +

) ol b{ce™ ) o ~ Clae

r - ¥ ’

+ c(bE?B) o d(e2Y - d} e(ezY r2 52 8 e) o
! ¥

a8yl - a(cézs) +

28 )T
02 Na

528 a8 a8 + boU &

BmO@# ~f{ace " -bce )rgg + ce (a—b)r + (-aUce

28

+ b(ce“®) .+ c(aézs) - c(pa?fy 0

!'0 ’0

-28 2 =28 ... -2y =2 ~28, _0
Tget dc e r00+ de " (a Vr c) rOl + (ad €™ " r~ +bcl ™) ng +

-28 2 -28
+cde 02 + bice

D(o,) = b e2B

_ 28 _ ~28 ~285
)’0 c{be )ro-c(Ude )’o+ d{Uce

-2y 2 l

02 )mo

+ cd e

328 10 4 ace?Pr? 4 32%P (b-vEr o) rgl +(bcUa?? + apa?Y 73 19 &+

B = boet Ty + doe o 02

-8 2 -28 2By —28 ~28
02 +Ab(ce )’Q c(be ),o (Ude )’Of d{Uce™")

2v 72 .1

+ cde 0“ + dice

,o

1 —28

il ) 3t

chB(b__a) r ._dz aY -2 1"2 _ eEY;Z -2 2 .3
21 y1

s A e F31 - alce

- - 2 R, S
+ b(CEzB) 1 -'Cfaﬁza) g & r2 82 ) i

!

3 _ -2y =2 -
1 + ok ),l d(e™' ¢ d)’1 ele

—28 28

~28

(1) - 28 (a~b}.Til - alce )’1 + bce ),l -c (be )‘1
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R
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-2B

+ blc e 28

2 -2y ;2 .1 - ~2B 2
21 +od e 21 +.dc e FOl

), c(b e ),l

.+ aleu 828
7 4 1

-28 2 =2 2 l -2R 2
dc e FOl +cd e 21 +cde 21

= - c(b e28 -

+ blc e 1

) 1

- cma 228 4 aqa 82h .

1

+ (-acU a%8 4 pau 2? _ab

28 + blc 528

—ZYE2) T02

- cfa 528

_2B

{~ca e + boc e28 0

)Tgpt © 28 (b-ay T

12
2:2Y -2 1 2 2f -2 -2 . 2 3

+
- g% Top ~ rs 8¢ T3

- a(ce™ ) 2 ),2 )'2

-de™ 4 , - e(e2Y i e) ,

- -, —2y =2 -2, 0
2B {a~v rl c) Fiz + (ae2Y r“d+bdUe )F22 +

_ ~28,  _ =28, o ~28
):2 c(be ),2 c(Ude )'2 d{Uce )'2

-28 0 L. 2B 2

-1 . 2 -2y =2 23, .0
+
bc e r02 + dc e r02 y T

+ dézB(a-v rory, __(as r“d+bcUe

e e 227 2 1 4 que a8 2 28 28

_26 _ _—
22 Iy, + blee™ , - clbe

) 5~ c (Ude

r

) 4

pci?® 10+ a2 4+ @@ povite) 2

- 2y =2. 0
(b-vic) T2, + (beua?® 2y 32

+
o2 ¥ dee "I o + bde. r’) To,

- - - - - -2
2y 2 o4 oque %6 1l b(cezs) - epat®y - C(Udeze)’z 4 @(Uce ’

22 22 , 27 ,2 )

[

+

cd e

o =2y, 2 3 2y =2 =2 0, 2y 252 2
e"'de r” T,y + be’ r" s 6eTyyt r s 68 de 33

_ =28 3 -23 =1 3 -28.3 . 2y =2 -2 0 _
ece r03 + e elvr” ¢ -b) 13 Uec e F23 be" " r s &8 e F33

a8 3 228 3 ovit ce?P P+ e o2h T23-+ a &Y P2 2oe rgB +
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b - Coeficientes das equac¢oes de Sachs

©s coeficientes das equacoes de Sachs sao obtidos por

substituicao de (4-4) em {4-1), vindo:

o)
ﬂ @& (l) (0))(‘_:le ga2B 1 C)+(B%)—B(1) (0) {0) _

(O) (l))

P o+ 605 50, ;.E_-wllnfm-%aw), 0i?® +
{0)_ (2 (0y.(2) 1 ,(0)_{(2 2y =2 =2 (3)_ 1 ,(0) (3), 1(0)£3).
Q- 04 L g@5@_ 105, _ P 2 P~ 35 + O,
+ a2 2 = o (D
O @, _2g (1) 50, 1 5@ 150D
Jo = @& )(be ve rc)+(B B E '-3D 'E ).
(ae 28 _VE:ZB ol C)+(A(2) (0))U +(B( ) _ (0) (0) (2) . (0) (2))Uce
- €@ Q) 2 80pP) Lp@p2y g2v ¥ a4
+ 0P- 2@ P2 OECh Y 2 % 5e = 0 (11)
© SO 1 0 (W, 1 O, 28 228 T
C (DO ,1-.§E B+ 5B E‘ ) (ae“T=ve T T et
+ (E((l)) (O) %B(O)E(l)+ 1 5050y 152 vels Tt o) -
_(al?d)_ (0) =2y 1 () _p + 1 p05(2) 50 (2)
(A,o )2 e - (D 2 ’o E'"'B )Uce
@ 0, 1 @ 1052528
o .2 2
(B(?’Y %_ (0) 3 %‘-D(O)E(?’)) Y2 oe = 0 (ITI)
1)
©_ (1)) 528 , 5(0) (1} PO _ L0y 228,
ﬁ @ 25 Jce " +(B B 1B 2 E ) ce
T B 2 &% a
+ (DB) %B(B)E(l)—%—E(?’)B(l)) T 5%6e = 0 (V)
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APENDICE 11
CALCULO DA EXPRESSAC DAS CONDICOES DE TRAUTMAN:

Substituindo (5-4) em {5-1) e.sabendo que

- 2 o = tr (cxu rv)

Vern:

| ¥

r n .« e - L.
-2{n + A }=tr|fd+1‘)(%+F)}=tr!—UT+GI?+I‘T+O(I‘2)}
uv uv TR Voo (VNS VIR VAR TRREN

de onde se tira
-2 A =tr{o T +#T 1) (1-3)
(TS, [TRRY

verifica-se facilmente que

. ;J - . .
tr(o!'{b\)} tr(I‘ TU) 7

i

portanto, (1-A) se torna:

-2 AW = 1:3:(?\)«;u + ruxp) . (2-R)

Define-se por cenveniéncia, como indicada no 19 capitulo,

o 1
)\UV ')\3.5\) 5 i} A . {3-A)

De (2-A)
PREE N = A S (4.3}

Substituindo (2-A) e {4-A) em (3-A), obtém-se

~2% =tr(r i +T 1) -0 tr(r % . (5-A)
v Vo TRRY. U o

Agora, definindo

~ 1. .
r =T — -
I =0 +go tr(ir) (6-R)
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e substituindo em (5-A),

No 19 capitulo viu-se que

Y V=0 @

i

donde o -, 2
tr (T £+F’Uru)=0(r)

ou tr{(?% +I‘r')k°]=0 (Ez)
v o i
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APENDICE 11l

EXPRESSAC ASSINTOTICA DA CURVATURA SPINCRIAL

De {4.2) P =0 -Q +[9 QJ e
[§5e ] Ol Ly [+

Derivando
i X A A v A v g
= e e T +
“u,a 4 |: PUR A ,uT}\,a {u \J}!'a ¢ T)\+ { v} (O,uTA ¢ TR, 3}
__11x Ao A } v { A } v v )1
na,u g [ SaL A ,2 Rk u {u N T HF e v (a,uTA o " J
Entac,
‘ 1 A R 8 % £ X1 B A }{ 51 v £ |
8 = o= R Lt -+ R ‘
oo 16 [U,ukc,aTE, | a &:f“,; 2% T l’}. \Jfg Y O,aTB {uv ue}o 1Y T:SJ"
-
. o - | A _ B 6% A _ e AU v B A8 v e
2 N0 === + ¢ r_c:+{ } +{ }{ }ao
a u 16 [U,uTka,uTB {ip 2} Y,OL i 8 e vi® TAU,uTB a vi{p ¢ SRS To‘j

substituindo em (4-2)

1 A A A A } ' I\‘} ) v
P =-=1: T, - T 4 T, - ‘ - +
ua 4 Ld,ua A G,,QuI}\T U,!.; A o U,arh,u+<{u oo %u vl ° N

\\

A] ( v v ) { Adsv W .
+ G T - ( 7.+ T : -
{u v c,aTA+ Tk,a a uf“,u A 9 A,u,'Ji
‘S(OA T cﬁ L UB 1o ({0 UA -—{ 8 }GA ot
L I T B P S ‘\%',u el o o€ ,u) §

~ 3

' ((ozlv} °vTA°?u_ {u)\v} Guw‘;\gfa ) N +<{a;\u} {uas}— {ulv}{aﬁe}%%ko%@ /i

.

Assint@ticamente o Unico térrmo difsrente de zero na aproximacdo (5.4) &:
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- % ({uhv},a - {a)\v}}u) o',

entao

1 A 1 A } v
Ny — — -
Pua - 4 ({u v, o 1& v ,u) g Y
— “£ - A > i A VE « .
T4 hu v\)(,u'{a v},u]n TeTa

O simbolo de Christoffel tem a forma assintotica.

A1 1 A 1 A
{u \,}& Sn°® fuv,p} =5 0" Qup,v + Aoveu = duv,p)

Logo, _ Pua = - % ér\)"rB (AuB,va ~ Auv,aB - iaB,vy + Aav,Bu) ;

recolocando os indices spinoriais: (1=A)
P N - l-(c'fv'is) (AuB,va = Auv,aB - AaB,vp + rov,Bu) (2-3)
waCh ™ 8 CD ! ! ! !

A (5-8), assintoticamente, se escreve:

- s uF S A it
XABCD v 23" AG§ BF PuaCD ' PuaCD assintotico.

substituindo Pua dado por (2-A)

W A & BF (AuB,ve — Auv,aB — AaB,vu+ Aav,Bul}.

Xxpcp * %’ (‘.’vfs)cn o

Com o valor da )\W dado por (A-II, 1),
" L e 0 .ul:" . . _
XABCD ¥ 7 (GETl)CD S g © A tr I:(I‘BTu + Tﬁru),av
- t + 1T - P+ 7 + o4 T -
(T3, + 30 o (i + TgT) o (T i) o G

Pode-se escrever (3-A), usando o tensor 622 + definido por

+1 py#Fv,p=u,a=v

v A
620= -1 u#Fv,p=v,d=1
0 NO§ OuUtros casos;
vermn: 1
w L g:p:o L2.A vg .au
XABCD 7 (o™ 1 )CD ("o )BA 600 Gm AVB, Vo
l ,.p.0 Q- A VB Ul . .
= - 8 +
3 (o™ 1 )CD(T o] )BA oo GAQ tr(PBTu Tﬁru),va
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