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PREFACIO

Aqui reunimos algumas formulagoes bem conhecidas do teorema de existén-
cia e unicidade para a equagdo escalar x'=f(t,x). Fizemos uso destas notas co-
mo parte de alguns cursos sobre equagoes diferenciais que ministramos na Uni-
versidade Federal do Rio de Janeirv. Os teoremas de unicidade de Nagumo e
Osgood, veja § 5, generalizam-se para o caso de um espago de Hilbert [2]ou ao
caso de um Banach [17] . Certos teoremas aqui tratados sdo parte do curso de Me
todos Matematicos da Fisica que temos lecionado no Centro Brasileiro de Pes-

quisas Fisicas.

Rio de Janeiro, 1972

Luiz Adauto Medeiros
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§ 1. INTRODUGAO

Representaremos por IR o corpo dos niimeros reais e por Q uma parte
aberta de IR? = {{t,x)| t,xe R}. Consideremos uma aplicagido f:0 - IR,tal que

(t.x) € @ + f(t,x)e IR, Estaremos interessados, nestas notas, no estudo das

equagoes

dx  _ .

" = f(t,x) (1)
Denomina-se solugac da equagac (1) no intervalo Ic IR, a . uma . aplicacao

V:I ~ R, (tel > Y(t) = x(t) € ), tal que o grafico esteja contido em Q e

se tenha

P(t) = f(t.AL))

para todo tel. Diz-se que a (1} e uma equagac diferencial ordinaria de pri-
meira ordem. 0 problema que se impoe, inicialmente, € o de procurar condi-
¢oes gerais sobre a aplicagdo f, afim de que (1) possua pelo menos uma solu-
¢ao. Resolvida esta etapa do problema, deseja-se saber em que condigoes pode
mos garantir a unicidade. Em busca das solugOes das questoes anteriores,
Cauchy formulou o problema seguinte: dado um ponto (to,xo) € 2, demonstrar a
existéncia de uma solugdo x = Y(t) de x' = f(t,x), hassando por (to,xo). Es-
te problema denomina-se problema de Cauchy para a equacao {1). Formulado de
maneira precisa, o problema de Cauchy consiste em dado (to,xo) € 2, demons-

trar a existencia de x = @(t), com grafico contido em Q, tal que

W(t) = f(t, (1), te I, (2)

H
»

Wt ) = x_ (3)



A seguir, ‘daremos alguns métodos classicos para resolver o problema

de Cauchy (2)+(3)

§ 2. CONTRAGDES

Estaremos interessados em espagos metricos completos. Portanto se-
ja E um espago metrico completo e T uma aplicagao de E em E. Denomi -
na-se ponto fixo de T a um ponto £¢ E tal que T(E) = E. A questac ini-
cial & procurar condigoes sobre T para que ela possua um uUnico ponto fixo.
Para tal, suporemos que E seja um espaco metrico completo segundo uma dis-
tincia d. Diz-se que T:E-E & uma contragao de E, quando existe uma
constante k, 0 <k <1 tai que

d(T(xﬂ’T(xz)) <k d(x'I sxz)

para todo par Xq.,¥, € E.

TEOREMA 1 (Banach)
Seja (E,d) um espago metrico completo. Se T:{E,d)~+{E,d) for uma

contracdo de E, entao T possui um uUnico ponto fixo.
Demons tnacao:
Seja x um ponto qualquer de £, e consideremos a sequencia {xn} de
pontos de E definida do modo seguinte:
Xo = T(xl), Xq = T(xz),...,xn = T(xn_1),...
Provaremos que esta sequencia e convergente em E. De fato, tem-se

d(xs%,)< d(xm,xm-l)+d(xm+1,xm+2)+...+d(xm_],xn) (8)

e sendo

Ax g %pg) = A(TO) s Tliy)) < KXoy

A5 Xae3) = AT08en) T0ip)) £ KG0xgr)



-1
X p-1Xp) = AT yp-2)sT(Xpypaq)) < kP 0y +Xyq)
Desejamos calcular d(xn-l’xn)' Sendo n. > m, para fixar as ideias, suporemos
n=m+ p. Logo, pelo calculo anterior, obtem-se:

d(xy1%) < KT N lxg )

Consequentemente, a (4) se escreve sob a forma
d(xp%) < d(xx ) (1 4k + k2 4 L+ K0T

Sendo 0 < k < 1, obtem-se 1 + k + k2 + ... = -l-, resultando dal que

1-k

d(x'ﬁmq) 5)

d{xpex,) <
n 1-k

Pelo calculo que fizemos logo a seguir a (4), obtém-se

Wayrky1) = dx)41 %) < K7 dlxy o),

que substituida em (5) nos da:

km-I
d(xm,xn) 5_———?:;—— d(x1,x2), 0 <k <1,

Dai resulta que quando m,n + «», segue-se que d(x»%,) » 0, provando que'{xn}
€ uma sequéncia de Cauchy de E, consequentemente convergente porque E e
completo. Seja £ = 1im X e vamos provar que £ & um ponto fixo de T. De fa-
to, x, = T(xn_]) e tomando limite de ambos os membros, observando que T @
continua, obtem-se £ = T(£).

Resta-nos provar que £ € o Unico ponto fixo de T. Suponhamos que
exista outro ponto fixo z . Temos d(T(£),T(z)) < k d(E,z), isto e,
d(E,z} < k d(&,z), o que implica d(&,z) = 0, ou seja £ = .



A hipotese do Teorema 1 pode ser enfraquecida, para obtermos um re-

sultado mais geral e mais Util nas aplicacdes. Veja o seguinte teorema:

TEOREMA 2
Existe um Unico ponto fixo de T, se alguma poténcia de T for uma

contragao.

Demons thacao

De fato, suponhamos ™ uma contragcac para algum numero natural
m. Assim, pelo Teorema 1, ™ possui um unico ponto fixo £, isto &, TmE = £,
Tem-se

E = Tim (tm)px

D >
Sendo T continua, resulta que
Tg=lim TP Tx,
p>re
Demons traremos que d(TE,£ )} = 0, isto &, TE = £. De fato, sendo T uma con-

tracdo, T'P sera também contracdo, para todo nimero natural p. Obtem-se
d((TMPTx, (TMPx) < kP d(T™x,T™x) < kP d(Tx,x)
e por conseguinte

d(TE,£) = d(lim  (TMPTx, 1im(TMPx) = 0
proo prao

provando que TE = £,

APLICACAOQ AS EQUACUES DIFERENCIAIS

Aplicaremos os resuitados anteriores para demonstrar a existencia
e unicidade de solugao do problema de Cauchy (2}+(3). Antes porem, imporemos

a aplicagdo f certas condicoes.



DEFINICAO 1

Diz-se que f:ft + IR & Lipschitziana relativamente a x,uniformemen-

te em relagdo a t, quando existe uma constante K > 0 tal que

para todo par (t,x1), (t,xz) em Q.

Diz-se que f & localmente Lipschitziana em relacao a x, uniforme-
mente em relagao a t, em um aberto ©, quando cada ponto de Q possui uma vi-
zinhanga na qual a f € Lipschitziana em relacao a x, uniformemente em rela
¢ao a t. No que segue omitiremos a sentenga uniformemente em relagic a t, e

diremos simplesmente fungdo Lipschitziana em relagao a x.

Suponhamos que f:R-*IR seja continua, sendo Q um aberto do Rz. Con-
sideremos uma aplicagao :I+IR, cujo grafico esta contido em . Tem-se a se

guinte proposicao:

PROPOSICAQ 1

Para que x =#(t) seja solugdo do problema de Cauchy (2)+(3), & ne-

cessario e suficiente que @:1 + R seja uma solugao contTnua da equacdo in-

tegral ¢
W(t) = x * [ f(t,o(t))dt (6)
t
Demonstragao:
De fato, seja @ uma solugao (2)+{3). Entdo ¥:I -~ IR & contTnua,
o mesmo se verificando para a g(t) = f(t,p(t)), tel. Integrando

W (t) = F(t.p(t)), X, =®(t,)) de t  a t, obtém-se a equagao (6).

Reciprocamente, se p:I + R for uma solucdo contTnua de (6), ob-
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tem-se a (2) derivando (6) relativamente a t e a (3) calculando em (6) p(to).

A seguir demonstraremos a existencia e unicidade da solugao do pro-
blema de Cauchy (2)+(3), supondo que @ & um retangulo. Posteriormente retoma

remos 0 caso em que f & um aberto qualquer do Rz.

TEOREMA 3

Seja f uma aplicagdo numérica definida e continua no retangulo

{(t,x) e IR [t-t, | < a, {x-x < b}
de centro (to,xo), e suponhamos f Lipschitziana em relagao a x, uniforme-
mente em relacdo a t, neste retangulo. Entdo o problema de Cauchy (2)+(3)

possui uma Unica solugdo definida em uma vizinhanca I de to'

Demons traclo:
Sendo f continua no retadngulo, segue-se que [f| < M. Seja r=m1‘n(a,%)
e consideremos a colegdo das aplicagbes numéricas continuas p:l > R, onde

I, = (t,r t, 1), satisfazendo as seguintes condigoes:

1) fﬂ(to) = X,
2) |#(t) - x,lzb

Para duas fungGes quaisquer g, =@(t), £, = P,(t), definamos a distancia
por

a@yap,) = 10,0, |l

sendo |, -P2I= iurIJ [Py(t) - Wz(t)l, por definigdo. Dai resulta que a colegao
£
r
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que 2 colecdo de fungdes definida anteriormente, torna-se um espago metrico
* - .
completo, o qual representaremos por C (Ir)‘ Consideremos a aplicagao T defi

nida em C*(Ir) por

. _
{(TA(t) = Xo +J f(s,p(s))ds, '[to,t]CIr (7)
it
o
* -
Vejamos que realmente T e C (Ir)' Sendo f continua, segue-se que Te e

continua em Ir'

t
Tem-se (TP)(t,) = x, e | (TP(t) - x, | < [ [£(s,p(s))|ds < Mr < b,pro
t
*
vando assim que T¢e C (I,). Tendo em vista a p$0posig50 1, para demons-

trar o teorema, e suficiente demonstrarmos que T @ uma contragac . De fato,

t t
[(TH(t)- (TY)(t)}] < It |f(s,e(s)) - f(s,¥(s)) ds <K Jt je(s) - ¥(s)|ds

Dai resulta que 0 o

d(Ty,TY) < Kr d(@,w).
Portanto, tomando r tal que Kr < 1, conclui-se que T & uma contragdo,logo pe
lo Teorema 1 possui um unico ponto fixo, isto &, existe uma Unica fungao

*
x = x(t) em C (Ir) tal que Tx = x, ou seja, tal que

t
x(t) = x, + [ £(t,x(t))dt
o t
0
Afim de eliminar a condig¢do Kr < 1, demonstraremos que a aplicagao

T definida por (7) satisfaz as condigoes do Teorema 2, isto &, existe um nu-
mero natural n tal que T" & uma contracdo. Todavia, demonstraremos que exis
te um numero natural n tal que " & uma contragac, para todo m > n. Inicial-

mente, vamos comparar 0s numeros d(T"x,T"y) e d(x,y), sendo x,y elementos de

c(1,).
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Tem-se

' t
(Tx)(t) = x4 + J f(s,x(s))ds

%

por definig¢ao. Fagamos x = X; e

t
xz(t) = (Tx1)(t) X * Jt'f(s,x1(s))ds,

0
t 2
X +| f(s,x,(s))ds = (T x,}(t)
0 2 1
t
]
De um modo geral, pondo T"x1 = Xp» obtem-se

xa(t) = (Tx,)(t)

+

| x (t) = xg + j: £(s,x,_(s))ds
: 0
para todo intervalo (to.t) C:Ir' Seque-se, da¥, sendo f Lipschitziana, que

t
%, (t) - ¥, ()] <k jt |%,1(5) = ¥,_(s)]ds

o
Repetindo o argumento resutta que

t (s =
Sk (1) -y ()] < K jt jt [x_1(6) -y, _4(E)|dE
(I
Definindo « por

S
?(s) = [t 1%,.1(8) = ¥,1(8) [dE

0
vem:

2t
| x,(t) -y (t)] 2K I @(s)ds
to

Integrando por partes, tem-se:

t
Ix,(t) -y (0)] <K Jt (t-s) |x,_o(s) = ¥, _p(s)]ds

0
De maneira analoga, verifica-se que
3 ¢t
| | K 532 -
RO ACIE. jt (t-5)2 |x_s(s) = ¥, _s(s)]ds
. - 0
g8 = yp(8)] < = Jt (t-5)% |x,_4(5) - ¥, _(s)]ds
. ' * ‘0
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e de um modo geral

gn-1 t n=2
(8) = yp(e)l s Eee [ ()2 fxy(5) - yy(s) s
(n-2)! Jt
Finalmente, obtéem-se:
n-1 t
|xn-‘ynl X K_"""‘ lx]'y"l I (t"s)n 2d5
(n-2)! t,

ou

Kﬂ-1 _n-1 K n-1
ol € S (t-5)" ||x1-y1||.<_ij)—: d(x2¥7)

n-lx

Sendo X, = T »  Xp = X, conclui-se que

n-1
I™ % - ™y < L—)—'((r . Ix-yll.
n-1)!

n .
Sendo iﬁﬁl-— o termo geral de uma serie numerica convergente, re-

n n

sulta que 1lim (kr) . 0. Desta forma, existe n, tal que 0 < {Kr) <1 pa-
n=e N, n:

ra todo n > g Esta conclusao, implica, precisamente, que existe uma po-

- . - I .

téncia T" de T que e uma contragao em C (Ir)' Logo, pelo Teorema 2,T possui

um unico ponto fixo.

A seguir formularemos, e esbocaremos a demonstragao, do Teorema &

para o caso em que f € uma aplicacao de um aberto Q < Rz

TEOREMA 4
Seja Q um aberto do Rz e f:0+»R uma aplicagdo continua e local
mente Lipschitziana. Por cada ponto (to.xo) de Q, passa uma e somente uma SQ

Tugao do problema de Cauchy (3)+{4).
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Demons tracgao:

Seja (to,xo) um ponto qualquer de 2. Sendo f contTnua e localmen-
te Lipschitziana em Q, existe uma vizinhanga V de (to’xo) na qual f e limita

da e uniformemente Lipschitziana. Consideremos os nimeros

f(t,x1) - f(t,xz)

M=sup [f(t,x)| e K = sup

X # X,e
. » Xp F Xy
v v X{ = %

Seja R0 um retangulo com centro em (to.xo) e diagnonais x - X,= 1 M(t-to)coE

tido em V. Representemos - por Io a projecao de R0 sobre a reta x = 0 e seja

% 080 in-

¢ a metade da amplitude de Io' A projecao de Ry sobre a reta t
terva]o[xO-MRO,x0+M£0LSeja Cﬂo) 0 espago métrico das aplicacoes x:Io - R,
com a metrica do supremo. Consideremos o subespaco C*(Io) de C(IO) consti-

tuido pelas fungoes x tais que.
1) x(ty) = x,

2) Xo = ML 2 x(t) < Xyt MEO, te Io

*
Sendo C (IO) um subespaco fechado, segue-se que C*(Io) e completo. Conside-

~ *
remos a aplicacao T definida em C (IO) do seguinte modo:

t
(Tx)(t) = x, + Jt £(s,x(s))ds

0
Tegos que T & uma aplicagao de C*(Io) em C*(Io). De fato, (Tx)(to) = Xge Tam

bem tem-se:

(T (8) = x| < j: [#(s.x(s)) [ds < M(t-t)) < Mg_

0
Para verificarmos que T e uma contragac, segue-se um método analogo a¢ da de

monstracdo do Teorema 3. Tomadas duas fungoes quaisquer XpsXy € S cons~

tata-se que



Logo, tomando % ‘tal que Kﬂo < T, encontra-se um intervalo com-centrd em

Xo» N0 qual estd definida a solugdo do problema.

OBSERVACAO 1

Podemos eliminar a hipotese Kzo < 1, provando que existe um nimero

natural n tal que T" seja uma contracao.

§ 3. METODO DAS APROXIMAGOES SUCESSIVAS

Vamos demonstrar o Tecrema 3 usando o metodo das aproximagoes suces
sivas idealizado por Picard. Note que o Teorema de Banach do ponto fixo, tem
sua demonstracao baseada neste método. Manteremos as hipoteses e notacoes an
teriores. Construiremos uma sequencia de fungdes {x,(t)} que convergira para
uma solugdo da equagido (6), isto E,_para uma solucaoc do problema de Cauchy
(2)+(3). Fixemos a funcdo constante X, como primeiro elemento da  sequencia

de aproximagoes, e definamos a fungdo X,» PO recurrencia, do modo seguinte:
t
xo(t) = Xg» xn(t) = X, + It f(s,xn_](s))ds
(]

para teIr = (to-r. t0+r), sendo r = min (a, ﬁ{). A demonstracao sera feita
para t0 <t 5_t0 +r, sendo analoga para 0 caso to =r <t g_to. Como
t, < s-t, < r < a, conclui-se que f(s.x,) € contTnua, logo integravel em
(t,st), e sua integral € uma fungdo diferenciivel, isto &,

t
x1(t) =X, + ft f(s,xo)dt

& diferenciivel. A1am disto, 0

X4 (t) - X SM(t-t)) <Mr<b
De maneira analoga, conclui-se que f(s.xI(s)) para t -<s 5_t-<t0 +re con-

tinua, logo X5(t) e diferencidvel e |x2(t) - xo|~cb, Por indugﬁb conclui-se
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que x & uma fungao diferenciavel de t em [ t .t +r 1e [xn(t)-xol <b.

A seguir, demonstraremos a convergencia da sequéncia {x (t)}. Con-

sideremos a serie

Xo + (X]-XO) + (XZ'X1)+...+(Xn-xn_])+... (8)
cuja reduzida e Sn = *ne Desta forma, para demonstrarmos que {xn} € conver-
gente, e suficiente demonstrarmos que a serie (8) & convergente., De fato, ve

rifica-se que

n=-1 :
[x (t) = x,_4(8)] < —";E-'-—-— (t-t )"

Portanto, sendo t--t0 < r, conclui-se que a serie

XO + |X]'X0| + [xZ-X1| +aoa+ |Xn'xn_1[ +ooo

¢ dominada pela série numérica convergente

Logo, resulta que (8) & uniformemente convergente em [ toot, +r]. Portan-
to, {x (t)} e aj uniformemente convergente, e seja
x(t) = :1T,mx“(t) tpstst +r (9)

F simples verificar que x = x(t) definida por (9) & solugao de (6).

Precisariamos garantir a unicidade da solugao do probliema de Cauchy
(2)+(3), uma vez que o método das aproximagoes sucessivas, apenas nos garan-
te a existencia. No § 5 formularemos o probiema da existéncia de solucoes em
um contexto mais geral. A seguir, entretanto, demonstraremos a existencia ad

mitindo f uniformemente Lipschitziana e continua em Q. De fato, sejam
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x=x(t), y=y(t), duas solugbes do sistema (2)+(3). Da7 resulta que
t
y(8) = x(t) = [ T#s.(s)) - F(s.x(s)) Jas
0

Tomando o valor absoluto de ambos os membros e aplicando a condigao de
Lipschitz, resulta que
t .
o) = x(ol <k Iye) - x(wat,
0

isto &,fazendo @(t) = |y(t) - x(t)|, obtem-se

t
o(t) < K [tcv(s)ds,
0

para todo intervalo [ tt JeL tost, +r ]. Consequentemente, a unicidade do

problema {2)+(3) € uma consequencia do seguinte lema:

LEMA 1
Seja lP:['to.to+r ]+ R, contTnua, ndo negativa, e K uma constante

positiva. Se

t
P(t) < K JCP(s)ds (10)
o to
para todo t; <t < t +r, entdo ¢ & a aplicagdo nula.

Demonstragdo:
De fato, a desigualdade {10) implica

t £
o) <k [ ¢ " ote)acee
tO tO

usando o mesmo argumento empregado anteriormente, para demonstrar que existe
uma potencia de T, dada por (7), que & uma contragao. Repetindo o mesmo argu

mento, obtem-se

t
o) « K [© o™ e
(n-1): t
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para todo toct<t +r, isto e

0< @t) < —'—‘l'ﬂ—-lcpn -k o
(n-1): (n=-1)!

n-1
Quando n -+ 0, resulta que %Eﬁl——— +0 e assim @P(t) =0 para todo t
n-1).

em [t ,t, + r], o que prova o lema.

§ 4. METODO DA POLIGONAL

Anteriormente demonstramos a existencia e unicidade de solug@o para
o problema de Cauchy (2}+(3), admitindo f continua e Lipschitziana. Neste
paragrafo admitiremos f apenas continua para garantir a existencia de pelo
menos uma solugao de (2)+(3). Observemos, entretanto, que perderemos a unici
dade quando supoe-se f apenas continua. 0 teorema de existencia com f ape
nas continua & devido a Cauchy e Peano. A demonstracdo que daremos & devi-
da a Arzela, cuja motivagdo € a ideia de Cauchy de aproximar a solucdo de
(2)+(3) por meio de uma sequencia de poligonais. 0 metodo de Arzeld  ba-
seia-se essencialmente em argumentos de compacticidade. Por esta razao dare-
mos, inicialmente, o teorema de Arzela-Ascoli, que € uma condicao suficiente
para que uma parte de C(I) seja compacta. Note que C(I) e o espago de
Banach das aplicagoes ¢:I +R, I dintervalo compacto de R, continuas, com
a norma do supremo, isto e, I = {t e R| a <t <blese x,y € C(I), d(x,y)=
= | x-y [ =sup [|x(t)-y(t}].

tel

DEFINIQAD 2

Diz-se que uma parte H < C(I) & uniformente limitada, quando exis

te uma constante K > 0 tal que | x}] < K para toda xeK.
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LEMA 1
Seja H <« C(I), uma parte infinita uniformemente limitada. Entao,pa-
ra toda parte enumeravel E < I, existe uma sequencia {xn}ﬁH tal que {xn(t).}

e convergente para todo teE.

Demonstragdo:

De fato, seja E = {t} a parte enumeravel de I.

Consideremos o conjunto numérico {x(t;) | xeH} o qual & Timitado,
por hipotese. Consequentemente, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos
extrair deste conjunto uma sequencia convergente, a qual representaremos por

{ xn(1) (ty) } . A seguir, considera-se a sequencia de fungdes {xg])}c; H e

a sequencia numérica { xgl)(tz) } , sendo t, e E. Usando o mesmo argumento
anterior, obtem-se uma subsequéncia convergente { xﬁz)(tz) 1, sendo{xgz)} < H.
Repetindo o mesmo argumento para t3,t4,...,tp,...., encontra-se a cadeia de-
crescente de sequencias

{ x£1) ® {x£2)} 2 fxéa)};..?{ xgk)} 2 eeens

sendo {x(k) (t, )} convergente para k = 1,2,...,Ny... .
n k
A sequencia diagonal {xﬁn)} e convergente para todo ponto de E = {tk} sporque

{ xﬁ") (t) } € uma subsequéncia de uma sequencia convergente, para todo k.

DEFINICAO 3
Uma parte H < C(I) diz-se equicontinua em C(I), quando para cada
€ > 0 existe § >0 tal que para todo par t,, t, ¢ I com |t]-t2[ < §, tem-se

|x(t]) - x(tZ)I::e, para todo elemento xeH.

Observe que as aplicagoes Lipschitzianas sao exemplos de  aplicacdes

equicontinuas.
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TEOREMA 5
(Arzel3-Ascoli): Seja H< C{I) uma parte infinita, satisfazendo as
seguintes condigoes:
1} H € uniformemente 1imitada
2) H @ equicontinua.

Ent3o toda sequéncia de H possui uma subsequencia uniformemente convergente.

OBSERVACAO 1

0 teorema 5 nos diz, em outras palavras, que toda parte H< C(I) uni-
formemente limitada e equicontinua, € sequencialmente compacta em C(1). Note,
tambem, que vale a reciproca desse teorema. Assim o Teorema 5 e sua reciproca
constituem uma caracterizagdo dos compactos de C(I). Nao daremos a demonstra-

cao da reciproca nestas notas.

Demons tracao:

Representemos por {rk} os racionais de I = [:a,b] . Resulta,pelo Le
ma 1, que H contem uma sequencia { x,} que converge em todo racional r, de
I. Demonstremos que { xn} converge em todo ponto de I. De fato, seja t um ir
racional de I. Logo, para cada € > 0, existe um racional re I tal que

E . - . . R ~
Ix(t) - x(r}] <-— para todo xeH, pois H & equicontinuo e os racionais sao
3

densos em 1. Sendo {xn(r)} convergente, para o € > 0 dado anteriormente,
existe um n_ tal que |xn(r) - xm(r)[ < ¢/3, para  todo n,m >n, . Resulta

dai que
[%,(6) = % (8] < Ix (8) = x () ]+ Ix(r) = xp (M) ]+ Ix(r) = w(t)] <e

para cada € >0, n,m >n_, provando que a sequencia {x '} converge em to-

do I. Seja @:1 » R definida por
P(t) = Tim xn(t)

n -+
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E simples verificar que @ & continua. De fato, para cada € > 0 existe § >0
‘tal que para todo |t'-t"|< & implica |x(t'}-x(t")| < €, para todo xeH. Consi
derando estas desigualdades para os-elemen_to's de {xn}- © ¢:tomando 6 limite
quando n+e em |xn(t') - xn(t")l < g, obtém-se que para cada e>0, existe &>0
tal que para todo |t'-t!|<6 tem-se |@(t’')- @(t"}| <€, isto &, © & contTnua

em I.

Demons traremos que Xn +@uniformemente em I. De fato, observemos que
{x -9 e uma séquE'n‘cia de fungoes equicontinuas. Assim, para cada £>0 existe
6>0 tal que para tgdo [t'<t"[< & + ['{xn(t')-ﬂ(t')}4{xn(t")—¢(t"}}| <e/2, pa
ra todo n. Para b §Fant&rior, que depende somente do. e, consideremos um ni-
-mero natural s tal que -tlé-a—- < &, Tomemos a decomposigdo de I = [a,b ] por

meio dos pontos

»
*

£ = a, E]z a+ _Q..;._ag_’ 62 =a+ 2 Eég....,.-y;‘ Ep =.a.+ p%a-—’ Pansy 55 =b
£

Tim xn(aj),- e, poftanto. podemos determinar NJ.

Para todo £.  tem-se @(£.)
J J n

%al que paran > N-.'.'l-' tenhamos

|xn(EJ-) - (P-(_'Ej')_l' < -—-;— ‘Fazendo N = max (NI',NZ,... ,NS), obtém-se

[x,(t) - @(8)] <€

para todo n >N e todo t em I. De fato, se tcl existe umje{0,},2,...,5}

tal que 'lgj-_-tl < (b-a)/s < &. Assim, obtém-se

I (8)- @LEN] < [Ix (8= QUONY = Ix (&)= W(E | + Ix (&)~ BED] <&

para todo n > N > Nj' e todo tel,

FEOREMA 6
(Ca,u-chy-Pea-no_)_-: Se f:n+R, R aberto do :le, for continua entao

~ por cada ponto (td""o) interior a  passa peld menos uma solugao con-
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tinua de x' = f(t,x).

Demonstrhagao:
Seja V uma .vizinhanca de (to,xo) contida em 2, aonde f seja limi-

tada e M =sup |f(t,x)].
v

Consideremos o retangulo

Ry = {{t,x)eV] [t-t, 1< vy lx-:xol..s_l{;}
onde r @ um numero conveniente. Vamos supor que t'e[tc.tﬁwj ,Sendo analoga
a demonstracgdo para o caso t s]:'to_-r,toj. Consideremos uma decomposigao  de
[to,to-l-.r'__[ em partes iguais atravds dos pantos |
to<t]<t2<...<tn_.|<tn=t0+r' |
A direcao de uma soluc@o-x = x(t) de x' = f(t,x) num ponto (€5%) de R) e dada
por f(£,z)}. Dai resulta que a reta por {t,sx,) possuindo a direcdo de uma so-

Tugdo neste ponto & dada por

X =X, = f(to,xo)(t-to) (M)
Considera-se x = x(t} dada por (11) como solucdo aproximada de x' = f(t,x) no
intervalo [t t;] . Fazendo x| = x(t,) dade por (11}, conclui-se que (ty,x;)

& um ponto de R, Desta forma, obtém-se, usando o mesmo argumento amterior,
X - xp f(-ti,),tﬂ(t’--t]) | | (12)

Toma-se x = x{t) dada per {12) como solucao aproximada de x' = f(t,x) no in-

tervalo Et].tzj Assim sucessivamente encantramos os pontos

(to’xo)’(tT QX1)’0 . ,(t,i ix".i)’.... ,(tn,)(n) (]3)
pertencentes ao retangulo Q e as solugoes aproximadas x = x{t) dadas por

X = Xy = G X (-t )
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para t e [t1_1.ti] » 1=1,2,..,n. Representemos por p., i=1,2...,m as

fungoes p;: IR R definidas por
Pilt) = xiy + Flty_poxy g (tty )

e por x[t.'i-'l’ti] a fungdo caracteristica do intervalo [t_i_1,t_i].’0btem-se

que a aplicagio @ : [to,to+r] + IR definida para cada nelN por
P (t) = (x P(t) + (x P {t)+. .. +{x P )(t),
n [to,t1] 1 [ tyt, ]2 [t,_q1:t, 10

possui para grafico em Ro uma poiigonal com os vertices nos pontos represen-
tados em (13). Diremos, por facilidade de expressao, cue gon e uma poligonal
de n lados. Desta forma, obtem-se uma sequenciaf q?n} , n=1,2,..., de poli-
gonais contidas em R. E simples verificar que @, e derivavel para cada n,
em todos os pontos de (to,t0+r~), exceto em to,t1,t2,...,tn. Nestes pontos en
tretanto, existem as derivadas laterais. A fungao derivada P, € continua em
(to.t0+r'), exceto em t ,t,,t,,...,t , NOS quais, todavia, possui limites Tate-

rais. Resulta, da¥, que ?a e integravel em [to,to-i-r ] e que

t
RAGIEAC AN
tO

isto €,
t
enlt) =%, + [ #rns
0
Vejamos que {g,}, p satisfaz as condigdes do Teorema de Arzela-Ascoli

t
1. [P, (t)-%,| < Ll‘?r'](ﬁ) | d& < Mr para todo te[ to.t0+r] .
0

Assim {g 1}, p € uniformemente 1imitada.
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2. Para todo par t',t" e [t ,t+r], tem-se

lete)- 2wl < [ lep@lde s et <o
para |t'-t"| < &8(e) = <. Logo, {p} e uma familia equicontinua. Do
- M nne M
teorema de Arzela-Ascoli resulta que existe uma subsequencial @, } de (g}
k

a qual converge uniformemente para uma ® continua em ]'_'to,to+r-] . Vamos de
monstrar que @ assim definida @ uma solugdo de x' = f(t,x) passando por

(tys%,)-
De fato, consideremos as aplicacoes

lpnk:[ tattr ] >R

definidas por

tO
‘Pnk (t) = x + L f{&, conk (£))dE,

e vamos demonstrar que ¥, *¢ uniformemente. Para isto, e suficiente de-
k

monstrarmos que ¥ ~-¢ 0 uniformemente em [ tosty+r . Sendo
k k

t
‘Pnk(t) = xg + L @(E)dE, resulta que
0

t

o (8 = 95 () = Lo

Sendo @, (E) o valor de f(t, , (t)) para t igual ao menor dos extre-
k k

F(Eatn, (€)) - @, (81)de (14)

mos dos intervalos de decomposic¢ao, conclui-se que o integrando em (14) e a -

diferenga entre os valores de f(t, Py (t)) em dois pontos.
k

OBSERVACA( 2

E simples verificar que a projegao dos lados do grafico de (Pn s0
k
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bre o eixo dos t @ igual a r/n, e sobre o eixo dos x e dominada  por

Mr/nk. Assim, dado o > 0, seja

V2 r V2 Wr

o’c)

v > max {

Logo, para todo Ny > v, os lados do grafico de @, possuem projecoes so-
K

bre os eixos, menores do que o/v2. Realmente, sobre o eixo dos x & domi

__rj.E(Mr{c
nI< v - 2

nada por Mr/n e para n >v obtem-se . Analogamen-

te, sobre o eixo dos t. Resulta que cada lado do grafico de P, e domina

k
da por o.

Feita esta observacdo, retornemos a demonstragao.

Sendo f uniformemente continua em RO, resulita que para cada ¢ > 0 exis-

te o >0 tal que a oscilagdo de f & menor do que €, nos Ssubretangu-

los de RO de diagonais menores do que ¢. Para este g >0, seja
v > max ( ‘/g L, /Z"UMr) e n>v. Consideremos os retangulos com os la-

dos paralelos aos eixos e para diagonais os lados do grafico de ?h .Ima
k

ginemos ‘Pnk coberta por tais retangulos. Da observagao 2 resulta que
tais retangulos possuem diagonais menor do que 0. Portanto, para os pontos

destes retangulos, devido a continuidade uniforme de f, tem-se

lf(E,,gpnk(E)) -(Oﬁk(g)[ < e para n, > v(o)

Logo, l‘!’nk(t) - qr)nk(t)l < e(t-t,) < er para todo t €[ to,t0+r:|, quando

n >V . Isto implica a convergencia uniforme de ‘I’nkpar‘a‘? em J:to,t +r].

0

Para completar a demonstragao, falta-nos provar que

t t
[* #e oy e)ee > | i ot
to k to
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uniformemente em [ t ,t +r ].

Ao o determinado em fungdo do e > 0 e da continuidade uniforme da

f, associemos v = v(o) > 0 tal que
| q?nk(a) -¥E)| <o
para n > v e todo Eem [ tyattr ] . (note que ¢, * ¢ uniformemente).
k

Da? resulta que os pontos (£, ®, (£)) e (£, 9(g)) pertencem a uma bola
k

de raio 0 . Logo, devido @ continuidade uniforme da ¥, obtem-se

1#(& @, () (e @8] <&

Resulta, portanto, que

t - | . .. . g
[ e 0, (80) - FE @END dE] < elt-ty) <er
-k .

t

para todo te [ to,to+r ] e cada ¢ > O;
Finalmente, quando n +em

t |
(0 = x+ [ fE gy (D)5 g <t s,

1)

obtem-se

t .

?(e) = x, + [ fle. o)

t R

0
provando que ¥ € uma solugdo continua de x' = f(t,x) passando por
(to,xo).

§ 5. UNICIDADE DAS SOLUGOES
Neste paragrafo demonstraremos alguns teoremas de unicidade para 0

sistema x' = f(t,x), x(to) = Xge
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PROPOSICAO 1

Seja f:@ + R, ((t,x)e:Q + f{t,x)e IR}, uma aplicacao continua,
Lipschitziana em relacdo a x, uniformemente em relagao a t. Entdo, se x, y
forem duas solugdes de x' = f(t,x) no intervalo [ tO,T ],correspondente aos

dados iniciais x,, y  respectivamente, obtem-se

Kt
[y(t) = x(t)] < ly %l e tocts T

sendo K a constante de Lipschitz.

Demonstragdo:
De fato, tem-se
t t
Y0 = vy + [ fENEIEE (0) = x + [ HEX(D)E
tO ‘ t:0

e portanto, sendo K a constante de Lipschitz, resulta que

t ..
O] < lygxl + K [ y(Dx®) e
0
A demonstragao desta ' proposigao € uma consequencia do seguinte lema:

LEMA 1

Seja @:[0,T] + R, continua e nao negativa. Se

t
Pty <A+ [ @erds, 0<teT,
0‘
sendo A e B constantes, entao
oty <Aedt, o0<t< T

Demonstracao: Realmente, seja g:[ 0,T ] + R definida por

t
a(t) =fo o(5)de
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Tem-se g(0) = 0, g @& derivavel e sua derivada g' e tal que

g'(t) =@(t) < A+ B g(t).

Bt

Multiplicando ambos os membros por e ~°, obtem-se

g [g(t) e'Bt] < AeBt
dt .
Integrando esta desigualdade entre 0 e t,

A

a(t) < (eBt - 1)

e sendo ¥(t) < A + Bg(t), obtém-se a desiqualdade do Lema 1, de onde resul-

ta a proposigao 1, com as convenientes mudangas.

COROLARTO

Se f:2 > R satisfaz as condigbes da Proposicdo 1, entdo x'=F(t,x)

possui uma Unica solugdo passando por (t,ax,).

OBSERVACAO 1

A Proposicac 1 pode ser melhorada, supondo-se que f seja Lipschit-
ziana em relagao a x, mas nao uniformemente em relagdo a t. De maneira
precisa, supoe-se que existe uma fungdo K = K(t) integravel em [0,T], K > 0,
tal que

[f(tsx]) = f(tsxz)li K(t) Ix]'le

para todo (t.x;), (t,xz) interiores a Q.

A seguir demonstraremos dois teoremas de unicidade em situacoes

mais gerais do que as anteriores.
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TEOREMA 7 (Nagumo)
Seja f:Q -+ R continua e para um tOeI e todo t # to se tem

|f(tsx1)'f(t!"2)| LY lx]'le

1
=X
para todo (t.x;), (t,x,) interiores a Q. Entdo ‘x'= f(t,x) possui uma Gni

ca solugao definida em uma vizinhanga de to’ passando por (to,xo).

Demons tragdo:.,

De fato, sejam Xy = xT(t), Xy = xz(t) duas solugoes de x'=f(t,x)

passando por (to,xo). Entao,

t
I () =xy(t}] < Llf(s.x1(5)) - F(saxp(s)|ds, t; < tel
0

ou .
. ot 1
Ix(8)-x()] < |

t, Is-t | _'“‘m e

Da7 resulta que a demonstragao do teorema de Nagumo € uma consequéncia da se-

guinte proposigao de Hille.

PROPOSICAD 2

Se g £ C(0,a), g(0) =0, 9'(0) existe e g'(0) = 0, entdo

t
0< g(t)_$J g(s) 9
o s
implica g = 0.
Demons tracdo:
Seja @:[0,a] * R definida por
R
¢(S) - —H'L)'s se S f 0

0 se s =0
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Sendo lim ¥(s) = lim as) . 9'(0) =0, conclui-se que @ & continua
s *0 s >0 5

en [0,3]. Seja

t
F(t) =J WYs)ds, tel0,a].

o

Conclui-se que F' existe, F(0) =0 e que

+*

F'(t) = @(t) = -9-(%1— se t£0

Sendo, por hipbtese,

g(t) £ F(t) em [ 0,a]

obtéem-se .
Freg) = =28 o K)o (0,4]
‘ t , t
isto €,
d_ t
Tt [Fi) ]5_0 em { 0,a]
Esta ©ltima implica ser %ﬂ decrescente em (0,a] sendo

Vim —iii)— = F'(0) = @(0) = 0. Sendo F >0, resulta que F = 0. Real-
t+0
mente, suponhamos que t seja um ponto qualquer de [0,a] e e tal que

0 <e <t <a. Sendo —F(-?— decrescente, F(t) > 0, obtem-se

0< F() . Fe)
e g o

Fazendo ¢ - 0, resulta que F(t) = 0 para todo t em

[0,a], provando ser g = 0.

DEFINICAO 1
Seja w = w(z) uma funcao real positiva definida para todo real u> O,
Diz-se que w 2 uma fungdo admissivel, se ela for estritamente crescente,
w(0) =0 e )
2, e quando € > 0, € > 0,

e o
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TEOREMA & (0sgood)

Seja f:t+ R continua. Se
If(tsx]) - f(t,xz) < w(erle)

para todo (t,x]), (t,xz) interior a Q, t em uma vizinhanca de to’ sendo
w uma funcdo admissivel,entdo x' = f(t,x) possui uma unica solugdao continua

passando por (to,xo).

Demons traqao:
Realmente, sejam Xqs Xy duas solugoes continuas de x' = f(t,x) pas-

sando por (to,xo). Tem-se

t
1% (£}, ()] < jt W( |x(5)-x,(s) | )ds
0

Assim, a demonstragao do teorema de Osgood & uma consequeéncia da seguinte pro

posigao.

PROPOSICAO 3

Seja w =w(z) uma fungdo admissivel. SegeC [0,a) for tal que

t
Osg(t)s.f wl g(s)] ds D<tzca
o]

entac g = 0.

Demons trnagdo:
De fato, suponhamos ¢ # 0. Se h: [0,a] + R for definida por

h(t) = max g(s)
O<s<t

tem-se g{t) < h(t) paracada 0 <t<T. Existe O 2t st tal que
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h(t) = g(t,}. Tem-se

0

) t) t t
(1) <h(t) = olty) < ;T wla(s) Tos < [ wLa(s)]és < [ wEn(s) Jas

Ent3o, desde que w & estritamente crescente, nos obtemos

wlh(t)] 5N[Jt w[ h(s) ]ds]

0

Fazendo p(s) = w [h(s)] , obtem-se

t

o(t) < w [ olsyes]
0
Da7 resulta, para 0 < g < a, que
a o(t)dt
< a

€

t
w[ L p(s)ds ]

t
Se fizermos v{t) = [ p(s)ds, segue-se que v'(t) = p(t) e da Ultima i-
0

gualdade resulta que

a dv _
e

0 que & uma contradicao, porque sendo w uma fungdo admissTvel,esta integral

e divergente quando ¢ » 0.

§ 6. SOLUGDES ANALITICAS

Neste paragrafo estudaremos as solugdes analiticas da equagao

x' = f(t,x). Restringir-nos-emos a origem (0,0) do Rz. Suponhamos que
£:2 <R >R, (0,0) € 2, seja analitica em (0,0), isto &, podemos escrever
fF(t,x) = aijtix'] [t] <R, [x]|<R’ (15)

1,3=0
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sendo 5 = (—--—?-i——-)
atlad IO
A questao a resolver e a demonstragdo da existéncia e unicidade de

uma funcao analitica x = x({t), |[t| < T, tal que

x'(t) = f(t,x(t))s |t| <T, x(0)=0 (16)

0 método a ser usado, devido a Cauchy, denomina-se método das fungOes majoran
tes, do qual faremos uma previa descricdo. Supoe-se que (1) possua uma solu-

¢ao da forma

. 22
n
sendo Cp = (—fLii-) . Desta forma, os coeficientes de (17) podem ser de-
d¢" t=0
terminados atraves dos coeficientes aij- do desenvolvimento (15) de f em
serie de Taylor. De fato, obtem-se
C0 =x(0) =0
¢, = x'(0) = £(0,0)
2C, = x"(0) = (0,0} + fx(O,O)C1 - (18)

- [1]] — . ) 2
2.3C5 = x"(0) = £,,(0,0) + 2f, (0,0) +f (0,0)C] + 2fx(0,0)F2

--------------------------------

Portanto, as relagoes (18) nos permitem obter por um processe indutivo,os coe

ficientes Cn de (17). Surgem, naturalmente, as duas questoes seguintes:

1. A serie (17) assim obtida & convergente em alguma vizinhanca da origem?

2. E esta serie solugdo do sistema (16)?

Admitamos respondida afirmativamente a primeira questao. Substituin-
do x dado por (17), com os coeficientes calculados por {18), em (16), obte-

riamos @(t) = x'(t) - f(t,x(t)), analitica em uma vizinhanca da origem de R e
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al nula juntamente com todas as derivadas. Desta forma, ¢ seria identicamﬁg
te nula nesta vizinhanga, resultando, dai, que (17) seria de fato solugao de
(16). Por conseguinte, resta-nos demonstrar a convergencia de (17), o que se
ra feito como método das funcdes majorantes, ja mencionado anteriormente. Ele

consiste em obter uma fungao analitica

F(tax) = Ay t'xd
i,j=0

convergente em [t| < r',|x| < p', com coeficientes nao negativos e tais que

a5l < A i, =0,1,2,... (19)

ij?
Encontrada a fungdo F, denominada a majorante de f, Fformula-se o nroblema

andlogo de encontrar a solucdo analitica do sistema

u' = F(t,u), sendo u(0) =0 (20)

0 sucesso do metodo consiste em escolher a funcdo majorante F de modo que a

solucdo analitica de (20) seja facilmente encontrada. Uma vez determinada a

solugdo analitica

2
PG (21)

convergente em [t| < T', observando que os C, sdo polinomios em Aij com

u(t) = C, + ¢

coeficientes positivos, resulta de (19) que (21) & uma majorante de {17). De

fato, sendo C = P(Aij) e ¢ = p(aij), obtém-se Icn|=|p(aij)|gP(Aij)=cn,
para todo n. Destas consideracdes, conciui-se que a questdo principal & a
existencia da fungdo majorante, o que faremos a seguir,

Sendo

f(t,)() = -Z. a-ijtixj' 'tl < Rs le < RI
1,J)=0
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tomando (r,s) tais que 0 <r <R, 0<s <R' resulta que ) 3,3 rt gd
i,J=0
e convergente. Logo existe M >0 tal que |aij r' sJ| <M, isto &,
M
a5l £ ——» 1.3 =0.0.2, ...
r'sd

Consequentemente, se |t| < r, [x] <s, a serie f a5 5 t! x) & majorada

J
i,j=0
pela serie geometrica dupla
o) @)
) (S
i,j=0
cuja soma e :
M
F(t,x) = (22)

t X
(1- ;—)(1' 7

Da7 resulta que resta-nos demonstrar, apenas, a existéncia de solucao anali-

tica para o sistema

u'(t) = F(t,u), uw(0) =0,

isto e, para o sistema

du _ " , u(0) =0

t
(1-=) (- 2)

As variaveis se separam nesta Ultima equagdo, e sua integral e

1
[ ]
- =

r X
- 2M —~ -=) =
2 log (1-=) =0

Tomando o valor positivo do radical obtem-se

u(t) = s [1 -\/1 - 2M£ log(1- %)] (23)
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Vejamos que u dada por (23) e analitica. De fato, I- -E >0 pois |t| < r.

Assim, a raiz que aparece em (23) @& representavel em serie de potencias de t,
s

“ZHr

convergente para {t] < p, onde p= r{l-e ©" } e u(0) = u{p) = 0. Portanto,
para [t{ < p, 0 sistema (22) possui uma solugao analitica que majora (17). As
sim (17) @& convergente para {t| < p e representa uma solucdo de (16) com
T =p. Note que [x(t)] <s para tais t. De fato, se 0 < Py < Ps sendo
|x(")(0)| < u(n)((}),_ resulta que

Ju(t) | S-U'(U)D-| + —";—!@)—pf + ... = u(p]) =

P
= s[1 +\/'I +2M£ Tog (1 -?1-)]<s

S

para t < Pp<e = r{l1-e 2 ).
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