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APRESENTACAQ

0 objetivo desta tese & estudar alguns aspectos da tecoria da apro
xzmagao em espagos ponderados de fungoes w-continuamente diferencii-
veig. Em particular consideramos o problema de Bernstein, cujé impor-

tancia foi ressaltada em [7],

Este trabalho divide-se em quatro cepitulos, Destacamos o8 pon~
tos principais.
Ro capitulo I, imtroduzimos a notagio e terminologia utilizados

nos capitulos restantes.

No capitule II, ‘introduzimos & nogao de eapago ponde:adu' de fun-
goes m-continuamente diferenci3veis num aberto do espago euclidiano e
] exe;nplificmo_s atraves de espagos importantes da analise. Obtivemos
alguns resultados reiacionados com propriedades algebrico-topoldgicas
suplementares, que mostram de passagem que a teoria de tais espagos vac
€ uma mera generalizagao da nogao considerada em [9] para o caso contl
nuo, antes porem, tem caracteristicas propriss. Obtivemos algune resul
tados sobre aproximagao por fungoes de suporte compacto e oa metodos
empregados fazem supor que a questao da regularidade dos pesos i.e.
quande o conjunte das fungoes de sEUporte compacto e denso no espago
considerado, nao tem solugdc simples. Ainda no capitulo II, considera
mog a nogao de produto temsorial de espagos pdnderados e obtivemos um
teorema snaloge ao de Dieudomné para densidade em produtos tensoriais.
Terminamos o capitulo, caracterizando o dual topologico dos espagos
ponderados de fungoes m~continuamente diferemcidveis.

No capitulo III, estudamos o problems de Bermstein e junto com u~
ma solugao geral, obtivemos condigoes suficientes para que um pesc de
ordem m seja fundamental, notadamente o sritério quase~analitico e em

particular o critério (D) quase analitico.



No capitulo IV estudamos o problema de aproximagao ponderada e
damos - uma solugac geral. Em. seguida estudamos um caso particular de
tal problema, a saber o problema de aproximagao ponderada de Weiexrs
trase no espirito de ﬂﬂ e obtivemos o teorema 4.2 que embora bas-
tante gefal tem o inconveniente de ter uma hipotese de éeparagio
muito forte. Além disso, mostramos o carater enumeravel dos espa~
gos ponderados que correspondem & sistemas de pesos regulares,

Finslmente cabe acrescentar que existe toda ums serie de pro-
blemes que a nosso ver sac importantes e que farao o objeto de um
estudo posterior.



CAPTIUIO T

NOTAQUES E PRELIMINARES

Neste capitulo faremos uma descrigao das notagdes principais usadas no
Fresente trebalho e embora algumas delas’ sejam de uso comum na 1iteratu-
ra mytemitica, as incluimos por motivo de completamento. Em geral, a no
tagdo e terminologia adotadas seguem 3s utilizadas em {1], {3], [9],
{14].

K indicard tanto o corpo R dos nimeros reais camo o corpo € dos nime
ros complexcs. R, indicard o conjunto dos reais t > 0. N indicara o
conjurto dos inteiros positivos 0, 1, ... e poremos N* =y - {0}. m in-
dicard tanto um elemento de W como s, § indicard uma parte aberta
nio vaziade B, n =1, 2, ... ¢ indicard o conjunto vazio.

Salvo mengdo explicita as fungGes sdo complexas. Sendo £ uma fungdo
scbre  indicaremos por Sup(f) o suporte de f, se ' € uma parte deQ e f
€ limitada af, indicaremos porlifﬂn, o numero sup {{f(x)}|, x ¢ Q') e es~
creveremos [f] quando @' = Q. Além disso, se ¥ € um conjunto de  fun-
goes sdbre Q escreverenos ¥ > 0 sobre Q se para tod X £ R existe £ ¢ ¥
tal que f(x) > 0.

DEFINICRO 1.1 - ¥ (R) denotard o conjunto das fungdes f sobre & di-
tas mulas ao infinito e caracterizadas pelo fato de que o conjunto
ix e, [£x)] =&} seja relativamente compacto em Q para todo € > 0,

IEFINICRD 1.2 ~ 2(R; R) denctard o conjunto das fungOes positivas e
semi~continuas superiormente (s.c.s.) em {2, ditas pesocs sdbre . O con-
junto dos pesos que sao fungbes caracteristicas de compactos de R{resp.




fungdes continuas em ) serd denotade por XA (resp. € (R R)).

LEFINICAD 1.3 - ¥[Q] denotard a colegdo doe conjuntos dirigidos de pew-
sos sibre Q i.e. U pertence & 4[] se for una parte nio vazia de U(Q;R,)
e se dados u', W e Uexistem A > 0 @ u £ U tais que u' & Au, u" € Au.
Definimos uma relagac de ordem parcial em ¥[{] pondo U ¢ U,oul, »U
e para todo u, € U, existemx>0eu R A taisqueu < Au,.

1

OBSERVAGAO 1.1 - Sendo U un conjunto dirigido de pescs sdbre 2, denote-
msporuommmtodospesosu'sobm thqmexlstemk>0eusu
de modo que u' £ lu. EntaoUEJLQJ,UQUt UeparatodoUe\)l[ﬂj tal
que U's U temos U' < U,

OBSERVACAO 1.2 ~ E imediato que sendo U;, U, conjuntos dlmgldoa de
pesos sbbre @, U,+U, também o serd.

OBSERVACADC 1.3 - Indicando por N(Q) o conjuntc das fungdes u sdbre Q
tais que jul € s.c.s., temos que N(R) & fechado sob a multiplicagac defi-
nida pontualmente. Além disso, N (@) (1 ¥ _(Q) &€ constituido de fungdes i
mitadas u sendo que Jul € atlngzdo em R,

CEFINICAD 1.4 ~ Sendo U um conjmto dirigido de pescs sGbre Qe BC U,
B # ¢, diz-se que B € uma base de U no sentido dos pesos se s3o verifica—
das as seguintes condigles:

(1) Para todo u ¢ U existem B'C B finito e nimeros A1> 0, B' € BY,
tais que us ] A ,b', fato que denotaremos por u ¢ [B'].
b'e B'
{2) Sendo B'C B finito e n® vazic ent® b' € B' acarreta b'¢[B'-bY,
onde ¢ denota a negagac de <.

OBSERVACAD 1.4 - Pelo principio maximal segue que todo conjunto dirigi-
do de pescs U saturado no sentido U = U, tem uma base no sent.ldo dos  pe-
sos. E imediato que sendo B uma base de U no sentido dos pesos nenhum
sub~conjunto finito de B, ndo reduzido a um elemento, pode ser dirigido,
entretanto a colegao o(B) das somas finitas de elementos de B & dirigida
e U< o(B) ¢ U em particular se B € una base emumerdvel de U ent3o qual~
quer outra base € emmerdvel.




CEFINICED 1.5 - Nn denotara o mnjmto dos multi-indices o =

(0y5 ens a) z-:Nndecrdem jaj = a, + ... +an4m,empartmularm1;=
Ivaé' o conjunte dos inteiros positivos k tais que k € m.  Denotaremos
a n-upla (0, ..., 0) por 0. EmIN' definimos uma relag3c de ordem par-
cial pondo @ § B se o€ Bi(i=l, eeesy N

IEFINICAD 1.6 - ¥™[R] denotard a colegddo das Emilias V: N; — ¥[8
ditas sistemas de pesos de ordem m sGbre 9.

1"

Sendo V e ¥®[f] indicaremos por L0 conjmto UNn la} xV e
sendo k € N indicaremos por_ V(k) a restrigdo de V a Nﬁ i.e. V(k)sykLQj ]
Alem disso, :.nd:.cammos por V a familia W e ¥ LQ] tal que W, = Vc: para
tode o (vide Observagao 1.1).

Sendo V, W e x™[Q] escreveremos W < < V quando W € V_ pare todo a.Se WeV e
Ve:WescreverenmVzw,empartlculaerVparatodoVax[Q_; (vide
loc. cit.).

OBSERVACAD 1.5 - Considerendo as ordens parciais sSbre & e X [0] in-
troduzidas nas Definigées 1.5 e 1.3 respectivamente, faz sentido dizer que
vex™g] & mmStono. Em particular, V e X0 & decrescente se V€ VB
para 8 € o .

DEFINICED 1.7 - 1™, R} denotard a colegho das familias v: NI —I(QsR,),
ditas pesos de ordem m sObre .

Sendo V axm{ﬁ] a notacdo v £ V significard que v e UKQ, R) e Ve €V,
para tode a.

OBSERVACAD 1.6 - As wezes serd \itil considerar W@, R,) como um sub-
conjunto de W “[R] através da identificagio v e U™(Q, R) —{v} ¢ ¥ ™{q]
onde {v} = {v,} para todo a e ndo acarretard confusdo o fato de escrever
mos apenas v em lugar de {v}.

OBSERVACAO 1.7 - Através da identificagdo natural podemos escrever
x°R) =x[8] e W@, R =R, R).

IEFINICAO 1.8 - £™Q, K ) denotard a &lgebra comutativa com unidade das
funcdes sGbre Q com valores em K que s30 continuas e tais que, no caso m>1,
tém derivadas parciais de ordem € m continuas. Usualmente denotaremcs
£, X simplesmernte por €M) e chamaremos as fungoes pertencentes a £
de fungbes m-continuamente diferenciaveis.




Sendo f eem(ﬂ) ?'C:Em(ﬂ) m 2 l, o= (“1""’%) an T = (11,:...,1 e &

(o n |
8 £ . )j lgafi,a?’-{a £, £ €7,

- poremos 3% f =
Y (ax, )% (ax)%n
7 = {Br » £ '}’} _

OBSERVACAD 1.8 ~ Usaremos fxequmtenmte e sem Mencdo prévia a formula

de Leibnitz do cilculo dn.ferenmal Sendo £, g € eiﬂl (o enetm %(£.g) =

= 7 (H%F £.98 g onde (M M. (Y (“‘) 'B‘*t_B‘T" i=1,...n
Ba B 8" By ‘e’ %85

TEFINICAD 1.9 - ©™(Q) denotard a sub-dlgebre de £™(Q) das fungdes de

suporte compacto e escreveremos K(R) (respecﬁvé_'mrrte HD) e lugar de
&™) quando m = 0 {respectivamente m = + ),

IEFINICAD 1.10 - ®"(q) denotard a sub-dlgebra de £™(2) das fungdes que

s30 limitadas assim como todas suas derivadas de cxdem < m.

DEFINICA) 1.11 ~ # (R, K) denotard a &lgebra dos polindmics sdbre &
com coeficientes em K. Usualmente denotaremes (R, K) simplesmente por
PERM.

TEOREMA 1.1 - (WEIERSTRASS). Sendo m e N, £ € £™(RY), l_(cﬁlncmpacto

eec>0, existe PeP(R) tal que ) ua"‘(f—P)nK <E.
| ajam

Admitiremos, aqui, €sse teorema de aproximagao, sem demonstra-lo. ESle

serd empregado no estabelecimento de tecremas mais gevais.



cAPTTULD IT

EBPACOS PONTDERADOS [E FUNQOES m- CONTINUAMENTE DIFERENCTAVEIS

$ 1. GENERALIDATES

Seja V um sistema de pesos de ordem m sGbre f. (vide Definigdo 1.6).

IEFINICAD 2.1 - Indicaremos por El.n V. (@2, K) ou simplesmente poTr
e” Vo{f) o sub-espago vetorial de €™(9; K) formado pelas fungdes £ tais
que V ﬁaufé'wnconjmto'de fungSes nulas a0 infinito para todo-a eNnCa

da(a,v) €I, cﬂtemxamasem-normfr-—-p(a v)(f) -hv-“flso

[13%

bre £ V_(2). A topologia natural em £ V_(0) que mti:.carmns T W,
definida pela fam{lia de semi-normas {D(G, ve) }(a, v € Iy " Diz-se que
© espage localmente convexo €T V(R definido acima & un espago ponderado
de fungoes m-continuamente diferencifiveis sdbre 2. Quandom= 0 ou m =
= 4 = escreveremos, respectivamente C V_(Q) ou £V _(Q) em lugar de a"wogm.
Al_;é'm disso, no contexto dos esi:agos p'ondamdos nos referiresmos ocasional-~

mente a0 cago continuo ou diferencidvel segundo sejam = 0 cum > 1.

OBSERVACED 2.1 ~ Sek el i cada v e V(k) defineumasenﬁ.-noma

conti'nua;pv= ] Pa. v ) sobre €0 V(R e w, fica determinada tanbem
ajikk ?
pela fam.l:.a de se:zﬁ.-mmas {pv} ve VWk), ke N, Ora, tal familia de

senn.-rnmedumdopon.scadav-eduigldo logosegtnquetma base
de vizinhangas da origem € formada pelos conjuntos {Em,x} vevlo, keN, 30
onde By , = {f e 8™V, (@), p, (£) < AJ.

3



OBSERVACAD 2.2 - Se m = #», entaopamtodok, j eN, k > j temos
eV (@) © V00, (@ €3 w(§)_ (M e as inclusdes sio continuas. Além

disso’ w, & a menos fina das topoldgi.as em &V _(Q) que tornam continuas
as inclusoes EV (D« ek VUC)@ (W, ket

OBSERVACKD 2.3 - Resulta da Definigio 2.1 e da Observagio 1.7

que 3% e™ V(@ & umn sub-conjunto de c(_Vu)” (8} para tode o € w;, sendo
contfnua a splicagio linear £ ¢ €™ ¥ (Q) —2% £ ¢ ccva)” (Q) e ainda,
w, € a menos fina das topologias em €™ V () que tornam continuas as a-
plicagdes 3%, o ékﬂn. Em particular se E € um espago vetorial topologi-~
@ e L E — g7 v_(Q) wnaapllcagao l.mear', entac L & con‘t:muaseeso
ge o o;..eccntfnuapaxa’todoaeNn

_OBSERVARAO 2.4 - No caso de abertos dos espagos euclidiancs, os

espagos €™ v, (Q) constituem uma generalizagado dos espagos_ponderades de
fungdes continuas considerados por Nadibin em [9]. Rg.cipmcanente, a Ob
servagao 2.3 mostra que‘ eV (Q) & um limite projetivo de espagos ponde
" rados de fingdes continuas. Ent3o poderfiamos reformular a Definigio 2.1
d seguinte modo: "Se V = {V oo ewﬁ & una famflia de conjuntos dirigi-

dos de pesos, definimos o espagoe Vpo{ @) como sendo © sub-espago veto-
rial das £ e £7(Q) tais que 3% £e OV ), (@) para todo o € N, mnido

da topologia projetiva (topologia inidial) em relagdo a fanflia

(v, @, % aﬂn

OBSERVACAD 2.5 -« Consideremos a segmm:e condigao s&are V: Existe

wna parte demsa §'<Q  tal que Vv, >0 sdbre Q'. F facil verificar que
tal condicdo € suficiente para que © w seja uma topologia de Hausdorff,
sendo também necessaria quando V decrescente (vide Observagac 1.5).

OB&:RVAQX)2.5‘SEGEN“ X¢ @ indiquemos por Eca’)a@licagao

x
o)

£e €V (Q) w—r * £ K. Entdo & ° &€ continua pare todo x € §



e

talquem.atev emev(x)walsmteﬂ.oasolfS(a)(f)I( -
- qu
. P(u, Ve) (£) para £ X vm(n). Em particular, & (“) e cmtlm.lapara todo

xeﬂse‘.’u>056bxe Q.

TEOREMA 2.1 - (&) A aplicagiio Linear (3% )aeN“ f-—-—-—-(a f)asm“,},
é um isomorfismo vetorial topoldgico de g™ v L0} em « ghﬁ C(Va)a (Q).

(b) A aplicagdo At {(g,h) ~—=g + ih € um homeomor~
fismo de ET V (25 ® x €TV (0, R sdbre €7V (2; ©).

* () O™ & un subconjuntn de €™V, (Q) e a inclusdo
é. continua’ quando ™1 estd munido da topologia limite indutivo.

Demanstrecao: (a) Imediata a partir da Observagao 2.3 e da Propo-
sigao 19, pag. 88 de [1Li]. |

(®) Como £™(a; ©) = £%a; B + i £™a; B

e pelo fato que u ed AR se e 56 se Re(w, Im(uw) ¢ ¥_@), segue que
MV 0 =R Y @R + 187V ; B como conjuntos, logo a aplica-
gac A & sbbre e dbyiamente & biunfvoca. Além disso, se (a, v)el, e
8 h cEM Y@ 0 tes |y 3% A < b, o gf + Iy, 9 nj <

<« Zlv a a%(g, h)| donde segue que A € bicontfnua.

(¢) A inclusio € evidente. Pare provar -a mtinu_i_.
dade € suficiente, pela Observagdo 2.3, verificar que a aplicagé'o
fe Q‘(ﬁ) Eg__aaf eC(V) Cﬂ)eo:m:inuapamtodoaebln Ora, L

é compasta chs apl::.oagoes £e &™Q) a"‘f € K(ﬂ) e
g X@ — g€ V), (@ sendaammmdelas ocxrmm,lopbasta---
ré verificar que a segunda aplicagdo € continua. Fixado X © @ conpacto,
seja '1’1((9) ={geX®@), Sup(gy e K } mﬁcb da topolégia da convergéncia
wniforme. Ora, ﬂv glélvl ﬂgl para todo v, s g€ 'Zkl,c(ﬂ)_,;,ogg



a inclusao ‘:l(x(ﬂ) < C(‘J’u),(ﬂ) é continua para tode K€ compacto e dai
segue que a inclusdo K(Q) C V) (Q) € continua sendo K(M) o limite
indutivo dos espagos ?K(ﬂ), K c Q comacto. Q.e.d.

OBSERVACRD 2.7 ~ A parte (a) do teorema enterior nos permite re
duzir 3 vezes uma quest3o sabxe el V() a uma quest3c sdbre cv,), (ﬂ);
Por exemplo, se T pertence ac dual topoldgico de €F V (Q), onde m € fini
to, sejaS = To [(aa)ﬂ] 7. Ent® S & um funcional linear continuo
sObre um sub-espago de urath eV ), (R, logo' pelo Tecrems de Hahn-Banach
existe una extensfo linear’e continua S de Sa I C(V), (. Sei

o
denota & aplicagao f e C(V }o (Q) > (§ .8 -£) £ i3 C(V }, (R
o, qm" ;

8

1‘: @ temos S¢(£ )wn) _
= 3 § 1 (f ) para todo (f )aeh'g e I CV), (2 em pazvt:.c&ﬂ.ar- T(£)=

n oty -

2 } S°1(a f)pamfee v, (). 0r~a,S°1 pertence a0 dual topo-

mdeska-lse 5=u,60’3=0 e 8

lé'gicodECCV) (@) logo camecéndo éste para todo aen\l:l,eposswel
camctemzarodualmpologmode& V().

Vejamos alguns exemplos de espagos ponderados de fungbes mcontinua |
mente diferencidveis sGbre Q.

EXEMPLO 1 - Se V_ denota a colegdo das fungdes caracteristicas dos
campactos de @, ael) entdo £ V() € o espago £™(@) mnido da topolo-
gia da convergencia uniforme sdbre as partes compactas da fungdo e de suas
derivadas de ordem < m. |

EXEMPIO 2 - Fixado u € W(R; R, seja Vo = {(lﬂi)k, kX eN}, ae N;:;‘
Denotaremcs o espago ponderado €™ V() assim abtido por B™0) e cbserva
mos que £ € £™() pertence 26(Q) Be e sdmente se 5. 3% £ & uma fungio
nula a0 infinito pare tode aeN;, k g . Ekn_pértictﬂ.ar','eaﬁm) € un sub
conjunto de ¥ (). Se u denota a fungdo nula cbtemos © espago Bg(ﬂ) ma
nido da topologia da cmvergénma uniforme da fungdo e de suas derivadas



deordm&m. Tambem, sen'=Rneﬁdemtaa.fm9§o(xl, ,xn)'---pz xl
obtamsoespagosm(kn)daefmgoesmpa.dmte decrescentes assim cmno
suas derivadas de ordem < m. (Vide Exemplos 13 e 15, paginas 90-91 de [3]).

EJEE‘MPIDS I‘:xadoueC(n R, uestrztmteposzuvaetalqm
.l/ue)’(ﬁ),sejav omnjmmdascmas I u M‘mchvama na co~-
legdo de partes finitas de N*, aeﬂn Indzc};:gmuspor Expm(ﬂ)oespago
pmmadaassmobudoeobsewamsqueem(ﬂ)pemahcpm(mse e

somentese j3* £| €« (constante) mpamaefﬂn kt-:N Se Q= ﬁle u

demtaa.ﬁmaoxu——-exp(lxl) cndell indica a norma euclidisna usual,

representarencs Ex.p - (Q) por Eﬂp(ﬂ“)

. EXEMPLO 4 - Seja Va o conjunto das fungdes continuas sdbre Q, positi-
vas e nulas a0 infinito, ae¢N). Entdo &® V(2 = ) com conjuntos. De

. fato, sendo imediata a inclusae 6 e ™ v (ﬁ), Vaos provar a inclusao
mﬁria Ors, fe g™ V(meaeﬂn acaryetam V, t"f-c:}’ (2) maafcx:;p_-
tmua,entaoa“fehmtadapelomnpagmasvde[z] logo £ ¢ BN,
Quando m = 0 cbtemos o espago C V_(2) das funcdes continuas e limitadas so-
bre 8 mnido da topologia estrita (loc. cit.) emtdo, por analogia, dir-se-d
que o, eatopol@aeemtadeoxdmmsﬁbream(ﬂ)ede:bmmowpago
ponderado £ V,(2) definido acima por B%0).

mms- SejaV ocmjmmcmgm)dasfmgﬁescmﬁ&masew
sitives sdbre 8, o e W), * Entdo €V () = F@) camo conjuntos, e fato,
visto que &™) Em V. (@), basta provar que C(V,) () € um subcm:_:mto de
K(9) pois em tal caso viria €™ V (@) < CV) (@ n e « 7).  Suponha-
mos exista £ ¢ v ), () que nac ﬁm.sppcx'te compacto, f._pcsitiva. {tomando
|£] - se for precisc). Como a ﬁmgsamtmtel p.z-bmoe .a'?'ﬁé,- segue que £
é nula a infinito. Entdo pelo método de recorréncia prova-se ficdlmente
que. existem compactos K; e pomtos xi;.i ¢ N, tais que LUJ K, = @, K.f-l"(. +17

| | i *
xig 'ﬁi-xi_i,(x‘i £8), 0 <'f(xi+l) € f(xi) pare i £ N.. Seja (¢. }3. e U2



I. -12=

parfta.gao continua da widade sdbre @ subonﬁnada a cobertura (1%1-1(1_2 16N

ande K, =¢. Se ¢ = 1£0 £(x, ;)9; entdo ¢'> 0 sdbre Q e o(x; )¢ £0x;), i,

m vz L/(¢+f) ¢ V,e 0 commto (D) & denso em...Q(V ), (Q) pela propo~ |
| sigéo 2, pag. 64 de [9], existe g € K(Q) tal que [w(f-g)| < 1/4. Em parti-
cular f(xi)/(eb(xi) + f(xi)) € 1/4 para ocs i ¢ N tais que x5 ¢ Sup(g) , entre
tanto f(xi)/w(xi) f_(_xi)) > 1/2 pare todo i e W, Tancs assilﬁ uma contradi-
a0 que reéul‘cou de supor a existencia de: f & C(V )(Q) sem suporte compac

to, logo CV ), (®) € K.

Pelo'l‘eomma!l(c}mqmw enmwsfmqueatopologlalmte
indutive. Vamos. provar que elas coincidem quando m € finito, Ent3o seja 0
Lmavizi:ﬂmugadaomﬁ.ganhatopologialinﬁ.%e :i.ndutivo,pode.ﬁnssuporque 0
| € convexa e equilibrada; flxamsmaseque.nm.adaooupactos (l() tais
que K; C:Kl,'l::.eN UKl Q e uma particio da unidade (¢l)imdeclas-

" i»l
se C stﬂ:ord:nada a caber’tu::a (Kvl )ieN (K = ). Ora & valida

i1

a relagdo f = § 25""1@ f)pamtodofe-Qm(memasanamtenor
i»0 2—-
edefato finita, para provarmcs quealglme:.Om(Q) pemenoeaObastam

ficar que 241

¢ feo pam'todoleﬂ, v:.stosero amvemeequ:.hbmdo.
Se K< & compacto indiquemos pors);’(km © conjunto das £ e Q) de suporte
contido em K, Entdo pare todo i € N existe € > 0 $al que 0;= {f e.@;‘lcm‘,

l“imla fl < & }C 0 ﬂgm (Q) e aplicando a formula de Leibnitz & 3“(17 f),
o e Nn encontre-se una mtante A;-> 0 %al que ﬂa“(zl*l ¢; Of «

A TEX (g1 o 1s® flK:L-!-J.‘KJ.-l para todo ¢ ¢ W), i eN e £ e O De.f:l.-
nindo §, = € /A, & mn(sl_:l, 81”‘;” i=1,2,...e fazendo ¢ = 150 F;I ¢
verifica-se fﬁcilmnte que 2*M 4B, ;<0 paratodoieN,ondeveVé
definido par v, = ¢g @ e 8 (vide Cbsexvagdo 2.1). Dai vem B, 1€ 0, proven
do assim que w, € mais fina que a topologia limite indutivo.

Pela Observagdo 2.2 segue que €V () = 25 () mde.DF () indica o espago
£(2) munido da topologia menes fina que torna continuas as  inclusdes



H() < %), keN. Logo pela Proposigio 2, pagina 339 de [3) param = +,
wvé'estritaumtemm f:i.naciu: a topologia limite indutivo.

TEOREMA 2.2 - Com a8 notagdes da Definigdo 1.6, se V, W eX¥"[a] sd0
tais que W € V entdo:

(a) e™ V(< e™ W () continuapente. Em part:.a.llar V ¥ W acarreta
g™ v () = €™ W_(R) como . espagos vetoriais topoldgicos.

ﬂ-\

;.Zb) 'Wua' 0 scbre § para tod o e:ll; e B W () oepleto acarretam s"'vw(n)

completo. 4

Demonstragdc: (a) Basta provar C(V:a') o (W e CW ) (R continuamente
pmto&aewg,masiséoéimdiatopoiswaﬁvu.
(v) Se{f.}éunam rede de Cauchy entdo por (&) &
taxbemuhmdedeCaudxylogoexzstefs& W (2) tal que £, omvexgepamf
msem:ldo‘datopologlawwemw >Osobre9pa.mtodoaemn segueem

part:.o.zlar, pela Observagao 2.6, que 3 f converge pomtualmente pare ?% £,
ae .

'Por cutro lado, mnanctagﬁoda()baewag&ai3 tennsqm.paxa
'(q,v) € I, fixado mas arbitrério, {vy a“f}emamdedec.audwem
N(R), n 2 _(Q) mdodampologladamnvezgmcmwufwmeﬁtaopelolama
3.5, pag. 123 de [;-sa]_ segue que existe £, g € N(@). 0 ¥, (Q) tal que
Vy * a“f. converge uni.formemente para £, )'e como Vg 3% £; eonm'ge pon-

malmrtepmvsaafpeloobsewmmtee,vem v-af f(a v)‘ Sendo
>

(o, v) e I, arbztmno,seguefs&mv(n)ef convea:geparafnosent:.do

datopologlaw.

OBSERVACKD 2.8 - Pela parte (a) do tecrer anterior vem €™ V, (@) me-

trizivel <=3 todo GG tem wna base enumeravel no sentido dos pesos (vi-



1l
de Definigdo 1.4). Tambem pela parte (b) segue que se V> X () pare todo ady,
entio £V_(2) & completo pois £™(Q) mmido da sua topologia natural & completo.
Dai segue que os espaqcsdus Exemplos 1 at€ 5 inclusive sdo completos (os de ni
meros 1,2,3 sdo espagos de Fréchet. |

OBSERVAGAD 2.9 - O Teorema 2.2 assim como sua  demonstragio ¢ a correspan

dente generalizacdo de resultados provados por Summers para o caso continuo (vi-
de Teoremas 3.1 e 3.6 ¢e [14]). Entretanto algumas propriedades "naturais" ve-
rificadss no caso continuo n3o se realizam no caso diferenciivel. Por exemplo,

tmdoanmtamteancaspaawnagaodefmw semelhantes as usa-
das no caso continuo por Nachbin em [19], padermaspemrqmpamm;&.&mvm)
fosse um modulo sdbre. o mlﬂm(n)_equeamntemmma,aaphoagao_

£ eg"’vm(n) s ¢of € e“'v”(m fosse cmti'nua.pa:a todo ¢ O™, fatos trivialmen
‘teverifioadosqumd:mo. Vmsnnsﬁw&semﬁrdaéé ex@losmqnn’faose'w
ma:l.xzamaspmpnedadesaludxdas Dapassaganm‘topezmltemnchurqmamo
.nadosespagoapmdemdosdefmmoesdlfemmmsnmemsmplesgamh
zagao do .caso continuo, antes poxan,tmwucmsuoasmas

EXEMPLO 6 - Seja veﬂ.‘(R;RQ dado por vy(x)zexp(-|x}), v,(x) = M_E%AEL)_ s
XeR. Se f(x) = x, xeR entdo fe&'v (R) (vide Observagio 1.6). Se ¢ dencta a fun -
80 seno temos ¢e®(R), entretanto v, (m) [($£) 'Uem) |= k2w?/(k?#*+1) para k intei
ro. Em particular v, (¢f)’ é? (R logo ¢-f ¢ S‘v ® i.e. é*‘v,(ﬂ) nao e mnﬁdu-
1o sShre B¥(R). Notemos ainda que v; »xc(R), i= 0,1

BERQPI.D '?-Segavail‘(ﬁ,k) dacbpmv, ﬁmgaocazwbemsuaadoampac-
to X, K+o, v, = fungdo carecterfstica do imtervalo.fechado. [e.1], K disjunto de
[0,1]. Observemss aque £lv_(R) sendo igual ac. conjunto €'¢R) & un.mBdulo sSbre
®'(R). Alén disso se feflv ) & tal que £[0,1]. = constante , Sup(f) < [X entao .
PAD = il + 115, = o. Fixemos ¢c@ (R), #(x) =.x para xe{0,1] ; logo se
£e€V,R) & tal que £, {[0,1]= n, Sup(f_ )[K, neN,. temos P, (£, )=0 entretanto
pv(¢f )= |l(¢f ) "[0 1" o Logo a aplicagio f g Elv (R) v $ef e Ev_(R) no €
continua.



A proposicio seguinte di condigdes suficientes a fim de que sejam veri-
 ficadas as propriedades mencionadas na observagao 2.9. '

PROPOSICAD 2.1 - Seja V € X™[g]

(@) Se V& decrescente (cf. Observagio 1.5) emtdo £ V (0) € un modu~
1o sdbre &) e a aplicagio bilinear (¢,£) € B x €™ v (M) e gef e EN (D)
& continua quando B™(Q) estd mmido da topologia da convergéncia wnifarme da
fingdo e de suas derivadas de ordem < m. '
(b)) Se Vy };é(ﬂ) para todo o E:N;, se &R} € denso em g™ ?”(9)' e se
para todo ¢ £ Q) a aplicaci £ & (W) ¢ f e O™ & continua quando
™) estd mmido da topologia induzida, entdo €™ V,(9) & un mSdulo sdbre ™(5)
e a aplicagio £ ¢ £™ V_ (Q) r—>s ¢ef € g™ V(R € continua pama todo ¢. e 87(Q).

Demonstyacac: (&) Fixemos o € IN; Se’ﬁ(atemsq_méaplioa;éo

(6,£) € @@ %™ V() +—r Bt re Vg, (@) & coritinua e como  por
hipé'tese.C(Ve)m- (wa qv), @ cmti'nuarmte. pois V, < Vg, pela Srmila de
Leibritz vem que a aplicagio (4,8 e A x EMV (@) —s 3%(4eD) € OV, (D
€ continua. Entdo a afimmaga segue da Observagao 2.3.

(b) Indiquemcs por T, a eplicagio f.eam(n) »--¢-fe:_a"’v°(sz).
Pelas Observagdes 2.5 e 2.8 (segunda parte) vem €™ V_() espago de Hausdorff
completo, logo pela Proposigao 5, pig. 129 de [3] existe '"r'¢ (fnica) - extensdo
linear e continua de T, & € V(). 'Além disso, dado £ €7 V(R) existe uma
rede {fii em &N tal que f; converge para f no sentido da topologza w s lo
go i"¢(f.) converge para '.'f*¢<f) Pela Observagao 2.6 segue qua'¢ < f; = 'i"%(f.)
ccnvexgepmtua]mrrtepanal‘*(f) e‘z:azbemqu ocnvergepontuahentepmuf

logo ¢of = T¢(f). Da:. segue de :.md:.ato a aflmagao.

OBSERVAQEJ 2.10 - Pela Pmposit;ao 2.1 (b) e pelo Exesplo 6 concluimos que
existem espagos £ V,(#) correspondentes a V tal que v, > xc(ﬂ), o€ ﬂ'i‘;, de




modo que uma das seguintes afirmagles € falsa:
(4) Q) é denso eme™ V().

(B) Para todo ¢ £ Bm(m, a aplicagdo f £ OM(Q) — o f €@ & cone
tinua quando &M(R) estd munido da topologia induzida por w, .

PROPOSICAD 2.2 - Seja V e 4™[0]"

(a) Se W e J™[y etalqtmﬁéaacanetav €W Vg entaoaaplma
¢ao bilinear (g,f) eénhw(n) x g7 v, () r-—-»g-._f s_& V (R) esta definida e
€ continua. BEm particular, se V é tal que B € o acarreta Va € Vop'Va entdo
£™ V_(Q) & uma dlgebra topoldgica.

(b) Se para todo k € N_ e todo v € V(k) existe ¥ & V(k) (cf. Definigdo
1.6) tal que: '

(1)v<§, (2) GQ\GQ_B- GB se B £ a, ]u{.ske.ntao&m‘f(ﬂ)eumaalgebmmzl :

tiplicativamente localmente convexa (vide [8] pag. 12).

Denmsstmgao. (a) Basta obsewar que se B a., a, B & Nn a aplicagao
(g, € €M (D x £ (D)~ 3°B gofr e C(V),, () estd definida e & con-
tinua visto que, pela hipdtese, segue que a ap]icag&o (,9) € C(wu_é)w () x

xCVg)y, (R) = ¢rg & C(V ) (Q) € contipua. O resto é andlogo a demonstra
g3o da Proposigdo 2.1 (a).

(b) Fixemos k €M_, ve V(k) e A > 0. Seja ¥ € ¥(k) .
verificando (1) e (2), podemos supor v, < ?za (cf. Definigao 1.3 e Observagao
1.1). Observemos que £™V_(2) = €™ ¥ (Q) pelo Tecrema 2.2 (a) logo sendo
0 €2, €A temos que B"-‘;’ML € uma vizinhanga em €" V () e Bg’)u_ < B®,. Ora,
se f,g¢e Blll e |a] € k, por (2) vem P(y, ‘—} 3 (fog) ¢ Bé& (g) p(d-B,G _B)(f).
“P(g, v ) (g) logo P5(f.g) € C A} onde C € uma mtante que nao depende de f,g

ou V. Tczzmdo Ay = min(i, 1/C) vem By A B’é‘ chm CEm logo pela Observa
Ay



Bt

gzo 2.1 segue a afirmagac.

OBSEkVA(;ZO 2.11 = Como caso particular da Proposigac 2.2, segue que os
espagos dos Exemplos de nimeros 1 até 5 inclusive s3o dlgebres topoldgicas
sendo tambfm o6 de nimerve 1, 2 e 5, algebras multiplicativamente Jocalmente

CONVeXas .

§ 2. APROXIMACHD POR FUNCDES IE, SUPQRTE COMPACTO

OBSERVACAD 2.12 - Sejafee V(Q),?c& V(ﬂ). Sem=+ e pela (b

sexvagao22segue feg,(adezenclaemmv) <= f pertence a  aderencia
degemwv(k)paxatocbkmtemposn.nw. Brl:aonadmmasmgaoda pYOpO-
s:goessabreapmxmagaodefmgoesdea V_(R) podemos sempre supor m finito.
Ora, neste.caso segue, pela Ubservagdo 2.l,fe§'@pamam¢':va\fe |
£5> 0 existe ¢¢ 3,, b= ¢(f,_v,E)_‘tal qmpﬁ(f_—&)'é £.

IEFINIGRD 2.2 - Sendo V e #™[0] diz-se que V € regular caso £™(R)
seja denso em £™ v (). '

PROPOSICAD 2.3 - Se Ved™(] & tal que V, < x(® para o $ 0, extdo
V & regular. '

Demonstracdo: . Podamswoém#lemfinim(msewag%oziz) -Sejam
feE vV (R, veVe £>0. SeK-{x,v(x)]f(x)la»f}U Sup(v,) emtéo K

& campacto e existe 8 €A tal Qe 0 £ 91,0 =1. nma\ﬁ.zmhmadeK.
Se ¢ = e-fentaotbe-gm(ﬂ)ea% =.-_3 fmmv:.z::hangade!(paramdo a ,
en particular vﬂ(a £« 39@) Z 0 para's § 0 visto gue: Snp(va_)-c;_l(. Com>

Vol [£) = H0] = v GOjEGO] (L - 80x)) pazimao.x-e 2 segue p (F-4)<E.
TEOREMA 2.3 - Seja ¥e €7 gi(a") 'balquepazatodoa,'{ e N> tais que
a k0, Tu@ﬂocm;m'bo\?‘?ﬁ}" emﬁtu:.dodefnmgoeslmtadae Entae ¥

estd contido na aderencia mM)



Pare provar o teorema precisamoe do seguinte resultado.
LEMA 2.1 - Seja A um nimero estritamente positivo, me N* e K ®® cam
pacto. Ent3o existe
OeB(RK) tal ue 0 < B< 1, 6jK=1 e 370} <A
para y € m]“n, Y % O.

Demonstraglo: Basta provar o lema para um compacto do tipo [~a,a]x. . .x[-a,a]

(n-vezes) onde a > 1. Vejamos o cason = 1: se p ¢@(R) & tal que 0. P 1,
(k)|
¥/ [-1, 1] = 1 seja (1) = ;p(-) onde M = max(a, max J-!LX—L). Entdo 0 < 0 ¢ 1,
_ 1skem

Oj[ra; a]=leparay e , Y 4 0 temos 3Y O(t) = & (Y) (M) logo Ha’" Biq
Agora vejamos © caso n > 1: Pelo visto acima, existe @, PR, 0 <0,
6,i[-a,afj=1le ne,(k)l § min(1,A0), X 5 1,...,m. Seja Oxy 50 rsx ) =

z §,(x,)... © (Jgn), (xt,:..,squ) e, Sevy:= (k, seessi ) e IN" temos

(kl) (x)... ® (kn) (xn) loge se vy ean, ivi > 1 entao -

Y olx, , ,xh)
0 < kiqm, 1= 1,000, n_epelomenos algum k., é tal que k; » 1. Dai segue

13Y oji< A« As outres propriedades s3o evidentes.

Demonstragao do teorema 2.3: Podemos supor m finito (Observagao 2.12).

Sejam f e ¥, ve V, & >0 dados. Visto que o conjunto {x, xa(x)l 3%(x) | » €}
€ compacto para tod o, existe a > 0 tal que f|x|l > a = v (x)ja“f(x)I <é
para‘bodoaemn Se A € un nimero > 0 e K = {x, |jx| < a} entdio pelo Lema

2.1 existe 0 cP®") tal que OjK =12, 0<0< L efjaY ol A para y ¢ v,

Y # 0. Ora, vp(x){f(X) =(6-£)(x}| = v, (x)}{£(x)| (21-8(x)) <& para todo

x € R, Além disso, se a sN?n, a$0, da-hip5tese feita sdbre ¥ e d;spmw
priedades de @ segue v (0| 3%F() - 3%(0- ()| < v (x)]2%F0)| (1-800)) +
tv0 T (@idfetalja® Beoj cen T (i v B £} < 26

para mgaaiszoﬂn escolhendo A suflca.entementgsgégtgno. Disso segue

P, (f-0f) € C *€ onde C € uma constante que depende apenas de m e n. Para

coneluir a dmmstrméo, basta cbsexrvar que ©-f € 9(KY). Q.e.d.



CQOROLARIO 2+1 ~SeV e.)(m[ﬂn] € decrescente, entio & regular,

Demorstraci®o: Sejam a, v ¢ N;, Y € a. Pela Observagdo 2.3 temos
aY e‘“'v,,aﬂcccv,‘,)m ®" e por outro lado v, ®) V), ®) visto
der V decrescente. Em particular, dai vem que va-a” gn Vm(mn)- € um conjun-
™ de fungOes limitadas, logo a afirmacic segue do Teorema 2.3, .

ODROLQRIO 2.2 - Seja VeX R tal que V_ € um conjunto de fungdes
limitadas pare 1::[ #» 1. Ent3 as aderencias de@m(Rn) ne™ v (R e 9™RYH

coineidem,

Demcnistracdo: Basta verdficar @XRM N €™ V(R c &K, ora, da-
cbs Gy Y eNn o ¥ 0 peladefmgaodeﬁ(kn) e dah::.potese sabre V segue
Que V T BNEY) & um canjunto de fungdes limitadas. Pelo Teorems 2.3 com-
cluimos a afirmacio.

QOROLARIO 2.3 ~ Seja V e X'[R"] tal que PR c €™V @®@). Entio
PE®Y) estd contido na aderéneia de FYRY .

Demonstracio: Basta cbservar que (R, sendo igual 3 3%(@®Y), & um
sxbcmjmto de C(V Jo (R} para todo o E.B\ln A af:.rmat;ao segue de imediato
pelo Tecrema 2.3. .

'I‘EG@_ 4 ~SejaVed [Rn] m 2 J.,talque V. © ‘f(ﬂin)pana jaf =
*1 e coma condigio adicicnal V -sxc(&%n)par-a[u] >lcasom>l Entao

V & regular.

Demonstracio: Podemos supor m > 2, finito (Observagao 2 12). - Sejam
Fe€® VI, veve €5 0. F.ucennsee@(R)vemflcandoﬂ-s@{l
91[0,1] =1, lle'uslumaznese;aaavotal que Sup(e)c[_—a, a_]

Pelas hipSteses stbre V e como- fe e‘va) (R podemos escolher b>0
tal que, sendo K = {x e &, [|xf € b} onde ! denota a norma

(xl scuny }(n) H(lzl 2)1/2, entao valem:
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: _.:.ﬁ:_f:_.__;:'(._'l) Sup(v ) < K para i > 1.

(2) v,(x) < -g-, jaf = 1e vm._(J':}tl‘cfJl f(x)| < -i%g, la] € 1, para xe[Kb.
Seja g = Xlg i I+ £ onde = b2 + it - Entio g ™R, g2 Oe
8,(x) b—> +» quando i X[} =—s 4. Sendo ¢ = (8 o &) f entao ¢ c OURD) e
¢[Kb =f, Parai=1l,..., n md:.quems por 3; a derivada parcial de ordem
u  com respeito a variavel X; e por 7, a i-8sima projegdo, entdo.

(3) 9;¢ = (mf+ .f’aif)‘-e’ o g +(0 o 8,3, f. Ora, Ivrifl 3 -;Egb,
£2§ Mg, e lio']l € 3 dogo por (3) vem ]_aif(x) -3¢ g Q-0 £, (x)
3£ ]| + g (X(142{3,£(0)|) para todo x eR e com 0 s O le
Sup (§) ¢ ggl(iﬁ,aj) segue

) [3,£0x) - 2,4 € (14-2a)|‘a‘if.(x)| ta,1i% 1y m, x €B, Te-
mos 3%{X, = 3% para o e ). Daf segue v (2% - 3%)] = 0 para |a] > 1
por (1). Por outro lado se x (—:EKD e la| = 1 por (2) e (4) vem va(’x)laaf(x?—
- 3%(x)| < 2 € logo [iva(a“ £f-3")lg 2¢ para fa| = 1e comolfv, (£-¢))<€
vem finalmente p (f-¢) < (2n+1) €. Q.e.d. ‘

OBSERVACAD 2.13 - C Teorema 2.4 permite em particular decidir, para o

espago do Exemple 6, a quest3o apresentada na Cbservagio 2.10. De fato, com
as notagOes ali empregadas temos (A) verdadeira e (B) falsa (tomemos por e~

xemplo a fungac seno).

OBSERVACAD 2.14 - Nao sabemos se para m > 1 o Tecrema 2.4 é valido

supondo Vac'fw(an) pars || » 1. Também ndo sabemos se os resultados andlo
gos aos Teoremas 2.3»e 2.4 s30 validos para um aberto qualquer, entretanto o
resultado seguinte permite cbter alguma informag@o nesse sentido no caso n =

=m= 1.

PROPOSICAD 2.4 - Seja R« R aberto conexo e seja V e ¥'[f]. Entdo e-
xiste W e ¥ [K] e um isomorfismo de espage vetorial topoldgico L:
€} V(R — g! W (R) sdbre, tal que LO'(D) =0 ®).



Demonstragac: L € de um dos seguintes tipos: (~», +®), (~w, a},
(a, #), (a,b), a, b ¢ R, Entdo existe 8: Q@ ——=R d:.fecm:)rflsmo

Seja W € N1 (R} definido por W, = {v,0 @ l, ve € Vo), W= {(v,°0 l)Ie'oe ll
-1
3

5

v e V;}. Sejamve V,weWtais quew, = vyo0 6 = (v, 08 )lefoell
etef, xeR tais que x = S(t). Dado fe &R seja ge £MR) definida
por g = £0 07T, logo w,(x) gl | = v, (1) £(£)] e como ©'(@L(x)e 6™y () =
vam w, () 1g' ()| = v (£ £ (D). Dai segue f e £}V _(Q) <=> ge W ). A
lém disso, se v ¢ V e w ¢ W estdo relacionades como antes temos P, () = pw(g)
onde f e VIDeg=Ffoo -1 Seja L a aplicagdo £ € £V _(Q)+rnfod” ealwm(m.

Pelo observado acima segue de imediato a proposigac.

QOROLARIO 2.4 - Seja £ « R aberto conexo e seja 9: ) =—= R um difeo~

morfismo. Se Ve N*QR] , entdo V € regular nos seguintes casos:
a) Vo'l ¢V,

b) V,-le'jc F (@

Demonstragdo: Se W e X'[R] estd relacionado com V come na demonstre-

¢80 da proposicao anterior, segue V regular <===> W regular. Intao a) re-
sulta do Corolario 2.1 e b) resulta do Tecrema 2.4.

§ 3. PROLUTO TENSQORIAL LE ESPACOS PONLERADOS

TIEFINICAC 2.3 - Para i = 1,...,r seja Q; um conjunto e f; uma fungao

scbre Q;. O produto tensorial das fungles f; € a fungdo f,= fix...x £ de
finida sdbre 2 = 0, x...x R, Por £Xp,.eny XD = £ (X)L B (X )5 X;E 8y,
iz1,...sr. Seﬁ?’i(ﬂ.) & um conjunto de fungdes scbre 2(1=1,...,r) indd

caremos por ¥,(R,) & ... & 7 () a colegdo de todas as somas finitas de
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fungGes sbbre @, % ... x 2, & tipo f; x ... x £, onde £, e?’i(fzi), iz
= lyeus, s

LEMA 2.2 - Sejam ¢ € &™EY, m finito, X uma vizirhanga de Sup()
et >0. Entao existe y e SR X ... ® (R (n-vezes) tal que Sup(YPic X
eﬂaa¢-3“wu<epaxatodoaewﬁ. _

Demonstracdo: Vamos considerer em primeiro lugar o caso particular
X=X, X .. xX onde X;c R € un aberto relativamente campacto. Sendo

miyi=1, weaym a i-Esima projecio sdhre K tems por hipdtese

m;(Sup ($)) & Xy, logo existe 0; c&XR) tal que 0 O, 1, 8 = 1 num
v:.zmhan«;a de ﬂi(Sllp(¢)) e Sup(ei) < X, iz 1000, n. Ora, pelo Teorema
1.1 segue que, dado § > 0 tal que |

(W 63 (D [Po, x ...x )} st para todo o eI existe
Bsa
P ¢ P(RY tal que se verifica

(2) 3% - a“PilR.s é para todo a sN;;.

Sendo = P+(9, x... x 9,) temos ¥ ceOR ® ... DR (n-vezes) e
Sup{¥) € Sup(9,) x ... x Sup((:)n)c X. Seac N; temos 3% = Ba'tb'Glx x 8,
e %% ¢:3%0, x...x @) =0 paraB o , 8% 0 pois &, = 1 mma vizinhanga
de"ﬂi(SuP(é)) e aB(e, X,o.X en) ] eI(Bl)x cea X en(Bn) se B = (Bn"-sﬁ ),
logo 3% - a% = 3% - %(Pete, x.x @)} = 0% - T (D % Prablo x.. xe )=
3% - a%o x...xe Y+ 1 @BY B 4-29"6 p) 38“‘ ..x8 ) e camo
Sup(@, x...x0.) © X segmsgrﬁ(g) 3% - 3%] < &+6 szﬁ 0(g)li aste;x..xen)u=
8 oLy 1 aB(elx...xen)n logo por (1) vem que [[3% - 3% <€ para todo
« sm;. Ent3o o lema fica provads pare o caso particular mencicnado no ocameco.

Agora provemos ¢ casc geral. Podarossuporquex%an, logo a = dist
(Sup(4), [X) € finito, a > 0 sendo a distancia tomada com respeito i métrica u



sual, Para T Ean, T =t 5000, tn-) seja X,t = Jp X, ..X Jtn onde Jti deno

ta o intervalo aberto de centro t; e raio fg - Observemcs que X_ € um
aberto que contém T e além disso, T & Sup(¢) acarreta X, © X logo exis-

tem T,,5... T, € Sup(¢) 'tais que Supl¢) © X u...u X,L. c X. Seja (qbi 1¢3¢r
uma particio C da um.dade sdbre Sup(¢) subord:.nada a cobertura (x.t] Igier’
em particular, ¢= 321 $ *¢. Ora, ¢sv¢ egUR) e Sup(5+4) € X5 Lyenrsrd,
logo estamos sob as hipoteses do caso particular, entdo existe

¥; DR ® ... @ D(R) (n-vézes) tal que SuP(“’j)rc Xy © ﬂa"‘(q,j-q,)-a“wj fge/r
pare todo j = 1,i..,r e todo o € M. Sendo y = g ¥y temos ¥ ;S(R)&.OS'(R)
(n~vézes), Sup(y) < X e 3% ¢ - 3% [ <€ para to?i;lu e ol

. 'n, _ .
COROLARIO 2.5 - Sejam & € R = aberto ndo vazio, (i = 1,...,r), m

inteiro, ¢ €&™Q, x... x Q), X vizinhanga de Sup(¢) e £> 0. Entdo existe
veD(Q) @ ... @) tal que Swp(P) < X e 3% ¢ - 3%yl € para todo

c.ean = + ... + .
monden n, nz,

Demonstrecdo: Sem perda de generalidade podemos supor X compacto
Seja a extensdo de ¢ a ®'ix.,, x ®T definida por $(x) = 0 para
x e[l x...x 8. Entdo § £ &R x...x R'T) e Sup(P c X. Como

®Mx ...x P fica natwalmente identificado com K e oomﬂg(aw!;;@'@mbcﬂﬁn 1)
1

aplicando o lema 2.2 existe y, e DK™ @ ... ®H(E'T) tal que Sup(y,) € X
e 3% §~ 3% g, il ¢ € para todo o elN::l. Seja n . a projegdo natural
L

® x .., XERnI‘l----Rﬂi i=1,...,, re cbservemos que ﬂn_(X)C & € com-
i _
pacto, logo existe & ea@(n ) tal que ©; = 1 numa vizirhanga de wni(x). Ora,

Z Vi3 % eei X, 5 onde vy .eﬂ(l!ni),ent?'aofawm

3=1 sd s]

q,:jfle w?‘?jl x © wrjm vem § e () V... @) e ¢ =

= (@ x .., % eﬁ)-w,gnl X.ooX 9 logo Sup(Y) c X e 3% - 3%} <€ para

todoaeN;.
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COROLARTO 2.6 - Sendo V € §™[f)] entd as aderencias deO™(Q)
e XQ) em £™_(Q) coincidem. o

Demonstracio: Se m = 4 naohanadaademu'lstrar Sem @&
“:ma.tao sejam ¢ e £M(Q), veVeE>U Fixada uma vizinhanga compacta X
de Sup(¢), pelo Corolirio 2.5 ex:.stewe.@(m tal que Sup(w)c:)(ellaa_q. -
- a“:p||< E/C pazatcdoaewg, onde C = iv ]Ix Dal segue pv(t#-ﬂJ)\?
ism
, v U 3% ~ 3%.9)l <&
IQ{@!] a,X N

IEFINIGED 2.4 - Sendo 2, ¢ R aberto v, lem[RJ(z-l,..‘,r)
Q=9 ... xnrdefmmsvu!m[ﬂ] denotado por Vi x ... x V,, pondo V =

=V ...xV para a = {(a,,. ..,ar)S!an"'"'mf‘ onde N7 M aot3 na-
i,al ,ar, )

turalmente identificado com um subconjunto de Ng b PR N;r' através de

et L, np) ** ety Dpunnytt

’EOMZS-OmasnotagﬁesdeDeﬂmgaozutm )
MV, Q) ® ... @€ MV, (R) < €V, () e a aplicagio (£,,..., £ > XL XE
de £V, (R)) x ... xE™y ) (@) —> £™ () & rlinear e contfnua. Além
disso, V regular acarveta £7(V,),, (2,0 @ ... ®E™(V)_ (R,) denso em £™V_(0).

N
grv ey ]
myt..an (4l t“x*-“"“"r

Demonstragdo: Sejam £, € e‘“cvi)nm.), (i=1,...,m,

- ) 1+uoaIlI| - -
@ = (0 5000, ar) e:IN; | » Vg BV Lo Xeua r € Va onde vl,al € Vi,ai'
Entdo v «a%(f x... x £) = (v 3“’f I, . .x( 3 £ ) e como

a X r T ’“i- e
o cu m,
vi’mi "1 L, e'jw(ﬂi) segue v, 3 (flx”.xf ) e F (R) logo £x...%x f £ & (fz).

Obviamente & aplicagao (f,,... ,fr) n——-fle_..x fr é r-linear e se Ve e oomo antes

vem p (£,x... x £ )¢ p | (£)...
(a, vq) 1 S Hay, Vl,a,') 17" r* ap

a continuidade,

Para provar a segunda parte podemos supor m finito (Observacso
2.12). Sejam .-¢e.9m(n), veVeeg>0. Fixems uma vizinhanga compacta X de
Sup(¢) , podemos supor X = X, %..xX,. Pelo Corolario 2.5 existe
pedR) ®... C&a@(nr)c:.@(n) tal que Sup(yplc X e ﬂa% -a"'wﬂ € E/C para
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todo & = (o 5000y ) elN“‘* e onde € = ) ll ‘.uﬂx1'

oV g s 1080 PAEW) = Ia} TRE ¢-aé'wnf {“ﬁ ﬁx oo 1y o
%"y < €. Q.e.d.

OBSERVACKD 2.15 - Se V; e W "[®], m> 1, i = 1,..., r pelo &
Vixe..x V é regular ncs seguinbes

rolario 2.1 e Tecrema 2.4, temos que V

Casos !

{1) V. decrescente para i = 1,..., P.

(Z)Valc:?'(Rnl)paralu| leV, 4xcca"1>

para o | > 1, iz 1.0

§ 4. DUAL IE €™ v (a)

OBSERVACAD 2.16 ~ Se u € uma medida de Radon limiteda sSbre , ela

pode ser extendida univocamente a um funcional linear continuc sébre c (@,
espago das fungdes continuas sbre 9 e nulas ao infinito mmido da topologia
da convergencia uniforme; a extens3o de ;i também a denotaremos por u. Ore;
pelo Teorema 6.19, pag. 131 de [17] existe uma Gnica medida de Borel sdbre 2,
complexa e regular, que denctavemcs por u* tal que w{f) = f £t para todd .
feC (@) e fujf = p @) = variagio total de u*.

DEFINIGRD 2.4 - . Dado v: €@; R) e 1 € M (@) = conjunto das medidas

de Radon limitadas scbre Q, mmmwoﬁmcimallﬁmars&)m

C v (D deﬁnidopor-vu(f)=fvfd|.|*pamfscgm). A integral esta
a ‘

definida pois v f € uma fungo nula a0 infinito e Borel mensurdvel.
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_Seae:-iNnev,uséommtes,deifinimsoﬁmcimalline&'aa(wJ
sdbre o sub~espago vetorial de elelea das fungdes g tais que 3% ge Cv (),
pondo |

v = v u{(-lji"la°‘g} .
OBSERVACKD 2.17 - Se v e W3 R, b eJ&b(m entdo |wu (f)l IIfou][
para todo £ € C v, (2). Em particular, dado V e "[q], aet, v €V,

My € ,Mb(n) tem-se que a“(va uu)l e'“v (2) € un furicional linear continuo so-
bre €™ _(2). Indiquemos par 3%y o M, () E™_(2) a colegio de somss &

@
salvo para un naexo finito de a's.

jafen
tipo { (vau)lsm\f(n)ombv €Vl e}(,b(ﬁ)pmaemn e v, =0
™

Com & notagdo anterior, temos a seguinte caracterizagio do dual topoldgi
w de ™ V_(Q).

TEOREMA 2.6 -~ Se V es[Q] entdo g™V ()" = ' ) a“(vaxb(nnl e ().
ai‘gn .‘ )

Demonstyagdo: Pela Observagdo 2.17 temos a inclusdo ! % a%(v dub(m)lemvw(m

o ofen _

c e (. Para provaxmos a inclusd contréria vamos oonsiderar
primeiro o caso m finito. Se T ¢ e’“vmc'm', pela Observacao 2.7 existe
T, € CV ), (@', jaj ¢ m, tal que T(f) = ¥ T, (3%£) para todo fe€'V._(Q).
Om, como consequéncia da demonstreg® do Teérag 3.1, pag 326 de [15] te-
mos que para cada T, existe v €V, uy e:JLb(n) tal que T (&) = "a uy(g) para
todo g € CV,),(R), en particular T,(3%) = 3%y (-1)I% by )(£) para todo
£e EPV (R). Daf segue T = %y, (-1)l“| v [EV_(0%e f 3%y |
fE® v (). Agorasem:= 4= e le ?:mv tm’* pela Obsexwagio 2. Zeglo Corol&-
rio da pag. 270 de [3] existe k imteiro positivo e S e&k\'(k} ()" tal qoe |

= 5| € V. (R) logo a afirmacio segue do caso mtemcr, Q.e.qd.



CAPTTULO TIX

PROBLEMA LE BERNSTEIN -

Seja v um peso de ordem m sdbre B (vide Definigdo 1.6 e Obserwacdo
1.8). '

IEFINIGAO 3.1 - Diz-se que v & répidamente decrescente ao infinito

caso PUR™) eéteja contido em E"'\;(R").

OBSERVACAD 3.1 - Visto que 3T = @& para todo a e N,  se
ve{v} e e WHE; R ) 530 equivalentes:

(1) v rdpidamente decrescente ao infinito
(2) v“-P € 9;(!{") para todo a € IN;, P e WY
(3) v, P limitada pare tado o eW , P e P&,

LEFINICAO 3:2~ Sendov a?!.m(ﬂn‘ R,) répidamente decrescente ac in-

finito diz-se que v e fmdamm:al no sentido de Bernstein se @R for
denso em Emvw(ﬁfl). O problema de Bernstein para o caso m—cmtmuanerrl:e
diferenciavel consiste em achar condigdes necessarias e suficientes para
que um peso v de ordem m sdbre R, répidamente decrescente ao infinito,
seja fundadental. ' |



OBSERVACAO 3.2 -~ 0 Teorema 1.1 afirma essencialmente que todo peso

v de ordem m sdbre K tal que cada v, tem suporte compacto é fundamental

no sentido de Bernstein.

OBSERVACAC 3.3 ~ Seﬁam' v, w e W'R'; R,) rdpidamente decrescentes
ao infinito, v € w e w fundamental. Pelo Corolirio 2.3 segue v fundamen-
tal <> v regular. Em particular, como consequéncia do Corolirio 2.1
e do Teorema 2.4 temos v fundamental nos seguintes casos:
| (1) v decrescente

(2) Sup(v ) compacto para jaf > 1.

OBSERVAQAO 3.4 ~ Sendeve ’!Lm(IRn, !RQ fundamental e vo(x,) # 0 entao

{Pe @Y, P(xy) = 0} é denso no conjunto das f e Emv ) tais que f(x )=

= 0. De fato supondo m finito (cf. Observagdo 2.12), se f € E,mv ®) g tal
volXg)
que £ (x ) = 0, entdo dado € > 0 existe P, e @@ tal que p (P -f) < G
em particul (%90 [Pylx,) - £(x)} < Evo(xo como £(x,) = 0 vem 2 el
ar v - e X,) =

el 1P (x40} ¢ % . SeP

+ v, Bytx) < E.

P, = Pyix,) e.ntao Plxy) =0 e pv(f-P) < pv(f—P )+

LiMA 3.1 - 3% ®(R™) € denso em W(R®Y) na topologia da convergencia uni-
forme para todo a e N".

Demonstragao: Vamos provar o lema para n = 1 por indugao sdbre a. Ob-

servemos que para ¢ = 0 © lema € um caso particular do Lema 2.2. Suporha-
mos o lema verdadeiro para o = o, >0 e sejam ¢ € (R e £ > 0. Ent3o pe-
la hipStese de indugdo existe y, €B(R) tal que
D fio - v ® <2
x
Sendo ¥, (x) = [ g, ()dt, x € R, vem y, ¢ B(R), logo pelo lema 2.1 existe
. . ]
@ ¢ &(R) tal que
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(2) oSup(y,) = 1

Qo“"'l . -
(3) z (ﬂ'a 1)" @(1)“' !hpl(ao"'l'l)" < &‘fn

Pondo ¥ = 69, , (a°+l)_ 'P1(a°+l) = (o) %(a°+l) .

%o Il (2ol eca.) (a°+1-i) com (6-Lw; @D = (6-1) 4, %) < 0 por (2).
n;tio por (1) e (3) segue [j¢- w(a°+1)||ill¢-w (co-&l)"_’_n%(aﬂl} (aﬁ-l)u <
1 ¢-w°(°‘°)ll + Z (“°"1)||e(l’u e, %) < €. Entdo o lema & verdadeiro
paran = 1.

Agora provemos o caso gerel. Seja o = (ai..._., @) e denotemos por Aa.
a aplicagio (£ ,...,5) e DRX... R (£, (i@, . . xkm.
Sendo E = D(RI*. . X DR (n-vézes e denotando por d* a aplicagio
£ eDR) s £ @ i:=1,..,n, temos A (E) = dM D@, . x NOW®.
Entdo se X(R) estd munido da topologia da convergencia uniforme, na topologia
produto temos (4) AE) = & SR x...x PFH® = X® x...xKE® pelo

caso ja provado. Indicando por ¥ a aplicac3o -

(£5000,5) € KR X x K(R) +— £, ... £ eX(R) temos 7 continua
quande K (K" estd mmido da topologia da convergencia uniforme logo
MASEN & TUTED. Ora, 70 (E)) c 3% pais £1%) x,. .xel%) -

= a“(fl X ..ox £) entdo por (4) segue m(E)C 3™ O e como m € um
sui:)-espag:o vetorial de X (R") temos que o espage gerado por m(E) a saber
H® @ ... ® HW) (n-vézes) estd contido em 3*HEK") e por outro lado & den
so emM(&") pelo lema 2.2 loge 3%@@Y) = KERY. Q.e.d.

OOROLARIO 3.1 -- Seja W ¢ J [R'] tal que wwﬁc(ﬂi“) € menos fina que a topo
Jogia da convergéncia uniforme. Entdo %O (RY) & demso em C ww(ﬂz“) para todo
a e,

Demonstragao: O coroldrio segue imediatamente da Pmposié'éo 2.3 e do
Lema 3.1.



TEOREMA 3.1 - Seja v ¢ 2LGR", R.) rapidarente decrescente o infini-

to. Sao equivalentes:
(a) v & fundamental no sentido de Bemstem.

(b) Se {u }a.eJ’ J CNn finito, € uma familia e y!-fb(RnJ tal que

za“(v b I@W®EY = sentio a%v, u) = 0 em g™ (KD,
aed

Em particular, v fundamental acarreta v, fundamental no sentido classi

Hi

oo (i.e. no caso continuo), para todo a € N;

Demonstracdo: (a) === (b) € evidente pela Observagio 2.17. Vejamos

agora a implicagéo (b) ===> (a). Pela hipGtese temos, em face do Teore~
ma 2.6, T ¢ £ v (R tal que T{@W') = 0 acarreta T = 0 logo @) &

denso em €™ v_(R") como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach,

Provemos agora o caso part:.cular Para tal fixemcs o £ INn Seja
uE ./wb(Rn) tal que v uj @('Rn) . Coamo @@ = 3* QE@®ERD segue
m(vﬂl u)l@(Rn) 2 0 e sendo v fundamental por (b) temos 3° (Va ) = 0 s?__::-'_'
bre €%y _(R"). Em particular 3%(v_ w)|@®" = 0 logo v, uj?"Q@®" =
pelo Coroldrio 3.1 vem vy u = 0 sdbre Clv ), (R"). Daf segue v_ fundamen-
tal aplicando (b) === (a) nolcaso m= 0,

- OBSERVACAD 3.5 - Pelo caso particular do Teorema 3.1 para dar un exem

plo de um peso v de ordem m sdbre R, rapidamente decrescente ao infinito
e que nao seja fundamental, basta exibir um de modo que uma das componentes
Vo nao seja fundamental no sentido clissico (vide Exemplo 1, pag. 111 de
[9]). Uma quest3o natural a decidir é a seguinte: Se v e YH&; ®,) rapi-
damente decrescente ao J.nfa.mno € tal que Vo g fmdamerrtal no sentido clas

sico para todo a ean segue v fundamental ?

OBSERVAGAO 3.6 ~ Enbora o Teorema 3.1 seja de fato uma solugdo do pro

blema de Bernstein, tem a desvantagem de ser de dificil aplicagdo na prati

ca, razac pela qual procuraremcs condicBes priticas suficientes, de modo a
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garantir que um peso v de ordem m scbre ® seja fundarental. Para o caso
nz=le v decrescente & conhecida uma outva sclugdo do problema de Bermstein
(ef, [13]). Entretanto pare o cason >l em= C i.e. mesmo ne caso classi-
eo ndo exigte, quanto seja de nosso corhecimento, uma outra solugao & prb-—

blems de Bemmstein, sendo conhecidas apenas diversas ocondigoes suficientes.

TEOREMA 3.2 = Seja I' um conjunto ndo vazio de pesos fundamentais em R
no sentido classico de Bermstein verificando as seguintes propriedades:

(1) Para todo u € T existe u' ¢ I' tal que u ¢ u' e sendo x, y ¢ R tais

que x| < iyl entao u'(y) ¢ u'(x)

(2) Se p denota a fungdo t € R—. 1 + [t|eR_entdo para todoue T

existe u" ¢ I' tal que -pu < u".

Entado todo v £ 'U.m(R;R+) decrescente tal que existaue T e A > 0 ve-

rificando v, € A u € fundamental..

Dsronstragdo: Sem perda de generalidade podemos supor que ' verifica
O seguinte: '

(3tucll®R) eug i algunu' e I', A >0 =>uel. Vamws pro
var ¢ teorema por indugd scbre m. De fato, para m = 0 a conclusac do teo
rema @ trivialmente verificada. Suponhamos o teorema verdedeirc para m =

=m »0esejave 'tl.m'ﬂ(R; R, ) decrescente, tal que v, € T(cf. (3.

Entao por (2) e (3) segue ¢ v, € T logo por (1) existe u' e I tal que

pv,cu' e jx| € jy] =pu'(y) ¢ u'x). Sejawe uMotlg, R,) dado por
Wy =35 ,wuzutpar\aa#ﬂ,entaovswpois vuas v“:swu pax\atodc s 38

logo pela Observagac 3.3 (1) bastara provar que w € fundamental.

Seja f & g 1 W (R) e £>0. Sew'e WR; R,) e dado por Wy = LAY

para acW enta w! = u' para todo a, em particular w' é decrescente e

wy € T logo pela hipé'tese & indugdo segue que w' & fundamental. Ora,
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m
£' € & W' (R) logo existe P, £ P (R) tal que

() v (£ - Py) < €/2.

Seja P ¢ W(R) tal que P' = P, e P(0) = £(0), ent3o dado x ¢ R, pelo teo
rema do valor médio vem |£(x) - P(x)| = x| [£7€E) - PP(ED | =

ixi [£'€E) - P(E)| onde 0 g [£ |'s |x| ecomo Ju(s'-P)|l < &/2
' . ' S
por (4), segue w,(x) [£(x) - PGO)| = %%‘l %} J£16) = P(ED] <
u'(e )| 1) - Plg )]s €/2 visto que x| 5 p (x) e u'(x)g u'(g, ).
Como x € arbitrdrio temos entdo jw (f-P)|| < €/2 e p,(f-P) =
il ) - LB,
= s=g EREES Sat] S TRCE T L lhag¢ce @ - B v 5y )eE,

logo w € fundamental pela Observagdo 2.12 Q.e.d.

QOROLARIQ 3.2 - Seja I' como no Teorema 3.2 e além disso dirigido.

Ent3o se v ¢ WR; R,) € regular e v, € I para todo o E'NI;, temos v funda

mental.

Demonstregdo: Pela Observagdo 2.12 podemos supor m finito. Seja
we WNR; R) dado porw_ = sup v,, o € NI, Ent3o w € decrescente e pela
* % acgem © m
hipStese sdbre v existe u e I'e A>0 tal que w, ¢ A u pois I' & dirigico.
Entdo pelo Teorema 3.2 temos w fundamental e como v € w segue v fundamental

pela Observagac 3.3 Q.e.d.

OBSERVAGAD 3.7 - A demonstragdo do Teorema 3.2 se baseia no fato que

T € constituido de pesos fundamentais no sentido classico, além das proprie
dades (1) & (2), e no teorema do valor médio. Ora, o conjunto X (®) &

constituido de pesbs fundamentais e verifica as propriedades (1) e (2), lo-
go temos uma demonstracdc do tecrema de Weierstrass pare © caso m—-continua-

mente diferenciavel em iR a partir do caso continuo.

DEFINIGAO 3.3 - (a) Sendo M = (M), gy Wna sequéncia de nimeros posi

tivos indicaremos por yy a fungdo sSbre R definida por



Mk teR

'YM(t) I——I-E k eN>,
com a interpretagao Yﬂw) =0 casoalgumM =0e Y0} = M, em outro
caso.
- (b) Sendo u e UWR; R, k & W, ihdicaremos por Mu,k’ o nimero po-
sitive, eventualmente +w, dado por sup {u(t)Itik, t € R} e denotaremos
por M, @ sequéncia (Mu ,k)k EN"

OBSERVACAD 3.8 - Sendo™ = (M), . Uma sequéncia de nilmercs posi

tives ertdo y, € um peso répidamente decrescente ao infinito e
Ix| € |yl :=:>Yﬁ(y) € Yu(x). Além diseo se u & um peso répidamente
decrescente 20 infinito entac u%‘y% e Mu,k z M,YM;,k, k g iN,

OBSERVACAO 3.9 - Sendo u un peso em R entdo u € rapidamente de-

crescente ao infinito se e sd se Mu for uma sequéncia de reais. Se tal
for o caso, seja k 2 1. Ora, pela Obgervagao 1.3 existe t € R tal que
-P‘L,k = u(tk);tkgk pois a fungdio t +— u(t)ltik € s.c.s. e nula a infini~

to. Logo se ful ¢ 1 tenos * /M k"l/ tk Itkl<k+lmAgO'

ra se flufl >1 entdo € imediato que %/ Dai segue
1 1
kgl e =t e ] .:; z 4+ cmde ”u,k E mf{ /-m, k'> k}.

. Entao faz Safitido o seguinte:

TEFINICAD 3.4 - Indicaremos por T (g.a) a colegd3 dos pesos u em R

que verificam uma das afinmagdes que seguem:

(a) E -'—--}-—— = 4 o

KL~ o

1 .
. k* : .
) —— 0 CTKIR = inf { /9 , k' >k}
kgl My Musk k!
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OBSERVACAO 3.10 ~ Resulta imediatamente que se u verifica (a) ou

(b) entdo & ripidamente decrescente a0 infinito, logo I'(g.a) e"st:i bem
definido pela Ubservagdo 3.9. Além disso, pela Observagao 3.8 segue:
we I'q.a )z:‘:;bY% € I'(q.a) Também & facil verificar o seguinte: Se
U & un peso em R tal que existem A > 0, r > O, acReu' e Ng.a) tais

que u < au)t

1) onde ué(t) = u'(at), entao u ¢ I'{q.a) Em particular, se

V2, 1/2

o & como no Teorema 3.2 e u e I' (g.a) entdo ou = p u™ ® & {constan

1/2

te) u logo pu € I{q.al.

OBSERVACAD 3.11 - Pelo lema 2, pag. 100 de [9] segue que T{g.a) &

constituido por pesos fundamentais.

PROPOSICAC 3.1 - Seja u e WK R,), ent3o s3o equivalentes as se

guintes afirmagoes:

{a) Sendo v uma norma sdbre R existe u, €T (g.a) tal que u g u,° v

(b} Existe u, € I'{g.a) tal que u g u x...xu, (n-vezes)

1 -
(@ ] == * ™ onde '
k21 t‘ﬂu X

N, g = max {suwp TCRRRE Y R AP R b WM

Gt o =K, & > 0}.

Demenstragac: Se u = 0 a proposigdc € trivial. Seja entao u#0,

(e) ===>(a) Seja v, (1) = volt ,..., t ) = max (|t ]), para t =
_ ! legn
k
=t ..t )€ ®'. Se Mg = Suplu(D v (ens, te ®) k= 0,1,...

. - P e = .

seja uy = vy onde M = (Mu,k)keﬂ (cf. Definigdo 3.3 (a)). Ora, fixado

k € N e visto que a fungdo uov; € s.c.s. e nula & infinito, pela Obser

vagao 1.3 existe t = t(k) € K tal que M * u(t)(vu(t))k = U(t)ltj_olk
3 ]

: T . -+
onde ft; | = v, (t) logo Myx §Ny o Dal segue k}'{ E—-—-r: = +» 1ogo
u



u, 'g'_r(q.a)poism ,kQ:M:I’k. Além disso u < u, ° v,. Sendo v uma
no:ma arbitraria, existe a > 0 tal que a vV, entao pela Obsewagao
3.8vemug U e Vo € Yo (av) =uyov onde u1(t) = un(at), t e R,

logo w, € I'(q.a) pela Cbservagdo 3.10.

{a) me===b(b), Supcnhamos u < Ug o v, onde v, tem o mesmo signifi-

cado antexrior e u, € I'(q.a) Tomando Y‘“u se for preciso, podemos su-
por uy(y) < u(x) se (x| ¢ [y]. Sewu, = %/n entao u, € T (qg.a) pela
Observagéo 3.10 e sendo t = (tl,...,tn) temos ultti) }ui'/n(vo(t)) >
ul'(n(t) is= l,..;, n logo u(t) = ul/n(t)...ul/n(t) 3 “1(t1)"'“n(tn) =

= (tlx”. _Xul)(t) para todo t £ K i.e.ugu x.,.x u .

(b} ===> (c). Sejau, €T (q.a) tal que u < u X...xu (n-vezes),
podemos supor 0 <fufl < 1. Se Sup(u,)-< [-1,1] entado Nu,k £ ilulun
ra todo k logo a divergéncia da série em (c) & evidente. Suponhamos en
t&0 Sup(ud n [[—1 I] #¢. Se itj > 1€ tal que v.i (t) # 0 entao existe
kg €N, k, 2 1 tal que u (t)jt; >ﬂu I logo Mu X S Mu k' bara K gksk!

- e tomando Y S for preciso, onde M indica a sequencia Mo M, keelN

pedemos supor

i "ku,"'k ?

(D ’%Uk $ %1#, para 0 < k < k'. Ora para cada & = (a;,..., an)ew"
temos u(t ...t )ity M., it 1% n,

AL %1_? ah e oumne “ulll < 37_9
por (1) segue
N, n . 30 3.9
(3) (Mu ,k) £ Mu1 Tk Pela Observagao temos
para todo k » 1 logo pelo lema 1, pag. 100 de [9]
'ik'*l 1 1l

Tenps fo——— = + ®acarreta } + @
' 1 k>l /M k¥ VN

ez!taopdr(?)vem ) F——-.—.-Q-ch.é_'E. , 5K

: k>l ¢ﬁu "

P

DEFINIGRO 3.5 - Seja u € UW(R"; IR,). Diz-ge que u € quase-analitico




caso verifique uma das afirmaces da pmposig&o 3.1,

OBSERVACAD 3.12 - E imediato que todo peso quase-anal:.tlco é rap:.-

damente decrescente a0 mfmlto e que T q.a. € o conjunto dos pesos quase—
analiticos e.mtR Além disso, sendo u, u' e'll(Rn R)edr>0 tais que

"u € Mu', entao u' quase-analitico u qmse—-mal:f.uco
g ===

OBSERVAGED 3.13 -~ A importdncia prética do conceito de peso quase-

analitico reside no fato que toda sequéncia M = (M )y gy de nimeros ‘es-
tritamente positivos que verifica a condi¢ao de Denjoy-Carleman 1i.e.

I 2=, =inf X T, k' 3K}, define um peso quase-analftico
WyemRe através da Propesigdo 3.1 partes (a) ou (b) podemos  definir

pesos quase~analiticos em K.

TEOREMA 3.3 - Sejave 'um(an; IR+) decrescente tal que v, € quase-

[
analftico. Ent3o v € fundamental.

Demonstragac:  Sendo v, quase-analitico, existe u € T(q.a) tal

que v, ‘SM-—ﬁ-iu-b Se w' & YR R,) € defiﬁidopourw& £ u, pare
o elNI:l ent3o w' & fundamental visto que pelas Observagdes 3.8, 3.10 e
3.11 o conjunto I’ (q.a )verifica as hipSteses do Teorema 3.2. Se

we UNRD, R,) € dado por w = &'._’f_._ﬁ.?&".f_; {vide Definigdo 2.4), entao
pela Observagao 2.15 (1) temos w regular e pelo Teorema 2.5 temos que
QY = @(R) ®... 8 PR € denso em E,“bm(an) visto que w' &€ funda-
mental ou seja w € fundamental. Pare concluir a. demonstragao basta

aplicar a Observagac 3.3 notando que v ¢ w e v decyescente. Q.e.d.

.T}JFINIQ?SD 3.6 ~ Indiquemos por 4, a colegic dos pesos u em R tais

que a sequéncia (M, ,) ke N verifica o critério quase-analitico de .
Denjoy i.e. existem constantes C, ¢ positivas e um inteiroc positivo P
tais que rfg_l,k.s -C[c.k log k ... lc>gp k]k para tode k suficientemente

grande, onde logk =k e logpk = log (logp_l) para p> 1.
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OBSERVACAO 3.14 - 4, & um subconjunto de I' (q.a) e sa validas
as propriedades da Observagac 3.10 oom r{g.a) substituido "por 4,. A-
lém disso, 4, € um omjunto dirigide de pesos.

OBSERVAGAD 3.15 - Sendo u ¢ UW(R'; R,) entdo & facil verificar

que as seguintes afirmagdes s3o equivalentes (cf. Proposicdo 3.1)
(a) Senclowrlmanomnaaaaz:taanexis'r:é.u.-1 €4 talqueugy o v
(b) Existe u, €4, tal que u § u, x...x u, (n-vézes).
&

* DEFINICRO 3.7 - Diz-se qee u e WE; R,) (necessiriamente quase-

analitico) & (D) quase-analitico caso’ verifique uma das afirmagdes da
Observagac 3.15. Denotaremos por 4 o conjunto dos pescs (D) quase-ana
1{ticos em K.

OBSERVACK) 3.16 - Pela Observagdo 3.14 temos u', u" ¢ 8,

AT, AT 20 = AT u s AT U e &, em particular A € dirigido. Além
disso, dado u € 4 existe u' ¢ 4, tal que u g u' e u'(t;..., t) <€

S U's 5,0y 8) se isiiéitii, i=3l;..., n. De fato, sendo w(t) =

= max ]til pela afirmagdc (&) da Observagao 3.15 existe u; €4, tal que
igien - :

Uy e Vv e tomando u' = e v vem o desejado (eof. Observagao 3.8).

le

OBSERVACAD 3.17 - A contém propriamente os pesos u em B tais que

existem constantes C > 0, ¢ > 0 verificando u(t) € C e-—cﬂt{] , t e R, onde
i | € uma norma em &, ditos pesos analiticos. Em particular'se u  tem
supcrte compacto temos u € d’n‘

TEOREMA 3.4 - Seja v e W'E'; R,) tal que v, & (D) quase-malitico

X
para todv a e lim - suwp /N e finita para ja|l > 1, (vide nota~
k“"‘“ G,k S '

gac da Proposigdo 3.1 (o)), Ent3e v é findamental.

Demonstracac: E‘ixemosaaN?ntalque jaf > 1. Eht'éoed.ste'léo



tal que Ny, , € " para todo k. Seja 8 = (B;,..., B) e 0ys] > 1.

- Ent3o pela de.fmn.c;ao de Ny, 13!. temos v (t; ,. ..,tn)lt I31 -t |sn )Jﬁl

para todo (t t) eR'. Se jtj >A,i=1,..,n, entd

L
' vu(tx"”’ 'Fn) € (TéT 81....(?%) —— 0 quando [B8] —s4> 1o

8 Vg ‘tem suparte ocmpacto. Entac pelo Teorema 2.4 temos que v & regu-
lar. Ora, podemos strporm finito sem perda de generelidade ¢ como pela
Observagac 3.16 o conjunto dos pesos (D) .quase-anali't:i.dos € dirigido, e-
xiste u peso (D) quase-analitico tal que vy € U para todo o elN;. Sehcb
WE Ll;m(R]‘;m+)- n:bf.i.n:?.tlopo:ﬂl'«-'al = u pama todo a, entdo w € decrescente e
W, '€ quase-analitico logo w é fundamental pelo Teorema 3.3. Sendo ve W
e v regular, pela Observagao 3.3 segue v fundamental Q.e.d.

OBSERVACAD 3.18 - O Teorema 3.4 & um caso particular do seguinte

resultado: "Sendo v & UK R,) regular tal que vy € (D) quase-anali-
tlcopmtodoaentaove fundamental® (cf. Oomlanoa 2), cuja prova

eamsmaqueado'reomma 3.4, exceto que nac precisamos pmvarapar-te
relativa a regularidade de v.



CAPTIULO IV

PROBLEMA IE APROXTMACAO PONLERADA TE WEIERSTRASS.

IEFINICRO 4.1 -* Seja Ve ¥"[0] , G &£™@). una sub-3lgebra e
¥ c €™V (2) un sub-espago vetorial que & un médulo sdbre @ i.e. Q¥ c 7.
0 problema de aproximagao ponderada consiste em descrever a aderéncia de
7 em ™ v ().

OBSERVACED 4,1 ~ No caso em que (3 €o dmjurito das fungdes constan~

tes, entao ¥ € o sub-espago wtoxial mais geral dee“‘vw(m, logo em virtu-
de dos Teoremas 2.6 e de Hahn-Banach temos a seguinte solugdo do problema
de aproximagao pondereda.

'iEOM 4.1 - f¢ emv,(m pertence a‘¥ se e gd se pa:atodoJéNE
finito e (u, v edp (D) x V_, a € J, tais que GEJ ?Mvu )| ¥ = 0 temos

{J 3™v, u (B = 0.
OE

No que segue, consideraremos um caso partioular do problema de apro-
. . - rervads. _
D‘.‘.FJNIQAO 4,2 - Sendogm'sub-mjm'bo n¥X vazio de E™(Q; K} deno~
taremos por IK[?,] a dlgebra sdbre K geradabor?




TEFINICAD 4.3 ~ Sejam V éwm[sz] e %cemca; KK) tais que IK[%]CEme(ﬂ);
Q problema de aproximagao ponderada de Weierstrass consiste em achar condi-
gOes necessarias e suficientes sobre V e % de modo que K[%] seja densa
em £7V_(). |

OBSERVACAD 4.2 - © pzﬁblema_ de aproximagac ponderada de Weierstrass

& uma generalizagd do problema de Bernstein.

DEFINICAD 4.4 -  Sendo Q( um conjunto de fungdes continuas em § e

Q' ¢ R, diz-se que @(( é fortemente separante em Q' caso

(D % seja nao nulo em cada portto de Q' i.e, %(x)'#’-_'{b} para todo
xegfQlte
(2) g, separe os pontos de R' i.e. ?(x) #%(9) para X, y € ' distin-
tos.

PROPOSICAD 4.1 - Sendo rx[?] densa em £"V_(Q) ento:
(a) %, é fortemente separante no conjumto dos pontos x £ £ tais que?

3;”_ é continua (vide Observagdo 2.6).

(b) Sendom > 1 temos g—%(x)#{O}pazwaTeRn,'c#O,noconjmto
dog pontos x ¢ f tais que a aplicagdo f ¢ e,"‘vmfa)i-—p-g—g(X) e K & con-

-

Tiwa. -

Demonstragao: Vamcs provar a proposigac no caso real sendo evidentes

as modificagSes para o caso complexo.
(a) Sejamx, vy e §l, X # y tais que as aplicagdes 8;"), 35(,“) sao con-

timas. Sendo A = {£ € EM (), £00 = £y} = (B)-

55"7740) temos
que A & um sub-espago fechado proprio de emvw({z). Suponde ? c A sejam
relN*, P e P@E, PO) = 0y 8y 5rees g.€ % Entao P(gl,...,gr)(x) =

= P(g,5...5 80(y) logo IR{?] < A contradizendo o fato que R[g] € densa

em vaw(s'z) . De maneira anidloga prova-se que g, é nd nula no conjunto dos



pmtosxsﬂfaisqm&ﬁ”_é’mnﬁ&ma.\

(b) Seja x ¢ f tal que a aplicacio f ¢ &0 v ¥ (0 e
continua para T & K, T # 0. Sendo B = {f & €N,(0), 00 = 0} e su-
pcndo%c B, temce IR[?]: B pois%?(gl,_...,gr).(x) =

r . 3g- .
- 5£1 35 Blgyaeery 800 224 (0 = 0 se P e @&, %oeee 8, 6. Tsso
contradiz o fato que R[%] € densa em e“‘-v,,cm pois B € um sub-espago fe-
chado proprio.
2 . o '
 OBSERVACAD 4.3 ~ Sendo.m > 1 e V, > 0 sdbre Q para todo |aj < 1,

pela Obseyvagdo 2.6 temos que K[?] densa em €"V_() acarreta %,fou:'te—
mnani:v.zseparwantes.-:nﬂea%’(x);4{0}p-azvatac>doxe$'z.,-risn,'_t—;lE 0. Noe

casos em que V = xc(Q).o‘u sendo @ = &, Ve = {1} ou Vv, = {4 Hz)k,keiN}'
pafaﬁodoa(videfbcenploslezmcapiuuo‘ll),l!(amou-u(: € e neste
©aso %ﬂ:t:o—ad;jwrto i.e. com cada fungao comtem sua carplexa conjugada,

a condigoes anteriores sdbre sa0 também. suficientes para que ﬂ([?] se-

ja densa em E™V (@) (cf. [6] e [10]). Entwetanto, como consequéncia da
Observagdo 3.5, temcs que tais condigdes em geral nio sio suficientes.

lEFINIQAbH.S- Sendg%,mmjmmodefmgﬁescontfnuasana,
.dlz-se que vezifioa'acxmd_igéo(S) sepaiatodox,yeﬂ,x#y, exis-
temgl,...,greg, ¢ continua em &(‘r, ¢(U)=D,AEIR,0<)«<1 e |
K C § compacto tais que:

@ gy, g = 0 # 6(g,,n e 8 )(K)

(2 x' & [K == |#e, ... 80| < A9, 5ee g 0]

_OBSERVH;ED .4 - .Nc-.: Definigé: 4.5 podemos st;poi' ¢ e @P(K_r) onde.
BT = @R,



OBSERVAGAO 4.5 - Se qwm'.fica a condigao (S) entdo também & forte-
mente sepafm‘te em , mas a reciproca em geral nao € verdadeira sendo en-
tretanto verdadeira quando %c'}’m(m .

OBSERVACAO 4.6 - Cada uma das seguintes hipSteses conduz a uma ins~{
thncia do fato de que % verifica a condigdo (S).

(1) % ? % sendog sepaxmteemn constituido de fungdes li-
m.‘tadase? n3o nulo em cada ponto de R, cons‘t:l.tuldodeﬁmgoesnulas a0

(2) e} % é‘" ondeq emtituzdo&ﬁmgoeshmtadas? cons-
tituido de fungdes g, tais que bara todo M > 0 existe K< @ compacto de
modo que [gzll[l(;»Mealemdlsso,% es;el.':.*:z\arm:eem:ﬂa(%2 € n3o nulo em
cada ponto de 2 ou vice-versa.. | |

‘Em tudo o que segue, salvo mengio explicita em contrdrio, vamos supor
qm',m}l'eVeJ{m[Q] € tal que va\< ‘Ja_s Vspmtbdou, B, 8-,sq . Em
particular, €™ V(%) & una Slgebra topoldgica pela Proposigio 2.2 (a), logo
a aderencia de uma sub-3lgebra de 5’"\(“(9) tarbem € woa sub-algebre.

LA 4.1 - Sejam g, g),..., g € £V, (%K) tais que para todo
(a, vq) € 1, existe um peso (D) quase~analitico u em ® tal que
v-laa’gi S ulg,,... €J. Sendo ¢ € R™E&; R entxo a fungdo g- #(g, ,. ..,gr)
pertence aaderenca.adaalgabmgeradaporg, 813038y

Demonstregdo:  Vamos provar por inducio sdbre {8] que para todo
(8, v )er,B#Oex:r.ste constante C = (B, v B)#Ot&lqm
B|as[1p(gl,.... ,gr)]l gC Yglrlagw(gl,..., gi,«)l para todo ¥ ¢ EIQE(&?}.

: (8] o
De fato, sendo (B, vp) € I tal que {B] = 1, digamos 8 = (0,...E:_L-),...,O) _
i



tems aa{w(gx,..., gr)J = }: 3 g seens gr)- i 8§ paray e EHERD lo- |
{3 U"(gp'": %)]i f"v 38 gJH 1‘ 3 1’(3,, res Ez.)I €

a‘f seres £ afi rdadeire
Mﬂ‘gﬂv 3:,9 Z Iw(g grl L@a mcaoeve

para 8] = 1. Smﬂm-la verdadeira para 1 < Bl & m, <me sejam
¥ eEm°+l(Rr) (B, B) eI, {8 = m+1l. Ora, enste g' em®, ('] =
tal que B = (B] ,..., Bf + 1yeary B para algun i ent3o asfugl,.. \ gr)_j-

-3’3():1 3 u:(g,, fs g0 g) : .):l 25 g, ey g0 aﬁgj+
r J= j= gn .
+3 aﬁ‘f‘[a ¥g,se s 8] ¢ 2 (3 g, Para BB,
"l au<at B"*ﬁ# 1? gI"
3“ * g' seja E" = 8" B" + l B!l‘ ) obaervenm que gt - 6“ = B _S‘H
sende 1 <|B - B" < m, € como VB{ g V.B., entao existem v B Vg v v
€ V. tais que v, ¢ (constante)s v Vs 1ogo la hipStese de in~
B e o s o
cb.xg'éo temos v (3" [B W ey g )00
Vg e 135 [a g, g 1 b #" gl ¢ (oanstante) .

-3 ;a* (3, w) (g, 50vns ), (csonstmte) z 157 Wi, see szl .
[vi<i8-B"| 0o B i F igle 1 a,)
oromladov[ Z 3 w(gl, ..,g:_)na §<f_ 131& 1,...,gr)llv ng

(comstante) s | ISI 137 w(g seeeaBdle D:r.sso segue v ;'3 [\o(g ,...,gp)][
lYlgi
(constante)  § w(g soees 801
| mslﬂl

Dados (2, v) & I e ¢ € R temos 2° (g ¥g, ... 080]"
= % gozp(gi,...,gr)_ + T (_g) 30‘"33'38[#1(31,.._. ,gr)] e sendo vasva*s-vs‘

Bsa, B¥a )
para 8 £ @, existe constante N; 0e Pescs Vi g € Vq_g, vg € VB tais que -

(3. gj)i & (oconstante).

Vo § Ay Vo Bparaﬂ-sa, B4 0, logo pelo resultado estabelecido antes
tencs va;a“"ﬁ g9 U’(E;v--s gr)_jjsk v 8;3 ggwsiasfw(:gl,..¢:,_gr)]l <

{cmstante). v_aia“‘s .\-‘I.EI;% ¢(31=‘°'*3r}| pare B < o, 8 $ 0.
1Y)
DJ.sso segue . | :
(L) v -Ia“[g "'(31" ey 3:-):” Béu (ccnstm)-

Vq..'gla' Sl ngr i3 4'(31,-'“, gl . Ora, por h:l.potese temos
fa



“_Bla sgl ¢ g 5.y ) M us A ,u:u(cr-s, 8) entac pela
Obaervagao 3.1o existe u(q’_ va) € ar tal que

(2) vala“[g W(S,;--'-_a gr)]l-‘s

u(a’ vu)(gla..., gr) . yEN” IaY "’(3:""’ gr) pam'todo ¥ esm‘(ukr).

fo '
Agera provemcs o lema. demos super m finito (Cbservagao 2.12)

logo dado v e Ve £> 0, por (2) e pela Observagio 3.16 segue que exis-
te ue d, tal que, para todo o temos

(3 v, a“[g-w(gl,.. .s gr).fl < u(gy sy g) W{gl,...,gr);

pdmttxbvpeﬁm(ﬁr} Om,weﬁm(ﬁép !R) dadopor*wm— u para todo
Y s!N; é fimdamental pelo Teorema 3.3 e sendo ¢ aﬁim(RI.“, R) temos “L
¢ € €7 W 0R") logo dado § > 0 existe P @W®; ®) tal que p (¢-Bds 5.
Entao por (3) temos pv(g-é(gg,...,gr) - g-P(g!,..., é)) =

] )i ‘lv B“[g(k?)(gl,...', gP)J i <
Qjn

Tl g, seees 2) 37(9-PX(g, .., }ﬁ ? 8 entdo podemos
jajsm  yeNT : * 5 ' fr {a]gm

escolher § suficientemente pequenc de modo que p (g-@(g, seeay gr) -

-
=

~ g*P(gl,..., gr)) < €. Como por (1) temos g-d;(gl-,..., gr} e gF v ()
e por outro lado g-_P(gl,..., g) € lR[g, PR grj completamos assim a
prova do lema Q.e.d.

LEMA 4.2 ~ Seja %c E™_(9; R verificando a condigio (5) e tal.
que para todo £ g, s-.. s gra% e (a, v) £ I existe um peso (D} quase-
analitico u em &, u = ua, Vg? 85 §yseees g tal que v |a gl < ulg, ». TP P

Ent3o para todo par de compactos disjuntos H,HCq existe
ne&Mwn m[?] tal que hiH, = 1, hjH, = 0.



Demanstracdo: Dados X eH,yeH, pela Definigho 4.5 .e' Observacas
4 existem g, ,..., g, E% ¢ c@UR"; R), ¢(0) = 0,0 <A<, Kef comm
pacto (dependendo & x e de.y) tais que 1€" SRS gr)(y) 0 £ (g, ,... ,gr)(x)
e |#(g,,.. gr)(x')l < Af#gys.. ., gr)(x)fpm x! sfl( Sendo a =
= 38, 1000y g (x) existe 6 e H(R) tal que o(a) £ 0, o[ -Ala], Alafj =
Visto que ¢(0) =Ote11bs'gi(x) # Oﬁmalgmni-, logopodennstomarede
mxio que gi(x) &a) = 1. Sendo f gl(eecb)(g,, gr)' temos fx,y(x) = X,

g =0e £y e ™MW, de fato, Sup(f, )& K. Além disso, pelo Lema

' 4.4.ve1nf ya!R[?]._ Ora, sendofxy* 0 numa vimmgadey, rela conpa~
cidade de Hz exi.stemy_,.,..., vy € H, tais que a fungdo £, = fx,y;“‘ fx,yj
é nula emH,. Temos 500 =1, f ¢ .@“‘(n_z e além disso f.e " visto
que esta € uma sub~dlgebra. Sendo £, > 0 numa vizinhanca de x, pela conpa-
cidade de Hy, existem xl;..., xk eH, e mnﬁmxo'b > 0 tal que -
f= ]f £, > b sdbre H , e além disso-'fin = 0. Seja @ e B™R; ® tal
que 3?%1:) =O0parat<0,0() =lpaatybe porhamos h = 6, ¢ f£. En- .
t'éothx¥l,thz=0ehe.@m(ﬂJ. Vamos provar que h e R e para

tal podemos supor m finito (Observagao 2.12). Sejanve Ve £> 0. Notemos
_que sendo ¥ € £MR) tal que 0} = 0 e como f ¢ @™ entaow o £ e 2%,
Sup(y o 0 S Sl e %V oD € ¢, max uw(k’ﬂ[_ JPes fal ¢ m ence
* oske]q ¢

e = Jifil eC & mmtmteqmnaodepmdedew. Pelo"\aorenalldado
8 > 0 existe P £ O(R; fR) P(0) = 0 (cf. Observagio 3.4) tal que

- (e, -pyK) I|[ -c,d] € § loge pelo cbeervado acima temos

o : (k)
fvga*{Ce,~P) o il < “voﬂqu(f) C, miul "(e_x'P) “[-c,'c:] <
< Ci+6 onde Co = v, [’Sup(f) C,- Entao tomgndo & suficientémente pequenc
tenos p, (h ~ Pof)s= RfOof - Po g e Cam £ ¢ B e P(0) = 0.segue

P of.e@, logec he R@] Q.e.d.



COROLARIO 4.1 - Sob as hipdteses do Lema 4.2, dado HC 2 compacto

e X vizinhanga de H, existe h ¢ R]?I tal que hiH = 1, Supth) < X.

Demonstracdo:  Pelo lema 4.2 existe h, e ©™(Q) NRg] tal que

hy|H = 1. Se Sup(h,) € X seja H; = Sup(h ) - ﬁ, entao H, & um compacto
disjunto de H, logo pelo lema 4.2 existe h, e ™) n !REJ tal que

h,jH = 1, hjH; = 0. Sendoh = h, h, temos h eRE], hlH = 1 e Suptn)e Xe
Q.e.d.

| No que segue suporemos que %é auto-adiunto no caso K = € i.e. com
cada fungdo contém sua complexa conjugada.

TEOREMA 4.2 - Seja ch E™_(0; K) verificando a condigdo (S) e
tal que -g%(x)#{ﬂ} para todo x € 2, T € B -~ {0}. Suponhamos que para
todo g‘,,'g1 reves 8n.€G e (o, va) € I, existe um peso (D) quase-analitico u

em & tal que va|a“ gl € u(fg,{,...,lg ). Entdo D™Q; K estd contido

na aderéncia de E([%] .

Demonstracdo: Caso K = R: Sejam £ € &#™(Q; R) e X uma vizinhanga
compacta de Sup(f). Smdogfor'tememe separante sobre ge%%(x) # {0}

paratodox £ Q, T e K - {0}, pela demonstragdo da suficiencia no Teore-

ma 2, pigs. 119-121 de [6] segue que existem r e N*, ¢ ¢ 8(K; R), ¢$(0)=
=0, 8 50009 8, € @ta:.s que £(x) = ¢(g, 5.5+ gr,)(x) para x € X. Ora, pe

la Observagdo 3.16 a condigdo va|'a°‘ gl < u(lgll,...,lgrl)' pode ser substi
tuida por vd|a°c gl u(gl,...,_-gr) logo pelo thola'rio L.l existe

he R[qj tal que h [Sup(£) = 1, Sup(h) < X, em particular £ = he¢(g,,.. &)
(em R). Seja K o compacto [-cl., el x ..o % [’-—cr, cp] onde ci = ﬂgiiSup(h)
i=1,..., r. Sendou, a fungdo caracteristica do compacto K temos u, €4,



by

e u‘vml'(}tJt hj < Ivu a% hie u (g, 5eees 'gr)‘ para todo (a, v ) € I, logo pelo
Lema 4.) temos que h +¢ (g,,..., §,) pertence a aderéncia da algebra ge-

rada por h, gy aers greecmohet‘R[%] segue que £ = hed (g,5..-, gr)efR[i].

Caso K = €: Se.':iaq, o conjunto das fungdes Re(g), Im(g) onde ge@ R
Entdo t;, & un sub~conjunto de £V, (A3 R) € -Sbviamente verifica a condi-
gao (5). Dados f, £,,..., fr_sqo, (a, v € I, sejam g, & ,---» &, e.g, '
tais que |0* £} ¢ [3% gl, £ ¢ lgl » & =1, ... v Ora, por hipd-
tese existe u € ‘a; tal que \afmlaQII _gl £ u(’lgll,;..;lg’rl) e pela Observagdo .
3.16 podemos SUPOr U(t),...s ) uls 4000, 5.) €€ |si| € Itil, i=1....0¢
logo va|3a f| u(if@;l‘,..., Ifrl)‘ Ent3o pelo caso anterdior temos
20; W RG], oomo c4] & wna Digebra auto-adjunta pois g & auto-
adjunto, pelo Lema 4, pag. 47 de [9) temos cfe] - m“’[ﬂ] ) # i Re(C[(j,])

onde Re(C [g]) indica o conjunto .Re(h), he c[ﬁ] e por ocutro lado temos
:g[ = ne(c[(}]) m-g[ﬂu = R[go] + i a[g,], entipilo Teorema 2.1 (b)
segue c[g] = m[%] +i lR[(io] donde vem finalmente c[%,] 28™a; R +
+i2™Q; R = I ; B Qe.d

TEOREMA 4.3 - Seja Q‘c €™_(0; K) verificando a condiglo (S) e tal
que -g%(x) £ {0} paratodoxe B, 1 e & - {G}. Se para todo (a, va) eI,

as- fungbes de s'&olimitadasnosuportedev,enté'o.@m(ﬂ)cm .
_ {
Demonstragdo: Sejam g §ys-+-» 8y e%, ta, v) e I . Por hipdtese

temoe c; = HginSup(va) <+w(i=1,...r) logo se u & a fungdo carecteristi

ca do compacto [-cy, ¢] % ... x [-e,, ¢ ] temos
vula“ gl € llv, 3% gll u(|g,} srevsi8|). Entdo 2 afinmagdo segue do Teorema

l-l-.z. Qoendc . p . - .
OBSERVACHD 4.7 ~ Sejam V, g verificando as hipoteses dos Teoremas

4.2 e 4.3 (quanto & condigdo (5) vide Observagao 4.8). Se além disso, V &



" regular, entdo obtemos condigles suficientes para que K[{ ] seja densa
em emVQ(Q; ) (vide Proposigdo 2.3, Teorema 2.4 e Corolarios 2.1 e

2.4),

_ | n | ) . .

COROLARIO 4.2 ~ Sendo (i,cs V(@) onde Vy = C®; R, @ eN (vi
de Exemplo §,-Capitulo II) errtdo ’K[?] e densa seesb'se? € fortemen
te separante emﬁe%%(x} £ {0} para todoxe R, T e R - {0} .

Demonstracdo: A necessidade resulta da Chservagao 4.3 A suficign-

cia resulta das Gbservagoes 2.11, 4.5 e do Teorema 4.3.

QOROLARIO 4.3 -  Sendo (; c BY®"; K) (vide Exemplo 2, Capftulo II)
ent'a'd!l([g]' § densa se e 83 se % & fortemente separante em R e g—,?(x)#{()}

paratodox,refRn,‘r#O.

1

Demopstragdo: Idéntica a do Corolirio &.2.
TEOREMA U.4 - Seja V & W ™[] regular, Entdo. £™V_(R) & separdvel.

Demonstragdo: Seja {X,, X,,...} uma enumeragdo do conjunto dos
pentos de 1 com coordenadas rac::imais. Para k, rem” seja ak r € $(Q; R
, .
fal que ek,rlB %0 =1, Sup(q(’r) < B, ,.(x) caso a bola fechada
E:t)ér(’ﬁc) esteja contida em @, ak’r = 0 em outro caso. Denotando por g a
i<ésima projegdo sdbre K seja
_ ) *
g= {“i. ek’x' ’- 1=l’ll.,n; k,I‘SN }
_ Sendo %, ¥ ¢ &, x £ y existe v e’ tal que 1/r <min{fix-yf, dis‘l:(x,[n)).
. o . _ . '
Dr'g, existe k e N - tal que x t-: 31?5*(&) logo .Gk’3r(x) =1ecomo
fy - x [ > 1/3v.  segue § 3 Y) = 0. Entéo% é fortemente separante em
_ s _ . |
. Sendoxeﬂ,Te&!n,t#'ﬁdingS'ri#Elspjaank,rew tais que
x¢B

1/2r

(x), entdo = (18 )(x) = 7;+§, (0 # 0. Entiio pelo Teorema
4.3 segue STV < ll([%] logo&([?] € densa em €™V, (95 K). Seja @ o con-




- . o : S .
junto das fungdes do tipo P(gx,..., ,gs), seWN , Bys--esfs € (j, 3 e@(ﬁs),
onde P € unm polindmio com coeficientes racionais. [ imediato que{d é Gen-

so em K [%] e sendo enumerdavel segue 5"‘\1“( Q; K) separavel.

_ _OBSERVA(;AD 4.8 - A hipdtese Va £ .VG-B'VB para 8 § o feita no panégrg

fo que antecede ao Lema 4.1 ndo € necessdria para a validez do Tedrema 4.4,

OBSERVACED 4.9 - Conjeturamos que os Teoremas 4.2 e 4.3 s30 validos

substituindo a hipStese de que % verifica a condigan (S) pela de ﬁ"; ser for
temente separante em 8. Com © novo emmeiado previsto, ¢ Teorema 4.7 te-

ria com> caso particular o Teorema 2 de [6].
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