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PREFPLcCIO

Sob o t{tulo Introdugao as Pungdes Complexas, reu-
nimos alguns dos cursos sobre esse assunto, que tivemos g
portunidade de lecionar no Departamento de Matematica da
Faculdade Naclonal de Filosofla, no Instituto de Matem£t1
ca da Universidade Federal da Paraiba e no Instituto de
Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeire. Trg
ta-se de um texto introdutorio, em nfvel de graduagao, que
fol escrito tendo o autor em mente torna-lo autosuficien-
te. Visando as aplicagoes achamos conveniente incluir um
apéndice introdutorio sdbre representagao conforme, o qual

pode ser omitido em um primeiro curso sobre Fungoes Com-

Plexas.

Desejamos agradecer ao Proressof Leopoldo Nachbin,
. pelo est{mulo quando redigfamos este texto, assim como pe
lo empenho em puhllcé-lo. Ao Professor Mario de Carvalho

Matos, nosso agradecimento pelos comentarios sobre alguns

capftulos.

Rio de Janeiro, maio de 1970

Lulz Adauto da Justa Medeiros
Centro Brasileiro de Pesquisas F{sicas
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capfruro 2

SERIES NUMERICAS.

INTRODUQEO ~ Faremos, inicialmente, um breve comentario sobre a
evolugao do conceito de numero. A colquo de mimeros com &
qual trabalhamos pela primeira vez, 6 a colecao dos intéiros na

turai.s, representada pela letra ﬂ\]. Desta forma, escreve-se:

D\I = {0’ 1, 2, ese9 Nyess }

Com o objetivo de estender a operagao de subtragao definida-em
[N sy constroe~se a colegé'.o dos numeros inteiros, a qual represen

- taremos pela letra 2. Tem-se, portanto,
Z: {.o--oo’ -n, reay -2’ -1’ 0', 1’ 2, L n’ Dl!}

Desta forma, a colegao Z assim obtida € um grupo aditivo. BEm
Z esta definida uma multiplicagéo, relativamente & qual 2 a-
presenta certa anomalia, pois a divisao nac e bem definida em

Z» ou seja, dados dols inteiros quaisquer a, by b £ 0, nao po-
demos, em geral, encontrar o quociente de a por b, em Z Motl-
vado por esta imperfe_iqﬁo, faz~se, a partir de Z, a construqao
dos numeros racionais. fBstes nimeros sao obtidos atraves de P8
res de numeros inteiros, com convenientes definigoes de adigao .
"e multiplicagho, relativeamente &s quais, os racionais sao um cor
PO 0 qual sera representado por (Q. - Dado um nimero racio-

nal r, podemos pensa-lo como uma fragao a/b, com a, by b £ O,
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pertencentes a Z Todavia, em (11 ha certas imperfeiqses, co=-
mo por exemplo, & equagao xZ = 2 ndo pode ser resolvida ex (Q,
isto é, o inteiro racional 2 nao possui raiz guadrada em Q. ou
seja,/2 nao pode ser representada por ume fragao a/b, b £ 0, com
a, be ZZ. HA varios métodos de calculo nos conduzindo a numeros
que nao pertencem a QQ. Um exemplo simples, e dado quando se
procura medir uma circunferéncia, tomando=se o diametro como u-
nidade de medida. Como é sabido este problems nos conduz ao nu-
mero T que nao pertencé a GQ. Seguindo o metodo anteriormente
esquematizado de usar o conhecimento adquirido, devemos, & partir
dos numeros racionalis, construir uma coleqao mais ampla, na gqual
_nEo exista a impossibilidade mencionada. Consegue~se isto, cong

truindo o corpe dos nimeros realsy o qual representa-se porIF{.

Geometricamente, oS numeros reails sao representados sobre
uma reta. Toma=-se uma reta, escolhe-se um ponto sobre ela aoc
qual faz-se corresponder o nimers zero.,‘EntEo, tomando uma uni-
dade de medida & uma orientagao sobre a reta, faz-se uma corres-
pondéncia biunfvoea entre os numeros reals e os pontos desta reta.
Uma tal reta onde estao representados os numeros reais, denomina-
se reta real. Por esta razao, multas vezes usa-se uma linguagem

L4 » »
geometrica, referindo-se aos numeros reals, como a reta numerica

ou reta real.

" Observe-se, que feita a construgao de Z , verifica-se
que |N identifica-se ao semi grupo aditivo dos elementos positi-
vOos de'ZZ; que'ZZ tdentifica-se a um domfnio de integridade con~
tido no corpo ) e Sste Gltimo idetnfica-se a um sub corpo de



E. Escreve-se
INc Z c QCR ’
as inclusoes possuindo o sentido mencionado anteriormente.

As propriedades de [K como corpo sac as seguintes:

1) Em JR esta definida uma operagao

(asb) —> a+b de IR x TR—TR ,
denominada adigdo. satisfazendo as seguintes condigoes:

Propriedade Comutativa: a + b =b + a
Propriedade Associativa: (a+b)+ c = a+ (b+c).

Existe em TR, unm elemento 0, denominado identidade para
a adigao. tal que O+a = a para todo ac]R,. Para cada aeTR ,
existe o simetrico - a ¢ |R tal que a + (-a) = O.

2) Em |R esta definida uma operagao
(asb) =»abde R x R— TR
denominada multiplicagao, satisfazendo as seguintes condigSes:

Propriedade Comutativa: ab = ba
Propriedade Assocliativa: (ab)e= a(be)

Existe em R um elemento 1, denominado identidade para a
multiplicagao, tal que la = a para todo acR. Qualquer que se
ja ae TR, a ¥ 0, possul um inverso a'l € TR sy tal que aEl= 1.

Representa-se a <+, muitas vazes, por 1/a.

3) Distributividade da multiplicagdo em relagao a adigao.

Se ay by ¢ forem treés elementos qualisquer de 'IR y vale a lel dig
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tribytiva, isto é,
a{b + ¢) = ab + ac

No corpo [R dos numeros reals, dado um qualquer elemento

Xy tem-se sempre xz).o. Dai resulta que a equagao
xf+1=0 (1)

nao possui solugso em'ﬂ{ + Tomando esta impossibilidade eomo me
tivagao, constroe-se, a partir de TR, um corpo. no gqual seja pes
sIvel resolver a equagio (1), contendo um sub corpo isomorfo a
ﬂ?. 0 corpo assim obtido sera denominado corpodos numeros com~

Plexos, cuja construgao faremos a seguir.

§1. H@ERQS COMPLEX0S

Consideremos a colegao de todos os pares (ayb), sendo a,b

ndmeros reais, algebrizada como segue:

lgualdade - Diz-se que (a,b) = (¢yd) quando a = ¢, b = 4.
Adigao - Dados (asb), (c,d), denomina-se soma déstes pares

¢ representa~se por (a,b) + (cyd), ao par (a+c, b+d).

Multiplicagao - Dados (a,b), (c,d), denomina-se produto
déstes pares e representa-se por (asb).(¢,d), ao par (ac-bd,

ad + be).

Verifica~se, sem dificuldadey que estas operagSes sao co-
mutativas; associativas; o par (0,0) ¢ a identidade para a adi-
¢ao; o par (-ay ~b) € o simétrico de (asb); o par (1,0) e a 1~

dentidade da multiplicagao e vale a lei distributiva, A exis-
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tencia do inverso relativo a multiplicagé'.o, demonstraremos a se

guir. Seja (asb) A (0,0) e provemos que existe um par {x,y)

tal que (a,b)(x,y) = (1,0). De fato, fazendo a multiplicagao

indicada, obtem-se o sistema ax-by = 1, bx + ay = 0, o qual pos

suil solugao, porque o seu determinante: az + bz # 04 pois

(ayb) A£(0,0), por hipotese. Resolvendo este sistema, obtem-se:
a -b

] y

a2 +b2 aa-i-bz

para componentes do par inverso de (ayb). Resulta, portanto,
que & colegao dos pares (a,b) de numeros reais assim algebriza-

>,
do, e um corpo.

QEFII'WIQEO l. Denomina~-se corpo dos nimeros complexos ,
representando~-o por (]: - colet;é'.p de pares de numeros reais al
gebrizada anteriormente. Os elementos de ([ sao denominados

+
numeros complexos.

Vejamos como podemos relacionar R com C. Seja (Eo
¢ sub corpo de G: constituldo pelos elementos da forma (a,0).

Consideremos a aplicagao
v: R — C,
definida por o (a) = (ay0). Tem~se que o e biunfvoca, sdbre e

mantém as operagdes, 1sto 6, o & um isomorfismo entre TR e C, -

Por esta razao, identifica-se TR com C,-

Demonstremos que en (C a equagao (1) possul solugao. De

fato, em virtude da identificagao entre R e

0! resolver g e~
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quagao (1) em q:, consiste em encontrar um ndmero complexo
(i,y), tal que

((xy3))° + (1,0) = (0,0) (@
obtem-se daf ,

(x% - % + 1, 2xy) = (0,0)
isto é,

x6-y*+1=0, 2Zy=0 (3)
Verifica=-se, sem dificuldade, que as solugSes do sistema (3)
sao

X=0,y=1; x=0,y==1,

ou seja, as solugoes de (2) sao os numeros complexos (0,1) e
(0y=1). O numero complexo (0,1) & representado pela letra i,
1sto €, 1 = (0,1) e tem-se, por (2),

12 =21 (4)

O numero complexo (1,0) denomina-se unidade real e o numero
complexo 1 = (0,1) é denominado unidade imaginaria. Com base
em (4), obtem-se 1& = = 1, 17 = -1, 1%¥=141. se p £Or um nv-
mero natural malor do que quatro, tem-se p = 4q + r, sendo

0 & r <4. Quando r=0,1p=14q=1ese0<r<4,vem
1P = g4t o 4T

Ohgegvagéo 1l Como acabamog de demonstrar, a equagEo
z2 + 1 = 0 que nao possul solugao em ﬂ?, possul em G: as so- |
lugoes 1, ~i. Poderf{amos conjecturar sobre a necessidade de
fazer novas extensces de JR ou C , tdda vez que desejdsse-

mos resolver uma equagio algébrica. Todaviay esta impossibi-
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lidade desaparsce em Q:, porque ha um teorema devido a d' Alem-
bert e Gauss,y denominado teorema fundamental da Elgebra, que

afirma: "Toda equagao
.n n-
a, z5 + alz

sendo a,y &3 ...y @, pertencentes a , possul solugao em . "

1. eee *ta, 12+a =0

No momento admitiremos este resultado, cuja demonstragao sera fel

ta no capfitulo 4, §4.

Dado o nimero complexo (ayb), tem=-se {ayb) = (a,0)+ (0,b).
Sendo (0sb) = (1,0)(0,1) e identificando (ay0), (b,0) aos nime-
ros reals a,b respectivamente,; resulta que todo aimero complexo
(ayb) escreve~-se sob a forma
(a,b). =a+bi, (5)
denominada forma binomial do numero complexo (asb). A vantagem
da forma (5) & podermos operar com 0$ mimeros complexos (a,bh)

como se fossem bindmios a+hx, x° = -1, e coeficientes reais.

A0 numero resl a de z = a + bi denomina~-se = parte real
de z, representando-a por Rez. Ao numero real b, demonina=-se

parte 1magin£ria e representa-se por Imz,

Exemplo: Seja z = 1(1-21). Tem~se Rez = Re(2+1) = 2.
Inz = Im(2+1) = 1.

ExzrcicT10S
Escreva sob a forma a+bi os seguintes numeros complexos:
1. (2+1)(1+17)(2+1)7L
2e 3(7+421) « ((5+44) +1)1
3. (2-30)"L+ 171 4 (141)(1-1)"2
4. El—i)3 + 1157] (1+15)71 |



DEFINICAO 2. Dado o nimero complexo 2 = a + bi, denomi-~

na-se conjugado de z e representa-se por z, o numero complexo z =
= &-bi .
ExErcfcios

1. Demonstre as seguintes propriedades do conjugado:
a) O conjugado do conjugado de z e igual a z.
b) O conjugado da soma e igual a soma dos conjuga=~
dos.
¢) O conjugado do produto é igual ao produto dos
conjugados.

d) Se z for real, o conjugado de z 6 o proprio z.

2+ Calcule o conjugado dos seguintes numeros complexos:
(2+1)% = (5-1); (3-21) = (1+1) (1-1)1
Se z # 0,y calcule o conjugado de 1/z.

3. Demonstre que

Rez = = (24z), Imz = — (z-z).
2 21
= n n-1
4. Se p(z) a,2" + az *oeee +a .z 4 a, tm poli-
nomio com coefliclentes reais. Demonstre que se 24 £or raiz de
p(2z) = 0, entao o conjugado de 24 também sera raiz desta equa-~
Gao.

5. Escreva sob a forma a + bl o nimero complexo

2 = (1-1)(1+1) 1 (2-31) .



1.1 PLANO COMPLEXO. Da defini¢ao de numero complexo,
resulta que podemos interpreté-los como sendo os pontos do pla
no cartesiano. Realmente, dar um numero complexo z = a+bi e
dar um par ordenade (a,b)} de niumeros reais, portanto, & dar um
ponto P do plano cartesiano TR,Z, cujas coordenadas sac a e by
como & visto na Fig. 1. A
Desta forma, podemos

»
pensar em um humero com

0

plexo z = a+bi como sep

or

do o ponto P do plano

TR 2 com coordenadas a,b

I. [ i S .

a
ou como o segmento oriep

tado OP, isto é, o vetor Fig. 1
localizado OP. O plano cartesiano TR,Z, no qual estao repre-

o’ .
sentados os numeros complexos, denomina=-se o plano complexo.

DEFINICIO 3. Denomina-se valor absoluto ou médulo de um
numero complexo z = a+bi, ao numero real lz] definido por

lz] =+ (a2 + &)t .

DEFINICAO 4. Denomina-se argumento do numero complexo
z = a+bi, ao angulo © que faz a diregao positiva do eixo das ap
cissas com o vetor OP, sendo P o ronto do TRZ com coordenadas

(ayble 0 a origem do TRZ. (efr. Fig. 1).

dbserve-se quey em geral, toma=-se para argumento de z
tanto © como os angulos que lhe sejan congruos modulo 2wy isto

e, os aqueles da forma © + Zkr sendo k € Z Ao angulo € com=-
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preendido entre O e 2r, denomina-se determinagao principal do

argumento de z.

ﬁote que [z] interpreta-se geométricamente, como sendo o
comprimento do vetor OP, o que resulta do teorema de Pita'goras
aplicado ao tria.ngulo retgngulo OPHy como mostra a Fig. 1. Popr
tanto,

a=|z|] cos8, b =|z| sen®

Daf resulta que todo numero complexo z = a+bl escreve~se em fupg
gao de seu modulo e do seu argumento, sob a forma

z = |2| (cos®+ i-.sen @) .

Esta Ultima expressao para Zy denomina-se forma polar ou forma

trigonométrica de z.

Exemplo: Escreva sob a forma trigonometrica o numero

complexo z = 1 + 143,

Tem-se |2} =2, a =1, b =5. Logo cos® = 1/2, sen® =
= ‘/—; y de onde conclui-se que & = /3. Assim} obtem~se 2z =

= 2(cos w/3 + 1 sen w/3).

Exsrcfcros

1. Escreva sob a forma trigonométrica os seguintes nt~

meros complexos:

l+i; 1-1; (l"'i)(l-i)i (1-1)/(1~1).
2. Calcule o médulo do nimero complexo
2 =cos®+ 1 senb.

A seguir, serao demonstradas certas propriedades impore



1l
tantes do valor absoluto e do argumento de um nimero complexo.

2- -
Antes, poreém, observemos que Rez (l|zle |z|< = zz.

PROPOSICAC 2. Dados dois numeros complexos z = a+bi,
w =¢ 4+ di, tem=se:
1) |zeww| = 2] [w]
2) |zl lz] + |wl

3) |zl = |wl] € |z-w|
Demonstragao
1) |zwl® = zwzw = 22 ww = |z|% Iw|%, logo lzw| = |z||w]|.

2) |z#w|® = (24w XZW) =2 + 2w + 2w + ww = |2]2 + |w|@ + Zu+
+ 2w = 2|2 + |w| + 2Re(2¥)

sendo Rez < |z|, obtem-se
lz+w|® < (215 + |w|2 + 2]2%] = [2]2 + |w|Z + 2|2 %] =
= (z| + |w])?,

isto é,

[z +w| € |z] + |w].

3) Tem-se |z] = |(z-w) + w| < |z-w| + |w] pela parte 2. Logo
lz| = |w| € |z2=w|. Permutando z e w obtem-se - (]z|=|w])<|z=w]|.

As duas desigualdades provam a 3).

. PROPOSICAO 3: O argumento do produto de dois numeros

complexos & igual a soma dos argumentos.

Demonstragao

» -
De fato, consideremos os numeros complexos z, w, sendo
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® = argz, = argw. Tem-se

z2 = |z| (cos®+ 1 send); w ='|w|(cosp + 1 seny)

Fazendo o produto dps dois numeros complexos, obtem~se:
% zw = |z] |w| [cos(@ +¢) + 1 sen (0 +¢)] ,

dé onde resulta que o argumento de‘zw é 0+ ¥,y 1sto é,

arg z.w = arg z +“a:rg w

Exemplo: Calcule o argumento de 1(1+i). Tem-se

S

2

+

—
[

arg 1(1+i) = arg 1 + arg(i+i) =

(AVIE |
o 1A

EXErcfcros

l. Calcule o argumento de [i(1 + .1.)]'1.

2. Prove que se z £ 0, entao

1 1 1
Iz'=--;arg-=-argz
|z] z
w v fwi
o arg-=argw-argz;,-—‘=-—
' z z |zl

3+ Calcule o argumento dos seguintes ndmeros complexos:

(141)/(2~1Y%5 (141)5 (1+ 1 /)75 (1-1)P, ne Z .

4. Sendo argz = 0, calcule a forma trigonométrica de
z® comne 7 .

b
5. 5 z = a + bl, a £ 0, demonstre que argz = artg — .
a
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rd
6. _Dados n numeros complexos Z13 Zpy eesy Z,9 Prove que

Izl zz...znl = Izll Izal...lznl

a.rg(zlzl...zn) = arg zy + arg z, + ... + arg z,

7. Bscreva sob a forma a + bi o numero complexo
T 36
[21/9 (cos {-2- + 1 sen 73 )]

8. Determine o numero compleXo z em cada um dos casos:

a) arg(z+i) =-:-£- e Jz|l =2.

b) arg(z+l+i) = e |z]%=2.

LN
4
9. Determine os numeros complexos sobre a reta y=2x+1

» e
com modulo ~'3.

1.2 RAIZ DE UM NOMERO COMPLEXO - Diz-se que um ndmero
complexo z 6 raiz de {ndice n de um humero complexo ¢, quando
2% = ¢, sendon € IN, nz2. Aplicando a proposigaoc 3, en-
contraremos um processo simples de calcular as raizes de fndi~

»
ce n de um numero complexo ¢ # 0.

Iniciaremos calculando as raizes de fndice n da unidade

real, isto €, resolveremos a equacao
22 =1 (6)

Supondo € = argz, obtém-se z = 1z] (cos@ + 1 sen® ). Logo,

z% = |2{® (cos n@ + i sen n© ), pela proposicao 3. Portanto,
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n

para que 2~ seja igual a 1y devemos ter
2K
lz|] =1 e =—, ke Z.
n

Portanto, os numeros complexos solugoes de (6) sao dados por

2k : Serr
2, =cos—— <+ isen-—, ke Z. (7)
k n n

Ve;]a.ﬁos que em (7) podemos restringir k a tomar apenas um nume-
ro finito de valores inteiros. Sejam k', k" dois valores de k
tais que k" - k' seja um miltiplo de n, fndice da raiz, isto &,
admitamos que k" - k' = pn. Substituindo k" = k' + Pn na expres
sao de z;.w dada por (7). obtem-se Zyn = 2z, Conclul-se, desta
forma, que as n raizes da unidade podem ser obtidas pela (7),

atribuindo a k apenas os valores k = 0; 1y 25 eeey n=1l. Obser-

ve, tambem, que |zk| = 1 para todo k e que
ar
arg Zy.; ™ arg z, = — , para k = 0y 1y 2 «e. D=1
n .

Consequentemente, conclui-se que as raizes Zg? Zyy eeey Z,.1
da unidade real, sao os vértices de .um pol.{gono regular convexo
de n 1édos, inscrito em uma circunferencia de raio um e centro

na origem.

Exemplo. Calcule as raizes da equagso 26 =1. £ sufi-

cilente calcular os valores de 2 para k = 0y 1y 2y 34 4, 5, sep

do

2k 2k
zk=cos——-+isen—— .
6
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. - - - - - - l - H

Obtem-se z, = 15 2) = % (1 + 1/3); 2z, = = & (1-1/3);

25 = =15 z, = - 1/2(1 + 1/3); zg = 1/2(1- 1 v3). Bstes nume-
ros complexos saos os vertices de um hexégono regular convezo,

inscr.l't6 em uma circuni‘ere‘ﬁ:ﬁ“de ralo um e centro na origem.

Retornemos ao problema geral de encontrar a raiz de Cy
sendo ¢ um numero complexo. Seja € a determinagaoc principal

do argumento de c. Segue-se daf, que

n 2] 2]
- — + A—
2, el (cos o+ 1sen n)
é uma solugao de zB = ¢, Procuremos todos os numeros complexos

w tais que 2,V sejam as solugOes de 2 = ¢. Fazendo a substi-

tuigao, encontra-se:
(zow)n = ¢ ou zg VWV =¢, 1stoe, WV =1.

Decorre daf, que os w procurados sdo as raizes da unidade real.

Logo, sendo
6+2kn

|z w| = Izollwl = It:I:I"/n e arg z W = arg z,+ argw =
n

k=0, 1y24..n~1, segue~-se que as n raizes de ¢ sho obtidas por
O+ O+Zler
+ sen

n n

APITETIEL

zk = '-chJ'/rl (cos

para k = 0, ly 24y ¢o. n=].
Exemplo - Cglcule as raizes de 2’ = i.

Tem-se © = argi = % e |]i|] = 1. Portanto, substituindo

em (8) e fazendo k=0, 1, 2, obtem-se:

Y @y
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o

1.

=% W3+1); z, = -% W3 -1); z,=~1.

EXERC iCIUS

Interprete geométricamente, as n raizes de um nume-

r'o complexo c.

2.

Calcule as raizes das egquagodes:

2% = 2 z2 +z +1 =0
z° = -i 56 + 1622 + 64 =0
28 = i(1-1) 2% - 14z% + 48 = o

e (1+1/3 =0

Se w for uma raiz ne-ésima da unidade, prove que
1+wl ey yyla~lh o

para todo inteiro n que ndo seja miltiplo de h..

4.

Sugestao:

5.

Se w for uma ralz n-ésima da unidade, calcule

1+ 2w + 3w2 +o.00k m:n"l; 1+ 4w+ 9n2+ ...,..+n%-“‘l._
Multiplique por l-w. :

Determine uma condigao necessaria e suficiente sg—

bre a, b reais, para que todas as raizes da egquacao

1+iz \B
: =a+ib,
1=1z j

sejam reais..

Sugestao:

Faga z = x real.
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6
1-1/3
6. Calcule > .

7. Sez, wel , |]z] =1, prove que

=1.

| = |
1l-2zw

8. Se zy we C, Re 2>0, Re w >0, entio

]z-wl {1.

ZH+w

Sugestao: Calcule |w~z|Z - v + 22,

9. Dados os numeros complexos z, W, prove o seguinte:

a) |z+w|€ + |z=w|@ = 2(|z|2 + [w]2). Interprete
geomatricamente esta ldentidade.
[z +w]| |z fwi

b) £ + .
1+ |z4w] 1+ jz] 1+ |w]

10. Calcule as partes real e imaginaria dos nimeros

complexos

(1+1)%, (1+1)%2,

1l. Determine o argumento de w = [z(z-1)(z-1J]¥/2,

sendo

z2=(2+v/3)+(3+43)1 .

12. Escreva sob a forma a + bi os numeros complexos

(24300 + (7420); (o503t - (3-1)(2o31)L,
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13. Calcule os conjugadbs dos numeros complexos

(2 + 31)% (1 +51)7L 4+ (3+1).

-

14. Sejam 2y zz,'z3 nimeros complexos. Prove que a

parte real do determinante da matriz

1 zl 1
1 z5 z,
1 z3 z3

b

e 2ero.

1.3 PROJECKO ESTEREOGRAFICA - Consideremos o JR 3 com
2 base ortonormal constituida pelos vetores (1,0,0) (0,1,0),
(0,0,1). Seja S a
esfera de equagao

ponto (0,0,1), per

tencente a esfera,

denomina~se polo

norte de S e repre

senta~-se por N. Su

ponhamos que o plg
Flgc 2
no complexo { eg
tela identificado ao Plano do TR_3 gerade pelos vetores (1,0,0)
e (0,1,0), como mostra a Fig. 2y de tal forma que a cada z =

=X + iy de Q: corresponde 0 ponto (x,y,0) déste Plano. Dado

um gqualquer ponto P da esfers Sy diferente de N, fica determi-
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nada uma semi-reta NP, a qual intersepta (I: em um ponto z,
sendo z tnico, evidentemente. Daf resulta, que fica bem defi
nida uma aplicagao o: S —» (C, que a cada P€S, P # N, faz
corresponder o numero complexo zc C, sendo z a intersegao da
senireta NP com o plano (]: . A esta aplicagao denomina-se
projegao estereografica da esfera S sobre o plano complexo C.
Representando por (5, s t,') as coordenadas de P, sendo {xsy,2)
um ponto do JR.7 e (0,0,1) as coordenadas de N, segue-se que a

equagao da reta que passa por N e P e

T — (9)

Para obter as coordenadas de o (P)e (C, é suficlente resolver
o sistema de equagoes formado por (9) com a equagao Z=0 do pla

no C. Obtém-se, fazendo Z=0 em (9), que

: (10)
1-% 1-8"
resultando que o (P) = z, conm
+1
z = S0 (11)

1-§
A aplicagao 03 S = {N} — (C  sendo bidnivoca e sd-

bre, vamos calcular as equagoes da inversa o "1. Seja z = x+iy
um ponto de ([, e (&, N3 ¢) as coordenadas de PES, sendo P a

intersegao de S com a reta determinadas pelos pontos z e N. Tem-
Sey pelo que acabamos de demonstrar, z = M pa{ obtem=-ge,

I~z

observando que é,z + 172 + 52 =1,



20

L L A
z = = =
(1-5% @-¢@2 1%
resultando :
|2]% = 1
G = (12)
|z + 1
- &-1iy 2
Sendo z = ~ 3 24 2 = = y isto e,
1-5 -5
_ z2 + 3z
5:_ (13)
|z]2 +1

levando em conta & (12).

Substituindo &, & calculados através de (13) e (12) na

equagao da esfera S, obtém-~se

—

2 = 2z

YZ: - i (14)

121242

Desta forma, o € uma aplicagao biunfvoca de S menos o
polo norte Ny em (. Se desejarmos tornar o biunfvoea entre
S e (:, é sufipiente acrescentar a q: un elemento que repre
sentaremos por @ , denominado infinito, o qual seré, por defi-
nigao, o correspondente de N. Com esta convengao, o Sera uma
aplicagao biun{voca de S sébre G:‘J{oo}. Portanto, o plano
complexo com mals o elemento o0, interpreta-se de maneira naty
raly, como sendo a esfera unitaria S do “2_3. A esfera S na
qual estao representados os numeros complexos mais o elemento
00y denomina-se esfera de Riemann. Para trabalharmos no pla-

no complexo mais o elemento 0 dever {amos estender ao o0 as
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operagoes de adicao e multiplicagao definidas em (]:. Entre-

tanto nao vamos trabalbar no plano (C  com o elemento w, ex

ceto em alguns casosS, nos quals avisaremos explicitamente.

0 plano complexo (]: com © elemento o _denomina-se pla-
no complexo estendido. As regras de calculo para oo sao as se
guintes: z+ = ootz = 00, 200 = 0z =00, para z # 0 em (.
Convencionaremos escrever 2/0 = 00y 2 # 0, z/c0= O com 2 % O.

PROPOSIGAO 1. A toda circunferéncia de ([ corremponde
1

por ™" a uma circunferéncia de s.

Demonstragao
De fato, consideremos a circunferéncia a(x® + y‘a) +
+ bx + cy ==d do plano complexo . Sendb (f;', l’?,g ) as coor-
denadas de P e o (P)

2 =X + 1y, substituindo x, y dados por

(12) na equagao da circunferencia anterior, obtém=-se:

2 2 '
a 5, tb=2m s ol sa=o
(142 (1-5)2 -9 1<%

Sendo ga + 722 + 52 = 1, resulta que as coordenadas (5, 7,5)

de P também satisfazem a equagao.
a(l+9 + bE+ ep+ d(1-§) =0

que representa um plano do TR_3, cuja intersegao com S e uma

.Y
clreunferenciae

PROPOSIGAO 2. 4 imagem por o ~* de t3da reta de [ ¢

uma circunferencia de S passando pelo polo.




Demenstragao
De fato, consideremos a reta ax + by + ¢ = 0 do plano

complexo (. Sua imagem sobre S por o~ &

a [ )ap(L

1=¢ \1-5

isto &, aE)+ b+ c(l-g) = 0y que 6 um plano passando pelo po-

+¢=0.

lo (0,041) de 8. Sua interse¢ao com S ¢ uma circunferancia

passando pelo polo.

PROPOSIQKO 3. Tadé. circunferéncia sabre a esferay se

transforma por o em uma reta ou ecircunferéncia de Planc com~-
plexo C .
Demonstragao

) A "
De fato, consideremos a circunferencia sobre a esfera:

dada como solug¢ao do sistema

55+ 07458 =15 arennect=a
Substituindo E, ¥» G» dados por (13), (14), (12), na equagao

do planoy resulta

z +z Izlz-l
+b te| —)=a.
lz|2+l lz] +21

Obtém-se daf

2ax + 2by + c(IzIZ-l)-d(Izla-i-l) =0 .

ou

(c-d)(xz-'- yz) + 2ax + aby=(c+d)=0 .
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Logo ¢ # d, a imagem em (]: e uma circunferencia e ¢=d a img

»
gem e uma reta.

Exgrcfcros

l. Demonstre que se Pl - P2 forem pontos dlametralmene
te opostos sobre S, suas imagens z2, =0 (Pl), Z, = O (Pz) en

C, satisfazem a condigao 24 ‘EZ ==l.

2. Qual a imagem em S por 0’-1 da circunferencia
X+ +22x+3 =02

3. Qual a imagem em (L por o do hemisferio norte de S ?

4. Qual a imagem em S por o=t do conjunto {z eC;
|z] >1} ?

5. Quals os pontos P de coordenadas (§ s s g) sobre S,
tais que o (P) = z = f:;-!- in em € 2 EBstes pontos denominam-
se pontos fixos de o

82. TOPOLOGIA DO _PLANO COMPLEXO

A nogao de valor absoluto introduzida em C s nos permi-
te determinar quao prc;ximos sao dois numeros complexos. Atraves
desta nogao_ podemos definir os conceitos de disco abertoc e dis-
co fechado, os quais sac basicos no estudo da topologia do pla-

no complexo.

DEFINICAQ )} Sejam z, um nimero complexo & £ um mimero
real positivo. Denomina-se disco aberto (fechado) de (]: com
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. . ,
centro. z, e ralo £, a colegcao de todos os numeros complexos z

tals que |z - z I<€, (]z - z | < €)

Representa~se um disco aberto de raio & e centro no
ponto z_, pela notagao Ve (z, ). Quando nao for necessario expli-
citar o raio £, escreveremos simplesmente V(zo) para represen-

tar um disco aberte com centro em 'zo. 0 disco fechado de raio g

e centro z_, anota-se por Ve(z ).

DEFINICAO 2. Seja E um subconjunto nao vazio de T.
Um ponto z_ de {_ denomina~-se um ponto de acumulagao de E, quan
do em todo disco aberto V(z,) existe uma infinidade de pontos de
E. A colegao dos pontos de acumulagao de E denomina-se o deriva

do de E, representando-o por E'.

Exemplos:
' l. O conjunto E = {1 - %; n = 1,2,...} possui o ponto

£}

2. Seja E um disco aberto Ve(z ). Todo ponto de E e

"

1 para ponto de acumulagao. Tem=-se E'

ponto de acumulagao de E. Tambed os z € (]: tals que Iz-z: | =€,
sa0 pontos de acumulagao de E. Resulta que B € o disco fechado

de ralo £ e centro em Z,e

DEFINIGAO 3. Diz-se que um subconjunto E de (U & fe-

chado, quando E contem o seu derivado E'.

Exemplos:
r
1. © conjunto E =t.1. - l 3y n= ,2,...] 1Y) {1} contem
o seu derivado E' { i _f Logo e fechado.



2, Um disco fechado & um conjunto fechado.
Os conjuntos fechados gozam das seguintes propriedades:

1. A intersegao de uma fam{lia qualquer de conjuntos

fechados & um conjunto fechado.

2. A uniao de uma fam{lis finita de conjuntos. fechados

& um conjunto fechado.

Observagao 1. A unido de uma fam{lia ndo finita de cog
juntos fechados, nao e necessariamente um connjunto fechado. De

fato, os fechados
Fn= {ZE C; IZI\<1-% ¥ n=1’2’o..}
possuem o disco aberto

v(0) ={z€ Cs Izl (1]

- - » - - L4
para uniszo, que nao e um conjunto fechado, porque nao-contem o seu

derivado, o conjunto

{lze C; Izlgl}

DEFINICAQ i. Un sub conjunto E de (O . diz-se aberto,
quando em cada ponto z€E existe um disco aberto V{z), com centro

em z, todo contido em E.

Exemplos

1. Todo disco aberto V(z) ¢ um exemplo de conjunto a-

berto.
2. 0 conjunto
A ={ze(lj; |Re z] + |Im 3] <1}
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é aberto.
Os conjuntos abertos gosam das seguintes propriedades:

1. A uniao de uma fam{lia gqualquer de conjuntos abertos

»

e um conjunto aberto,

2. A intersegao de uma colegao finita de conjuntos abey

tos e um conjunto aberto.

5. O complemento de um conjunto aberto e um conjunto fe

chado.

4. O complemento de um conjunto fechado e um conjunteo g

berto.

Observagao 2. A intersecio de uma famf{lia nio finita de
conjuntos abertos, nao e necessariamente um conjunto aberto. De
fato, a fam{iia de abertos

GD. = {ze (D; Iz-il <1 "‘% s D = 1,2,-.-},

possul

W) ={zeC; lz-11<1}

para interseqaoc, o qual e um conjunto fechado.

DEFINIGAO g4. Diz-se que um sub conjunto E de C € 11-
mitado, quando existe um numero k >0 tal que |z|< ¥ para todo
2¢E.
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DEFINICAO §. Diz-se que um sub conjunto E de C é com
pacto, quando ele for limitado e fechado.

Exemplo.- Um disco fechado VE(z) e um exemplo de conjunto

compacto.

DEFINIGAO 6. Diz-se que uma fam{lia (Eq,_) de sub conjun=~
tos E, de C ¢ uma cobertura de Ec(C, quando cada ponto z €E

pertence a algum E«.

Exemplo, Consideremos a fam{lia (En) ne |I\ls sendo
E = {ze(]:; |z=n|< 413
Para n = 041424+ Cada Eh & um disco aberto com ecentro no nume-

ro natural n e raio il_,: Segue-se que (En) cobre [N .

Seja E um sub conjunto de E e em cada z €E consideremos
um disco aberto V{z). Resulta que a fam{lia (V(z)), para z eE,
e uma cobertura de E. Demonstraremos a segulr, que para certos
conjuntos E do plano complexo, e ne_cessa'.rio apenas um nimero finl
to de discos abertos da famflia (V(z)), com ze¢ B, para cobrir E.
Bste resultado é conhecido sob a denominagio de teorema da cober-

tura de Borel.,

IEQREMA 1. (Heine-Borel). Seja E um conjunto compacto
de T e (V(2)), z €E, uma famflia qualquer de discos abertos cg
brindo E. Entao, existe um numero finito de pontos Z99 ZpyeeeZy
pertencentes a E, tal que a colegao {V(zl), V(z,)y eoey V(zn)}

também cobre E.
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Demonstragao

0 teorema sera demonstrado por reduqao a um absurdo.
Suponhamos o teorema falso, isto é, nao podemos cobrir o conjun
to compacto E com uma colegao contendo um numero finito de dis-
cos abertos com centros em pontos de E. Sendo E compacto, sera
limitado, estando, portanto, contido em um quadrado Qo com ceq
tro na origem e lados paralelos aos eixos, estes ultimos divie
dindo Q, em quatro guadrados ignais. A intersegao de E com pelc
menos um dos quadrados anteriores, nao pode ser coberta por uma
colegdo finita de discos abertos V(z) com zcE. Represente por
Ql um tal quadrado. De maneirs anéloga, dividamos Ql em quatro
quadrados iguails, por restas paralelas aos eixos coordenados,
passando pelo centro de Ql. Do mesmo modo, seja QZ um dos qua=-
drados de decomposigao de Ql tal que Qaf\E nao seja coberto por
uma colegao finita de discos abertos V(z), z ¢ B. Continuando

O processo, encontra-se uma fam{lis decrescente

QQDQ]_ ..IDQnD...
de quadrados, tais que ENQ, nao pode ser coberto por um numero
finito de discos abertos V(z), com z ¢E, para n = 0,1524.... Se
jam X e Y as projegoes ortogonals dos quadrados Qn sobre o

eixos dos x e dos y respectivamente., Tem=-se

XODXJ.D e DXnZ?... e YO:D YJ.: sea ':)Yn: e

sendo Xn e Yh intervalos fechados cejas amplitudes tendem para
zerc quando n tende para o infinito. Sabe=se do estudo dos nu-
meros reais, que existe um numero real g pertencente a.Xn e oy
tro M pertencente a Y, para n = 0,1,2,... Resulta que existe
um numero complexo $ =5+ 1ivn pertencente a Q, para todo n.

Todo disco aberto v(5) e tal que vu;,):)qn para n>n . Por hi-

I R R R R R R R R R R TR R
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potese Qno contem umg infinldade de pontos E, logo ; e un ponto
de acumulagao de E. Sendo E fechado, conclui=-se gue ; pertence a
E. Resulta que V(4) & um dos discos abertos V(z) com z €E, que
cobrem E. Sendo Q < V(5) para todo n>n,, resulta que Q, N Ec¥(})
para algum V({), o que & uma contradigac, porque E NQ, nao pode
ser coberto por um numero finite de tais discos abertos. Isto de

monstra o teorema.

No teorema de Heine-Borel, poderIamos ter tomado cobertu
ras por abertos guaisquer, em 1uga1" de discos abertos com centros
nos pontos de E. Desta forma, o teorema seria enunciado do Be-
guinte modo: se E fOor um conjunto compacto de C s de toda cober=

tura de E por conjuntos abertosy podemos extralr uma sub cobertursa

finite para E.

IECREMA 2. (Bolzano-Weierstrass). Todo conjunto limitg
"do E CC, com um numero infinito de elementos, possui a0 menos

um ponto de acumulagao.

Demonstragao \

Sendo E limitado, existe um compacto F DE. Seja (V( z)),
com z €EF, uma cobertura de F por discos absrtos. Suponhamos que
nenhum elemento de F seja ponto de acumulagao de E. Logo, cada
disco aberto V(z) da cobertura anterior, possui apenas um pumero
finito de pontos de E. Do teorema de Heine-Borel, deduz-se que
apenas um numero finito de tais dlscos e necessario para cobrir
F. Consequentemente, E possul um numero finito de pontoss © que
e contraditorio com a hipétese do teorema. Deduz-ss que F pos-

sul algum ponto de acumulagao de E.
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Observe que a demonstragao do teorema de Heine-Borsl
fol feita recorrendo a um resultado ana'.lo'go sébre intervalos fe
chados de P_ Realmente, usou-se o fato de que se uma famf1ia
decrescente de quadrados, possul o comprimento das diagonais
tendendo para zero, entao existe um nimero complexo g= s-i- in
pertencente atodos os quadradosda fam{lia. Vejamos gue este resul=
tado ainda é vélido, quando sao econsiderados conjuntos fechados

em lugar de quadrados.

DEFINICAO 7. Seja E um conjunto nio vazio de nimeros
complexos. Denomina-se diametro de E ao nimero real S(E) defi-
anido por

8(E) = sup {Iz]_- zZI; Zq s zZEE}.

IEOREMA 3. (Cantor). Seja ElDEz:)...DE ... uma fg
milia de conjuntos fechados nao vazio de (]: tal que algum E
seja limitado e l1lim S(En) 0. Entao existe um e um sé ponto z

0
Pertencente a todos os En’

Demonstragao

De fato, suponhamos que E seja limitado para n>m. Pa-
ra todo 1) m escolhamos um ponto z; em cada conjunto Ei- Ei +1°
Deste wodo, constroe-se a colegao {zi, 1>m} que & limitada e
possul infinitos elementos. Portanto, ela possui um ronto de
acumulagao §+ Como qualquer disco aberto com centro em ; pos~-
sul infinitos pontos Z;y 1> m, segue-se que para todo k>m, 5
€ ponto de acumulagao de E.» logo ;e E, para todo k>m, por=

que E’k é fechado. Para demonstrar a unicidade suponhamos gque

L ]



31
existisse outro 9' nas mesmas condigoes de ;. Sendo &( En) ~— 0,

-

conclui~-se que I; -t > §(E,) para n malor do que certo n,. Re
sulta que ; ou 4;' nao poderia pertencer a E, para todo xSm. Is=

to prova o teorema.

DEFINICAO 8 . Seja E um sub conjunto de (T . Denomi-
na~-se ponto fronteira de E, a um ze Ctal que todo disco aberto

com centro em z, possul pontos de E e do complemento de E.

A seguir daremos certos resultados sobre curvas planas,

que necessitaremos posterlormente.

Consideremos a aplicagao

z: te [:B’bj a4 z(t)GC,

a qual representa-se por z = z2(t)y, agst<b. Tem=-se z(t) = x(t)+
1y(t) sendo x = x(t), y = y(t) fungOes reais definidas em [a,b].
Diz-se que z = z(t) e cont{nua em [a,b] y quando as fungoes reais
x = x(t)y y = y(t) forem cont{nuas em [a,b]. Diz-se que z= z(t)
é Gerivavel em (asb) quando x = x(t), y = y(t) forem af deriva~-
vels. Uma fungao contfnua z = z(t), a<t<b, dize-se segmentaria
mente continuamente derivavel em (asb)y quando existe uma decom~-
posigac de [a,h] em um numero finito de intervalos [to,tl] ’

[ty tEJ ’""Bn-l’tn]’ com a = § <ty <ty<ee. <ty 3 <t = by
de tal modo que a restrigao de z = z(t) a cada um dos sub inter=-
valos (ti-l’ ti) sejs af continuamente derivével. Desta forma,
z = 2(t) pode deixar de ser derivavel .em um numero finito de

pontos de (a,b)e.



32

DEFINICAQ 9. Denomina-se curva contf{nua ao sub con-
Junto 7 de (T, imagem de um intervalo ”[a,b] de TR , por uma
fungao continua z = z(t), a <t ¢<b. Dig=ge bue z = 2(t) 6 uua
representagac paramétrica da curva 7, sendo t denominado o pa-

rametro de Y ..

Seja ’l’.uma curva cont{nua com uma representagio para-
métrica z = z(t), a <t <b. Quando a<ty <t,<b diz-se que
z(t, ) precede z(t5) sobre 7. Déste modo, quando t cresce de a
até b, os pontos z(t) percorrem 7 desde z(a) até z(b). O nime-
ro complexo z(a) denomina-se origem de 7 e z{b) o ponto termi~
nal de ¥, sendo ambos denominados os extremos de 7. Deste modo
estabeleceu~se uma ordem para os pontos de 7 que, por esta ra-

230, denomina-se uma curva orientada.

DEFINICAO JO. Duas curvas cont{nuas Ye 7Y com e-

quagoes paramétricas respectivas
z: te [ayp] —a(t)eC; w: se [l =w(s)eC,

sao denominadas idénticas, quando existe uma aplicagao

¢: t€ [a,b] —= s=(t)e [« ]
cont{nua, estritamente monotona, tal que w(®(t)) = z(t) para
todo te [ash]. A aplicagao ¥ € denominada uma mudanga de pa-
rametro. Diz~se que 7Ye ¥' possuem orientagoes idénticas ou
diregoes iguals, quando &7 for estritamente crescente e dire-

goes opostaes, quando ¢ £8r estritamente decrescente.

A ti{tulo de eXemplo, seja Y uma curva contfhua de e-
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quagao parametrica z = z{(t), a$t$5. Consideremos ¢ (t) = =t
definida em =b £t {-a, que ¢ estritamente decrescente naste in-
tervalo. Desta forma, a curva 7' de equagao parametrica z =

z(-t)y =b{ t £-a, € a curva 7Ycom diregao oposta, a qual repre=-

senta=-se por -,

DEFINICAO 11 Uma curva contfnua ¥ de equagio paramé-
trica z = 2(t), a <t <b, denomina-se simples, quando para todo
a (1:1 <t, ¢b tem-ge z(tl) F~ z(tz). As curvas contfnuas sim-

ples sao denominadas arcos de Jordan.

Exemplo - As curvas continuas 7 e 7', de equagoes
parametricas respectivas
2(t) = cost + 1 sent, 0St<m o z(t) =t2, ~1<tg+l ,

sao exemplos de arcos de Jordan.

DEFINICAO ]2. Diz-se que uma curva contfnua 7 com
representagao paramétrica z = z(t)y a<t<b, é fechada, quando
z{a) = 2(b). Denomina=-se curva de. Jordan, a toda curva contf-

nua, simples e fechada.

Exemplo - Uma circunfereéncia ou uma elipse sao exem-

plos de curvas de Jordan.

DEFINICAO 13. Um arco 7 de Jordan com equagao para-
métrica z = 2(t), a {t {b, denomina~-se regular, quando z =
= 2(t) £for continuamente derivavel em (ayb). £le denomina-se
segmentariamente regular, ou um caminho ¥ no plano complexo,
quande z = z(t) for segmentariamente, continuamente derivavel

enm (a,b)o
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Resulta da definigao 12, que um caminho 7 ¢ ume colegao
finita de arcos regulares de Jordan 71’ Vo1 ees Tn’ tals que a
origem de 7 3 coincide com o ponto terminal de 7:]-1' Escreve-<e
Y= '}3 U7, Voo U7

De modo analogo a definigao 12, define-se o conceito

de curva de Jordan regular e segmeqtariamente regulare.

Observagao 3. Com o objetivo de facilitar a linguagem,
chamaremos curva ou arco, conforme o casoy tanto o conjunto de
pontos 7 de s COmo uma qualquer de suas representaqaes para.m_e:
tricas. Com esta convengao, diremos a curva z = z(t), a<t<b,

ou a curva Y de equagao paramétrica z = z(t)y agtghb.

Consideremos uma curva contfnua z = z(t)y agt<b e

uma decomposigao

D: a=t°<tl< ese <tn-1<tn=b

de [ash]. Seja S(D) o nimero real definido por

. .
S(D) =3 [a(t) - 2ty )|
k=1

para toda decomposiq'ao D de [a,b] « Diz-se que a curva 7 possui
__comprimento finito ou que veé retificével, quando o conjunto
{S(D)} for limitado. Neste casoy ao supremo de {S(D)} denom]

na-se o comprimento de 7, representando-o por o(7), isto &,
e(7) = sup {S(D)} .

Exemplo. Considermos a curva Y de eduagao parame'trica

2(t) =t cos T para 0<tg&l e z(0)=o0.
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Consideremos a de-composit;go ‘de |-_0,1J dada por

i 1 i1 1
D: 0<"""" <-“<..l <-<-<1.
2n 2n=1 3 2

| Calculando S(D) para esta decomposigao encontra-se:

to 1 1 1.
S(D) SlFy ==+ .-,
: 2 3 n

Quando n cresce) {S(D)} torna-se nao limitado, pols a soma an-
terior ¢ a soma parcial de ordem n da serie divergente > 1/k.

L4 » k=l
Conclul=-se que Y nao e retificavel.

Quando z = z(t), a £t &b, for segmentariamente continua
mente derivavel em [a,}:ﬂ_, Y é retificdvel sendo o seu comprimen=

to dado por tk

n
c(vY)=2_1| ~la(¢)at ,
k=
Ty
com (to, tl), (tl, ta) coe (tn-l’_ tn)’ subintervalos de [a,b],
(com & = £, < ¥; <eee <t o <%, = b) nos quais a derivada

z'(t) = x'(t) + iy*' (t) ¢ continua.

Nao sera dada a demonstragao déste resultados o que

[ , -~
nao perturbara a compreengao do que segue.

Un segmento de reta € um arco de Jordan regular. Deno
mina-se poligonal, a um caminho Y cujos arcos regulares de Jor-
dan 7, que compoem 7, sao segmentos de reta. Resulta que ue-

ma poligonal possul comprimento finito.



36
DEFINICAO 14. Diz-se que um sub conjunto E de € o
conexo, quando dados dois pontos gqualsquer Z1r 25 de £, existe

uma poligonal 7 com extremos em Zy @ Zy toda contida em E.

DEFINICAO 15. Denomina-se domfnio do planc complexo

d:, a todo conjunto nao vazio de Q:, que seja aberto e conexo.

DEFINICAO 16. Denomina~se componente de um aberto nao
vazio EC {C contendo Z,s a0 conjunto C(z,) dos pontos z de E,
que Juntamente com 2, sao extremos de uma poligonal 'Y t6da con-

tida enm E.

Demonstra~-se que toda componente C(zo) de um conjunto
aberto nao vazio E, & nao vazia, aberta e conexa, isto €, c(z,)

»

¢ um domfnio para cada z, em E. Por esta razaoc, diz-se que

rd .
C(zo) e uma componente conexa de E enm Zgye

Exemplo - Consideremos o conjunto fechado F de €
constituldo pelas retas

x=0,il,_'|_'2,...§ y=0’:1312’00l

O complemento de F & aberto. fste aberto, possul para componepg
tes conexas, todos os quadrados com os vertices nos pontos de

- cperdenadas inteiras. Assim, o complemento de F possui infini-

tas componentes conexas.

A seguir, enunciaremos o teorema de Jordan, garantindo
que se o conjunto fechado F for uma curva de Jordan Y de com=-
primento finito, entao o complemento de 7 em C possui somente

duas componentes conexas.



37

ECR DE JORDAN « Seja Y uma curva de Jordan retifi-
cavel do plano complexo (]: . Eatao, o complemento de Y possui
somente duas componentes conexas com fronteira igual a . Uma
das componentes ¢ limitada e denomina-se o interior de ¥, a ou-

tra componen‘l:e'é xﬁo limitada denominando-se o exterior de 7.

0 teorema de Jordan naoc sera demonstrado pols foge ao

carater elementar e introdutorio deste texto.

EFINIGAQ 17. Diz-se gue um dominio §lde € & sim-
plesmente conexo, quando toda curva de Jordan 7 , retificével,
contida em f}, possul o seu interior constituido somente de pon-
tos de QL. Os Q que nao sao simplesmente conexos, Aenoninam-se

multiplamente conexos.

Observe gque do ponto de vista intuitivo, um domf{nio
simplesmente conexo & aguele que nao possui buracos, enguanto

os multiplamente conexos sao aqueles gque possuem.

Exemplo: 0 dominio = {ze Ts; lz - z°|< R} e sim
plesmente conexo, enquanto {) = {z e (]:; 0< |z-z°|< R] nao e

simplesmente conexo.

DEFINICAO 18. Diz-se que um sub conjunto E de ({ &
convexos quando para todo par de pontos Z19 25 de E, o segmento
reta {z e([j; z = azl + ,u Z5) A +}A = 1} tambem pertence
a k.

Exemplo: O conjunto E = {z e C; |z-2,| <R]. & con-
vexo. O conjunto E= {ze ;R < |z=2 | < R{ nao é conve~

XO.
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Dedux~se, portanto, que qualquer disco aberto e um do-

mi: 9 (aberto e conexo), simplesmente conexo.

EXFRcfc108

1. Faga o grafico das seguintes relacgoes

Z+]1
2] = 2; 3<|z] ¢4; Re (-—) >0 ;

i+
z=1
Im|{ — )< 0;
i

2. Qual a equagao cartesisna da curva

Zei

i-1

zZ = (1-1:2)% + 2t4, - 1<t £¥1 2

Construa o sen gréfico.

r ~
3. Quando o numero complexo z descreve a circunlerepn

cla
x° +5% ~3x -2y +1 = 0,
determine a curva descrita por z=l + 21._
4. Calcule o derivado e a frontelira dos seguinte: con-
Juntos:

{31 +%; nelN}'; {z e(C; 1<.|z|~$2}
{ze(]:; 0<lz-i|<2}.

. 5« Considere dois numeros complexos nao nulos B,y by

diferentes, e z variavel.
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Descreva os seguintes conjuntos:

T Z-ZO
arg(z=z ) == 3; Im = 03
4 Zy~ 2
2
Re[ — | = 1; Iz-zol =13 Iz-zol = klz-zll, k> 0. Estude o caso
25
k=13 Iz-zol + Iz-zll = 2a} |z-z°[ - |z-zll = 2a,

6. Dada a circunferencia
x> +y2 +ax +by + ¢ = 0,

escrever esta equagac em fungao de z e z.

7. Prove que { ze {3 lz=2 | < r} e

{z e C; Iz-zol + Iz-zll <aa} sao conjuntos con-

vexos.

8. Usando a definigao de curva retificavel e seguindo

¢ exXemplo feito no texto, verifigue:
a) A curva Y de equagao paramétrica
2(t) =t cos T, 0<tgl, z(0) =0
t s, ~N -3 = ]
e retificavel.
b) A curva 7 de equagao parametrica
m

z(t)=tsen2-t-,0<t\<l, z(O)=O,

nso é retificavel.
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9. Considere ¢ conjunto

Q={z¢ C; mz-31)<0, Im(1z)o, |21¢3} .
L9

£ Q um domfnio ? % Q conexo ? Qual a fronteira de £2 2

10. Considere o conjunto
Q= {z € s Re(2-3)20, Im(1z~1) <0; 2 Iz-2|<4}.

£ Q conexo ?  £Q aberto ? Quais os pontos limites de S 9
Qual o fécho de S2 ? Quais os pontos limites de {2 que nao per-

tencem g Q % .,

11. Seja & = {ze ([;; Im z>0, excluindo os segmen-
tos de reta z = % + ity com 0Kt {1, neg¢ IN } « Qual a fron-
telra de 2?2 £ Q um domfnio 2 £Q simplesmente conexo ?

12. Demonstre as propriedades enunciadas no texto para

0s conjuntos abertos e fechados de Q:.

13. Deé exemplo de um caminho que nac seja uma curva re-
gular. Construa exemplos de arco de Jordan segmentariamente

regular.

§3. SUCESSOES & SERIES NIMERICAS
2ULEBOORS £ SKRIES NIMERICAS

1. SUCESSOES - Estudaremos nesta segao, um tipo parti-
cular de fungao complexa, isto €, as fungoes definidas no con~

)
Junto N dos nimeros naturais com valores em (.

DEFINICAO 1. Denomina-se sucessio de ntmeros complexos, a



uma fungao
£: N —>

L4
que g cada numero natural n, associa o numero complexo f(n_),

0 qual representa-se por Zy .
Usa=-se a notagao (zn)nel

£f: N —> (. Desta forma, diz-se a sucessao (z) N 2°

invez de dizer-se a sucessao f: N —> (C oune [N— z € C.

N Para representar a sucessao

L .
Os numeros complexos 2,y paraneg l\], sao denominados os ter-

n
E importante o leitor observar a distingao entre a sucessao

mos da sucessao (z )ne: E sendo Zn denominado o termo geral.

(z,),¢ IN € © conjunto de numeros complexos {zn} imagem de |N

pela sucessaone N — 2z € (.
Exemplos

2. A sucessao (zn)ne NE sendo z, = 1, zy =ie
1

2, =-2- I_zn-l + zn-Z] Para N = 2y 3y eee

n
3. (2 )ne IN*

Diz-se que duas sucessoes (zn)ne IN © (wn)nelN sao i-

guais,y gquando z

n = W, Para todo nelN.

Denom -Se a
enomina~se soma de (zn)nE"\I com (wn)ne IN? & sucessao

(Gnlne N Sendo {n =2, * W, para todo neN.

Exemplo - Dadas as sucessOes com termos gerais z, = (-1)?



*
n"

18+ (-1)? 1, elas possuem para soma (;n ne [N ? " sendo
(1) + 1B + (-1)8+10,

2

Denomina-se produto de (z )ne N Por (wn)ne I\ @ Suces-

sao (5:1 ne [N tal aue ;n =z, w_ para todo ne|N.
Exemplos O produto das sucessaes ((-l)n)ne IN © (i/n) ne N
é a sucessao ((-1)0 .1./1:1)ne N :

Dadas as sucessoes (w )HEIN com w # O para todo neiN e
(zn)neﬂ\l » denomina-se quociente de ambas, a sucessao (;n neN

sendo ;n = =8 para todo ne |N.
n

Exemplo: Considerando as sucessoes (1% )nEIN e (m)nelN’

o quociente da primeira pela segunda e (1n/nDn€ N’

)3 importante observar, que as operagoes anteriormente de-
finidas para sucessSes, sao casos particulares das mesmas ope-
ragoes para fungdes definidas em um sub conjunté E de C com

. - »
valores em ([, sem que E seja necessariamente IN. 1Isto sera

feito no cap.{tulo Ze )

[}

§
, -~ ”
Como so trataremos de sucessces de numeros complexos, dli-

~ . - »
remos sucessaoc em lugar de sucessao de numeros complexos.

DEFINICAO 2. Diz-se que uma sucessao (z n'ne Iy converge
vara ze C ou que z é o 1imite de (z.),¢ [N uando n tende
para ¢ infinito, quando para cada € >0 existe um numeroc natu~

ral no=n°(8) tal que
Izn-z|<E para todo n >n_ .

Para indicar que (z )ne I\ corverge para z, sao usadas

as seguintes notagoes: lim 2z = zZ3 z —»z quando n —* 00
n - B n



‘ou simplesmente, 2, ~—>z,

-~ »
Caso (zn)ne: [N 0&c seja convergente, diz-se que ela e

divergente,

PROPOSIGAO 1. Se uma sucessao for convergente, o seu li=-

”» F 4
mite z e unico.

Demonstragao |
) t
De fato, suponhamos que (zn)ne [N convirja para z e zt.

Provaremos que z = z'. De.fato, tem-se
lz-z' | <z = 2] + |z, - 2|

Sendo 2, -_—zZ e 2, = z' y para cada € > 0, existe um admero na
£ ] =3
taral n, tal que Izﬁ-zl <3e Izn-z' | <'s para todo n>n,. Por

tanto, |z-z'|< € para cada g€)> 0, provando ser z = A

DEFINICAQO 3., Diz-se que uma sucessao (;n).ne[N e limita-

da, quando existe uma copstante ¢ >0 tal que lznl < ¢ para todo

neN.
PROPOSIGAO 2. To6da sucessao convergente & limitada.

Demonstragao

De fato, suponhamos (z.n)neIN convergente para z. Resu}l
ta que para cada £5>0 existe um nimero natural n, tal que
Izn-zl < € para todo nj>n,. Tomemos £=1 e seja ¢>0 o maxi
mo do conjunto finito {Izol, Izll,...,lzn | s .Izl--l-l}. Portan-
to, para todo n>n  obtem-se Iznl §<|zn-.-z| + |z| < |z| + 1. Le-

g0, lznl<c para todo ne |N.
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PROPOSICAO 3. Sejam (zn)ne IN © (w )ne IN duas sucessoes

convergentes. Intao

a. l1lim (z +w.).-'; lim z_ + 1im w.
n oo o B pnewn? p e B

b- 1lim z_ w_ = 1lim 2 . lim

a=-o 2 2 S5l n o0 "n
¢+ Se os z, forem nao nulos e 1im zn)* 0, entao
n -+oo
B R
lim —F ee—,
n->o00 Zpn lim z
n—+o

Demonstragao
a- Suponhamos 1lim z, =2z e lim w, = w. Pela de-
. n—=o n ~+o0o0
finigao de convergéncla, para cada 5)0 existem n,, n,¢|N

tais que
Iz'n«-zl<E/2 para nj>n, e Iw ~w|¢ €/2 para no>n,.

Tomando n, +igual ac maior dos numeros n;5 Ry resulta que pa-

ra cada & >0, obtem-se:
I(z,+ v )~(z4w) < lz;=2] + lw -wi<e

para todo n>n_, provando a parte a. da proposigac.

b. De fato, suponhamos, como na demonstragao anterior,

que z, —>z, e W —*w. Tem-se a identidade

- = P S L VT
Z,V, -zw zn(wn-w) (zn-z)w

Tomando o valor absoluto de aﬁbos 08 membros, obtem=-se:



|z v, = 2wl <zl ivgwl + |2 = 2] |wl

n"n
Pela proposigao 2, existe C>0 tal que lz,1< € para todo
ne[N. Se C' for o maior dos ndmeros C e |w], obtem-se

[zn'.}.vn - 2w L O (Iwn-ww[ + |zn-z|) .

Sendo zn —_—2Z, wn —>w, para cada & >0 existem numeros natu-

rais n, = n,(€), n, = n5(€) tais que

€ (3
|z = 2] { ~— para n>ng, |w —w|<——paran>n2.
n 2c! a 2c!

Tomando para n, = no(E) o malor dos numeros K ﬁz, resulta
que

Iznwn ~ 2zw| <€ para todo n) n, »

provando a parte b. da proposicao.

Co Seja z o limite de (z )ne IN Consideremos a iden~

n
tidade
1 1 l2= 2]
-z— - — -
n 2z lznllzl

Sendo z diferente de zero por hipc;tese, e 2, —» 7z, Segue-se

que existe r >0 e umn,€ N tal que Iznl >r para todo
n>n,. Para cada £)0 existe n, = nz(E) tal que

Izn- z| < € para todo n>n, .

Tomando n, ='ma'.x(n1, nz), ohtem=se:

1 1 |2,- 2].
— - | S e——CE para todo nyn, .
Z, 2 Izllznl
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Isto prova a parte ¢. da proposigac.

COROLARIO 1. Se os 2, forem nao nulos e z_ —»z, com

n
z £ 0, entao w lin w
n n==omw
lim _— = -
n =+ lim 2
n n~g 0

Para demonstrar o corolé.rio e suflciente considerar
1

= Wy + z_ © aplicar as partes b e ¢ da proposigao 3.
n

ESN b&'

DEFINICAO 4. Sejam{kl'(kZ(... < k ...1 um conjunto

infinito de nimeros naturals e n —-i-zn uma sucessao. A fungao
kn -—*zk denomina~se uma subsuceszsao de (zn)ne |N sy & qual re-

presenta-se por (z, ) .
kn ne IN

. Exemplos:

1. Sejak, =2n + 1 paranelN. A sub sucessio de

(zn)n(-: [ sera (zan-l-l)nelN .

- n L g
2. Seja k, = 4n+l e (1 )neN a sucessao. A subsucessao

,

_'correspondente e: z2q = 1, 2, = i, ...

DEFINICAO 5. Um ponto ze (L denomina-se um valor ade-
- rente de uma sucessao (z )ne [N? duando para cada disco aberto
V(z) e qualquer numero natural k, tem-se z, € V(2) para algum
nxk,

PROPOSICAO 4. Uma condigdo necessaria e suficiente para

»

que z¢ ([ seja valor aderente de uma sucessdo (2 e IN? ©
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N de (z_) y coaver=

que exista uma subsucessao (zk ) n’ne

L nel
gindo para z.

Demonstragao

Caso exista uma subsucessao (zk )ne IN convergente para

z, segue~se que z ¢ ponto aderente de (z )nelN

Suponhamos z um ponto aderente de (zn)neIN . Resulta que
para cada £ 0, existe uma infinidade de valdres de n tals
que z, € V (z). Tomemos £ =1 e seja k€ N tal que
zkle Vl( zo). Pagamos €= l e seja kae N cem k2> kl
zka tal que z.k € V.&(z). Tendo sido definido o elemento zk 1
toma-se & = 1/:1 e considera-se k < [N tal que k>k ;e
zkne Vl/n(z). Déste modo, define-se uma subsucessao (zk )ne IN
de (zn)ne [N? de modo que para todo O0< & <1 existe k=k(E)e|N

tal que
Izn- 2{< £ para todo k, Dk,

isto e, (zkn)ne N converge para z.

» [
Com o metodo usado na demonstracac anterior, demonstra~se

também, a seguinte proposicio:

PROPOSICAD S. Um numero complexo z, e ponto de acumula-
r,'ao de um subconjunto = de (]:, se e somente se existe uma su-
cessao (z )ne‘. IN de térmos distintos pertencentes a E, conver

gente para z.

Derionstragao
Seja z um ponto de acumulagao de E. Tomando € = 1, ha

infinitos elementos de E em Ve(z). Seja 2, um qualquer déstes.-
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An?a.logamente, em V%(z) ha uma infinidade de pontos de E. To~
memos z, em V.b(z) con z, A Zqp Repetindo éste processo para
/35 1/43eersl/Nyenny indefinidamente, define~se uma sucessao
(z )ne I\ * de Pontos distintos de E, tal que

]zn-zl { 1/n para todo ne [N
Logo, ela converge para z.

Beciprocamente, seja (zn)nelN uma sucessao de elementos
de E com z, £ Z; para i # j. Entdo, se 2, —>z, segue-se que

»

2 e um ponto de acumulaqao de E.

Exerc{cio -~ Determine as subsucessoes (zk )ne N para
‘Zn k 2n+3.,k -nz,n-o, ly, 2 ...y das sucessoes

(zn)ne IN cudos termos gerais sao:
2, = (-l)n; 2, = (-1)”; 2, = (-1)% + 38

Quals os valores aderentes das sucessoes (z ) nelN ? Das sub-

sucessoes obtidas, quais as convergentes ?

Observagao 1. 0 teorema de Bolzano-Weierstrass assegura=-
nos a existéncia de pelo menos um ronto de acumulagao, para to
do conjunto limitado, possuindo uma infinidade de pontos de ([.
Ha um teoremsa analogo referente @ valores aderentes de uma sy~
cessao. Desta forma, o teorema de Bolzano~Welerstrass para su
cessoes, enuncia~se do seguinte modo: toda sucessao limitada
de nimeros complexos possul um valor aderente. Demonstra-se,
de maneira simples, recorrendo ao mesmo teorema para sucessoes

de numeros reais. De fato, dada sucessao limitada (zn)ne IN?
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” LY
sendo 2, = xn-i- .1.yn, e suficiente considerar as sucessoes

(xn)ne NE (yn)nalN de nameros reals, as quals sao limita-

das.

QEF;NIQEO . Uma sucessao (zn)ncIN denomina-se de Cau=-
chys quando para cada £ > O existe um numero natural n = no(ﬁ)
tal que

Iz -z | <€ para todo B>nyy no>ng .

n

PROPOSICAO 6. Toda sucessao de Cauchy & limitada.

Demonstragao

De fato, seja (zn)ne N' uma sucessao de Cauchy. Portanto
para cada £ 0 existe n, =n (¢) ¢ [N tal que

Izm- zn|< € para todo m>n,, n>ng .
Tomando £ =1, n = n,+ 1, segue-se que

Izm- zno+1| L1 para todo m >n, .

Daf resulta que

Izl < 1z~ | + |z <1+ |z |

para todo n >no. Representando por C o maximo do conjunto
{[Z]_'s lz51 5000512, |, |2, 4l + 1} » conclui-se que
o 0
|Zn| <C para todo ne|N

provando ser (z )nEIN uma sucessao limitada.

TEORMMA 1 (Cauchy). Uma sucessEo (2 )ne‘. N © 2 convergen-

te, se e somen‘be se ela for uma sucessao de Cauchy.
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Demonstracao

De fato, suponhamos que (zn)nQIN seja convergente para
z. Entao, para cada £ 0 existe um numero natural n,= n (&)
tal que

--z|<é para todomy n > n. .
n 2 o

E
|2y 2l¢ < 5 |z
2

Sendo

Izm- zn] £ Izm- z| + Izn - 2| para todo my nelN,

resulta que (zn)ne N € de Cauchy.

Reclprocamente, suponhamos que (zn) | sela de Cauchy.

ngh
Da proposigao 6 deduz-se que ela e limitada e do teorema de
Bolzano-Weierstrass para sucessoes (observacso 1), conclui-se
que ela possul um valor aderente z. Provaremos que z e o
limite de (zn)ne N De fato, sendo a sucessao de

Cauchy, para cada €> O existe n e IN, tal que
Izm- znl <& opara todomy, n > n, -

Sendo z um valor aderente, resulta da pr0posig§o 4 a existen-

cia de um numero natural m°>'xi° tal que

£

lz-zmol<-.

Portanto,

|z - 2] < |z, ~ zmol + [zmo- z| < & para todo n>n,,

qualquer que seja £>0. Isto prova o teorema.
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Exercfcros

1. Demonstre que se z_, — 2z, entao |zn|--)|z|. Se z £ 0

n

e 6 = argz, existe uma sucesszo (9 ) N ? sendo , um valor

ne |
de argz tal que en s 8 -

2. Sejam 2, =x, + iyn e 2 =Xx + ly. Demonstre que uma

condiqé’o necessaria e suficiente para que 2, 2z, e que X, ~X
ey, ~*7y- (Demonstre pela definicao de limite e pelo teorema

de Cauchy).

3. Seja (zn)ne [N uma sucessao de numeros complexos tal

que 'Iznl — [z]| e argz, —>argz. Demonstre que z, — z.

L] FY "~
4. Demonstre que se Z, =™ 2, entao toda subsucessao

(zkn)ne N de (z )ne N ¢ também convergente para z.

5« Considere em (E 0 subcorpo formado pelos numeros com-

plexos da forma p + ig, sendo p, g racionais e ip + 1q]% =

= p2 + q2 como em (]: . Vale néste sub corpo ¢ teorema de Cau-
chy ?
6. Considere as sucessdes cujos termos gerals sao os se-
guintes:
1+4 1+14/3 _(an
s (5 ) o ) b g

Represente geometricamente alguns dos seus termos e estude a

Y
convergencla de cada uma.

F.Y Lo E_Y
7. Estude a convergencia das sucessdes cujos termos ge-

rais sao:
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2ni T 51 T
N n % n n

8. Considere o polinamio p(t) = a, + a.lt +..-,+aktk de
grau k e coeficientes em (L . Demonstre que se z, ~>2z en-
tao p(z,) —p(2),

9. Demonstre que se z, — 0 entao

1

sn=;(zl+za+... +zn)

»
tambem converge para zero.

SOLUCAO. Sendo 2, =0, para cada £)0 existe n,= n(€)

en N satisfazendo a condigio:

g
Izn|< z para todo n > n.

Resulta que para todo n >n°, obten=-se

n-no

1
Is, [ ;1- Izl tzy 4otz |+

M

ha)

Pela proposigao 2, |zn| <{C, para todo n¢ [N, logo,
n, c n-n,
+
n n
n, C

£
IS |< = .
a 2

Tomando n, tal que <E » Tesulta.que Isnl<E para todo

n
n>noo

Complete o exerc.{cio, demonstrando que se 2, —>z entao

s —zs
n

0 exercicio que segue generaliza o exercicio anterior.

10. Suponha (zn)ne IN comvergente para z e (kn)nelN
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uma sucessao de numeros reais positivos tals que k1+ kZ-I-...

+ k, —>+ . Demonstre que a sucessao (s )y sendo

klzl-l- kaza P knzn

Sn =
kl+k2 ...'l'kn

tambem converge para z.

1l1. Uma sucessao f: [N —C denomina-se uma progressao
aritmética, quando existem duas constantes complexas ay b tals
que

f{n) = an +b para todo ne|N.

1) Demonstre que uma condigdo necessiria e suficiente pa
ra que uma sucessao f: N ~—> C seja uma progressao aritme'tg._

ca, € que f(n+l) - £(n) seja constante para todo ne|N.
2) Se f: N — € £4r uma progressso aritmética, calecule

s(fyn) = £(0)+ £(1)+...+f(n)
em fungado de £(0) e f(n), apenas.

3) Obtenha do item anterior, a soma dos n primeiros m;.m_e_

ros naturais.

L » g
i2. Denomina-se Progressao geometrica a uma sucessao

g: N —=C tar que g{n) = a® para todo ne|N, sendo a um nume

ro complexo fixo.

1) Demonstre que uma condig¢ac necessaria e suficiente pa
ra que uma sucessao g: N — C seja uma progressao geometrica,

€ que exista uma constante ae(l tal que g(n+l) = a g(n) para
todo ne|N.
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2) Seg: N —» q: £or uma progressao geometrica,
calcule
s(gsn) = g(0) + g(1)+...+g(n)

3) Determine uma condigao sdbre g para que a sucessao
(s(g,n))ne IN seja convergente.
2. SERIES - Consideremos uma sucessao (zn)ne IN © defi-~

namos outra sucessao (sn)neIN’ fazendo

= + -+ +
Sn zo zl see zn

para todo n€N. Dada a sucessao (sn)nelN’ obtem=-se (zn)neIN

através das seguintes relagoes:

2. =8 e Z =T g = 38§

o o n n" Spel para todo npl .

A um par de sucessoes (zn)nelN y (sn)ne [N @ssim relacionadas,
denomina-se uma serie definida pela sucessao (zn)ne [N ou se~-
rie de termo geral 2,- Usa-se a notagao
00
2— z,
n=0

» ”
Para representar uma serie de termo geral 2, Os numeros com-

plexos 5, s80 denominados as reduzidas Ou somas parciais da sé

h'ne
” -~ »
a serie de termo geral 2, © convergente para s, escrevendo-se:

00
s=§ Z, -
n=0

rie. Quando a sucessao (s.) IN possui limite s, diz-se que

00
Quando (Sn)nelN nao converge, diz-se que E 2, e divergente.
n=0
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Desta forma, aplicando o teorema de Cauchy a ('sn) |» resul-

ne [

-~ ,
ta que uma condigao necessaria e suficiente para que uma serie
@ . .

E 2, seja convergente, e que a sucessao (s )ne IN das reduzi

n
n=0 ’ -
das desta serie uma sucessao de Cauchy. Suponho m = n+p, ob-
tem-ge

+ z

- = +o..
L) s Z n+2 "'Zn+p

] n n+l

Portanto, aplicando o teorema de Cauchy, conclui-se que uma sg'
rie i Zp,) é convergente, se e somente se para cada £>0, e=-
xistg‘gm numero natural n,= no(E) tal que |

[zn+1+ Zgoteeet zn_,_pl < E
para todo n n, e todo numeroe natural Pp»l.

o)
PROPOSIGAC 7. Se a série > 2, £or convergente, a suces-

~ n=0
sao (zn)nEIN converge para 2ero.

Demonstragao

De fato, para cada £> 0O existe n,= n () tal que
lzn+1+ Zaapteeet z1:1-1-pl <&
para todo n)no e todo p»1l. Tomando p = 1, resulta que
Izn+l|<E para todo nyn
isto é, 2, —> 0.

L +» -~
Observe que a proposicao 7 e apenas uma condigao necessa~

LD T°°
ria, pois (\n+l ne N converge para zeros enquanto e HJ-;-—l di
verge.
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DEFINICAO 7. Diz que uma serie Zt z, converge em valor
», F_Y n=0
absoluto, quando a serie E Iznl for convergente.
n=0 '

" o]
PROPOSICAO 8. Se ¥ - 2, converge em valor absoluto, ela
L4 n=0

e convergente e vale a desigualdade

00 00
2=z [$ 3T Uzl
n=0 n=0

Demonstragao
Sendo i znl convergente, para cada €50 existe um nume-
=0 .

n
ro natural n = n (€) tal que

Izn"”ll + Izn+2|+"'+Izn+p| < E

para todo n)no e p>»l. Sendo

|z 40+ Zpppteeet zn-l-p! < lzn+1l+|zn+2|+”'+lzn+pl )
m »
resulta que Z=0 2, © convergente. Portanto, pelo exercfecio 1
>, n -~ o
deste. paragrafo, secao anterior, obtem-se:

00
2 _z,
n=0

isto é’

1lim (zD+zl+. . .+zn)

et = lim lzo"'zl"'”"""‘nl

o =»00

00
gnlimm( |z°|+|zll+...+|znl )=§ Iznl E

00
2_z,
n=0

Exemplo: Consideremos a serie é 2=, Demonstremos que
, , n=0
esta serie converge para todo z no disco aberto {zeq:; |z K 1}.

De fato, pela proposigao 8, & suficiente demonstrar que

= Izln € convergente no referido disco aberto. Tem-se, pelo

exercicio 12 segao anterior,
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1+]a] 4]z (2. ] e 22
s = 2|+ 2T+, .u+| 2| =
n z] =1
isto é, I'zln,,,l 1
s = - .
fz] =1 lz] -1

Supondo |z|< 1 e tomando o limite de ambos os membros da Glti-
me lgualdade, conclui-se que (s ). . i converge para 1/(1-|z|).
Logo a serie E z? ¢ convergente no disco aherto {ze([: ,Izl)l}

n=0
Demonstremos que a sua soma ¢ 1/(1-z). De fato,

5 , 1 122a |z |0+
Il+z +z "‘aco"'z - - =
1l-z z-] 1~z |1-z]
eujo limite e zero quando n ~—»00 .
PROPOSICAC 9. Suponhamos [z | € Iw | para tode nyn', n
fixo. Entao, se Z |w | for convergente, 2 z, converge em
n=0
valor absoluto.
Demonstragao
De fato, sendo Iwnl convergente, para cada €0 exig

n
te um numero natural n

[f}
OO

= n (&) de tal modo que

[wppq 1+l +2|+---+|w n+pl <€ para todo n>n e todo pyl.

Por hipdtese, para todo n>n' tem-se l2,]< lw,{. Logo, para
cada £, 0, tomando n, o maior dos nﬁmeros n', n,s resulta

que
|2n+l|+|2n+2|+.a.+lzn+p|<6 para todo n>n, e todo ppl ,

implicando a convergéneia de § lznl.
_ n=0
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A proposigao que acabamos de demonstrar e de grande uti-

lidade no estudo da convergéncia de séries, recehendo a deno~
, o)

minagao de método de comparagao, A serle E"O Iwnl denomina-
n—

se uma majorante de > |zn| .
n=0

0 estudo da convergéncia em valor absoluto reduz~se, dag
te modo, ao de uma série de numeros reals positivos. No estu-
do destas séries, faz=-se aplicagao, com frequéncia,das nogoes
de limite superior e inferior de uma sucessio. Por esta ra-
2a0 e como esta nogao aparecera posteriormente no estudo das
séries de poténcias, que sera feito no capftulo 55 relembrare

mos, a seguir, as definigoes correspondentes.

Consideremos uma sucessao d1imitada (xn)ne IN de numeros
reals. Sabe-se que todo conjunto limitado de numeros reais
possul um supremo e um infimo, que sao_ dnlcos. Resulta, por-
tanto, que fixado n, e N » © conjunto de nﬁmeros reais
{xn; n),no} possuil um supremo e um infimo, os quais represep
ta=se, respectivamente, por:

sup x_ e inf x

nng n>n

Quando n, varia em [N, tem-se os eonjuntos limitados

{ sup x.; n IN} e { inf x ; ROE‘IN}

nyng nyn,

Ao Infimo do primeiro conjunto denomina-~se limite superior da
sucessao (xn)ne IN @ &0 supremo do segundo conjunto, denomina-
se o limite inferior da su sucessio (xn)ne[N . Representa-se

o limite superior de (xn)ne N por
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lim x
n-e 9
e o limite inferior por

lim x

n~o0 o

Quando (x,) _ N nao for limitada superiormente, define-
se o seu limite superior como sendo + . Caso (xp)pc N nao
seja limitada inferiormente, define-se o seu limite inferior

como sendo = 0.

o , .
Exemplo. 4 sucessao (x_) N de numeros reais com x, =

n‘ne n
= sen% Para n = lyZsecey X, = 0, possul
lim xn=+l e lim xn=-1..
n-—-om “. n—+*w

PROPOSIQKO 10 (Cauchy). Dada uma serie g z, de nimeros
n=0
complexos, fagamos
k = lim Izr.nl'.l‘/n .
n =+om
Ents.o, se 0<k<1 a serie converge em valor absoluto.

Demonstragao
Suponhamos 0<k{le seja r um numero real do intervalo a-
berto (k,1). Pela definigaoc de limite superior de uma suces-

sao, exlste um ntimero natural n, tal que
Iznll‘/n <r<1

para todo n),.nl-_ Portanto, Izn|< rB para todo n>,nl. Sendo
00
Z=0 r convergente, porque O<T <1, conclui-se, pela proposj
n @
gao 10, que = 20 converge en valor absoluto.

n:
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Quando k > 1, raciocinando de maneira a.néloga, verifica=-

se que f 2, diverge.
n=0

DEFINICAO 8. Denomina-se permutagao do conjunto [N dos

numeros naturais, a uma aplicagao n ~»k, de IN ez N, satis~

fazendo as seguintes condigGes:
l. Se n # m entao kn - km'
2. Todo numero natural n ¢ um certo kn.

Portanto, uma permutagao de [\ € ums aplicagso blunfvocs de IN o

”

tre [N. Desta forma, a sucessao (k) o I € @ sucessao (n) _ N

escrita em outra ordem.

Tomemos uma serie f z, © sejan —Pk uma permutagao
n=0
de IN. Fazendo ¥, = 2z, Obtem-se uma serie Zl W, que € a

. n
serie E zn com os termos escritos em ordem diferente de 0,
n=0
1, 2y +vs « No caso de um nimero finito de parcelas, vale a

propriedade comutativa para a adigao. Todavia, para series
esta propriedade nao vale em geral, isto e, Z w_ nao conver

o0 o
ge, em geral, mesmo que &O 2, convirja. BEntretanto, vale o
n= :

n
seguinte teorema.

PROPOSICAO 11. Suponhamos S‘ z, convergente em valor
n=0

absoluto para o ndmero complexo s. Entao, a serie § W
n=0
que se obtem da anterior por uma permutagao, tambem converge

em valor absoluto para s.



61
Demonstragao
De fato, seja n --*k una permutagao de IN » Sendo W, = zkn
Por hipdtese, para cada £> 0 existe um n, =n(€) em IN tal

que

Izn+1| + |Zn+2|+s-o+|zn+pl<8 (1s)

para n >n, e todo p»1l. Sendo i W, uma permutagao de i
podemos tomar byy Dyy com N, > n, guficientemente grandes, de mo
do gque os numeros naturals 1323...9n figurem entre os numeros
naturals Kyy Kpy seey k. Dai resulta que para todo n yny > ng
os Izll ’ IzZI ,...,Iz | desaparecem ao fazermos S, Sn’. sendo S
.Sn as reduzidas de ordem n de : W, e i z, respgctivamente.
Resulta da desigualdade (15), que ISn- snl<E para todo
n),nl> Ao’ isto é,

lim (S - s ) =
n=—>o o8 &

Sendo

1im s =5 e S =8 + (S «3s)
n—>op B n n n *n

conclui-se que (Sn)n eN © convergente para s.

Com éste resultado fica estendida para as séries que con=
vergem em valor ahsoluto, a propriedade comutativa para a soma
com um numero finito de parcelas. Estendemos também, para sé-
ries absolutamente convergentes, a propriedade do valor absolu
to que nos diz ser o valor absoluto de uma somsg menér do gque
a soma dos valores absolutos das parcelas. Resta-nos analisar

a adigao e multiplicacdo de séries.
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Consideremos duas series i Z,s W, convergentes e
’ n=0 n=0 °,
um pumero complexo A . Verifica-se que as series
i ( ')
z + w e 12

sao convergentes, valendo as igualdades:

o) 00 ®
(2. + w) =:zn +an

n=0 n=0 n=0

00

S__}lzn =2 2_ z, .

n= n=0

Quanto a multiplicagdo de series, carece uma andlise mals

detalhada.

Consideremos as somas zl+ z5 Foast z, e w1+ w2+...+ L
com um numero finito de parcelas. Do estudo das propriedades
algébricas dos nﬁmeros complexos, resulta que o produto destas

somas é igual a soma dos produtos das parcelas, isto é,

n m n m
(:zj_)(:";]):: sz_wj (16)
i=1 d=1 i=1 j=1
Ao estudarmos as series de numeros complexos, surge a

questao de obtermos indicages sObre a validade desta proprie=-

dade.

Iniclalmente, formularemos ¢ problema da multiplicagao-
de séfies, estudando, a seguir, a solugﬁo. Conslderemos duas

,
Series
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o0 o0
C 2 2y e 2w,
n=0 . n=0

e formemos os produtos 2,W,y para todo 1,3€IN. Represen-

temos por

Po? P12 PpresssPpyese (17)

os produtos assim obtidos, tomados em uma ordem qualquer.

Fixada a sucessao (pn)ne N 2 serie

oD
2P,
a=0 '

denomina~se produto das séries dadas. Uma questao importag

) —~ +» L4
te e saber em que condigoes a serie produto & convergente.

PROPOSICAO 12. Se i z, e i w, convergem em valor
n=0

absoluto, entao a serie produto Fh tambem converge em va-
lor absoluto.

Demonstragao
De fato, conslderemos a reduzida de ordem n
Sp = Py ¥ Py Feeet Py
e seja m o malor dos {ndices 1y J nos produtos 31“1 que fi-

guram em S . Obtém-se, facilmente,

Ipgl+lpyl+eeetip | € € Z Iz, [ X Z wyl) = 5,0 5, (18)
1=0 3=0

sendo sy s as reduzidas de E |z | e ﬁ [w | respectivg
mente. Sendo estas series convergentes, representemos por s

e s' suas somas,respectivamente. Portanto, de (18) obtem-se
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Ipgl+lpy I +eeatip i< s s
para todo neu\l s logo Z' |pn e convergente, pois a suceg

sao de duas reduzidas e crescente e limjtada.

Supondo validas as hipoteses da proposigao anterior,
calculemos a soma da serie produto. Sendo esta série con-
vergente em valor absoluto, repreéentemos por S a sua soma.
Resulta da prOposit;Eo 11 que todas as series obtidas por
permutagao de t.o Py tambem sao convergentes para S. Tome

n=0
mos para {p )ne IN @ sucessao

Zo¥Wo1 Z9Wgs ZyWys ZoWysese {(19)

obtida segundo o diagrama (20)

A . Y.
zowo zowl zowZ LB IR B B N zown... L N N N ]
. zlwo zlwl zle .- s e len.’a L E N B N

zzwo zawl zaw3 sessace zzwn... sesaa (20)

.0--..0'.-.-00o.o--.o.to.........l.. LE N NN

meo mel me3 LK B B ] men LA BN N

‘......l.l‘.......l.........l............

PROPOSICA0 13. Mantendo as hipdteses da proposigao
fore
11, se Zc z,=s e é 'y entaos P, = 88', sendo
n=0 _ n=0 o
(Pplpe N obtida segundo o diagrama (20).

Demonstracao

De fato, sejam
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= ) = v - +o .- ]
Sn- Pyt pljl-. «*Ppy ST 2% Zyt.. «¥Z 9 Sp = Wot Wy /S
V-érifica-se, por indugao, que

Sn . S;l = Sna

para todo ne|N. Resulta desta identidade,

1lim S > = S.s!
n-—-on o

Sendo (5,) convergente para S, soma de S‘ p.» con-
n€eiN iz o
clul-se que a sucessao (S n e N tambem convergira para

Sy provando a proposigao.

0 método consliderado anteriormente para somar a seérie
produto, denomins-se somagao por quadrados, nomenclatura
esta sugerida pelo diagrama (20), pois Sy = pot Pytesstp,
é a soma dos elementos da matriz quadrada (ziwj),i +J=

= l,Z,...,n-

Ha outros métodos para somar a serie produto decor-
rentes das permutagoes de [N. Entre 8stes métodos ha um
de grande importancia em Analise, denominado produto de
Cauchy ou convolugao das sucessoces (z )ne IN © (w nelN
Bste método consiste em adicionar os elementos das diago-
nais secundarias do quadro (20), isto €, as dlagonais dps
ne|N, formadas pelos produtos zj_wr.j com i+ = n para todo

nejN. Obtem-se:



66

tn

"
(3]
]

L7
-
L
l—'N
=
+
ON
%
=

--------—-—----ﬁ-

A seérie produto de Cauchy Ec P, &assim obtida, sendo uma per

n=0
mutaqao da anterior (somagao por quadrados), possuira para
soma ¢ produto das somas das series E 2' W .

n=o R
40 nos referirmos ac produto de series, fica suhenten-

dido tratar-se do produtc de Cauchy, isto e', da série

o0 n
2 (> Zg.g ¥y)
n=0 ‘1=0

ExErcfc10s

1. Demonstre que f Z, converge em valor absoluto,
n=0
quando existe um nudmero positiveo k<1 tal que

Iz Il/n<k para todo njn_ .
2. Demonstre que E z converge em valor ahsoluto,
n=0
se e somente se a sucessao (s )ne IN com

Sn IZOI + lzll + vee + Iznl

£or limitada.

5« Demonstre que E| Z, converge em valor ahsoluto,
n=0 1
quando existe um ntimero positivo k tal que
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Zn+1

Z
n

Ck<1

para todo n maior do gque certo n,.

4. Definindo sucessao convergente (xn)nelN de nume-

ros reals, como aquela em que

lim X, =nl-.f;’m‘:mxn =X, 9
n -»oo
demonstre a seguinte proposigao:
“uma condigao necessaria e suficiente para que O numero
real x, seja o limite de (xn)nelN » € que para cada £)0 e-

xista n, = n(€) tal que

lx,- x |<E para todo a>nl.

n

5. Considere a sé'rie

© ,n
>

n=0

(=

Para quals valores de z ela converge ? Represente por S(z)
a soma desta série. Calecule o produto de Cauchy S(z).S(w)

e verifique que ele é igual a S(z+w). Demonstre que

S(z). 8(z) ... 8(2) = S(nz)
rara todo ne |N, sendo n o numeros de fatores no produto

do primeiro membro.

6. Represente por I a serie i W,3 sendo w, =1 e
n=0

W, = 0 para n»1l. Determine uma condigao sobre uma série
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i Z, para que exista outra serie i bn convergente, tal
gﬁg o produto de ambas seja igual a I? A série de termo

geral bn’ quando existe, denomina-se inverso da serie ﬁzn
Calcule o inverso da série do exercicio 5. Sendo S(z)ngosg

ma da série do exercicio 5. Calcule S(nz) para neZ .

7. Represente por {X({) a colegao de todas as suces=
soes z = (2 )ne‘lN’ z, € (I:, cuja serie E Iz I‘2 seja con=-
vergente. Demonstre as seguintes propriedades de l,a((l:)

a) Se z, w € 2_2( Q:), d,@ e-(]: s entao
«z +3w g .Ez( T .

b) Se z = (z )nelN’ v = (w n€|N pertencem a QZ( OPP
entao (z, w nlne N também pertence a §2( C .

) ¢) Defina (z|w) = .n5=0 Z W, € prove que se o, pe(]_‘,,
entao

(uz +(32 |w) =a(z{w) +3(z [w)y (2 Jow) =alz|w)
para todo z,2', w ef,a((]:).

d) Defina ||z|| = +v{Z]z) e demonstre o seguinte:

D llz + Wi <zl + fwl
2) lezfl = || |zl

3) llz]l> o

4) |Czw)|<lz]lfwll

Il z + wi iz || wil
5) £ +
1+ llz +wil 1+fz8 1+ |jw]]
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6) | lzk = llwl |<{z=wil

7) Seja (W )nelN uma sucessac de elementos de
La( (]: ). Diz~se que (W )nEIN converge para Wé'f.z(ﬂ:),

se a sucessao (llwn- Wil N de aAumeros reais for conver-

ne |
gente para zero. Defina sucessao de Cauchy em E,z(d:) e deg
monstre que (W )ne IN é convergente em EZ(Q:) se e somente

se (W )neN for uma sucessao de Cauchy.
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caPfTuLo 2
LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNCOES COMPLEXAS

§1. LIMITE DE UM4 FUNGZO

Consideremos um sub conjunto E do plano complexo G: . Deno=-
mina-se fungao complexa ou aplicagao complexa, & tdda correspon-
déncia unfvoca definida em E com valores em(J_ , Para represen-
tar uma fungso complaxa, usaremos uma qualquer das seguintes no~
tagoes:

. f:E—=> ;3 f:zeB —r1(z) C. ou w=1£(z).
O subconjunto E aonde esta definida a funcao f, denomina-se o do
minio de £ e a parte de (]: 1gl_1a1 a {f(z); z€ E}, denomina~se a 1
magen de Ey a qual representaremos por f(E). Para evitar repeti

gao desnecesséria, diremos fungs.o, a0 inves de dizermos fungao

complexa.

Exemplo 1: A correspondéncia

zeC — z%¢ €  para ne|N

My

um exemplo de fungio.
Exemplo 2: Consideremos o polinomio
n n-1 -
ao "+ zlz +....-I-a.n sendo ao,al,..., ane G:.
A correspondéncia

ze( —-a_ z"+ ay zn"l-l'-...-:-aned:

L(EN

uma fungac. O exemplo 1 & um caso particular deste.

Dada uma fungao w = f(2), & usual e pratico, imaginar-se



2 =X + 1y varlando em um plano denominado plano dos z e w =
= u + 1lv variando em outro plano denominado plano dos w. Tem~

se, desta forma, a seguinte visao geomeétrica de uma aplicacio
£f: E—

A B NS
o~/ 7 0\/ i

Fig- 3

DEFINICRO 1. Sejam E um subconjunto de T, z,

de acumulagao de E e uma fungao £f: E — C. Diz-se que um nu-

um ponto

mero complexo L ¢ iimite de £ em Z,3 quando para cada £ 0, e-

xiste um numero positivo &=8¢(, zo) tal que
[£(z) = L|<€, para todo z€E sendo 0<|z=z ]< §.

Usa=-se a notagao

lim f£(z) =

-
& Zo

para significar que L e o limite de f no ponto 2, Note que na
definicao de limite exige-se apenas |z-z l> 0, isto €, para os
z do disco aherto Vﬁ(zo) que sejam distintos de Z, © que pertep

¢am a E. Isto, porque nao ¢ necessirio que f esteja definida
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em z, para que ela af possua limite. Assim, a noqu de limi-
te de uma fungao em ponto Zq9 diz respeito ac comportamento
de f nos pontos proximos de 2,y excluindo o proprio z,. Por
exemplo, & fungao f: (L = {0} = ([ definida por

z

£f(z) = =——
T

possul limite igual a um no ponto z. = 0, embora nao seja de=-

o
finida néste ponto.

DEFINICAO 2. Diz~se que uma fungao f: E —> ([ & limita
da em E, quando o conjunto imagem f£(E) £or limitado, isto e,
quando existe C >0, tal que |f(z)| £ C para todo z€ E. Diz-se
que f € limitada em 2,y quando f for limitada em algum disco
aberto V(z ).

Observe que no caso E = N ’ obté’m-se os correspondentes
conceitos para sucessé’es, como alias foi ohservado no ca.p.{tu-
lo 1, §3. Desta forma, com uma téenica andloga aoc caso das

sucessOes, sao demonstradas as seguintes proposigoes:

1. Unicidade do limite de uma fungao em um ponto.
2. Se f possul limite L em um ponto z,y entao f é limita-

da em zo.

3+ Suponhamos f: E ~—>{ , g: E -b-G_-, e existam os limites
de f e g em z_ . Entao, valem as seguintes igualdades:

a) 1lim (Af(z) +pel(z)) = A1im £(2) -l-/xlim g(z)

zZ vz = ->
o Z zo Z Zo



b) 1im f£(2) g(z) = 1im £(z) lim g(z)

- >z
z >z, z >z, z °

c) Se lim g(z) # 0, entao
z >z

o
lim f£(z)
£(z) z -z,
z +z, g(z) 1im g(z) )
z >z

Consideremos a fungac ¥ = £{z) com domfnio E. Decompon-
do o nimero complexo w em suas partes real e i.maginéria, ob=
tem~se

v = ulx,y) + iv(x,y),
sendo X, v funges numericas reais, definidas no subconjunto
do R? que se identifica & E.

PROPOSTCAO 1. Uma condigao necessiria e suficlente pa-
raque L = a + bl seja o limite de £ em 2= x, + 1y°, é que

a8 ¢ b sejam, respectivamente, os limites de u e v em (x

070"

A demonstragao desta proposigao ¢ simples. £ suficlen-
te considerar as desigualdades |u(x,y)+ iv(x,y) - a - ibf<E,
|x + ly-x -1 y°|<6, dadas pela definigao 1. Faga os deta~

lhes como exercf{cio.

Quando para cada £>0 existe C >0 tal que
|£f(z)-L|<E paraos z¢ E s com |z| » C ,
diz-se que L & o limite de f quando z tende para o infinite.

Quando para cada k ) 0 existe C >0 tal que
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|£(z)>k parazeE com |z|>C y

diz-se que f tende para o infinito quando z tende para o infji

nito.

Diz-se que f tende para o infinito quando z tende para
z2,> quando para cada k) O existe &= § (k,zo) tal que
|£(z) >k para todo ze  ocom 0<|z-z°|<6.

Observe, entretanto, que ao falarmos em Ilimite de uma
fungao num ponto Z,y estamos nos referindo ao caso da defini-~
¢ao 1. As consideragGes anteriores sobre o muito ajudarao

em certas formulagaes.

Observagao 1. Na definicao 1 a condigdo |£(z)~- LI<E pa
ra todo z € E com 0 < Iz-z°|< 8 pode ser formulada, equivalen-
temente, como segue. Represente por V (zo) - {zo} 0 disco a
berto 1»chs(z‘o) excluindo o centro z_ . Desta forma, a condigao
anterior pode ser expressa do modo seguinte: |f(z)=L|<E para
todo ze(Vﬁ(zo)- {303 JNE. Diz-se que L ¢ o limite de f em

z, relativamente a E.

§2. FUNCOES CONTTNUAS

Seja f: E— [ e Z, um ponto de acumulagao de E pertep
cente a E. Diz-se que f e cont{nua em Z,s quando o limite de

f no ponto z_ for igual a £f(z ). Note que z é um ponto de a

0
cumulagao pertencente a E. Assim, podemos formalizar a nogao
de fungao contfnua, em tdrmos da definigao 1, como segue. Diz-

se que f ¢ contfnua num ponto de acumulagao z, @e E, z_ € E,
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quando para cada %0 existe 4§ =§&(E, zo) tal que

ir(z) - £(z,)] <z para todo z¢E com |z-z°|<-5 .

Levando em conta a observagao 1
feita no paragrafo anterior, o conceito de continuida-
de definido, ¢ o de continuidade no ponto Z,9 relativamente a

E. Diremos apenas continuidade no ponto Zge

Diz-se que f: E -~ Q: ¢ continua em E, quando f for
contfnua em cada ponto de ENE » sendo E' a colegao de todos
0s pontos de acunulagao de E. Quando B! for vazio, diz-se que

f: B -—>-(E ¢ continua em E.

PROFOSICA0 1. Seja f: 2 —> (C e ¢ um ponto de acumula-
gao de E pertencente a Z. Uma condigho necessiria e suficien-
te para que f seja continua em 4;, é que para cada sucessao

[ F
(zn)ne IN de pontos de E. convergente para &, a sucessao

(f(zn))m-: IN de pontos de f(E) convirja para £(¢Z).

Demonstragao
De fato, seja £f: E —= (L continua em ;e Logo, para cada
£>0 existe um nimero positivo &= &(e 37) tal que

[£(z)= £(%)|<€ para todo 2z € E com |z- 21¢8.

Sendo z, — ,conclul-se que [2:n - §|< 8§ para n maior que um
certo n, = no(S). Portanto, para concluir-se que para cada £>0
existe n = no('ﬁ) tal que

lf(zn) ~£(%)]|< € para todo n>n,.

Isto nos diz que (£( zn))nelN converge para £(4).

.Suponhamos que para toda sucessao (zn)nelN de pontos de



76

E, convergente para ¢, a sucessao (f(zn))nclN converge
para f(g). Suponhamos f nao contfnua em £+ Resulta que pa
ra algum &) O, ohtem-se

[£(z) - £(&)| >E para todo zeE com [z=-5]<6 ,
qualquer que seja o §. Logo, obtem-se uma sucessao (z )ne N
de pontos de E convergindoe para § sem que (f(z PN e IN convir
ja para £(4), o que ¢ contraditdrio. Resulta que f ¢ continua
em & .

PROPOSICAC 2. Sejam £, g fungdes contf{nuas em E. Entio
serao continuas em E as seguintes fungoes: f+g, AL, AG:(]: y feg,y

f/gy quando esta ultima fungao for definida.

A demonstragao desta proposicao & deizada como exerc{cio,

por ser ans'tloga a que fol felta para sucessao.

Sejam f: E —>»F e g: G —r(]:, sendo FS G, duas fungoes,
sendo Ey Fy G sub. conjuntos de C . Suponhamos que F = £(E). A
fungao h: E = definida por h(z) = g(£(z)), denomina-se
func;ao composta de f com g e representa~se por h = gf Se 2,
£or um ponto de acumulagao de E e w,= £(z_) ponto de acumula-

gao de Gy tem sentido falar em limite de h no ponto Zye

PROPOSICAO 3 Sejam f e g cont{nnas em 2oy Wy (Wy=£(2))
respectivamente. Entszo g fungao composta h: E —» G:e contf-
nua en 3z .

Demonstragao

De fato, seja (zn)ne: [N u4m& sucessao de pontos de E con-

vergindo para Z,+ Sendo f continua resulta que a sucessio
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[
(Wndy. ji)? ¥n = £(z,) para tedo ny de pentos de F cenvergird
wara v = f(z_). Sendo g contfnua em W,y resulta que

(glw.)) N converge para g(wo). Ohtem=-se, portanto, que

n’’ne
para toda sucess&o (z) e [N Que converge para z,, resulta
que (h(zn))n:~iﬂ converge para h(z_ ), sendo h a composta de
f com g. Logo h e cont{nua em 2 ’

1+

IZOREMA 1. Seja f1 E - (L ocontlnua. Se Kc T fdr

compacto, entao £(K) sera compaoto.

Dexnntart:trﬁx;;o
0 ouso em que K e finito o tearema e imediato., Suponha=
mos K com infinitos pontos. Demonstremos, inlcialmante, que
(k) & Jhuitado. Sendo f contfnua em K, se §€K, para cada
£%0 eilste um disco aherto VB(Q); On§(E,¥) ) tal que
[£(z) = £(E)|<E para todo sz @ V(80K ,
Dite de modo eguivalante,

TV EINK @V (£(8))

A ranflla de discos swertos (VB(Q)_);,K, cohre K, Sendo X
compacto, pelo teorema de Heine-Borel, (ofr, cap. 1, §2),
exiate um numero finito de dlsces desta fam{lia Que alnda
oobro K. Sejam (V, 1“:1”’ 1 =1,2)s0.ny & sub fanfllta £i-
nita que cohre K. Tem=-se,

f(VSJ(;‘iJnK)C v51(r(;1))' 1= 1]2'0!0'& .

sendo n

rMK) < U ﬂv& ('1) N X),
=1 1
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resulta que a

£(K) < v, (£(8,))

0 que prova ser f(X) um sub conjunto limitado de .

Demonstremos que f{K) ¢ fechado. De fato, seja w um pog
to de acumulagao de f(K) e provemos que w & £(K). Resulta que
existe uma sucessac (W )ne N de pontos distintos de f(K) con
vergindo para w. (eap. 1, §2, prop. 5). Para cada ne N, se
Jaz € K tal que f(zn) = w_ . Sendo os w, distintos, o con=-

n
junto E = {z € K; £(z.) = w, ne[N} é infinito. Sendo EcK,

n
éle sera limitado, logo possul um ponto de acumulagao €K,

pois K € fechado. Portanto, existe uma suhsucesssao (zk Jnc[N
da sucessao (z )nelN ’ (w = f(z )), convergente pe';trat"7 Sen~
do f contfnua em K, resulta que f(zkn) —>£(%). Sendo

f(zk ) — w, concluis-e que w = £(§), 1isto &, we f(K) pro-

n
vando ser f{K) fechado.

DEFINICI0 1. Seja £: E —» (. Denomina-se valop ahsoly
to ou médula de £, a fungao

I£]: E— TR
definida por IfI(z).= |£(z)]|, para todo z €E.
Sendo
el = 126201 | € l2C2) - 2z,)]

quaisquer que sejam 2y zoe: Ey conclui~se que se f for contf{-
nua em E, entao |f| tamhem serd continua em E. Por esta ra-

za0, tem-se a seguinte pProposigao que € um corolario do teore
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EnOPOSIQfLO 3. Seja KcC Q: um suhconjunto compacto e f
contfnua sohre K. Entdo existem dois pontos Zyy 2, perten-
centes a K, tais que

If(zl)l £1£(2)] € If(zz)l

para todo z € K.

Demonstragao
De fato, sendo f continua em K, resulta que |f] tamhdm
seré, como fol visto acima. Logo, pelo teorema 1 conclui-se
que
21y = { [s(2)leR,, zeK}

& compacto. Desta forma, sendo |f{(X) limitado, €le possui
un {nfimo s e um supremo S. Sendo s e S pontos de acumula-
gao do conjunto fechado [£]|(K), segue-se que s, S sao pontos
déste conjunto. Portanto, existem dois pontos z,, 2z, de K
tais que If(zl)l = 8, If(za)l = 8, 0 que demonstra a proposi
Gao.
Na definigao de continuidade, fixado €£>0, o ndmero

8§ > 0 depende de ¢ e Z,+ Quando para cada £) 0, existe §>0

dependendo apenas de € qualquer gue seja o ponto z_ em E',

0
diz-se que f e uniformemente continua em E. Portanto, d4i-
zer que f € uniformemente continua em Ey significa dizer que
para cada €0 existe &=8§(£)>0 tal que

|£(2z) - f(zo)l <€ para zeE com lz-zol<6,

para todo ponto de acumulagao z, € E, O teorema que segue
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nos da umé condicao suficiente para que uma fungao cont{nuna

seja uniformemente cont{nua.

TEOREMA 2 (Heine-Cantor). Se £ for continua num conjug

to compacto K C (L, ela sera uniformemente continua em K.

Demonstragao

Vamos admitir que todo ponto de K seja ponto de acumula
¢a0, em que nada particulariza a demonstragao, apenas facil}
ta & linguagem. Devemos demonstrar que para ca&a £50 exis-
te | 8= 8(€)> 0, tal que [£f(z) - £(z') | <£ para todo par
de pontos z, z'c K, tails que |z-z'[< §.

De fato, sendo f contf{nua ém K, tomando z €K, para qual
quer &) 0 existe § =§(€, z) tal que

|£(z') ~ £(2) < % para todb-z'e_v (z)NK .

Sendo (V (z))ZEK uma cobertura de K, e sendo K compacto, re-
- sulta que existe um nidmero finlto de discos desta fam{lia

que ainda cobhrem K. Seja

V%l (Zl), Vs (32)’-o¢’ v% (zn)
a sub familia que cobre K. Observe que estamos.representa.n-
do por Sk o numero 8(&, zk), k = 1,2y+.+3n. Consideremos o

numero &= &(E) definido por

1

Demonstremos que o § dado por §ste minimo é o conveniente da
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continuidade uniforme. De fato, suponhamos que 2, 2! sejam
‘dois pontos de K tals que |z-z' 1< &§. Sendo zeK, ele perten
ce a algum VG (2, )y para 1< k< n. Logo,

k

2 e
[£(z) - f(zk)|< -
2
Tem-se 8 Sk
|2 o2y € [2*z| + [3og] < § 4 — < —
Z zk Q zk > > s

para k = 1,25...a., Resulta daf que

L AN VGk (zk) ’
Zz
logo
€
|£¢z*) - f(zk)l (=,
2

Portanto, se |z=z'|<¢ §, ohtem-se _
1£(z2) = £(2' )| < |£(2) -f(zk)l-l-lf(zk) -f(zk)]<€,
© que demonstra o teorema.
ExgrcfcTos

1. Demonstre que a fungao

r C —=>C

definida por p(z) = a + 8q2%. .0 znzn e continua em (]: .

2. Se p e q forem duas fungoes como no exercicio 1l,

estude a continuidade das fungdes p/q, p.q e p+q.

3. Considere as fungoes
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- Rez Im z
- f(z) =—, gl2) T —— , 2 £ 0.
| 1zl |22

Estas fungoes possuem limite no ponto z=0 2

4., Dada a fungao f(z) = J__R,_—??"f-, calcule o limite guando

z tende a zero. K esta fungao contfnua em z = 0.

5. Dada a fungao f(z) = e I'z]’ para 0< |z| <1, calcule
© seu limite no ponto z = O. Defina, a partir de fy uma fun-
¢ao g contfnua em [z{¢1. % g uniformemente contfnua em |z|<1..

A g dlz-se uma extensao contfnua de f.

6. B r(z) = l_}z' cont{nua em [z] <1 ? Demonstre que .f

~ L
nao e uniformemente contfnua em |z|< 1.

7. Seja Q= {ze(]:; IzI(l} e £: Q ~»(C ume fungao uni-

formemente contfnua em Q.

a) Seja |z|] =1 e (zn)ne N uma sucessao de elemen~
tos de Q convergente para z. Demonstre que (£(z,)), _ N e

convergente.

b) Demonstre que o limite da sucessao (f(zn))ne[N

da parte b, independe da sucessao (zn)ne |N de elementos de
.

¢) Defina uma extensao contfnua de f ao fecho J.

de Q.
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cAPfTULO 3
DERIVADA - FUNCORS HOLOMORFAS - EQUAGOES DE CAUCHY RIEMANN -

FUNCOES ELFMENTARES - NOCOES sGBRE SUPERFfCIES DE RIEHANN -
UNCOES HOMOGRAFICAS

§1. DERIVADAS - FUNCOES HOLOMORFAS

Seja Q< ([ um domfnio e £: (3 —» (C uma fungao. Tome-
mos um ponto z_ € Q e definamos a fungao A(f, z,) em

Q- {zo} do seguinte modos:

£(z) =£(2q)
Alfy z) = 2 y 2eQ -[303

z-zo

DEFINICAO 1. Quando existe o limite da fungao Alf,z)
no ponto z_ e, diz-se que f é derivavel em z,, sendo éste
limite denominado a derivada da fungao f£: Q—-’- C no ponto

Z°€2~

Representa~se a derivada de f no ponto Z, por qualguer
uma das seguintes notagoes:
aft

£'(z_); ou —_—
° dz

Z—Zo

Desta forma, quando f for derivavel em zo, escreve=se

f(z)=- f(z ) ar i"(z)-f(zo)
f'(zo) = 1im ou — = 1im
z-zo z-zo dz Z3Z, z-—zo z—zo
z £ Z, z A z,

Exemplo 1. Sejanz[N e £: (L — (C - definida por
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£(z) = 2", Calculemos a sua derivada num ponto z,€ C .

De fato, tem-se

zB- 28 = (z-zo)(zn'l-l- zn-Z z +...+zg'l).

o o
Resulta que 20 zB
1im = 1im (221 4 A2 z °+...‘-l-zg"1)= nzg"l.
Z 2z Z=3z zZ - 2

o o o
Logo,
=pn =1
f'(zo) - n o L]

Observagao. 1. Na definigao de derivada, quando diz-se que
lim A(fyz,) existe, fica subentendido que éle & um nimero com-
z=>z
plex8 W, que independe do caminho seguido por i ao atender & Zg,e

Exemplo 2. Seja f: L — (L definida por £(z) = Re z.
Sendo 2z = x+iy, tem-se f(z) = x para todo ze C. Seja z,
um ponto qualquer de (.. Tem-se

x-xo

(£y2_ ) = .
AL 2, (z-x,) + Wy-y,)

Fazendo z -+z°, sendo z pertencente a reta Re z = > ) resul-

ta que
X =-x,

1im

z <zt (x-xo }+4( I~¥, )

Analogamente, fazendo z —» Z,y9 sendo z pertencente a reta

Im 2z = yo, resulta que
X =-Xx
0
lim =1 .

z >z, (x-xo Y+i( y-yo)
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Conclul-se que a fungao £{z) = Re z nao possui derivada no
sentido da definigao 1. Note, todavia, que a restrigao
fIlR=g de £ a R, ¢ derivavel como fungio de varidvel real,
sendo igual a um a sua derivada. Portanto, a exligéncia de
derivahilidade no caso complexo, & uma condigao sobre a fun-
950, mais forte do que a derivahilidade.no caso real. Desta
forma, embora as definigoes de derivada nos casos complexo e
real sejam semelhantes, é importante observar a grande dife=-
| renga entre elas existente, como mostra o exemplo anterior.
Faremos mais uma observagao, a qual servira para salientar
quao forte e a imposicac de derivahilidade no caso complexo.
No caso de fungoes reais de variavel real, a construcao de
uma fungao contfnua naso possuindo derivada em um conjunto
fol elucidada, pela primeira vez, por Weierstrass, puhli-
cado por Du Bois Reymond em 1875. Alguns dos exemplos, cons-
truidos posteriormente, de tais fungSes, embora elementares,
nao sao tao simples como no caso das fungoes complexas. Por e
xemplo, a fungao £{z) = Re z & cont{nua em € » mas nao pos-

sui derivada em Q: - Outro exemplo simples e o que segue

Exemple 3. Seja f: { —»{ definida por f(2) = z, sen-

do z o conjugado de z, a qual ¢ cont{nua.

Seja z, um ponto qualquer de ([ . Tem-se

E!Es (x-xo)-i(y-yb)

j}(f-zo) = =

z~2, .(x-x°)+i(y—yo)

Repetindo o metodo do exemplo 2;constata~-se que nao exig
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: Z=7,
1lim .
Z - Zo z-zo

Logo, £{z) =2 nao ¢ derivavel em ([ .

DEFINIGEO 2. Seja SUC (C um domfnio e £: 2 — (.
Diz=se que f é holomorfa em S s Quando f for derivavel em
cada ponto z, de §4. Diz=-se que f ¢ holomorfa em um ponto

2,y quando f for holomorfa em um dominio L gque contém 2

A segulr veremos um exenmplo de fungao f derivavel em um

»

ponto z, de unm domInio, sem que f seja holomorfa em z,

Exemplo 3. Seja f£: (C = definida por £(z)=|z]Z.

Inicialmente, provaremos que f ¢ derivavel em Zo= 0. De

fato,

1z)2
1im
zZ=>0 2z

Assim, T ¢ derivavel em 2, = 0, sendo nula a sua derivada.

Seja z, um ponto qualquer do plano complexo, diferente

da origem. Tem-se

|z 2_|zq4]2
2 -2z

Substituamos z = x+iy, z, = x, +1 y_, na expressao de A(fyz,).

o
Repetindo o argumento do exemplo 2, constata-se que se zo;!o,
entao A(f,z.) nio possui limite no ponto z,» Logo, £'¢ der}

4
vavel em Z, = 0, sem ser af holomorfa.

Ohservagao 2. Antes de continuarmos o estudo das fungdes
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T

holomorfas, faremos um brev_e comentario sobre a nomenclatura.
No estudo das fungoes de variavel real, diz-se que f:(asb)
= R analftica em um ponto x, de (a,b), quando f e represen
tavel por uma série de potdncias

f(x) = a+ al(x-x J+a (x-x R I

uniformemente con#ergente em (xo- Ty X+ r) < (ayb). Diz-se
que £: (ast) — K. ¢ analftica em (a,b) quando f & anal.{i;i-
ca em cada ponto de (ash). Demonstra-se que se f for a.na.lft;
ca em (ayb)y £ possui derjivadas de todas as ordens. 0 térmo
fungao anal{tica assim definido, fol introduzido por Lagrange
(1736/1813) e adotado por Welerstrass (1815/1897). Ao estu-
dar o caso complexo, demonstra=-se, como veremos no cap.{tulo 4,
que se uma fungao f: Q& = (U £3r derivivel em cada ponto

de um domfnio Q, entdo £ possul derivada de todas as ordens
em §1. Por esta razao, por hereditariedade com o caso real,
as fungoes f: ) —»r C derivaveis, foram denominadas, por al
guns autores, analfticas ou regulares em (. Quando Q =
e f: € = T ¢ derivavel em todo ponte z, de (L, diz-se que
f & uma fungao inteira. 4 fungao p(z) = 8o 812 + .. + @ z2
€ um exemplo de fungao inteira. O térmo holomorfa, significa
que a fungao ¢ semelhante as fungdes inteiras. fste térmo foi
proposto por Briot (1817/1882) e Bouquet (1819/ 1895), matemati
Cos pertencentes a escola de Cauchy. Outras nomenclaturas e~

xistem. Alguns autores denominam monc';gena em z_ a uma fungao

o
derivavel em z, ¢ analitica ou regular em um domfnio ) y & uma

ngﬁo f que ¢ mondgena em cada ponto de (2. Adotaremos a no-
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menclatura contida na definigao 2 dada anteriormente.

PROPOSICAO 1 Se f £6r holomorfa em um dom{nio X ,

els e' cont{nua am L.

Demonstragao
Seja z, um ponto qualquer de Q. A demonstracao e
uma consequSncia Imediata da ldentidade

f(z)-f(zo)
£f(z) - £(z ) = (z-2 )
2 ) z -z, ()

e da hipdtese de derivabllidade da f em $J.

As regras de derivagao para fungoes holomorfas sao

demonstradas exatamente, como no caso real.

PROPOSICAQ 2. Sejam f, g fungdes holomorfas em um
domfnio 1. Entdo as fungdes £ + g, Af, Ac(, f.g, £/g> on-
de g(z) 2 0, sao holomorfas em Q, valendo as seguintes regras
de derivagao:

a) (f+g) (z) = £1(2) + g'(2)

b) (Af) (2) = Afr(z)

c) (f.g) (2)=1£1(2) glz)+£(2) g'(2)
_gl2) £'(z)=-1£(z) g*'(2)

a) (&) (2)
g 2
g- (z)

PROPOSICAO 3. Seja h = g.f a fungao composta de f
com g. Se f £for derivavel em 2,0 8 derivavel em L f(zo),

entao h ¢ derivavel em z,y valendo seguinte regra de derivagao:

h'(zo) = g'(f(zo)).r'(zo) . (1)
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Denonstrag'ao

Suponhamos que exista um disco aberto V( zoJ tal que para
todo z2eV(z INQ, £(z) = w £ ¥,+ (Note que estamos trabalhan-
do em um ponte de acumulagio e em outro v da Imagem.)
Neste caso, obtem-se

g(£(2))-g(£(z,))  g(w) -glw,)  £(z)-£(z,)
. . (2
Z - zo W - \l’o zZ - zo

Sendo g holomorfa em {J, resulta, proposigao 1, que g & contf{-

nua em S. Logo, tomando o limite de ambos os membros de (2)

quando z tende para zero, conclui-se a regra de derivacao (1).

Suponhamos que todo disco aberto V( zo), contenha wm ponto

zeSly 2 £ Z,» tal que £(z) = f(zo) = w,. Resulta que existe

o
uma Sucessao {zn} de pontos distintos de £, convergindo pa-

ra z, e tal que £(2,) = f(z,) para todo ne [N]. para esta

sucessao tem-se (£(2,) - £(2,))/(z = z) = 0 para todo nc IN.

Logo, como existe o
£(z) - £( z,)
1lim =1 (z,)

* -
Z zo zZ zo

vela hipc:tese da derivabilidade da £ em Zyr conclui-~se que
ele serd nulo, isto e, £'(z,) = 0. Desta forma, para comple-
tar a demonstragao da proposigas, devemos provar que na hipo-
tese feita, tambem e nulo o primeiro membro de (1). De fato,
¢ suficiente demonstrar que para tdda sucessio {511] de S2,
convergindo, pars Z,s tal que f(%n) = ;n Ew, = r(zon se

tem
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g(£(5,)) - g(£(3,))

1lim
n=-w %n-zo

¢
o

(3)

Realmente, para uma tal sucessao { §nz, vale a identidade
BT -ev) 5 ew g6 ) - glw ) £, - £(z,)

411-"0 225 Gp=v, zZ-2z,
da qual resulta, como no primeiro caso, que o limite e g'(wo).

-2'(2,). Sendo f (2,) = 0y conclui-se que (3) & verdadeira,

terminando, deste modo, a demonstracio da proposicao.

§2. [EQUACOES DE CAUCHY-RIRMANN

Neste parigraro, veremos que o problema de sabermos de u-
ma fungao complexa f e derivavel em um ponto z, = x .+ 1y,
reduz~-se a questao de sabermos se as partes real e imaginaria
de f sao parclalmente derivavels em (x49 ¥,). Seja £:Q-,
sendo ) C (E um domfnio e escrovamos £ sob a forma:

£(z) = u(x,y) + iv(x,y) ,

sendo u: U >R, v: Q-R.

IEOREMA 1. Seja f: Q —> ([ e Zy =X %1 y . Uma condj
cao necessaria para que f seja derivavel em zZ, e que 1y Vv pos
suam derivadas parciais de primei;-a ordem em (xo, yo), satis-

fazendo a seguinte condigao:

ux(xo, y°)=vy(x°, yo); uy(xo, yo) = - vx(xo,yo)
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Demonstragao

De fato, sendo f derivével_ em Z podemos escrever

£(z)- £(2,) = £1(2,)(z~2,) + £(292 ) (z-2,) (4)

em um disco aberto V(z ), sendo 1in E(z 12, ) = 0. Faga-
mos & = E + 1 52 e f‘(z ) = a+:|.b. Dagta. forma, a (4) toma
a forma

£(z)=1£(z,) = (atib)(z-z ) + (€,+ 1 Ex)z-2,) (5)
sendo £; =>0, £, —>0 quando z —>2z_y porque IEllé €],
|€2|$ | £]. Tomando _

£(z) ~ £(z ) = u(x,y) - w(x,,y,)+ 1|v(xyy) - v(xo,yoa ’

z-z, = (x-xo) + i(y-yo)

em (5), efetuando os calculos e igualando as partes reais e

imagina'ria.s, obtem=-se:
u(x,y)= u(xo,yo )= a.(x-xo)- b( y-yo) + El(x-xo) - Ez(y-yo)
v(x,y) - vix, Vo) = b(z=x ) + a y=y,) +E(x-x )+ El(y-yo)

Estas lgualdades implicam a existencia das derivadas parciais
de uy v no ponto (xo, Yo7)» Sendo
ux(xo,yo) = aj uy(xo,yo) = =b; vp{x,»y,)=b; vy(xo,y°)= ay

provando o teorema 1.

Suponhamos f holomorfa em um dom{nio Q. Resulta, do teo
rema ly que u e v possuem derivadas parciais de primeira or-

dem em $), satisfazendo a condigao:

2 2v  2u v

— Sy — 5, (5)
/X 9y 0% 7x
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As equagoes (5) sao denominadas equagdes de Cauchy-Riemann .

Consideremos duas solugoes u, v das equagSes de Cauchy~
Rlemann. Se com estas fungoes, definirmos a fungao comple-
xa £(z) = u + iv, ela nao sera necessiriamente derivavel nos
pontos onde u & v satisfazem a condigao (5). Realmente, o e
xemplo que segue tornars claro o que acabamos de afirmar. Su

ponhamos u e v definidas no TRE por
3. 53
U(xXyy) = ———— g8 (x,y) £ (0,0)3 u(0,0) = ©
x -
23443
V(Xyy) = c—w—m— g0 (x,y) A (0,0); v(0,0) = 0
x3+

Obten=-se

1

t&(0’0) = 15 Vx(O’O)

uy(0,0) ~13 -vy(0,0) =1

Portanto, as ru.ngé'es U e v satisfazem as equaqé'es de Cauchy-
Riemann no ponto (0,0). Vejsmos que f(z) = u(x,y)+ 1 vix,y)
nao € derivavel no ponto z,= 0. De fato, demonstraremos que
1im A(f,0) possui valores distintos segundo as retas Re z =

z=20
=0e 2z =(1l+i)x., Quando Re z = 0, resulta

£(z)-r(0) ~y+1iy
lim = 1lim =1+1
zZ =»0 z z +0 iy
Quando z = x+ix, obtem-gse
£(z)=-1(0) : ix 1
lim = 1lim  ———— - (141) .
zZ =0 z zZ->0 x+43ix 2
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Conclui-se que apenas as equagoes de Cauchy-Riemann nao
sa0 uma cbndigé'.o suficiente paré que £(z) =,u+iv seja deriva-
vel. Com uma 'hipc;tese suplementar as equagaes de Canchy-Rie-
mann obtem-se, atraves do teorema que 'segne uma condiqao sufl
ciente para que f seja derivavel. Antes, porém, relembrare-
mos o concelto de fungao diferenciével. Seja ) um aberto do
R% e u:l) — Ry uma fungso numérica. Diz-se que u ¢ dife-
renclavel em (x,y yo)eQ, qﬁando.e;:istem numeros reals a, b,
fiios, tals que

u(x,y) - u(x,, Yo)= alx-x )+ by-y, I+ e Iz-zol ’

para (x,y) um disco aberto com centro em (x49 ¥,) contida enm
1y sendo  1im E =0y e Iz--r.0|2=(x-xc')2 + (y-yo)z. D3
(;’Y)-’(Iogy'q) :

zer que u e diferenclavel em (xo, yo), significa dizer que
o!? Yo)’
pela fungao linear (x,y) — a(x-x )+ b(y-y,). Demonstra-se

podemos aproximaru num disco aberto com centro em (x

que quando u e diferenciavel em (xogyo), u possul derivadas
-parcié.is u (x, s yo), uy(xo, Yo} no ponto (xo, ’o)’ sendo a =
= wlx , y)y b= u(x , ¥,). Desta forma, quando u é difereg
ciavel em (xo, yo), escreve-se:

u(x,7)~u(x,57,) = v (x5, Nx-x )+ U (X, s¥ ¥y ) +E |22 | ,
com as condigoes anteriores sdbre € e| z=z,]. Prova-se que se
u possul derivadas parciais cont{nuas no aberto ., entiio u &
diferenciavel em cada ponto de L. Os résultados menclonados

sobre funcdes numericas diferenciaveis, podem ser encontraios

no livro de R. Courant, Differential and Integral Calculus,
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,

volume II, Interscience Publ. Inc., N.Y. Entretanto, nzo o
necessario o leitor parar neste ponto em busca das demonstre-
GOes; € suficlente procurar entender os enunciados formulados,

para us&-10s na demonstragﬁo do teorema que segue.

IEOREMA 2. Sejam uy v fungoes numericas definidas num
domfnto = TR 2, possulndo derivadas de primeira ordem contf
nuas em {2 e satisfazendo as equagbes de Cauchy-Riemann. Entdo

£(z) = u(x,y)+iv(x,y) 6 holomorfa no domf{nio Q.

Demonstragao

De fato, seja z = X,*1 ¥, um ponto qualquer de R . Como
Uy Vv possuem derivadas parciais cont.fnuas, entao elas sao dife
renciaveis em (xo, yo). Logo, pelas consideraqaes feltas, an~-
teriormente, sobre fungdes numéricas, obtem-se:

u(x,y)-u(xo,yo)= %(xo,yo)(x-xo)-'- %(xo,yo)(y-yo)-'fllz-zol

v(x,y)-v(x, 7o) = Ve(Xg97 o N (xx ) + vy(xo,yo y-y,) +Ealz-z°|

Multiplicando a segunda desigualdade por i e adicionando a pri-
meira, obtem-se

£(z)-( z,)= [ux(xo,yo )+1vx(x° ¥ )_J (x-x, )+[uy(x )+

0o
+ 1vy(x°,yo)](y-yo) +Elz-z |
com £=€; +1&,. Note que 1lim £ = 0, devido as hipdteses s9

- Z=z -
bre ‘El @ cCys Sendouev solugoe® das equagoes de Cauchy-Rie-

mann, a ultima igualdade escreve-se sob a seguinte forma:
f(z)-r(zo) = [ux(xo, y°)+1vx(xo, yo)](z-zo)+ £ [z-zol .

Supondo z A 249 dividindo ambos os membros da ultima igualdade
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por z-z°, Obtem~se:

£(z) = £(z ) {z-z|
= ux(xo, yo)-l- ivx(xo, y°)+ E . (6)
o Z-Zo

Observacao 1. Representando por © o argumento de z=z,

resulta z-z = Iz-zol (cos® + 1 sen®). Logo, Elz-zol(z-zo)-1=

2 = 2

=€(cos® ~ isen® ) para z/-'zo, resulta que quando

z —>z, elz-zol(z-zo)"l —» 0.

Tomando em (6) o limite quando z =¥z, levando em conta
a observagao 1, conclui-se que f e derivavel em Zg) obtendo-se
£ (z) = ux(xo,yo)-l-:lvx(xo,yo)

Sendo z, = x + iy, um ponto qualquer de L, conclui-se
que £ ¢ holomorfa em Ry sendo £¥z) a sua derivada no ponto z,

obtida por
£1(2) = u (x,y)+ v (x,y) (7)

ou, pelas equagoes de Cauchy-Riemann,

£1(2) =% [o(x,3)+ 1 v (xy9)] « (8)

Resumindo os teoremas 1 e 2, podemos dizer que uma cond
Gao necessaria e suficlente para que w = £(z) = u+tiv seja holg
morfa em um domfnio Qe G: ’ e que u e v possuam derivadas par-
clais primeiras cont{nuas, satisfazendo as eqnaqé'es de Cauchy-

Riemann.

Reexaminemos os exemplos anteriores em face dests condi-
950-
l. Consideremos a fungao f(z) = Re z. Tem-se u = x, v = O.

Logo, u =1, uy= 0. v.= 0, v.= 0, nao sendo satisfeitas as e~

x y
quagoes de Cauchy-Riemsnn em ponto algum de JRZ.
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2. Seja £(z)=|z|2, Tem-se u = xo+ ’2’ v = 0. Resulta que
w, = 2x, U= 2y, v = 0, Vy = O« 4s equagdes de Cauchy-Riemann
S0 530 satisfeltas ha origem. Logo, esta fungao sd & deriva~-

vel neste ponto, nao sendo, portanto, holomorfa em z,= 0.

3+ A fungao f(z) = 3, Possul, u = x, v = -y, Tep~se u.= 1,
u = 0, v = 0, Vy= ~1. 45 equagdes de Cauchy-Riemann nao sao

satisfeltas enm ponto algum do plano,

4. Se f(z) = za, obtem-se y = x°. yz, Vv = 2xy. Resulta

u, = 2, uy'-' «2¥ o V= 2y vy = 2x. Coneclui-se que as derivadas
Parclals primeirass sao cont.fnuas em Ra @ satisfazem as equa-
g0es de Cauchy~Riemann €@ qualquer ponto. Logo £(z) = 22 & ho-
lomorfa em (.

PROPOSICEO 1. Seja f: Q —»  holomorfa no dominto § .

Se £'(z) = 0 em Q , entio f & constante.

Demonstragao

De fato, tem~se f£'(z) = wix,y) + v (xy5) = 0 em Q. . Pe-
las equagoes de Cauchy-Riemann conelui-se que vy(x,y)-i ny(x,y)=
=0 em {0. Resulta que . (x,y) = v (Xyy) = vy(x,yy) = uy(x,y) =

Oem Q, logo u e v sao constantes, provando ser f constante

em Q.

IEORRMA 3. (PFuncao Inversa). Seja £: Q —» @, continua
mente derivavel no dom{nio L. Se £'(2) £0 em Q, entao e

localmente biunfvoca ep Q. Sva inverss -1 € derivivel e em

cada w = £(z), obtem-se



97
ar L (w) !
aw '(z) )

Demonstragao
Fixemos um ponto z = x+iy em Qe seja £(z) = u(x,y) +

+ iv(x,y). Pela hj.pétese do teorema, tem-se f£'(z) -4 +

+ i é?'% A 0 néste ponto. Resulta das equagoes de Cauchy-Riemann,
2 -y, (Y2 _2ulv_2v
1@ = @+ P =B R Wy (9)
Consideremos a aplicagcao T: () —-TR_Z, definida por
u = uw(x,y), v = v(x,y) (10)

De (9) conclui-se que o determinante de matriz jacobiana de T
é diferente de zeromum disco aberto com centro no ponto (xy5).
Portanto, T~1 existe, definida pela solugao do sistema (10),

gue representaremos por

x = x(uyv)y, ¥ = y(uyw) , (11)

sendo estas fung¢oes continuamente parclalmente derivaveis. Por
tanto, para provarmos que £™l(w) = x(uyv) + 1y(u,v) e derivavel
em w = u + iv, e suficientey pelo teorema 2y demonstrar que as
fungoes (11) s@o solugSes das equagoes de Capchy-Riemann. Supo-
nhamos as fungoes (11) substituidas em (10) e derivemos em relg

Gao a u ambas as equagoes. Obtém-se

o o 1 K x o (12)
— e v— - : S + — = »
2x % 3y o T4 x® 7y u

Resolvendo o sistema (12), levando em conta a (9), conclui~se

que
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vy = Vy
x, = T A (13)
£1(z) £2(z) 11 (z) £ (z)
De maneirs anéloga, derivando em relagao a4 vy obtem-se
y .
x, = 3 Y, = —— (14)
£'(z) £ (z) £1{z) f'(z)

De (13), (14) e as equagoes de Cauchy-Riemann para as fungoes
(10), conclui-se que x = x(uyv)y y= y(uyv) satisfazem as equa~
goes de Cauchy-Riema.nn. Sendo Xt X Yu? ¥y cont.{nuas, con=-
clul-se, pelo teorema 2, que r'l(w) = x(uyv) + 1 y(u,v) & deri-

vavel no ponto w = £(2). Sua derivada sera:

as~w) x Ay 1
———— & et i = ———— (v -1v) =
aw . Ju £1(2) £ (2)
- ( iv)
- t&- v =-T——- 9
£1(2) £ (2) o)

0 que demonstra o teorema..

§3. REPRESENTACAO CONFORME

Seja w = £(2) uma funqé'o holomorfa em um domfnio ,Q, sen-
do £'(2) £ 0. Vamos, em face desta hipotese, interpretar geo-
. metricamente a transformacao do pleno dos z no dos w, determi-
| nada pela f. Pelo teorema 3, conclui-se que £ e localmente
biunfvoca. sSeja £~1 5 laversa de f definida em V(w), sendo w=
= £(2), 2 tal que £'(z) £ 0, Seja 7 um arco de Jordan, de e-
qu;t;aolpa:r:amétrica 2 =z(t) = x(t) + 13(t), agt éb, sendo x =
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= x(t)y ¥ = y(t) continuamente deriviveis em fa,b], com x'(t)40.
Suponhamos o ponto z no qual estamos estudando a inversa, per-
tencente a um tal arco Y. O coeficiente angular da tangente a

v no ponto z sera
¥ (%)

x'(t)

tgo =

Sendo 2'(t) =x'(t) + 1 y'(t), conclui-se que
® = arg 2'(t) .
Seja V(z) um disco aberto no qual £ ¢ biunfvoea. A imagem por
£ de YNV(z) sera uma curvsa 7' contida em V(w) de equagao
v =w(t) = £(z(t)) .
Pela proposigao 2, resulta que

wo= 1 (z), zt(t) .

Portanto, o coeficiente angular arg w' da tangente a v' em w,
sera
arg w'(t) = arg £'(2) + arg z'(t) (10)

supondo-se, tambem, arg z'(t) £ O,

Consideremos dois arcos de Jordan, nas condigoes fixadas
anterlormente, se interseptando no ponto zZ. Sejam zq = zl(t),
z, = zz(t) as equagaes parametricas de Vq9 '7’2, respectivamente.
Suponhamos que estes arcos formem um angnlo

o = arg z'z(t) - arg z;_(t) .
As Imagens de 7}, 7,, pela fungao holomorfa f serao 0’1, 'r'z de
equagoes paramétricas wy =wqp(t) = £(z,(t)) e vy = wy(t) =
= f(wa(t)), cujo angulo em w = £(z) sera

3= arg wtz(t) - arg w'z(t) (12)
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Das igualdades (10), (11), (12), conclui-se que

P= arg £'(2) + arg z,(t) - arg £ (5} - arg 23(t) = (13)
Resulta de (13) que w = £{z) holomorfs em 2y com £'(2) £ 0, es-
tabelece uma transformagao entre os planos dos z e dos W,y conser
vando o éngulo entre os arcos de Jordan regulares. Por esta ra-
on, diz-se que f ¢ conforme ou que f estabelece uma representa~
¢ao conforme entre 0s planos dos z e dos w, em todo ponto 2z no
qual £'(z) A 0.

A seguirymantendo a hipotese de ser a £ holomorfa em 2,
estudaremos a relagao entre os comprimentos de um segmento e do

seu transformado. De fato, fixemos um ponto Z, em £h. Tem-se

|f(2)-f(20)|

z <>z, |z ~ 2

| = If'(zo)l .
o

Da{ resulta que pequenos segmentos pelo ponto 2, de Sl, sao
transformados por £ em uma razao constante If'(zo)l, independeg

te da diregao por Zge

As consideragoes geometricas anteriores, juntamente com
convenientes hipéteses sobre as partes real e imaginéria de f,
dar-nos-ao condigdes suficientes para que f seja holomorfa.
Tomemos f{z) =y + ilv; sendo uy v com derivadas parciais de pri
melira ordem contf{nuas em um domfnio Q. Demonstraremos que se
alem disto f possui uma das propriedades anteriores, isto 6,
ser conforme ou manter a razso entre um segmento e o seu trang

formado, ela ¢ holomorfa.



101

Consideremos um arco de Jordan derivavel, z = z(t),
ast<b, com 2'(t) A0 em [a)b]. Sejaw=£(z) =u + iv, com
u, v possuindo derivadas parciais contfnuas em e« Sendow =
= w(t) = £(z(t)), obtem~-se

r 2f
w(t) = — x' (£) + — y1 (%)

ox Ay
ou

1 (34 l — AL
wi(t) == z'(t)+z'(t):| — .= Ez'(t)-z'(t)] -
2 0x 2% ()} 4

1sto e,
1 2  of 1 2f 2f
W(t) == (= e—= )2 (t) +=((~—+ 41— )2t (t) .
2 9x 3y 2 2x 2y

Filnalmente, sendo z'(t) £ 0, resulta
w' (t) 1 2¢ (} 1 [}y ('} z'(t)

——fo (=l =)t (= =

z' () 2 2x 7y 2 9x 9y z'(t).

(14)

&. Suponhamos que w = £(z) conserve os angulos. Sejam 3’1, ’3’2
de equagoes parametricas zy = zl(t), z, = zz(t), respectivamen=-
te dols arcos de Jordan regulares contidos em ). Sejanm _7'1, ’J"Z,
de equagoes parametricas w, = l(t), v, = 2(1:), respectivamen~

te, as lmagens por f de ’rl, ')’2. Por hipc;tese, tem-se

t t 1

on [ ] 1
v> Vi
arg = = arg —
Zs %3
wi(t)

provando que arg e nao varia quando varia z'(t). Fazeado
2 z'{t) _,
a =%(% -1 3% e = :, t) * Podemos escrever a (14) sob a se

guinte forma:
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. (15)

Resulta de (15) que quando z = z(t) varis em Ly Z varia sobre
uma circunferéncia de raio |2| e centro em a. Do fato de w =
= £f(z) conservar os Engulos, deduzimos que arg z nac varia,

quande varia z = z(t). Consequentemente, Z descrevendo uma

circunferencia de raio |al, i1sto sé seria possivel se |a| = o0,
isto e,
of f ef .y
—+1=—|=0ou—=-1—
2x oy 2x Y

que sao as equagoes de Cauchy-Riemann. Portanto, conelui-se

"que f € holomorfa.

b. Fixemos z em 2. Suponhamos que as razdes dos segmentos
em z para as suas imagens por £ sejam constantes. Sendo
wi(t) = £1(2(t)) . z'(t)

conclui-se que IZI = :: E e constante quando z = z(t) varla.

Como Z varia sdbre uma circunferencia de raio IEI e centro a,
isto serla poss{vel, somente, quando 2] = 0 ou o centro £or a

origem. Daf resulta que

(33 of 2f 2
= - - i 5; ou‘g; =1 5;

que sao as equagoes de Cauchy-Riemann, para w = f(z) ouw =
v = £(z), logo f ou T sera holomorfa. Diz-se que f ¢ holomor-

fa ou conjugada de funcao holomorfa.
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§4. FUNCOES ELEMENTARES

1. POLINOMIOS. Sabemos que £(z) = %, nelN € ho-

lomorfa. Analogamente, as constantes também sio. Resulta,
portanto que todo polindmio

P(z) =a, +a,2 + ...+ gnz
é uma fungao kolomorfa em (]: Supondo &, £ 0, diz-se queo PO
1indmio e de grau n. Sua derivada ¢ dada por

pr(z) = &+ 28,2 + .00 +n ehz n-l

O teorema fundamental ‘da algebra, nos diz que se n> 1, p{z)=0
possul pelo menos uma raiz, a qual denomina-se um zero de p{z).
Portanto, se z; for um zero de p(z), podemos escrever p(z) =

= (z-zl) q(z), sendo q(z) um polindmio de grau n-1. Com a re-
pethao sucessiva deste argumento escreve-se

p(z) = an(z-zl)(z-zz)...(z-zn) .

Quando ha o dos 2, lguals, diz-se que zy e um zero de ordem o,
sendo ele contado o vezes. Desta forma, a soma das ordens dos

zeros ¢ igual ao gram do polindmio.

Dado um zero z, de p(z), sua ordem pode, racilmente, ser
determinada tomando suas derivadas. De fato, suponhamos que
2y seja de ordem «. Logo, p{z) = (z-zl) q(z), sendo a(z, ) £ 0.
Derivando sucessivamente, obtem-se p( zl) = p'(zl) = p”(z ) =
= ...T(d -1) (zl) = L., = p(a' 1)(z1) = 0y sendo p(u')('zl) £ O.
Resulta que a ordem de um zero Zq de p(z), e igual a ordem da
Primeira derivada diferente de zero em Z;+ Quando p( zl) = 0,

p'(zl) £ 0, diz-se que z, é um zero simples.
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2. FURCOES RACIONAIS. Consideremos dois polinomios p(z)

e q(z) sem zeros comuns. Denomina-se tungao racional a funcio de

finida por
p(z)

(z) =
r(z o

em (O menos os zeros de q(z). Assim definida, r(z) é holomorfa
cula derivada obtem-se pela regra de derivaqu do quoclente de

duas fungoes.

3. FEUNCEO EXPONENCIAL. Sabe-se que a fungao exponencial
real x —»e* o definida em toda a reta’TL, e contfnua, derlvével,

satisfaz g equagao funcional

£(x=-y) = £(x).f(y) - (16)
e a equagao diferencial
ar )
— (x) = £(x) . (17)
dx

Ao definirmos a fungao exponencial complexa, é natural exi-
girmos que ela seja definida em todo o Plano complexo  , contf
nua, holomorfa, satisfazendo a equagio (17). Alem disto, e natu
ral, também supor que sua restricao a JR. seja igual a exponen-
clal real. Vamos admitir que uma tal fungao exista, seja unica e
vamos definf{-1a como sendo a exponencial complexa. Demonstra-se
que esta fungao satisfaz g equagao funcional (16). Observe que
& constante @ aparecendo nests definigﬁb, é a base dos logarit-.

Tmos neperlanos. Representa-se por |k a restricao de £ a R.

Denoming~se exponencial complexa, a fungao f: C — Q:,

holomorfa, solugao da equagac diferencial
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af(z)
dz

=£(z) , (£]RXx) = &5 (18)

Calcularemos as partes real e imaginaria da solugao

w = £(z) = u + iv da equagao (18).

u v
De fato, sendo f holomorfa, f'(z) =a—- + 1 5-— . Portanto,
x x
por bipétese, obtem-se
ou il
— + 11— =u+iv
x ?x
porque f ¢ solugao de (18). Daf obtem-se
2u v
-—=1u ] _—=Y .
2x 7x

A primeira destas equagoes possul a seguinte solugao geral:

u(x,y) = & h(y) (19)

sendo h uma fungao derivavel. Substituindo esta solugaoc na e-

quagao de Cauchy-Riemann

u Qv
2y x|
ov
observando que 5— = vy Oobtem=-se
x
dh(y)
v =~ eX y . (20)

dy
Substituindo (19) e (20) na equagao de Cauchy-Riemann

fa 3v

2x 2y ’

obtem=se

h"(y) + h(y) =0

cuja solugao geral e
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h(y) =acos y +bseny.

sendo a e b constantes.

Portanto, escreve-se
| u(x,y) = ¢ h(y) = e* ( a cos y + b sen y) (21)
v(X,yy) = «e* h' (y) = eX(a sen ¥y - b cos y)

ex, Isto é,

0 devemos ter f(z)
u(x,0) = & , v(x,0) = 0 . (22)

Por hipdtese, quando y

De (21) e (22) conclui-se que a =1 e b = O. Portanto, obtem-

se

e* cos Y9 v=e"seny

u(x,y)
Consequentemente, a solugao de (18) holomorfa em Q:, cuja
restrigao a R é igual a exponencial real, ¢ dada por
£(z) = e*(cos y + 1 sen y) (23)
para todo z = x + iy em (. Representa-se o seu valor em z por

+
ez ou ex iy.

Verifica-se que a exponencial complexa e soluqao da egua~
gao funcional f(zl+ zz) = f(zl).f(zz), para z,; z, em C. De
fato, se Zq = Xy + 1 ¥y z, = X5 + i Yo obtem~se

Z. 42 X, +x
el 2= el 2 [?os (yi+y2) + i sen (yi+x2i] =
X, X,
= e~ e “(cos y1 *+ 1 sen y,)(cos Fo+1 sen y,) =
z2. z
= e 1.e 2 [

Em particular, e? = ex.eiy.

Quando x = 0, obtem-se
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eiy=cosy+iseny

e"iy=cosy-iseny.
Das duas Ultimas segue=-se
1 1y, iy 1 1y -1
cos y == (e + e™V); sen y = — (e2¥. o™iV, (24)
2 21
A fungao £(z) =e% e peric;dica com per.fodo 2w i. De fato, pa~

ra todo ze (|:, ez"'a”i = ez.ez’ri = ez(cos 2r + i sen 2r) = &%,

4. FUNCOES TRIGONOMETRICAS. As férmmlas (24) sfo vali-

das para todo y real. £ natural usd-las como definicao de
cOS z e sen z, quando y ¢ substituida pelo numero complexo Z.

Portanto, para z complexo, poremos, por definigao,

1l 1
cos z = = (el% 4 e'iz); sen z = — (o2 . =12y |
2 21

Sendo z = x + 1y, obtem~-ge

1
-_ (eix-y + e"'j.x‘"Y) =

2

cOos 2

1 1
- Ea Y(cos x + i sen x) + e7(cos x~i sen x)] =
2

_ 1
E(ey+ey) cosx-z(ey-e'y) sen x.

Daf re sulta que

COS 2 = cosh y cos x - 1 senh y sen x

sendo cosh y, senh y o co-senoc e seno hiperbc?licos de y.

Analogamente, verifica=-se que para z = x + iy,
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sen z = cosh ¥ sen x + £ senh y cos x .
As fungOes cos z e sen z sao holomortas em ( , o que decorre
do fato de ser holomorfa a exponencial complexa. Quando z
for real, isto é, y = 0, conclui-se que estas fungoes coineci-

dem com o co-seno e seno reals.

5. FURCAQ LOGARfTMICg. Iniciaremos estendendo para n_ti

meros complexos o0 conceito de logar.ftmo neperiano de um numero
real positivo. Denomina-se logaritmo do numero real positivo
by a solugac a da equagao € = b, escrevendo a = log b. Imitap
do o caso real, define=-se como 1ogar:ftmo do numero complexo
220 & uma raiz w = a + ib da equaqao ev= 2, escrevendo~se w =
= log z. Como no caso realy z = O nao possui logar{tmo , pois
e¥ £ 0 para todo we({l . Calculemos as partes real e maginé-

ria de log z. De e” = z obtem~se

z
e = |z] e eib_=-—— .
2|

Da primeira obtem-se a = loglz|. O membro da direita da segun-
da equagao sendo um complexo unitério, existe um dnico -1 b+
solugao da segunda equagdo, que & o argumento de z. Todavia,
tanto b como b + 2kr, ke Z, servem, lgualmente, como solugao
da segunda equagao. Assim, escreve-ge

log z = log|z{+i arg z .
Resulta, portanto, que e¥ = 2y fixado z, possul uma infinidade
de solugoes. Representando por ¥ a menor determinagao de arg 2z,
denomina-se valor principal do log z, ao numero complexo:

loglz| + 1 ¢
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Vale a equagao
log 292, = log zq+ log Zy »
Quando z £or um nimero real positivo, o valor principal de log
4 coincide' com o logaritmo real.

Conhecendo a defin.tggo de 1oga.rftmo de um numero complexo,

b

podemos definir z”, comz e b complexosy z £ O, Toma-Se por

definigao,
zb = eb log 2

-

De maneira analoga, ao caso do logar{tmo, ha uma infinidade de

valores para z°. Fixado o valor principal de log z o numero

b log z

complexo e é denominado valor prineipal de zP.

Ao procurarmos definir a rn.nq;o 1ogar.{tm1ca, devemos ter
muita cautela, uma vez que fixado o numero complexo z ha uma
infinidade de valores para log z. Note que entende~se por fup
950, a uma correspondéncla unfvoca. Desta forma, admitindo
arg z e seus cangruos modulo 2wy & correspondé'ncia Z2 —~>log z =
= loglz| + 1 arg z nao ¢ uma funcio. Todavia, fixado ke J exi-
gindo que (2k~1) 7 < argz < (Zk+l)r, conclul-se que z —= log z e
uma correspondéncia un.{voca, logo uma fu.ngao. Assim, para podep
mos falar em fungé'o logaritmica seriamos obrigados a eleger um
numero inteiro k privilegiado, exigindo que
(Zk=1)r < argz ¢ (Zk+1)w. Pbr exemplo, k=0, =r < argz < +w, tem~-
se que 2z —» logz e uma fungao. Riemann idealizon uma superf.{-
cle formada por uma infinidade de Planocs convenientemente super

postos, de tal modo que quando z pertence a esta superf.fcie, a
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correspondéncia z —> logz & unIvoca, sem a necessidade de fi-
xarmos o valor de ke/ . Faremos uma descricao puramente in-
tuitiva desta ldeia. Tomemos o valor principal do logz, isto
e,

logz = loglz| + ¢
com -m <Y< +m Pondo w = u+iv = log z, resulta que

éloglzl e Vv =Y. (25)

Consideremos o plano complexo T excluindo a semi reta
Imz = Oy Rez <0. Temos o domfnio
Q {ze: C; o0<dlz}j<+00, -«r<50<+1r],90 = arg z ,
o qual e transformado por (25) na faixa
FO = {(B,V)i -00<{u <+co,-1r<v(+1r}

do plano dos w. Como uma aplicagao de .Sl em F = logz e
unfvoca, logo uma fu.ngao, que 6 a inversa de z = ew. Resulta,
pelo teorema da fu.ngao inversa (§3, teorema 2 este cap.‘ftulo),

que w = logz e holomorfa, sendo

d 1 1 1
daz 4 ¥ ° z
daw

Como consequancia do nao anulamento da derivada de w = logz

deduz-se que ela e conformes Consideremos o dominio

Q‘l = { ze (]:, 0<|z|<+ @y +wrlargz { + 3#}
fle e transformado por (25) na faixa

F'l = { (uyv); -oco<u {+00 -hr<v<31r}
do- plano dos w.
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Como uma aplicagao de o 1 em Fl,w = logz e u.n{voca, logo uma
fu.n:;g.o, a qual e a inversa de z = e”. ﬁ, portanto, holomorfa,

conforme, valendo a mesma regra de derivagao anterior.

De modo geral, seja ke /7 e consideremos o dominio

‘Q*k = {ze‘ﬂ:; 0« |z]| < +o00y (2k-1) <a.rgz<(2k+l)1r}

o qual, é transformado por (24) na faixa
{(u,v), -i{u<+m,y (2kel)lr <v<(2k-1)1r1

do plano dos We

Observemos que os k sao faixas disjuntas do plano dos w,
enquanto os Q‘k sao copias iguais do plano complexo (L. Su~-
poe=se os 'Q‘k como planos distintos, superpostos como uma pl-~
lha de folhas de papel. Note que os planos ‘Q‘k nao contém a
seml reta Rez {0 Imz = 0. Estes domfnios serso conectados
pelo processo que segue. Tomemos'ﬂ,o eQ.l e sejam F, e F;
as falxas correspondentes. Observe que a reta v = +7 & co-
mum as fronteiras de Fo e Fl. Sejaw, = u, + T4 um ponto

o]
qualquer da reta v = +7 no plano dos we z_ = g = -e%o.,

)
Assim, todo W, Pertencente a reta v = +w, possui umdisco absr
to V(w,) que ¢ transformada por (25), de modo biunfvoco e con
forme, em um disco aberto V(zo). Desta forma, identifica-se
a parte da fronteirs de ‘Q‘o situada acima da semi reta Rez €O,
Im z=0ycom a parte da fronteira de Ql situada abalxo desta
semi reta. Logo, Q‘o e Q‘l foram conectadas por esta semi re
ta obtida com esta identificagao, denominada reta de ramifica

c,'ao, pols atraves desta, passa-se, continuamente, de .Q a.Q

Repete-se conm ").1 e Q‘Z’ Q‘o e £ 1 © mesmo metodo anterior e
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assim sucessivamente. Supondo feita esta construgao para todo
ke /7, obtem-ss uma superflcie congtituida por uma infinidade
de planos, denominados fGlhas da superfieia. ‘Podemos supor a
distancia entre Clk e Clk+1 iguel & —E se k:>9 ° (lf#) se

k {0y sando £> © wm aumero fixo. Procedendo assim, a distan-
cia entre as folhas diminul com k para ke Z . A superfricie
assin obtida denomina-se supsrfisie de Riemann para o logar{t-
WOy & Qual vamos representar por 8. Resulta, que a aplicaqao
v = logz, para zc S, 6 unfvoca, loge uma fungao, denominada
fungao lognritlica, a qual continuaremos a representar pelo meg
mo s{mbolo w = log z. A restrigao de welogz, a folha.Cl de &,
denomina~se uma determinagao de logz- Quando k=0, w= logz em
Qb denomina~se a determinagao principal do logaritmo. Escreve-
Se, expl.“l.citamente,

= log|z|+ 1py) wecp+r .

Deduz-se da definigao de w=1logz, que ela ¢ a inversa da expo-
nenclal, sendo holomorfa em Sy com derivada %. Vale a igualdg
de log z,8, = leg 24+ log zé. -4 restrigac da determinagao prig
cipal de w = log z aos nimeros reals positivos, coincide com a
fungao logar{tmica real-

Exerc{cios
1. Considere a fungac

zslzr.l"4 se z40
£(z) =

0 se z=0 .

Verifique que as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em

(0,0), mas £ nao & derivavel.
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2. Escreva as equagé'es de Cauchy-Riemann sob a forma
2f of

=-1——

7x )4

3. Escreva as equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas pola-

res.

4. Demonstre que se w = £(2z) £or holomorfa em um domfnio Q, ep

tao w = £(Z) sera holomorfa em .

5. Seja w = £(z) holomorfa em Q.. Demonstre que se [£*(z)|=0

-~ F
entao f e constante.

6. Demonstre que e%#2 0 e que se o’ fOr tal que
AL S

entao o = Ziri, sendo ke Z7 .

7+« Demonstre as seguintes jgualdades:
coszz + senaz =1

sen(zl-ﬁ- zz) = senz, cosz, + coszy senz,

cos (z-!-%) = - sen z

cos (z2+2kr) = cos 2z

sen (z+2kr) = sen z
sendo k¢ Z7.
d d
T CO0S Z = -~ 5en 2; — sen z = cos z
dz dz
cosz

8. Definindo tgz =
cule |tgz{.

y escreva tgz sob a forma a+ bi. Cal-
senz
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9. Sejam £, g holomorfas em ( , solugoes do sistema

df(z) dg(z)

= 8(3)3
dz dz

(£IR)(x) =sen x 4, (glR )x)=cos x
Calcule as partes real e imaginéria de £ e g.

= - £(2)

10. Sejam u, v: Q —K, defirenciaveis. Se u,v satisfazem as
equagoes de Cauchy-Riemann, o mesmo acontece as seguintes fun-

goes:

1, uz- vz y Vv < 2uv

u

ecos v, v, u

e sen v

U2
1l. Suponha que z —» 00 ao longo de um feixe de retas pela ori

gem. Encontre as diregoes segundo as quals existe

lim e% .
Z =0

1Z2. Determine as curvas do plano complexo -Q} ao longo das

quals as fungoes z —weZ, z —»cos z sao reals.

13. Calcule as solugGes das equagoes

a) senz = sen w d) senz = 51
b) senz = gen i e) cosz = 24
¢) senz = 10 f) cosz = 0

14. Calcule:

ez+i; cos(3~21); sen(1+41)

log i; Ifgi (1+1)1; os z tais que senz = 4.
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15. Seja [ um feixe de retas pela origem. Estude a imagem
de [ pela aplicagac z —>kz de C em (, sendo k um numero

complexo.

16. Calcule a parte real dos numeros complexos.

aeit-i-b eie
Qi) 3 Ay b’ B’ t reals .
aeit-b e e
1 1l
P) ’ ) .
1 - e? sen z

17. BEscreva f£(z) = x= + 1 yz em funcao de z e z.

18. Verifique que
(1+1tge o 1+ 1itgno

1-1itg @ 1= itgn®

19. Encontre as imagens das curvas x = Cy ¥ = ¢, ¢ = constante,

pela fungdo z —»2z° de [ em T .

20. Sejam z =x + iy, x A0, a = P(cose+ 1 sene).
Verifique 1zl

sendo r = |a%],

2l. Demonstre que se f: C —= C £3r holomorfa, entso

3% 9%
A £(2)|% = al0 (2)]2, A= — +
22 252

22. Calcule 1im e® quando z — coao longo dos quatro ramos da
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hipérbole xy = 1.

23. Sejam r,s duas retas pelo ponto 5= Xt 1y, de L e con-

sidere a aplicacao z —>z° de C em(C.

a) Se z £ 0, o angulo de r',s 6 conservado pela aplicagao

2 —?ZZ.
b) Se Z, = 0o angulo das Imagens de Tys ¢ 2 ang(r,s).
24. Suponha que f: {2 —*([: seja holomorfa enm zoc Q.

2) Suponha qQue z tenda a Z, segundo uma_direg'a'o v fazendo
um angulo 6 com a diregao positiva do eixo dos x. Demonstre
que

-10 ? v
£'(z) =e (B4 12,

? ~
7Y, derivada na diregao y.

b) Se o Qngulo de ' com a direq&'o positiva do aixo dos x
for 6 + %, demonstre que
v u
£1(z) =el® [ — o4 —
v 2y
c) Obtenha um critério, em tarmos de derivadas direcionais
~ para = existéncia da derivada de f em 2,
d) Deduza do item ¢) as equagaes de Cauchy-Riemann.
25. Qual a imagem da reta Imz=0 pela aplicagao

1-iz
1+iz

de -{.‘l} — =2
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26. Considere a fungao w = senz, para ze (, fazendo z = x+iy

Cy ¥ = ¢y

e w = utlv. Demonstre que a imagem das curvas x
¢ constante, sSo, respectivamente, hipérboles e elipses no pla

no dos W. Faga as figuras.

27. Dado um numero complexo z £ Oy vimos no capftulo 1, que

ha dois valores para v = +/z, precisamente, os seguintes:

Pt +2
w_=4]z] (cos -'£+1 sen 2); w, =]|z] (cosw -!'.tsens‘J )
0 z 2)iwn > >

sendo 0< Y<2r o argumento de z. Conclui-se que a correspon-
dencia z =¥z nao ¢ unfvoca. Com o objetivo de obter uma cop
respondeéncia un.{voca, usaremos o metodo empregado no caso da
funggo 1ogar.{tm1ca. Construiremos uma superficie de Riemann, S
de modo que a aplicagac z - +Z de S em C seja unfvoca. Con-

sideremos o dominio

e = {ze Csi o<zl <+ m," 0<-argZ<21r}:

que 6 o plano complexo menos a sem! reta Imz = 0y Rez > 0. Quan-
do z varia em QO, W = u + iv, sendo
argz argz

2

sy v =4|z] sen

u =4]z| cos

varlias em
F, ={(u,v); ~o<u<+o, 0y <+oo}

que ¢ o semiplano superior dos w. A correspondéncis z —» Z
de 'Q‘o en Fo é unfvoca, logo uma fungao, que e holomorfa, sep
do W& = Z sua inversa. Logo sua derivada seras:

a/z 1 1 1
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Consideremos o demfnio
. Q‘l = {ze: Cs o0<lzl<+ o, ar¢ argz(érr} .
Quando z varia em 'Ql’ w =u + iv, sendo

argz argz

u =+/}z| cos s+ v =¥|z| sen ’

varia em

Py = {(u,v); ~oCuc+m, = 0 <v<0}

que € 0 semiplano inferior dos w. Tem-se que z —>Jz, de Q, em

’ - 1
Fl e uma fungao holomorfa, sendo QE%Z = >z "

Convencionaremos chamar a sem{ reta Imz = Oy Rez >0 de corte
do plano C . Assim, L, ey sao o plano (C com o corte ao log
g0 da semi reta Imz = 0, Rez)» 0. Entende-se o que seja parte

inferlor e superilor deste corte.’ Desta forma, identifica-se a
parte inferior do corte de ‘Ql com a parte superior do corte de
Q,, a parte inferior do corte de Q‘o com a superior do corte de
Q‘l' Obtem~se, desta forma, uma superf{cie ideal, S tal que
z2—> /2, S == C ¢ uma fungdo holomorfa. Diz-se que S ¢ a
superficie de Riemann de z —» J3Z. A origem de (U pertence as

-duas folhas Q o © %q de S e denomina-se um ponto de ramificagao
de S.

Como exerc.{cio, estude a fungao w = zn, re I[Ny construin-
do a superfficie de Riemann S, de modo que a fungao w = zP possua

- uma lInversa de S em C. Verifique ser esta inversa holomorfa e

calcule a sua derivada.

28, Sejam a, z ntimeros complexos séndo 2 =X + 1y. Demonstre
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que uma condigé'o necessaria e suficiente para todos os wvalores

de a® sejam reais ¢ que 2x e (y logla| + x argz)/m sejam nume-

ros inteiros.

1l
29. Calcule |xi + =3 | sendo x> 0,
x

30. Sejaz =tgwews= tg"l z. Demonstre

1 1 1+1z a 1
a) tg ~ z =— log 3 b)) — tg™t 2 = —— 2E+1,
21 l=-1z dz 1"'22

An&logamente y Qemonstre:

- d ' 1
¢) sen — z = -1103(121/1-2 ) e = sen "z = + 3ZAE1.
dx V1-z8’
d 1
-1 VA -1 pry
d) cos ==1log(z+1 /1-z")e— cos™ 3z =% ; z7+ 1.
dz ;l-zZ

3l. Sejam f e g holomorfas em {4, sendo z, €. tal que f(z.) =
1 1
= g(zl) = 0, g'(zl)ﬁ 0. Demonstre que
£(z) £(z;)
lim = .
z >z, g(z) g' (z9)

Como aplicagao, demonstre o seguinte:
L]

.

log(l+az)
a) lim = a
z -0 z
sen(z-z7)
b) 1im =1 .

2 ""zl z-zl

Deduza da parte a) que

.
1lim (1+z§) = 2
A )
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2
32. Sejam ¢, ¥ duas run%aoes numericas, definidas em O <R <,
? QE' 9¢
e harmonicas. Sejam u = ’6? = 3% v -?;*3':_ ?Y » Demonstre que

£(2) = u + 1v é holomorfa em S

33. Sejam u, v fungoes numericas definidas enm Q.C'IR,Z. Consi=-
deremos a fungao complexa £(z) = u+iv e os limites:
£(z)= £(z,)

a) 1lim arg
z >z z=3z,
f(z)-f(zo)
b) 1im .
z2 >z, z -z,

Demonstre que se u e v forem contlnuamente diferenciais e um dos

limites a ou b existe, entao f o derivavel em Zge

Observacao 1: 0 exerc{eio 33 ¢ um teorema de D. Menchoff, e
nunciado em seu livro "Les Cond.ttions de Monogeneite" ~ Colegao
Atualites Scientifiques et Industrielles, vol. 329, Hermann , 1936,

Paris.

$5. FUNCOES HOMOGRAFICAS

Estudaremos néste paragrafo, uma particular classe de fun~
goes raclonais, constituida pelo quociente de polindmios do grau

‘um. Sejam a, b, ¢, 4 m;meros complexos fixos. A funcao racional

. az+h :
£f(z) = — (26)
cz+ad

denomina~se fungao homografica on transformagao de M8klus. Supo-

remos ad = be # 0, caso contrario a f independe de z. Podemos



121
supor ad - be = 1, 0 que € obtido dividindo o numerador e denomi
nador dé (26) por v/ad~bc. Nos pontos em que cz+d # 0, 2 £ e ho-
lomorfa, logo,conforme. Fazendo w = £(z), a inversa de f calcu-
la=-se, facilménte, obtendo-se b

2 = .
=owW+a

SeJam g e f duas fungoes hogogréficas. Denomina-se produto de f
por g a fungao f. g'definida po; (f.g)(2) = £(g(2)). Verifica-
se que f.g ¢ uma fungao homografica e que com esta operagao, a
colegao das fungoes homograficas forma um grupo. Diz-se que =z
é um ponto fixo de f quando £(z) = z. Resulta que para encon-
trar os pontos fixos devemos resolver a equagao

ezl + (d-a) z=b =0 . (27)

Observagao 1: Nesta se¢ao, trabalharemos no plano complexo
estendido, 1sto €, com o ponto no infinito oo . Continuaremos,

entretanto, representando por q: 0 plano complexo estendido.

Casos Particulares Importantes:
‘1. Suponhamos w = z+b. © unico ponto fixo & ,y Se b #0.

[y
2. Sejaw = az, com a £ 0. Tem-se

w] = |a] |z] , argw = arga + argz .

Se a £or um nuimero real positivo, w = az e tal que argw =
= argz e |w| = alz]. Portanto, se z pertence a ume reta de T,
sua lmagem w pertence a mesma reta, apenas com 0 modulo altera=-
do. Consequentemente, w = az, e uma homotetia com centro na or}
gem. Os dois pontos fixos sao 0 e oo . Consideremos uma fam{lia

de circunferéncias com centro na origem e uma fam{ita de semi re
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tas com centro na origem. A fungao w = az, com a real positivo,
leva uma semi reta da fam{lia nela mesma e uma circunferéncia
noutra da mesma fam{lia. Pode-se pensar na fam{1ia de homote-
tlas w = az com centro né origem, como um fluxo a partir da orl

gem ao longo das semi retas do felxe.

Suponhamos que a Seja um complexo unitario. Se w = a2y Ob=
tem-se |[w| = |z] e argw = arga + arg z. Resulta que z e transe
formado em um complexo w de mesmo mddulo, enquanto arg w é au-
mentado de arg a. Pensemos nas famflias de circunferdncias esg
mi-retas anteriormente consideradas. Resulta gue cada circunfe
rencia ¢ transformada nela mesma e cada sem] reta noutra semi
reta da mesma fam{lta. Estas fungoes w = az, a complexo unita-
rio, sao as rotagdes em torno da origem.

Seja a um qualquer‘numero ~complexo nao nulo, isto e, a =

= |a] eieo Resulta que

16 z
19

e

Neste caso, w = az é uma seﬁ“lﬁhnqa.

w=|a| e

sera o produto da rotaqao =

-..-....‘..

2 pela homotetia w=|al§ .

En qualquer caso, os pontos fixos de w = az sio 0 e ®.

Definicao: Consideremos quatro numeros complexos 213 259 ’
Zg4e Denomina-se razao dupla déstes numeros, 80 numero complexo
(zl, 233 23y 24) definido por

, ) 21 =2, Zz=2,
Zay 259 Zpy Z,) =
1? “p»? 3! 4 . .

Caso 299 259 z3 ou 24 seja ® y definiremos a razao dupla como



sendo
5 ; ou
23-22 21-24 21-24 .23-.22

Dados os nimeros complexos 259 23, 24, quando z varia em (D,
a razao dupla (zl, zz,.z3, 24) define uma fungao homogréfica f

por - -
2-2, 2z~ 2,

£(z2) = . (28)

z-z, | 23~ 32,
Sendo f£(z,) = 0, f(z3) =1y £(z,) = oo,

Vejamos que £ dada por (28) & a Eninn.fnngio homografica com
éstas propriedades. De fato, seja g ontra fungao homografica tal
que g(zz) = 0, 3(33) =1, g(z4) =w. Serlg a Inversa de f,
o produto gf 1 ¢ uma fungao homografica, possuindo 0yly00 para
pontos fixos. Esecrevendo

az+b
(g2"1)2) =

cz+d
resulta, b = ¢ = 0y a = b nao nulos. Logo gf'l € a Jdentidade
do grupo das rungaes hqmogréficas, logo g = £y provando a unici-

dade da f. ¢

A seguir enunciaremos duas propriedades da razio dupla e uma

das fungoes homogrificas, sugerindo sejam demonstradas pelo leitor.

Proposicso 1. A razao dupla e invariante por fung¢oes homogra
ficas.

Exoposigéo 2. A razsp dupla e real se e somente Se 0s quatro

» -~
humeros complexos pertencem a uma mesma circunferencla ou a uma
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mesma reta.

Proposicao 3. As circunferénclas sao invariantes por fun-

¢oes homograficas.

Classificaremos as fungoes homograficas atraves de seus pon-
tos fixos. Sendo éstes pontos dados pelas raizes da equagao (27),
conclui-se que se f nao for a identidade, ela possui no maximo

dols pontos fixos distintos.

Suponhamos ¢ # O e f possua dois pontos fixos finitos, dis-
tintos Cl’ ;2. Resulta que f(gl) = 51, f(;a) =42 e f(w) =
= % - Portanto, como £ conserva a razao dupla, se ze C ew-=
= £(z), conclui-se que |

a
(wy 61) :: 52) = (z, 91’ W 4 ;2)
isto é,

w-gl -k z-gl
V=g,  2-9;
a=c &1

sendo k = rey denominado o multiplicador da fungao homogra-

fica f. Vamos classificar as fungoes homograficas atraves de k.

Antes, porém, vamos escreve-lo em funqﬁo das constantes a,b,c,d.

Tem-se ,  a=c ;1 a-c ;2
k +== +
k a=~c ;2 a-cél
ou
28 - 2ac(§,+ §,) + B(52 45 2)
k+== ' . (29)

e - ac (;1"';2)"' °2$1 ;2



Sendo .’;1, 8,'2 as raizes da equagao (27), obtem-se

51*52=E;’ 51{.2"'5’

resultando portanto,

| (a=d)% + 2be
- 2 -
;f "";S =Gy +6) -2 ¢o = . (30)

-

Substituindo (30) em (29), vem:

1
k+;=(a+d)2-2. (31)

az+h

No caso ¢ = 0, £(2) = e os pontos fixos sao oo efl =

d
= EBE . Neste casc tem-se £(8) = 519 £(®) = 00, £(0) = 'E Se

ze U e w =1(z), obten-se

b
(w, ;1’ E y @) = (z, ;1: 0y o)

isto ¢
5.~ 2
1l d a b
sendo k = =-,porquef,'l=——.
§1 d d-a

Dada uma fungao homogrifica £ com dois pontos fixos distin-

tos ;’1, ¢2s Se w = £(z), podemos escrever

L] 25
— K — (32)

w-¢2 z=5,
sendo k constante. Consideremos as funcoes homogréficas geh

definidas por w_¢1 Z 4.1
B(w) = =—— g  h(2) = e .

w-CZ z -; 2
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sendo k constante. Consideremos as fungoes homograficas geh

definidas por r -
e h(z) =
v, z -;2

g{w) =

Fazendo W = g(w) e Z = h(z) esereve-se a (32) sob a forma

W=k 2. (33)

Consideremos a fungao homografica
W=k (34)

2=

transformando O e o, respectivamente, em $q @ 3.,'2. Interprete~
mos, geométricamente esta fungao, atraves do artitfecio de eonsi
derar z e w variando em dois planos. Desta forma, as circunfe~
rénclas do plano dos z passando por ;1, $2, possuem para imagem
no plano dos W as semi retas pela origem. A famfiia de circune-

feréncia |W| = r com centro na origem 4o plano dos W, ¢ a ima-

Iz";ll

Iz";al

gen das curvas

_r
==
Quando z e U as curvas cuja razio das distancias a dois pon-
tos fixos {1, ;2 € constante, sao circunferéncias, denominadas
circunferencias de Apoldnio com pontos limites ¢ 1? 52. Repre-
sentaremos por C; as circunferdncias por ¢ 1? F?_ e por C, as cig
cunferéncias de Apoldnio com pontos limites &, 5,. Estas duas
famf1ias de circunferencias sao ortogonals; por cada ponto do
Plano dos z passa uma circunferéncia de C1 e outra de (22 e $o-

mente uma, excetuando-se ¢1 e ; 2+ Isto decorre do fato das
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circunferénclas C, serem imagens do feixe de semi retas com cen~
tro na origem do plano dos W e as 02 imagens da fam{lia de cir-
cunferéncias com centro na origem do plano W. As circunferencias

cl, CZ denomina-se circunferéncias de Steiner. Veja Fig. 4.

Cy 1l

W

Fig. 4

Definicao 2. Diz-se que uma funcao homografica f o hiper-
bc;lica, quando possul dois pontos fixos e o multiplicador k¥ e

um mfmero real positivo.

Seja £ hiperbc;lica, sendo t’bl’ ;2 0s seus dols pontos fi-
x0s. Tem-se k # 1, logo k + %)2 se k for um ndmero real posi
tivo. Por (31) obtem-se (a+d )2>4. Conclui-se que £ ¢ hiper=-

bolica se e somente se a+d £Or um nimero real com la+d| > 2.
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Vejamos a interpretagao geométr.‘l.ca do caso hiperbc;lj.co. Por
(33), obtem=-se W = kZ com k real positivo, logo uma homotetia
com o centro na origem. Esta a.plicat,‘;o, Ccomo vimds, transforma
cada circunferencia com centro na origem em outra da mesma fam_{_
liay e uma semireta com a origem em zero, nela mesma. Retornap
do a forma (32), conclui-se que wﬁa fungao hiperbolica leva uma
circunferéncia da famflia C:L nela mesma, € uma da rfamf{lia C:‘2 em
outro da fam{lia C,. A fungao W = kZ pode ser pensada como um
fluxo ao longo das seml retasy, de 0 para o0o. Retornando a (32,
podemos interpretar o easo hiperbolico nas fam{lias Cl’ CZ’ co-

mo um fluxo de ;1 para ;2 ao longo das circunferéncias Cqye

Definigao 3. Diz=-se que uma fungao homogréfica ¢ el{tica,
quando possul dois pontos fixos, sendo o multiplicador k um na-

mero complexo unitario.

Seja £ elftica e k = eie, ® £ 2omy ne Z s 0 seu multiplics
dor. Tenm=-se

(a-l-d)2 -2 =e1% 4 o710 = 2 cos® .

Sendo 02 + 2 cos®8< 4 pois O # 2nw, obtem-se (a+d)°< 4. Logo,
f sera elftica se e somente se a+d £Or um nimero resl, com

|a+dl<2.

Interpretemos geometricamente as transformagoes el{ticas.
Por (33) obtem-se W = kZ sendo k = ¢1®, @ £ 2aw, ne ZZ . Como
vimos, estas sao rotagges em torno da origem. Desta forma, cg
da circunferéncia com centro na origem € transformada nela mes

ma. Entretanto, cada semi reta de origem no zero, é transfor-



129
mada noutra semi reta da mesma.fam{iia. Retornando a forma (32),
conclui-se que se f for elftica, ela transforma cada circunferéh
cla C!2 nels mesmay e uma cl em uma C - Interpreta-se geometric_g

mente as fungoes homograficas elfticas, como rotagoes em torno

de 41, ZIZ ao longo das. circunferdnclas Cse

Defipicao 4. Diz-se que uma fungao homogririca € loxodromi=-
ca, quando ela .possui dols pontos fj.xos eo multiplicador k com=

'plQIO.

Sejak = p el® o multiplicador de uma loxodrdmica. Quando =0
temos o caso hiperbolico e quando P =1 temos o caso elftico. Sg
poremos, entao, p um numero real positivo diferente de um e

@ £ Zxr. Daf, obtem-se

ie
(a+d)%-2 = Pe"'e-l- E;— = (p+%) cos0 + .1.("|o-%) sen® ,

0 segundo membro sers real, somente gquando & f£ir igual a 7 modulo

2. Neste caso, obtem-se

(atd)® = 2= (p +% ) | (35)
Sendo p+ 1) 2y conclui-se que o segundo membro de (35) é negati-

p

vo, logo a+d & um numero complexo. Resulta que f sera uma loxo-

oy - -
dromica se e somente se a+d £fOor um numero complexo.

Repetindo o argumento usado nos casos anterliores, segue-~se
que W = XZ & o produto de uma rotagao por uma homotetia, isto &,
uma semelhan¢a. Daf resulta que uma loxodromica ¢ o produto de

uma elftica por uma hiperbolica.



130

Definicao S. Uma fungao homografica ¢ denominada paraboli-

ca quando possui um unico ponto fixo.

Para encontrar o unico ponto f£ixo, resolve~se a equagzo (27)
sob a condigao (a+a)® + 4be = 0, de onde obtem-se (a+d) - 4=0,
isto 6 a +d = 2 2. 0 multiplicador no caso de uma tnica reiz, e
k=1,

Admitamos ¢ £ O e seja , o unico ponto fixo de f. Sendo £(o0)=

= f, (- %) =00, f(7) =3, e pondo w = £(z), obtem-se

(wy '%’ 00y §) = (z, 09"%:;)

isto é’
a d
Ve e}
-—= . (36)
v z=3
Adicionando -1 a ambos os memiros de (36) resulta
- & <}
= S*s
-5 = - - 1l . (37)
w-¢ z - -
a
Tem~se 3’-% =_-|_-%, ;’+% =_-l;%, porque a+d = + 2 e; =-é-;—-.
Deste modo a equagao (37) assume a forma
1 1
—_— T+ A (38)
weg z=g

sendo A= + c. Multiplicando ambos os membros de (38) por 2, fa

zendo r = A X, resulta _

2 A
—— S == 4 r (39)
W= z=-

com r real.

Vejamos a interpretagao geométrica das parabdlicas. Como
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;1 = Zz = ; » & configuragao das circunferénclas de Stelner, ve

Ja Fig. 4, assume a forma da Fig. 5

&
Cy
(o]
Cse
w
Z
Fig.S
F w-i Z = (39)
azendo = ;:g-, = wor? @ 39) escreve-se sob a forma
W= Z +r (40)

sendo r um numero real. A (40) ¢ uma translagdo paralela ao el
X0 real. As paralelas ao eixo imaginario ficam fixas. Na fam{-
lia de circunferéncias, conclul=se que cada C2 e transformada
em outra da famflia, enquanto cada C1 ¢ transformada nela mes-
ma. Interpreta-se o caso parabélico, como um fluxo ao longo

dos Cl'
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Exercfcios:

1) Classifique a fungao homografica
iz + (1+31)

zZz+1

w

2) Determine o parametro 2 para gue

Z2+A1
z2+21

w =

seja parabdlica.

3) Quals os pontos fixos da fungao homografica

Demonstre que ela transforma o semi plano Imz » 0 no cfreulo
le \< 1.

4. Demonstre que a condigao necessiria e suficiente para

que
az+b

A ——

cz4d

]

w

Dy

transforme Imz) 0 em Imw< O, que ad-bec seja um numero real

negativo.

5. Determine as fungoes homograficas f nos seguintes ca- ‘
sos:

a) £(-1)

b) f£(-1)

i, fleo) =1, £(41) = 1+1
i, £(1) =00 , £(1+¢1) =1,

H
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6. Détermine as fungdes homografieas hes segiintes casos:
a) p8§SHE 1, 1 para pontos f£1x38y 8s8hdo £(0) = 1.
b) possui 1/2, 2 para pontos fixos, sendo f(ﬁé?i) = 00.
¢) possui um unico ponto fixo i, sendo f{1) = 00,

Classifique as fungSes nos casos a e b dos exerc{cios 5 e 6.
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caP{TULO 4

INTEGRAL. TEOREMA DE CAUCHY-FORMULA, INTEGRAL DE CAUCHY. TZOREA

DE MORERA. TROREMA DE LICUVILLE. TEOREMA FUNDAMENTAL DE ALGE-
BRa. PrINCIPIO DO MSCIMO.

§1. INTEGRAL DE FUNGOES COMPLEXAS. TEORZMA INTEGRAL DE CAUCHY.

Seja f: o) —» ([‘ ’ cont.{nua, sendo 2oy Zy dois pontos do dom_L

nioQ. Néste parégra.fo estaremos interessados em definir o con-
celto de integral de f desde Z, 8 Zq. Para isto, considera-se um
arco ¥ de Jordan retificavel contido em 2y com extremos Zyy Zqe

Seja z = 2(t), agt <b uma representagio paramétrica de 7 A
restrigao de £ a0 arco ¥ ¢ uma fungdo cont{nua g: B,v] — C,

definida por g(t) = £(2(t)). Denomina-se integral da funcao com-
plexa f de Z, & %1y 2 integral de Riemann-Stieltjes de gy em rela-

¢80 a fungao z = z(t) em [asb]. Representa-se a integral de £
por um_dos simbolos

2q b :
f £(z)dz; Jf(z)dz; [f(z(t)) dz(t) (1)
20 e “a

Com o objetivo de tornar éste texto auto~suficiente, relembra
remos o concelto de integral de Riemann-Stieltjes. Considera-se,
para cada decomposigdo D: a = t_< 63 < een <t 4 <t = b de [a,b],
a& soma

n
S(0) = I £(a(5atty) = a(v, )]
3=
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seado E, 3 um ponto qualquer de [tj-l’ tj] « Dada uma decompos.tgao

D de [a,b], fagamos p(D) =12:11§nlt3'1- tjl.

Diz-se que um numero complexo S ¢ o limite de 8(D)y ao ‘ten-
der M(D) a zero, quando pars cada €0, existe § >0 tal que
|8(D)=S{< € para toda decomposigdo D de [a,b], com A(D)<E .
Quando existe o numero S nas condigoes anteriores, ele denomina-
Seé a Integral de Riemann-Stieltjes de f em relagao a z = z(t) no
intervalo [a,b]. Demonstra-se que se £: Q— C £ér contfinua
e 2 = 2(t), as t b, uma representagao parametrica de um arco de
Jordan retificavel contido em £, entao existe a integral de £ em
relagao a z = z(t) em [a, b]. Do mesmo modo demonstra-se tambem,
que se o arco 7 contido em {0, com extremos zo, zl, £or um arco
de Jordan segmentariamente regular (um caminho em 2, veja cap.

1, §2), entaojf(z)dz existe, e

J f(z)az = :f £(z(t)) zt(t)at (2)
Y 1= "6 4
Na formula anterior os pontos a = to < t1<... <t l(t = b sao os
extremos dos intervalos (to, tl),(tl, ),...,(t a0 by ) de deri-
vabilidade de z = z(t).

A igualdade (2) nos indica um método para o ealculo das inte~

grais complexas.

A integral de uma funggo complexa nao depende da representa~
95.0 paramétrica de 7. De fato, seja z = z(t)y, a £t &b, uma re-
presentagao paramétrica de Y e t = t( % ) uma fungao crescente de

$£%< [3 em a<t<b, sendo t = t(¥) continuamente derivavel, ex-
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ceto em um numero finito de pontos. Fazendo esta mudanga de va-

riaveis ma integral de Riemann (2), obtem-se

b E
Jf(z(t)) z'(t)at = [f(z(t(z))) z'(£(%¥)) ¢ (¥)av ,
a 9

demonstrando que _[’ £(z)dz nao depende da representaqao pa.rametr_;
ca de ¥, polis 2'(t{(™)) t' (%) = z(t( ).

Bnunclaremos, sen demonstragao, algumas propriedades importap
tes da Integral de uma fungao complexa, as quals s3o consequencia

da teoria da integral de Stie ltjen.

Sejam «y (3¢ C e £, g fungdes complexas cont{nuas em QT
Se 7 £or um arco de Jordan segmentariamente regular contido em $i,

obtem=se

j(uf(Z) +Pg(2))dz ‘&jf(z)dz +[3J\ g(zlz .

v v
Seja v com representagao pa.rametrica zZ = z(t), astg{b. 0O zr=-

co ~ %Y possul representaqao parametrica z2 = z(~t)y ~bsts -a. Por

(2) obtem-se:
-a  -a

If(z)dz =Jf(z(-t))dz(-t) =ff(z(-t)) -z'(-t):ldt .
-y “b -b

Fazendo a mudanca de variéveis, s = =ty obtem-seo:
a b

Ji‘(z)dz =.rf(z(s))dz(s) = -J\f(z(s))dz(s) = - r £(z) az
-7 b a oy
wmdo vT= ?'U 72 U...U'V y resulta

[‘f(z)dz = ff(z)dz + J f(z)dz+...+j f(z )z
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Vale a desigualdade

lf f(z)dzls‘[Jf(z)lldzl
N _

Sendo £ = 1 sdbre 7, [ [dz| = C(T). Resultada §ltima desigualda
‘7
de, que se M for o maximo de f em 7y Obtem-se:

[1£(z)az } & MC(™)

Y
Exemplos

1+1
1. Calcule fz dz a0 longo da parabola z(t)

= t+1t%, Pela igual-
dade (2), obgem-se

144 + 141
jz dz = rz(t) z'(tdat = | (t+1t2)(1421¢)at =2 )y
0 0 0

2. Caleule r%z-

s Sendo 7 a circunferancia de ralo p e centro
y

na origem.

A equagao paramétrica de 7 o

z(t) = p (cost+1 sent), Ogtgaw
Pela igualdade (2) obtem-ges:

dz 1
_—= *p (=sent + § cost)dt = 24 ¢
:, 2 o p(cost + 1 sent)

0 exercfcio enterior ¢ um caso particular do seguinte.

3. SejaneZ e v mma circunferdncia com centro em z

0 e ralo R.
Calcule a integral

f (z-.'a'o)n dz
i 4
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A equagao parametrica de v e z(t) = 2, +R (cost+ i sent),
Ot g2r.

Sendo z'(t) = R(-sent + 1 cost) = iR(cost+ i sent), obtem~

se 2w
ﬁz-zo)ndz = jg0*l J [cos(n+1)t+1 sen(n+l)t]at .
Y
Tem~-se o 2 2
vrcasktdt =jsenktdt =0seXk £0 eJ‘coskt dt = 2r,
0 0 _ o

sen kt dt = 0 se k = 0.

O%Q’

Da{ resulta que

2w 1 sen =]
(z-z‘_,,)n dz =
Y 0 paran £ -1.

0 teorema seguinte, denominado teorema integral de Cauchy,
é um dos mals j.mportam;es da teoria das fung¢oes holomorfas. Fg
remos a demonstraqao usande o lema de Gauss o0y equivalentemeapn
te, a formula de Green. Para tal imporemos uma condicao mais
restrita a fungao f do enunciado. 4 titulo de informacgao, ape

has enunclaremos o caso geral sem demonstra=lo.

TEOREMA 1l (Teorema integral de Cauchy). Seja Q um dom{nio
simplesmente conexo do planoc complexo e £:Q) — ([: ama fungao

continuamente derivavel em Q. Entao
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f(z)iz = 0
para toda curva v de Jordan, regular, toda contida em .

Demonstragao
Seja £(z) = u % iv contlnuamente derivavel em Q. . Pela for

mula (2), obtem-se

jf(z)dz '=j(udx - vdy) + if(vdx + udy) . (3)
Y 7
2v v v . 9u

£(2)=—+4—=— .3

2y ?2x 72x 2y

conclul-se a continuidade das derivadas Parcials primeiras de u,

v
Da continulidade de

v en 0. Portanto, estas derivadas parcials sio continuas no
fécho do interior da curva fechada 7’. Representada por.Ql es~
te fecho, conclui-se ser ¥ a sua fronteira a qual suporemos o-

rientada. Pels formnls de Green, escreve-se

ﬁudx-vdy) H: A oy gy (4)
"

f(udx + udy) -IL 59 -3y ) ax ay (s)

Sendo f derivavel, resulta que u; v sao solugoes das equagoes
de Cauchy-Riemann. Como consequancia, 08 integrandos dos se-~
gundos membros de (4) e (5) sao nulos. Portanto, ambas as par

celas no segundo membro de (3) sao nulas, provando o teorema.
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thervagg"o 1. A demonstragEo do teorema 1 continua & valer,
com Obvias modificagoes, se tomarmos um caminho ¢ fechado conti-

do em () no lugar de uma curva de Jordan regular.

Observacao 2. Em uma formulagao mais fina do teorema inte-
gral de Cauchy, supoe-se que f: ,Q—r(I: seja apenas derivavel em
., iste &, £ holomorfa em Q2 e 7 um caminho fechado todo conti-
do em Q. Preferimos a formulagao enunclada, por possibilitar
o uso do teorema de Gauss-Green. Convem observar que vale o teo
rema de Cauchy com £: Q) —» (]: derivavel Q. domfnio simples
mente conexo, e continua na fronteira 202 de Q). Supondo 2R um
caminho, o teorema nos diz que £(z)dz = 0. Os detalhes sdbre
as varlas formulaqSes do teorema de Cauchy sao aconselhaveis para

um segundo curso de Analise Complexa.

Obteremos certas consequé‘ncias importantes do teorema de Cau-~

chy, algumas baseadas em consideragoes puramente intuitivas.

Consideremos £: Q2 — (, supondo valido o teorema de Cauchy
para todo caminho fechado contido no dominio Q. Sejam Zoy Zp
dols ponto's de Q. e ’)’1 y 'Yz dols arcos regulares de Jordan conti-
dos em £, com extremos Zyy Zq9
sem outros pontos comuns, como
mostra a figura 6. Suponhamos
’3’1, ’2’2 orientados de Z; para
z,. Assim -'XlUQ’Z e um caminhp
fechado contido em &. Resulta
do teorema de Cauchy que Fig. 6
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£(z)dz = 0. Consegquentemente, _rf(z)dz + _r f(z)dz = Q.

27V, =

Ogt:m-se, da..{, % OE'
ff(zhz =ff(z) dz (6)
" 7>

quaisquer gue sejam 33 ¥5» nas condigoes fixadas.

Observacao 3. Seja f holomorfa emS) e admitamos o teorema
de Cauchy vilido neste caso geral, veja observagac 2. Entao, a
(6) nos d1z que a integral de f de Zys zleﬂ., nao depende dos
arcos 0’1, ’)’2 conectando 2

o a zl.

Observacgo 4. No teorema de Cauchy, veja obs. 2, supuzemos
que o dom{nio R £dsse simplesmente conexo e f holomorfa em Sk .
Quando retira-se esta hipdtese sdbre ., o fato de ser f holo-
morfa em {), deixa de ser uma condigac suficlente para o anula-
mento das integrais so longo de todas as curvas fechadas conti-
das em Q. Por exemplo, vimos que

2w i 5¢ n = ]
f(z-zo)n dz =

0 58 n ﬁ -lo
v

sendo 7c{) uma qualquer circunferéncia cém centro em Zg. Parg
n =2, lf(z-z )2 nao € derivavel em Z,» logo nao e af holomorfa,
porem sua integral e zero ao longo de gualquer circunferencia v d
com centro em z,. A fungao 1/( z-z, )2 e holomorfa no domfnio

C - {z }, que ndo e simplesmente conexo.

PROPOSICAO 1. sejam QC T um dominio simplesmente conexo,
£f:Q — (I: cont{nua e Z,y 2 dois pontos qualsquer de R. Supo
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nhamos que z

J‘r(a') de

%o

independa do caminho [ C S, com extremos z,s 2z, dependendo s

mente de z, para cada z, fixe. Entéo, a fungao
Z

¥ (2) =fr<¢ " 7)

%o

e derivavel em todo 2 ¢ £l e 50'(7") = f(z).

Demonstragao

Para todo par z e & em 2, obtem=-se

5
¢(5) - ¢(z) =If(z)dz ’ (8)

z
pPorque a integral ng.o depende do caminho Y com extremos Z, © 2y
contido em £l . Demonstraremos a existéncia da derivada de P em

zZ. Seja %(z) um disco aberto com centre em z cujo fecho

Ve(z)CQ. y ; umm ponto interior a VE(Z)' De (8) obtem-se

5
) ,‘F‘?’ "P(Z)-If(z)dvl = |f|}(o)—f(z)]do’,

z z
Fazendo M(%) = max {If(cr)-f(z)l; o e.'r}, obtem-se
| ] 95 - 9(2)
, 95 - £(z2)[ gM(Y) .
-2

Quando § tende a z, M(g) tende a zero, pois f e continua, logo
¢ € derivavel com ¢' (z) = £(z).
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Suponha f holomorfa no domfnio simplesmente conexo Q. Pelo
teorema de Cauchy a integral (7) n3o depende do caminho contido
em $L , com extremos Zoy Ze Desta forma, vale & proposigac quap
do supoe-se f holomorfa, que & o andlogo do teorema fundamental

do calculo integral para fungoes reais.

Denomina-se primitiva de fy a uma fungao @ derivavel, tal
que Y' = f. A proposigdo 1 nos aiz, apos as consideragoes aci-
ma, que se f for holomorfa em um domfnio simplesnente conexo Q.

entao a fungao ¥ definida por (7), e uma primitiva de f.

PROPOSICAO 2. Seja QQ C (]: um donfnio simplesmente conexo
e £: Q) — G: holomorfa em Q s Se P for uma primitivs de £, en-~
tao
Zy
J\f(z)dz = p(z;) - $(z,)

20

para todo z,, z, € Q.

Demonstragao
Dadas duas primitivas de fy elas diferem POTr uma constante.
Pela proposicao 1, sabe-se que ¢(z) = _r f(t)dt e uma primitiva
de f. Logo, todas as primitivas de f sao obtidas adicionando U=
ma constante a ¢y isto e,
%
ff(z)dz = Lp(zl) +C

2o

para todo z;€ {l, . Fazendo 21= 2., obtem-se C = -tp(zo) o que
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demonstra a proposicao.

Seja Q. um dom{nio de (C e Y um caminho fechado contido em

Q , cujo fecho do seu interior, que representaremos por I{7),
esta contido no interior de {2 . Suponhamos £;Q = I(¥) —» C
holomorfa. Note que Q - I(7) nao e simplesmente conexo. Desta
forma f £(z)dz ndo sera necessariamente zero. Consideremos um
caminhg fechado [  contido em Q tal que I(¥)C X([ ), como
indica & Pig. 7. Suponhamos | e < orientadas no sentido das

flechas da Fig. 7. Deduziremos,
atraves de consideragdes intuity r
vas, que Lf(z)dz = Lf(z)dz, pa~

ra toda | nas condigoes anterig

res. Para is't_:o, tomemses um pon~
te z; em v e outro z; em [ . S \
Ja 7, um caminho com extremos Z4

e z,, contido em I([ )~ I(7), co Fig. 7

mo mostra a Fig. 7. Consideremos o caminho G_ definide por

I'l = ru_?’lu(-T)U (-71) (9)
Note que -, & o caminho 7y com orientagao invertida em relp
¢ac a escolhida para qfl. Desta forma, G_ ¢ um caminho fecha-

doy cujo interior suporemos simplesmente conexe, sendo £ holo-

morfa no seu fecho. Pelo teorema integral de Cauchy resulta

jf(z)dz =0.

1
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Obtem-se daf e de (9)

jf(z)dz -l-ff(z)dz +ff(z)dz +f £f(z)dz = ©

r (51 -y -7

Conclui-se, portanto, que

fr(z)dz =J\ f£(z )z (10)

r ‘4

Un exemplo t.{pico desta situaqao e aquele em que a i‘ungao f
e holomorfa em um domfnio s exceto em um nimero finito de pon-
tos interiores a S. Por exemplo, seja w = p(z) um polindmio do
grau n. Sendo Z93 233 +++ 2 &8s ralzes de p(z) = O com ordens
de multiplicidades Pie }12, '”’Fk’ }11 +)-12 +...+)Jk = n. Des~
ta forma, a fungao f£(z) = F(JET e definida no plano complexo (L
do qual foram excluidos os pontos 29 Z53 seey 2y - Portanto, f
neo e definida em um domfnio simplesmente conexo. Escolhendo um
caminho qualquer 7 contendo os pontos z,, Z5y sse3 2y em seu in-
terior, obtem-se o domfnio - I(y). a restricao de f(z) = —(L)-
a C - 1(7) ¢ nolomorta. Esta 6. uma sltuagao semelhante a ante

riormente considerada pars a obtengao da formula (10).

Para completar estas consideraqoes e exemplificar com situys
goes simples, resolva os exerc.{cios l, 2y 3,4 e 5 propostos no

final deste cap.ftulo.
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§2. PFORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Seja A (C um domfnio simplesmente conexo e £:Q —» u-
ma funqao holomorfa. Demonstraremos uma representaggo integral
de f ao longo de caminhos fechados contidos em L. De posse dé}
te resultado, demonstraremos que se f f£or holomorfa em 5, entao
ela sera indefinidamente continuamente derivavel em . Por es-
ta razao, por analogia com o caso real, as fungoes holomorfas

sa0 tambem denominadas fungoes anal{ticas.

IEORRMA 2. Sejam £:Q, —  hBolomorfa no dominio simples
mente conexo X e [ um qualquer caminho fechado contido em G2 .

Para todo z no interior de [, tem-se::

1 £(4)d
£r(z) = 'r 9 ;’ (11)
2wl ;.— z
r

denominada formula integral de Cauchy.

Demonstracao

De fato, sendofd aberto, para cada z no interior de | exig

te um disco fechado de centro em z e ralo P> O contido no inte~-
rior de [ . Seja ¥ a fron-
teira deste disco. Veja Fig.
8. Suponhamos [ e % orien-
tadas no sentido das setas
como indicado na Fig. 8. A

fungao
£()

5 —
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¢ holomorfa em Q.- I(7¥). Repetindo o argumento usado no para'.gr,g

fo anterior resulta que

Jﬂf(;)dé;= £(4)ag,
reTr oy

Uma representagao paramstrica de 7 ¢ dada por & =z +p elt,

(12)

com 0<t {2r. Daf, a (12) pode ser escrita sob a forma

1 £(¢)a 1

_r 9% .2 £(4 + pel®iat , (13)
2wl ; -z or

0
da quel obtem-se
1 d 1 e
| f : - £2)|¢ = j'f(zmeit)-f(z) at (14)

2nld §-z ar

r o

Sendo £ cont{nua em Ry por ser holomorfa, segue-se que para cada
€ > Oexiste 6=§(E) tal que |f(z+pel®)£(2)| <€ , para todo
P< & « Resulta que (14) implica a formila integral de Cauchy (10).

Observemos que a fc;rmula integral de Cauchy, nos diz que se
£: 2 —» C £8r holomorfa no domfnio simplesmente conexo Sy eg
tao, o seu valor £(z) em todo ponto z no interior de um qualquer

caminho fechado [ contido em Q , & obtido através do conhecimeq
to de f sdbre | .

Demonstraremos, como observado no infcio deste parﬁgrafo,
que se f for holomorfa em {2 ela sera contlnuamente, Indefinida~-
mente, derivavel em ¢+ Com a notagao e hipétese do teorema 2,

sejJa Y: L = ([ contfnua. Segue-se que
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€ uma fun¢ao definida em Q - [ .

TEORBMA 3. A fungao f: Q- |, —» ({ definida por

1 "P( ) a
f(z) = = —i—-—;- (15)
i ?7-:

com : Q — (D continua € holbmorfa sm Q, - r y Ssendo sua de-
rivada igual 'a

fl(z) :—3:— fii——?’o (16)
2wl (g—n)
r

Demonstragao
De fato, demonstraremos a (16) em um ponto z, qualquer de

Q- . Para 1sto, consideremos a diferenga

) )"lf 1‘-1 (£)a
f(z - £(z,] w;;r g-: ;-‘o Lf;.)t‘;

z2-z, lf(g‘).
f(z)-£(z ) = J‘ ds .
o 2ra (5-2)(}-5,)
r

o

Obtem-se daf
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£(z)-£(z)) 1 [ @&y

0 |- 1 f (z-zg_)_zﬂf(§) 1
z=Z 2rl (;-zo) i - (5"20) (;-z)
|z=2 | P& laé
ar - 1§ -z, 1215 2]-

Sendo z_ nao pertencente a [ , seja dy 0, fixo, menor do
que a distancia de z, a [". Como z também nao pertence & [,
podemos restringf{-lo ao disco |z-z°|< g. Por ger ¢ continqa
no compacto [ conclul-se que | (§)]| <M para todo 5€[ 4 seg
do M 20 constante. Assim, destas consideragoes e da desigualda
de (17), obtem-se:

f(z)-f(zg_)_ 1 J" (P; Ja
Z=z 2ri ( -zo)
r

o
sendo K(dse([ )) = % e([" ) independente de z. De (18), fazeg
m

~$K(d,c(r))|z-z°| ’ (18)

do z —> 2z, segue-se a validade de (16) em Zy» Sendo z, um

ponto qualquer de Q -~ [, conclui-se que a (16) € valida em

Q-r. .

COROLARIO 1. 'Nas hipdteses do teorema 3, & fungao £ definida
"Ir (15) possui derivadas de todas as ordens, sendo a derivada

de ordem n dada por

! (&) |
£(n) (z) =-1-1—f nATE d% , (19)
2wl

-z )R+1
D
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para todo z em S~ [,

Demopnstracao

Demonstraremos por indugao. Para n = 1 tem-se a (16) do
teorema 3. Suponhamos a (19) valida para n-1 e vamos demons-

tra-la para n. Tomemos um ponto z, qualquer de 2= [.

(n=1),_y_,(n=1) Y
o (z)=-t (zp_) ) (n 11. 1 _ 1 P a5
zZ =2, ew (Z=g)® (3-z )® | ¥"%o
r ; o (20)

Afungao g: (L ~ [ —» € derinida por

glz) = para €

(§-2)2
é holomorfa em - [. Portanto, ela ¢ derivavel om z Q- [

sendo sua derivada dada por

n Ltn [ 1 ] 1
= - X —
(;_zo)n-i-l 2 +z, (;-z)n (§-z )" z=2

iPortanto, existe o limite do segundo membro de (20) quando

Z =¥z _y sendo igual

o
nl @)
L) — (21)

a2ri r (; _zo )n"'l

O primeiro membro de (20) tem, portanto, limite, que e a deri-

vada n-esima de f no ponto ZOE.Q..- I_. De (21) segue-se, por-

0 yr+l § ‘
ari r (;-zo
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Sendo z, um ponto qualquer de @ - [, conclui-se & validade de
(19) em um ponto qualquer de Q- [ . .

Tomemos f: 2 —» (]: holomorfa no domfnio simplesmente conexo

2. Para cada caminho fechado [<Qy o teorema 1 nos diz que
1 £(5)ag

5

<.
nos diz que esta fungao possul derji

vadas contfnuas de tddas as ordens em {2y sendo, para cada n,

£(z) =

0 corolario 1 do teorema 2,

sua derivada n~ésima dads por
(n), . _ Bl f £(5)ay
£179z) = - (22)
‘ 2ri (g-z)nﬂ
I

A (22) é conhecida sob a denominagao de £Ormy

para todo z £ 5.

la integral de Cauchy, para a derivada de ordem n da fungao ho-
lomorfa f.

O teorema que demonstraremos a seguir, ¢ uma condicao sufi-

clente para que uma fungé'o cont{nua em um dominio simplesmente
conexe L, seja af holomorfa.

IEOREMA 4. (Morera). Seja f: Q —» (]: uma ru.ngao contfnua

no dominio simplesmente conexo {l. Se

ff(z)dz = 0
4

Para todo caminho fechade contido em Q

s Segue-se que f & holo-
morfa em §).
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stracsao
Sendo |f(z)dz = 0 para todo caminhu contido em % s conclui-
se que fixado z,€ {2, a integral
z

jf(q)d;

%

depende u.nlvocamente de z. Portanto,
4

@ (2) =f £(5)a%

2y

é uma fungdo definida em Sy derivavel, (Proposicio 1, §1 daste
cap{tulo) sendo’ ¢'(z) = £(z). Portanto, £ & igudl a derivads
da uma fungao holomorfa, s logo bolomorfa, o que prova o teo-

rema de Morera.

§3. FUNCOES HARMONICAS

Evidentemente,'nﬁo iremos fazer naste pa.rigrafo um estudo
completo das fungoes harménicas, mas sim salientar a relagao eg
tre as fungoes harmdnicas definidas em dom{nios do R.2, com as

fungoes holomorfas em ‘dom{nios de C - Representemos por A o

2
Operador diferencial de segunda ordem aﬂ—z- + é@?’ denominado ope
x

rador de Laplace ou Laplaciano.

DEFINICHQ 1. Seja Q um domfnio do RZ e u: Q=R una
fungao continua em Q. Diz-se Que u e harmdnica em 9, ’ qua.ndo u

£6r contlnuamente derivavel até a segundes ordem em X e Au =0

em Q.
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Seja £(z) = u(x,y) + iv(x,y) holomorfa em um donfinio ocC.
Daf, resulta que u,v sao solugoes das equagdes de Cauchy-Rie=-

mann, isto &,
u  Pv u v

x 9% 2w =

Sabemos do pardgrafo anterior, que f & indefinidamente continug

. (23)

mente derivavel. Portanto, as derivadas parciais de todas as

ordens de u, v existem e sao cont{nuas. Derivando a primeira
das equagoes (23) em relagac a x, a segunda em relagao a vy adl
cionando membro a membro, lembrando o lema de Schwarz sdbre de=-
rivadas parclais mixtas, obtem-se Ay = Oy em Q0. De maneira
analoga demonstrarfamss que Av = 0 ep $2. Conclui-se, deste
modoy que se £: L& —=» [ £8r holomorfa em Q, ent3o u e v sao

fungoes harménicas em Q.

Demonstraremos que a rec{proca da afirmativg anterior ée'ta_n_l
bem valida. De fato, seja Qe un dominio simplesmente cone-
x0oeu: 2= R unma fungao harmonica em (). Sejam (x5 y,),
(x5¥) dois pontos de Q, sendo (xys ¥,) fixo. Representemos por
Y um caminho contido em Q com extremos nestes dois pontos. Cop

sideremos a fornma diferencial P(x,y)dx + Q(x,y)dy, sendo P(x,y)=

= _2u = 2y - 22 _ 29
==y Ux,y) = ?2x + For ser Au =0, conclui-se Que - = %,

provando ser a forma exata, isto €, existe uma w: ) —> TR, contl

nuamente diferenciével em Q, tal que dw = Pax + Qdy. Desta forma,

P
a integral 2 2u
- dx + — gy
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depende somente dos extremos de v « Fixado (xo, yo), ela define

em Q a fungao numerica

v(x,y) =J‘ - 3?- dx + ?: dy (24)

¢4 |
possuindo derivadas parclais de primeira ordem, cont{nuas emQ,

satisfazendo a condigao
v 2u v 2a
9x 7y Iy ox

que sso as equagdes de Cauchy-Riemann (23). Conclui-se gue a
fungao £(z) = u+iv e holomorfa em L. & fungao v definida pela
integral (24) denomina-se fungao harmonica conjugada da u. As-
sim, dado um par de fung¢oes harmdnicas conjugadas em um dominio
simplesmente conexo RcRZ, a fungao £: 3 —» C definida

por £(z) = u + iv & holomorfa em Q.

Bxemplo: Seja 2 o semi plano {(z,y) € 'IRZ; x7o} e u:
Q-+ R definida por
u(x,y) = JZ‘ log (x2+ y‘a),

que 6 harmdnica em . Consideremos a harmonica conjugada

-y dx + xdy -17
v(x,y): = tg - 4
2 4 :
(]

L -] 7 T
- — < _— — -
sendo > tg z <+ e Obtem~-se

£z) =% l08(x% 5%) + 1 tgL T, T ctgt Lea T,

do que resulta ser f um ramo da fungao logar{tmica.
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§4. IEORFMA DE LIOUVILLE. TEOREMA FURDAMENTAL DA ALGmA. PRIN~

ci{PIO DO MAXIMO

Néste paragrafo faremos mals aplicagoes da formula integral
de Cauchy demonstrando, inicialmente, o teorems de Liouville. Ne
le baseado, demonstraremos o teorema de Gauss~d' Alembert sobre 8
xisténcla de ralzes de uma equagdo algébrica, também denominado
teorema fundamental da ﬁlgebra. Finelizando, provaremos o princ,.f

pio do maximo para fungdes holomorfas.

IEOREMA 5. (Liouville). Seja £: C —» ([ nolomorta em (.
Se f f£or limitads em todo o (. ela sera constante.

Demopstracao
Seja Z, um ponto qualquer de q: e VP(O) um disco aberto

com centro na origem contendo Z, en seu Interlor. Representemos

por 7. a fronteira de V (0). Sendo f holomorfa em (,

_ r(l;)d;
£(z,) = ar.lf 1,"3

pela formala Integral de Caucby. Tem-se, tamba'm,

1 £(%)a
ari 5
7

De (25) e (26) obtem-se
12,1 12¢5)]

[£(z_ )= £(0)|¢ 1[ lag |
z -
o R - . |5-5°“;|

Sendo f 1limitada em ([, existe uma constante K0 tal que

1£(2)| {K para todo z ¢ C . Consequentemente,
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5 ow

|£(z2,) = £(0) ¢ . g . (27)
2w ig=z,1181

Tem~-se €9, logo I;-zol >p - lzol. Portanto, de (27) resulta

Klzol

|£(z) = £(0)]|<
(p- Izol)

sendo K,y|z,| nimeros independentes de p. Fazendo p —~coem (28),

conclui-se que para todo zoeq:, £(z,) = £(0), provando ser f

constante em ﬂ:.

IEOREMA 6 (4! Alembert Gauss). Seja

n n=-1
ao 4 +alz

p(Z) ""o-o"‘ﬂh

um polindmio com 8, # 0 e coeficlentes complexos. Entao a equa-
¢ao algebrica
p(Z) =0 .

possul uma raiz em (.

Demonstracao
De fato, suponhamos p(z) # 0 em CC. Daf resulta que

p(z) .

¢ holomorfa em C . Provaremos que £ é limitada em (]:. Em ca-
da compacto {ze C; lzlg ?} » P20, é limitada porque & cog
t.{nna. Vejamos que ela tambem e limitada no exterior daestes

discos fechados.

Realmente, sendo
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& “2_ %
p(z) =zn ao +-;—+;-2- -l-...-l-;ﬁ ’
obtem-se
lag| eyl lay|
In(z)| > | 20| Iaol - - ~reom mme |,
sl |p2) |22
Seja r >0 tal que
oyl layl lagl  lay |
+ + eve + < » para todo [z]|) r.
lz] 12 1] 2

Resulta, portanto,
1 . e
[p(z)] > 5 Iaolrn s para todo [z|>r.

Esta desigualdade implica
1 2

§ ==—= para todo |z]) r,
[p(2)] ~ Ja,ls®

provando que f é, também, limitada no exterior dos discos {z e[

[£(z)| =

[FARS p} - Pelo teorema de Liouville resulta que f & constante
em [y 0 que € uma contradigao, pois a, # 0 implica p(z) nao
constante. Logo, p(z) = 0 possui solugao em (]:.

1EOREMA 7. (Prinefpio do Miximo). Seja Q um domfnio limitg
dode L, £:Q — C holomorfa em Q e cont{nua no fécho .
O maximo de |f| & assumido em um ponto da fronteira 2.

Demopstracao

Caso f seja constante o teorema & evidente. Suponhamos f
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nao constante em L . Por ser £l cont{nua no compacto (2, resul-

ta que existe um ponto z em§ tal que |£(z,)| é 0 maximo de

| £] emﬁ Demonstraremos-'que. zoe'aQ.. Supondo que zer e nao

a 200, chegaremos a uma contradigaoc. De fato, sendo £ holomor-

fa em $2, se ¥ for a fronteira de um qﬁalquer disco fechado

Vo (2,)cf, obtemos, pela formula de Cauchy,
r(z)-—-}—[“)d; . (29)

2ri ; -

18 0<e¢zr uma representagao parametrica de

Seja t;=zo+ r e

e A(29) toma a forma

£(z ) = — fi’(z +r eie)de . (30)

Representemos por M(r) o maximo de |f| sobre Yn(zo). De (30) op

temos

[4]

1
1£(z,)]¢ = 'r [£(z + r el®)lae¢m(Q) . (31)

Nao podemos ter If(z )I( M(r) estritamente, porque |2z )] é o
maximo em-QD Vg(z ). Logo, vale a igualdade, If(zo)l = M(r),

provando ser |f| constante em Vg(zo).

Demgnstremos que |f| sera constante em 2, o que implica em
uma contradigao. Seja 5 um ponto qualquer de Q e [ uma poli-
gonal contida em Q, com extremos Z,s 5 e representagao pa-
ramétrica z = z(t), a{t¢b. Suponhamos d >0, a distancla de
[T a fronteira 2§+ BEm virtude da. continuidade uniforme de z =

= z(t), existe uma decomposigao D(t,, tl,...,tn), t, = 8y t =D,
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de a <t <b, tal que |z,-2, ;< 4, sendo zg =2(ty)y 1=0,1y...5n,
Note que z(t,) = z, ez (tn) =§. No disco Vd(zo) tem-se |f£(z)|=
= If(zo)l. Sendo Izl- z°|<d, z,€V4(z,) e If(zl)l = If(zo)l. Re=-
sulta, pelo argumento usado no infcio da demonstragao que |£(z)]|=
= |f(2°)| para todo z€V (z;). Desta forma, cobririamos | com
um numero finito de discos, sendo o ultimo Va(5 ) com |2(§)] =

= If(zo)l provando ser |£| constante em Q.. Vejamos que isto im
plica f constante em Q.. Seja |£(z){ >0 em $1y £ holomorfa em

por hipotese. Consideremos a fungao holomorfa em

log £(2) = log|£(z)]| + tv , - %<v<§ ’
sendo v a fun¢ao harmonica conjugada de u = log|f(z)|. Sendo u
constante em {1, sua harmonica conjugada v tambem ¢ constante em
. ' Resulta que a fu‘ngao log £(z) = u+iv & constante em 2,
isto e', fe constante em % o qQue € uma contradicgao. Logo o méxl

mo de |f| € assumido em um Z, pertencente a fronteira 3.

Exerc{cios
1. Demonstre a (10) quando sao considerados n+ 1 caminhos fe-
chados r, 'a'l, '3'2', cesy ’a'n, repetindo um argumento anélogo
ao usado no texto.
2. Considere a fungao
= - -]
£(z) = [(zl zl_)(z-zz)...(z‘zn)]
definida em {C -{zl,zz,...,zn}. Tome n circunferencias ’31
duas a duas disjuntas definidas por

7y ={ze T4 lazyl=¢]}
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para 1 = 1,2y.¢.3n. So-| £or um caminho fechado contendo to=-

das as 7, em seu interior, prove que

fr(z)dz -Jr(z)dz +ff(z)dz -!-...-ij(z)dz

r 7 T2 Tn

3. Seja [ um caminho fechado e z

Déﬁostre gue

2rli sen = -1
J(z-zo)ndz =

0 Se n f -1
r

J’ dz
22 +1

(4

sendo 7 um caminho fechado contendo em seu interior os pontos

+1 e =1,

1

o um ponto no interior de [,

4, Caleule

5. Faga o calculo direto, (usando a igualdade (2) no texto) da

integral do exercicio 3, para [ nos seguintes casos:
a) [ e uma elipse com z, no seu interior

b) [T € um quadrado com centro em Zye

€. Calcule as segulntes integrais

a) J;ezdz, sendo 7" a poligonal com vértices nos numeros com
plexos =1, +1, 1+1.

b) J;( sen z- cos 2)dz, sendo ¥ o segmento de reta com extre

mos em -1, +i,
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8.
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c) f zndz, paranc Z e 7 s poligonal com vertices em -1,
+ 2.1., 1+%,

Calcule as integrais:

ez+26
) dz
: f (z-1)4
lz] =4
2+1

b) f (z%- 1z+2 )z ao longo de um segmento de reta.
4]
41

) f (z3- 21z + 4)dz, ao longo da poligonal com vertices

0
0’ 1+.1.’ +41.,

senz c¢osz
d) —5— dz

za -2z%+1
|z]=5

Calecule as derivadas

e
a) 3 —E s Sendo 9 um caminho fechado em € conten-
dz (q Z)

do z em seu interfor. Apds a derivagac, substitua z por

i, caleulando a integral resulteante.

al 35 sen
b) —: —-E’_-——-— d% 4 sendo |z| 2
az =2z

151 =3



162
Apc;s a derivaqao substitua z por 1l+i, calculando a integral re~-
sultante.

9. Demonstre que as seguintes fungoes sao harmonicas e calcule

as funga'es harmonicas conjugadas nos respectivos dominios.

a) u(xyy) =2zxyem .

b) u(x,y) =

.7 em -{O}a

¢) u(x,y) = 6*(x cosy-y seny) em .

10. Seja p: IR —> TR continua e integravel em TR . Demonstre

a(xsy) = xJ’ Y t)at

TJ (xt)2 + y2
-00

é harmdnica no semiplano ~00<¢x{+00, y>O0.
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CAPITULO 5

SERIES DE FUNGOES COMPLEXAS - CONVERGEANCIA UNIFORME - SERIES DE

POTENCIAS - TEOREMA DE CAUCHY-HADAMARD - SERIES DE TAYLOR
LXLSNCIAS - TEORRMA DE CAUCHY-HADAMARD - SERIES DE TAYLOR

§1. SERIES DE FUNCOES COMPLEXAS

Seja 2 um domfnio de (C . A aplicagdo que a cada nimero na
tural n, assoecla uma funqa'o ran. —r(]:, denomina-se uma suces=
sao de fungoes complexas. Representa-se uma sucessao de funqaes

complexas por (rn)ne N’ sendo f denominada seu térmo geral.

Diz~-se que a sucessaon (fn)ne N converge em z, pertencente a Q,

quando a sucessao numerica (fn(zo))nelN for convergente. Diz-
se que (f )n € N converge em {1, quando a sucessao numerica

(£.(z o))y e N for convergente em todo z, de .

De modo analogo ao caso numérico (Cap. 1, §3), define-se sé~

rie de fungoes complexas a partir de uma sucessao (f )HGIN . Cog

sideremos, portanto, uma serie E f_ de fungoes complexas. A

n=0 2
sucessao (s )ne IN das reduzidas desta serie, e constituida pe-

las fungoes 8% Q —» Q: definidas do seguinte modo:

S'D ?fo

| =jt‘o +f1
8, = fo -l-fl +f2

Diz~se que uma série 3 n de fungoes £, ¢ R —» @ s ¢ conver-
0

gente em z_€Q, qua.ndo a sucessao (s )nG N de suas reduzidas
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for convergente em Z g Diz-se que uma série f fn’ de funqé'es
£, ¢ Q—>C, ¢ convergente em 5., quando elan;gr convergente em
todo ponto de 0. Seja i £, convergente em Q. A fungdo
£: Q —> (C definida pornho

22) = um [t (2)er)(a)n e, (2)]
n =0

denomina-se a soma da serie dada.

Consideremos ums serie i f convergente em um subconjunto
infinito E € {2. Para todon;oe E a serie numérica f £.(2,)
e convergente. Logo, pelo teorema de Cauchy (Cap. 1, 53), para
cada £) 0y existe um numero natural n, = no(ﬁ, zo) satisfazen-

do a seguinte condigao:

|£ n41(2,) + £ fo4p(2,) 4ot £ n+ﬁ(zo)|<a ' (_1)

para teodo n>n e ppl. Fixado £)0 e fazendo z_ variar em E,‘

0
a igualdade (1) continua valida para valores distintos de n, =

=n (6 ’ zo), em geral. Sao importantes em Anglise, as series
para as quais existe um valor de n, = no(E; zo), tal que a (1)
seja valida para todo n> B,; qualquer que seja z,€ E, fixado a
penas 0 £>0. Por esta Tazao, define-se, como faremos & se~

gulr, o conceito de convergéncia uniforme de uma serie.

DEFINICAO 1. Diz-se que uma série > £, de fungoes com-
n=0

plexas £ : . ~—> (]: » converge uniformemente em um subconjunto

infinito E < Q. quando para cada £ > 0 existe um numero natu

ral n, = n(€) satisfazendo a seguinte condicao:
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¥4

n#1(2) + £ (2040004 fn+p(z)_l (&

para todo n, =n_(£)y p,1, qualquer que seja z em BE.

Exemplos de séries uniformemente convergentes veremos no pa
ra',gra.t‘o seguinte, ao estudarmos as sereis de potencias. Tendo
em vista o estudo destas se'ries, demonstraremos alguns resulta-
dos de carater geral sobre series de fungaes complexas, tendo

em mente sua aplicagao no paragrafo 2.

PROPOSICAO 1 (Welerstrass). Seja D ¥, uma série convergep
» n=0 - ”
te de numeros reais positivos. Sezl f for uma serie de fun-

. n0 ©o
goes £ : Q - C, tais que
£ (2)]< M_, para todo zell,
n n

exceto para um numero finito de valores de ny entaoc £, con-
: n=0
verge uniformemente em Q .

Demonstragao

De fato, para cada &£ > 0 existe n, = no( € ) tal que -

Mpag + Mo oteeet Mep <E (3)
para todo n> B,» P>1. De (2) e (3), conclui-se que para cada
€ > 0 existe um numero natural n, =n (E), tal que

|£,41(2) + PN ED LI fneplZ)<E 5

para todo n>n (€)y p )1, qualquer que seja z¢ Q. . Decorre daf

que i; fn converge uniformemente em 2.
n

PROPOSICHO 2. Seja Q. < (€ um domfnio e pera cada ne|N su~

ponhamos £ : Q —» ([ cont{nua e n2=0 f, convergente em 1, com
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»
soma f. Se esta serie converge uniformemente em cada compacto

Kcl, entao £ é uma fungao continua em ..

Demonstragao o
Fazendo Rn+1 = E _ fj, para cada z eQ 3 escreve=se
J=n+1 -

£(z) = sn(z) + Rn-!-l(ZJ .

Seja Z, um ponto qualquer de .Q e provemos que f e cont{nua

em Z . Sendo S abertoy, existe um disco aberto VP(zo), P>°’
tal que VP( zo)CQ. Sendo VP(zo) um compacto de Qs a serie

i‘n nele converge uniformemente. Portanto,' para cada £> 0,

n=0 .
existe um numero natural n, =n,(E) tal que

IRn!-l(Z)l < E/3, para todo z ¢ VP(zo) - (3)

Sendo 8, & reduzida de ordem n da serie dada, conclui-se que 8,

é uma func;ﬁ_o cont{nua em {. s por ser a soma de um numero finito

de fungoes contfnuas em Q. Desta forma, sendd 8y cont{nua no

compacto Vp(zo), para cada € >0, existe §=8(£) tal que

T (3)CVo(z,) (2)

De (3) e (4) resulta que para cada £) 0, existe §)O satisfa-

|sp(z)=8 (2.} < £/3, para todo ze

zendo a seguinte condigao:
[£(2) - £z )] & Isn(z)- sn(zo)lﬂRnﬂ(z)I+|Rn+1(zo)l <E

para todo z€ Vi (z,). Isto prova que f é cont{nua em z,s logo em

Q, em virtude da arbitrariedade de z,
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COROLARTO 1. Com as hipSteses da propesigao 2, se [ £or
um caminho contido em Q, a soma f da serie & integravel ao log
go de [, valendo a igualdade

oo
ff(z)dz =3 £,(2z)az . (5)
r’ n'—‘lr
Demonstragao
De fato, f ¢ Integravel ao longo de [ porque é cont{nua
em 2. Obtem~se
Jr(z)dz = E .t‘ (z)dz +fRn+1(z)dz ’

r deLr' r

de onde resulta
n
Ifr(_z)dz -2 |fy(z)z '( ﬁ%ﬂtz)llu].
=

Sendo ﬁ f, uniformemente convergente sdbre [ » segue-se que pa
ra £ o, existe n,= ny(€) tal que |R_ . (2)|<E/e(["), para n>n ,
qualquer que seja z€ I- Note gque estamos representando por

¢([") o comprimento de [". Portanto, a igualdade anterior impli-

ca a (5) provando o coroldrio.

PROPOSICAD 3. Sejaf) um domfnio simplesmente conexo €y para
cada ne N, A Q = bolomorfs em Q. se i f, comverge em
. 5 sendo uniformemente convergente em cada compacto K de Q, va

le o seguinte:
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&) A soma f da serie & uma fungao holomorfa em ..
b) A série das derivadas de ordem p de £, converge unifor-
mente em cada compacto K de {ly para a derivada de ordem

p da f.

Demonstragao |

a. Seja | um ceminho fechado contido em Q. Por hipdotese,
i £, converge em { e uniformemente sobre | . Resulta, pela
g:gposiqao 2y que £ & continua emQ, logo Integravel ac longo de

[T+ Pelo corolario 1, obtem-se

@
fr(z)dz =) £,(2)az (6)

n=l
r | r
Sendo f : Q — € holomorfa em Qe [ todo contido em Q, con-

clui-se, pelo teoremz de Cauchy, que

£,(z)dz = 0, paran =1, 2, 3, ..,

r
j‘f(‘z)dz =0 ,

Conclui-se da (6) que
r

qualquer que seja o caminho fechado I- contido em R . S'endo b 4
contfnua em L resulta, pelo teorema de Morera, que f & holo-

morfa em §) .

b. Sejam K um compacto contido em 24 [ um caminho fecha
do contido em Q. e contendo K em seu interior. Demonstra-se

que existe um tal caminho [ , sendo a distdncia de [ a K um ny
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mero d estritamente positivo. Pela formula de Cauchy, para a
derivada de ordem p, obtem~-se:

! £(5)
£{P)(z) = p'f ] dy (7)
2ni (g-z)P"'l

r

para todo z€{). 8obre [ a serie i f, converge uniformente,
» n=0 L4
tendo soma f. Logo, pelo corolario 1 e a formula Integral de

Cauchyy a (7) toma a forma:

£y =37 — f ——g a5 = T= £ (P)y)
pn=p 274 (5-2) n=1

para todo ze Q. . Logo, a série das derivadas de ordem p con-
verge em Q para a derivgda de mesma ordem da soma f. Prova-
remos que esta convergé'ncia e uniforme sobre o compacto K. De

fato, para todo ze€K, obtem-se:

n+s ats £,(4)
| 5= Py = | == 2 f a | =
k=n+l k=n+1 271 (4-z)PH
r
= | =1 == az | ¢
ard r k=n+1 (;-z)w:L
+5
op | % £.(3)] |
£ = f — Jagl (8)
am 14-z|P*2

r
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Sendo ze K o eel' » resulta que It; -zl),d}o. Sendo tl fn uni-

formemente convergente em [ , para cada £ O existe n, = n (E)

tal que n+s p.|.1
2 £ (5) 1 € (9)
k=n+1 = pie({)

prara todo n) no({;‘.'_), 8 71, qualquer gque seja ;e [« Resulta de
(8) e (9)y que para cada ze K.

n+s _
S fk(p)(z) <E
k=n+l
para cada g > O, guando n)> no(E), syl provancio ser uniforme a

Y »
convergencia sobre o compacto K.

Diz-se gue uma série de fungoes : fn e convargente em var
n=1

lor absoluto em L, quando a série 2 ]f | £or af con-
vergente. O conjunto dos pontos do pPlano a_: no qual uma sé-
rie de fungoes e convergente, denomina-se o q::n;.{nio de conver-
ggncia da série. Ko parﬁgrafo que segue, estudaremos um tipo
particular, muito importante, de serie de fungoes, denominado
serie de poténcilas. Hé, para estas séries um teorema, de Cau-

chy e Hadamard, que caracteriza o seu dom{nio de convergéncia.

§2. SERIES DE POTENCIAS

Para cada ne [N, consideremos a aplicaq.ﬁo f : @ — (]:,
definida por £, (z) = ah(z-z )n, sendo z e a, para cada ne N,

numeros complexos fixos. A serie de fungoes assim obtida e de
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nominada serie de poténcias, Escreve-se uma serie de potencias

scb a forma ) an(z-zo)n. Os numeros 8,50 = 0,1,25000, sao
n=0 . -

denominados os coeficientes da serle e an(z-zo)n o termo gersl.

’ [
E claro gque uma tal serie o convergente no ponto z = Zqye

Dada uma série de poténcias com coeficientes a,0 o = 0,1,

- *
23¢.+3 consideremos a sucessao de numeros reais poslitivos

|a°|’ lallyﬂ'lazls---’ nv]an] gose (10)

Caso esta sucessao nao seja limitada superiormente, definiremos
© seu limite superior como sendo + 0. Tanto esta sucessao, co
me & subsucessao dela obtida suprimindo os dois primeliros térmos,
POSsuem o mesmo comportamento quando n tende para o infinito. As
sim, consideremos a sucessao

Al “Lraglseen i an)
em lugar da (10). Desta forma, facamos

1

n )
Vsl

R =

definindo-se R = 0 quando E lag] = 0 e R = cose Sste 1imite
superior for zero. 0 numero real R, obtido atraves dos coefici-
entes a, da serie de poténcias g a,(z~z_)?, determina o domf~-
nio de convergéhcia desta série, como demonstra o teorema g se-

gulir.

IEORFMA 3. (Cauchy-Hadamard). Se R A 0 for finito, a série

oo
2 s (z-z )" | (13)
n=0
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@ convergente em valor absoluto para todo z tal que |7--Z°| {R e
divergente para os z tais que |2-z_|> R. Quando R = +w a sé-
rie converge em valor absoluto para todo 2z pertencente aﬂ: .

Se R =0 go converge em Z,e

Demonstragao
De fato, suponhamos que seja finito o limite superior da sy

cessao (11). Tem-se

n
. ->oo VIan(z-z »2| = Iz-z | lim Jlan] (14)

n »o

Em (14), para todo ze C tal que lz-zol< Ry obtem-se que o 1}
mite superior no primeiro membro & estritamente menor do que um.
1ogo, (Cap. 1, §3, prop. 10), a (14) implica ser il an(z-zo)nl
convergente para todo z€ (C tal que Iz-zol ¢ R. Analogamente,
quando Iz-_-zol> Ry de 14, resulta, (Cap. 1, §3, prop. 10) que a
serie (13) & divergente.

No caso R = o0, prova-se que a sérle ﬁ Iah(z-zo)nl é con~

n=0
vergente em todo o plano complexo d:‘ En Zo © trivial que cop

verge. Demonstraremos que converge em um qualquer zq F z,. De
fato, sendo 0, existe um n,e tal que

) L n.,oo I&nl ) lN Q
nv‘la | £ EI?.—zl' para todo n> n . Resulta, portanto, que

L/ l an(z-z )nl<3 para todo n >n,. COnsequentémente,

lim R /I ah(zl-zo)‘n\\(

n o

de onde conclui-se (Cap. 1, §3, prop. 10), que a série (13) cog
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verge em valor absoluto em 2y provando ser ela convergente em

valor absoluto em ([ .

Suponhamos R=0. Para z = Z, 8 serie converge, pols reduz-se
ao coeficlente a,. Demonstremos que ela nEo_converge em qualquer
outro ponto z, # z,. De fato, se ela fOsse convergente em z,5 Te
sultaria que a sucessao {an(zl-z )n} serla limitada, 0 mesmo a-
contecendo a sucessao {nc/lanl }, o que & absurdo, pois o 1limite
superior desta sucessao ¢ + o por hip&tese. Logo, a série nao

converge em Zq o Isto completa a demonstragac do teorema 1.

O teorema de Cauchy-Hadamard nos diz que se R £or finlto, o 4o
nfnio de convergéncia da serie > gn(z-z )n é o disco aberto de
n=l-

ralo R e centro em z. fste disco denomina-se efreulo de conver-

encia da série, sendo R denominado o ralo de convergéncla da se-

rie.

Observacao 1. Situagdes hd, em que a sucessao {n@}é coﬁ
vergente. Nestes casosy o raio de convergancia é dado'por
1
1im nfl?
-

n-

R=

- (1
Se existe o limite da sucessao {nggfl s verifica-se que o ralo
de convefgéncia da serie ¢ dado, tambem, por

1

1im |2y
n->w |an|

Bste resultado decorre dd&gstudo da convergahcia de serles nume-
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ricas de térmos posltivos. Isto resulta da igualdade

P24 |
1im n/lanl= 1im e .

n - 0o n oo |al

O comportamento da série (13) sobre a circunferéncia do cirey
lo de converg‘e‘ncia, escapa as 1nforma93es dadas pelo teorema de
Cauchy-Hadamard. Existem teoremas esclarecendo éste fato em cer
tas situagoes. Os exemplos que Seguem servem para chamar a atep

gao do leitor para a questao.

l. Consideremos a se'rié f nz®. A sucessdo {% }4conver-
ge para um. Logo, R=1 e a f;lzgie converge no efreulo de  rato
um e centro na origem. Ela nao converge sobre a circunferéncla
déste cfrculo. De fato, se ela convergisse em valor absoluto em
algum z tal que |z| = 1, deverfamos ter 1im |nz%| = 0, 0 que

- n -»w
nso acontece.

n
2. A serie E-O z_é possul R=1. Ela converge sobre todos os
n=0 n a
pontos da circunferéncla do efreculo de convergencia.

. n
5. A serle Z=0 i— converge no circulo de raio um e centro na
n

origem. Para z =41 diverge e para z=-1 converge.

Aplicaremos ao estudo das séries de poténcias, os resultados

obtidos no para'gra.f‘o 1 deste cap.ftulo.

FROPOSICAC 4. Seja R o ralo de convergéncla de uma sorie de
poténcias. Imtao, ela converge uniformemente em todo disco aber

to de raio r< R, concéntrico ao efreulo de converg@ncia.
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Demonstragao

De fato, seja 2z = z°+.'reie, um numero complexo no Interior do
efreulo de con}erg'e‘ncia. Do teorema de Cauchy-Hadasmard conclui-
se que f Ianl r® ¢ convergente. Para todo Iz-zo|< r, tem-se

Ian(z-z %:(I) £ Ianl r®, paran =0, 1, 2, ...

Resulta da proposigac 1 (Welerstrass) que Z ah(z-z ™ con-

verge unlformemente em {ze C; lz-2 I r} para todo r (R.

Observemos que as aplicaf;oes de d: em G: definidas por .
z —> a(z-z P 880 holomorfas em ([. Assim, uma serie de potég
cias ¢ uma série de fungdes holomorfas em C . "Quando ela pos-

sul raio de convergencia R) 0, ela convergindo uni.formemente em

todo disco fechado Vr(z )y r <R, conclul-se, proposicac 3 parte
a; que a sua Soma f e uma func;ao holomorfa no seu cfrculo de cog

vergé‘ncia. Pela parte b da mesma proposiqao 3y resulta que as

derivadas de f no diseo fechado Ww(z,)y r{R sao obtidas derivag

do a serlie (13) térmo a termo.

PROPOSICAD 5. Se : L (z-—z ) possuiq ralo de convergéncia
R >0, entac a searie Z n an(z-zo)n- das derivadas, possul o

mesmo raio R de convergencia.

Demonstragao

De fato, sabe-se que {n ? é uma sucessao convergente para
1. Representando por R' o railo de convergencia da serie derivada,
obtem-se

1 1l
R = =

1in nla,| 1im BE 11 "fanl 11m s,

n > n»o n-rawm n o
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da qual obtem~-se R = R'.

Deduz-se que se uma série de poté‘ncias possul railo de con-
verggncia Ry a série obtlda derivando P vezes esta, tambem pos~-

sul raio de converggncia R.

Consideremos

00 _
£(z) =3 a (z-z )" .
n=0
serle de poténcias com raio de convergéncia R.  Derivando es-

ta serle térmo a termo P vazes, obtem-se:

o0
f(p)(z) =2 n(n-1)(n=2)...(n=-p+1) an(z-zo)n'p-
n=p |
Fazendo a mudanga n-p = m e posteriormente fazendo m=n, obtem-
se. o |
£PXz) = T (asd)me2) oot gy, (3020 (15)
n=0
Representando por (:) ©0s numeros binomials definidos por
m{m~1)e..{m=p+1)
p!

sendo nl = 1,2,3,...0y 0l =1, 2 (15) assume a forma seguinte:

&)

P ?

oo
(p) - - D+
£ P(2) = p| ,:o PP ay,p (2200 (16)
n=
Calculando a (16) no ponto z = Z,; obtep-se

r(p)(zo) = p! a, B (17)

SeJa ¥ a fronteira orientado do disco sberto Vr(zo), 0<{r<R.

Sendo a soma f desta série holomorfa no c{reulo de converggncia
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resulta, pela formuls integral de Cauchy, que

{ £(¢g)
(p) o P!

£98HE(z) = — ———
R ) (5P 7
para todo z interior a V (z ) De (17), ecaleulando f(p)(z ) pe-

la (18), resulta:

(18)

(19)

1 f £(5) dy

= ’
" ari (; ~Z, ¥l
que é a expressao dos coeficientes de uma série de potenclas.

Representemos por M(r) o maximo de If(l;)l para ;e 7. De (19)

obtem~se ) [£¢)] 1 Mr)
|2l ¢ — G
oy 1g-zat o
ou M(r)
Iyl ¢ — | (20)

denominada desigualdade de Cauchy.

0 resultado anteriormente obtido, afirma ser a soma de uma
série de pot‘e‘ncias, uma fun¢so holomorfa no interior de seu c.f;:
culo de converggncia. A segulr, demonstraremos que se f£: Q- ¢, |
£0r holomorfa no domfnio Q y entao, todo Z, no interfor de Q o
centro do efreulo de converggncia de uma sér.le_de poté‘ncias, cy
Ja soma € f. A representagdio de f atravis desta serie de potég

clas, denomina~se desenvolvimento de Taylor da fungao holomorfa
L.
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IEORRMA 2. Seja QC ([ um domfnio e £: Q@ —» (C holomorfa em
s |

4. Para todo z pertencente a bi y existe uma e somente uma

0
série de potan cias

L
2 & (z-z )"
n=0

convergente em um disco aberto Vy(2,) contido em s cuja soma &

igual a f neste disco. Os coeficientes desta série sao dados

por (n)
£77(z,)

a =

n yn=0y1, 2, con

n}
Demonstragao
SeJa z, um ponto de o VR(zo) um disco aberto com centro Zy9
raio B> O contido em . Tomemos 0<r<R e sela 7 a fronteira de

Vr.(zo). Supondo € 9 e Iz-zol {r, obtem-se

1 1 1 1l
j2 (Gey) - (z-2)) %o 1 .o .
720

Sendo |$-8°| < |§=z,], podemos escrever:

1 %o 1
— —— (gez_ )3 (21)

_ o
$°Z  nmo (f-:z‘,)n"'l
uniformemente convergente para todo Iz-zol <r. Multiplicando ap
bos os membros de (21) por 't-g’r-} e integrando térmos a termo ao
longo de ¥, obtem-ge:
1 £(¢)a ® 1 £(¢)a
e e [ L
-2 +1
' n=0 ¥ (% z)?
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Da formula integral de Cauchy, conclui-se:

co r(n)(z )
£r](z) =3 _ -—l__- (z=2 )" , (22)
n=0 B

para todo z no interior de 7,y 1isto 6, para os z tals que lz-z I<r.

A representagao (22) denomina-se a serie de Taylor da fungao f.

Vejamos que em cada z, ¢ Sl o desenvolvimento de Taylor (22) e
dnico. De fato, suponhamos que em V (z ) f £0sse representada,

tambem, sob a forma

o0
£(2) =27 b (z-z,)" (23)

sendo bn’ n=041,25.000y numeros complexos fixos. Devemos provar
que (a)
4 (zo)
b, = r(zo) eb, =

I Para A= 1y25e0»
n;

A serie (23) e uniformemente convergente no interior de V&(z )y
portanto derivavel térmo & térmo. Tem~se f(zo) = b, e a deriva-
da n-eésima de £ em zZ, ¢ dada por f(n)(z ) =n) b, para n = 1,2,..,

Provando a unicidade.

thg;zggﬁg_l. O teorema 2 poe em evidﬁncia, uma vez mais, a ’
diferenca existante entre a anﬁlise real e a complexa, como e ely
cidado pelo exemplo eléssico a seguir. Sabe-se que a aplicagao
£(x) = e~ Vx® para x real nao nulo e £(0) = 0, possul derivada
de tddas as ordens, em qualquer intervalo com centro na origem.
Verifica-se, entretanto, que a seorle de Taylor de f no ponto X, =0

nao converge para esta fungao. Ba case gcomplexo, todavia, o teo-
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rema 2 garante, que para f£: Q —» Q: possuir uma representagao em
sérle de Taylor em Vr(zo)C Q, ¢ suficiente que f seja holomorfa

em 2

Observacso 2. Quando z, = 0y a representagao de Taylor de f,
&y habitualmente, denominada representagao de Maclaurin de f. Po-
de-se demonstrar um resultado mais geral sobre unicidade de repre
sentagao em séries de poténclas, como mostra a proposigao que se-

gue.

TEOREMA %. Se as somas de duas serles de potancias en z-z,

coincidem em um conjunto E com ponto de acumulagao Zgs entao as

pot&ncias de 2=z, com lguals expoentes possuem coeficlentes iden-

ticos.
Demonstragao
De fato, consideremos as series de poténclas 3 ah(z-zo)n,
n=0 '
S _ b (z=-z_)2, sendo '
n=0 1o °

Q0 L« a3
P .c.ln(z-zo)"-l =3 bn(z-zo)ll1
n=0 n=0

para todo z pertencente a E.

Seja (zk)ke N uma sucessao de pontos de E convergindo para
z, com Ty £ Z, para todo k. Sendo a soma de uma serie de potan-.

clas uma fungao contfnua no cireulo de convergéncia, resulta que

a o0
n . n
% =ln 3 alz-z,)%= lim 3 b(z-z)" =1, .
k =~c0 ne0 k = on=0

Portanto ay= bo" Suponhamos 4 = bl""’ 8,01 bn-l e vamos de
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monstrar que &, = bn' Pela hipotese da igualdade ate n-l, resulta

que 00 00
)2 a:,(:zk-zc,)J =3 _ bJ(zk-zo)J .
J=n J=n

Sendo z, - z  # O por hipdtese, apos dividirmos ambos os membros
da Wtima igualdade por (zk-zo)n, tomando o limite quando k ~> ’

resulta a = b,, 0 que prova a proposigao.

Qhservacao 3. O teorema 3 ¢ conhecido sob a denominagao de teg
rema de identidade para séries de poténcias. Note que Sle nos diz
que duas series de poténcias coincidem no c{reulo comum de conver-~-
géncla, desde que coincidam, apenas, em um conjunto infinito E,
possuindo um ponto de acumulagao Zye

EORIMA 4. Consideremos duas fungses f e g holomorfas em um
dom{nio £ Seja E<f um conjunto infinito com um ponto de acumu-
lagao Z,€5Le Se f(z) = g(z) para todo z¢E, entao £(z) = g(z) pa

ra todo z€Q. .

Demonstragao

Sendo f e g contfnuas em Q, conclui-se que £( z,) = g(z,). Va-
mos demonstrar que f(4) = g(5) em qualquer outro ponto $cfd . De
fato, consideremos uma poligonal r contida em Q possuindo ex~
tremos z, 5 Seja z = g(t)y, 2Lt b, z(a) = 2 o? 2(b) = 5, uma
representac;ao parametrica de r + Suponha que 4> 0 seja a distan
cla de [ a 9Q . Pela continuidade uniforme de gz = z(t) em a Lt
existe uma decomposigao D(to,tl,...,t ) de ag&t b, tal que
I"‘i zs.41<a5 1 =1,2,..., n sendo zg = 2(t,), 2(3)) = =z(a)=g ,
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z(tn) = z(b) = 5 Pelo teorema 2, £ e g sao unlvocamente repre
sentadas em serle de potencias no cfrculo V4(z,)CQ. Por hipote
88 a soma destas séries, f e g respectivamente, saoc iguails gobre
o conjunto infinito E< S com ponto de acgmulagio 2, Portanto,
pelo teorema 3 resulta que as serles possuen coeficlentes iguals,
logo coincidem em V4 (z,). Resulta que f£{z) = g(z) em Valz,)e
Sendo 2; € V4(z,)y z; sera ponto de acumulagdo de um conjunto ip
finito de pontos aonde f e g sa0 iguais. Repetindo o argumento

anterior, conclul-se que f£(z) = g(z) em Vd(zl). Assim sucessiva

mente, concluir{amos que r(; )
em Q).

Observacao 4. O teorema 4 e usualmente conhecido, sob a deno

g(;), provando ser f e g lguals

A

minagao de teorema de identidade para fungdes holomorfas. O mé-
todo usado para demonstra-lo e o mesmo adotado na demonstragao
do princ.{pio do maximo (efr. Cap. 44 teorema 7). Decorre do teg
rema 4, que se f e g forem iguais em um disco aberto com centro
Z, €S2y ou sobre um arco de Jordan contido em S com extremo em
Z,y entao f e g serao iguals em Q. Desta forma, se uma fungao
£: Q2 —»  , holomorfa num domfnic $2, £3r constante em um cog
junto infinite Ec (2, possuindo zoe.Q para ponto de acumulagao,
entao f sera constante em . Se £ ¢ holomorfa em Q, zoe 19} y e f
é nula em z, com tddas as suag derivadas, entao £ e a fungao ;m_la
em {0 . Pelo teorema 2 exlste v.( zo)CQ, tal que para todo

z evr(zo) tem-se:

£(z) (25 )

Z=Z )"‘ooo"‘
TR al

£(z) = f(zo) + (z-zo)n-l- ese
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Por h1p5tese, f(zo) = r'(zo) T L., ® f(n)(zo) = 0 para todo
nciN. Logo £(z) = 0 em Vx(2,). Resulta, como consequéncia

do teorema 4, que f é igual a funqao nula em Q..

A tftulo de aplicagao do teorems 2, estabeleceremos as re-
presentaqaes em serie de Taylor, para as fnnqé'es exponencial e

loga.r.{tmi ca.

1. FUNGAQ EXPONENCIAL

Fol demonstrado que f(z) = e ¢ uma fungfo holomorfa em C.

Calecularemos a sua serie de Taylor para z,= 0.

Tem~se f'(z) = e, t™(z) = ez,...,r(n)(z) = e para todo
ne [N. Resulta que £{0) = £1(0) = £7(0) = ... = f(n)(O) =1

para todo n. Portanto, pelo teorema 2y podemos escrever

z Z za zn
e T] 4= A e + Lee
1 2} al

vil.tdo para todo z € (]:, porque a serie possui ralo de conver-
gancia R = +00.

2. FuUNcEo rocarfmMIca

Tomemos para dom{nioQ o plano complexo C s excluindo a
senireta {xe R; - 0o{x <& -1} » Consideremos em QL a: fnnqi'o_
£(z) = log(1+z). Tem-se ¢ holomorfa em ., sendo a derivada
n-esima dada por

f(n)(z) = (=1Y%a-1)! (1+z)™

para n€ |N. Conclui-se, daf, que £(0) = 0, £1(0)= 1,...,:""5(0)«—-
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= (-1 L(n-1). Logo no efrcmlo vy(0) = {ze: Cs lzl¢ 1} ob-

tem~se, pelo teorema 2,

z Zz 23
log(l"'Z) E o= - + — - e
1 2 3

Esta serie denomina-se serie logar.{tmica.

As operagoes de adlgao de séries de poténcias e multiplica~
¢a0 de uma seérle POT um numero complexo, sao definidas de maned
ra andloga a que fol felta no caso de series numdricas. (Cap. 1,
§3). a muzltiplicagao entre series de potancias define-se como
a convolugao ou multiplicagio segundo Cauchy da sucessio  dos
seus coeficlentes. (Cap. 1, §3). Dadas duas series de potén-
clas g an(z-zo)n e; bn(s'..-zo)n convergentes em VR(zo),‘R>O,
denomina-se convolugao ou produto de Cauchy de ambas, & serie
en(z-zo)n, na qual

°n" 8 Pp* 8 by gte-ot apd,
par& n= 0’1’2.0.

n=0

Exerc{cios
1. Demonstre que se (an ’g)nelN for limitada, entao a sé-

m +
rie D anzne convergente em todo disco aberto V_(0), sendo

n=0 P
0<plz, 0.
I + l -
2. Demonstre que quando e convergents pa
R n, /nelN _o .
Ta A, o raio R de convergéncia da serie 2 a (z-z ) ¢
n=0
igual a% . ’

5+ Para « ¢ (1:, nelN y definamos
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d Q,(g"l)o . .(OL- n"’l) ol _
() = . ) () = L.
n|
Usando o exerefcto 2y prove gue a serie
00
n=0

~ possui V,(0) = {ch:; lz] < 1} para efrenlo de convergéncia.

4. Conslderando o ramo principal de £(z) = (1+z)°", oLeC s

demonstre, como aplicagao do teorema 2 ® do exercicio 3y
™

o
(1+2) " =3
n=0
- e zn
5« Calcule o circulo de convergencia da serie i =
n=l n
0<(s¢1l . mMa converge em z=1 ?

6.

que

(%22, para |zj¢1 .

Usando a representagao em série de o*, ze(C, demonstre

que
eiy = cos y+ 1 seny
para todo yeR .

7« Verifique os seguintes desenvolvimentos em série:
8 z4 %
a) cos8 ZzZ =1-"-.+_+ tee + (-l)k e
2! 4 (2x)!
20 25 k ZZE+L
b) 86n z S = - ceoe "'(-l) D —— XYY
1l 3¢ sl (2k+1)]
8.

Represente em sérte de potdncias a funcgaos:

1
-1 = - -
tg -z = 2—-1 llog(lﬂz) log(l 1.-.),

Demonstre que converge em V,(0).
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9., Demonstre o teorema de Liouville (Cap. 4y §4, teorema

5) como consequencla da desigualdade de Cauchy (20).

10. Demonstre que no interior do efrenlo de convergsncia

de uma serie de potencias, ela converge em valor absoluto.

11. Represente em séries de poténclas em V. (0) as seguin-

P
tes fungoes:
senz
a) eZ log(l+z) ; b) y
l=xz
cosz
c) 3 d) senz cosz
(142)°
z 2
e) arc senz ; f)\f e d¢
0

Z sen§
g) ag .
I

12. Seja R) 0 constante. Consldere a aplicagao f(z)=§§-§-

para |z|<¢ R. Calenle r(n)(o) a partir da serie de poténclas
de f.

13. Calcule o ralo de converggncia das séries:

o .n ® n
&) X — 2, b) 3 — 28
n=0 - n=0 B¢

14. Seja f: C —» ([ holomorfa e limitada em (.. Se g
xistem constantes C> 0, me |\, tals que

|£(2)] £ C]z|® para todo z C,

entao f sera um polindmio de grau n¢sm. (Use a representagao

em s_érie de poténclas de f e a desigualdade de Caunchy (20).
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capfruLo 6

REPRESENTACAO DE LAURENT. PONTOS SINGULARES DAS FUNGOES HOLOMOR-

FAS. REsfpUoS.

§1. REPRESENTACAO DE LAURENT

Dos rgsultados obtidos no capIt:ulo 6y .deduz~gse que as series
de poténcias ﬁ ah(z-zo)n, 880 © instrumento apropriado para o
estudo das rug;ges holomorfas em domfnios & simplesmente conexos
ouy de modo mals espec.{fico, em discos abertos. "Realmente, seja
£: Q — C holomorfa. Demonstrou-se no capftulo 5, & existencia
de um disco aberto de ralo maximo T >0, Vr_(zo)C £, no qnal. af
e representada, unlvocamente, por uma série de potgncias com cir-
culo de convergéncia igual a V.(z,). Fol demonstrada, também, a
rec.{proca. Deste modo, toda serie de potancias convergente, pos-
sul para soma uma fm;q&’o holomorfa em seu efrculo de éonvergé‘ncia.

Todavia, se £ for holomorfa em Q. exceto em um ponto z_, 0 argumeg

o
to anterior nao mais sera valido. Bstudaremos, naste paragrafo,

outro tipo de representagao para fung¢oes no caso em que Slnso €
simplesmente canexo, como o caso simples de £ holomorfa em (2 yex

ceto em um ponto interior 2,

Sejay portanto, z, fixo em (C e consideremos a série de

fungoes
n, = ey
+ + e * s P '
Z=z (z~z_)2 (g-z )8 ’
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sendo bl’ bz, ooy bn"“ constantes complexas. Tomemos a trang
formagao homografica w = z_}z:’ interpre.zndo, como tivemos oporty
nidade de fazer, z no plano dos z e w no plano dos w. Desta for
ma, no plano dos W, tem-se a serie de poténclas

blw + bzwz +oc.+ bnf + LA L I ] (2)

obtida da (1). Suponhamos que o ralo de convergancia de (2) sela
R >0. Resulta que ela converge no disco aberto VR(O) = {we(l:s
|wl < R} s sendo sua soma i uma fungao a{ holomorfa. Retornando a

série (1), deduz-se que ela converge no domfnio
| 1
ey fre Cr ook n].

sendo a sua soma ¢ uma fungao holomorfa neste domfnio. Observe
que 9. € o complemento do disco fechado {z e s |z-z I( r } .
A soma da série (1) sera, portanto, a fungao holomorfa f em Q ,
definida por

T

h §
f(z) = @Y

z-zo

Assim, pdra todo zec er, tem=-se

£(z) = + +ooot
220 (z-2,)% (z-z,)®

teos

E importante lembrar que a série (1) converge uniformemente em

Q2 .
1

Consideremos uma serie de potencias

ao+a1(z-z°)+a2(z-z°)2,f.-.anzn + veey (3)

com rajo de convergéncia T;>Try. A soma g de (3) e holomorfa em

-
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seu cfrculo de convergéncia, isto &, em Vi,z(zo) = {ze(l:i

|22, <r2? . Observe, também, que a série (3) converge unifor-
memente em Vx:z( z,). Conclui-se que na Intersegao {) 2 N Vr_z(zo)=
= {zed:i rl(lz-z'ao[(rz} » as séries (1) e (2) convergem uni-
formemente, sendo a soma de cada série uma fungao holomorfa nds-
te domfnio de coavergénela. Ao conjunto de pontos Qe N Vp (2,)
denomina-se coroa circular. As circunferencias fa'l,’?"a, cog ceq
tro Z, e ralos Tqs oy denominam-se circunferéncias da coroa cip
cular. Portantoy na coroa circular considerada, a fungao ¥ def}

nida por 00 b

Y(z) =3 -

n
n=1 (Z"zo)

o
v 3 a( z-za)":l (4)
n=0

e holomoffa.

A expressao (4) denomina-se representagso de Laurent da fug

¢ao ¥ na coroa circular {ze(]:; rq < |z-z°|< rZ} .

» ' -
Fazendo bn = a_,» euwsual escrever a representagao de Laurent

sob a seguinte forma: +

Yiz) =27 a (z-2 )" . (5)

n=-o
Por abuso de linguagem, a representacio de Laurent ¢ também deng

minade seérie de Laurent.

O ponto importante desta ordem de ideias e o argumento rec_.{
Proco do que acabamos de completar. Suponhamos que se tenha uma
fungao f holomorfa numa coroa circular. Decorre desta hipdtese,
que f admite uma tinica'representag&'o de Laurent, uniformemente

convergente para f nesta coroa ? A resposta e dada relo teorema

L
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1 a seguir. Antes, porém, observemos gque uma representaqﬁo de
Laurent diz-se uniformemente convergente nmma coroa circular,

quando af forem uniformemente convergentes as series (1) e (2).
Quando a serie (2) for convergente em todo o plano {_ exceto

em z_, segue-se que a representagao (4) e uniformemente conver-
génte no dominio {ze(]: ; O (Iz-z°l< rz} s que € o disco aberto
Vp (zo), r,) 0, excluindo o centro Z,. Ainda neste caso, se a
serie (3) for também convergente em todo o plano complexo C,

conclui-se que a representagao (4) € valida em { , excluindo
o ponto Z,e Observe gue em qualquer dos casos, obtem~-se, sem-

pre, um domfnio néo simplesmente conexoc.

IEORBMA 1 (Laurent) Seja £ holomorfa na coroa circular
Q= {z e C; Ty <lz=z | ¢ rz} . Entao £ admite uma unica repre

sentagao de Laurent

+ o
£(z) =2 g (2-z)"% ,
n==00
uniformemente convergente em Q. Os coeficientes &, sao dados
- j‘ £(4)ay,
v 2y r (4 -zo)n"'l

sendo [ um caminho fechado contido em Qe contendo z, em seu
interior.

por

Demonstrag¢ao

Consideremos dois discos abertos VR (2,)) VB (z,), tais
que ry (R, (R, ¢ T;) sendo 7,5 7, suas rronteiras orientadas
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respectivamente. Desta
forma, 71, ¥, sao as

circunferencias de uma

coroa circular, cujo f@
cho esta contido na co-

roa circular Q2. Supo-

nhamos 77 , ’3’2 com orj

-~ -

entagoes iguais. Repre- ~——— Fig. 9
sentemos por 7o segmento de reta com extremos em ')’1, 7’2, tendo
para suporte uma reta por Z,» Obtem-se, deste modo,_. um caminho
I 1 ‘contido na corca eircular £y definido por

M1 = (<5)U(+ ) U=T(+7)

sendo f holomorfa em £}, para todo z no interior de I_l obtem=se

pela formula integral de Cauchy:

1 £(%)a
f(z) = — —-;—)——;-
2rs ;-z
M
on
1 £(r)a 1 £(gld
£(z) = f 5248 - f (4285 (6)
2rs b=z 2ri -z
7> (£

Representaremos em série‘cada uma das integrals em (§).
Primeira Integral - Sendo €75 e 2 no interior de T 1? con
clui-se que | ;-zol > Iz-zol. Portanto,
1 1 1 1

§~z ) (§~2,)-(z-z ) =§-z° 1 - ol
5%
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y tew 1

. (22 Y, ‘ (7)
5% n=0 ¢4 ---:ac')n'":l ~
uniformemente convergente para todo {€7, e z no interior de rl'
Multiplicando ambos os membros de (7) por f(‘;')/ari e integrando
teérmo a teérmo ao longo de 72, obtem-se:
1 r(¢)ay I

— =3 a(z-z )" (8)
2ri 7, -z o h* o

sendo

1 f £(g5)ag

a = —

4 any (;-zo)nﬂ
()

Observacac 1. Na integral dando os coeficientes 8 pode~-
mos substituir a circunferéncis 9’2 por gqualquer caminho fechado
[ contendo z, em seu interior e contido na coroa circular {ze(]:;

Rl (Iz-zol 4 RZ} . Bsta afirmativa e uma consequgncia do teorema
integral de Cauchy.

Segunda Integrai - Sendo {e."}’l na segunda integral, resulta

que |G-z | < |z-z ] .

Obtem~-se
1 1 1 1 1
4z z-4 (2=2,) - (5-z ). Z<Z, 4. ¥ 2
. z=z,
Da{ resulta n
1 1 Yoo /j&-z,
— o e ’
;-z 22, oo Z-z,
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sendo esta série uaiformemente convergente para 5’ € ‘2’1 € Z no in~
terior de rl’ porque If-zel =R, e ]z-z°|> R,. Como no caso da
primeira integral, obtem~se '

1 £(&)a oo 4 (g-z )B
: ;=-Z — 5 T £(4)44
2ri G-z n=g 27 (z-—zo)
71 (£1
ou .
1 f£(4)az 1 J' £(5)ay, -
—_— = . _— (z-z_)"B (9)
2red - g E 2r1)  (F-z)0 “o
7y 71
Fazendo
1 £(4)ay

a =  =——

R oarid o, ymel ]
7 52

obtem~se a (9) sob a forma seguinte:

1 £(2)a oo
f iR = - a_n(ars-zu)"n . (20)

2wl i‘,’-z n=1

/rl

Bubstituindo (8) e (10) em (6), resulta

+m +00
£(z) =~ an(s:--zﬂ,)n +2 a_,n(z--::c')"n (11)
n=0 n=

que ¢ a representacao de Laurent para £ no interior da coroa cirp
eular ).

Observacao 2. Na integral dando os a_» & circunferéncia

7, pode ser substituida por um caminho fechado [T contendo z,

em seu interior e contido na coros ¢ircular {ze (L;
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Para demonstrar a unicidade da representagao de Laurent, su-
ponhamos que na coroe §l, a fun¢ac holomsrfa f admitisse duas Te

presentagoes

+00 +00
£(z) =3 an(z-zo)n e f(z)=) bn(z--zo)n .
n=-09 n=-00

No interior de { estas series convergem uniformemente, logo po~-
dem ser integradas térmo a térmo. Seja ¥ ume circunferéncia com

centro em z, contida em {l. Sabemos que para neZ s tem-se:

2wl Se n = ~1 _
f(z-zo)n dz = o £ (12)
senf-=-
¥
Para todo z no interior de {) tem-se
+00 +a0 :
2 a (z-2,)% =2 bn(zz-zo)rl (13)
n=-00 n=-00

Multiplicando ambos os membros de (13) por (r.-z',..,)'k':l para
ke Z, integrando termo a térmo ao longo de 7 as series obtidas,
levando em conta igualdade (12), obtem-se

2ri & =271 b para todo ke Z .

Daf{ resulta a unicldade da representa(;ao de Laurent, completando

a demonstragao do teorema.

Exemplo 1. A fungao £(z) = z 1*2 =33 € holomorfa na coroa
circular L = {ze(]: y 1¢]z2]< 2} com centro na origem. Segue-se,

facilmente s que
1 1 1

(z-1)(z=2) ) z~2 2=l

Para |z] <2, obtem-se
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1 11 ‘o gn
z~Z 2 1-% n=p 28%1

Sendo |z|) 1 resulta

1 1 1 o,
z=l z 1 - % asl 2

Consequentemente, obtem-se a representagao de Laurent

+00 +00 n

1l z
_:—5-

(z=1)(z~=2) B n=1 Z p=o pot+l

1

uniformemente convergente na coroa { ze(C; 1< 2] ¢ Z} .

Exemplo 2. Consideremos a fungao £(z) = ol/2 holomorfa no

dom{nio C - {0} » A representagao de Laurent de f sera

o g
oI5 ——
n=0 n! Z8

para tode ze C com |z|> 0.
eZ-1

Exemplo 3. Consideremos a fungao f£(z) = ~——3 holomorfa
- (z-1) u
no dominto Q: - {1}. A representagao de Laurent de f neste do

minio serd:

eZ-1 1 1 1 z-1 (z-1)°

(21 (ze1)> 2*27*4, Y e
2 (z=1) '
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§2. SINGULARIDADES ISOILADAS DAS FUNCOES HOLOMORFAS

1. Zerog - Antes de iniclarmos o estudo sobre as singularida-
des, faremos algumas conslderagdes sobre os pontos que anulam
uma fungao. Consideremos uma aplicagao f: Q > (]: holomorfa
no dominio Q. Dize-se Que zer. e um zero de f, quando f(z°)=
= 0. Pelo teorema de identidade para fungoes holomorfas (cfr.
cap. 5, 52, obs. 4), deduz-se que se £:—» C tér dairerente
da fungao nula, a colegao de seus zeros nao possul ponto 1limi-
te em . Déste modo, sobre todo compacto KcQ s a fungao nao

nula nao possui uma infinidade de zeros.

Consideremos f diferente da fungao nula e seja z, € 2 um
zero de f. Sendo f holomorfa em 1, existe um disco aberte de
ralo maximo Va(z,)e R, tal que

£'(zq) T (zz3)
o (z-zo) + 2o

para todo z ¢ VR(zo), pols f£¢( zo) = 0. Sendo f diferente da fupg

£(z) =

(z-zo)z + 20 (13)

¢80 nula em %, deduz-se de (13) que pelo menos umas das derivg
das £2) 4, fungao £, nao se anula em Z,» Seja, entao, k o pri
meiro numero natural tal que r(k)(zo) A 0. Resulta que a (13)
toma a forma seguinte:

(k). (k+1)

£ 2 (za) f (zo)

£(z) = (Z‘zo)k [ %o + %o (z=3_) + ...:l (14)
ki (k! o

O numero natural k denomina-~-se a ordem ou a multiplicidade do

zero z . Quande k=1 diz-se que z, é um zero simples. Quandok>1

diz-se gue z, e um Zero mﬁltiplo. Deste modoy conclul~-se de(14),
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que f possul em zoe.Q. um zero de ordem k, se e samente se
f(z°)=0, o (z°)=0,..-, f(k-l)(zo) =0, f(k)(zo)fo.

Quando K< Q f£0r um compacto, &le possui apenas um nimero fini-
to de zeros de f, como observamos. Todavia, ao contarmos éstes
zeros pertencentes a K, cada um sera repetido um numero de ve-

zes lignal a sua multiplicidade.

PROPOSICAO 1. Seja £:Q ~—» C) bolomorfa no dominio Q e
zer um zero de f. Uma condigao necessaria e suficlente pars
que 2z, seja de ordem k, € que a fungao g: (2 = {zo} — (. de-

finida por
£(z)

glz) = 9 (15)

(z-zo)k

seja holomorfa em algum disco aberto VR(zo‘), R} 0, sendo

g(z,) = 1im g(z) £0. (16)

>z
& o

Demonstragao
De fato, seja zZ,€ Q um zZaero de ordem k de f. Da Tepreseqn
tagao de £ dada por (14), definamos
£5)(z)  g(kH1),
k| * (k+1) |

Para z € Vp(z,). Tem-se g ¢ analftica em Vr(z,) sendo glz,) =

r(k)(z,)
= TL £ 0.

Reclprocamente, suponhamos v&lidas (15) e (16). Do fato de

glz) = (22 )+...

£ ser holomorfa em VR( zo) resulta que
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glz) = a + ai(s-zo) + az(z-zo)a + eee (17)

para todo zevﬂ(ao), sendo g( zo) = 8, » 4 por hipdtese. Substi-

tuindo g(z) dada por (17) em (15), obtem-se:
= L. ykHl
£(z) = ao(z-zo)k + al(z zo)k + eeey
provando 'ser'zo um zero de ordem k de f.

Exemplo. Caclule a ordem do zero z,= 0 da fungao
£(z) = 6 sen z + 223(z6-3)

Sabe-se que

2n+1
sen z = Z («1)2 '
n=0 (2n+1)
para todo ze (.
Resulta, da.{, que 6n+3
sen z° = : (-1)® '

e portanto _ p
6 sen zo+ 223(36- 3)=-—_z15-—6- 22l . ...

. 5! 7!
isto e,

6 sen zo+ 223(26- 3) = g15 glz) ,

que & a relagao (15) da proposigac 1. Logo z,~ 0 possul multi-
-
plicidade k = 15.

Observacao 1. Diz~se que z2,€Q e um a ponto de f, nao
constante em (), quando z, for um zero da fungao f-a. As consj

deragoes feitas para os zeros de f sao validas para os seus a-

pontos.
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2. Sipgularidades Remov.{ve._‘l,s. Um ponto’ zoe‘.C dig~se um ponto

singular isolado de uma fungao complexa f, quando existe um dis-
co aberto Vp(z,), R>0, tal que f seja hqlomorfa em VR(zo)-{zo}o
Bstamos, portanto, no caso em que f e holomorfa no dom{nio {ze(]:,
0< Iz-zol < R? nao simplesmente conexo. Resulta do §1, que a rg
presentagao de Laurent convergente nesta coroa com centro em Z,ys
6o instrumento aproprisado para o estude do comportamento de uma

‘runc;ao em um ponto singular isolado. Portanto, consideremos
+00
£(z) =3 8 (z-z )
n==o0

uniformemente convergente na coroa {ze C; 0<lz-zol ¢ R} . Os

coeficlentes sao d ados por
1 1(5)ak
n © ’
2ri +1
?' (;“z)n
para todo ne Z, sendo Y a circunferéncia Iz-zol = ry com
0<{r<R.

-

DEFINICHO 1. Uma singularidade isolada diz-se removivel,
quando f for limitada em Vg(zg) - {_zo}.

PROPOSICEO 2. Sejam (8p)ye 7 @ famflia de coeficientes da
representagac de Laurent de fy uniformemente convergente em
VB(zo) - {zo} » Uma condigao necessaria e suficiente para que
Z, Seja uma singularidade isolada remov{vel de £, e que an=0

paran = "'1"‘2,"3",...
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Demonstragao
Suponhamos que & representagac de Laurent da f seja unifor-
memente convergente em VR(zo) - {zo'} - Se a, =0 para
n = ~ly «2y =3y...y resta a parte
+00
2 a(2=2,)"
_ n=0
uniformemente convergente em Vg(2,)y cuja soma é £(z) para todo
'Z. Resulta ser f limitada em Va( zo), provando que  z é uma
singularidade removivel.

Reclprocamente, admitamos que |[£(z)] <M para todo z€ Vp(z,) ~
- {zo}. Para todo nez tem~ge
1 [ [e)1ay)
la, | € ll a
7 15-3,l"

onde ¥ & a circunferéncia Iz-zol =T O0(r<R. Sendofe?;
eIf(t;)l(H, para todo 4¢ ¥, obtem-se:

1 .| , M
lagl¢ = o —— 20r=—.
an rn-'-l .

Quando n £or negativo, I%I —»>0 se I -0, Portanto, a,= 0 para

n = =1, =2y...y provando a proposigao.

COROLARIO 1. ©m ponto z, é uma slnguiaridade removivel se

e somente se exlste, sendo finito, l1lim f£(2).
z >z,

Demonstragao

Se o limite existe, sendo finito, resulta que £ & limitada
em VR( zo). Suponhamos z, uma singularidade removivel. Pela pro
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posiqao 2y a representagac de Laurent reduz~se a

+a0
£(z) =32_ an(z-zo)n
n=0

uniformemente convergente em Vrizyde
Portanto, 1im £{z) = a, ¢ finito.

0 Corolario 1 Justifica a definigao de ponto singular removi-~

vel. De fato, como existe lim £(z) =&

—pr
4 zo

o? obtem-se

g: VB(zo) — C definida por

£(z) se z # z,
glz) =

ao Se@ 2 = zo

holomorfa em Ve (z )y cuja restricso a VR(z ) - {zo} éa fungao
f. Dlz-se, por esta razao, que g & ume extensao holomorfa de f
ao domfnio V (z ).

3. Polos. Resta analizar o casoc sm que z, é um ponto singular
1solado, sendo f nao limitada em VR(z )} - {z"'} Ha dois casos a 88

ber: um quando £ diverge para oo pmtozoe catro quando f e indeterminada
em zZg. Estudaremos nesta segao as singularidades do primeiro tipo.

DEFINTICAC 2. Um ponto singular isolado z, de wma fungao ho-
lomorfa f, denomina-se um polo, se £(z) ~ quando z —>z,.

Exemplo. 4 funcao f(z) = __E » ke N, possui z_ como
singularidade isolada, pois ela e ﬁolomorfa no dom{nio (]: { }.
Como

~—> 00 quando z —>» g o? conclu.t-se ‘que z. e wm polo.

(z--zc,)l:l °



202

PROPO&IQAQ}. thpontoa‘,émpoloder.ues&nente, se
z, £5r um zero da extensizo folomorya de % a um disco aberto
VB(ZO).

Demontraq;o

De fato, se z £or um polo de f existe um disco aberto Vg(s ),
tal quel.f(Z)|>1 para todo scvn(: ) - {s } Observe que em 5, &
f nab ¢ definida. A aplicagdo g7 Vaiz,) - {=, } ~» ([ deftnias
per g(x) ‘RLT e holomorfa meste domfnto, logo, 3, ¢ uma stago-
laridade isolada de g« Sendo jg(zn)} ¢l em Vuiz,) - {so]. -
Se que 2, oumasingularmmc.eg. Mncorola:‘!nl
‘de proposigac 2, podemcs estender g ao domfnio Vp(z )y atraves da

seguinte defintgeo: .
?(];7 se IGVB(SO) - {lo}

gln) =< 1
lin
g-uo f(!)

Se 3 5,3,

o

A fungao g € uma extensao holomorfa de % ao dominta ?n(zo)-{:o
e tem-seo g(zo) = O,

Reclprocmnmto, seja g: VB(zo) — C holomorfa, diferente da
fungao nula e possuindo um zero em Z,- Sendo g dl:fu-ente da fun-
§ao nula, resanlta que 8, nao é ponto de acumulagao de zeros de g
em ¥p(z ). Portanto, existe um numero &) 0 tal gue envéﬁz )
nmmstemmswgdistmaez Consideremos a fungap ho
lomorfa f: V 6(:)-{:]—»«:,MMawﬁs)= . Como

a(=
£(z) — aoqnandos—-b:,cmelu.t-eoqnes e um polo de f.

Da relagao existente entre polos e meros de uma fungao holo-
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morfa, conclui-se que se f for diferente da fungao nula, os seus
Polos nao possuem ponto de acumulagao pertencente ao domfnio de
definigao da f. Decorrente também da proposigao 3, define-se o
concelto de ordem de um pole. Diz-se que um polo z, de uma fun-
¢&0 holomorfa € de ordem k€ N, se z, £Or um zero de ordem k da

extensao holomorfa de % Quando k = 1, diz-se que z e um pelo

0
simples de f.

FROPOSIGAO 4. Uma condicao necessaria e suficlente para que
z, Seja um polo de ordem k de uma funQEo holomorfa f, e que & re
presentagao de Laurent uniformemente convergente em VR(zo) -
- {zo} sy se reduza a -

£r(z) =3 _ a,(z=z )"
n==k

com a_y K 0.

Demonstragao

De fato, seja z_ um polo de ordem k de £. Pela proposicao 3,
z, e um zero da extensao holomorfa de %, que continuaremos a re-

presentar por %- Logo, pela proposicao 1 sobre zerosy resulta

que

sendo g holomorfa em Vr(z,), » >0, com gz ) £ 0. Seja
§n=0 bn(z-zo)n, b, £ 0, a representagao de g em Vr(zo).

Tem=-se
1 1
f(z) = (14)
(z_zo )k b°+ bl(z-zo)"'. L
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Como bo;‘-' 0, pode-se determinar o inverso desta série, encontran~

*
do~-se a serie

Po +P1(z-zo) +f:12(z-z‘,,)2 +eee (15)
sendo !30 = -g'- £ 0. Resulta de (I14) e (18)
o
£(z) e s + a + a( )+
2 = + Feeat &a 31 z-zo se e
(z—zo)k (z-z‘,_,)l"":l 2=z, ?

sendo a_y ={3° FOyay, = Dysecss 85 = byy 817 byyqseee A con-
vergencia sendo uniforme em Vp(z,) = {zo}.

Reclprocamente, suponhamos que

0o
£0(2) =27 a (z-z, (16)

n=-k
com & k’ﬁ Oy uniformemente convergente em VR(z ) - {z ] Obtem=-se
de (16)

£(z) = (z--rzo)k Et_k +oa g (2-z) +...] (17)

sendo a_, # O. Resulta que a série entre colchetes possul inver
sa uniformemente convergente em um disco aberte V(z )y a qual re

Presentaremos por 2 b, (z=-z )n, com b a—L # 0. Portanto, de

n=0 =k
(17) resulta
1l
— = (z-z )k g(z)
£(z)
sendo g(z) = % b, (z=2 ) y holomorfa em um Aisco aberto V (z ),
n=0
sendo g(z )= b, £ 0. Logo zZ, & um zero de ordem k de %, portan~

to, um polo de ordem k da fuﬁgao L.
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4. Pontos Singulares Essenciais. *Resta-nos examipar o caso, em

que £ € nao limitada en z ., porém indeterminada néstg ponto, is-
to €, nao possul limite finito nem diverge psra o .

Exemplo: Seja f: (]:- {0}—* (]: definida por
£(z) = o/2

-

Esta fungao & _holomdrfa em seu domf{nio de definigao. Vejamos
0 comportamento em Zy = 0. Suponhamos que z —» 0 segundo as seml

retas Imz = 0. Tem-se
1/x

e —>00 se x>0

sendo

e’ —50 se x <0,

levando-nos a comcluir que £(z) = e~ 2 ¢ indeterminada na origenm.

DEFINICAO 3., Seja Z, um ponto singular isolado de uma fungao
holomorfa f. Diz-se que 2, é un ponto singular essencial se b i
£or indeterminada em Z,y 1sto €, £ nao possui limite em z, nem di

verge para o0 neste ponto.

A funga'io £{z) =e]'/z, anteriormente considerada, possul ume

Singularidade essencial em z, = 0.

PROPOSICAO 5. Ums condigéo necessaria e suficiente para que

uma fungao holomorfa f possua uma singularidade essencial em Zqy1

que 0 desenvolvimento de Laurent de f, uniformemente convergen-
te em VR(zo) -{zO], possua uma Infinidade de coeficlentes By s

k = -1y =24...y diferentes de zero.
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Demonstragao

Demonstramos que z e uma singularicade removael se s somen-
te se a, = 0 para k = «1, =2,.... o caso em que f é ndo limitada
em z,, demonstramos que z, € um polo se e somente se a £ 0 so-
mente para um numero finito de valores negativos de k. Resta,
finalmente, o caso em que ha uma infinidade de & * 0 para k =
= =1y ~23+..y como uma condigac necessaria e suficlente para que

2, seja uma singularidade essencial.

Resulta que se Z, £0r uma singularidade essencial de uma fup
gao holomorfa f, tem~-se

-1
£€(2) =3 a(z-z )k +: a (z-z )%

k=-00
uniformemente em VR(zo) - {zo} « O primeiro somatoric denomina-

se parte singular de f em z_ e o segundo parte regular de f em z_.

o 0
Quando z, e um polo, a proposigao 4 nos diz que a parte singular

de f em z, 6 um polindmio em w = —1-—.
Z-Z,

Exemplo. A fungao £(z) = ol/Z possui em Vp{(0) =- {o} a repre-

sentagao de Laurent

1
/% =1 4 b4 2 Feeot + eee

1

"'l n.zn
PROPOSICAO 6. (Casorati-welerstrass). Seja z, um ponto sin-

gular essencial de uma fungao holomorfa f. Entao, dado um qual-

A parte regular_é a constante 1 e a singular e

quer atmero comblexo L existe uma sucessao (z.) satisfazen-

n°neN

do a seguinte condigao:



207

1im z_ =z e 1im f£(g ) =
n-—bcon ° n = B

Demonstragao
Sendo f nao limitada em todo disco aberto V( z,), segue-se que

existe (zn JneN tal que Z, =>z,

e f(z)) — .

S8ejay portanto, z, um ponto singular essencial de f e L um n.ﬁ
mero complexo dado. Admitamos falsa a proposgigao. Resulta que
existe uma vizinhanca VR(zo) e uma constante M>» 0 satisfazendo
a condigao:

[£(2)-L|>M para todo zeVp(z,) - {zo}.

Desta forma, a aplicagao g: Vr(z,) -_{zo] —> (C definida por

(z) -
gz} =
£r(z)-1
e holomorfa naste domf.nio. Sendo
l8(2)] = s
g\2 =
[£(z)-1]

para todo z€ Vg (z ) -{ 02’ resulta que zZ, & uma singularidade
removivel de gy logoy existe o limite de g no ponto Zo (efr. co-
rolario 1, proposigao 2)., A extensao holomorfa h de g ao domf{-

nio VR(zo) é definida em z, por

h(z ) =

z-rz £(z)-L

Entretanto, sendo f nao limitada em todo disco aberto V(z,), cog

clui-se que

..0,

1im

z >3z, £(z)-1L
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resultando que L possul um zero em ¢,- FPor conseguinte, Z, é um
>,

polo de % = £-L (cfr. proposicao 3), logo um polo de £, o que 6
uma contradigao, porque z, € um ponto singular essencial. Isto

pProva a proposigao.

Exemplo. Consideremos a.fungao
f(Z) = Blfz 3

possuindo uma singularidade essenclal em 2,= 0. Se z, =% para
ne N, segue-se que e® —»o00 se n ~»o. Se L= 0, a sucessao

2= - %, ne [N 6 tal que 01/2'11 —» 0, quando n —> c0o. Considere-

ROS Um numero complexo nao nulo L. Resolvendo a equagac

Vz _

- ] -L,

. 1
constroe-se uma sucessao (zn) sendo z_ = s nelN,

log L+2nwi
tal que el‘/zn —» L. &

5. Comportamepto po Infinito. Entenda-se por comportamento de n

ma fungao f no infinito, o seu comportamento no domfnio nao limi~
tado {zeq:; Iz]>R} R>0, isto ¢, o comportamento de f no exte-
rior de qualquer disco aberto de raio R>0. Diz~-se, tambem, o
comportamento de f quando |z| é suficientemente grande. Abrevisda
mente, diz-se o estudo do comportamento de f no oo . Seja f uma
fungao holomorfa no domfnie nio limitado R = {ze(]:; lz| > B},
R>0. A aplicagao w =% sy para z€{) , transforma Q no domfnio
vl/B(O) - {0} = {we([;; le(% }. Consideremos a aplicagao g de
finida néste dltimo domfnio por g(vw) = £ (2). Sendo ¢ holomorfa
em §) resulta que g e holomorfa em VI/R(O) - {0}, que € uma coroe
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circular. O estudo de fungdes holomorfas em coroas fol feito
anteriormente. Desta forma, define-se o comportamento de £ no

infinito, pelo comportamento de g no ponto zero.

DEFINICAO 4. Diz-se que o infinito & singularidade remov{-~
vel, polo de ordem k ou singularidade @ssenclal de fy se o nﬁmg
To complexo zero for respectivamente, singularidade remov.{vel,

polo de ordem k ou singularidade essencial da fungao g.

Para determinar o comportamento de g em z,= 0, e suficlente
anallisar a sua representagaso de Laurent, ou melhor, examinar a

s:a parte singular desta representagiio. Seja, portanto,

o
glw) = 3> b, v (18)

n=~00
a representagaoc de Laurent de g uniformemente convergente em
{we(]: 5 0K|w|< %}. Deduz-se daf, a seguinte representagac para
ten {z¢; |z|>R}:

£(z) =5 anzn ’ - (19)
n==-00
sendo a_, b e w = 1. Desta forma, a parte nao singular em

(18) I.ra determina.r & natureza da singularidade da f no infinite.

Temos os seguintes casos:
8. 0 infinito € uma singularidade removivel de f. Entio
2
g{w) = byt byw + bovw + ...

f(Z) = &o + a-l z-l + a_z z-z + ase

Nao aparecem as potenclas de expoentes positivos em (19). A ex-

tensao holomorfa de £, @ obtida definindo gloo) = 1im r£(z) =
: Z -»00

T
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b. 0 infinito é um polo de ordem k de f. Tem-se

glw) = b, v b_y vl byt bW + bow© +...

£(z) = akzk *eret a2 +ag + 8y z71 4+ &_> 2%+ ...

sendo & # O. Logo, aparece em (19) um nimero finito de potén-

clas com expoentes positivos.

¢. 0 infinito € uma singularidade essencial de f. Obtem-

Sé@,

= -2 =1
giw) = ... + b_zw + b_iw

+b° + blw +b2 L PP
com uma infinidade de coeficlentes nao nulos para as poténclas
de expoentes negativos. Resulta daf

£(z) = seast 3222"’ A_iz + a°+ a_lz-l + 3-22-2"'0-00 ’
com uma infinidade de coeficlentes nao nulos para as potenclas

de expoentes negativos.
Exemplos

l. Rstudar o comportamento da tungao £(z) = e% no infinito. Sa-
be~se que

2
Oz=1"'z+‘L+...
2l

uniformemente em (L. Conclui-se que a (19) possul uma infini-
dade de coeficlentes nao nulos, para as potencias de expoentes

negativos.

2. Consldere a fungao raclonal

com 0 numerador um pOlinShio de gréu m e o denominador de_grﬁu ne
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Suponhamos m e n nao nulos. Seja Zoum zero de ordem B do deng
minador, e de ordem o do numerador. Tenm=se
P(2) = (2-2,)°0 p(2)) alz) = (z-2)P° g (2)

sendo po(z), qo(z) polinomios ndo nulos em x o+ Portanto,
£(2) = (z-2) g(2)
(z) = —L(—,(") ; (2.). |
sendo ol=o,_ - e glz holomorfa em V. zZ, logo,
Po q, (2
se O.> 0, 1sto e, oc )‘3 y & fungao f possul em z,

ordeq ™, -Fo. Caso o< 0, 1sto e, o, < Po’ a fungao f pos-

um zZero de

sul em z, um zero de ordem |3 o ~ %+ Conclui-se que as dnicas
singularidades de uma fungao racional ex {, sio polos, em
numero finito.

4 segulr estudaremos o comportamento da fungao racional

‘Do infini%o. Fazendo a transformagéo w = %, obtem-ge

fl oot h
v .

g(w) = £(d) = ——
b+ —} e -w-g
on _

8y * By g W teit g WD

bn + bn"l W teout bo wn

glw) = r(é) =

“ls,

Observe que estamos supondo m e n nao nulos, logo a, © bn 55,0,
tambem, nao nulos. Logo, g{w) = f(l) = :’—;- h(w), sendo h(w) nu-

ma fungao racional com h(0) # 0. Tem~se 0s segulntes casos:
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a) Quando m<n, g{w) = v*"® n(z), e v,= 0 é um zero de
ordem n-m de gy de onde resulta que ooe um zero de ordem n-r

da fungao f.

b. Se m-n, obtem-se g(0) ='§E, provando que g é regular

na origem. Logo f e regular no inrinlto.

h(w)
n-n

sulta que L 06 um polo de ordem m-n de gy logo o e um polo

¢. Suponhamos m) n. Neste caso tem-se g(w) = . Re=

de ordem m-n de f.

3. Estudar a fungao f(z) = £238Z ny ponto z,= 0.
5 2

cos 2
Sen z

das nos zeros da fungao g(z) = zz sen Zz. Resolvendo a equaqao

Sendo cotgz = » &5 singularidades de £ sao localiza-
senz = 0, verifica-se que +r e - sao os zeros de g mals préxi-
mos de 2,= 0. Portanto, z,= 0 é um ponto singular isoladov' de
cotgz. Para classificar este ponto singular isolado, efetua-se

a divisdo das series de Taylor de senz e cosz em Vp(0), R<w.

Encontra-se
l1 1 1l 3
COtgZ T — == 3 = — 27 = L.us
z 3 45
em Vp(0) - {0}. Portanto,
cotgz 1 1 1 1
e e e e e 2w teee
zZ z3 3 2 45

que e a representaqao de Laurent em Vh(o) - {0]. Examinando &

parte singular, conclul-se que z_.= 0 ¢ um polo de ordem tros.

L)
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2e

3.

4.

a13

Exerc{cios
Verifique que £(z) = sen % Possul uma singularidade essen~
clal em-z.,= 0. Dado um nimero complexo L, determine uma 54
cessao {z } tal que {sen -J'-} convirja para L. (efr. a
' n z,
proposicao 6 de Casorati-Welerstrass),
Classifique as singularidsdes em C e o comportamento no in
finito, das seguintes fungdes:
g4 h § 1l
3) ’ b) T"—"' - -
1 +zz . 8 = 1
c) tgz d) z ¢l/2
1 o 1
&) cotgz - = ; £) ™% cotg -
z z
} A . 82- 1
g) | Rh) e
sen z 241
Classifique a singularidade das fungces

sen
838011%’ ==
g2

no ponto z,= 0. Qual a parte singular ndste ponto ?

Obtenha a representagao de Laurent para as seguintes fun-
¢oes:

1
) 1
‘ (z=1)(z=2) pare l?|<
1
b) ——— para |z|) 2 .

(z-2)2
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S

6.

7.

.1 1 1
Sugestao: —— = =
z=2 2 4_2
z
e) para |z| < |a]
(z-a)®
sendo m€ |N.

Determine o conjunto de pontos singulares de cosc zZ. Repre~
sente esta fungao em serie de Laurent em z,= 0y & na coroa

r<|z|¢ ar.

Considere a fungao racional f(z) = g{%}- » Denomina~se fun-

- a
¢ao racional simples aquela da forma h{z) = E-—).E s Sendo
ze2

ay Z, numero complexos fixos e ke [N. Demonstre®que tdda

fungao racional, decompde-se na soma de um polindmic e -de
um numero finito de fungoes raclonais simples. (Sugestao:
subtraia de f as partes singulares de seus polos, incluindo

o infinito e use o teorema de Liouville).

Seja £ holomorfa em Q: - Demonstre que se as unicas singuls
ridades d¢ £ em (. e no infinito sao polos, entao £ & uma
fungao raclonal. (Sugestdo; Deduz-se da hipdtese de que £
possui um numero finito de polos, pois os polos sao pontos
isolados. Assim, f possuil uma colegao de pontos singulares
1solados sobre a esfera de Rlemann Cv {oo} s Que e compacta.
Imite o exercicio 6 usando o teorema de Liouville para com-

pPletar a demonstragao do exerclcio 7).
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§3. RESfDUOS *

SejJa Q< ([ um domfnio e £: Q—r € uma fung@o holomogr
fa, exceto no ponto singular isolado z,e . . Consideremos uma
circunferencia 7 com centro Z, e contida em 2. A integral P =
= f £(z)dz nao € necessariamente nula. O numero complexo R =
= g—,l:-i' ¢ tal que a fungao z —» £(z) - ;—5—; de Q.-{zo} em C pos
sul integral nula ao longo de #. Por esta razaoc, o numero com~

plexo {} & denominado o resf{duo de f no ponto singular isolado Zye

Consideremos a representagio de Laurent de f, uniformemente
convergente na coroa {ze.Q,; 0< lzl < r} eontida em 2. Seja 7 a
circunferéncia [zeQ; |z ] =Ty, O(r_.l< r}. Sendo f (z-zo)ndz = 0,

pare ne ZZ , n £ -1, conclui-se gue a fungao 7
a_y
z2 —» f(z) -
A -z,

possul integral nula ao longo de 7. Conclul-se que, o residuo
de f num ponto singular isolado Z,s € o doeficiente a_y do desep

volvimento de Lanrent no ponto z,- Caso zo:‘ 'seJa um polo simples,

a representagao de Latrent reduz-se a
a

, -1

£(z) = g(z) +
- 2=z

b

1sto §, o

(z-zo) £(z) = (z-zo) glz) + a8y
sendo g holomorfa. Da.{, obtem-se,

a8y =lim  (z-z)) r(z) .

-
z Zo

1
Bxemplo. Seja £(z) = —-—1 53 para z€ C tal que |z=-1] €1.
+Z ’ :
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Esta funcao possui um polo simples em %= +1. O resfduo sera
Z=~1 i

lim
z =->+1 2 2%

z°+41
IEORRMA 2 (Teorema dos Resfduos). Seja w = £(z) holomorfa
no domfnio Q exceto nos pontos singulares isolados Zys ZpyeseZy
pertencentes a Q. Represente por Ry 0 res{duo de f em zy para

J = 1’2,..-,110 mtao

n
J‘f(Z) dz = 2w€ 1 : Ri 3
r =1
sendo [* wm caminho fechads contido em Q e contendo todos pontos

z j em seu interior.

Demonstragao

Considere os numeros & = min iz -zkl ef o ninimo das
- 1<j,k~$n
distancias dos pontos z j al,para §J =1,2,...yn. Tomemos o nu
“ro positivo § = min -( 39 2) Representemos por ')’j a circunfe-
icia de ralo O <¢r <6 e centro enm m:l para J ® 1,24...y8. Como

consequencia do teorema de Cauchy, obtem-se:

fr(szz =fr(z)dz +f £z )z +...+ff(z)dz (19)
T" 71 'YZ rn

Representando por RJ o resf{duo de £ en :'.:l Para J = 1424...9ny 0}

tem-se

"3
f £r[(z) - dz =0, J = 1,2y¢..9n,
75 |

ou
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daz

J’\f(z)dz = RJJ = 2w 1 BJ (20)
Z=z

(F: v

para J = 1,25..05n. De (19) e (20) resulta a demonstragao do

teorema dos resfduos.

A segulr seraoc dados alguns metodos para o caleulo do roqi

duo.

Seja £ = g/h. Suponhamos que glz,) £ 0, h(zo) = 0y

h'(z,) £ 0, isto o, z, é um zero simples de h. Resulta qie 2z,

& um polo simples de f. Represente por R, o res{duo da ¢ em z

o
Tem-ge
glz) glz) e(z,)
R= linm (z-zo) = 1im =
z »>5, hi(z) = -z, h(:)-h(zo) h'(zo)
“ = zo

Exemplo. Calecule o resfduo de f£(z) = cotg z em z = 0. Portanto,
se R é o seu resfduo, obtem-~se:
cos z

Ro = 1lim :
z +»0 (senz)

1.

Admitamos que f possua em z, um polo de ordem m. Vejamos
como calcular o res{duo. Devemos calcular o coeficiente &_; ha

representagao de Laurent da f. Temos:

(2) = —= N = (2804000 (21)
riz = + — +eoot + g _+ al Z=Z *a0e al
(z-zo)m (z--zc')m"1 2=z, ° °

uniformemente em uma coroa circular con centro L contida em Q.

Multiplicando ambos os membros de (21) por (z?i;)m, obtemos:
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(z-zo ) o £(z) = a +a, ( Z=B )+ caa+ a, ( z-zo)n-l +

+ a8, (z-z 2+ al(z -z, =t ... (22)
Tomando a derivada de ordem m-1 de ambos os membros da (22) re-
sulta:
a®-1 n ' m! (m+1)'

e Ez-zo) r(zﬂ- (m~1): a_; + :-J a(z-z.) + aq {2~z )24 ue
portanto am=1
(m-1)! a_, = lin [(z-.v.a)III r(zﬂ,
2 -*-zo dzn-l

da qual obtem-se, racilnante, o resfduo a4 de f no polo zZ, de or

dem m,

Exemplo. Consideremos a funcgao
ez
£r(z) = 3

\ 83

'>ssuindo um polo de ordem tres em Z,= O.

Se R, £or o seu resfduo, obtem—se

Ro=% lim — [23 r(z:’ 5 e
z2 >0 az 2
Anallizemos o ponto no infinito. Para isto, suponhamos w=
= £(2) holomorfa no dom{nio {z e C; relzl (oo} e seja

%n 0]
f(Z) = oc.""z-n— *oeet. '_z_ + 8 . a.lz ""o-."' ana‘n b (23)
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a representagé'.o de Laurent de f4 uniformemente convergente neste
domfnio. Seja 7 a fronteira de um disco aberto qualquer VP(O)

com P) r, com a sua orientagao habitual. Integremos ambos os

membros de (23) ao longo de - ¥ . Resulta

0
Jr(z)dz = -;— dz = a_ljde=-2rr1 a_q
=Y ol 4 2

Portanto, define-se o resfduo da fung¢ao £ no oo como sendo o mi-

mero complexo ~8_y+ Tem-se:

If(z)dz =2nv1 Rao‘

=T
sendo Ry, 0 resfduo de £ no 0.
PROPOSICAO 6. Seja e: —>(_ holomorfa, exceto em um ni-

mero finito de pontos singulares isolados. Entao a soma dos re-

sfduos de £ & 1gual a zero.

Demonstragao

De fato, sejam Zq9 za,...,zn as singularidades de f em Q:
e VP(O) um disco aberto que os contem. Seja ¥ a fronteira de
VP(O). Representando por Ry o resfduo de £ em 259 3 = 1,25...5m,

obtem-se pelo teorema dos res{duos:

o .
Jf(z)dz =2wi 3 R, (24)
g =

ff(z Jaz

-7

Tem-se

2r i Rm‘
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Adicionando (24) e (25) membro a membro, obtem-se a demonstra-

¢ao da proposigao.

1. Aplicagao Ao Caleulo de Integrais Reals.
Nesta segac, faremos algumas aplicagoes do teorema dos resi

duos ao calculo de certas integrals reais.

8. BSeja f uma fangao racional, isto e, £ = h/g sendo h e g

polindmios. Estudaremos integrals de forma
+00

I =Jf(x)dx . (26)
~00

Admitamos h e g primos entre si e que a equagao algébrica q(x)s=
= 0 nao possua ralz real. Com relat;io ao comportamento de f no
infinito, suponhamos que £(x) —>0 quando x —> + oo, isto &, sy
poe-se que para cada p)O, existe M) 0 tal que lzar(z)l<.H', para
todo ze(C com |2[>p . Com estas hipdteses sdbre fy a integral
(26) existe. Demonstraremos, que integrals reais desta forma Do

dem ser calculadas atfaves do teorems dos resfduos.

Seja W= £(z) a fungao raclonal definida em C menos os
zeros de g, por f(z)= h(zVg(z)cuja restrigao aK ¢ o integrando de.I.
Vamos demonstrar que a integral (26) o igual a 2ri multiplicado

pela soma dos resfduos de w= £(z) no semiplano Im z >O.

COnsideremos a semi clrcunferoncia Tr= {z'-'G: Imz > O,y
|z = p} » como mostra a Fig.JdO. BSeja [ o caminhe orientado,
composte de ¥ e do Segmento de reta [—p, +p]. Tomemos p) 0 de

tal modo que todos os polos de w= £(z) situados no semipla~



no Imz,0, estejam no n‘u
interior de [ . Re~ -
presentando por RJ o
resfduo de w= £(z)

no polo z‘1 situado no

L 4

interior de [ , obtem~ ->

Se, pelo teorema dos

res{duos,
Fig. 10

ff(z)dz = 2ry RJ
r

Por ser [ = [-p, +p] Uy & dltima igualdade toma & forma seguigp

te:

"'P
f £(x)ax +j£(z)dz =2r1 3B, (27)
-p v
En virtude da hipotese feita sobre r, para cada gy O, existe
Po” O tal que

|2£(z)|[<E para todo lz] = P?Po -

Logoy para cada £) 0, existe po) 0 tal que
laz|

| 1£(2)z]& le r(z)]]| %5 | <E =wg
I=]
4 L S 7
para todo P > Po* Resulta, que se tomarmos 0 limite em (27)

quando p = 400, obtemos:
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J‘f(x)dx =2713¥ R, . (28)
=00

Rote gue }: RJ ¢ a soma dos res{duos de w=f(x) no semiplano
Imz> 0.

Exemplo. Caleule a integral

I =
I= .
1454

Tem-se h(x) =1, g(x) = 1+x4, sendo os zeros de g nzo reals. Os

polos do Integrando sao as raizes de 1 + x* = 0, que sao os se-

>
guintes numeros complexos:

(1+2k) T
zk"-e 3 k=0,l,2,3.
Observe, tambe'm, que o integrando satisfaz a cond.lqao de cresci-
mento no infinito, exigido para garantir a convergéncia da inte-
gral. Desta forma, podemos aplicar o resultado demonstrado, ex-

presso atraves de (28).

0s polos situados no semiplanc Imz ) 0, sao

L iwi
Z) = e e 53=e4 ’

cujos resfduos representaremos por Ryy Ry« De (28) deduz-se:
+00

dx
"""—-Z‘rrl(Bl'FBZ) .

4
) oo 14X
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Para calcular o res.{duo, note gque sendo (1+z4)' = 423 e os po-

los simples, obtem=-ge:

1 1 B 3w 1 /2 /2
R, = == [ cOo8 =— ~ | sen — = - - =
1 4 4 4 4 2 2
4 e
1 1 " 1r 1//2 1./2
R, = = - cos — - § sen — S| == —-— .
e i 4 4 4 a\ 2 2
494

Daf s Oobtem-se

NIE

+00

J‘ dx

_ 1+
=00

Exerc{cio. Demonst_re que obtem-se o mesmo resultado, se

considerarmos os polos situados no semiplano Im z €O,

Estudaremos um outro método para o caleulo de integrais da
forma (26). Mantendo as hipdteses sobre a fungao racional f,

consideremos a aplicagao:
z-1 _
W= — (29)
z+1

de - {-1} em , cuja inversa ¢ dada por

1+w)
Z = | = (30)
1=

A fungao (29) aplica a reta real TR,, isto e, {ze (D; Imz = o],

na circun.ferancia
= {weC; lwl =1},

excluindo o ponto +1. Tem-se
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dz 21

dw (1)

Em virtude da hipétese feita sobre o comportamento da £ no infin}

to, conclui-se que a fungao

1+W 21
wW—t |1

& integravel sdbre [ , valendo a igualdade:

+00
1+ 21
j £{x )ax =Jf i dw .
1w/ (1-02
r

-00

Portanto, pelc tecrema dos resfduas podemos ascrever:

+Q0
1+w 21
£(x)dx = 2r1 ) resfduos de £{ 1 no interior de [.

=00

Exemplo. Calcule a integral

+00 ‘
' =j H:x + ne N -
T (142°0R

Devemos calcular a soma dos resfduos de

21 (1-w)?®
(.) * - — S ———
40 (-4

no interior de + [. Para tal, tem-se:



2n
2ny, 4P
(5 )=
1 - g go P

' P
21 (=-¢)2 mn-l-l 21 (=4) wn-i-l

que ¢ holomorfa, salvo em (w= 0. O res{duo em w=0¢6 0 coefi~

clente (in) de &;, o qual & obtldo fazendo P=n no desenvolvimen-

to anterior. Sendo

nl
(2 = -

P’ pl(n-p)|

obtem-se: +o

dx w(2n)|
f = (“l)n -
) (14x2)n*l S(n))2

-00

Suponhamos vilidas tddas as hipSteses anteriores sobre a
fnnqao raclonal f, exceto a nao existencia de polos reais, isto o',
sobre o eixo dos x. De modo mais pPreciso, suponhamos que a ruano
racional f possua um unico polo simples s0bre o eixo dos x, situa~
do na origem. Desta forma, a integral de f sobre a reta nao exis-
te. Consideremos as semicircunferencias Ye ' de raios o) €,

sendo 0 < g ¢ P, como mostra a Fig. 1ll.

g4

Tomemos P» € de tal modo
que todos os polos de w=
= f(z), situados no semi
plano Im z > 0, estejamno

interior da seml coroa AL

h 4

mitada por % e ¥'. Consi -$

deremos o Caminho |~ da-
Flg. 1l
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do por:
C=2ulps -€Jor e ™ ]

orlentado como mostra a Fig. 10. Pelo teorema dos resf{duos, o}

tem=-ge:

jﬂz)dz =2ri) Ry »
r

sendo Ry o resfduo de w= £(2) no polo 24y situado no semipla-
no Imz) 0. Resulta, daf, que

Jr(z)dz +ff(x)dx -_l-J f(z)z +F(x)dx = 2wi) BJ . (31)
(4 -p 7' +€

Demonstramos anteriormente que

1im £(z)dz = 0 .

P e-+ooq'
Para a Iintegral sobre ot y tem=-se:
0
Jf(z)dz =fr(e ¢1®) 1eei® e .
' -1

Sendo z,= 0 polo de ordem um de w= f£(z), obtem-se f(z) =

= %'P(z), sendo | racional, com {(0) £ 0. Portanto,

0 )
jr(z)dz =J o PCE e1®) 12 19 ge --Icp(aem)ide .
‘N - Ce -w

Sendo P cont.{nua, quando & —» 0, obtem-se:



0
10
f (e e7")1d8 —1iwg(0) .
-ﬂ’
Pa hipo’tase de ser i.ntegrc:.vel #obre as semi retas (-0, -E),

(+£, +oo), £>0, resulta de (31) que
+00

ff(x)dx +fr(x)d.x =2m1) Ry~14(0)r .
+E
Seja ¥: (asd) >R, e a<e¢d, tal que % e integravel em
(ay e~ £), (c'H?, b), para todo €s7 positivos, com ac¢c -E¢b,
a <c+Wb. Diz-se que ¥ ¢ integrivel em (a,b) quando

" 1im f%(x)dx y f"}’(x)dx
E»0 q--o

c+E
existem, com €, fl independentes. Casos ha, em que estes 1i-

nites nao existem, porem, para \7 & exj.ste © segulnte:
c~t

f{b(x)dx +f V'(x)dx

c+&

Neste caso, diz-se gune a integral de ’{(I ex (a,b), converge em va
lor principal segundo Cauchy, escrevendo-se:
e~
v.p.f’#(x)dx‘ fﬂ'(x)dx +f¢(x)dx
a

c+E

No caso estudado, isto €, £ uma fungao raclonal com um unico po-
lo siMfples.real na origem integravel o (-0, -£), (+£, +o0) pa-

ra todo £) 0, verificamos que
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+00

VDo J £(x)ax = 27 1) res{duos de f no semiplano Im z> 0, me
~00

nos 1wgo(o).

b. Mantendo as hipo’teses do caso a. 80bre a fungao racio-
nal f, vamos celcular integrais da forma
0o
I= Jr(x)dx .
0

Consideremos a fungao
g{z) = £(z) logz

e o caminho | = YUY,V T3 U 74> sendo 7y, e 7, circunferéncias
de ralos, respectivamente, € , &) 0<€<p. Representamos por 1/3

e 74 respectivamente, o segmento [E., p] com sentidos invertidos,
vela FPig, 12.

Suponhamos que to-
dos os polos de f£(z) logz 2
a distancla finita, este

Jam no interior do cami-

nho [ . Quando z descre-

Ve uma vez a circunfergg

cla 'Yl, 0 argumento de 2z

aumenta de 2r, enquanto
logz fica logz + 2ri. Se
z descreve uma vez a cir Fig. 12

cunferéncia 7 5s 0 argumento de z diminul de 27 e logz passa a



logz ~2ri. Pelo teorems dos res.fduos, tem-se

jr(z)logz dz = 2717 res{duos de f£(z) logz

r

nas singularidades interiores a [ .

Tem~-ge
fs(?-)dz =fg(z)dz +f g(zdz +fg(z)dz -I-fg(z)dz . (32)
B 71 (- T3 T4

Tomando £> 0 de modo que |£(z)| <M em |z|<€ , resulta que

l1im | £(2) logzdz =0 .
E>0y

e X
Sendo |z2 £(2)|<M quendo |g| —» +00, conclui-se gque
1lim £(z) logzdz =0 .
P~vr®
Lf

Destas consideragoes e de (32), quando £ =+ 0 e p —> , obtem-
se:

. ] 2w
Jqf(x) [logx + Erri_]d;- f(x)logx dx =
0 0

= 271 ] residuos de £(z) logzem ([  -[0,00).

Portanto,
o

jf(x) =7 resfdauos de £(z) logz em C - [0, 00).
0
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Exemplo. Calcule a integral

Y dx
n
o 1¥x

Pelo que fol demonstrado, obtem=se:

) .
dax logz
—— =} res{duos de em C ~[0y ) .
14x° 1+22

Os unicos polos de w= 12&5 em C - [0, +0) sdo as raizes de
Atz
zB+ 1 = 0, 1sto @, os numeros complexos

(1+2) T
zk=e 3 k-‘—O,l,Z, ...,n-l.

Sendo simples estes polos, o resfduc em Zy sera
logz 198 % 1

Rk= lim = == 2z, log z; .
z >z, .0l n z}r:-l n
Portanto,
©
ax 211 a-1 3 ir in
_—=3 - zk logz, -: (1+2k) n (142k) —
o 1% k=0 R n

Calculando esta soma, obtem-se:

o)
j dx /n

n - -
0 1+x senw/n

Observagao. Para caleular a soma anterior, seja z numero comple

xX0. Tem-se



nel n-1 o
8,(z) = 3 (1+2k) o{1¥ek)z _ S o(1¥2X)z
k=0 dz . 9
Logos (2n+1)z_ z
d - | -8
| 8,(2) = — .
dz 2% - 1

Efetuando esta derivada, fagzendo z = J'.F, obtem-se, apc;s caleulos

simples,

w/n
§,(4I) =
sen w/n

Outro método de calcular a integral I ¢ tomar & substituiqao

dx
xn=a.>, x=u.ll/h, -—(Oyn-l

dwn

Da.{, ela assume a seguinte forma

I"—'-j dw’
no 14+ W

nc Ny, n»1. BEsta & um caso particular da integral

(e Sa-1
:.-.f az
1+ 2

sendo «€[R, com 0<x <1, a qual demonstraremos ser igual a w+
sen«w. Tomemos o plano complexo C com um corte ao longo da
semi reta [0, +00), 1sto &, o conjnnto C - [0y%0). Néste cop
junto, consideremos o caminho orientadd [ = 7Y Y 73 7> co-
mo mostra a Fig. 13. Observe que [ 6 o caminho da Fig. 12 com
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a orientagao inversa.
Desta forma, 0’1 e ’1’.2
sao circunferéncias

de ralos € e ps Tes-

pectivamente, com os

centros na origem. Os

arcos 7z e 7, sa0 seg

mentos de reta. Na

parte superior do cop - Pig. 13

te, sendo y = 0, o valor de 21 & x*1, p§a parte inferior, tem-
se

-1 = ot¥~1)1logz _ (a-1)(logx+2ri) _ X1 g2rix

Seja Q o domf{nio inteior ao caminho fechado [ . Tomemos 0<E<C1

e 1<P (+00. Tem-se que 1
Q.-
z

w‘_"
1+2z

e holomorfa em R ’ ex_ceto em z = -1, aonde possul um polo sinpl es,

cujo res {duo Ro a:

_ o=l
Ry = lm  (142) —— = 13m 2%l = (3l oo (X-1)mi
zZ > -l (142) 2z »<]

Portanto, pelo teorema dos res.fduos, obtem-se:

zu'-l: e
J‘ adz = 2¢ 3 e(q"—l)wj‘ ’
1+2z

r

ou seja:
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€
P £¥-1 21 %=1 2rix g1 Jr(xe1)
—dx 4+ dz + dx + dz= 2ri

1+x "l4+z 1+x l+z
£ Lf P 7 (33)
Tem-se:
P°L
I __’dZI 9 1<P<+m,0<°‘<1,
1+z -1 p-1
portanto z‘('l
lim dz = 0
P = 0 1+2
7>
Zﬂ' Q
IE ‘- &
———d9=21r—--, °<8<1'
1+z A 1-§ 1-¢

resultando que

241 g,
l.‘lll T ———— 0 »
l+z

Fazendo E —>0 ¢ p —> oen (33), obtem-se:

j’ 21 gy oim(a-1)

=2nr1
1+x ] - olMix

Fazendo 1~ ea"'iq'= eiﬂ‘ ('61"'3‘-' e""""")'-‘-e""'r 21 senwo.y resulta que

00
£-1 "
——— dx = ]
l+x sen waol
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Exerc{cio. Seja 0¢x ¢l e
| 1
I(«) =fx°"1(1-z)“°‘ax .
0
Pazendo a mudanga de varlaveis

X = s

t
1+t

verifique ser

”
I(%) = .
senxw

¢. Calcularemos neste item, integrals da forma
+0
I =qu1‘(x)'¢a'l‘th dx

=00

%) 0, real e f uma fungao racional, satisfazendo as hipoteses do

caso a. _ '34

Consideremos a funcao ¥
W= £(z) ¢lZ
para ze(]:._ Tomemos >0,
sn?icientem‘gnte gi'ande, de >
tal modo que o semi c.[rc_lg =9 O + x
lo

A 4
Y

z=p e1® ’ 0<p<+00, 0<oLT ,
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contenha em seu interior, todos os polos de
W= f(Z) Biqz ’

localizados no semi planoc Imz) 0. Representemos por 7 a semi
circunferéncia déste semi cfrculo. Consideremos o caminho oriep

- tado =7V [—p, +p]. Pelo teorema dos i-as.‘[duos, tem~-se

fr(z) emzdz = 271 ) res{duos de £(z)e1%2 no interior de [ .

r

isto @,
+p
Jf(z)ewdz+ £(2)ei %z = ary 2 res{duos de £(z)el™%, (34)
T -
Temose P no interior de | .

Uf(z)emzdz , = , £(pei®) ol¥p(cose+s sene)pieie ael¢
(4 X

T 7 /2
< Efea"“l" sen @ 49 =-?—f e~ sen® .4
P 0 o

Fixando O ¢ € < %, obtem-se

'-E o2 -
M
,Jif(Z) ez dz,é—P- Ido +f e~ Sent 49 ’
Y § 0 £ i

porque y = sen® e contfnua, crescente e positiva em [8_, 1r/2:| .
Daf, obtem-se:

2 M
U}(z) X2 azfg E+ —
_ ) p &P seng 2
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Ass.lm’

1im | £(z) e*2 @z =0 .
p oo

Resulta de (34), v
+00

=00

no semi plano Imz> 0 ,

fr(x) e 4x = ar1 T resfduos de £(z)ei%%, a0 ,

Exercf{cio. Suponha «. <0 e dempnstre que vale o resultado ag

terior, quando se considera o semi plano inferior Im z <O0.

No caso em que a fungao racional f possul um unico polo

ples real, supoe-se situado na origem e considera-se um caminho

[ como na Fig. 11.

'«gu

Exemplo. Calcule a integral
00

senx
1= j ax
' x
0 L.
Considera-se a fungao

Sim~

) = — - _9 v -€ Or + £

e o caminho orientado [

da Fig. d5. Como a in- Fig. 15

tegral ao longo que 7, tende para zero quando p ~» + 00, resta
2 P

=t oix o1z

— dx+| — dz+J—-— dx = Zwiz resfauo de

x - z
-00 v +€
no Imz >0,

re

R4

—— no semi pla



z37

iz
Sendo w= -E_ holomorfa no semi plano Im z >0, resulta que a

soms dos res:[duos e zero. Sepndo

segue-se que
00
e,j.x_ o-.Lx e'.‘l.z
dx -l-f —_—dz = 0
X z
[
7
isto é,
00
senx 1 elz
-r S = v f — dz .
x 21 z
t a’l
Tem-se
e.‘lz n
_—dz = . 1fei'e.(coso+ 1sen®) 40 ., . 1
Z
1 0
quando & -—» 0, Logo,
00
sen x ”
I dx = - .
x 2
0

d. ‘a'lculo de integrais da forma
_ ar
I =ff(cosx » Senx) dx ,
0

sendo f uma fungao raclional, sem polos em [0, 2r].
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ix

Fazendo z = ey encontra-se

3
cos x = } (A) esmx=z(z-§).

Quando 0 x £ 2r, z descreve, uma vez, a circunferencia unitaria
com centro na origem, que representaremos por Y. Assim, a in-

tegral anterior reduz-se

Logo, pelo teorema dos res{duos,

em 1 1
z+z" Zez" i
f(cosxy senx) dx =2r1 Z res{duos de £ ’ - = a2
A 2 21 z

interior de .

e. Calculo de integrais da forma

+00
dx
1= j :
cosh x
=00

Sendo coshz % (eZ+ e'z), resulta que EB%TZ’ ze(]: ’ e regular,

exceto para os z tals que

z -2
e” + e =0
ou seja, 82z= -1l = ei’“ﬂmj', da qual obtem-se
im
z = Y +kni, ke /7 .

Considere o caminho fechado, orientado, [, como mostra a Fig.16 .



obtem—ser '&*
+ ; St g o
dz P ax e feiT
= + i
jcoshz coshx 4 i | A
r - 2 i’
v -p ) of x ¢ X
| e
+ 1 -
5 COSh( P+-’-y-) Fig . 16
1]‘ dy j‘? dx
cosh( ~p+iy) cosh(x+ir)
0 -p
ou seja,
m ™
dz @ dx dy dy
—_— =2 +1 - j (35)
coshz coshx cosh(p+iy) cosh( -p+iy) .
r- -p 0 : 0

0 unico ponto siagular de 3'6-:%:72 no interior de re' 121, cujo resf~
duo representaremos por Ro' Logo

dz.

coshnz

r

Sendo cosh(x+ir) = - coshx e quando x = +00 y.[cosh(x+1y)| se com-~

portando como ax, resulta que
T T
dy dy
1im = lim =
p =+ +00 cosh(p+iy) p = oo cosh(-p+iy)
0 0

Tomando o limite quando p = +ooem (35) e levando em conta a (36),



240

obtem=~se:
+Q0
dx
coshx
=00

1
R = 1lim§ —mmeeo—— = %, sendo (cosh x)' a derivada de coshx .

° x _,.gz {(coshx )!

Obtem~se
+00
dx
i
coshx
=00

£) Calculo da integral
m
I =J\log senxdx .
0

Do estudo da fungao logar{tmica, sabemos que para obter o seu
ramo principal € suficiente considerar w= log zy quando z varia
em C - (-0, 0], isto &, um corte em (C a0 longo da semi reta

(~00,0] . Consideremos a fungao
w= log(l = e2iz)
para z ¢ (]:- {ze ([,; l - eZ.tz seja um resal negativo} .

Tomando z = x +1iy, 1-¢%12 = l-e-ay(cos 2x+ 1 sen 2x). Dai, re~
sulta que 1_321: sera real se e SO se sen 2x =0, 1sto 6, se e 80
sex = k-?”, com ke ZZ. Logo, os z serdo tals que 1~ e coskmgO.
Bsta desigualdade sera verdadeira se e sO se y <O e k inteiro par.

Portanto, o domfnio de
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w= log (1-e2i%)

é o plano complexo C excluindo a ra.m.flia de semi retas 2y =
=kr + iy, comy<0 e k .1.nteiro par.

Consideremos o cami-

nho [, orientado, como 3.?
mostra a Flg. 17. Como ty ¢ Tely
nao ha ponto singular de J \r
@ = log (1-e“1%) po yn- T 210
terior de [, segue-se ' o] > - . X
ue sua integral sobre [
€ Zero. Fig. 17
Tem-se, portanto,
Jlog(l-eaiz)dz =0.
r
Da.{, obtem-se:
0 iy T
J log(l~e™28 Jds + flog(l-ead'zs)ds 3 j:l.og( l-oz'tx)dx +
iy 0 0
0 _
+J‘log(1-e-zr’2n)dx =0 .
m

Sendo e"28 = 0'234'2"1, a4 soma das duas primeiras parcelas e zero

e fazendo y —» +go obtem-se que a Eltima parcela e zero. Resulta

que
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™
j log(1-e21X)ax = o «
0

Sendo 1_9211: = - 21 eix sen Xy substituindo no integrando da ul-
tima integral, obtem-se:

2 b
T log2 + 7 log(=1)+1 i +Jlog sepxdx = 0
2 0
da qual resulta
v
J\log senxdx =7 log 2 .
0

2. Resfduo logar{tmico. Seja £: Q —» (]: holomorfa no do-
mninto simplesmente conexo {1 e 7 um caminho fechado, positivamep
te orientado, contido em . Suponhamos que f nao possua zeros

sobre Y. 0 mimero complexo

1 £r(z)
-——I dz (37)
2ri £(z)

denomina-se o residuo logaritmico da fungao f relativamente g Te
£ evidente a motivagao para o qualificativo logar{tmico, pois o
integrando ¢ a derivada de w = log £(z).

Faremos um estudo da integral (37) em face da existancia de

zeros e polos de f ho interior de v.

Suponhamos que f possua no interior de 7Y um anico Zero zo de

ordem n. Note que, por hipotese, & f nao se anula sabre ’v. Por
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defdinicao,
£(2) = (z~2)% g(z) , (38)
sendo g holomorfa e diferente de zero sobre ¥ e no seu interior.
Tomando a derivada de (38), obtem-se:
£1(z) = m(z-zo)"-l g(z)+ (z--zc)111 g'(z). (39)

De (38) e (39) resulta:
£1(z) _m
£7(z) Z-Z,

sendo h uma fungao holomorfa sobre 4« e no seu interior. Integrapy

+ h(Z) Y (40)

do ambos os membros de (40) ao longo de « encontra-se:
1 £ (z)
2ri ) £(2)
'

dz =m . (41)

Admitamos que em lugar de zero, a f possua no interior de Q ,

um dnico polo Z, de ordem p. Obtem-se

£(z) = (z-zo)'pEl_p-i- 8 _pe1(2=25)%e ..+ a_l(z-zo)n'1+ a°+...J

sendo a_pf 0. Portan"to,
£(z) = (z-zo)'p glz) ,

sendo g holomorfa em 7, no seu interior, e af diferente de zZero.

Repetindo o mesmo método usado para obter a (41), conclui-se que

1 £ (z)
——f dz = -p. (42)
2wl

’ £(z)

De um modo geral, suponhamos que f possua no interior de

0S zaros 2y za,..., 2y cuja soma das ordené eNe 08 polos

;1, §29e++3 §, cujas somas das ordens 6 igual a P. Resulta de
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(41) e (42) que

1 r£r(z)
I dz = N- P - (43)
2ri £(z)

Pagamos uma 1nte:;retagao geometrica da integral (43). Note
que 7 esta orientada no sentido positivo. Tomemos sobre 7 um
ponto z, que sera escolhido para os extremos coincldentes de 7,
porquanto ela é fochada. Ao variar 2z sﬁbre 7y desde Z,y 8 fon~
Gao w = log £(z) varla contlnuamente desde W, = log £(z,). Quag
do z retorna ao ponto z_, o ponto' w = log £(z) ndo retornara,
em geral, a LAY Realmente, tem~se

log f£(z) = log|£(z)| + 1 arg f£(z) ,

havendo uma variagao no arg f(z) gquando z retorna a z,. Fagamos

8,= arg f(z ) na origem Z, © representemos por ;= arg £(z) quag

do z retorna a zo, apés percorrer 7/ uma vez no sentido positivo.

Obtem~-se:
1 [ r(z) , 1 [1 2] o ) q] 9,-%
il + 10, ~ -10 | = .
2rs | £(z) © gy LOBIEE 1 Lol iz, 2
v (44)

Representemos por .47 log f(2) a variagao do argumento de
log £(2) quando z percorre 7 uma vez no sentido positivo, ini-

clando e terminando em Zgye

Desta forma, de (43) e (44) obtem-se

1 ‘
N-P=— A log £(z) . (45)
or 7

Daf, enunclia-se o seguinte resultado, denominado princ{pio

do argumento: a soma das ordens dos zeros menos a dos polos de
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f no interior de 7, e igual a % multiplicado pela variagao do
argumento de log £, quando z descreve 4 uma vez no sentido pos)

tivo.

TEOREMA 3. (Rouche). Seja 7Y um caminho fechado de Q; ’
sendo £ e g holomorfas sobre 7 e no seun interior. Se

[£¢2)| > |g(z)| para todo ze 7,

as fungoes f e f+g possuem igual mimero de zeros no interior de
0.
" Demonstragao
De fato, sendo |f(z)| > |g(z)| para todo ze€% , resulta que
£ nao se anula sSbre 7, pols do contrario a g seria a fungao nu~

la, pelo princ.fpio do méximo, e 0 teorema seria trivial. Logo,

sendo £(z) £ 0 para todo z€ 7 , obtem-se

(z)
A,rarglf(z)+g(z)l=Aq,arg :l'(z)E.-F8 :] =/ arg f£(z) +

£(z) '
(z)
+ A E. L2 ]. (46)
' § £(z)
Sendo
g(z)
—— | { 1 para todo ze7vY .
£(z)
0 numero complexo
' g(z)
w=1+
£(z)

varia no disco |w-1|< 1 quando z varia em 7. Consequentemente,

¥ nao da voltas em torno da origem quando z c7Y. Resulta, portag
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to, que a variagdo total do argumento de w é nula, isto e,

glz)
1+ =0 . (47)
A.rarg ( £(z)

Por (47) a (46) reduz-se a

A,arglf(z) + g(z)] = A, arg £(z) ,
o que demonstra o teorema de Rouche', porque f e £+g nao possuem

polos sobre 7 5 nem no seu interlor.

O teorema que se gue & priticamente um corolario do teore=-

ma de Rouche.

IEORIMA 4. (Hurwitz). Seja 7 um caminho fechado de { e

(£)ne | uma sucessao de fungoes holomorfas no fecho do interior

de 7, que representa-se por I(7). Suponhamos (£,) || uniforme

ne
mente convergente para f sobre I(7), sendo f diferent|e da fungao
nula. Se f nao se anula em vy existe um numero natural no(‘i’),
tal que £ e fn possuem © mesmo numero de zeros no Iinterior de 7,
para todo nj) n (7).

Demonstragao

De fato, seja }4=£n€1:'t’1|.r(z)l y 0 qual € estritamente positivo.
Sendo (f,), [\ tniformemente convergente para f sdbre 7, fixado
© ft 0 anterdor, existe n (7}E€N tal que

’lfn(z) - f(z)l(}l <|£(z)j

para todo 2€7 e n>n (7). Logo, pelo teorema de Rouchd, as

fungoes f e T+ (rn-f) = f,, Possuem o mesmo numero de zeros mo ip
terior de 7.
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APLICACAO 1. Com base no teorema de Rouché, podemos dar u-
Ba oulra demonstracao do teorems fundamental da s'.lgebra, 0 que
foi feito como consequéncia do teorema de Liouville. Demonstra
remos que todo polinomio p(z) = aozn+ alzn'l-!- coet @ de grau
n )yl com coeficientes complexos, possul exatamente n zeros em (I: .
De fato, fagamos f£(z) = aozn, g(z) = a:l.zn-l"'"""an-l z+a,, seg
do ao# 0, por hipc;tese. Seja r um numero real estritamente po-

sitivo, satisfazendo a seguinte condigio:

ay as a,
l Tl |<l%|' para todo |z|)r.

Obtem=se da.{, que para todo z sobre a circunferencia Y= {z e(]:;

lz] = r} s vale a seguinte desigualdade:

- a o
e L LRl = [da2Ri=lecal.

Portanto, f e g sao holomorfas no fecho do interior de 7, sendo
lg(2)|¢l£(2)| para todo z sobre 7. Resulta, pelo teorema de
Rouche, que f(z) = a, zn e £(z) + glz) = aozn-l- et 8 o 2+ a8,
possuem 0 mesmo numero de zeros no interior de 7. O ihterior de
Y € o diseo {ze(]:; Izl(r} = Vp(0). Tem-se que £(z) = aozn pPos
sul um zero de multiplicidade n ho centro de V,(0). Logo p(z) =
= aoznh..+ax:l__‘.l_z+an Possul n zeros no interior de V4(0). No exte
rior de V,(0) e na fronteira, p(z) nao possul zeros porque
[pC2)[ 2 I£(2)|-[g(2)] >0

para tode |z|) r. Portanto p(z) Possui exatamente n zeros em ([ .
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APLICAGAO 2. Encontre o numero de zeros de p(z) = 2/ - szd+

a r
+ z%- 2 no interior da eircunferemcia 7= Lze([:; |z} = l}.

Fagamos

£f(z) =-52z% o g(z)=z7+zz-2.

Para |{z| = 1, obtem-se
1£(2)| =5 e |g(z)|={z’+ 25-2 |¢|2?|+|28| +2 = 4 ,
isto &, |£(2)|>}g(z)} para todo zc 7 .

Consequentemente, £(z)+ g(z) = 2/~ sz4+ 2%+ 2 possul no inte

rior de 7 o mesmo ntmero de zeros que £(z) = -5 z%. Como ¢ pos -
sui Z,= 0 com multiplicidade 4, conclui-se que 'p(z) = 0 possul

quatro raizes no interior de 7.
e 08:

l. Calecule as integrais seguintes, fazendo nso do teorema dos

resfduos
gsonh z
"a) dz .
6

|g|l=2 %

Sugestao: Tem~se

senh z 1 1l 1 z
5o + — teee

(z%+8) az

|z]=% (z+21)(2-1)7
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J’ z%e z+1
¢) dz
. (z=1)(z=4)(2+3)
|z] =5
J‘ (1-z%) 22
d) " dz
lz] =1 2
o2
e)j : dz
2] =1 sen z
12! =
r)j 2
dz
(2] =4 (z-1)(z-1)*%

Calcule o numero de zeros nmo eireulo {ze T lzl< 1} y de
cada um dos seguintes polinomios:
a) z7- 5344- zz- 2 3 b) 225— 7.34- 3z2- z+8.

Calcule as raizes da equagao

z%-s5z+1=0,

situadas na coroa elrcular {z eCs 1<z« Z] .

Calcule as seguintes integrais:

ar
ay
S)J" ’ a>0, b0 .
0 (a+cos tp)z
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2

d
b)f __‘P__ y &21.

a + cos
o 2

e

5. Calcule o resfduc de w=e 2 no ponto z2,= 0.
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APENDICE

AESULTADOS FIRMENTARES SOERE REPRESENTACEO CONPORME. LEMA DE

SCHWARZ. FUNCOES UNIVALENTES. TEORRMA DE MONTEL. TEOREMA DE
RIBMANN. FORMULA DR SCHWARZ-CHRISTOFFELL .

INTRODUCAO. Do ecap{tulo 3, §3, concluimos que se w =
= £(z) £or holomorfa comf*(z) Foem Q, entio £ ¢ localmente
biunfvoca e conforme. Demonstramos, tambeém, que se w= £(z) =
= u+iv, com uy v possuindo derivadas parciais contf{nuos em Q,
conserva os Engulos ou mantem constante a razao entre Pegquenos
segmentos e os seus transformados, entao f ou suva conjugada f
sera holomorfa em () . Desta forma, no caso em que £ for holo
morfa, os Engulos sofrem uma mudanga de sentido de rotagﬁoysen
do por Isto dito que T estabelece uma transformagao conforme ig
direta. A determinads por f denomina-se direta. Denominaremos,
como no capftule 3, §3, simplesmente conforme, quando nao hou-

ver necessidade de qualificar se e direta ou inversa.

S1. RESULTADOS INTRODUTORIOS. Naste paragrato. estudare~

mos alguns exemplos Importantes de representaqib conforme, que

faremos uso posteriormente.

Consideremos uma circunfer&hcia
. = {zeﬂ:; [2~2| =R}

Diz-se que dois numeros complexos Z, @ zy sao inversos em rela-



a2s2

qao a ciréunferéncia r', quando éles pertencem a uma mesma semi
reta de origem em z, e satisfazem a seguinte condigdo:

Izl- zollzz- zol = R® ,

Tem~ge

- 10
215 2o T DeT 2% T ®

F .l
sendo €, b numeros reals.

Escreveremos a equagao de [ em funcao de dois de seus pop
tos Inversos Z) € Z5. Seja Z=z, = Rei¢ a equagao de |[. Quando

z €[, tem-se

lz=z) | IRe'? - be®®] | |Rel¥ . pel®)
- - 2 =2 -3
|z-2, |Re? - R? e®] B [pelf . Rei®| R
que € a equagao de [ escrita em fungao de 2y e 2.

PROPOSICAO 1. Sejam Zyy 2, numeros complexos fixos e
k ¥ 1 constante. 4 colegao dos ze C tals que Iz-zll klz-zzl,

€ uma circunferéncia possuindo Z1» Z, para pontos inversos.

Demonstragao
De fato, tem-se
(2-2) 0(Z2,) = ¥%(2-2,)(3-3,)
ou

l21%- ZRezz + |2)1%= k(|2|2- 2 Re 2 T, + |5,12)

Sendo k ¥ 1, obtem-se



253
2Re(%)- K20z |3y |2 1B)s,|2
+*

R 1 -2

z]€ - =0

oun
i L PR L x%|2,|2

(1-k2)2 1-%x2

2
Zq- k Z,5
z--—-——-——

1 -k

Por ser

Izl- kzzzla - (l-ka)(lzllz- kzlzzla) =»k2|zl- zzl2
obtem~-se: z,- K< z, k|21-82|

1-%2 1-x°

I
que e uma circunfereéncia com o centro em

zo = @ raio B = ——me.
1-¥2 1-x°

Para provar que Zy 0 2, 380 inversos, consideremos

I “o 2 “o
1-x° 1-x2

Sendo (zl- zo)/(za- zo) igual a ka, real positivo, conclui-se

que 2, e 2, pertencem a mesma seml reta com origem em L Sendo
l2)= 2,1 l2,- 2] = 82,

Segue-se que z, e Z, 580 inversos em relagao a [ .



254

Quando k=1, 2 ¢ equidistante de Z; © Z,. Logo o z varia
sobre uma reta perpendicular ao suporte de 21259 passando pelo
ponto meédio. Os pontos 2, € 2, sao simetricos em relagao a esta

reta.

PROPOSICAQ 2. As imagens de pontos inversos por fungdes

homograficas, sao pontos inversos.

Demonstragao
De fato, seja [ uma circunfersncia e Z, @ z, pontos in-

versos em relagac a [. Podemos escraver a equagao de | sob afor

ma
lz“zll
=k .
Iz“zzl
Consideremos a fungao homografica
az+b
)=
. ez+d
€ svua inversa
Gw=b
z = .
~curta

A imagem [’ de [ pela fungéo homografica o
jdw = b = z3(~cw +a)|

jldw=1p = z,(~cw +a)|

ou.
IQ"‘ﬂll
—-——-.—:h
Iw'wal
az.+b az.+bh ez +d
sendo W, = E;‘iﬁ y Wy =EzzL+d y h = k. Ef*—d s 0 que demonstra

& proposigao.
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Sabemos que se w= f(z) for uma fungao homografica, en-
tao f ¢ conforme exceto no ponto que anula o denominador da fra
93.0 racional f. A segulr, faremos alguns exemplos de transfor-
magg.o conforme por fungoes homogra'ficas, necessitando do Bxemplo

1 na demonstragao do teorema de Riemann.

Exemplo 1. Encontre tddas as fungdes homograficas que

transformam

Vp(0) = {ze(]:i IzIsR}

em Vp(0), transformando z, € VR(0) em 0.

Devemos determinar os coeflcientes de
az+h

cz+d

)=

@ menos de um parametro. Suponhamos que O seja a imagem de z,
_ Por esta fungao e seja [ a circunferencia fronteira de V(0).Tem-
se que coe o inverso de 0 em relagao a [. Logo pela proposicao
3y o correspondente de oo pela runqao homogra.fica, sera o inver

s0 de z, em relagao a [, ou seja %—. Logo, substituindo na ex-

pressao de w, obtem-se, °
Zo™ = % ? %‘2' =< % *
0
Resulta que
a  Z7Zg 8z, zez &z, z-z,
- z - RE/T,, e z, 2R ¢ R2. 7,2

O ponto z = R corresponde a um ponto de |w| = R. lLogo,
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az, B-zo >
lwl = | - = | =R .
¢ Resz, i
Resulta que

a2z,
o]

- = RZ

¢

de onde resulta que

a Z

= g% ei(Pi ‘PG]R.-"

c

Deduz-gse, deste modo, que a fungao homogrifica mais geral, trans-~

formando o disco fechado V4(0) néle mesmo e levando z, em O, &
Z~3z
w=elf a2 cpe.R
RC- z, 2

Conclui-se, déste exemplo, que a fungao homografica ante-

rior, estabelece uma correspond‘e‘ncia bianfvoca e capforme, do dis

co Vg(0) sobre si mesmo.

Exemplo 2. BEncontre todas as fungoes homograficas que

transformam o semi planoc Im 230 em VR(O), com z, sendo transfor-

mado em O.

Pontos inversos em relagao a uma reta, sao simétricos. Lo
g0y 0s inversos em relagao a Im z = 0 sao complexos conjugados.

Representemos por




257

a fungao homografica procurada. Seja z, o ponto do semi plano
Im z 20 que corresponde a origem O. Sabe~se que © ¢ o inverso
de O em relacao a [ = [ze C; lz] = R} e seu correspondente se
ra o inverso de z, em relaqu aImz =0, sendo | a imagem de
Im 2 = 0 pela fungio hamogrifica. Logo Ty ;S 880 0S cOrres~

pondentes de 0 e 0o, isto é,

z, ry e z, c
Portanto, -
3 a % zo
WS = ——,
¢ zZ- o

Como z = O corresponde a um certo ¢, tal que |w| = R, results

que
a 2=z,
- —— | =R
c z-z,
ou seja,
- = 1
) - B. -] <P (PG.-]R.
Logo, Z~Z
(]
W=§x e'tso ’(Pe.R-
Z=2,

Como Im z = O corresponde a lwl =R e Imz>0 a Ju <R, vem que
Z,€ Im 2> 0.

Finalizaremos eéste paragrafo demonstrando um resultado

importante, conhecido sob a denominacio de Lema de Schwarz.
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LEMA DE SCHWARZ ~ Seja f holomorfe no disco Vp(0), tal
que £(0) =0 e lf(z)lg M< o, sobre a circunferéncia |z] =R. En
tao: ¥

[£(z)|< = |z]
R

para tode z ¢ VR(O) e
[£1(0)]|g

W=

O sinal de igualdade & valido (para z diferente de zero na pri-
melira igualdade) se e somente se f & definida por

ie

M
£f(z) =~ e*7 g

R
com @ real.
Demonstragao

Para todo 2z EVR(0), tem-se

(o) 2
£(z) = £ (0)z + Z5 + ...
2!}
pois £(0) = 0. 4 fungdo
£r(z) £*(0)
¢(ZJ S ———= f'(O) + Z + see
z 2

¢ holomorfa em V,(0), sendo 9(0) = £1(0). Seja 'rp a circunfe-

réncia de raio p e centro na origem, sendo O ¢ p<R. Para todo
z E’YP, tem-se:
1£(z)|
£

lz] =

lp(z)} =

0 Ix

Logo, resulta do princ.fpio do maximo que
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M
lp(z)|& =
P
para todo z no interior de fYP. Tomando o limite quando p —R,
obtem-se
nare
z -—
P(2)]< =

para todo 2eVp(0). Para z ¥ O obtem-se

M
l£(2)| ¢ = |z]
R

que ¢ valido em z =0 por hipotese. Sendo @(0) = £'(0), resulta,
tambem, que

£ ()¢
f'o - o
<2

Observe que |f(z)]| pode assumir o valor %Izl em algum
ponto de Vo(0). 1Isto acontece se e somente se lp(z)| = M/R em
algum ponto de Vp(0). Logo, como o maximo o atingido em z] =R,
resulta que |p(z)| = M/R em Vp(0), isto e,

M
¢(z) -‘--B-ej'e y ©® real

ie

£f(z) == e*” 2z, ® real.

o=

S2. FUNCOES UNIVALENTES. Uma funcdo £:Q ~» . denomi-

na-se univalente, quando ela for holomorfa e injetiva em 2, is-

to €, para todo par Zys 2,€ Q. com z) ¥ z, implica £(zy) § £(z,).
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PROPOSICAO 1. Se f£: Q. —» (L ror univalente, entao sua

derivada f' nao se anula em <.

Demonstragao

De fato, suponhamos que existe um ponto z,€Q  tal que
£'(2,) = 0. Demonstraremos que isto implica numa contradigao.
Da bipotese resulta que glz) = £(z) - £(z,) possui em z, um ze-
To de ordem ny 2. Sendo f nao constante, pois f e univalente,
existe uma circunferéncia | com centro em z, contida em Q, sQ
bre a qual g(z) = £(g) - £(z_) nao se anula e de modo que f'nao
Possua outro zero no interior de | diferente de z_. Seja

o
M= inf |f£(2) - £(z )]
ze

e a e ([ tal que 0 <|a|¢N. Aplicando o teorema de Rouchd as
fungoes g(z) = £(z) - £(z_) e h(z) = £(2)-£(z,) - a = g(z) - a,
conclui-se que h e g possuem o mesmo numero de zeros no interior
de [, ou seja n(z) = g(z)-a possui um zero de ordem n»2 no
interior de [ , isto é, existe mais de um ponte z em (ltal gue

£f(z) = b sendo b = r(zo) + &, 0 que e absurdo, pois £ & univaleg
te em SL.

PROPOSICAO 2. A composta de duas fungdes univalentes o

univalente.

Demonstragao
De fato, sejam £: Q. —» [ e g: Q — (]:univalentes,
sendo Sll contendo a imagem de{2 por f. Resulta que se g(£(z,))=
= 8(£(z,)), tem-se £(z4) = £(z,), pois g e univalents, logo z, =
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=z, pols f ¢ univalente, logo a composta gf & univalente.

PROPOSICAO 3. Seja (fp)n¢ N uma sucessao de fungoes u-

nivalenteg em Q. Se fn —_ f uniformemente no interior deQ, en-

tao y se f nao for constante ela sera univalente em 9 ,

Demonstragao
A possibilidade de f ser constante, verifica-se conside-
Lo L z -
rando a sucessao de fungoes (n-i-l) ne IN? para z € (D. Estas sao

univalentes sendo zero o limite.

Suponhamos que o limite f da sucessao nao seja constante.
Do conhecide resultado sobre convergencia uniforme de sucessoes
de fungoes holomorfas, deduz=-se que f é holomorfa em Q. Admita-
mos que f nao seja univalente. Daf resultaria que existem dois
pontos distintos 293 Zpy pelo menos, em R, tais que £(zy)= £(z;)=
=w°. Consideremos duas circunferéncias rl com centro em Zqy rZ
com centro em z,, contidas em Sl e disjuntas, tals que g(z) =
= £(2) ~w, nao se anule em [1 U rz (€ possfvel pois f ndo e cong
tante). Seja

M= 1.!11' If(z, "'mo' .
zZe G_U[_a

Como fn —>f uniformemente em cada compacto de Q, resultsa que
existe um n = n (M) tal que |£(z) - £,(2)|< ¥ para todo ny n, e

todo z € G_U [5+ Aplicando o teorema de Rouchd as fungoes
B2) = £(2) ~wy 5 B(2)=£,(2)-wo= [202)- @ ]+[t(2)- 2(2)]

conclui-se que h possul em G_U I'é © mesmo numerc de zeros que g.
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Logo, f, (2) -y possul dois zeros, pelo memos, no interiar de T,

0 que € uma contradicao, porque £, ¢ univalente para cada n.

PROPOSIGAO 4. Seja Q um domfnio simplesmente conexo e
£:Q —C univalente em QL. Entdo a imagem de SL por £ & sim-

plesmente conexa.

Demonstragao

De fato, seja{l um dom{nio do plano complexo L sem o
ponto no infinito e L' @ imagem de Q por f. Devemos demonstrar
que se ' for um caminho fechado contido em QR+, entao todo pog
to w, do interior de [ pertence a Q. De Iatos w, pertencen-

do ao interior de ["', obtemese

1 | dw
2wl u-wn
I—l

L -~
supondo-se [  conm orlentagso positiva. Seja [ o caminho contie
do em{ tal que a imagem por w= £(z) seja [ . Fazendo esta
mudanga de variaveis na ultima integral, obtem-se

b f £'(z)dz
* 8=
2ri :t’(::)-mID

r

sendo N o numero de zeros de 1(2) ~w, no interior de [. Se e o-

rientagao de [ f£ar 2 mesma de [’ s © sinal sera + e se £or dis-
corde com I' sera -. Retornando a primeira mtegral, verifica-
Se que o sinal e +y e N=1. Logo, existe um z pertencente a L tal

ue £(z) =, , 1sto &, Wy €Q' s 0 que demonstra o teorema.
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Observe que nas hipoteses da proposigao, £'(z) ¢ 0 em R
logo conforme, portanto, se f representa de modo conforme & s§
bre ', se R for simplesmente conexo, resulta que Q' tambem
sera. Note também, que © plano complexo Q:. nao pode ser repre
sentado conformemente so0bre um disco Vg(0). De fato, se isto
acontecesse, a fungao f que estabelecesse esta representacgao,
seria holomorfa em tods o plano ( e 1imitada, pois |£(z)|< R.
Logo pelo teorema de Liouville f seria contante o que seria econ
traditorio. Logo, se desejarmos que um domfnio S do plano com-
Plexo seja conrorm_e ao disco VB(O), devemos esperar que Q além
de simplesmenf:'-e conexo seja diferente de G: -« A resposta a eg
ta questao sera dada pelo teorema de Rlemann. Ume observacgao
simples € que da demonstragio da proposigao 4, verifica-se
que  se £ f£or conforme ©0s caminhos  fechados | e

[ ]
[_ Sé correspondem, © mesmo acontece aos seus interiores.

§3. FaMfrias pE FUNCOES HOLOMORFAS - TEOREMA DE MONTEL

Seja (d um domfnio de (]: e H(Q) uma fam{lia de fungoes holomor-
fas em {L. Diremos que uma propriedade desta fam{iia e valida

no interior de L, quando ela £ar verificada em cada compacto K
contido em R .

DEFINICHO 1. Diz~se que uma fam{lis H(2) de fungoes, o
uniformemente limitada no interior de Q M qua.ﬁdo rara todo com~
pacto KC Sl existé uma constante positiva M(K) tal que
1£(2)| <M(K) para todo zeX e qualquer fe HQL).
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DEFINICAQ 2. Uma fam{lia H(Q) de fung¢oes holomorfas em
Q. denomina-se equicontfnua no Interior de @, quando para cada
€> 0 e cada compacto KCQ., corresﬁonde um numero positivo 7 =
=Y (£, K)y tal que para todo par %Zy z' € K com |z=2' |<‘? (€,K),
tem-se [f(z) - £(2')|<€ para toda £ €HQ).

Como todo compacto KCQ. edmite uma cobertura por uma
fam{lia finita de discos, para verificarmos se uma propriedade
de H ¢ valida no interior de Q & suficiente verificar a sua va-

lidade em todo disco contido no Interior de .

PROPOSICAC 1. Se H(Q) fir equilimitada em R, (Q) a
ram{11a das fungoes derivadas dos elementos de H(Q.) também € e-
quilimitada no interior de S&.

Demonstragao

Seja Vo(z) um disco tal que vP(z)CQ e Vg(z), com R> p,
outro disco tal que Vp(z)cQ . Sejam ¥ e | as fronteiras de
Vp(z) e Vp(z) respectivamente. Sendo E(Q) equilimitada no inte-
rior de &, obtem-se |£(2)| <M(R) para todo 2@ Vp(z) e toda

f € BQ). Resulta da férmula integral de Cauchy, que

t M R
[£1 (2 ”(__II(;)I <-92 —
|§‘3| 2r R-p

para todo zevp(z,)._ (Note que R e fungao de Ps Sendo o segundo

membro uma fugao de P apenas).
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PROPOSICEO 2. Se H(R) f£or equilimitada no interior de Q.
ela sera equicont{nua no interior de Q.

Demonstragao

Seja V

P(z) um disco tal que VP(z)c:. S e z, z' dols pontos

de V_(2). Pela proposicao anterior, tem-se

P z
[£(2) - £(2 )NJ (£ (5 |ag | < M(p)|z~zt |
zl

para toda fé H(2), de onde conclui-se a equicontinuidade da fa~
ﬂ.'lflia-o

PROPOSIGAD 2. Seja (fn)ne IN e sucessao de fungoes holp
morfas em £, e equilimitada no interior de S). Se esta sucessio
converge em um conjunto D denso em Q, entao ela converge unifor-

memente no interior de R .

Demonstragao

Seja Vv

P(z) um qualquer disco, sendo VP(Z)C:.Q.. . Sendo
(fn)ne N equilimitada em Vi(z) segue~se pela proposicao 2 que

ela ¢ equicontfnua sdbre Vp(z). O mesmo resultado e valido pa-

Ta VR(z)c. S& com R>p. Tomemos'um numero positive 4 tal que

R
d < min ——-E,q(e,n)
Py

sendo Y (€, R) o numero obtido da equicontinuidade quando toma~

se o compacto K = Vp(z). Suponhamos feita uma decomposigao de
f. por retas paralelas aos elxos, em gquadrados cuja diagonal e

o numero d fixado. Sejam z, z' dois pontos quaisquer de VP(z)
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pertencentes a um mesmo quadrado contido em VR(z). Devido a e~

quicontinuidade de (rn)n cN? resulta que
- t
Ifn(z) £,(z' )| <E/3

para todo ng |N.

Como D ¢ denso em Q, cada guadrado Qk contém um ponto 2y
de D no qual a sucessao de fungoes converge. Como ha apenas un
numero finito de quadrados, tem-se

l£(2) - (2, )< €/3
para todo ny m > R.

Seja z um ponto qualquer de Vp(z). Segue-se que z perten-
ce a algum gquadrado Qk’ para algum k. Se Z3e £6r um ponto de D
pertencente a Qk’ obtem-se:

If (2) - £ (2)]¢ If (z)=f w(Z )+ Ir (2 )=t (zk)l+|f (2, )-f,(2)]

Como z, z, pertencem a Qe resulta que Iz-zk|<d. Resulta que pa~
ra todo z ¢ Vp(z) e todo £> 0y existe um N = N(€) tal que
l£.(2) = £,(2)[<E para todo par n, myN. Logo a sucessfo conver-

ge uniformemente no interior de Q.

A DR MORNTEL ~ Seja H(Q) uma famflia de fungoes holomop

fas e equilimitada no interior de Q.. Entao, toda sucessao
(r )ne N de fungoes da fam{l1a H(Q) possuli um subsucessac.uni-

rormementg convergente no interior de Q..

Demonstragao

Se ja (zn)nelN uma sucessao denss em Qe (£ )ne N uma suces
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s@o de fungoes de H. Consideremos a sucessao numerica
(fn(zl))ne N° Sendo H(QL) equilimitada, resulta que existe uma
constante positiva M tal que Ifn(zl)l { M para todo nel\] . Geo~
mstricamente, tem~se gque oS numeros complexos wl,n= fn(zl) per=
tencem ao disco VM(O). Assim, sendo (wl,n)nelN limitada, ela
possal uma subsucessao (wl,nk)k €N y convergente para um nmumero
complexo “’l < VM(O)" Sendo wl,nk = r%(zl), 8 representando a
fungao fwy por £, o conclui-se que .( £ ,k)rk e N © uma subsuces-
sao de (fn)ne IN tal que

m £, ,(2,) = e, -
K oo 1K 21 1

Tomemos o ponto z, da sucessdo densa em (). A sucessao numéri-
ca ((‘%,k)a sendo k = n, s subsucessao de [N, com wZ,k =

= fl’k(zz), e li.mitada, pols wz’kevM(O) para tode k = nk. Re-
sulta do argumento usado anterlormente, que existe uma subsuceg

s&o (fa’n) de (rl,k) tal que

. E.::ofa’n(zz) =Ws nlinmrz’n(zl) =wy

sendo W, € V\,(0). Da mesma forma, obtem-se a subsucessio (f3’n)
Qa sucessao (fz,n) que converge em 2,4 2z, zz. De um modo geral,
definida a subsucessao (fm,n)’ que converge em z,y Zpyee.s Zp, ob
tem-se a subsucessao (rm-!-l,n) que converge em zl,zz,...,zn,zmﬂ.
Desta fam{lis de sucessoes, considere a sucessao dlagonal (fp,q)’
que e gma subsucessao de (fn)neN € Jque converge em %19 Zpeeey
Zp?+--+ Entao, a sucessao diagonal ¢ de fungSes holomorfas, e-
quilimitada e converge em um conjunto D denso em {. Logo, pela

proposigao 3 conclui-se que ela converge uniformemente em {.
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§4. R ENTACEO CONFORME DE 0S SIMPLESMENTE CONEXOS
Bste parégra.fo contém o resultado fundamental do estudo da repre=
sentac;go conforme de domfnios simplesmente conexos. f1e afirma,
que dado um don{nio simplesmente conexo do plano complexo estep
dido, cuja frontelra possul mats de um ponto, existe uma fungao
w=¢(2), blunfvoca e conforme de X num disco |w|< R. Tal ¢ pode

ser determinada de modo que um ponto z_ ecorresponda ao centro do

L+ ]

disco e mantenha uma direg¢ao por z.. Com esta condigao sobre Py

o
demonstra-se que ela e unica. Rste resmltado ¢ conhecido sob a
.denominagao de teorema de Riemann, o qual tem consequénclas impor
tantes. Po;' exemplo, uma delas e a sua aplicags._b ap estudo da e~
quagdo do potendial em um domfnlo simplesmente conexo do plano R
No estudo desta equagao ¢ importante a existéncia de uma fungao ag
sociada a Q , denominada a fungao de Green de {i. O teorema de
Riemann nos permite, com relativa facilidade, demonstrar a existeyg
cla de uma fungao de Green para os dom{nios simplesmente conexos
acima mencionados. Uma outra consequSneia do teorema de Riemann,
embora um tanto banal, é que ele nos di, serem abundantes as fun-
¢oes holomorfas em (. De fato, para todo Q nas condigdes mencig
nadas existe uma fungao bolomorfa w =¢(z) definida em 2 com va-

lores num disco | w]< R.

TEOREMA 1: (RIRMARN) - Sejall um domfnio simplesmente c_:éne-
x0 do plano complexo estendido, tal que sua fronteira d{) contem
mais de um ponto. Entao, existe uma fungao

| w= (z)
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que transforma (). de maneira biun{voca e conforme, sobre um dis-

co com centro na «rigem e rato R>O.

Deﬁonstragao
_ Pi'imeira Etapa ~ Demonstraremos que as fungoes univalentes
em S\ contém fungSes limitadas. £ claro que o conjunto das fun-
¢oes univalentes em  nao e vazio, pois ele contém as fungoes

homograficas. Inicialmente, suponhamos Q. 1imitado. Conclui-se,
neste caso, que £(z) = z € univalente e limitada em Q. Seja Q
nao limitado, mas admitamos que o seu exterior contenha um ponto
z,. Logo, existe um disco VP(zo) contido no exterior de (exte
rior de Q é o complemento do facho de (). Consideremos & fun-

gao £: Q. — definida por
£(z) =

z-zo

que € univalente em $h. Sendo ze 2 , |z-z,1> py logo

| £¢2)] < 1/p para todo z €, logo £ o 1imitada. Saponhamas Q.
nao limitado, mag com o exterlior vazio. Por hipc;tese, a frontel
ra de & possul pelo menos dols pontos z' e z". Observe que sep
do Q4 s.‘lmplesmezite conexo, a fronteira de fL ¢ conexa. Considere-

mos a fungao h:Q —» (C definida por:

h(z) =

sendo z', z" pontos da fronteira de L., que ¢ um compacto cone-
X0y resulta que quando z varia em Q. y ficam definidas duas fun-

goes holomorfas by e h,, diferindo apenas pelo sinal. £ simples
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verificar que ambas sao univalentes em % . Se L, , QZ forem as

imagens de & por hl e hZ’ segue-se que an ‘QZ e vazla, porque
hy(z) = -h,(2z) para todo z €Ll . Conclul-se que se Wy € .Qz exis
te um disco V (w, ) contido no exterior de Q,. Assimy a fun-
gao £: 8 —>é definida por

1l

h:L(z)--cuo
e univalente. Sende w, € By I‘Pl(z) -w°|>p, para todo ze 2,

£f(z) =

logo £ ¢ limitada, o que completa a primeira etapa da demonstrg

cao.

Seja f uma fungao uinivalente e limitada em < o z, ¥
um ponto de $L. Temess £'(2,) ¥ 0 ($2, proposigao 1). Conside~-
remos a g: 2 —> (C definida por

- £(z)=£(z)
£ (zo)
Resulta que g & univalente e limitada em (. s sendo

g(zo) = 0 e g'(z,) =1.

Conclui-se, que fixado um pbnw-zb Fowoen S ’ é nao vazlia
a colegao das fungdes g:Q — (., univalentes, limitadas em £,

tais que gz ) =0 e 8'(z ) = 1. Representemos por Uz,) esta
classe de fungoes.

Consideremos a fungao real j+ definida em U(z ) por

) = sup g(z)|> 0
pig ,Sap le(z)] >
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Observe que fixada g em U(zo), o namero real positivo }.l(g) re-
presenta o raio do menor disco com centro na origems contendo a

imagem de R por g.
0 conjunto numerico )
A={pte)s gents,)]
possul um {nfimo porque e limitado inferiormente, o qual repre-

Sentaremos por R.

Segunda Etapa - Vamos demonstrar que existe uma fungao

¢s0(z,) tal que R 6 o valor de i nesta fungao.

De fato, sendo R = j.nf.A., resulta que existe uma sucessao

(gn)ne N de fungoes de U(z,) tal que

. 1lim (g.) =R .
n-»ooH n

Logo, a sucessao numerica (}.v.(gm))n e N e convergente, portanto
limitada. Desta forma, existe um M> O tal que }J(gn)qt para
todo ne N, pois 8, € U(z,). Resulta que

zseug‘ | Ign(z)l {M,

para todo n € N, isto ¢, a sucessao (8,),¢ N de fungoes de
o( zo) é equilimitadas em &. Conclui-se do teorema de Montel
que (gn) possul uma subsucessao (gnk)ke |N y uniformemente con-

vergente no interijor de S\ para uma fungao ¢ holomorfa em Q.
Tem-se

P(20) = 1im g, (5,) =0,  '(s,) + Lm (%)= 1,

portanto ¢ nao e constante em Ly logo @ e univalente (52 propo
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SiQEO 3)¢
Para todo z € Q,

¢(z) = 1im gnk(z) e Ignk(z).,s).z(gnk), de onde
obtem-se que para cada £)>0 existe n, tal que
o

lpz)K lgnk(z)l +E/2<R +€

para n, > nko’ porque f‘(gnk) =>R. Portanto, |y (z)}{<R qual-

quer que seja z€%..

Conclui-se, déste modo, que semdo ¢ univalente, limitada,
9(z ) =0 e y'(z)) =1, ela sera um elemento de U(z ), o que
implica srsif |#¢z)| > R. Sendo |¢(z)|< R para zeL , conclui-se

ze

que

plps = :t;gl@(z)l =R .,

Terceira Etapa ~ Para completar a demonstragao do teorema
de Rlemann provaremos que a fungao W =P(z), tal gue}.((cp) e o

minimo de A, € ume representagaoc conforme de & no disco vp(0).

De fato, ¢ ¢ univalente em Qe P(R)c Vp(0), porque
l?(z)k( R para todo ze Q. . Resta pi-ovar que todo ponto do dig
co Vp(0) pertence a v (R}. Suponhamos que isto nao aconteca e
Provaremos Que implica em uma contradigao. Com esta hipt;tgse,
éonclui-se que Vp(0) contém um ponto da fronteira de tp(ﬁ). Se
ja wys 0<|wo|< R um tal ponto. A fungao

W

2 -
R -(nu,}o

-

wy = y(z) = BZ
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sendo w=¢(z), ze¢Q , ¢ univalente. Sabe-se gue ¢y e blunfvo-
ca e conforme do disco Vp(0) = {COEQ:; lw|< 1} em V,(0), sendo
Y,(w,) = 0. Para éste resultado veja §2 sxemplo 1. Daf, con-
clui-se que Lpl(_Q.) esta contido em Va(0)s possuinde ¢,(w,) = ©
para ponto fronteira.

Quando 'qutp(ﬂ.), a raiz quadrada de (w-%)/(na- C'Jow) nao
muda de sinal. De fato, a mudanga de sinal ocorre na raiz gua-
drada, quando w descreve caminhos fechados possuindo W, @ RZ/C,J
como pontos in’ceriores. Sendo ¢ (R)=V,(0), © <luJ | <R, resul=
ta que lna/uol 7> Ry logo Bafwo nao pertence a ¢ (R). Como W,
pertence a fronteira de ¢ (Q), nao e poss{vel um caminho fechg
do [ < ¢(R) possuir w, o seu interior. Logo, para we@() a
raiz quadrada de (W ~w,V/ (R®- ('-"o w) nao muda de sinal. Portan-

to, podemos considerar a fungao

=py(2) = (R ¥

sendo w, = ¢,(z). Sendo ¢4 uma aplicagao de V(0) em Vi (0),
resulta que ®> tambem & uma aplicagao de VB(O) em VR(O), tendo
wp= © como imagem de w) = 0. Assim, @, e uma fungao univalente,
tal que <p2(Q)CVR(O), sendo w, = O um ponto da fronteira de
P(R).

A fungao

o - 5 wa-cpz(zo)
3"‘P3(z)-R

BE- Palzg)wp

e univalente, transforma VR(O) em VB(O), e qva(zo) na origem. Lo-
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805 93 é uma aplicagao de {)em VR(0)s & sua derivada em rela-

L. »
¢ao a z, no ponto Z,y €t

' dcu3 dc-.)2 dwl dw
?3(20) = m— . — - ——— |y — ’ _ .
dw, /<Ra, dwy “u dw ‘g dz 3,
Obtem-se:

dw i d, R

— = (P' zo = ]_; —— =

dz ‘z=z, ° dw) wy==w, ¢ -awo)*
dusy R2. ]wolz dw3 RZ

—— — ———— ; = -

qw 'ws=o RZ dwz BZ leo |

Conclul=-se que
R+|wo|

2(-R%)*-
L]
de onde resulta que |§03(z°)|> 1 (usamos a desigualdade entre
RZ-'- lw°]2> z]woln). Deste modo, 503 nao pertence a U(zo).

Ys(z,) =

A fungao

W, =¢,(z) = —
4 e (,93(:0)

Ll

e univalente, limitada, 994(z°) = 0, 93;(30) = 1. lLogo $qy e
uma fungao de U(z,). Sendo

conclui-se que @ 4(9.)_ - VR(OJ. Resulta que



275

sup ,%(z)l <R

¥
© que € uma cohtradigac, pois R 6 o {nfimo dos numeros

{ sup |g(z)l; ge U(zo)}.

zecl

Déste modo fica demonstrada a existdncia da fungao w =¢(z),

que e biun{voca e conforme de L. no disco vg(0).

Observemos que fixado o dominio simplesmente conaxo Qe
© ponto z, £ ® em R, o ralo R do disco Vz(0) fica univocamen

te determinado. Peste modo, a f'anqao

w= Y(z) =§- p(z) 5

e biunfvoca e conforme de Q no disco V,(0) de raio um e centro

na origem. ‘Esta fungao satisfaz a condigao:

¥(z,) =0, ‘W(z ) = §>0 .

A condigao ¥(2,) = 0 nos diz que a imsgem de z,e Q. por Yé o
centro do disco. 4 outra, ¥'(2,)>0, nos a1z que as direcoes

POT z, nao sofrem rotagoes pela funcao .w=¥(z),

A segu.tr, demonstraremos a unic.tdade da representat;ao con=-
. forme de Q. no disco Vl(o), que transforma z_, no centro do dis-

CO e conserva as diregoes por Z,-

BOREMA 2.5 Seja L um domfnio nas condig¢oes do teorema 1 e
o F o m ponto de L. mtio existe uma unica fungao = ¥(z)
que transforma Q no disco ?1(0), de ralo um, de maneira biun.fv_g
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ca e conforme, sendo
Plzy) =0 e pt(z))0.
Demonstragao
De fato, suponhamos que exista outra fungao w= g(s) nas
mesmas condigoes. Entao a fungao $ : V1(0) = V,(0) definida

por

dw) = Yzt (W)

e biunfvoca e conforme, de v,(0) sobre V,(0). Ela satisfaz as

condigoes: .
-1 ' W (z) |
$(0) = ¢|z'0)] =Y(z)) =0ed (0) = -|——°-> 0.
4 (zo)

Aplicando o lenmz de Schwarz, sendo I'f(z)ls ly obtem-se:

D] s |wl,

isto é,
19(z)|< |g(z)]

‘para todo ze Ld. Permutando ¥ e g resulta
le(z)] < [y(2)]

para todo z e.Q_.I

Da.f obten~se

[#(2)} = |g(2)]
para todo.ze R, isto ¢,
[$(w)] = || .

Do lema de Schwarz no caso em que vale o sinal de igualdade, op
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tem=-se:

Plw) = e*fw, eeR.
' io
Sendo ¢ (0) >0, devemos ter e*® = 1, 10go

o) =w

isto e', ¢ e a identidade, ou seja, as fungoes ¥ e g coincidenm
Sabre Q—o |

§5. PRINCIPIO DE SIMETRIA. FOSRMULA DE SCHWARZ~CHRISTOFFELL

OIObJetivo principal deste parégrafo, e estabelecer a formula

- de Schwarz-Christoffell, que da a representagao biunivoca e cog
forme de um polfgono sdbre um semiplanc. Inlcialmente, serd de
monstrado um resultado bésico, conhecido sob a denominagao de
princ.{pio de simetria .de Schwarz, que consiste em obter um pro-
longamento holomorfo de uma funqﬁo holomorfa, em determinadas
condigoes sobre a fronteira do dom{nio no qual a fungao esta de
finida, conforme as cohsideraqé’és que faremos a segulir. Seja
£f: E—> (C uma fungdo holomorfa em um conjunto E e {Q um dom{-
nlo contendo E. Denomina-se prolongamento. holomorfo de f ao
domfnioc R, a uma fungao holomorfa ¢p: R —» ([, tal que o(z)=
= £(2) para todo z€ E. Do teorema de identidade para fungoes ho
1omori‘as, deduz-se que se E possul um ponto de acumulaqao z G.Q,

entao ¢ € o unico prolongamento holomorfo de f ao domi{nio ..

Consideremos um segmento de reta 7 de extremos Zq s 7‘2’ sep

do s a reta suporte de 7. Representemos por [_1 um caminho com
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exiremos z,, Z,, situado em um mesmo semiplano de C determina-
do por s. Déste modo, [ = G_-B"Y ¢ um caminho fechado cujo ine-
terlor vamos representar por. Q. Seja Q* o simétrio de {2 em re
lagao a sy € E* o caminho
simetrico de [ em relagao
a s. Como sera demonstra-
do, veja teorema 1, o prin-
c.{pj.o de simetris de

S_chwarz nos garante o pro=-

longamento holomorfo a Q*

de uma fungao f holomorfa

em L. Quando 21-’ z, fo-
rem numeros reais, a reta s & o eixo real, isto €, Im z = O. Neg

te caso, o dom{nio Q* e constituido dos numeros complexos conju

gados dos elementos de .Q., analogamente os pontos de r ;. Un do
ni{nio como o anterior, cuja fronteira compoe~se de um segmento

de reta 7 e contido no semi Plano determinado pelo suporte. s de v
que nao contem S, denomina-se suportado por . 0 domf{nio Q¥ ;;

denominado o simétrico de Q.

TEOREMA 1: (Principio de Simetria). Consideremos um dom{-
nio Q suportado por um segmento de reta 7, cuja fronteira com~
poe-se de um caminho [ e de 7. Seja w= £(z) uma .fungao cont{-
nua em U7, holomorfa em f e real para todo z pertencente a 7.
Entao existe um prolongsmento holomorfo ¢ de £ ao dominio sime-
trico Q%, tal que se z* £or o simétrico de ze X , entao p(z*)

sera o simétrico de £(z) em relagae ao suporte do segmento A =
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= £(7).

Demonstragao

Consideremos o dom{nioQUQ* cuja fronteira G_ U G_* supore
mos orientada. Sendo & suportado por 7, resulta que L & o in-
terior do caminho I';_U(-'-?') e {l* o interior de G_*U (=7)e (Kote
que a orientagao de 7Y fica determinada pela de I'i U G.t

Seja
t*: Qruy — C

a fungao definida por w* = £*(z*), sendo w* o numero complexo
simetrico de w = f(z) em relagao ao suporte de A = £{7), sendo
z* o simetrico de z em relagao ao suporte de Y. Demonstremos

que £* ¢ holomorfa em Q*. Para 1sto, suponhamos que se tenha

felto uma homografia no plano complexo (]: y Que leve a reta s,
suporte de 7, no eixo real Im z = 0. Ja demonstramos que pon-
tos simetricos correspondem a pontos sin_ae'tricos por homografias,
no caso geral de inversgo em relagao a uma circunferéncla. Além
disto, as transformagoes homogra'.ficas conservam & continuidade e
holomorfia das fungoes. Portanto, nao ha particularizacac  em
supor que s 6 o eixo real. Com esta hipétese em mente, seja z,

um ponto qualquer de £l.. Sendo ela holomorfa tem-se
oo

£rf(z) =3 __ an(z-zo)n
=0

para todo z € VR(zo)c:Q.. Tomando os conjugados, obtem-se:

o0

£(z) = > _ En(E-E
n=0

0
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para todo z € Vp(Z,). Sendo z*= Z o simétrico de z e £(z) o si-

A —

metrico de £(z), obtem-se £*(z*) = £(z), isto &,

)
£¥(2%) =3 e (z*-z%)?
n=0
para todo z*e Vp( z;). Resulta que f* € holomorfa em Q.

Sendo £* holomorfa em Q*, resulta que ela ¢ af cont{nua.
Demonstremos que ela e cont{nua em QL*Ur, De fato, seja 2,= X,
um ponto qualquer de ¥ . Sabe-se que f e continua em Q U7, por
hipotese, sendo ela real sobre <. Resulta que se f(z) = u(x,y)+

+ fv(x,y), obtem-se

1:Lu £(z) = lim u({xyy) = u(xo, o),
Z - (x’y) "'(XO’O)
zeQ,u')p (xy7)e Q. Uy
concluindo-se que
lim v(x,y) =
(x,y) *(xo,o)
(x,y)e Quwr
Portanto,
Hm , r2(2%) = 14m  #(z) = 1im lu(x,y) -
z* >z z>x (x,5) = (x,,0)
zZ*c Q*x Uy ZeRQUT (xyyde Quwr

- W(x,3)| = u(xyy0) = £(x )= £5(27) .

Para completar a demonstragao do teorema, consideremos a
- fungao
¢:a00* — C
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definida do seguinte modo:

f(z) se zel
p(z) = £(z) = £*(2*) se z* =z ¢

£*(z*) se z*e QF

Demonstremos que ¢ e holomorfa em Q UQ*. Para demonstrar és-
te fato, usaremos o teorema integral de Cauchy, no caso em que a
fungao no integrando é apenas cont.‘[nu\a sobre o caminho fechado e
holomorfa em seu interior. Seja z' um ponto qualquer de Q. UQ*
e provaremos que (p & holomorfa em z'. Seja | um caminho fechado
contido em SLU LA *, contendo z' em seu interior, e de modo gue &~
le intersepte 1%, no maximo, em dois pontos distintos, ¢1, 52. Se
ja § o segmento de reta §y $o+ Logo [ decompde-se em [ e [,

dois caminhos com extremos {1 e $5s Sendo M e [[McQr.

Suponhamos z'e L. Tem-se pela formula de Cauchy

o(zr) = 1 J‘ ‘ch)d;+ 1 P(g )ay .
2

-zt 2rme A b 2

+§
ws)
Sendo . holomorfa em Q*, pois z'e {., resulta do teorema de
-z
Cauchy que a integral desta func;go sobre +|-“ v (=4) e nula, por-
taﬂto,
f 9¢$ day P8I
-zt " ; -zt *
[

Adiclonando as duas ultimas igualdades, resulta que
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plz) =_i_J" p(§las
2ri ;-z'
B

para todo z'€¢ Q. ou z'e Q*, pois [ = [y~ ". Sendo @ cont{-
nua sobre @, esta formula & valida quando 2' & um ponto inte-

rior a {. Logo, sendo

' _1_ @(5)
2 2ri .r g-z"
r

uma fungao holomorfa para z' no Interior de [ , conclui-se que ¢

é holomorfa em z'. Fica completa a demonstragao do teorema 1.

1. Representagao Conforme de um Poligono num Semi Plano:
A seguir estudaremos a fungao que representa de maneira biunf{vo-
ca e conforme, um pol:fgono de n lados no semiplano Imz20, trans-
formando a fronteira do pol.{gono na reta Imz = 0. De fato, seja
[ uma poligonal simples, fechadaycom n lados, isto ¢, um parti-
cular caminho simplesy fechado, do Plano complexo,; como observa-

Se na figura.

N G “r
N | /%/// U

o “ OI
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0 interior de | representaremos por (L e o conjunte R U [ sera
denominado um polfgono de n lados, o qual representaremos por P.
Pelo teorema de Riemann, exlste uma fungao z = f(w) binnfvoca e
conforme, do p‘ol.{gono P no semi plano Imz »0, de modo que quando
varia sobre | com ums orientagao fixa, sua imagem z = f{w) varia
sobre Imz = 0 de =ooa +00. A questao principal a resolver e obter
uma expressao de f em fungao dos vertices e dos Engulos da poligo-
nal [, expressao esta conhecida sob a daﬁaminagao de Formula de
Schwarz~Christoffell. Consideremos a fungao inversa f'l da £y =&
qual representaremos por ¢. Vamos estudar a fungao w= p(z)

quando z varia no semi plano Imz ) O.

Seja z, um ponte no semiplano Imz> O e W, © Seu correspon-
dente no interior de P, isto 5, W, = ¢(z°). Sendo ¢ univalente,
resulta que ¢'(z,) $F0e

p' (z, ) = (z,)
¥(z) =p(z “'—1*_' (z-z “T (z=2,)° +...

em um disco Vp(z, ) contido em Imz> 0. Tem-se, sendo w= ¢(z),

W wy = (2-2,) Y(z-2,)

sendo ¥ holomorfa em Vp(z ) com ‘(0(0) A 0. Bste resultado e valy

do qualquer que seja o ponto z_ em Imz > 0.

0

Suponhamos que wy, = P(z,) pertenga a um lado G_ da poligo~
nal [, sendo W, distinto dos extremos de I-l, 1sto &, dos vértices
situados em [;, como mostra a figura. Seja kv a medida do &ngulo

formado pela diregao poyitiva do eixo Imw= O com a diregao de rl'
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Desta forma, quando (¢ pere

tence a Tl,tem-se arg(w-w, )=

, 4

=hwsewsegue%e v f

arglw-w,) = kr +r se () pre

cede G) . Consideremos a We

f L

ung ao ‘b
g{w) = (m"%) e 0O ’ L-\ w
»

- para w pertencente ac poli-

gono Pe w € ]1, mas dis-

tinto dos extremos. Segue-

se que g 6 holomorfa no in~

terior de P. Fazendo p = Iw-u)ol para w¢€ l;_, conclui-se que g
¢ continua em ['1, sendo negativa quando w precede Wey glw o) =0

e positiva guando w segue w,+ Logo, pelé princ.{pio de simetria
conclui-se que g e holomorfa em c%. Da mesma forma, h(z) =
= g(¢(z)) = g(p(2)) € holomorfa em Z4s Sendo b'(2,) £ 0, onde

(p(zo) =w. . Logo, sendo h(zo) = 0, obtem-se
h(z) = (z-zo) ¢1(z-zo) (1)

sendo fl)l uma funcao holomorfs em $,y com {1’1(0) # 0. Substituin-~

do h(z) obtem-se

(w-wo)e"k"i = (2-z,) ¢1(z-zo)

Observe que (z~z ) Wl(z-zo) é real para Imz = O, pois para tais z,

W= 9(z) pertence a . Conclui~se que
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w-w, = gl (z-z,) V]_(_z-zo) .

Falta analizar o caso em que w, coincide com um dos verti-
ces da poligonal | . Sejam I 1@ r dols lados consecutivos de
[ com o vertice comum W) como na f.wura.

Suponhamos que o angulo A )

interno de [ em ol te-
nha sua medida igual a
7. Sendo wew = p em,
tem-se 8=kr para we [J

e © = kr +ar quando

u)é rz. Conslideremos a o

fungao g, definida so-
bre | por

]

[(cu - %)e"k”ﬂw

1 eay,
81((!)) = Pa' e x

gl(w)

ou

Se we G.’ O =kr e g (W) = Pé' Se (,,)Bré, 0 = lmfelr e gl(aJ)=

= ~«(p*). Tem-se g1(W,) = 0. Portanto g1 e uma furgad holomorfs
no interior do polfgono P, contfnua e real sdbre E_UJE Do princf

. Pio de simetria de Schwarz, segue-se que g, ¢ holomorfa em e Se
Wy =P(z )y conclni-se que hl(z) gl(w(z)) gl(cp(z)) e holomorfaem z

sendo hl(z )§ 0. Portanto, podemos escrever
gy(w) = (z-z) Po(z-z,)

o?

sendo %2 holomorfa em Zyd com 102(0) £ 0. Obtem-se
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)
[gl(w)] = (z-2,) %(z-zo}
’ on :
w-w) = o (o3 pyla-z,) (2)

com ¢3 bolomorfa em z_ com ﬁ3(0) ¥ 0.

Examinemos o caso em que OR e‘_ & imagem do ponto 2,5 ®. Pg
‘Ta tal 6 suficiente considerar a aplicagiao z — 1/z que leva z =

= 00 na origem, repetindo-se o raciocfnio usado. Obtem-se

D= wo = em z'a"&(l/z) | (2')

com ;04 bolomorfa na origem ¥,(0) = o.

Convencionando que guando Wy €[ sem ser vertice, faz-se
o= 1, isto €, o angulo em g é v, conclui~se que & formula (1) e

-

caso particular de (2). Usaremos esta convencao.

2. Férmula de Schwarz-Christoffell. Iniciemos observando
que em (2) ha duas constantes, o ponto w, e o numero real k. Pa-
ra eliminar a) ¢ suficiente darivar ambos os membros de (2) em re
lagdao a z, obtendo-se

dw

— = glkm,, =1 :

o =e (2-2)"" P(z-2,) (3)
na qual so aparece a constante k. Para eliminar k, e suficiente
tomar o logaritmo de ambos os membros e derivar em relagao a Z,

obtendo a funcao

‘ d aw
S(w) = =— log —
dz daz
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que nao mals depende de W, © k. Passemos ao estudo das proprledg

des de .

a) Tem-se %’f ¥ 0 no semi plano Imz> 0, logo log g%' e bem
definido e holomorfo ndste dominie. Assim &= log $¥ existe ndste
dom{nio.

b) Seja z, pertencente a reta Imz =0e W, = So(zo) pertep
cente a poligonal [, Suponhamos que Wy, seja um vértice de [ enjo
angulo mede «w. Tem-se de (3) que ¥ € nolomorfa com ¥.(0) # O
mesmo quande &= 1, sendo 505 real sobre Imz = 0. Logo, tomando

logaritmos em (3) e derivando membro a membros obtem-se:

S({w) =

+ Vﬂé (z-zo) ' | (4)

Z-Zo

sendo ¥ holomorfa em z, e real sobre Imz =0. Déste modo, se

Imz = O, no caso b) em estudo, sendo w=P(z), S(w) sers real.
Quando w, =¢(z,), pertence a [ e nao é vértice, tem-se & = 1, lg
go de (4) conclui-se que S(w) é holomorfa. Portanto, EISIE log g%’ 6
holomorfa sobre Imz = 0, exceto nos pontos Z, que correspondem a
vertices de P, nos .qﬁais.‘.p_qs__,sui polos simples com resfduo o=l ,

sendo «w a medida do angulo de | néste ponto.

~ e¢) Suponhamos z,= . Naste 'caso,' considera-se a (2'), ob

tendo-se
aw Loy
dz - Yg \zg
z zQ’."‘l

sendo ¥, holomorfa em O com 1im ¢6t%) k0. No caso w=1, z =
z >
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o nao corresponde a vertice. Tomando logaritmos e derivando, o}

tem~se:

a dw o+l

— log — = =~ —— + P ()

dz dz z P-, z
sendo ¥(4) = 0. De fato, isto decorre de (2') escrita

2 -pOO
sob a forma
ey = oleT g~ L2, B
wW=w, = e z a°+z+;5+...)

a manipulagac com derivadas, logaritmo e inversao de serles.

Do estudo do comportamento de == dz log gg en Imz >0, deduz-se,
do prj.nc.{p.to de simetria de Schwarz, que existe uma funqao ws=
= §(z), holomorfa em (]: exceto em um numero finito de polos so-
bre a reta Imz = 0, tal que a restrigao de P ao semi plano '
‘Im z20 (excetos os pontos que sao polos) € igual a E% log %'. Ob

serve que l1im ¢ (z) = 0.
zZ >

Sejam

wl -'P(zl)’ wz =¢(82)¢.o- wn= (P(zn)
os vértices do pol.{gono, cujas medidas dos angulos internos sao,
respectivamente,

Q’,lvg maﬂ', wney N-n‘l'r’

de onde resulta que oal-l-or. + ... +0¢n =n~2. Pelo que acabamos
de concluir sdbre a fungdo § , conclui-se que a fungdo
n .-l

z —» i(z)-z

r=1 *°%

r
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¢ holomorfa em todo o plano complexo e no infinito. Portanto, peg
lo teorema de Liouville, ela & constante, isto e,

. o1

n
$(z)=Cc+7_

r=] %%,

sendo 1im P (2) = 0, conclui-se que C = 0, isto e

Z o n =1

§(z)=2_
r=1 7%

para todo z no campo de definigao de $. Logo, se Imz»0, obtem-

se: d dw n or.r-l
Tl T2 = (5)
3  Z=Z
ou z r=1 b o
dw n
log — 1og C+>_ (q'_r-l) Yog(z~z )
g o az
isto ey ~ r=1
dw o - =1
—= C(z-zl) 1 (z-zz)u? .coo(z-zn)un
’ daz
isto e, z
-3 R oL =]
Zo

Podemos eliminar C' considerando a translagaoc w- C'. Tomando a

rotagao '—*-Eie, sendo C= |C|el®, podemos supor C um numero real

R. Portanto, w=¢(z) e dada por
' z
Xg=l . =] - |
W= RJ (;"‘zl) 1 (;-22) 2 ....(5-zn) o d; (6)
zZ, :

que & denominads formula de Schwarz-Christoffell.

Observe que se Zy © 00’. de (5) conclui-se que © somatorio
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vai ate n-l, resultando que a formula e anéloga, apenas com n-1

fatores no produto do integrando.

Na integral (6), 29y Zp9 eeey Z sdo numeros reais cujas 1-

magens por ¢ $80 os vertices w. Wy Wogeeoy Wy do polfgono P. Quap
“1"%2"0&. o 4 |
do | & | —»00 o integrando de (6) se comporta como g1 ’

portanto a integral converge, pols sabemos que oz:|_+d2+...+eﬁ-n= -2

3+ Representagao de um Pol{gonc num Disco ~ Consideremos a
' fungdo homografica
z~i

w: N——
z+1

L

Quando z € real, |w| = 1, ceneluindo-se que quando z varia sobre
a reta Imz = 0 de -o0a +00, ¢ descreve a circunferancia jw| =1.
Para os 2 no semi plano Imz>0, isto 6y z = x+ iy, y >0, tem-se:
x@ + (7152 ¢x% + (y+1)2, logo |wi< 1. Resulta, que Imz>0 &
transfomado em |w|<1l. Déste modo, a fungao w= (z-1)/(z+i), e
biun{voca e conforme, do seml plano Imz )0 sObre o disco jw|§ 1,
de modo que +i1 se transforma no centro do disco e a reta Inz

na circunferéncia |w| = 1.

Para obtermos a fungé'.o que representa um polfgono num disco,

é suficiente fazermos a mudanca de variaveis

-1
t = s
541
na integral (6). Daf, obtem-se,
1+t
et
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Fazendo zk -3

bk =

zk+i

sendo os 2, ©s numeros reals que correspondem a0s vertices, ob-

tem-se | £, | = 1. Logo, IH;k
2z, =1
k 1_;]‘
-]
1+ 1+ 21 =%y
57 % 74 1t 1
sendo
d; 21
at  (1.4)2
A integral (6) se transforma em:
t
& =1 o, -1 -1
w(t) = Kf“’-"ﬁ’ L o5 B e ) 4o (1)
t, .

Note que quando 5 varia no semi plano Imz 2 0 t varia no disco
jwl 1. Ra integral (7) tem-se 519 623 eees on sao pontos da
circunferéncia unitaria, t varla no disco |t|g< 1. Na formulae (7)

Ke uma constante complexs.



