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A rnecanica Newtoniana e sua reprasentagao Lagrangeana usual eg
t2o baseadas sobre o conceito de tempo sabsolute, o mesmo para todos
os observadores. Ao se efetuar uma transforma§50 de coordsnadas 9
intervalse de tempo entre dois sventos, gque e uma informaggo ffsica,
e considerando invariante, Em particular, entre os refsrencials Cag
tesianos do espoga Newtonicno ( o espage triedimensional intuitive
usual) as transformagdes sie deseritas pelas forrulas de Galileo;
nio sera considerada aqui s gensralizagae dessas forrulas gque permi

te pascoger & refarenciais acmierados.

Charor-se sistemas lnerclalis ou Galileanos, os referencials gue

se¢ moven uniforrerente (sonm aceleraqﬁo) relativamente ung ags oue

]

» N -
tros § 2 todos eles se ciribus a capacidade de determinar o interwg
1o de terpo entre dsis cdados eventos sampre da resma raneira, = se
supde que o resultade dessa determinagas conduz sempre ao mesmo va=

lor.

Pere relhor esclarecsr esta questEo considere-ge 2 observadores
com rovirento relativo 0o longo 4o eixo X. Um ponts P do J-espago

’ L
tera, cor respeits a ésses 2 observadores, um conjunte diferente de

coordenadns. Zm ¥ o ponto P tera cocrdenndas (x;ywz). Ho casy de K

]
;7 ~r T}= se rmoveyr cor velocido-
i
R 8 ' ! de constante v as lon-
4 !
. 7
b, x go 8o eixo Ox , & de o
e 4

tempo ser contado a

partir do instante en



quq_as dois-referenciaisfcoicidﬁram, entas as codrdenadas de P noorg

<7

v-‘

ferencizl ¥' serco, nc instante t; (x-vt,?, 2z ). Partanto 2 trang
\
formagas Galilezna das ccordenadas (gue relaciona as informagoes dos

2 cbservadores) e , rarcadas com linha (’) as coordenadas em K' ,

_ ‘T/"'t - S ' S N

Jﬁ

Segue -se dessa lei que a corbinagao das velocidades s feita
szgundo a regra de cowbinaqao usual @ se T" se rove corm respeito o
¥' velocidade vy, @ sl com_respcito a X com velocidade v Vo eatas ¥
se rove com fespeito a K cor velocidade v, + ?é . Ep partiuular, se
uma fonte de luz & ligada o 7 eessa-luz e emitida de F*.ccm valozi-
‘zde ¢, 50 longo do ﬁiragga pos sitivs ds eixo X'y, © Ccbser vadsr K di-
ria que essu luz esfa se propagando cor velocidade C+vy 3 eS%a con-
clusac rostrou-se incorretc na expér éﬁci. de Kicnelsoﬁ e Yorley.
Coro as equagoes de Joxwell nao szo invariantes stb treonsfor
ragoes ¢g Gallileso, e cormo $30 ©83aS 23 equaqaes que regem a propaga-
o da luz, fica explicads parcislrsnte o fraczsso do éséuema nawto~

- o A L]
~ianp na deserigao de fenorenoss lumindsos.

A fir de elirinar essas dificuldades, 3iastein rejeitou a ng
cac de tempe corum o todos os ohservadores. Com isso, ele propds ur
srinefpio de relatividade rois restritive gue o princfpia Zalileanc
¢s relotividade; @ste ultinc afirmo que a posigdo dos corpos no Swey
pago & relativa 2o rtlcular referencial escolhica. 0 pr_"cfpio Ge
nstein da relatividade afirma que,- slem disso, tambem a simultanel
dnde de 2 eventos e relativa ao particular referencial escolhido. Im
uma nova linguagcﬁ,'irpae que cado observader Galilecno deva possuir,
zler das suas 3 caqrﬁenadas espaciois, tarber umz caordenada t:mpo -

ral pera a daserigao de wrm evento tal come a posicao ccupsda por uma



part{cula em um dade meomento,

5 8sses 4 dados que carscterizom un‘evento faz-se corresponéer
um_pﬁntoiéh’um espaco 4~éircnsionnl., Diferentes observadores utri -
buirdo a este evento dife:cntes conjuntbs ée 4 valores. A firm (e
“s’mplificar o tratamento $d sérgo conglderadas coordenadas espaci -
als Cartesiancs x, y, Z . Assim, a w evento tal como a chegada de
um singl luminoso a ur especiflcado ponto Py dois observadores po -

dem atribuir 2 conjuntos diferentes de nureros tyx, ? 12 e t',x! ,?’, =,

As transforragoss de Gallleo sao lincares e se liritam a olte-
Tar apenas as 3 c?orécnaéas espaclais (x,;,z;) para (x', g', z' J.
Zlas expressam nads rals que & princfpio da relatividade ¢a posigao,
ou o princfpio'calileana de relatividade. E ssbido hoje que essas
transformacoes 530 apenas un caso_pﬁrticular do relatividade de
'Einsteih, expressa pelas tronsformogoes de Lorentz. O prineipio dao
relatividode cspeciai contido nas Cérrulas das transformagoes de Lg
rentz ainda pode ser generalizadd; ¢ essa a razae da polavra Yospe-

clal®, A generalizacdo conduz a ieoria da relatividade gersl.

Devaewge ainds obsef?ar que o grupo homagsnco de Lorentz, de 6
paraﬁetros, . sub=-grupe do grupo de Poincaré, de 10 paramctros, tap
her densminado grupe inomogeéneo de Lorentz: e que este ¢ um subgru-~
po 6o gruﬁo conforre, de 15 parsretros. C tratarento dos grupos de
Paincors e conforre nao sers felto noste curso.

No esquera Calileo-Fewtoniano (ou Lagrangeono usuwal) o terpo t
era ccngiderado um parametro independente, comwn a todos os observa
dores. No esguema Zinsteiniano oinda se pode usar £ coro parﬁmetro
pare a descrigdo da evolugao de um sistera; ha ontretanto necessidg
‘de de ser encontrado wm novo parametro o fim de gue Se possa cons =
trulr um esquera Lagrangeano covariante para o grupo de Lorentzy Sg

) ’
te parﬁmetro devera ser um invariante [-dirensional, serelhanteren-




%4 —

| te“ﬁo invariante 3-dimensional, tampo, de esquema Gn;ilﬂano. As 4
quantioades t,x,'? , 2. SeT30 agora i‘unqoes do\novo pararetro, e ¢ fop
ra dessa depﬂndelcla rep“csentara asg ﬂquagoes do movirento do sist~-

va no espaco-tempo. Iais odiante serac revistasestas cansiceragoes.

Come as coordenadas Cartesianas e o terpo nio tem as mesmes df
rensoes, deve-se rultiplicar ¢ por uma velocidade invariante a fin
de se ter horogeheidade nas § variaveis, Binstein postulou que a ve~
‘locidade ¢ da luz no vicuo ¢ um invariante, o que fol sugeride pelc
resultado negativo da experiéncia de Michelson~Moplay. Note-se gue
asse_postulado, aliado‘ao princfpio da relatividade espccial, foree

’ -~
ase sobre & gual sz assenta t2da a teoria.

)
l'J"

»

_ n -
e serz o esguers saguido neste cursoi as transformagoes do

&
Lud

4]
ol

~ ' R . » » )
Lofentz serao obtidas s partir desses 2 postulados. B possivel porsm
postular-se zs transformagoes de Lorentz e daf{ obter-se o invorian -

cia da c.

0 que sers visto a seguir e a obtengds das transformogoes de
Lorentz. Introduz-se na variedads [-dimensional ura forma quadratica

que conecte &sls eventos (t,x,},z ) e

(t+4¢t, x +Az,3¢+d}, z+dz), essa ferrs sende deneminada de intey

vale entre s ov-ntos,

(As)2a B A2 cax>-m3)z =% . (1-1-1)

Diz-aze que essa ferma tem essinstura -2, significande usar-se taubew
sssinatura + 2 (=1,+1,+1,+1) 3 convem netaT que apes escolher uma

assinaturs nie mais 28 pede nsar a gutra,

Ea ainde quex prefira usar, ao inves das metricas paseudo~Eucll,
dianas antetiores, ume metrica Euclidiana L-dimensienal cem xﬁ= ict
ex vez das x®=ct anterieres; néste case tedos ss ceeficientes sae +1,

que ¢ o que da caracter{stics Euclidiana a esse espsge.



Define-se transiemmcae de Lereacsz ceme qualquer transfermagae
homogenea e linear das coordenadas que deixa fnvariante a ferws qua -
dratica (1-l-1); a 1mposiq=0 da hemegeneidade exclui as translagoes
c.spaqo;temporais, '_e 3 imposir;i'o da linearidide . censequSncia da exl~
géncia adicisnal de que um movimente retilf{neo e uniferme de uma par-

tfeula em um referencial inercial mantenha @ssas caracter{sticas em

qualquer eutre referencial inercial, Serae excluldas néste curse as
transformagoes ds inversse que atuam da forma .
T . ¥t=-t x = X (inversas temperal),

P - Kz =X {inversae espacial) e

H ot "_’ -
TFP:. t=-t X=X (inversao espago-temporal),
as quais também mentém o intervale invariante. Com a exclusao destas

transformat;;es ® cenjunte resultante censtitul o c_hamado grupe pr‘pria
de Lorentz} com &  Inclusse de T,P, TP obtem~se o grupe impr‘prie

de Lorentz, ¢ com a inclusae adicienal das translgq'ées egpago~-tempe -
rals obtem-se o grupe de Lorentz imprepric inom#génes, su grupo impra

pris de Poincare.

Usa-se a notagao

{ct ",.x,g, z) = (x? x]; xz, x3) =z ( ) (1-l—é)

es {ndices greges variande de O a 3; as transfermagees de Lorentz(li-

neares o homegé'neas) das ceordenadss sae escritas em ferma compacta
X X% = [ p P . (1-1-3)

Define~se a matriz

/] o © ©
_fo~t o o )
p =
(VR T et



z;; -

‘ﬁoﬁh_’f—;fsg---_gﬁaieilav'é?"siiﬁ;trica ( v = Yoy ou seja,"-"?/?l- /) e que tem
per quadrade @ matriz unidade Lxh (72‘:' 1), Per atuagac de uma trang

formagso de Lerentz,

ﬂ~5_2=7l‘~ydx?~é\x?. ‘ ’

e como Ax: LIV, Ax%,

L LY g AR L Py
vem que  Tj~v L% L s AL« f = a:,fh,f.dx 4%,

como dx’“_’ . 380 arbitra'rios, sbtem-se por apropriada mudanga de {ndi-

cas

T LU L e = Vg - | O (1-1-L)

Aqui Lf“x e o elemento (linha s coluna o) da matriz L; desig

nande por {7 a matriz transposta de L., escreve-se
LTyl o =m . (1-1-5)

Diz-se ent3o que s matriz .. & pseudo-ortégonal.

Como '7 & simé’trica, a (l~1=5) representa 10 relacees inde

pendentes entre os 16 elementoes matriclals L™, . Ba pertante ape

nas -6 elementos independentes entre esses 16. Isse significa que @
grupo de Lorentz e caracterizade por 6 par;me:tros; dasses, 3 corres=-
pondem aos gngules da erientagac espacial relstiva entre K e K'y, ¢ 3
cerrespondenm a velocidade relativa. Tal correspond&nci; ja bavia si-
do sugerida pela 1mposiq§o da linesridade e hemogeneneldade nas trans

termagees.

Considere-se uma transformacao de Lorentz infinitesimalicomo o

grupo e cont{nme a partir de tansformagao identidade, pode-se escre-

gyar



-ou. compactamente = [ = f, 4 : -

BntSo a (1-1-li) toma a ferma

L em e oY '
7N( ny .,_;.’.? M) (o/g-ﬂ'/] ',‘8) > 7°(ﬁ N
que em 18 ordem, com A <« 54, o

{1-1-6)

4
AR I (V RUAMIE S PR
define-ge a matrlz infinitesimal & =,7,] de elomentes

é:c,g = 7o<u A A ?

e verifica~se da (1~1-8) que sssa mairiz & antissimétrica,
& =—-€7

Como 73=_/ s tem~ze gue 7 & _,,724}: ,2 ) parinto
{1~1-8) L= 1 + yi

com & antissimetrica ssta o a

~

solucac infinitesimal da (1-1-5).

As ‘éxpressaes gerals da f;ﬁ e A “/e. sao convenientemente
escritas defininde~-se os § parametres inrinitesimaié _J-éi- e JM‘_-
(4:-‘-1,2,43) per

&y o= - € d 6—9& €
/

-z
éﬂt: e 1)" 5
sao | .
0 =&y -0Y ~9V //0 —dy, 9 —duy)
___ ai 6—93 I, -59! ~J v, -593 0 59!

Sy =36, 5¢ O, -0vy 96, -8



A interpretacgio de cads um desses 6 parametres infinitesimais

e sbtida facilmente: no case de todeos serem nules, cem excecae de 5{3,'

a transformagao, que & x'=l. X = X+7éx s Se escreve

) : z
f‘-x : 54 )
? 7" §6 2 9.7
Ze—aGy +Z s X = x? ¢

8 representa unma retagio dos elxos espaclals de um ingulo infinitoé;
mal &6 , em torne do eixo Ox . An%logamente se interpreta 6'6’2 e 5'93
comoangules infinitesimais de rotagae em terme de :9} e« 0z . Se s¢
censidera agora tedos os parametres nulos ceom axcegac de é'b} s vVorle

fica-se que a transformagac induzida e
ct'=cl -5y X 7 S e
)(’ = —-62&: C«z— + X |

[ & Y

"ld') = . ! K X

[él ? . . T - x
= z } z,;’// z-‘ .
pad

6 repressnta portante a passagem para um referencial gue meve com ve
lescidade infinitesimal c-é'zf, relativa ae inicial, na direcae Ux ..&ng:
loga' interpretagie e dada a Ju, e Jv, infinitesimais.

Censidere-se agera # casc de transfermsgoes finitas: cemo 10
eiemplt, censidere-ge uma transformagi'o, caracterizada per um parimg
tre 9 , a qual ¢ uma repeticio de 21 (que — o© ) vazes a rotagie

infinitesinal &4 =& /m em terne de Ox . DBnotando por

;’0 v o ‘7\\\
o o e o o
‘2; v ‘o ¢ o ~f
\@ o { o
s . # . ‘PL’
ve~3e& que a mairiz A e dada por /Vvu -‘-‘5—6’}2} v =" %Lﬂ;} por~
tante 2 matriz L'M’ da transrormagso finita ¢
VoS N F__ﬂr. '.-f{. % T... (m Bomeg =
Z— v "t 00 [5 ""' o L l} pJ ( ) .

T - pa 8,2
= [op-91) y.wf—é’f-ﬁ o+ L LT -



g faTcil ver que

/ﬂ:d’o ¢ \ | | ;fo_ o v o\
li=1 00~ 0 (<) = o0 e ¢+ T 7%
' \000-:j ©0 -0 .,
zonsegientemente R o, p
T PSR ST A MUY /) i
ey T oe m 0¥ 3/ * Pl L2y FR A L
= ¢H e &) (LE) ; -
* g, * i/ 5“791)\2} y - Sent l? v 3
u seja, ) ~ .
i o 9 7\
P . @ J & & ;
—— J : & (7] c,g;;.’@ 519:{5{ ,f )'
7 B 7, -.s-':e_r@ o< G }:’

-~

isso nes permite interpretar o parame\.ro b“f, como angulo total de reta

*ae em torno de 0x.

1
¥

Rotagoes finitas de angulos .“?o e 93 en torno de .?J e =

380 obtidas de maneira ansloga ugando os geradores (tombem cfmmados epe

Fru
raderes infinitesimals) [, Mu e -'?_:-,. _ definidos por
;aaa\ : ‘0 ¢ 0 0\
ce o ! 7 . (@ e-lo;
2T 9V g 3 \0:‘90/ )
o 20 | c 9o oo
jande coro resultados
./f o 7 < //[ 2 o 0\\
; [ O et Ow%ge Lﬁ»:;.O wé;; *«Se'e%c?!
1 0 ; \;) : /,

Lo =senby 0wt



{o
' Demenstra-se que ums rothaa aspacial ds mm angulo & em torno de

una direqao caracterizada pelo veter unitarie ﬁb tam

) A—.’ Y -~ ‘2
onde «-d @ obvia abreviagao de 01!]} + 7 l; '*‘"?Jé ; o8
L] A

casos antericres sao casos particuleres em que 2t foi 1 J e R

Preblema

Determinar as regras de cemutagao dos geraderes 1} (1=1,2,3) de gry

po tridimensional de rotagdes.

Finajmente, considere~se uma tyansformagae finita de velecidads
(caracterizada per um parametro V) nma diregac Ox: ela pode ser censide
rada como uma sucessao de m-- @ tansformagoes de velocidades infinite-

simals Oy, = V;/7 . Denota-se o gerader cerrespendente por

/e ! ¢ 7
f‘ f ! O 0 c?
g v
o ¢
e partante : .
s f‘“- v, T M
A, == dy Y :inﬁ 3 P

que nos leva, come anteriormenie, 2a

< Lop(-v",

Como se verifica, per calcule direto, que

i @ I @ 3 .
o1 00 .
(oaa}" (J) = )

R
)=1e
%.0‘ Q o (?//

A



_ 1 T« 2y ey oA
va-se que ."_.'u = c:‘-(&v— %-} uo)@f‘ﬁp'i-(g;-wi 4-.-}\‘-'L" »b’
R = [asih V)G u 4 (k- DGV

m sejz

R o [ -eemh iy sk 0 0
- ¥ o v ;[ @
Qo v J !;':

Para interpretar o parametre Y, escreve-se
ct’= el cah iy - x senh Y

xtm —ct unh i, + x cah Vi

q/r‘: -{

iz's 7

» considera-se o movimente da origem do sistega £ com respeiteo a K’
A origem de K' & dada par x'=0, daf lawh v, =X/ ;

ser outre lade, chamande davi a velacidade d8 I' ae lango do eixe
Ox s+ YEE que

> X/T:

» portante
larh = »le .

§ fdcil verificsr que

S&a". 1? = m}/C - 4 MA, VI: { +
. v‘ I- (i fe)® J;-(.uyc)a

sortanto as transfermagdes de Losentz pars o caso sao

4 .
$r. E-wxfe , X' x__,::t; ’
Vi- (wte)? Vi (e )?
{ - ,-'.' =z
Des mado intéeiramente amlogo, usando o9 geradores
e ¢ {2 e ¢ v {
¢ ¢ o0 J Ll o 0 © 9
I 9 ¢ ¢ e a3 v e 0 © 2 - ?
e ¢ ¢0vo ' :t 0 v 2
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seriam obtidas os transformaches de Lorentz oo longo dos ecixos L3 e
Oz .

Demonstra~se que uma traonsformagao de Lorentz em que k' se des-
: » -~ » -
liga com velocidade de module v na diregaoc unitaria v do sistema ¥

6 doda por

L(/i: #‘u = e,zcﬁ[ Tarei” (~7/<) oo 7} Lo onde, coro

A
anteriormente, e uf ¢ uma notagao aobreviada de -*(5{j7*“ AR Vs i -

» o
B fieil ver coms exemplo dadoe anteriormente era ¢ caso particular

Tma transformaqé'a L‘“,- geral sempre pode éé.r decomposta em ume
-~ «1 : —~
rotacao 3-dimensional A (&™) seguida de uma transformagaoc de veloci

dades V ('3"},

L}'*-L! - V#_p("::) R—_:,;ﬂp(g),‘;?>

% importante notar que a uecoz?posigao inverga correspauden em geral ou~

tres valores cos parametros, :3to ¢, a mesma {/° tem outra cecovrposigdo

s -
LY. BY (5 VL) .
J'.-; = !;‘ 4 * /_ ¥ ‘,‘E - :
! .

jsso se expressa motematicamente pela nao comutatividade dos geradores

L; eorm J . Mals tarde sera revista esta questao,

1.2 Ca:;gg;o ;eggoria,}, referente oo zrupo de Lorentz

a) Objetos Geametricos

Zfetuada uma transformagao de Lorentz das coordenadasfel; x,;z y Z)

P P = Iy | | (1-2-1)
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define~-se um campo escalar t,;" (x) como aquele que satisfaoz
, ." * T
¢ (%) = @ x) . . (1-2=2}

onde x @ x' 830 ag ceoi'de_nadas de um mesmd ponto viste em 2 sistemas
de ceordenadas. Note-se que a dependencia da fungso 3  nas suas
coordenadss x' & diferente do dependeéncia de ¢ em x, mas o valor
asstumide por esczas 2 fungEes em um mesmo ponte P (de coordenadas x./

o4
} ”
ne slstema K e coordenadas x;' no sistema X') e o resmo.

Um campe vetorial contravariante :"M'(x)é definido pela lei de

transforracao
' ) . P “»
(1-2-3) V =) — V }N’ o= oo L Vo .
Como antes, x e x' se referem ac mesmo ponto, e estac relacionados
por (1-2-1).

Diz-se que um campo de 4 componentes ’4;.-,» /x} ¢ ur campo vetorial

covarisnte quandeo

AV T 0y o Aty )

¥
.

Ao A= (1) A (-2l)

onde por ( L Y entende-se o elemento (limha ¥V , colunap) da matriz

inversa & matriz [/ de elementos L g (linha « , coluna/é ) .

Um exemplo trivial de campe levetorial contravariante e o das
proprios ceordensdas x/*= (ct,x,y,h),' como se ve comparando (1-2~1)
com (1=-2=3). f

Qutro exemplo de contravetor e (cero os elementos el p indepen-

dem de x ) obtido por diferenciagao de (1-2-1) »



F e | R
{1-2=5: Codx = L ,,,’" Ax®

de ende so tira

. "‘
{1-2~6) o
axr "

8 :
s invarsaments 2.;"!__ (! {1wz=T)

ux Jdado sventa

5

E L4
Um 3R azemples & » CRupS A x7"das posigwss relativas

de conrdenadas a .
AxMo)=xP-a

F d & o™ . fi‘— 0 3 %
® olare que se 83se aventas for a origem (@ U ) recai-se oo camps
antenier, Nate-ss que a’~pode sar cansiderads um campe aniferme,

’ = .
iste &, um camps a,f"'{x}cujas somponentes independams  dag coordenadag:
entretants suss cowmpanentes se alteram medisnte wuma transformecae de

Far BV LRI} ¢ »

Lorentz, passam a ser &’ (X'} = &', um camps tambem unilerme.

. 2 vadre -
Um exempls de campo vetorial covarisnte e o© gradiente de

w camps escalars com efeite,

pploey _ FOLM | aped ax<. (1) 290
oamt Bar T Oxx Fx T f gx

reproduz a lel (1-2-U4) se se chamar %ﬂ%’ = /4o< {'K) .
X .

Tensar te Larentz (42 gqualquer s;rdamﬁ e v objets geometrics

de lsi As iransfarmagas. {1-2+3
J/.a.y... , ,j‘, W o wd ). T . ...

TP ey =, L (E) () T

- . ’
Mals tapde seran estudadss sutros objetos geometricos do

3\
4

grupo de= Lopentz, &5 campos e_spinariais a8 egpinorials pontuades.
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b) Uso da netacdo matricial \\\

e
Quando se lida com veteres (fdf: 13yv),'ﬁatrizes de Lorentz
( L'M;-, (% L) e tensores de 28 ordem (C“;;CMP,C‘“ "; Cwmvd, ®
frequentemente util o emprégo do ealeulo matricial., Para isso, ha a
necessidade da Tpreparacao" das expressaes; essa preparagan censiste
essencialmente em 1) colacar vizinhos os {ndices 2 somar 2) interpreta
os veteres como matrizes -linha ou celuna conforme s caso. Seja por

sxemple calcular o valor da expressao

A R r_-.."\'.?" g - R
ATE, C e "'}:‘ = ol G ’

v

P

inicialmente definem-se as matrizes lxk C,D,E & F como as de elementes
(1inha-coluna)} respectivamente ( t.-x), (jD-T), (fﬂh“) e (<-7)s a
segulr reorganiza-se para, por exemple,

—

4_.{/'-!,’;}_-;-} o T C A
; ;

B o
— —i - ! -
(7 T~ TL0 D s per (C }& antende-se 2lemente linha

v eoluna ~ da matriz'transposta de C.

—— ———
T —

Pode«~gse ogera eliminar os fndices, obtendo L 'S0 E s @
interpreta~se A como matrizelinha, ( C =2 I ) como motrizes Lxli e
B cemo motrize-colunas e resultado ¢ um nﬁmere, ume motriz Ixi., Uma out

recrgonizagao seria

B [eTV. D PTET A e
T L ' T >
=4

. Iinh *
@ agers B seriale A colunaj o resultado final e o mesmo.

¢). 0 _tensor gétrico

Um exemplo de tensor de 22 ordem covariante e o definide pela
“matriz® Vs (1~-1-3a) 3 a constatagao de que se trata de um tensor ¢
feita comparande (lel-h) com (1~-2~8). Ble e invariante em relacio a
transformagac de Lorentz, por invarlante entendendo-se que mantem

inalteradess os valores de-suas componentes sob essa transformagao.



{6
0 tsnser %u, & o tenser mé'tricq- da relatividade especial; com
iste quer-se dizer qua ele associa a um tenser cem algum indice

centravariante um sutre com we {ndice correspsndente cevarlante, ists

pvp -
i T i = TFF

) ihe v ~
nete-ss gus dode us temase 7 7 rode~gze 3 partir dele obter ss

“ﬁé"‘c; ;

tengeres niasates
M = poel
T w = 75;“ T £
¥ »
To = Fpane A

de cemponentes {linhaj~ rcoluna W/ ) sm gerzl diferentes,

0 unics tenzsr miste de -2:':5 srden invariante (a msnaes de =maltiplog
per caenstantes) e 6'{"," = &lag (+1,+1,+1,+1} ; que z2 trata de wm
tenser invariants se va de _

-t A il LI I
5’?;: L,’V“c{ {.3_. }Pyts;;::L g(f—) y - Ju - .
Com 5 auxilis des Senzorss 7,,&,, 8 é':' define-se o tensor n;ﬂ*".y

{
por

v
Tew 77 = 5L
» - . . ’hv A A \
por rapida anzlise matricisl veilica-se que ’7 = diag(+l,-1,~1,~1},
. . h‘_p -~ -
gy saja,? I,O“;?" tewm a mesma repressnitscae matriclal,
0s tanscres & f:‘ 8 'a;rf’“y sao usadss censlstentemente soms "alterade

) Y
ras” # Yievantadoares® de indices fanserials:

L A=A o BT 0= BF0 .
A manutengis da letra (A ou B nos exemplos) nas madangas de {ndices
¢ uma indicagie ds que se treta Go mesme objets, apenas escrite de

maneirag ﬁifercnte_s N
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1.3. _
a) Classificacae des vetores

B comum representar~-se & espago h~dimensional de Minkewski,
de uma maneirs sim‘oc;lica, cem utilizagao de apenas 2 elxos: um temporal

e outre representande as 3 coordenadas espaclials X,y 2.

N
e ‘l E, "%2 Congidere-se ¢ avente origem 0(0,0,2,0;
y i e o avents B(et,x,v, z) generico; no
P g - &5 diagrama ao lade faz=se nz|X| como
452 =X 13net Ssse al
0% 4 UG A eixe sspacialinota-se nesse diagrama
\“ que o evento =, (at_‘, LS e posterior

ao evente !"(0,0); e facil comprovar
£, ~ que um corpc material partinde de O

cem velocidade v,= i'cc ma direcas do

ponte de coordenadas (x, Yy ,z}‘) atingirs esse ponto no'finstante ty3 em

gutras palavras, o eventos O e L, poedem ser feites ¢colocais por conve -~
niente transformagae de velocidade realizavel flsicamente. Somente um
sinal que se propague com velocidadecpartindo de O, podera' atingir o

ponte ( x, ,}zz yZ,) ne instante tz ( que e o evente ..

03 eventes 53 ’ EA e I, se podem ser ligades por sinais_n 0

ge esses sinais se prepagarem com velascidades superiores & cj o evente

E_,‘ s simultines a 0, requereria sinal de velocidade oc .

Um singl luminese, partindo de £, , pede atingir 03 ¢ finalmen
te um corpe material partinds de £., em dire-;'a'o a origem espscial com
velocidade censtante i, = Rz atingira’ 'esta noe instante t’rf o .

[legf
Com 8 metrica Vs ; _diag(+l,~l,-l,-l) diz-se que um campo

j-veterial Atx) & de t.'.ipn tempo no ponte P se



78
A}.‘(Xp} L (%) >0 )

s diz-se que 2 nule su de tipe aspagal nesse ponte se A&AP =0 eu
A, A}, < ¢ 3 essa classificacas d» campe om cada psnte s invariante
per trng;;mq%s 8¢ Lerentz, peis ne pents P de novas ceordenadas
' . 24 At [
X} ecerrera A (x;)_-'q[‘_(xj,) = A" o) A, (%0) . Nate-ge que
wk campe. vatorial ﬂ’”(x) pode ser de um tips em um psnte 7 e de sutrs

tipe em sutre ponts & .

Cam respaite ass eventes anteriermente cmider_adasg 23 {} ~
veteres formades pelas difarengas de ceordenadas evento-wrigen sae
des trés tipes: tipe tempe (xl"‘ 4 !,P), nuls eu tipe luz ( x™e¢ 2’57 ?
s tipe #spage (x/°, xf' e ¥ ). Diz~ge que xi"e x;" est®e no interier
de cone de luz do svents O (cemss future s passade, respectivamente),
que  x)* e ;‘c';‘ estads 33bre o cene de luz de O (future e passads,

raspectivamente) e gue x;" 3 )'ré"“e ig.’“ estas fora de cone de lus de O.

Um exemple diste 4 campes Tarmade peles quadrfntms pasigé'o-

relativa a um sspecificade evenie i, iste e',.

ne diagrama ae lade e campe AxM(x) ; N, v '-/ V2l
\ ‘
¢ do tipe tempe, luz wu espage cenfoerme s A /1/ °
. N
© pense x asieja dentre {(.Jj, sebre (x) _ o i XA o
' ' o X%
ou fora (e) do cene de luz ds ponts A.__ L ._}0?
= \
| e R
V4 + * N, B
; / | )
¢) Blpersuperficies

Ho espage tridimensienal de ceordensdas Ot,;,z) define-gse uma
supsrticie ceme s resultade de ume relagas de vincule entre as coorde-~

nadas w(X) =0 ;
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uma fam{lia monoparamétrica de sizperffcics 15 representﬁel por

OJ(;(', A)=O y

ou squivalentemente por

R(F)=A .

Em cada pente da superffcie define-ge sus normal coeme quslquer tri-veter

-

—

- ’ — - ~
paralele a Vw(X) ; e facil ver que se X e X +dX sae dois pantes

vaizinhos sobre s superficie, entae d;; . W){)‘Q’)-_—ﬂ*

Anilogamente define-ss uma hipersuperf:fcia tﬁ-dimensianal inerse

na variedade quadrli-dimensienal por

wWixM=0
e define-se sua normal em cada ponts cams qualquer cavetar paralele

{preporcienal) a

()= 2 .

© mals usual e chomar-se normal a prepria W, (x) + Egsa deneminagzo

”
proven de que se

x#f’“ e "'ﬁ"’ d”x”" estac sebre a hipersuperf{cie, e sae vizinhos, entas

dyxfh' W (X) =0 ,

ou seja, provem de fate de que o centra veter 7f””a.;p {x,) ¢ mormal
& gqualquer deslacamente at”x/"" pertencente a hipersuperf{cia- e partinds

do X”M .

Uma bipersuperffcie e dite ‘temporal ( ou tipo tempo) em um
especificade pente qusnde a sua normal nésse ponte £or um vetor espaclal
(su tipo espace); e dita nula (ou luminel su ainds tipe luz} em um ponte

se 3 normal fer nuls ne ponte; e e dita espacial se a normal fer temporal
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ne ponte censidersde.

Veja-gse alpgung exemplss:
1) hipersuperrfcie {£=S=02 e 2 eonjunte do tedss a3 evenias qus
s_cori'en ne instante 5 de refarancial censiderade. Sus nermal M
t-5) . x% -5}
3#"“ x Pxi

gu sej&, u.;;k = (Uc,o,o,b-; : @ wp vetar tipd temps, pols

| »
pertants a hipersuparffcia & do tipe espase am tades sz sens pantaes.

2) hipersrzperficie zw? =0:8 o contunts de tadas as 47venies gue i
gcarreran . astae mnda s acermma s plane = }_ y & qmlqucr,
do referencial cansiderade: e facil verificar gue 2 vermal o

W = (.0,1,-3.,0) & portante a hipsrsuperffcie s ds tipe texpo oam tados

83 seusz pentes.

3) hipersuperficie =ct+2-3=0: sua normal * Wia =(-1, +1,0,0)}, periants
hipersnperffcie ¢ nula em tadas o8 seus pmtas; slx ¢ formads
reles aventas que sao a passegem de uma frente de enda plans que

" se prepagne na direcac Ox positiva cem velecldade ¢,

1) hipersuperficie (et)P- azx = 0 : sus normel & ﬁ) {2517"@ 05’}
Portante a hipersuperficie & tempersl para 12 > /4.::3 { su equlvy
lenterente pae 3 > a?lt }; @ a sgpacial para 1% a,’ygga ~ Na
frenteirs entre assas regises, iste &, nes pantes em que 7= off
e t% a—“‘,’f 4e? , 2 hipersuperficzie s nula; entretants e canjunis Jes
pentes ex que essa hipersuperffcie e nula n:a constlitue nms

hipersuperf{cle (tri-dirensienal) e sim duas superf{cies bidimen -
siensis (e plane = a_;u nes instanies T &+ offzc Je
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Na teoria das funq3as
verifica-se que ums funche unf{veca ¢ analftica de uma variavel f (a)
‘pode assumir valerss pesitives em certas gamas de a, valeres negatives
enm ouﬁras Zamasg, @ eventualmente valeres nules sm certes valsres
iselades de a; e que se ,f"{”) = 0 em upa gama cent{oue de 2, entas
sera nula teda a gama pos;{vel de a., Fate am’logo acerTs cem as
hiporsuperf{cios degseritas par aquaqies que eanvelvam fum;fo'es amlfticas
das variaveis (t,x,y, Z); uma analise da funcao 7!“’w w, leva a
conclusae de gque uma hipersuparficia pode ser tempsral em certas
regiaes, espscial em suiras, s nula em superffcies 1sala&as; e c_;ue'se
wma hipersuperficie & nule em tedes es pentes de uma rsgiae finita

tri~dimensienasl, = se s descrita per uma ftmqie analftice, entao sera

F -
rula tambem em todes eg pentes {ora desss regiaoc,

Classificar e interpretar flsicamente as hipersuperffcies

a) ;ct)-»(x‘} '~4 =
b} ¢t ey
3 ’/—aﬂ“"z -3 =0

f(,7' al)=¢ - com f= funcae arbitrafria)ﬁ congl

Respostage:a) nula sm todos as seus pontes; ends esferica em expansae
ou eentragae cem velscidade ¢,

b) temperal em todos es seus pontes; onda ciiindrica ex
expansae, cem velecidade ¢/2.

@) temporal (se lajcc ), nuls (se/al=< ) ou espacial

{sejoj>c ) em tedes 23 ssus pentes; ondr plana se propg
gando ap lenge dv eixe 0;;1 com velocidada 3 .

Bm ums hipersuperffcié localmente sspacial o intervale entre dols
sventes vizinhos sempre . espacialy iste se demonstra partindo de

wwdgxf"zo e lembrande que a.gs/a?//g“‘/ s Para se chegar a



22

GOy = A
%0 )2 .

camo,n‘o caso, /ﬁ)/( ]w,o, y vem que /de"/«c/aﬁT/

Em uma hipersuperficie nula o intervalo entre deis eventes
vizinhos pede ser sspacial .au luminal ; peis ( {-3-4 ) implies,
come gL - wel 4 em que ,’&Hx"[.sld:i[ « No caso do intervalos |
infinitesimal ser nulo, diz-se que os dois eventes vizighos rertencen
2 wr mesmo rajie da hipersuperffcie'; entsnde-~se por ;c-aio uma trajetoria
percerrida com vélocidade c. O quadrivetor posicao relativa o x
de dols eventos vizinhos sobre um mesmo raio goza da propriedade de

ser paralelo 3 nermal (eontravariznte) local, 1. ®.y cOm @ =cons (demong

tre 1)

v
d 2% (x) < a 7w, (x) | |
Em uma hipersuperffcie Locelmente temporal o intervals entre

dois eventos vizinhes pode ser de qualguer dos tres tiyos,

d) Intepracpes

Ho quadri=-espagce sao L es tipes de integragaes que se pode afstuar.

19 ~ Integragae sebre uma curva (arce linha); denctande por B (1M
um qualquer cbjeto geemetrice (escalar, tensor, espinor,.escreve-ge
/ d(x) dx" S c A

c e

onde c{x""(x) representa a diferengs entre 2 sventos vizinhes sobre a
curva C; quande a curva e do tipo tempo em todos es sens pontos, iste
&, (@ .s) >0 € usual definir-se d_s(x)= 4 V({@.s)? e e dox*
S E(x) ,,ﬁ{:gu ) 2 @ entao escrever-se %s .



/B{x) dc‘s - su abreviadamente ;/-_/fo) ds .
/ ¢

Como ds e invariante, cestuma-se usar s=//4: ceno parametra

para especificar cada pento x/(g) da curva.

29-Integracae sebre ume superffcie (bi-dimensienal}) ; uma superffcie
s caracterizfyﬂ per 2 parametras, iste 5, sous pentes poedem ser

agspecificades per
XM-'.‘-' X}N(/Zj ,I] ) »

Defininde é"” E. JhJ' 57 J}” e usande a notacas x~ 27
/8 a‘s "“! ""1

define-se elemento [pu] de superffcie cem s parametros na ardnnaga-:
[A,,4 zJ come

i.l.rlf — ‘,.-;,\V o 3
%;!SJJ = d«:ﬁ X xﬁe A4, diy ,

ou seja

4SP o (xh x -k XK ) dd ddy

[y 4] A
Come Xf‘}: dJ, e 2 variagao de x?* devids a varia(};a d!i‘f ’
pode-se designa-la convenisntemente per d)zx-’“ ou abrevisdaments
d{;{"“' s entze JS5*7 = %x“%x’#d/x”dex* .

[y 427
Exemple: seja uma superficie paralela lecalmente so plane

(=, t )3 esceslha~se para parﬁmetrn as préprias ceordenadas, iste o

,1‘,=z E)(3 s /Zzzot;__— x° :

entav s superficle o dada, lecslmente, pelas equacoes parametricas
X = ’JZ )("_—_ A = con‘st,
f\'a:: L= consl x 32 /21 .

Os unices d,xf"’e d x* nio nulos sio d‘,xa z--wa' aj, afz',,—.dz,

portante ss tnices AS*’nis nulos sae

AS 3 a5 - cdldz .
lz,et] rz.et3 “ <
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ﬁ%amum empregar-se outra 'diferencial de supe:ffciq: usa-se
o tenser &;;upw invariante, tetalments antissimetrice de compo-

nente 60!2.3 s -/ e define~ge

' * '
(neta-se que d\‘)'}hu # A, , = 7}% Voo dSF7 & que en garal
ds’”ﬁs:u:# O }.No sxemple anterier, as unicas cempsnentes nas nulas
" Led
de ds}w sae

% . %
A9y = g = cdide

| * . ,
Tantes A5/ coms ASX‘UQ "{5;;.1; sas tenseres antigsimetrices (na

relatividede especial).

» » ’ . v P
A indicagao [J, 4;_7 e necessarls, de vaz que d =—d6#

z b)
“ g o ~ [/l 2; ﬁl 4
¢ que alias ja fol sugeride pela propria netacae. ! [z e

32 - Intea;agi'a sabre uma hipersuperficie (3-dimensiocnal) ; caracter}

zands-se a hipersuperficie pelas cquaq'o'as parametricas
xF= X}h(’}! :’}a :"13)
e defininde-se o tenser miste invarisnte

U L SR Sy L S NI
Qo Srepny = © L8 80 6 la5Gy =36 dhasf]

define-ge alemento de hipersuperffcie como o tensedr de 38 srdem

contravarliantae totalmente antissimétrica

wvp }"VF o 4
T X< xB x% dd, A, J)
fﬁ,fia,}a] = é;ﬁb’ 1t ﬁg rAa 77T ™s
ou seja, come anterlsrments,

AT = 6 dxU" dx¥ d 1]

[r23]} : '

Exempls: seja a hipersupqrfi'cie Tw 5 (tipe espaceo em todes
®s pontes) ; os parametres mais convenientes sae z!,zx ’ Jz:}' s 43:3 :,

& 831 equagees parametricas ficam
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X% &/ , -
X"‘-—“ t}l 3
2'-'-'-' /]a e
= _z]a H

ss unices al 17* n3e nules sie dx!.. dx , dx% dv ea‘sx-tq’d

e portante es unicos d‘t”“ P nae nults gae. es "espaciais“

Lrezl 23
AT dT % =00 o dT®%= 00 = dxdvdz
[x{kzj L 1 L 7

Define~-sea @ tensasr cevariante

AT =1 ¢« AT V"

w = g ke

cujas cempenentes, ne exemple acims, ase

dﬁ'}‘&“(_“v"xﬁrvdz} o, 0 0) .
['ﬂ"a‘,

¢

Le- Integragao ssbre um velume de I} dimensienal: define-se d Vi pryo]

de modo analege 3 AS/Y e ATMYP ; entretanto & mais cemum &
nstural empregan~se csme diferencial

A% = --2—!-— 6/“.,?_,9. AV P72 dxdx A dxP = ccitnfxafydz. .

As integragees nae apresentam dificuldades de interpretagas.

- St

Usa~se as seguintes expressees de teerema de Stekes:
oo 2 4 pov
j) »?{Aﬁw(x) %ﬁ = "”/9}“?: ’dﬁvt/") ﬁﬁej ‘
c S *

Nessas integrals, S e uma superfi'cio simplesmente cenexa limitada

por uma curva C. Essa curva requer e use de um parametre 411 para
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a especificag:a de cada um dss seus pontos, A supei‘hffcie S deve ser
paremetrizadaper s3se ’11- , que sera seu primeire parametro, e
algum sutre parémetre A, ; ésh-cmvengia corresponde a transpesi-
Gae pars 'qua-tra dimensees da regra-ds-sacarrelha usada ne teerema de
retacional em trés dimensses. Na relatividade especlal essa relagae
ainda e verdadeirs se em wez de 1‘3‘,‘, ge usar qualquer tenser

[N ORE

2)f d5’_/9fxdr/°-
5 Saxe iy O 'fin

aqui B & uma hipcrsuperrfcie simplesmente conexa limitada pela super
t{cie 33 censideragses analegas sebre os paTameiros seriam feltas,

ber come a gonaraliz tr;ae cars T"" (x; ha relatividade especial.

)3 -
5 47 ) a7 . PP
Jf wpl e ] o T [41'53/43“'4]

4 . F g
onds H & ¢ contorne ds {-velume 3#,_.- simplesmente conexe.
'!

Lo_Genstrucie de sbistes zesmetrices

] i’icil demenstirer que se T {x) e um campo tensorial, entae

.
5%0 a’ﬁ "'fx) € um cempe tenserisl com um indice adicienal covariante,
{_/w" OB ; tambem verifica-se que e trage com respeito 2

2 indices (wm contrs & suitre cevariants) de um campe tensorial e

sutre campe tenserisl de srdem m2ner, Por exemplo, de 7-;;”9( %)

ss peds construlr

(X) ) = P

Nete~se que sutras cantragses 330 ?ossfveis,- originandes campos diferen

(5() + ?}x) + 7;; 2f?x) + 7;; Vi (x)

tag:

7=

¥

ztp'%x‘]z X:‘?x) y etc,
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O fate de e3s campes ehbtides serenm difsrentes e expresse pela mudap
ga das letras U, V, X, e nie des {ndices; ou sejs, afirma-se que
.S cmpﬁs {/ e |/ sae diferentes, apesar de ambes serem Z-contrava -

risnte e l-cevariante, escrevende U‘;ﬁ(x) F V;/B/x} .

Nae ha dificuldade enm varificar-se gue s "predute® de dals

F ]
campas tenssrislis e eutrs campe tenserial

“oono i,
A ix} B ::,/x) = C :: /x)

9 masmo ocorrends com & contragao ou cem ¢ predute csm contragas

P ol ;3 e A T
D, 't‘/x} Ey},f.!() = ;' {5_-'/’() .
Quands um campe tenserial depende de parimatros J“- (abjetes
invarlantes por transfermacoes de lLerentz), entae sua derivada com

relag3e a cada parametrs & outre campe: per exemple de 7;;"""![;(}- /3,).)3)

se pode construir

oAy Y e
T ) AL ) e

/4 , P _
;T 7;“3' [X/;/J! B Ja) = ‘B/;‘I{/ x; f}! . JJ) .
d/a B

Ze Velocidade & Acelerscae

| Um‘exempia disto & o campe da velocldade de uma particuls.
Considere~se em um I:eferencial X o conjunte de eventoé x;‘ que
sav a passagem de uma paftfcula P peles pentes deo {j~espace. Esse

conjunte pode ser erdenads por mele de algum psrametre de cresciment:

morot onice.

Se tor escolhide paTa parametre e arce lnvariante S percerTide

por P  a partir de algum des pontos da trajetoria, sscreve~se
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M,f“._.(.. i, Xle
' \/i'-—- (Y/G)e J/f- (%/c)z

YES xt(s)

e define-se como velocidade das partfcula P o contravetor M,:" (sp) 3

oy sy, o -
.u.ﬁ:z . dxp/dsp;‘ note-se que $sse veter nao tem dimensae. Em verdade

trata-gse de um campe contraveterlal u;‘(x) y que entretants se tem
dompenentes nae nulas nes pentes xM  ; e mesmo se da cem o cap

ve contravetorial XP" (x) o

0 contravetor M;“ tem nerms 1 (tipe tempo), pois como

=4 .
@s) = W/ ﬁi‘x#“{p"u
vem que
(u.,u- = WA = a7 -....__P.___..f.-:_(if’ = 7
A~ / = ’
Je ;2‘" PP (M ds, ds, (ds)?
As componentes espacials do contravetor Ju,f"" nas sae as Com

pt:nantes do vetor velocidade.ﬂ-)'; usual 3~dimensgiosnal; pols eome

o(,sp: +M’ﬂw dx;"‘f(xf;«* “(d‘v: ~ @T')j: + l/! - (};/G)z‘/caff/? 3

vem que, em notagae simplificada,

/e

Usualmente define-ge

oy S A
f= % e

e antap dlz-se gue

—
Nota-se que para pequenas velacidndes(/?’/« o> gcorre ﬁ-«o ))’v[ y
® entac as componentes sspacisis de M coleidem com as de f/o .

Define-se aceleragse da partfcul_a P come » centravetor
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; nete-ge que tem dimensae (L)™F

A wlt
ds. .
Simplificande a netagas e chamando A°X/dt% 2 (mceleragase

W' =
P

usual tridimensi onal) obtem-se
- 3
...-1’:’" é,‘z fz -P'Ez.y — r _’._' . ..p] )
'f/'/ _ . ox, + (-5 a
L[rFE, G FD

No limite }'?/ <« C as csmponentes espacisis de czwf"tendam as

de A «0s quadrivetores M.'Mof -t sae srtegonals, pols

0‘;1(“'%}-’-6& (7,;.»%#—:“-”)= 7}‘,,(4»0"5’4”1»- mf*w”)..-z 2m‘":cx:w .

Note-gse que o fate de que -X"(T'\S}Xp,(ls) ser em geral uma £(s) faz can

que X" e fcé’unga se¢jam ortogonais, em gersl,

Exercicise:

Mostrar que.-)parn /BqEO ,

i) Lv‘:'.—.-‘f?:__-—*.,:- a,.:-‘é--:—-:? = az¢ , €
2) w0 o .o



30

2. O mevirsnte & D:

]
)
3
i

0 mevirente de uma partfcula livré, percebldée psr um observader
inercisl ¥, s descrite nor wn conjunts de farmulas que sae o geriera -

1izagie relativista das equagees de Newken X =0,

L -
Para obtencao dessas formulas, deve~-se ter em mente que & preceg
- . - »
se matematice a empregor deve ser csvorionte, de vez que @ trajeteria
a ser deserita scerre ns espscod l~dimensional. Come a velscldade Hew=

-

el »~ » -
tenians X nze ¢ um quadri-veter, deve-se substituf—la.pels guoadrt

E
o

.. ad , ) . .
vator 4™ , Semslnantements X  serasubstituids pels quoadri-ncelerg
\;;ﬂ A M .

Bzpera-ge gue as cqua93as Jo movimente sejsm
A= O (2~1-1)

~ ™ L) - -y
e busco-se uma expressae da ogae qus cenduza 2 esse resultade. Tvideg

' » :
temente, se /S0, entie & nula a integral

b -
.(,Q,F‘"fo*dg
[inara

calenlads ae longe ds moviments real da pnrtfculn antre dadss  even~

tan 2z & b fixadas. Toma=-se entss
& (2-1-2)
5S = %Jx”ds y, ‘e-l-a
x5

- e
e busca-se especiflcar e voler da canstante o/ que de a 5 o dimensae

corTetn, & um corcats limlte njo-relativista.

Inicislmente busca~se 5 expressae da agoe S portinds da expressas
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d¢ &5 dada em (2-1-2)

Come - T
T b ) et
- ' f‘ Lt - s ' ,/
S o, AHy ook ds = o¢c [ G Ay
-, ds vin a

convem Iintegror por partes: obtem-ge

\

!4'!0

aﬁ_wxﬁtﬁ%*}+q&,m“
A

:.1.

come g x* foram supsstes mules noss pontes extremos, fica apenas

- fé’

LD = “""( d/g{,'f
“C’

_Notande-se que

A3

B s B Gl ey, AESED L ST )
& : ;

—— i s e —

/,;,,5 dx“dxﬁ

sbtem~gse
/'9
¢S = -] /ds)
Pertante a acae correspendente 20 meviments de uma part{cula livre e,

na relatividade especial,

5.= -oe:de.s

Pade-ge dafinir uma Lagrangeana no formalisme 1agrangeano
usual pars a relatividade especizl, a qual nis e entretantg um escalar

da teeria. Escolhe-ge ur referencial para eserever

 rb _ ¢, . - _
sz-/azs At = [ L dr (2-13)

A “’f : '
entae chamande de x' 4 3=velocidade dxa partfculn nesse referesncial,
vem gue
Lz—%fé-»MC/C%Wk .
No case ?’[ & ¢ ocerre que
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L < X
L~ < X
c.:fz c /

© qué sugere fixar «=mC g fim de que essa L coineida com a
Lagrangeana nae-relativistica da part{euls para baixa velocidade( a

menes da constante aditiva ~mc? que nada sliera as equagSes de ma

vimenta),

Com:
L(X, X, %)« -me?fr-(¥/)? - LX) ' (2-1-14)
define-se s varidvel canenicarente cenjugada a pesigga
p=2L . X | (2-1-5)

¢ Ji.;.(k"/c)‘z
e a Hﬁmiltoniana

A 2

HesZX-L . _me | (2-1-6)

- Vi (37 )?
su, substituinds X = )TG" /fmaﬁ.a 4 /3-2 y ebtem-ze (2-1-T7) |

(2~1~3)

H(/E')-.:!/m"c4+ﬁ':cz i
Define-se & quadrivetor mementum da parpfcula de massa m cems

po= meu (2-1=9)

ou seja, comparcndas i expressac de %pc'om (2-1-5) e (2-1-6),

Pl )

Nota-se que para balxas velecidades (li’! 4< & ) ocorre

/:*:mm(?)‘c ) | ///

(2~1=-10)
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ou sejo, as campunentes-espaciais de mementum relativistics coicidem
com as ceampanentes de momentum Newteniane; e a compenente temporal,

multiplicada per ¢,
L m.cz_lrj-ﬁ -‘-'(i""'/c.\a7_ e & —imz(};)a
N z c ’/ __|.-_ o

difsre da energla cinetica nae relativ{stica Per uma parcela cesng -

o
tante v

Define-~se energis cde wma partfeula,livre cema sendo

& & cyb‘ﬂz e 3 (2-1-11)

choma~ge en@rgis de repouse da partfcula a energla no referencial em

» .
que s8ls ests er repouss,

& define-se energla clnetics relativists per

T Ende FrancT= ancd 7=_.H=,. /s fmﬁéf3+$,a&*\i..,?(z-1-13)
}_. ..J‘ N L G J _{I
nate-se que f‘;" , & e va divergem para ]Y/-—-— < .

No tratasmente Newteniane da partfcula livre, » equacac de

movimento

implicava na censervacgas tempsral de momentum linear Rewteniane

i A, d""“'
ﬂfﬁmx )._ﬁé_’:o.

»y
.

”
w come & snergia cinetlica Newtenianz ers

»

4 ——t
;o= VL A SLTyy MMAALEING AP PESqUIMAS TINCA
,,H,an,;(x)*-f___ , &TJ.[BL_IOTEC-\A
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e

autamﬁticamenth decorria conserﬁégSB da_?f@ para partféula livrs,

b
Tombem na relatividade especlal ho uma conexie entre é? QJ;?

4 qual independs tante de refcrencisl como de ponte censiderado,

devide 2 definicds de P e ; invariancia deﬁuf3§L: 2553 cene~
x3o &

2 - 2 :
f’}k/?,u, = E/C'z'"ﬁ - MZ’CZ v . (2‘1"1}4)

-~ -~ ’
Das quatre squagoes v o y @as tres espociais

Ommricds’ 4 gui
ds Vlw (R} AL ey ‘it"b

Indicom o conservagic do mamentum linear relstivisto er cada refaren

¢inl. Devido s (2-1-14}, tombem 3 encrgia relativists % deve se

conservory efetivamente, a equacie

o

o= 4T = B e &

espelha a outiconsistencis do esquems relativistice.

. ~ F
il Jonie Sne Soliervocoes na maconton :ﬁ]ggigiﬁt;gg

Na meconicn Hewtonlons utiliza-se o teorems de Méther para

obter as grandezos dinfmicas que s& conservanm temporaimente, ne
estude de ur sisters mee :bico. Bsse teorema afirme que quandos a
acao dgv mantem seu valer Inaltercde Dor uma transfarmagqc dss
coordenadas X ~v‘i’f entio, correspondendo a essa transferma-
gao, alguma grandeza dindmica Ao sistema ter: seu valor conservads

» L)
ne termpe (que & Yewtonisnarente um parareirc abseluts),
Supse-ce a transfarmagdo cdmo infinitesiral,
2 — . — "
X£—~x¢-xa+5x£(x)1 (2=2=1)

& carceterizoda por m parcmetros infinitesimais 62q~




{(A=1.,.n) da forma
‘Fx ) = 2— [A ) ga, _ (2-2-2)

rntao Se 3 ng-w

S.= /¥ :‘)d? |  (22=3)

A RV

-~

mantem inalterodo seu valsry, 65=(7, o que irplica em

98 2 objetos
. (2-2+4)

E /XX )= £ R E L v
, ; ’LA‘ 9- s P

TS
.y

ranterem Inalterados seus valores as longo dn evolugso temporal do

sistenz,

jzl g /¥, }*;: oo | (2=2=5)

Para compreensio das grandezﬂs ascimp mencienadas, c::nsidere-se

o caso da pertienla livre, de

Lo Xj= L omy/%E . |
n (X0 25T (2-2-6)

~ » . L
5 agae moniem inalterade seu valer se for efetusda o tronslagao

espncial infinitesirol com parametiros da, :

——

y
X;a»x‘--x,; + da.; .

Comparando com (2+2-2) ve-se que as fungees f-?' sao ne cass
¢

]
Icz'ﬁ (X.’_! = c')—t:A 3

- ' - [
santoo os sbjetas conservados £ sao

e, T T n ‘

ou seja, sao os momento Newtonianos.

L [
Outra tronsformacae infinttesimal que montem lnalterada essa.

SN & a retagde
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Xormw X\ = 0. 2 SL2
t L

x.
g
com
0 que restringe a transformagEe a3 parsmetras. Conven o reparsmetrizg
¢ao

a qual do para as funcSes Zﬁ & expressaop
% (?)"'-.‘-' E‘- A, by
t-& ?‘29} p
as fungdes conservades sie entse
9 _d > - :.
® representam o mowents angulor Newtonlono
M”l- Bpsm (x5 : (o, %) = cfe11
7@‘",{“”"(”1‘;*’;"15)- ) 1) ciclicos,

» A -
Um trataments anslege no mechnies relotivfstiea COR © ampPrego
) & -~
da Lagrangeano da partfeula livre leva o Canservagz2 temporal das

componentes espaciais do momentum relativistice,
fo * m X // /- (R“/c)"-’

e das compenentes puramenta e espaclals do morente angular relotivistice

M}Au-_:,' X/)/"'

guals sejom,

Mg Ay stotee
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Exercfcio: demonstrar estes resultados relativisticos.

Leis de conservagao envolvsnde, de forma sepelhante , transls
goes do espago e do tempo, assim como rotagses de Lorentz podem ser

ebtidas ne formolisme Lagrongeons covariante que sers trotade adiante.
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3. & INTEGRAL DE AcKo PARA TNTRRACUZS DA PARTICULA COM GAMPOS
EEE L‘;RNO§ > '

Viu-se no capftula 2 que a Integral de AgSa cerrespendents ap

moviments de uma part{cula 1livre I

\S = ~mg [ds = - 1/7‘“, AxPdx¥ (3-1)

Se a part{cula interagir cem um camps vetorial ,4}“ =) ; a aga®
cerrespondente ao nava moviménta dever{ conter_ um termo que reprasen
te esso Iinteragne; 8sse terrme 5; deve gser Lorentz - Invariante, a
fim de que as equaqSes do movimente 'sejam covariantes., Ne case de s
fBrga que ntus sobre a partféula ser a f%rqa de I;Qrentz entgo 14.},‘, ze
presentarae os potencleis eletrmagnéticss: c.cmo o fﬁrga de Lorentz

e linear nos derivadas dos potenclals, e no velscidade da partf-
cula, tenta~se para a Aga e. da interogic 2 expressas de Integronde

Lorentz~escalar linear em A,.; e nos deslocamentes ds partfcuia,

- M , -
S, = %ﬁ*d"‘ ) _ (3~2)
o uma constante a ser determinada,

A Agde total = entds

\Saj(w-mc, ds + o 4)“ fo"') | . | (3-3)

0 problems vorinclionol

S =0 com dx*| =0 __

- -
- conduz as eguagees da mwimentm;::///
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)

&S =:=/ (ma{f" éxMdsgur 6. A# A3 o A A Jx"‘) |
. b i o
e come

/5*4 A % é'x"dx"‘ e
/ucw" (A. a:wf») - _;Qwa»dv /Jxvé’ﬁv Axk

}m;f €5 v dx
vem que, chamande

- | (3+4)
i”"a’f"»'q”_afv £ ‘

”»
se ohiem

LR :.-:/(mcwv dx¥As -od,fiy d’x"dx"")

As equagees ds movimente s3o portanto

fmcwu—aaF w™ =

= (3-5)
A : '

Exe-rcfcio: cen /0 a’m?{-fn——-) e (¢ , ’3’)

—pe

, i
£=-V¢5—E—;‘?—§- e Boactd

'verificar que.
o &' £2 3 (3-6)
= - 0 -B* pRB2
pr = -2 B3 o _g’
~-£3 _p2 pi 0/

A interpretagas f{sfica de parametrs o e obtida temsnds o

1imite nae relativistico da. (3-5); assim, para V=/ , se obtenm

-mca=x(“’ %33 2'32):«(?%5-»;5)"

dende se conclue que o=-2/c, onde € = carga da particuls.

As equagees de mevimento sio portanto

]

e , _ ' - - (3-7) ‘
P ame MV ?

R e
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_. "'_psuﬁ___ﬁ;ﬁ;_'gnto charn-se h-f?.:rgs de Lorentz a grandeza

e escreve—-se

e la o @ F (3-9)

-

by s "~ -~
Caro  ww;, w'= 0 , as quatre oquagoes (3-7) nas sio indepen

dentes, isto é,' umo qualquer delas resulta dos outras t_rss.

. .
Exercicie: Obter os corponentes contravariantes da 4=£orga de Lorentz,

Como sezundo exemple considere-~se a interagﬁo com um camp> veto

rinl de Proccaj a equagio de Procoa e obtida a partir da Lograngeans

%ﬁf*) > '4,5-5»(")_7 = “'"127#)%"'4” - j: 7}”&7 73[4%#“&#)(‘4}5)“* A-gﬁ ( 3~10)

e e
2m°4F 7F-4,7v/s€ﬂu =0 ; | (3-11)

, ~
¢ o equacav de rmovimente de um campe de spin 1, com massa associada

b d ) ~
noo nula, ou seja a equagso de meson vetorial,

~y ~ - 4
As equagoes homogéneas de lVaxwell sae & caso particular ms (O,

ou seja,
v
TF %~ LV = g . (3-12)
Zxerciclos: 1) obter as (3-11), utilizondo os equagoes de Ruler=-
lagrange, |
—
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sxercfcieos: 2) ebter as equagses de mevimente de um campe escalar
ﬂ_(x)l a partir das impesicoes a) i_nvariincia de Lerentz
b} linesridade |
¢) ordem diferencial waxima igual a
23
uss o princ{pie da minima Acdoe.

3) obter as equagoes se a 38 imposigie e abandenada e se

permite que a ordem diferencial maxima seja L.

Como e campe eletremagnetice ¢ um tenser antissimé'trica, 1sta
, :
® F;H;=“ﬁ%~!

® trage desse tenser s nule,

entao nenhum escalar de campe eletrsmagnetice pasde ser linear em <

v
Hs apenas dsls escalares quadratices em au que s3e linearmente
independentess teme~se-es
/) o Py PR | | -
A, (x) ._‘7 7 ( v 5,3 e (3-14)
e
) = €7°F 7 Fep (3-15)

Pode~se imaginar um espace veterial abstrate de 6 dimensoes, E6 s DO

qual @ campe tensoerial r";'w(x) Posse representades pels vetsr .ﬁ' {x)

da feorma
a7 ‘i;“@ > 2= F3

| | (3~16)
F;I.C‘_FZ y f";a:}'_"s. e FoS:F-“ }. _
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nesse espage o tensor inva;'igppe-tj;t:_zklmgnt_e, anfcissiﬁétrics e r? ’
que sctisfaz. em particuinr )
e FVPT L e P o e s e TR (3-17)

e representads pela quantidade simetrica X,‘w:— X‘M da Torma
ew.?a: 144‘ (-_:*j) , ete. 3 (3_18)

e 5 tensor invarlonte

7#*&# = ,7#-*7 vE _ 7},,/37::«: N (3~19)

cujas simetrias sao apanos

Vo v vAx v”.il_ (3=-20)
7’“ IB 7 /"" 'G_‘__/?p./& ,7f3}*

e representads por eutra guantidade simetrica \an: 703'4 da forma

7 oz3_ )94’(;_. 0) , ete. . - | (3=-21)
Nasge espace hexadlmensional ss escalares 44,(x) e AL, (J:) 539
sirplesrente '
5
A, (x) = 2y F‘;(x) g x) e ‘ (3-22)
‘ A8 -
ay0) = 4XPRE Fgl) (3-23)

Exercicios: 1) sscrever explicitamente as 3 matrlzes simetricas que

répresentam os objetes X’w s }045 e %‘3_. 7 75

2) verificar gque os objetos sim-tricas "7”43 ( construfdo
spgundo as mesmas regras a pgrilr de € !W com €,pp 2™ 1) e FAa
(a partir de /7’“)?0 ) tam r*prescntagee., matriciais lguols respectiva~-

mente 05 de _xlw e ‘f
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Bxerc{ctes: 3) relaclonar o shjetes identidade Qe 'EG ’ 5: cem o3
pv PP Se: ¥B N v
tensares invarlantes 7 y € etc, Sugestae: ) "ksc.“ —_ é-c =
=--‘PABJDM.
A equaggo de mevimento da.partfcula sujeita a 1nterag;es pode
tambem ser sbtida & partir da LaBrangeana, lste 5, desdebrande-se
explicltamente £ e X ns integral de Ag3e. Adiante sera vista a
cbtenqsa de lagrangesnas covariantes. A partir da (3~3) ebtem-se, pars

e caso da interagae eletramagnética,

L =-me? V- (%/c)® -e,{éf’t, X +E‘-’-.R-"-Z(f,7)= L,[)'r'(t)) ?fé);tj (3~2h)

® as equsg&s do meviments resultantes de
OLJOF - d(oL/9%) =0
T - &%)

o / X ) = ej=+ -g—-x\B) . (3~25)

— . cvn‘ju%a.a"o - ,
Note-se que » momentum /~  canonicamentea posiggo X @& agera

—ie .

PobL . mX  ,ed | (3-26)
OX (e )? “
Exercfcios.: 1) confirmar (3-2l.)}, e obter as (3-25)3 ebter seu limite

nae-relstivistice.
2) Obter s Hamiltenlana cerrespendente a lagrangeana

(3-2L)3 escrever as duas ne limite nae relativistice.

Ceme Uiltimo assunto deéste cap{tulo, considere-se a interacas com

um campe tenserial simetrice de 28 ordem ¢w}8 (%) = ;é/w (x)

Seja a integral de Agae
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5=‘%t5 _-.:»w_/;ls -m‘cﬁ wiafds 3

huscn-se a equacas do movimento pelo princ{pio da wminfma Acao, Calcula-

se 85 ¢

5us¢=-nn51ry/gﬁf'""‘¢5 + f)@ﬁ -«.4&fﬂfi]

-m-{/d'als ofed, wiufds s ﬁ LEAE /é « cw]
,.m[ fm’"— N Suutids + /& Shliafils /& J4r) oty ﬁ a dw]::
- ﬂcffﬁ ;ﬁﬁ*)@% ‘AJX&A,«/’JS fgﬂ St auf - fd(d: ) J'xf]
- _,..,{ /aw- w,%ﬁ Erhiafds - Q{éﬂaﬁ) & /(é % g )ds 5f
- s o by yuSut f, wbu ) i ]
= -mcf/J'xlds [~ ta+28)) - (G Py g 4 ]

-~ L
os equagoes So movirento sac portonte

) + (Yap? by E)f =0

Define«se

- ;ﬁv(")""’fpv"‘zﬁp(’o ,
que ocasiona ' : | 'g
3

e Jd
¢;~%-< T Z g

e portante 2s equagdes do movimente ficam

~ / _ - ;
W;.(A M 3(}{'1113 +;/BJ’°‘ Cﬁ(ﬁr“)‘w MF e
define~ge a Inversa j/“’(,.j- da ;p.v("")

P 5

com & que as equagaes ficam




,, )
w27 o G pa ) L=

eu, utilizando os simboles de Christeffel,

s (Y uuf = o

Bsta Ultira equagao mostra que a interg(;ﬁ'o da parthula cem
um campo de 28 ordem siretrico pode ser relacionada a uma mudanga da-
metrica 7}4 ;m»{"‘) do espago. A ecuacse de movimente da particula e
uma geodesica em um espago de metrica ;;.w(”) ’Zkv"' 2 ?uu (*) .



L1,

A agde, gque & um invarisnte Ge Lorentz, tem na relatividade espg

cinl a forma

’\S'wﬁjfékmnncads j-<§-/L'd&ﬁ) .

A Iagrangeons decsrrente desta agsa ﬁrcdiz corretoments as equa-
¢ses do moviments, psrém nio & um escalaor de Lorentz. Isto se deve
a0 fote de que se uso & como pargmetro da trajetéria, o que quebra
a simetria quadri-dimcnsienal entre o =2spags e o tempo. A {in de e~
vitar esta assimetrlo, sera praposts nesta segao o forrulagro de

uma reprasentagne Tagrongsana cevarionts,

Bste tips de Cormulagio ¢ util em vista da generclidade gdos re-

sultados gque serss obtidos. Bmbora seja aqul spresentoda opencs neo
ﬁmbito da relotividade especial, ela permite uma antevissn ds meto-
dos an51ages necessorios em ocutras teoriss, Por exemplo, a forrula-
95e Hamiltonlana do campo grovitnclonol na relotividade gersl e um
tipo de teorla na gquaol sz resuliados da représentag?o polss aretrica
sto @ssenciais.

v L4
Comegn=se por emunciar 9 princ{pio cavarinnte de Horllion: bha
.

um escrlor de Lorentz, S |, funcioncl de x¥ e xVx i-:-g- , onds
9¢e ur easealor,
Pl .
4 v -y 1
3(92,6})& [/_(x ; X, 67) d€ | (4-1-1)

G
) "~ . -~
caleulada sdbre a evolugds real do sistemn; a varingae dessa inte -

# . L, T .
grol sera um extremo quondo for ocnsionada por Vorligaes J}‘Y@D

r

F ™ o~ »
gue sno nules nos extremos 6% e é% , fora o que sa2> orbitre -
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vas, 1.8,y S =0 pma  IxY()e Ex8)=0

Faz=se 3 imposig'a' e fundamental de que 5 - seja independente da

es¢colha de parametra 8 y istoe 5,
L(x* %7, 8)do < IL(, 7, 810)) d&
onde |

XV j%” - x7dE . PACT)

——

Adé
portante |
U [x%, x® 5’?9,9 - o !/_/x*’, x? 6’) | (h=1-2)
ou seja, X% axV implica em [ —~ o« ) .

Iste significa que, come cansequancia da imposicae fundamental,

. ¢ uma fungde hemogenea das "velocidades™. x’¥ , de 12 gran.Convem

netar, da definicae

_f’(ﬂf:(’, ocx? ) = ex"‘//x’, X% )

<'io homogencidéde de grau -'n, " de uma fungas em seus argumentes, que
homegeneidade de grau 1 nae implica necessariomente em -linoariﬁdade nes
argumentes, bem come hsmegeheldade de grau zers nas 1mpiica em {ndepen-

L]
dencia nes argumentes; cemz exemplos,

» z
j{x,y z).—: 2xXs +3y.@rz{v/x;+ Xz e 9(::,7 z)= 7/,, .ﬂeﬁ; + xz/;;
sae hamogeneas ds graus 1 e 0, r«spectivamente, nes argumentos x e 3{_
(nae em z ). Terbrande o fesrema de Euler a respeite das fungaes hemegd
neas, que afirma que se ; (xg4,::+,% ) for uma fungie hemegénea ds
grau n nos argumentes, e se for difsrencidvel, entao

:?: —:ﬁ- X; --fn/f

La! x",




. obtem-se

oL v ) | (li=1-3)

B Lo

Qutre resultade que sera usado e: se g(xf X£ ) far hmoggneq
de grou n mos argumentos, entlo e%f/%hg serao homoganeas ds grau

{n~1) nos argurentos.

Como [/ e 6 sao escalares, segue-se que o grondeza

U
Gx WM | ' (U=2=1)

fur =

»

-~ F.9 F
« um quadrivetor; portanto nesta formulagao e momentum cononice e um

quadrivetor. Devido a (4-1-3),
P 2= L.
. As equagoes de Enler-lagrange serao da forma
SL_o1 _d 2 _o
Sxiv Oxr 49 v | ’

e forar obtlidas de

8,
&3 :-/ SL Sxrdb . 0.
5 OX" ' | i
Um cose particular de Jx*Yé) sdo os tangentes a trajetoria,

Ix*(6) = «(6) X7(9)

csm as restrl gdes sobre a fungao infinitesimol of(6) de se anular
nes limites,

«(§) = w(8)=0 ;

cem os é'xz‘*(g) tangentes 21 trnjetéria do sistema, nae se tem uma



[.

ff"" 9;")“'
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variagie ne sentide de calcule variacisnal, dai

d$ =0

eu seja,

Il =0 g | | C (4=-1-8)
ax ’ )

para lste se considersu & arblirariedade de o {€) no intervale

( &, 85 ). Conclue~se pertante que as l} equagezes de Enler-lagrange

‘nao sao algsbricamente independentes.

Considere-se agera a evelugao real de sistema, 67{_/5}»"‘;0 .

partinde de Q, e passande pele pente final varlavel & , Com apenas

axM(8,)= O

)
anta9

53 :(_Q_é.’-_ 'a‘xf*)g B 59)

o x

este coso ) 5(:#79)) e se tem

= QX’“ ’

e portante

23

Ty

(4=-1-9)
SupZe-se que em geral esta relagae possa ser temada da forma

Pl — Vo

(- 88) =0

ou da £srma ainda mals geral

f(w? p) =0



5¢

A propriedade' de [L ser 'nomoggnea de grau 1 em x irplica

- . o
em ﬁ‘,-sar homogenea de grau zerc em X’

X" Bp /I = O

ou scjﬁ""' |
XY LMY < 0

a matriz /-\)“VE 92!1_/9);”"9,\""’ tem pcrtantol X como autovator correg

)

pendente ao autovalor zero, 1484, '

Af-"‘_“’ xwl__:O' ' s (Ll.—l-li‘.‘)
e e portante uma matriz singular.

Tem~ge admitinde a partir déste ponte que Gl /9=, que

Sh M _d ol _ 8L _ FU v 2w o
5.)(’“‘“ Sx d8 Ix Ox 9"”"6’&” Iy Pp”

= 2 9_EL_ WA xnv .

B P oy ¥ X p7o% | ’

multiplicands por XY & considerando a {4~1-8) e a (4-1-10) ven

que
X)}&-.g:g: = X\JP( 91- — az_L_. W=z 0 (lt~1-112
&xM oxM*  IxMoxY

Como [[ = 4 ( x¥y X ) segue-se que a combinogne linear entrs as

quatro equagoes do rovirento S /JdxY=0 nao depende dos X',

ij%u = ¢( X78) x"’(e))a 0 (4=1-12)



Si

Uma relagie deste tipe e uma vinculagae que limita a escelha des dades
tniclais x?(9,) e X”""(Qo) ssbre a hipersuperficie G, = const.,
0s x® e x™ Jdevem satisfazer as co_ndig;es (4~1-12) para qualquer

valer d¢ & o em particular em O= 90 , naes podends portante ser

arbitr;riamente escelhides sebre a hipersuperf{cie G = G o

Eis um resume des resultades desta segae:

1) [ & homogénea em X", cem grau 1; iste implica em que e
’ e

hemegenea em X’ cem grau zers;

11) entre as L quantidades p,  existe uma relagae

f(a\"w) Ibﬂ".}=0 5

111) as L equagdes de movimente JSL /dx*= O sae sujeitas a cendigao
OS] /-*;wb:__,_" 0 ;8 propriahade de que /b},. ¢ hemogemes de srdem
zere-em x’  implica em que esta condigae & wma equsgae de vinculagde

(envolvende x e x? , mas nao as x" )

x”“%# ¢]/x , )= 0 .,

Sio &stes os resultades de uma fermulagae Lagrangeana cevariante pars
o movimente da part{cula.

Pede=-se esquematizar esses resultades da gseguinte forma:



Invarifneia de S perante|. " L& heregdnea g | !
tr_ansformégﬁes.egrqgf(ﬁ_?) ,_ S | graul em x’

(grups cont{nue meneparg

metrico) | | l

Dificuldades ne preblems. Pﬂé hemagenea de
dos valores iniciais ” grau O em x!
HY uma relagae entre | | Bsta relagae & ume
as Li equagtes de Buler | S equagio de vincule
para o movimente : Foex, X)) =0

gm tearias mais avangadas ve-se que estu- sequancia da proprig
dades & caracterfstica .das fermulagges que apresentom invariancia re
rante um grupo de transformagbes que dependem de fungees, ne presen-
te caso gwf{é’) . Sm geral ebtem-se tantas vinculagdes quantas fae

rem as fungoes presentes nos geradores de grupe de invariancis.

h-2. FORMULACAQ HAMITTONTANA COVARTANTZ DO MOVIE XTO DA PARTTCULA

Fol viste, na seq¢ioe anterior, que existe uma relagae conectan
de x* & o momentum }b}‘_ 3 sezfq' visto agera gque essa relagae

envalve o Homilteniana.

De ;{ X fp).-:f? obtem=-se

e Gb e f s

¢ come



>3

ﬁ"" 9»\’”'" é{.,(z’ X')

vemque
df = 32 “ ) <
;=5 A" %(ﬁ‘?"*;ﬁ;“’“)

=

CJ +—£a-°q dx"".,.éz_f&t dx'™ .
Qfx 8 x M

/i~ aﬁw Dxt® ’

L

portante, come df::? s Obtem=-se

zz 7L Fhn (4=2-1)
= 0 :

X * é ox _

o 2 Y, (h~2-2)

S T T

Esta dltima relac;;a pode ser escrita ceme

Qfaﬁ S0

2

e como xp% L’Qx’:"‘"‘x"‘u @ (4=1~11) segue-~se que 5%/9}% e pre
percienal a velscidads X ’

XM = ot fj{-
.

Substituinds esta equagae na (4-2~1) venm

o 0L L R 2 0
e?:r_;* xrv .
ou seja

ol % - X 921‘ =0 |,
M ax”‘axl‘” '
A equagas de vinculs x’“ﬂ&/&"xﬁs ¢  (4-1-12) da

x"‘ Cal - oL
 Pgxie  Fx
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e pertanto

b L L0 | (L=2-L)

aw, d ok ol
Bxi d0 Der 0= a 5/’*‘ ’

vem

di 9L oo
48  Gxm o7 .

gu seja,

v Q4
Ba= S
usande (L-2-4) obtem-ge

) - (l-2-5)
AT A

Portante obteve-se o sistema simultanee
XM o ol ?f/aﬁ‘_
P = == ooxt
ostas sap as equagoes covariantes de Hamilten para a fungae Hamilteniana
Har &ff(x'd, f“,) "‘0

Rgta fungae ¢ um escalar de Lerentz censtruide cem x% e P o Como

(Li~2«6)

esta wltima quantidade e uma fungze hamaganea das veleclidades de grau
zere, a Hamilteniana se anula; eutra maneirs, mals simples, de prevar
1sse &2

He=xp,- = x”%ML/Thﬂ“ L = L -1 =0 .

_ Para a ebtengae das equagees candnicas (4-2-6) useu-se a squagae
de vincule d)(x, x’);ﬂda- representaqao Lagrangeana j essa vineulagae e
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transposta para a representagﬁo Homiltoniana na forma .@fa;£9 . Dsta

e a chamada vineunlacdo da Hamiltoniana.

Para melhor camprecnsae do papel desempenhade pela vineulacao
Homiltenlana intreduza-se o paréntese de Polssen escaler entre dols

escaleres de Lorentz A(x"‘, ,bQ{) ¢ B{/X‘i f’u) ’

r 2 "
A R =34 &P _ 24 23
, F S —

o __,-‘9 G"‘X“ 5}# E/Da. C?.—I";"' (l}.“Z"S)

Para qualquer escalar

a4 _ 8A
s = 2o tLM

(L=2=T)

.

Ld - .
em particulsr o Hamiltonlona e uma censtant® de mevimento,

dH _ on
49 &8

Recomenda-se ao leitor ® pormenorizads trabalhe de Dirac sobre
teorias canonicas cem Jacebiano nule; alguns das conceltos ali emiti

dos sas de Interésse no presente csp{tule.

Por definigae uma "™vinculagie de fraca anulagae" & qualquer
i‘unv;ga das varié’veis dinamicas que deva ser anulade apés tedos os
seus?pafanteses de Poissen com outres escaolares haverem side 'calculg

-E(x 2) e tal variavel se, para qualquer Alx faﬂ);_

dosj por exemple

[5: 4] e B p) » 55 p) = Bl L) . |
Zm outras polsvras, a're}ngai ;z O e verdsdeira, porem L 2¢ o

9;/9/#“ ngn saep nules,

A vinculagie Hamiltenlana ¢ de fraca anulagae, pels em particy

lar pode-se escrever as (l-2-6) como
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g™ [x‘“: /'7]6
P ”[ﬁv’"‘-?‘]e . .I

.Prosseguindo cor o interprctagﬁc de H, uso-se o cropriedade
das transformcgoes candnicos infinitesimais que diz que a varisgao
infinitesiral em ura voriavel dindmica # gerada por outra variaval
dinamica. GJE ¢ dada por

6-¢ = Jé[é H G] .
Estritomente deve-3e escraver Jé:[egﬁ) J€ c.;] s entre-

i -~ »
tante ne presente coxo isto nas e relevante pols o gerader em consi

- F -
deragas'e -J5€5 , que se ocnule fracamente. Assim,

a¢~[8,50)]
G(6)~-E£()H/ek
- ¥e)-560k

pertante, a menos de um terme de anulagae fraca,

§4(8)= - %(6) [ &) H(o)] - - 519 Bra) . (4-2-10)
_ . e '

A fim de se compreender o significado desta variagao, reler -

bre-gs gue o hmnogsnea de ordem zero em XM o o que im -
e b 4

' . .3 .
1lca em que perante umz tronformaged we puiwwetre
¥ ]

g- 674-;(6’) )

. ! e ST il /K-
© p. fico inveriante , Pr= P« O meswo ocorre para o5 x/°

i1ste e', XM X 3 portante, os varlaveis cangnicas (X’“', P

fermem um cenjunto de § escalores no O - espago.




S7

Consequentemente, qﬁalﬁuer f‘unqio delas, enm particﬁ.lar a Hamilteniana,
8 um escalar do &~ espago. Para uma @(x, p) generica, iste repre-
seﬁta ‘dizer que #la se altera camo um escalar perante a transfarmagé'a
de parametre J- 0+ £(3) com gerader - £/3) H(3) . 0 vincule Eami}
pians € 2 gersdor de grupo' mane-paramétrico cont{nue des rapeamenteos
infinitesimais no 9-cspaga. A Hamiltoenlana H/f?) e mals do Jue um es=

calar, comperta=se ccme wn invarlante pois comuta consige mesmo,dA/9)=0

A equagas (4-2-10) para (@) = x‘*“',_f"Q) e
._J_X’“'/Q)a'—gfe) X)#(Q) ’

s repete que X"‘_/@) & um conjunte de gquatrec escalsres no & -espa
¢o. Que gcerre com x’”{é’)? fles se compertam come quatrse veteres ne

} -y a
G - espago, Els come se ve jgsses

0T ) s dAXP AP o~ [ dEY dx
9 46 ({ aTE)de‘-’

Ag A6 df
an
55 19) = TH(8)- xM(8)= - 4 Q) - S8 xg) (2=
su ainda na neva netagas .

o419 [7), 619)]- [ o), me)] , s

ugande a ldentidade de Jacobi escreve-se isse da forma

M) ______[[x/‘{?) , 4[-9;)] , H(@{]

o

504%) = & [x*10). 6(3)]= & (-5 42)
- ;%ﬁ "”7"_)" £(9) x9#(3)



que € a repoticio da (L=2~11) ; isto mostra qpe xY*/¢) forma um
eenjunto de L vetares no & -espago (vetores coentravariantes). O

mesmD ocerre com f:; V) B

» ~ -
Como resultads, uma variavel dinamica (nae necessariamente um
, »
escalar de Lorentz) invarionte no & ~e8page & uma variavel que tem

parentese de Poissen nulo com a Hamiltoniana H,

[U(x),b), f‘?Za.-o ]

ou entao

_ . | (4-2-12)
[U()(,f)J FZZ-G(H Z

pars o = constante arbitr:fria. Por definic;éa'a, chama~se varidvels de
18 classe um conjunto de quantidades que formam, com raspeits as

parentese ce Polsson, uma algebra de Lie:
Sy

os supracitados U (invariante ne & - espaco) e H sao duas

[Cg (x,p) > a(x)f’); C:&(x,;b) !

.
variavels de 12 ¢lasse,

13- : DICEES I

Na representagao Tagrangeana o problems des valores iniclals

¢ estabelecido assim: dados #m & 8, as oits varidveis

xP(g) e x(p) , buscor determinar pelas equagdes de Lagrange

o evolugdo do sistema no regido. O3>, das vorisvels x“(¢) .

Pode-se escrever, tomande H,= O ,

- XP10)= x*(0) w 8 x*H(0) + }?"f ) 4 ey | (4=3-1)

1
3
;i;
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das equagdes do moviments 35_-1_‘61 obtida a equagio

L o, A B g

ExMoxtV _ Oxv ?

se ssta equagao puder ger reselvida para es x“* , iste e'v, se ge

puder shbier
- o
XM (/l !)f'“ L _ 2 L« = vR(x x’)
Ox¥ X G
entao se estara com a expressie de x"“"’"(o) em fungae des dados de

Cauchy - x*(0)e x'(0) . 0 mesme scarre com todas as derivadas

superiores @ xrg)

Assim sendo, a existencia de selugoes para o problems des valerss
iniclais se reduz a existéncla da matriz inversa a matriz A\ . Ia fel
vista que em geral esta matriz nae tem inversa, e consequentemente o

rroblema de Cauchy nge tem solucae.

Na seggo seguinte  gerae dadoes plguns exemples das passfveis
escolhas de parametras; entretante, paTa rmalor clareza, convem dfscutir
unm pouce mais as implicacgees cantidas na indeterminagae acima menciena -
dae O resultado obtide fol e seguinte: dades x/(6,)e x’*(6,)en algum
ponto da trajetaria da partfcula, referidos ae parametra & , entaa em
geral x"‘"(é’) e cansequentemonto X”"'(’é?) para & > &, nae sae determ}

nades pelas equagses de mevimente.

Se se escolher & = !;empa prepria da partfcuia (eu tenpo praprib

instantanee, ne case das interagees), ecerre que:

i = psra partien yreg: x’“’(roj ® x"P'{'Z‘:,) sae dados, mgs
) e x”“"{*") nae sge determinades. Iste nio ests em desacorde com

e formalisme usual pois nio se pode usar a conhecida relagae
wt i dit , WM = L’“’
- 4T



pois t nio € covariante (a _reguaqatr.izagsle T+ 1 nie & permitida)

. portonto a nio obtemgde de  x/{T) nde implica em uma nae deter~

minacis de

LCILEAS ; ) no tempe prapria instantanes
inieial T, sto dades x""(‘t’o) u/‘(‘l‘;), em um 1nstants pesterier 7

&les nio sao determinades, pele mesme arguments.

Y
%

A possfvel. ver a erigem d8sse fracasse ma tentativa de defemiﬂnq?c
das ﬁariéveis d§ nevimente na -fmulac;;c cevariante. Dades es valeres
ae  xM(6,) e £% (6,) semprs se pede censiderar a transfermacae
g‘:‘aﬁe)_ tal que se reduzs a &, e =G, , iste oy

f{g)._,, & quande G- G, ..

sendo arbitrdria ne restantes Os dados de Cauchy permanecem fixes, mas
| X#(Q) - rmdam arbitr;riamente." Csme essas transformag;es s3e 'pérmiti-
das, vé-se que yx/(4) nio pode ser determinade unlvecamente.

Pma outra ferea simples de se veriﬂcqr' isse ¢ netar que f-x""(é)

fermam unm conjunte de escalasres ne & -espago,' e mudam da forme

.J—X'f"(g) = - ?(9) X"“’[O)
perante uma transformacgae E= &+ ;(9} . Come. ;(@ e arbi_tr{ria,
as  x*(¢) sie tambem arbitrarias cems fungees de € ;3 ¢ mesme se

aplics para x* (e)

A egcolha natural . GweclT 4 com T = tempo préprio s Que em
verdade ja fol usado ne preblems variacisnal 55w O (entretante, ¢

naquale problema nae fei felte use de Legrangeans ou Hamilteniana).



éf

Para esta escolha ,\f’f“ coincide com a quadrivelecidade 7 .,
| o
Anteriormente fo5i usade, com A= (‘?5; Z) = Ah(x)

.-:Z (~me - A wF)edT (l=4-1)

entretantro a Lagrangeana que dg as cerretas equagoes do mevimente & gue

e homogenea de grau 1 nas velocidades s (como M/L% f Yy

_ !L = -mcz‘@% '—-6,4/‘”44/‘"' 3

come

OL) ™~ —ei”dh, o
L f2u” o —}frzceaﬁ -eA, e
(9/¢9'C')(9£L/Qw“) = - mc;awp - e -u,ua’ﬂﬂ/&"x”

as equagoes do movimento resultam ser
v 2 . v
—e a4 el + entA

ou seja, com = A AL

*

_ & v
W= e

A nao~independencia dessas /i equagoes fica patente e se notar
que

Ll - e .F ) .
Ad (M; ;;-;'a PR AA ).:--._-. 0 ,' .
- (4=4=3)
que correspende 3 cendicio x** 94 s (entre as squagies de Buler -
¥ Tt
Iagrange.

£ facll constatar que P ‘¢ sfetivamente homogénea de grau

zero em ™ s pols

Lo = jQ%%;:“ 5 | ‘



[ - —-ch%P ey s .g_- Aﬁvx"k

¢ hemogenea de grau 1 em /4, Obten -se

A

, ' , »
/b/""E aL/QX/*:.- m—’?/‘""_x — - o

| F%ﬂ x? xp

' que ¢ hemegénea de grau zers em X' .

Ma

(bbb}

(4=lg=~5)

63
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3. Campes Espinerials ng Relatividade Esgéc;nl

50 l_o L1

Na capituls 1 definiu-~se previssrisments grups de Lersntz
prepris ceme ¢ censtitnide pelas matrizes Lxlij L‘wu satisfazerde

.

L_T.7L = '7 ; verificau-se qué & um grups de § parametrss _)a(a=l..‘.6) |

que per cemveniéncis de interpretacaw f{sics fersm separadss em
6, e v; (i=4,2,3) . | |

Pars transformacses infinitesimals, pede-se Inpsor 298 parame -
tres 9; e Wy igtgrpretat;;s de Qngulms e velscidades (+C )3 para
tel, fal necessaris definir-ze as & matrizes lsxb I{; e Jz; s @ impor s

LY -~ A
matriz de Loreniz cerrespondante a transfetmagae & expressas )

L5 = o0l e = o+ (0, L v sy ), T

£/ w

No case de transfermacies finitss, diz-se entdo Gqus es parameiross sas

’ld quande a matriz for eserita da fdrme (cem J‘:g Ir-+3 )
e ' »e
Ly wbrt L, - o Ben ), . o

Fica a cargs de leitsr vepificar gue essas matrizes satisfazenm

as seguintes regras de coemutagae:
S A Y, (5-1-3)
[9 p) J & }{ 1‘ J |
[Zci :_J'L = é?i ”;& € (5=-1~1t)

- J (5=1-5)
[l =-44 0 - 55

O3 campos escalares ¢ tensariais nae sae 8: unicoes campes gue
 pedem existir na veriedade de Minkewskl, com lei de transformagae hems

'génea a linear rersnte uma transfmagio de Lowentz das ceordensdsss
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ha tambem @s campos egpinorials, espinorials pentuades, e eutres.
A grandeza £{sica que ests asseclada a cada tipe de campo e
que 8 diferencis d_as demais e e momento angulsr 1ntrfnsec., su spin.

Ests questae sera vistz no final déste cap{tule (Apendice A)

£ facil verificar que as matrizes 2x2

ot -
-='b(10) .3" “(o‘ ’ 3“'&5‘3 )
2005) , Va=H%%) e Jy==£(43

satisfazem as mesras regras de comutagao ,(5-1-3,&,5). Ha uma infinida
de de sutres cenjontes de € matrizes de a_rdem rn, que satisfazem as
resmas regras . A cada conjunte se associa um particular objete geemg

trice.

No case das matrizes de erdem L. os elementes do grupe Bram os
Mo AT e . >
matrizgs‘ L %(9,1«'/ ; L:ea;b[é{, z; +%J;] s ne
caso recem~méncionade das matrizes I} e JE . * de ordem 2, os elemen-

tos de grupe serao as matrizes [LA ' (é—;i" , U= @[QIE,L%JE'},

Diz~se gque as matrizes [__ v( A .) e ZL 3(9 ,;) sag repre -

_sentaqus diferentes de um mesme grupe, com isse querende~se dizer que
as geraderes cerrespondentes satisfazem as mesmas regras de cemutagao

(ver Apendice B).

2. CQlassificacae Jdas Revresentscoes de Crups de Lorenta Proprio

Bese classificagé'o pode ser felta usande-se um par de numeTes .
($,5) com §,8 = 0, 1/2,1y00s . Seras tratadas aqul as repre-
sentagees (0,0}, (1/2, 1/2), (1/2, 0) e (0,1/2) densminadas respecti-
vamente escalar, tenserisl, espinorial e espinerial pentuada.

Og elementas de grupe de Leorentz priprie sse matrizes quadra-

('5)5‘) * 3 . & -~ .
das [ de erdem (23 +/ )(2s’+/) ; da mesma erdem sae as ma -

_ $,5’ 5,5°
trizeg que cerrespondem aes geraderes, l;-_( 7 e J£( ) N




bo

” :
A origem dos numeros S & s’ @ 2 segulnte; as matrizes

M5 2 I“"“" J""")] (5-z-1) :
T ' -
j (58] ’f 65, J(s,a)] - (5-2-2)
satisfazem, com ﬂq. mafriz unidade de erdem 7,
MBS 7ee, o (ser) 1{23‘*&w ) (5-2-3)
. : .

A (SS) 17 (58) |
R /I PV , (5~2-L)

alam de sstisfazeren, coro consequancin direta de (5<1-3,L,5),

[Mi ; Né_z_ = ey& Mﬁ P (5-2-5)
™, ,v.] & Ny e (5-2-6)
[L 3 JJ = }' {5_2"7)

» ~F . L]
ou seja, .5 © um numers asseclodo as metrizes H‘- s enquento que

&' se relaciona as matrizes N,

Como as (.5-2-5) e (5-2-6) sae as regras de cemutagao dos
gefaderes de grups sriegonmal tridimensienal{d, ), diz-se que o
grupe de Lersntz csnstitue ume .“duplicac;;'a de Cz".

Partante o caminhe geral para a sbtencae des slementos do
grupe em uma representagae (5,5') s:

19, sncentrar 6 matrizes M; e N; ds erdem (2541 )(2s%!)

que satisfacam (5-2~3,4,5,6,7)
29. obter as J; e \J; per meis das (5-2-1) e (5-2-2)

[ 2

39, @ elsments cerrespendente a tran.éfarmq;e (%,'{*) <

L = e[l +ud:] . (5-2~3)
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5+3. A8 representacoes egcalar e tensorial de grupejgréprria de Lorentz

Bedels A r_epresentagsa (0,0} & chamada escalar de Lorentz. Suas matri-
zes devem ser de ordem (Zxutlii2xOvi)= ., su sejs, numeros. Cora oS
vnices tres numeres M (4,0) que satisfazem (5-2-5,6,7) 555 0S DUMETOS
n,0 e 0, o mesme ocorrendo com N;(’ % yem que 1;.( %9, J(og) 7
Bntde, por (5-2-8), para qualsquer valores dos pararetTos
( 67 sV, ) se ters L% )(’0“1';) e,:ﬁ[o“jh / , & portante a lei de trans-

formacac de um campe escalar e Fb)> )= L%%g. v V) Peo)= $6X5~3-1)

5.3.2. A representagao (1/2,1/2) ¢ corposta de matrizes lxli e € are -
presen’cag&'n tensorial dea Lorentz (note=-ce que tomben as representagges

(3/2,0) e (0,3/2) sao de L@ ordem,mas ssus objetos nao sao tenseres).

v # L »
Txercicis: comprovar que as expressoes de Z; e J‘: dadas no capitule 1,
— b -~
levom, por rele de (5-2-1,2) e (5-2-3,4) a conclusac de que

trato da representagao S=1/2 , §'=1/2 .

Note-se que ha ura infinidade de conjuntosde 6 matrizes de LS
ordem , M: e N, satisfozendo (5-2-5,6,7)e M=N =-3/4 ; Gaco um
dasses conjuntos ( M-, M), pode~ce obter um outre conjunte (MS,N;’)
por uma transformogoo de siriloridade por uma motriz nao singular

arbitréris‘de I ordem 3t
ospmysTt, W=SNsT (5-3-3)

ho portmtc uma infinidade de conjuntos de € matrizes I ¢ J que

servem de geradores na repres entaqao tensorial. Pare cada um dessas
conjuntos, os po arametros 6}; e V, ter ura interpretagnc fisico-
diferente )
-gcoretrié'a"' se quizermes otribuir oaos 9,; e V. as interpretocoes
(quande infinitesimais) de Sngulos e velocidades na direcao £ , entoo

08 l; e J; terac que ser os indicados no capftulo 1 3 esta
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sbrigateriedade e deceorrdncia de que os objetos tensorials, come os

4 *
escalares, podem corresponder linecrmente a grandezas fisicas rensuraveis,

L d

Selie errase E de

Chame~ge a rapresentagga (1/2,0) de espinerial de Lersntz., B

1 - *>
composta de matrizes 2x2, Come na rerresentagao tensorial, ha uma

infinidede de conjuntoes de 6 matrizes

M::{Va,o) o ;v‘;f""z' o) satisfazendo (5-2-5,6,7) e

[Tl _ayy o [T 0 (5~it-1)

Como todss o5 objetes espinorials que contribuem para s formsgae de
uma jrandeza Tisica o fagem de uma forme invarisnte nes fndices
espinorials (mais osdlonte sers vista melhor esta quéstgo), conclus=-ge
que nag ha prefarencin per um particular conjunte de motrizas jg{yEHQ)
e'uiﬂWidg ror questpes de 1nterpretoq§o dos pargmetros 6% e ¥
assir sendo, somente por convenifnciss de calcule escolhe-se (ndo o

&
possivel evitar matrizes complexns)

to) S N |
;:‘. = £ T e J T =-47 (5-4-2)
onde Q;f $30 as motrizes de Paull:

I /01 2_ [o- 732 f1o ~l-3)
= (7). TF=(2) e s (12) - (5+44=3)

Zxerc{cios: 1) Verificar que ss matriges I e J. de ( 5-44=2) satisfozen
(5-1-3,11,5)
2) Yerificar que as watrizes M. @ . correspondentes satisfa-

zem (S5«4-1).

‘a
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Define-se entso campe espinerial contravariante de 18 ordem

came o objete geometrice de cempenentes "}’(x) (A= ,2) que medlante

uma transfcrmaqae de Lesrentz prapria caracterizada peles parametras

@; e V; sé transfermam come

Wi ¥ )= frp[-4:6+ v )""]J W) W

geu abreviadamente

H A - R
Yioy=IL",(5,5) V0 s (5-1-5)
" trata-se de um campe de cempenentes usualmente cemplexas,
20N %) + ¢ )
¥ tx) fj() ‘*fz(" ] | (5-14~6)

A
Fy(’g"f‘ = | - ; £ ngaes .

V) \ frt 4t /

A quest'a'o de- apin de campo espinorial esta ne apandice C.

Define~ge campe espinorlal cgvarionte de .18 ordem come & shjete

{x) tal que mediante ume transferragas de Lorentz prepria se

tenha

A
X)) Y, (x) =inv. (5-U4~7)
Exe:“c_:fciot Demenstrar que
(5-l4=8)

? -1\B

Y ’ !) ~Nr -1y
A(x)._—(lL A 3(/_ X) "
A definigse ds campes espinorials de erdem superier ¢ sbvia:

248.00 A yB NF DE ... ;
Yoy L ([L") e 'V’FM (=) . (5~4=9)



$0

. , R
Seja um campo espinorial constante & uniforme & Bq_ms em algum
especificado referenclol ‘tenha componentes
 .AB (G | |
b = {_10 ; : : (5-4-10)

esse campo tem & prepriedade ds ser invariante per transfermaq'-ées de
Lorenty préprias, 1.0.,

é)ﬁB“ GAB ,

a semelhanca de tensor de Minkewskl ’7"“' v .
Exercicio: Demonstrar esss prepriedade medisnte uma transfarmag;a
— .
infinitesimal (é‘?, Jv ). Nota: 0. =0 .
Convém notar que essa propriedade Independe ds escalha dos geradores
de vez que resulta apenss do fato do trage dos geradores ser nule, o

. . _
gque necessariomente pcorre,

. _ . s ' .
Sonvam ainds notar que nao ha nehum campe espinoriosl uniforme e

AB

constante ,,’? que seja invarlante e simetrice.
Define-se o campe espinerial uniforme & constante d_; por suas
componentes
g4 o /1 O ' (5-4-11)
B8~ (o ¢ )

em algum espcecificado referencinl; demonstra-se que & invariante,
‘4 . A '
5 B‘- J-B i . A
Exercicio: Demonstrar essa propriedede para uma arbitraris [j_ B »

Dé{‘ine-se o campo espinorial unlforme = constante eAB como

aqusle tal que

A

o~ AB
& é&,_a-—-Jc_

e
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é obvio que tambem 4le {nvariante,

543__.643_(_!0) ] (5-4-13)
Usa-se os espinares invariantes de 28 ordem &8 y O ; o Sgs

come leavantaderes, alteraderes e abaixaderes de {ndices espinoriais

(a semelhanga de T7f~” s ij'a f?ga,); assim, a um campe espinerial

contravariante ’7" x) peode-se asgeciar um covariante, que se 1indica

com 3 mesma letra ¥ , da fowma

Y6 = 7’8(’9 e& | (5=4=14)

com a contragas ne 192 indice do € covariante.

Congequantemente {(demonstre)
A ‘ ‘
V) = €22, ) (5-4-15)

com a contragac ne 2¢ indice de € contraveriante,

3
Convem netar que a antissimetria de _ e*® o ¢ obrigas:

AB

a umaucerta atengao na preparagas de expressces pars empregs de calcule
matricial, Assim,

'\p;;,,ew'\pﬁ e ?A"'""GEM'

snqunnte que na representag?v tenserial se tem

AR/ RAC I

na eapinorial scerre

ef  _ A=__ A
= € t=-aL .
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Exerc{cios Demonstrar estas lgusldades . Notar que elas se traduzem
em 72-_- ! e €E%=-f, (5-L4=18)
A ontissimetrio de éA-B ocasiona a anulsgae da "normo¥

A
do canpo "5‘*"4(‘.\-) , EAB‘_‘P_.-.(x)“f’_B(x):__-O ;
entretants esta anmulagae, por ser uma identidade, nae impee uma

relocay entre og voleres das componentes, dlferentemantes 27 que acerre
¢ 1

com os quadriveteres de norma nula.

D abaixamenin = levantamento de c.:aﬁ:s fndic.e de espinores
de 2R ordem se faz como s$& o espinor se tivesse @sse i’ndice; s
necessario respeltsr a ordenncdo des indices:
648?;«:“ T.éc. ) edaga"' 7;A "7;3643: ~on em) 2
TP =T, e T T _Ble 742 -¢, 7).

Parz espinores de ordem s.uperior o caleulo matricisl perde
& ntilidode; sntrefants ha ainda gue manter a ordensagao dos {ndices:
€M T, F, L meBATE LT R
é;rs UB&D = - &gy Uaco = U4 Cn
mxercfeios: 1) mostrar q‘ue TAUA('? A T“}: - UA-I'; (&: -7 U‘) ;

2) mostrar que se 78 x) ® UAB (x) sae Campos

-r- r » - AC-b
espinoriais, entao TA’BC'(_/DE tambemr © 2, L1.@4, r“’fx)ifna{xkv ) ;

3} mostrar gue -se : o* unitario entao

g ‘2'
("?’ Np/ = li..: (S~ly~1T)

It} mostrar que

L AT v A |
e:,u/agm -t;'“p) = w:;g _ﬂz + ¢ sor_u}‘«:’ | " 7, .(fj-h-la%“:t”



5) mostrar que, com Js (/'__}83)—'/2’

Gand B BT ) <385 = (5~4-19)
o (3nbly F)lfT 1, ¢ VFOT j7, O

el sl P4 - .
&) mostrar que eom  o=a +id e 2% c.C&22 ),
«CVp T e W
e = coolfZZ 4 4o Ve T, . (5-1i=20)
Z i

vex: i

B » &
Ura questoo importente e que para dados volores dos parameiros

6"; e Vo, corresponde cpenos ume matriz L}WV e aﬁenns una ZLAE )
desde que os geradores I‘; e J:, das duas representagﬁes hajor sido
préwescalhidos; entretanto dado umo metriz L‘M’y , 0 e¢la corresponde
ume infinidade de par?n*etras . Q‘: , todos @iferindo enmtre si por 2«71{:92"

com .= 0 #f,%2,.... Isso coxrasponie o gue uma rotachs de 2 er

L 4 . - A~ a
tarno de ura gvolquer diregoe v nog altera a deserlgoo dos objebos

t-nsorinis ¢ escnlores. Tol mao ocorre ¢om os ohjotos aepinorialis,

D
> »

entretonto. A motriz _[LAB (Q.—.Bv?. ) v=0) 2, pele (5-4=13),

y 4 A Ve coaf 5% cson B ).

B2, (67 e coof S isonZfA Y

nortonto

(0 5y, I g2r ) - I 5

B
ou, de um rodo geral, para g=63:i'f) +2, ..
LA (orz87 &)= (-O% L%08,m) o (5-h-21)
2 4 (=2 } Ty = B(U) - ’
, ' ;M . j) A
gaf resulte cue o codo watriz <L o COTTEsSpOnOCEn 2 matrizes d. p o

de sinois opostos (e determinontes igueisl}, meswo cor O5 geradores




~ ’ . !
A representagoo (C,1/2) do grupe de lorentz torbem e coraclerl
, ! -~ »
z~da por 6 geradores ]’:{c, i2) e\]‘f(a ”'?‘)c‘ue sno matrizes 2x2; entreton-

to as M; e N;agora satisfrzem

_ ~e | -
JRERT 0 o [NE2] sty . (5-5-1)

Coro no coso dn ropresontsgao ospinoriel, tem-se total liberdg

L
de na escalhn dos gseradores, desde que satlsfagam os regras de comu-

e
L

g
tagao caracter{sticas do grupo de Lorentz, e cujos M e N corres-

rondentes satisfogor (5-5-1):

)

proveita-ce egso liberdade para obter
rotrizes de transfcrrsgﬁo que sejam as corplexo=~conjugodsns das cor -

espondentes no representocdo espinorial,i.e.,

: *
4 L, 4 e ) .
L (7,57 -‘--e[li_,B_(G,v ] ; (5-5-2)

~d

fse ~ ) .
néste caco Alz-se tratar dn reprosentagao espinorial pontueda dc gry

- o ’
ro de Lorentz, A conveniencis dessa escolha sera posteriormente perw

cebidp.

Os geradores que ocrsionom (5-5-2) soc

(gv . @.%z) T
. IT A J . - — ----z v-" e ey .
.£ 5 T4 e =40 (5-5-3)
. ‘ i M
onde U:d * & o motriz corclexo~conjucada o matriz O;I;U“ ; conse -

quentemsnte



./}"‘.-)-\“. .....Lz"' '*‘*"'“-4. -....-';
L3(':"//"&5"[2"-"‘??*3)'7;’“;‘;-é . (5-5-1)

™ -

;o
ixercicios: 1) rostrar gue ag ratrizes (5-5-3) sobisfazoem (5-1=3,4,45)3
e nue as surs cerrospondentes M e /\!'; satisfazem (5-5-1},
2) rostraor que com ¢ escolha (5-5-i;) ocorre cfotivamente o

(5“5‘2).

3w

0

[}

¢

gercdores da representagds (Q,1/2).

- * . * »
strar que = -‘_p‘: ..s'Jp e ..{:.2’- F ¢ terbem serverm COFO

T

"y
A definjcan 4o campo agrinarial pontuado eantreveriante de

F LY
12 ordem e foite anologomonte 2 (5~4-51,

VAo ¥ A L (EVECIx) (5-5-5)

todns o8 derols -histos dn reprasentogdo espinorial pontueds sao defi-

- -~
nidns e trotodos onclsgomante ~os dn representagac espinorial. EZm por-

ticular,

643 (’C’!): &. . ' (5-5-6)

={-ro 48

-~ . »
sno invariantes 2 usa’ds cow2 espinores pontudos metricose.

» . N
mwercicios: 1) er um espaciflendo raferesncisl, um campo )"Ax'tcrr. o) ik
’ /

nonentes (%) + ¢ Bfx)

c/n)4id [x) , )
GuG=T

com a,b,c,d=fungoes reals. ,

s) gque componentes terw "V, (%) ndsse referencisl:
) e possivel haver olgum X4 ®) com as componentes Ez-ﬁ-%?
¢) e possivel hover algur 7ﬂ(x) com as componentes



fo

2) mostre que se dois earpos 'V’A{'x)e '7‘4(&) tor resmas corponertes

s

Fe )
Ev

w

er um referencial, noo as terce igucls em ouiro refercencisl, em

ceral.

=

i

3) rostre gue se 'V’A(x) e *?4()5) tem corponentes correspondentes e
. . g . .
rlexo conjugndos erm um referencionl, as teras comploxo-conjugadas

er quolquer outrs referencial,

-~ N . . » .
Come consequencia ¢o verifieade no exercleis 3 acimn, poda-se
W 4 ' - -
associsr 2 um campo ')um samp2 Ck) cujos componantes, om gunl
~ n . . wpﬁ-
guer re’erenclol, soo as complexo-conjugedos do {x} 1 2 quonde 3o
tem umn equﬁggo do tipo

4 ~BC . ,.AD - g
¥oe tu & )(5’7 .?

H
Q
S

rode-se complexo-conjugg-la,
i g BE 6‘41:’,"(. agc = 0
. 5 77 v
Note-gse que isto so foi possfvel gragsas 2 escolho dos gorodores da Te-

presentaggo pontunrda como corplexo~conjugndos da noo pontunda.

}NAB.Q v,;pﬂ’B

5.6. Qﬁ Obﬁ,atng g

Mo espago de Minkowskl pode-se definir compos com lel de

o » -~
tronsformogao anveolvando varias representacoes, p.e.,

y/ AB

€ )= L7, 4 WP Yy (5-6-1)

Sr particular, demonstrs-se ser inverionte o objeto de compo=-

AB
vHe

nentes uniformes e constantes



‘Twé’(éf) . U‘M‘B( ) V—zw(o v) U“MB 04 _ (5-6-2)

# . ~
nxevciclo: Demonstrar que, medionte a transforragao infinitesimal

arbitraria 595 s 6'1»;; Y, do tipo de (5-6-1), se obtem

S AR ;
HIEL et (5-6-3)

. . ’ B
Outro ohjeto invoriante e O ng de componcentes corplexo-conjy

R 4 * .

gndos 80 gHE | ssto e,
,..o.qs A .ms fod 288 /U 343 i9o 1Y
2le0) TE5) 2095) < TIR[T) - (5-6=L)

- £ s AB
Txercicio: Dcmﬂ‘“otrar que a inve .rinncia de gt decorre da de

O,.;J-Aé

| 4B S .
A partir de v B o y#aB pode-se construil umo Sg

tia de objetos invariantes corrclntos,com a utilizagﬁa dos objetos

# »
retricos invariontes 7 y 3 Egn atcj doi resulton oS invarion -

tes CF7 2 %HB . g}j}g , ete., cujas represcntagEes matricinis

aiferam, em gercl, dns (5-6~2) ¢ (5=-6-L).

22
\
(

* o
rroreiciost 1)mostrar, partinde dos representagoes matricinis(ende
P < T ol E
o 10 indice p=G 64,23 , 029 {ndice se refere a linha & © 3¢ indice
pod N }""33 o \ ~
3 colvnoy Ge & eV 4z dudoas aobalixo, que as representogoes mas

triciols dos objetos que ns STLUSW sao corretas:



2

B we (52, (88) L (2%), (45
.U'Mé.e.*—U;,A"B-'( _) (w) (5) (1'0) ) (5-6-53
v BegA (93) (37 (32) S (§8) e

T e B L (19) ,(3'3'):(3"5) ’(;’f :

2) mostrar, por caleule direto, que

T eV Ty g -2 ""‘Vé 27l""’d'4 (5=6=6)
e que consequentemente
pA vB vA 3 PR Ved
A C-PT BG""" 0‘127 -66_—_—27"'5. .
3) mostror que

g+l gvE o _arY, A gV

3 ~ . B ) - ( 5-6-7 )

I1) usualmente denota-se por V"w s T’He & as motrizes i-eprese_r_;

Ag
t v g . fe€, )
tativas de 3 T A3 e ééa € AE) s mostrar que
Thoeveseame T f e LUl | (5-6-2)

5) mostrar, por calcule direts, que

o‘ﬁ"‘aév— Cﬂ.* 2£AC€B‘.D.= V-P‘-"*év— e N V—,U- -B‘AV- _15(;

7 = A mPC L (5659)
. | pAE
Convem asclarecer que se se definir um campo V‘g que

em algum referenciol tenha componentes uniformes (1.s., independentes
de ¥ ) e constantes (1.¢., independentes de t), diga-se, as (5-6-2),
entap em outre referencisl de Lorentz as componentes ainda serao

» - .
uniformes e constantes, porem nae mals as (5-6-2), ou seja,
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- VoA B - AB
nSo sers invariante: /% :Fr/Z? .

S5+7 COrresto dencia entre Corpos de Diferentes Nepresents 5

Dado um campo espinorial '\”4(::), ¢ possfvel agsociou-se a sle

79

M . ' * .
um campo veterial vV (5r) cor certas partlcularidac’.e.s; isto e felte do

2
ceguinte modos com a5 corponentes v &) e Y (x) constree-se
eonsistentemente o compo espinoriol rontucdo Y (x) de corponentes

'Y’f?x) e ’V"“(x) , @ defincwce
Vi) s T A3 Vi) LY WY 5T

xercielos:

1} mostrar que | Ve YN ZVE AN WENE ,
via a(v"vi”":r- q;,z.y,;#) , (5-7-2)

Ve _‘;(—\p!-\fz*__ pa a;.hr) .

vis - ('\&’y‘*f'_ n,c»z»y,z*)

23usands (5-6-9), mostrar que

VER) v, 6 =

Dos exerciclos anteriores se verifice gue o corpo V}bﬁ() agsociado ao
» » , LA
"?’4(;() aphitrario do forra (5-7=1) e necessariarente real, nulo, e

() -~
ter corponente V (¥) = O . Ovviarente o corpo
o M A B
AT ) e - T L ¥V ) (5-T~3)

’ [+ ’
& r2nl, nule, e tem corponente A)< 0 .
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Alnda pela analise de (5-7-2) se verifica que 20 ca#pa |
Z%{): 6‘:9’(")'3"4[::) ) wid=real (§5=7=k)
se sssacia, pela (5-7~1), o mesm® campe VJW?Q .

Passe-se agera ae preblems 1n§ersu:-dadn um campe'vf?ﬁ) Teal
nule, busear assoclar a ale um campo WpAZ%) s @ menos de um fator
de fnse dependente do ponlo, Para isso define-se a fungae degrau

nntissimétrica, de uma unica variavel b,
€(b)= - (4<0)
= +1 (b50) ,

e escreve-3s8 a (5=7=1) e (5-7-3) do forma

(5-7-5)

V) = efie] s e i) . (5-1-6)

T4 L4 -~
Bxercicies: 1) mostrar que se V}“{x) e um campo real ds normo nae

- o -
negatlva em um ponte P sntao 0 sinal da sus compenents 174 (x) nesse
ponto nac se oltera por transformagass de Lorentz; em dutras palavras,

a fungase eschlar S[V"pc)] e invorisnte nesse ponto, Sugestao:
Lem: T je 'Y o L4 _-. . = _ R
emorar que. V%) = [V~ & V(x)]//f e

2) verificar que se V’H'V =0 e l/f,-o , decorre das
(5-7-2) que YLv¥2Z o s com este resultado, a descontinuidade da

fungae degrau carece de importancis na (5-7-6).

£ facil verificar que de 5-7-6 rasultam, como solugoes de equagoes

s=melhantes as (5-7-2),

V)= /é/v%qw%f e W ¢
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'\7&2(4’( - Vv (}w)-,«-o 4 fx) é[yoﬁ) e(:w(X) (5-7-1}
N2 po- v

cor whE raal arbitrario.

M A
Visto cors associor um esrpo real nule V' &) a ur campo ¥ ),
a renos de fator de fase dependente do ponlto, passe-se a associar um
, ,
cappo corplexo arbitrario V’A’(x)a algum compo espinorialy usuclrente a

nssociagho @ feitn da forre
AB AB
V&) = 7. "% v (547-8)

w.rec}.proc:m snte, pela (5-5-T7),

IS - (§aTa5
&) = £ 20 v"’B(x) _ (5-7=5)

. L
Torber se pode sssoeisr as ¥ fx) o sompo

AB !
WV [x).-.- V;VAB Vf""/k) (5f"7'1?)

b -»
enja relagaoc invertido e

v (“‘) PBJ “/‘43(*)

Ixerch cio' rastrar que “/AB&):_ ‘/3‘4’(") (5-7-12)

(5-7-11)

»

AB
» -~ . ~
Convern salleontar que o representageo motrieianl de ‘y {x) nzo 2 em
AB B
gerol nem o complexo-conjugada da de V (X), nerm a Hermiteano-conjugodos
. Vi . . -
sorente no caoso de V (x) ser ren]l sno Hermiteano-conjugodas as duas

mairizes,

’ g I f . <
AB vo%vy3  -Vigiv ) 13)
Rxsrciriog:iDemonstrar que Vv = ( ' (5-7-13,
{ O 2 vt ~ye
a2 cue “/"43:_ ( e § Vv )

\ Vi, v’ (5-7-14)



2) mostrar que ‘Vox —é‘- (lf”; ka‘é) (5-?"'-‘13},
_ | v . .

3) mostrar gque
A 43 ' A5 p
Vil = Al 78 (5-7-16)
e v
Algumas abservagoes relneionondo propriedades de com a2 matriz

AB ~ I
que represents 1% sac vistos diretamente dog éxowZicios !

a) et V= V&Y,

; (5~7=17)
v ok V= 2V® ‘ - (5-7-18)
ey yr oy Faa v YT . (5=7~19)

i) mostrar, por edleulo c*reta, que 08 campos V" {x) s ““" {x w())
assoclados ae campo nuls v (x} por (5-7-3} e por outra forma obtide

da W (x,ad) dada em (5-7-7) sstisfazem

V%) Vo) = 0

Usmalmente aos campas tenserisis de ordem mais elevada se faz

corresponder campos 2spinoriais de ordem guperior, DP.%.,

ABCD Aé cb 7% ‘ :
7 ()= TP T ) (5-7-20)
oy

v, . b4 > o 5

&)= (20 o v, TSP ) (5~7-21)

tambsm o operader 3,.,.,*- S fox M pode ser relacionado ae operader

D48 _ gy ( o+ "”'““""7"*) o (5-7-22)

. F .

) reclprncamnta ¢+ B2 8o~ 83

-'*’i{ r‘?u_*aza) , - é(@h‘.’_"_gei) 5

» " - . R o }
BerE(RE) e 2o g-2%) (5-1-23)




e finslmente o operador d'Alembertiano (verifique)

= oY AZ
Us 7 9o = £9%g,,

- Y P ' }Av!q
Sxercicio: mostrar que o unico objeto & invariante por uma
transformagdo de Lorentz arbitraria infinitesimal ( JQ; s J.VI; ) e o

de todas as componentes mulas .

5.8. A Funcao de Onda de Dirge

Usualmente descPeve~se 5 estads de um sletran livre por uma funcso
de ands  "W(x) complexa de 4 componentes; sua evolugac no espaco~tem-
po & dada pelas [ equagoes |

MLJ}‘Q}“ N (5-8-'1)

}"" ~ had
ordie ¥ 520 quatro maotrizes invariantes por transformagao de Lorentz

e satisfnzem _
Yy X8 = 20 g (5-8-2)
7 %

Hediante uma transformscae de Lorentz a funcae V(X) se tpansforma

i) — 'Y"(x’)x.- 5(6'-': 3') “/’(Z_“!A") (5-8-3)

com & roatriz Iixly Ssatisfazendo |
V=]

Yoo 1#,5rs™

verifica~se que ¥7¥ nic ¢ um escalar, mas sim (’Y’fb’o)"}“&‘ D e SN
e que ¥ JFy € um contravetor.

(5~2=4)

Serao vistos o segulr todos estes conceitos dentro dos formslismos
- espinoricl ¢ aspinorial pontusdo.

, oA
Um estede de um el2tron livre ¢ representado por 2 campos g (X)

e Zﬂ(x) cuja evolugdo no sspago-tempo & dado pelns li equagoes complexa.



g

EA. B Z B(R) = m;-‘i(x) - . (5‘8'11)

A forma (5-8-1) e obtido com as substituigoes
A
% = T E =

A o4
% = 9,..“
e com as correspondencias (verifique)

- 15°%) -
Y- (I‘(x)) . | (5-8-12)

L]

ki |

- ;,( ¢ & (5-5-13)
_ (7""""‘3; O

A {5~2+2) decorre diretomente dag (5-6~8) {verifique).

A n-atriz 3(9 57) aporitada na (5-8-3) & obviamente

S(-;r) ( 3 (6, '7 o\ (verifique) | (633-—1&) |

VANCA)
e satisfaz a (5-3«/) considerande a (5-8~13) .

0 ~ s T gt -
Aratriz & que aparece ma definicio P = ¥ ¥ mioe o

: 0 o4, ‘ o 0 ¢}
g4, O et 0o | - (5-3-15)
B -t €0 '

mas sim &

- v v !

[ Cas | oo-10
6" 0 = t O:’ ¢ o
43 70 Oo¢

com issc obtemese {(verifique)

Frocfs- 520 o

onde por %’:(J‘)e Z»{(x) entenda~se o0s coampos de componentes complaxo-

(5-8-15""

[y
=y
=]
»

conjugadas dos ;’ s Z" s a (5-8-16) indica claramente que 'V(x)"f'(x)
A : ' -



”

2 um compe escolar,

A corrente tora a forms
P yry_ o fr.gmd e 3 pd | -8-
Ty 7*"[3‘7 el E A d;c] ) (5-8-17)

F »
na qual se ve seu caratar de contravetor.

{23, e, .
A motriz J"s d’ad’ 37 ¢ (verifique: agore o J & o indicodo.
er(5-C=15) ).

A '
8y © (5-3-18)

¥ ¢
o 3%

- ﬁ... .
e efetivamente antlicomnts (verifique) com todas as 3’ .

Apandice A

0 trotorente anterior oo capftulo 5 rafere=se oo grupo préprio
] h:moggneo de Torentz, parém pode-se tarbem considerar o grupo nio-
homngénea, ou seja, o grupo de Poincare. As regras de comutagao
(5-1-3,1,5) deofinindo o grupo rroprie e horogéneo pofenr ser renlizadas
por diversos oonjuﬁtos de 6 rotrizes. Cado ur. desses conjuntos
define umo representaggo do grupo e corresponde ao ¥spin® do campo
sobre o qual as rotrizes atuam. Coro exemplo, considerc-se um campo
vetorial covariante V;véé), e seja a tronsformagas infinitesiral do

»
grupe de Polneoare,

X xP e et x4t (A-1)

Explicitmmente usa=-se essa transformnggo para mostrar que slem das
rr-gtrizesl;- - J; existirdo outros operadores associodss ao grupo de
Poincore. Tem-se

} of (4=2)
V’pu(tﬂ = Pikfk) - € o Ve (%)

Expandindo em serie s lado esguerdo, vom, em 18 ordem,
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VLX) =Y. l) = €, ¥, ~ cF’ <5Y V. /2xP — a Ry, o
Definindo (A-;’,)
ORI ROERI D
ter-se-o '
-3V - 1e SFFJ “ L 8¢ Mﬁf:f ) (A-l1}
()= 2 V’P{( ) p T O L;()+é‘;a,f§5(x)

onde ,

CON

- _7(VJ£_ ’7“!06-;: (A-5)

m ,7~/af° X"”g - ,7ﬁ°’xfa cn@

| (A=T)
Pa =%
. o
~ - - LV oL
Degsa Telagao ve~ss gue os eperaderes (Srfj) w 1 ® ‘Ylh M["}"} ;
o y o . feloey ™ :

6'%!73 ‘sao definidos em dois espages diferentes: (S _f") PR defi
nido no que se pode chamar um "espago internmo®, ou espage do “spin®, o
qual satisfaz as regras (5-1,3,4,5) se se notar que {(5=1=1) pode ser

reescerita como,

ad,
(36 L + & */71)&#- = é{{e'"? $° p

= I.‘a év;a(SFﬂ)d#

qual sejx,
S[Oi] - J (3 (A..g)
L] - etk
enquanto que 5"‘ M1 . J:: PF serie do tipe ﬂ«M[V/OJ , f f}"’g
ou sejas, comutam com os operadores (5[57"-7) y dode que sua

"parte interna® ¢ simplesmente o operadoer 1dentidade f Os operadorﬂs '
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] . . . ' N
[1&71 };sao definidos (ou operam) no espsgo de coordensdas. A présente

demonstracac fol felta para um co-vetor, porem pode~se prover que para

. .
quolquer ebjeto geometrice se tem sempre os mesmos speraderes /"fﬂl P

pare-fm o operador (S[fw:'} variars dependendo 49 objete geome‘trico
escolhido. Im porticular pars um escalar se tera SVPI.
entao

- S:¢(X)'= é [

vp MWPJW")% a B $tx) | (A=10)

As regras de comutagga dos operadores M@?J e ]?r sy que deflinem z

» - L4
algobhra de Lie desses pperadores e

[Mz./,a.]) MI‘;-»»JJ: “7,#”@»2_7}3%?[“#31‘ 7“‘”/‘1‘73‘#17}5”*‘“7[“ ‘;eﬁ-ll)
SO s Al e

[P, PT] = | (A-15)
onde,

PP= ,7/“*? ) (A-14)
axerciclos:

1 Determing‘a expressao de 5'7;v (x) para um tensor 7, (x) . Bssa

expressas ¢ do tipo,

Av

8 T00= &, STPITE T ) + ,}omm"]?‘ (<) +a" 2 Ty ()

de modo que & L7P] e aqul ume motriz (16x16). No caso de 7;,, ser

antissimetrice ela sera (6x6). Se Tiy for siretrico elo sers (10x10).

Todas elas satisfszem as (5-1-3,4,5).

2. Prove que usando as 1dentificogoes anteriores podemss rsescrever as

(5-1~3,04,5) sob a forma covarionte

(A~15)
[6‘(’7’ , S["Pj_z_z -7/°) ,Szwtz"/g 5?4'}-#7{7@ 5[0434-7” 5rﬁ£ 1 .
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Lpol - éf—iffg?x
ov seja.,as S satisfozem regras de comutagao idanticas._ Tsso
permite interpretar a somo {SNFJ)(}A—"F J}:‘ M E7PI _ eore o

momentum sngular tetal do sistems sob consideragao.

-~ T -
3, Demonstre que as regras de comutacae des MBI P7 530 e fato

.88 escritas antes.

-~ = =g X -y .
« Determine 2 expressao ded. e 17U ey o Interprete os
b pressio dedg o) ¢ 5P (o) P

-~
eperadores de "spin®" nesse caso geral,

Apendice B

Note qﬁe para um vetor as matrizes 5@?3 eram (lxdi), para um
tensor sirn_étrica de 28 ordem eram (10x10). Se formalmente fizermos a
ordem da matriz lgusl a 2s5+/ , |
N 25+
cem S5%0,1,2++.y teremos, as rep. teﬁsoriais:
esealar: =1 —» 50 |
lhevetor: r=l} —» 5=1,0 (umo mistura)
h-tenéor simétrico: r=10-> $=2,1,0 (ums mistura)
pars volores &= 1y 35044 teremes os casos spinoriosls :

2z 2

spinor de Van der Waerden: r=2 — 5=} (corresponders ESLZ).
' Fed
Apexdice C

Deve-se ohservar que a (5-4-lj) pode ser escrits, para transfer

ragoes infinitesimais come.
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V)= ¥ ;fr)-*—(sa-;.v)w'q 'V’,(x) - €~ xﬂ.& ¥ )

-~ F |- » ) *
(translagoes no espago tempo mae 520 considercdas, porem sua Introdugas e

evidente, basta acrescentar —-a ﬁﬁ"f’ {x) no 2¢ membra} ov
EDS

F¥He) = S*, ¥ ) - €5 xf ¥
{(ote que L, S=0 ).

~ A
Portante, alem da centribuicae de operader de spin S p ‘teremocs a

- ra
contribuigas do mémentum angular usual atraves de tSr_ma.

(xf3 — x“IF ) ¥ f‘(x)

zfﬂ

® irpertante frisar aqul que esses resultados so se aplicom ao

grupo de Lerentz, ou seja enm relatividade restrita.. Em relatividade geral,
e concelte da..spinar tem que ser refsrmulode de tal forma que s oparador
do spin SAB alem de ser lecalizade (funt;&'a G pontaz, opera indepemden~
terente do opersdor "orbital" M™P . Em ocutras palavras, o espage onde

S 43 (x) otus s um espago interno independents das coordenadas, de forms
gus & spinar e carecterizado pelas duas leis independontes de transforma-
caos

FV e P v = S YT e

¥ s - VAR = - t’f’m v,
com g’r‘p{x) uma fungae arbitraria. Essa 25 lel de transfermagan diz que

’ - - ~
’V-‘A(x_) e um escalar em relacae as transfermagees de ceerdensdas.



- . F )
.- O principal objetivo Jests secoo e desenvolver, o partir
F 4 -
da teorla classica da eletroﬁinﬁmica, alguns conceltos que sera¢

A
usados por correspondéncin na teoria quanties.

Serac estudades o funcio de Jordan~Pauli, as funges de
Green odlantadn e retsrdnda e o paréntase de Polsson para o campo,

gu

-
o qual por correspondencis gern o comutador do teoria quantic

L Ed L
£ol. Intesracss da equocis horosenen dos ondos

F ~ .
0 campo eletrornznetico nos regioes vazlas satisfoz o

equagio homogénea dos ondrs

D A”' = 0 ;

ver*se—ﬁlque o eampo nas raglocs vazlas flea univocamente gspecificado
em todos os pontos do 2spnzo-tompo «&¥tiver /Lé:) e "th;..Ju sobre
todos os pontos d= umo hipersuperffcie tipo-espacgo (temporalmente

anterior),

X%

[

§3ee



—

R

Isto répreserxta o problera dos valores inlelais de Caucﬁy;
e aqul aporece em forma integral (nac como uma relaghc diferenciﬂ
obtida por expansso erﬁ serle de poténéias cormo fol feito anterior -
inente), supondo a existéncia de uma fungao (de Jordan-Paull) eéca -

lar Dfx) definida pelas condig'&es

(¢) OD¢&) =~ 0 (6-1)
(;v) D) = @ se X= tipo espago (6-2)
(cii) / g!-(x),%;,b(x-a,) AT = gla) (6=3)

. H .
agui H & wro hipersuperf‘fcie, tipo espago, contorno de um gundri-
volume gue circunde o evendo g, e nY & o quadrivetor unltirio

normal a H er coda ponto e voltado para fora do Q=volume; em

particular, se Pix)=/ eontio ¢la)= S .

Iniciaimente demonstro-se, o portir de (6-1,2,3), que Dx) B

e fungdo fmpar de x,

D(x) = —Dfx) ; " ' (6-5)
a demonstragao ¢ a seguinte: considers=se no teorema de Gauss
[E T - 0w 2

Vq L d

com a fungoo ‘_Z,_(x) do forra

\Z‘(x)x‘: X’_’)a Dx-x) 73 D(Jr-x':) -.D(z-x”)ﬁ.0(x-x‘)

e considera-se a condigao (1) (D=9 para concluir que

‘?f [D(x‘—;ﬂ)gfj,_ D x-x") *_"D("""‘"%%;.D(x-'x?]m”d"‘t’e o .
(]

Pode-se subdividir o dom{nio dessa integrogao em It hipersuperffcies?,
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LN

em H, e H, as componentes espaciais X. sdo muito grandes,
/%] o0 . 0s:pontos (eventos) x’e x™ sfo supostos na reglao
finita, portanto /X[ e [T sio finitos. Assim sendo, sdbre H,
e Hy os /J?-— X000 @ /R"~?’"}'-—-s- oo -y sendo portanto
malores que (XQ_XO‘) e (x% x°") que sso supostos finltes. Daf os
intervalos x-x' e X-x® serem tipo espago para os x sobre Hp

e Hh' Portanto, considerando (1i}, vem que

/;;, [-'-3("' -x) 8, D(x-x")~ D{x-x") ?,‘,Dpr—xﬂ] PRl JENY, ;

ow H
%
invertendlo o sentide dss normals a H3 { ou seja, apontando-as

para o futuro) obtem-se

/ [D(x-—x) 8 D x-x") = D(x-x") . D(~x ?]m."' AT -
Hy
- / [ D(x-x) 9 D(x-x") ~ Dx-x") %,,D[x»x:)]*n}" 4% 5
Hy

o0 que mostra que eszsas lntegrals, que serao chamodas de T(xy x7)

independem da hipersuperffcie sobre a qual se efetua a 1ntegra¢;50.

Pode~ge entao tomar para H uma hiperéuperffcie'tipo espago

contendo X’ ,



a3

¥ X

nésse enso x-x' @ tipo espoco; portanto D{(x-x"= 0 e daf, usando-
se (iii))
G=6)
I(x, #)= - [ Dfx-x") 2 D(x-x) T - Df-x?y (&7
ax
Hl
Torondo-se agora outra hipersuperffcie tipo aspego contendo

x't vem x-x''*® tipo espago, ‘dof D(x-x“)= @ e entis

Ix, 3= [ Dfx—x) g, De-2) mbdpe Dpx)
Y _

comporando @ste regultodo com a (6=6) conclue=se

D(x'~¥") = - D™ XY |

- o que deronstro que D{x) & fungoo impor.

Sendo D a)-impar, e nulo fora do cone de luz do evento origem,

pode ser eserita
D(X)-“-'" C‘(");(X‘?,\‘ dentro do cone de luz (6=7)

» L .
onde €EX) ¢ a fungao gue assume os valores O fora do cone de luz

do evento origem, ¢ % 1 no Iinterior do cone, respectivamente no

1@#
faturo e n assado. Ve
turo op \\G&t)a-rf_‘_/ |
\\ ./{ : e
X
o ', »

A |
|l



H

Ainda nSo fof visto como Dx) se comporta para X°=0 ;

mais adlante sera visto que ela & singular sobre o cone de luz.

"~ -~ .
Peitas estas considerogoes preliminares sobre a fungao

de Jordan-Poull, voltewse & proposigio inicial.

Tome-se o teorema de Causs para o quadrivetor

B, = w0 Sufint - or ufxP
/ 52 (.u, Sy Pn P~ vwxf‘)d‘ V = j{ (u, /Dt~ rBu/lA)m d‘i't'

com 0s n apontando para forz do quadrivolume.

Supondo que 44 @ A~ decresgam suficlentemente ropido nos
diregﬁes tipo-espago, e pertanto se snulam sObre HZ 8 HQ, obtem=-sa,
orientando para ¢ futuro a normal a hipersuperffcie H3 (tipo espago)

4 fAn s 3 e
fp«mwa,,)dv /‘aw- sk Y T — [ —arat ) m P AT

% Ha
gplica-se essa formula para <+ = D(x*- x) e v=A M

-/[D(x-xj UIA‘,‘,("“)*&(X)) DJD(X_*K’).] ARG
%

=/ ] - x") 2Aux) _ 3D (-x1] v . i
[4 /”-;] D(x-x) FynT 4#(@-39(,—,-] 3 . (6-8)

0 que se pretende com ests £armula ¢ pbter o comportamento
de /‘%,,,(x) en wn especificado ponto  x*, connecidos A;.. *) e
AN sobre uma especificoda hipersuperficie tipo
espago, e sabendo-se que [J4, =0 . Um argumento tisico de que
se dispﬁe ¢ o de que o campd se propaga”com valeocidade finita €,
portanto todas as informagbes que atingem X/ ‘devem previr do

passado relotivo a x%.

0 teoremo de Gauss 'situa x? entre as hipersuperffcies

U, . [
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’._-'-\—_ m‘!& . .

- LY .
Obviamente sorente os pontos 24 By podem afetor o campo em  x

-

{zrugalidede). 4 fIm de evitar contribuicio de T, torma-se
l‘{;—-s—*i-m
Butretonto com isso nto se pode supor que

I3
¥ "
Aﬂu(’x} — (P e ‘&p)u (x }?f —
#y , '#y
3sns condicoes 530 obtides considerando gue © campo 3¢ Propago

P

[ 6]

»
com velocldade finita, partindo (para os atuals proposttos) de Hs
e prosseguindo no diregdo crescente #n coordenads tempo. Portento,
' - » -~ .
para o obgervodor em x° ndo ha informagoo proveniente de Tt oo ’

e pode~ze tomar aquelss qunntidades como nulas.

Bspecificagoo causal do

praobleme de Zouchy

Nésse diagrarmn, todos os pontos x no futuro relstlive o H3
estdo copacitodos a receber informagbes de pontos de Hze Como a
escolha de Hz ¢ arbitraria, quelaquer ponto x de Ry, pode ser
inclulde, pols sempre se pode construlr uma hipersuperffcie tipo
espacgo ﬁo passado de x. Portanto o rroblama de Coucly pode 3ér

proposto parn quolquer ponto de'ﬂh.

Com essos censideracoes, a (6-8) toma a forme, onde se



%

denota F3 por 'II,

[ [P TA) - A ) T0(x-)] £ -
/ |
= :[[D(x-ﬁgx%Ap-(*j"qr{"?g,%pp(x“"j)]'”'w 47,

ende m’* aponta para o futuro.

” 2
Como Dx-x)) € singular para (x- xX)=0 , busca-se avitar

crugar o cone de luz de x, nas integragoes.

Essa situagé'o pode ser obtida pela consideragao de varias

hibersuperffcies auxilliares que permitam um dominio cont{mio para
@ ev

integragao,

A integrol quadrivolume’trica em (6-9) se anulay, e resta
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. s :
apenns a integral de hipersuperficie estendida ogora a todos as

hizersuperficios do dlagroma osnterior. Todas essas integrals sao
bern definidos. Supoe-se s segulr qus todas essas hipersuperffcies
auxiliores tendor 2o cone de luz de x3 daf resulto gua as que estro
simetricomente dispostas com relagao ao cone se cancelam, restondo

apenas

Assim sende, a (4~9) passe a ser, j:—f que 4 = {7
' 4

/ [D(x-x*) 2 a«w - 4, &)5%; D(x-x )] ¥ d“z"
”-} H,
oupoewse agorn que Hy ¢ I, osejom hipersuperfic¢es do tipo espogo,

-

arhitrarismente pequenas, possande por xi entdo (x-x') ¢ do tip

espagc pars todo x'¢€ H,, HZ’ do que results Dx~x)-» ¢ parc
1 .

todo x' g Hys Hay @ portanto

-yt y w o J3ee? L, .
é_p(x )2, 4, () w* & .0

@ COmo, pela (6=3) e (£~5),

[ A )2 Dfxx) BT = - 4, )
J%*Hz "

ver gue

A, &) f [.D(x’-—x)ﬁ 1,60~ 4 (1) 2 zb(x-x)fm. gz (610
awe 2 o relogao buscado: dodos &é{ @ %’”3&(&)/9:’*

6obre umn hipnrsuporflcie tipo espogo toda onterlor o %, pode-52
determinor unlvvcﬁmonte.ﬂ {x) no ponto x, Para 41”3:{1,0 0,0}

reobtem=se o resulte do usual de Couchy pard o reprosentagao

N
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Logrongeona nao covorionte do compo. A fim de definir (6-11}

univocamente fol necessario recorrer 2 existéncia da‘funggo escalar:
D(x) -+ Im termos moteraticarente mols preclsos, D(x) nioe
realmente uma fungao, mas umo distribulcdo; isto pode ser visto da
relagao (6-3): 4&”6&%¢Q/2x” se comporta como umo distribuicao delta

de Dirac JQ%j assoclada nao a um guadrivolume, mas a um hiperrlono.

L -~ A "~
E.ae Integrogan do ecuacap lnomogened dog ondags os funcoes de Green

Consldere~se o equacao, COom f{f§=ﬁﬂa,42f) conhecido,
[J4, (x)= -aﬁ/‘;,(x) ; (6-12)

suas solugoes So0

A = & /E(x-.xf)  fu ) L2y (6-13)

onde D(x) ¢ a fungdo de Green correspondente ao operodor d'Alem-
bertiano,

— ' ¢
Z:?l)(x):a-ca(%) , (6-14)

com & delta de Dirac no espogo-tempo sendo

9 (x) = Ix9) ﬁZk? 3(x%) 3(x%) it ,
portanto o conhecimento das solugoes da (6-14) permitir5 o imedlato

conhecimento das solugoes da (6-123.

A escolha das condicdes inicials determina a escolha da
partlicular solugEo da (6-1li) que sirva para gsse _propﬁsito. Por
generalidade estuda-se a funggo de Green ZT(;) correspondente ao

operador de Klein-Gordon,

(O-m2) B(x) = ~§(0 , m=wmd (6-15)
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esta ¢ a fungio de Green relociomada & equaghc des mésons \
. / g
(=409 = 4 4.t -

No limite em que 2n-»¢ ocorre é‘(X)*E{x) 3 semelhantemente

introduz-se ume generalizagac A(x) da D(x) de Jordan-Paull da

forma

(3 (O-»F)d)=0 | (6-16)

(i) A{(x)= ¢ para x™ ﬁ_ipa espago, € (6-17j

(j333/¢(x’)§§yd(x-x‘) ﬂtp(x’)'d'g?'):: ¢(x) . (6~12)
H

(aqui H e »” sio os deseritos na (6~3) ).

Prova=-gse o segulr que -
- ; . _
Ax)= - z Ap) E(x) (C~19)
inicialmente, considere-se X% ¢ : entdc 6&(x) é constante

(+1ou=~1louf)e setema concordanels entre (1), (3) e (6-19):
(5’," e)&' = —é-’(ﬂ“*’!aXAE)w —é‘-' E(U—m?)d '-j---' o (para xCs# 0).

0 coso em gue x'= O (o evento origem} requer ralor culdado, nesse
ponto &€(x) tem umo descontinuidade finita. Para tol, considere~se

Awd
em pequeno quodri-volume contendo 8sse pontos

Como A(x) se snula para os pontos fora do cone, obtem~se
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p

bim —®)p0 4 = i A1) LY — i Lo div .
oot vt oot s T

psra a ultima integral aplica-se o teorema do valor medio no

edlculo integral,

bon Afx) dV — v/ Z(x“-—»a) dw ~— 0O .-
B

dwwg dwe0

Portanto

" —nZ) A a - A P
(5 ) B60dY =l ([~ [)EA mtd .

Conslderando os sinols de € (x) ndsse ealculo obtem-se wsando a
(6-19)

dom / - [ P& AT - -./ 3 mrdT
A&a ‘{!""” (”z y QXP ki m‘n ?
da (6-18), tomondo-~se ¢(xg= ¢ﬁx)-—= i , vem gque

¢ portanto

o - (ﬂ—ﬁ"lﬂ.a-(x) AV = - 1

B+ O Dpyy

como isso implica a (6-15), fica provado gque a (6=19) ¢

verdadeira,
Da (6-19) se vé que

E(x) — & para x tipo espago.

@scas propriedades dos fungdes A (x) e A(x) se onularenm
fora d&o cone de luz definem o ¢ue se pode chamar de corater da

propagegao do equagio hiperbdlica
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(O-m2) A9 = ~4 4.6

v
e.em particular, para = & , da equogao DA}“-: 7},_/6, .

£.3. Representagio das funcoes Ay o Ao

De acordo com as condiq.ces (6 -16,17,13), ﬂ(x) satisfaz ~=
equagao d1ferencinl hiperbolica de 22 srder
(U--m‘?)d(x)ma
e as duas condicdes inleials (§j) ¢ (jij); essns condigdes poder

ser apresentadas tambem da Torma

A(x‘?.o, R‘)uo para tode X - (5-20)

o
2x %0

.9_4.@1/ = O . pars todo X {(5«21)
X

. ”, - -
que claramente especifica o carater 32 condicoes iniciails {em x% O ).
Para obler o (6-21) tomou=-ge na (6-1% e (m. -/, O)

- : e [ LA i
Expande~se A (x% X) em zeric do poténeias de x°, !

+

AR2¥)~A(0T+ r"%gi): o+ *J;I(M + e

3

pelzz‘ (6_-20),- AfO, ®)=0 . A (6-1$) aa
3, %4 () - (s T2 A(xj

%7809 = (m*+ V)4, ()
¢ portanto

QOZA{X)L:-

WA, = (s V) 5%
Substituinde na expansao obtem-se

A(x T) = x°5(2) + 53(4“34 I orz) + o (6-22)
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que ¢ uma das formas de representar A (x). Desta. férmula, e da
propriedade de que J&(X) e par pela tramsformagao Xie— x* ,
ve-se que 4 (x) é 1rn'par, pols apenas poténcias {mpares de x°

comparecem,
Af-x)=-Ax) .
Bsta propriedade e analoga a da D(x).

Qutras representagoes explfcitas-da A (x) podem ser

encontradag no tfabdalho de Schwinger (5), por exemplo,

Alx)= - E%* é(x_)[ 3(x%) + g_ta !ﬁ”ﬁ\/gl ] ., (6-23)

Devido a relagao

J@ _ 152 ias)?
o e %o £/ (v )i

pbtem=-z@ pars X préximos do cone de luz (pequenos xZ)

O() = ~ 5= e(x)[ 5(x2) + -"-;fe(xe)] ,

isso indica que alem da singularidade delia ha ainda uma

descontinuldade £inlta sdbre o cone de luz.

Usando Zm—éﬂ/&" node~se escrever diretamente a

representagao da A (x) ,
A(x)= 2.{7;_[5(;@2) + =f g(xa)!r.m@?f_)- : (6-21)

2 .
onde O(x3)= [E(-‘Q] satisfaz O(x3=+{ (x tipo tempo)

= 0 (x tipo espago) .



Torando o lirite mm-— @ obhiomese | ‘§
B)e 1 552 |
DYx) = - 5‘}_ €0 (x?)
20 sRjia,

f’ A} - 2 4
ﬁﬂ&{xj____*_ d]r(x x)-]‘)r (x)d% ,

»
nue ora o Jormula bugeadan,

LA

8a contribuiedo. Arbos aprdésentom singuloridades
[ d gy
hipersuperficie 3o cone. Por cutro ladq,_quj @ E)(&j se onular

o
- “~ Iy
dentro e fora do cone de luz, ¢ san singulores sobre a hipersuperficie.

——

. » ~ » N Ld j - -
A interpretagoe fisico desses resultados ezl e A estao
- ~
associados a propogngao de campos com velseidade inferior a e,
‘i - N
enguanto D e D indicam propogogoo sobre hipersuperffcie nula: D se

-~ — "~
assocla aos campds de radingao 4 e D a radiagao que Interage com as

fontes,

A teorin de Maxwell da eletrodinamica ¢ coracterizada pela
tnvariincia perante dois diferentes grupos: o grupo relativistico de
Poineare ¢ o grupo de Gouge. O primeliro e um grupo de Lie de 18 espécie,
i.é., depemde de um conjunto de pnrametros; o outro ¢ um grupo de Lie
de 28 espéeie, dependendo de umo fungdo. Fol visto ma segio 4 que

. . " e
wra teorls que apresente invariancia perante aste ultimo tipo de
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grupos contera viﬁculag'ées na sua versao Hamiltoniana. Espera-ss
portanto que a formulagao Hamiltonlana da elétrodinﬁmica seja
semelhante a. uma tooria Hamiltoniana parametrizada, o que-realmente
oenrra. O papel da vineulagao, bem como do procedimento para olimina~

la, serao tratados aqui.

»

& densidade de Lagrangesna e
_ ot »Y o . : (
= T.’-;"WF-‘ /A/“-EL'f4L3- o (6-27)

{
A lagrangeana livre L; ¢ invariante perante as transformagoes de

gauge dos potencias.s, .

A (x) — A s X
) > AL ) = Au(m) + 20D
com 2 ﬁmgao A (A') restringida apenas poi'
A integral de Agao & tombem gauge~invariante, mesmo com ©

térmo correspondente a inferagaoy pois como

S=fLdk o g - [{Adk

e sabendo-se que Ss, ¢ invariante perante transformacoes de Bauge,

o mesmo ocorrendo com ’"" ( que nio depende de 4 }, vé-se que

f/m d% ﬁm A + ﬁ%.@.{l.dx
=5, + AP(/J“A)J‘ /A%ﬁd‘x .

ou seja, (note-se que 74/ M= O ), a nova lntegral cle; Aﬂ;ﬁ#
difere da mnterior pela adlgac de uma quadfidivergénelis Q(A;H/axh

3 Iagrongeana, mantendo-se S invarlante.



Desdobrando -3¢ a (6-27) obtem-se ™
(VR - (D) pp A ‘
05 momenta candnicos sho
Fox OL/A = A+ Vg o - F (6-29)
=/ = 0 . . (6-30)
Chama=-ze vinculagao primarin a relogio M= O ; cla se deve a

-

—
gauge-invnrinncis de L.g . TFols enguanto que com A se pode formar

-~y L]
a expressac gauge—invariante nao nula .-E:A -rVqS y O TESMO nao

. F 3 > .
2corre com 9; » Pols comw ele a unica expressao gouge~invarionte que
» Ja L. = > : » : ~ -
se pode forrmar & ’4)#&?5-{— V-A s 2 qual e nula (condican de. Lorentz).

Com efeito,
A6 = A 00+ DN (0) < 4, (0

k .
izzdica o gouge~invarlincia de A 1A« Coro nao ha QAPressa0 gauge-
» +
invarionte nao-nula contendo @ , ocorre que Lf s Que e gaure -

invarisnte, nas pode conter ¢5 s daf T~ ser nulo.

A Homiltoniona e
H= [d H
com
i = } - e, D e - '

~ » L4 »
Pode-se verificar que a vineculogao primaria (=0 naoc ¢ a unics

vinculagao da teorin; pera isso, exomine-se

- - & 4 v _t —" iy
T(x)w/d;[?f(%f) MG - TE vp
. @ note~ge que cla é nula, pois pelas equacoes de NMaxwell

“ag*ﬁf’:o }




entio a vineulacho primaria =0 .6 mantida ao longo do tempo,.

ocasionando a charada vinculagao secundéria

- g - : :

V-ﬁ"‘f"f’.wo .« (6-31)
sstas duas sio as unicas vinculagoes da tecrla.

Tante a prim’ria Como & secundaria ocoTTem em todos os ingtantes
e om todos os pontos do tri-espago, pels nao fazem mean:'z'a &
qualquer particular evento X.

Considere-se ogora =0 3 entac
H= L 5% L(FE)]+¢TF
nao & gauge invariante, devido 3 pregsenca de E; antretanto reduz~se
3 asusl densidade de energls (2557/2 gauge-invariante sobre
a hipersuperficie de vinculagao
Vfofx) =,

4 densidade de Hamiltonlana H nao especifica como varia # no
tempo, pois nao contém o correspondente mementum candnico T 5 cowo
ccmsequ;ncia, # nao & uma voriavel dinamica. Isso ja era de se egperar,

nols ¥ sempre @ especiﬁcado a menos de uma fungao 8A/eL .

For gutro lado, a Hamiltoniana mac determina um tipo direto de
problems de Cauchy. A existoncia da vineulagao secundaria fiz conm
que o problems dos valores iniciats Tique condicionado 2 uma relagao
entrs as varlavels dinamicas; além do mals, E nao & fungao apenas.
de varigyets gouge-invariontes, mas tamben de § . Isto implice em mma
diversidade da'solugﬁas so problema do valor iniclal. Estas
dificuldades podem ger removidas com uma escolhs adequada de

- e e . s :
representagao de p @ de A, e coOm 2 escolha de uma condigao de gauge.

4 vinculagao secundaria pode ser eliminada fazendo-se a

decomposigao crtogonal
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FPO= A+ P

3/_‘)7?0

VX};L == 0

~ »~
A vineulagao secundaria
f\‘r) o) g ~
! a
sobre apenas faL

V—E’. g reduz-se a uma condicao
-~

sobre

’ f?.,.

VE_.-—.—Q .

3

FJ
¢como glemr disso

;'ei'.:o.

— e
A deve saotisfozer Vy P y VERm que

» el — »
[ cnver notar que se F;E-O vem V'PL" f:; ¢ dado
o

r Fl

unieamanate por P . -.-V( e)lo amde P 2 ¢ .o opa2rader integrol de
» ' .
1 se deduz cue /:L_ nao ¢ umo variavel zelecionavel paro

svantizagoo, ela se onula no zons de onda, om seja, na zona da

ra-:'fia_gaoj

A densidnde de Hamiltoniona topa entao uma forrma dependente
”
unicomente das voriaveis tronsversais,

HegFr s S ()

Stulomb; do

ke

— .
ety
as vo riﬂveis dindmicas nessa repreqentagao 320 apenas /47 e /:Jr .
Os correspondentes parenteses de Polsson sao

[f.;'mi’))g.rt,;?l; T (7F) = 357
[FED PED] = [J@g(t?); A (e70]= 0

onde cI,_TJ- (% ‘7/\ e wro distribuigao com todas as propriedades da
delta de Diroc, com as propriedades

adicionais de ter nulas suas
tri-dhergene*qv

R I -0

Cs

- -~
m-*p 5 el etr*co e ragnetico 500 entao



E&'—-‘-z"g_
Ha Ok = VxA,

o

E-H <0, E«z , H<wA .

- .
A situagao .'4!.“" ¢ & conseguida por ume transformagao de
gauge: suponha-se A4 (x)+ 0 ¢ efetue-se

-y — } . o

A )= A ()= Alx) - VAR

pcorTen

I <A e A=Z-VA

- -} ) - .
entao pode~-se obter AL= O , bastande escolher uma fungao /‘(X)
que satisfaga VA= Z:_ 5

»

Com f:} 0 e 4 ¢ fica especificade © sistema, e a

uantizagao pode entao ge processar por correspondencia.

r
antase de g £

Tin-se que dadas as varlaveis canomicas A ), F(z) ’

pode~gse formar os neomatadores classicos™ para tempos iguais,” o que

foi feito nas (6~32,33,3U).

Se for usada uma representagao paramgtrica para a Lagrangeana
come a da se¢ao l,pode-se escrever @ssas "relag'ées de comutgéé'c"
envolvendo quadrivetores 77’?&) ’ Av{x’) s elas se refeririam a
intervalos{x-x® arbitr:;rios, pols sao caleuladas pafa um valeor fixadb
apenas &o_-parﬁmetrd. Entretanto a 1ntrbduq§o de uma représentaq'a'o
paramétrica rara o campo & de ur corto modo uma cmnplicaggo desnecessé
riﬁ, poils superpoe a vinculagdo j:ef exlstente, uma nova vinculagao,

a Qaramt;trica"



» ' ' » o o N
% pessivel obter diretsmente um "ecorutoder classieo™ pare imlervaies
- ” .
(x=z') aroitrﬂrios sem ﬂpelnr rara o representocoe porareirica.
\,onsi_‘er:a- e /4 (x°, x) e A,(x"’) X’

& infinitesirnl 3 om p ireira ordem tem-se

(¢

o X% x% € , com

A(x"’ ) = (x" i") éA{x )

-~

Definindo-se entde a operngao

/"4*' OF ’j‘f*ﬂ = ﬂ-&}; Ij(x?'i’l-)].+ 6[44&.@) ,Af(xﬁ
X% x% ¢

xloa_ x?

ohter=se
é[A{x) W[4 02 %), x,(xa]:’ ;

-
se nno se c:msicicrn o winculocao (efetuendc~ge todos os calculos

-t -
a0 hipersuperficie dn vineulsgoo, por exerplel, obteme-se

[463 %), = 4 [E[A (57, pixs)picg]] -

P09, 06 B = & 8GE-7)
'['4"(") (")]N ﬁ: GC’:}' S(X-3)

Fortante os Ag (x) nao Yeorutom® em gernl com 08 «‘3, (x‘) em outra
” - ~
nipersuperficie de tempo constante. Iorn BERArocoes finitas, il.2.,
-~ L FY
topando todos os termss ma oxpansio er serie de potencios de (W x9)

rrove-se cue {(ver o 6-g2)
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[A409 5 4 (x: ,1] y D(xx)
onde D(’x) e‘ a distribuigé'u de Jordan-Paull .

r
Se se efetuar o mesmo ¢calculo pars

[;o(x) fl{x’)] e para 09‘:@-) (x’)] se obtem "relagoes de
comutagao® pars E(x) com E(x') e de g{x) com H(x) ; neste
ultimo caso toma~ge [f,‘(x), 94,@_(x)/9x‘¢’] . As "relacoes de

eomtbagé'c” obtidas valem para {(x'-x) arbitrarios.
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