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INTRODUCAO

Estas notas reproduzem um curso oferecldo, por um de nos
(J. Leite Lopes), aos estudantes de pés-graduaggo no Centro Bra
sileiro de Pesquisas Fi{sicas. 0 seu objetivo e desenvolver a
fundamentagio teorica da técnica de calcule apregsentada em mo-
nografia anterior (J. Leite Lopes, Introdquo a Eletrodinamica
Quantica, Monografias de Fisica V, C. B. P. F., 1960),

0 leitor lucrara com a consulta as multas obras sobre o
assunto, entre as quais citamos:

SCHWEBER, BETHE, DE HOFFMANN, Mesons and Fields, I (Row-Peterson);

JAUCH e ROHRLICH, The Theory of Photons and Electrons (Addison-
Wesley);

AKHIEZER and BERESTETSKY, Quantum Electrodynamics, I and II {(State
Technico-Theoretical Literature Press, Moscow);

KALLEN, Quantenelektrodynamik, in Handbuck der Physik, vol. V, part
1 (Springer-Verlag);

THIRRING, Principles of Quantum Electrodynamics (Academic Press);
HENLEY and THIRRING, Elementary Quantum Field Theory (Mc Graw-Hil);
MANDL, Introduction to Quantum Field Theory (interscience);

BOGOLIUBOV and SHIRKOV, Introduction to the Theory of Quantized
Fields (Interscience);

FOIDY, FOWLER,GUNN, BRUECKNER e BOHM, Quantum Theory III, edited
by D. B. Bates (Academic Press).
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I - IEQRTA CLASSICA DOS CAMPOS
LIEORIA CLASSTCA DOS CAMPOS

1. gla-mom

£

As equagoes classicas dos campos sao obtidas de um- principio N
variacional. Define-se ums densidade de lagrangeana L = Jf(#,'Jégﬁ%)
' M

em fungao das varlavels do campo $(x) e de suas derivadas primei-

ras, de tal modo que a variaggb da integral de'agﬁs:

I= J;f@o, 58_}: atx (1.1)

em relagao a ¢, dé¢ lugar as equagoes do eampo.

Pestula-se que I atinja um extremum para toda variagao arbi

traria §¢ de ¢ que se anule nos limiteQ de integragao, isto ot

§O(X; ty) = 8¢(T, t,) = 0, | (1.2)
onde t; e t, sao os limites de tempo da integragaoc sobre L em I.
| L deve ser invariante em relacao ao grupo das transformagoes
de Lorentz inhomogeneas e proprias0 Se escolhermos L escalar (pg
deria ser pseudoescalar, em relagao as transformagoes que ineluem

reflexao espaclal), I_seré um pseudoescalar (escalar) pois a*x ¢

pseudoescalar.

Variando (1.1) temosg:

£ L 1 |
8I = Sb(x) + 59 a*x , (1.3)
L A LT |
2 axt

onde 2 € o volume quadridimensional de integracac; delimitado por



(A '
uma_superficie Z:de normal nF(xJ (em cada ponte dirigida paura fo-

ra).

Integragao por partes da:

28 2 [ . 3L
T = i o 4 ) s l.
§ iy o9 ate s | 0, (oIS . (L)

Q _aﬂ‘ dxt

Admitiremos que (X} se anule a grandes distanclas espaclals

(fora do cone de luz de origem).

t4 -

I By Eé
a

4

Y

<

Assim a contribuigio da superffcie pontilhada a integral gobre Z
e zero. Como, por hipétese, &b = O nas duas superficies E& e ZZ’

entao
3I = 0 (1.5)
exige:
d oL .
-?-‘-e:=--; -—a-—-=0, (1.6)
ob ox a__jL
- - 3x !
que sao as gguagoes do o P. .

Se a L adlcionarmos uma divergénciaa



3.,

, AFH($) - |
L' =L+ e €1.7)
axt "
' oF"
L' ¢ L dao lugar as mesmas. equacoes de movimento porque | —— &°x

pode ser reduziday pelo teoremsa de Gauss, g uma Integral sobre X

e sua variaggo se anula, Havex'cegé'o_;-se F"c,onteﬁn-;derivadas; ségﬁn."- ;

das de 9.

Definimos o momento canonicamente conjugado a ¢ por:

w(x) = 2% (1:3)

onde 43 = % B‘b
ot

A densidade de hamiltoniana & definida por:

= 1d-L(&, m (1.9)
e a hamiltoniana total por:
H = J“Iéd3 . (1.10)
As equagoes do campo sob a forma de equagoes canonicas sao:
SHE
dmrl{x) -
. 5H ) (llll)
TS o=y
&¢

onde a derivadg funcional de-

¢ dada p‘br:

§F 3
—;EE_: -...a_.. -2_. (1.12}
8 0b oy x 2%

e



0 tonsor energla-momentum é:

¢ L
T* = 5—— I-,egr"’ (1.13)
x
2 aax"
e e tal que, na ausencia de 1nteraqoes:
am™
— = 0 y (1014)
ax”
pols:
dT_*"’ 2 23 acb > af daf
J 3¢ ax¥ ox ax ai dx
dx aax, H By o
oL 2%4 % 2 3.88<P a.e 2
Sy = U
ox¥ ax
pelas equagoes do campo.
Quando I depende explicitamente de x)
art* AL \
T o mem—, (ltlS)
ax” OXp
0 tensor T"” ¢ tal que:
H =Ir°° adx

como resulta das definigoes de H e de T,

De (1.14) resultas

(1.16)

3
“JT"°d3x+: J—T*’kd3x~0.

k=1



Ss ¢ — © nt Infinite, f;}k :"‘F.:aﬁxug,:f--:’*-"
_ s s

ds,—~» 0 quando

8 —» o0. Assim:

— | ™ a3k =0 . (1.17)

Para p= O tem-se a lei de conservacao da energia g% = 0.
Para p= 1, 25, 3 tem=se a lel de conservaqi'o 4o momentnum do campo,

def.fnido por:

Pk=jrk°d3x=Ji'§gfd3x=Jw'ztd3x. (1.28)
- ob Ax a~

L sendo um escalar, T < nm tensor de 22 ordem e P/ = f pHo d3x

e um quadrivetor, o gnadrivetor energia-momentum.

Como TZ° & a densidade de momentum do campo, a definigao de

momento angular e imediata:

B T ¥k Tho et Txo (1.19)
e 0 momento angular total e:
My = f Meyo 40X o O (1.20)
Este constitul a parte puramente espaclal do tensor |
Mﬂv=fd3x (X o= X, 'r}m) - (1.21)
em . =x, T -Xx. T provem de

nvo 1 Tvo ¥ “po

m}wp =xFTyP -x, 1'»9 . (1_.22)

Devemos ter:

—— m -
VP
axp

0, | (1.23)
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pois daf obtemos por integragao:

a J‘ d
- m d3x+z J—m x =0
Yo k vk ’
dx,. doxy #
que conduz a
d 3
o miwodx=0 (1.24)
ou d
E;HF_”=0 } | (1025)

conservagao do momento angular,

Masy fazendo o caleulo obtem-se:

Pe)
—E- n x T, =x T )=7 =T

v, 1P “5n Tl T Tap T T T (1.26)

logo por (1.23) a conservagao do momento angular exige que T,y S&

Ja simetrico.

2. C esonico egeal eutTo

A equagho déste campo e:

Ap ~-——-pPd=0 (2.1)

F » o~
onde M= %? e me a massa dos mesons, ¢ e uma fungao escalar e re

al.
A equagac se escreve ainda:

D47+’.12¢=0 (202)
onde



1 22

T e -—--A,

o2 3l

A densidade de lagrangeana correspondente e:

/ 2¢ 3P
L=lijzgz w2 303
2\;‘ ¥ : axp, Bxp) '

= ,_] - T— AS———

-d BXF ax”

iz 2 a“’)

A equagao do campo e:

logo axh
e como:
vem, como queriamos, a equagao de campo,

o + p2<$ =0 .

Para obter a hamiltoniana,;ohaerve,que:

] _ _ 2 )
a6=-1-,112¢2 --l-(ii) + (v4>)"-]
2 dZ ot

(2.3)

(1.6)

(2.4)

(2.5)

(2.2)

(2.3)



e
W = = S e (’D 3 - (204)
¥ 2
logo, por (1.9):
1 1 1 l"
= r¢ - -f-cn' + - 2492 -c21r2+-(V1?)2,
2 2 2
donde: _ _ :
1 . ' .
ﬁ:z (caﬂz + (v+)2 + }!2432) . . (2-5)

Observe que e positiva-definida, como queremos que seja,

e que O tensor momentum-energla e simetrico e esta dado por:

2% 31 WQ'Z‘*’Z A

dxy ox, 2 %y aH

SR I (2.6)

3. Campeo omplexo

» » *
A variavel do campo e o par $(x), ¢ (x). Podem-se introdu-

zir duas variavels reais ¢(l)(x), ¢(2)(x) da seguinte maneira:
1
Al FXGD (2)
$(x) -..-/EED (x)+ 1 (x)] (3.1)

e a teoria pode ser felta em termos de ¢, ¢ om de'¢(1) #JZ). Se

usarmos o primeiro par, devemos variar £| $, ‘1’ ﬁ ai em re-

1a?ao a$ed , independentemente. Se usarmos.f (#ﬁl) ¢(2)
1) a¢f2 w (1) | g(2)

’ , devemos varlar em relagao a $'~’ e ¢ inde-
axH dxt

pendentemente.

A Lagrangeana do campo et



* .
L= (p ¢¢_ax".-_w,_ 3
qneldi lugar ai
y;.._a_— 3—@-—-:0’. (3.3)
b af ,2
| ax¥
. - a‘! =0
3t ot a2
axH

1sto o
o+ e =0,

08+ p2 %= 0 . (3.4)
Para 0s momentos canonicamente conjugados a P e #f obtem-
set iy '
*®
T - -—-. - ?
¢
« b .
== =¢ (3.5)
by ‘
pe (3.2) e (3.5) vem:
16==ﬂ¢;+ 'rr"|l éf -.£ =
I AT o X (3.6)

Um vetor corrente 3! aue o conservado, 1sto ¢, que obede-

ce a equagao: "
Y

-——-:0, ‘(;’,7)

’ a:vc}l
e definido por: _
¢$1)

(2)
d
PR FReS CAMMMNEY 3w

HHHMH;"_‘“““-EE;_ﬁ_k axt' 3x |
DR A
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ou : | '
3L €
J'u = - le ¢ - * ‘1:*' . (3.9)
YL I L |
axk xH

Veremos mals tarde a conexao de j"‘ com a transformagao de

calibre (gauge) de 12 especis.

4. Campo de¢ DPirac

Uma Lagrangeana para o campo de Dirac 6 +

ES
N 1

_ 1 2% -
'P(-if'"n)'P--z' (1 -—?')-" +n¥)IY

[
=

3y
2 L axp+n¢2(1 F7+n Ny (4.1)

Vamos fazer h = 1, ¢ = 1 daqul por dilante; obtemos de (4.l),

variando em relagao a 9':

1 1
‘?'Eg: - (= iv"‘ Il)q' -"mfl‘, (4-2)
oy 2 2
3L 1
s S - - ifrp q’ 3 . (4-3)
3"P 2
ax"
a.(,’ 1
2 2L . Ziyv. (4.4)
axt 5 Y 2
axH
De modo que:
ot _ 9 a"e_=o  (4.5)
¥ axH a_gi : .



conduz a:
. (-.1.‘7 + m)'P =0 s
por (4.2) e (4.4).

De (4.1) variando em rela¢do a ¥:

Y4 1 3y _ 1 .
— = e= [ = P e =P
W TR TR
al 1 "
— ==t Gy
aﬂ > y ’
AaxH
1 _
2 2L I, o
Ml 3¢ 2 -
ax¥
logo a equagao de movimento
3l 3 ad o
0% axt oy
da lugar a: oxk
1 _?E ry"'.;. D = 0 .
axH n¥ =90
por (4.7) e (4.9).
De ) :
oL . Od
it = 1e -9 —=
a_a..i a-a?l
M M
e de (4.3) e (4.8) resulta:
jp e 5#" ¥y

que satisfaz é

11

(4.6)

(4.7)
(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4,11)

(4.12)

(4.13)



3"
— (4.14)
axt
Daf decorre:
o) —
""3J‘1P7°1Pd3x=0 ’ (4.15)
ox \

conservacao da carga.

Nao podemos passar a Hamiltoniana por meio dos momentos 7w

porque estes dependem de ¥ e .

Devemos usar o tensor energlia-momentum, THY .

e dL afk+at'p 3L

= - Lot , - (4.16)
32% ox* ax* 2% * |
¥
axY 3x
De (4.3), (4.8) e (4.16) obtemos:
i Sad ---;- Etr"a—w JO¥ vy (4.17)

ax}, 'ax,l
porque L = O, T’w pode ser simetrizado.

0 quadri-momentum P! e entao:

P"":JTPOd3 -_—i‘rdaxi?oﬂ_ﬂ’ro]p
: 2 dxy Ay
=1fd3x §2° 2 ), (4.18)
ax,.

Daf:
H=P°=IT°°d3x=

j 3x F(o17.Tom)¥ =

= J 3x V(12 T+ pr) Y . (4.19)



4 W ’
onde

- - A .
Como

A = (4, :)s FOszkstL 2 )

tem-se

1l =
£=E<EZ-1&?—).

campo livre:

aF
— = 3
ax”
ou, en termos de potencisis:
j
X oA
oat - - o, Y= —
Ax axH

Escolhe-se o calibre de Lorentz X = 0, o que da

oat =0,

Contudo, com esta Ly v , assoclado a Ao’ anula-se.
evitar esta dificuldade, Fermi usou a seguinte L:

1l 1-
L <P T Zx .

As equagoes do campo sao entao:

13

(5.1)

Variagao em relagao- a A!' da as equagoes de Maxwell para o

(58.2)

(5.3)

(5.4)

Para

(5.5)
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- | = |- == (5.6)
| ax*\ax’ axt | ax” ' |
ou v
OA" =0. (5.7)
Para obter as equagoes de Maxwell impomos: X(x, t) = O pa-

Ta qualque'r ‘t. Basta 1impor, entretanto:

X= o, -3-&=0, para t = 0 . (5.8)
2t

Pois, desenvolvendo X em torno de t = O:

RALTER (-@-) + 12 2 Foaee o (5.9)
_ dgt/t=0 2 ar_t‘?' £=0

Pelas condi¢oes iniclais (5.8)s

1
%= - tz E@ * ses »
2 \#t?/ t=0
Mag:
Dx =0 3
logo: 2
Jd
_x-_= CZAW_,
at®
3,
d -}
343 at

----------------

que se anulam para t = 0.

X (%, t) =0 -para qualquer t.

Agora:



.Y o, N\ Zaat 4y \ 1,2
A\ox”  oxtjhex, ax, ) 2

| | EF T o

1 1 Py 1 L 1
S w=-_A ;AP’” = -— AF——- .--H.‘Av ______xZ

2 M 2 dxy ax¥ | 2- o 2
, | (5.10)

que e: 1

08 =2 - -2' AF’P A,”p 3 (5.’11)

quando se despreza a divergénela e se considera Y= 0,

Daf:
8l i
T = o = o j (5.12)
24 Ha® :
e | Ky0
2 1 2 # ok e
%-:__-_ -l w, == Z AP AU (3.13)
2 * 2 =1 -

que corresponde a superposigio de 4 campos escalares dé massa zero.
Mas fl nao o positiva definida. A condigao suplementar sera usa-

da mais tarde para tornar Y positiva definida.

6. Interacdes

6a) Interacdeg locals e nao locais
A Lagrangeana que descreve a interagao entre diferentes cap

Pos consiste na soma da Lagrangeans dos campos livres e da Lagran-

geana de interacao,

Lot = L1tyre * Ligs 1
dant deve ser entao relat@viqticamente invariante (como‘tlivre)'
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1)

11)

Podemos distinguir dois tipos de interagoes:

Localg: constitufdos de produtos de grandezas formadas com um
campo num ponto x (espago-tempo) por aquelas formadas com o Of
tro campo no mesmo ponto, de modo que seja Invariante em rela-

gao ao grupo de Lorentz:
densidade: A(x) B(x);

total: ‘[ A(x) B(x) a%x ;

HEO locais: sao da forma:
A(x) B(z')
ou seja, as grandezas formadas pelos diferentes campos nao atu
am no mesmo ponto, de modo que a 1ntera¢50 total exige uma fup
gao F(x= x') tal que se tenha:
J A(x) B{x") P(e=x") ax a¥x
relativisticamente invariante.

A magnitude da interagao ¢ medida por um fator multiplicati
vo chamado constante de acoplamento. Se o acoplamento for di-
reto (nao aparecem derlvadas na 1nteraq§o) denotaremos por G

esta constante e por F caso o ‘acoplamento contenha derivadas.
Exemplos de interagoes locais sao:

i) Campo escalar ¢ com campo espinorial ¥:

e Vyd (6.1)
F_ ad :
- p— , _ (6.2)
M axt



a7

11) Campo pseudvescalari ¢ cohé.bs-piﬂqn,i;l:'
A

¢ 7 % ¥ ¢ (4.3)
° P a¢
g ¥y 5‘;; (6.4)

111) Campo vetorial 47}‘ com- espinorial:

Gﬁwwﬂ : (6.5)
. |
P_ . Fo_ Y M
- "};v tpp‘w T — (q}fln ..fr”a;) T— e — a ' (6.8)
H 24H ox, 3x,

Estas,. tbda'é__', sEo-—frela'tivisticamente_ invariantes ¢ invari-

antes em relagac a reflexso espacial..

Se relaxarmos esta ultima invariancia podemos escrever pa-

ra a interagao de ¥ com campo escalar $:
s$w¢+s'$'?5w4> (6.7)
e do mesmo modo para as. oﬁtras. |

6b)

A densidade de Lagrangeana totsl o:

oe =£¢ +a£4> +_a€1nt ’ (6-9)
onde:
1 1
0€¢,=-- (-1?+m)‘l’-—< 7"+m¢)¢
2 Pad anH |
1 34 3
- g __r _°r .
T2 (cmb ax,, axﬂ) ! (6.9)



"einf = —.G'G?I-1#+-i

isto @ ’ th e .,84, 380 as Lagrangeanas para os campos livres espl-

norial e mesénico e "eint é 0 térmo que da a Interacao.

Variagao de (6.8) em relagao a ¥ das

1 . .
—zeon¥-g ["¢¢+-2-1,v¢, (6.10)

obtemos entao:

2 3 of
-ﬁ--—_ —— = (1¥-n)¥-6 [ 9 =0
0% axF Ja¥

(- i v + m)q’ = = G Fq’q’ ;] (6.11)
que € a equagao de campo para ¥.

Varlagao em relagao a ¥ da:

3 - - 1 3%
—'§=-n_lﬁ-G¢r¢-—i-—-7"s (6.12)
¥y 2 axf
Al 1 _
"""_""'""'."izp"}”"’
¥ 2
ax*
logo
& 23 L 0% .y =
- —— .=y T T = 0
0¥  axM a2¥ axh "¢ ’
7
4
oa 3y
1—?”+m$=-G$r¢’ (6.13)
M .



19
que ¢ a equagao para ¥.

Finalmente, variacao em relagao.d $.da:

ol . 2 - |
— . <Gy [TW ~“{6+14)
b Ao Fw, .
2 3%
. 2 22 ot
. axH
entao , _
d 2 | ad | -
g_ . ‘ezd -F'2¢-thrtp =0,
ab  axt b ! oxy
.y ax’l o e
ou
3 af -
— — -yt =6 ¥ [y,
. axt Fxy
isto e: _
o+ ply | =-65T%, (6.15)

equagao de campo para $.
790 gefine a hamiltoniana, dando lugar a:
H=Hy + Hpy o | (6.16)
onde:
Hy. =G [ E [y $a’x (6.17)

corresponde a energla de interagao.

-~ ”»
6¢) Interacao com o campo elgtromagne§lco
Para descrever & interaqio de um campo carregado com O can

po eletromagnetico devemos substituir, onde aparecer,

a a
p, por p, *+ eAy ou — por — + ied (6.18)
K s K ax! axH K '
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Assim no caso de um campo espinorial em interagao com Ay

a densidade Bhgrangéana e:

194 a0 1
f:--————;-— —-—+1ea,, Y+ ImByp| +
2 ax, ax 21

1 -
& —— 9—?' - iGA}l Q") ')'FQ'- 13¢’¢] (6.19)
21 \an#

As varlagoes em relagao a Ays ¥ e ¥ dao respectivamente:
| GA" S - EQ’FZP’
(19-e k) -m¥=0, (6.20)

1JL-+3A )E?F+ma=
dxh a

A Lagrangeana (6.19) & invariante em relagao as transforma-
goes? -
VY— q,eieA’

¥ — Felen (6.21)
: N aA
A’;' o axl' *

No cago de um campo escalar em interagao com o campo eletrg

magnético temos:



2l

entao, variando em relagao a A", obtemos:

m’g =’JF! (6'23)
onde: *

I = ~te [(%:—P - 1ea,.¢") $ -

-$ (-—- + ied q;):l (6.24)
Vemos que:

£ 1t = 1‘(‘::, ¢ - ‘i’* é%;) a¥+ (6.25)
] + 82 A, A’“¢ ¢

e que (6.22) ¢ invariante em relacao as transformagoes:

b —r b °.‘Let\’

o o oieA © (6.26)
oA

A— A, -— ,

# F 7

(6.21) e (6.26) constituem as transformacoes de calibre

(vgauge") de 22 especie e formam um grupo.



II -~ TEORTA QU@'TICA DOS CAMPOS

1. Introducac

la. YVegores de estado. operadores e transformacdes unitdrias

Na mecanica quantica, um sistema e deserito por um yetor de
astado que representaremos por ¢ ou pelo af{mbolo "bra"|> . A ele
esta associado um dual ¢*= £|("ket"). Um operador « que atue S0~

bre ¥ a esquerda, tera seu hermitiano conjugado atuando a direita
+
de Eﬁ g

Un observavel & um ‘operador linear e hermitiano: o =a, Um

suto-estado ou auto-vetor de um operador « e representado por

§,= 1o, (1.1)
onde: |
m‘}fuﬁ o' Po!
on |
ala'd =o' ja'> (1.2)

Os aunto-vetores sao ortonormais:

efa">= (¥, g,) = 8oy ) (1.3)
e formam um sistema completo:
S lar> e =1, "(1.4)
d_l .

Isto quer dizer que posso desenvolver um |> em serie de



let'>. Pots

al.
onde:
L' > = ¢,

ja que por (1.4):
1> =22 |a'> <>,
al

Na outra notagao:
¥=3" ¢ c,
.do [-°%
onde:
Cul. = (‘L’d,'&) ]

va) =22 ¢ (") h"’. (A") ¢(a%) aav ,
o' a o

Jé que:

STl (A YAn) = 5(a' - AY) .
T R - o

(1.8)

(1.6)

(1.7)

(‘]!“,, ¥) =<«|> ¢ a componente de |> na diregao de |o'>. A pro-

babilidade de encontrar-se o auto~valor o' numa medida et
<ot > ]2,
A fungao de Schrodinger de uma part{cula e:

g(x) = <{x|>.

Temos entao:

Lx|>= I(-.x|p><p|5 dp

pois I|p> <pldp =1 e podemos escolher
. 4
: eh = -
VE Y

(x|p>=

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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1b. Transformagoesg U i
Uma transformagao U & uhitgrila se
utn = w =1
ou
1 =u (1.11)
Se consliderarmos’ agora que:.

1

X=uan (1.12)

poderencs anotar as propriedades seguintes:
i) Os anto-valores de & . sac os mesmos de .
o> = a'la'> ,
u&u‘_"__l_ul:fa'> = wrufa>
ou
aI&|>= &"&.'> . 'OI_J.da' I_&'> = 11|o¢'> ;
11) a e hermitiano se x o for:

~

&* = (uau™)t = w1ty e ut = u_«_.n"l =&
111) as equagOes sao Invariantes em relagao a transforma=
¢oes unitarias. Chanme

A =1 A
x=uau "y, 1¥> =al¥>,
entao:

<$l" =‘?I tp>+ = (ulq" >)+ =<4‘lu+ P
Entao a normalizagao se conserva:

(P o>=<pluTuldy = <¥jo> =1 .
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De:
oy 0‘2|¢>= I$>
resulta:
Uy u~L Uy o la(¥>= uléd>,
Pe:
(] + CMZ)I‘P)~ = |$>
resulta:
A A
Se U ¢ transformagcao unitaria infinitesimal, entao:
u=1-1icF (1.1_3)
onde £ € o parametro infinitesimal. Entao temos:
ul=1+1eF. (1.14)

Fe hermitiano, pois

(1+€F ) (1-eF) =1+ 1e(F - F) =1

=]
o
H

de onde
F =¥,

Por esta transformagac, « se transforma em:

&=u,ut =(1l~1eF)a(l+ eF) =

S e 16(Fy=aF)=a=-1c[F,a] (1.15)

A wT - 16[1?, cw.].




Seja, num instante to,'T¢'(ﬁo)?? o vetor de estado e seja

¢1(t°) um conjunto de operadores.

Admita que os operadores nao dependam do tempo. Entao, a
evoluggo temporal do sistema ¢ degcrita pela evolugao de ¢ (£)2,

e devemos ter uma transiormagao ligando |¥ (% )>a [¥(t) >
_ o

|9 ()2 = T(t, £ )P (80> (1,16)
A conservagao de probabilidade impde que a transformagao T
seja wnitaria. Para uma mudanga infinitesimal do tempo &t:
o H
(L +8ty ) = L~ 16t‘§ (1.17)

onde H & operador hermitiano com‘dimensaes de energia. Is (1.18)

a (1.17) vem:
R
[4(t +88)> = <J.-i; st 1% (XD

entao
le(t+ 58)> = |9(8)> = -1% st16(£)>
logo | -
E3ETE )
in --=-—t'—- = B4 (£)> (1.10)
3

que ¢ a equagao de Schrodinger.
Papa uma particula a fungao de onda de Schrodinger,

Wx,t) = <x|¥(£)> satisfaz:
Y

= = gYlx, t) (1.20)
It

Em vez da equagao de Schrodinger podemos usar a equagao:
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2
i — (¢, t,) = BI(%, to) ’ - (1.20)
t |

¢onm
ey t,) =1, (1.21)

cuja solugao formal e: |
-+ H(t-t)

T(t, t) =e O o, (1.22)

A evolquo temporal do sistema, entao, e descrita, formal-

mente, por

: - H(t- ¢ )
[$(t)>=e M ° et .

14. Representacao de Helgenberg
Admitamos que a dependéncia do tempo seja dos operadores e

nao do vetor de estado.

Como na representacgao de Schrodinger:
19 (2) > =1(ty £ ¥ (£ ))> (1.16)
S S

defino o vetor de estado de Heisenberg por:

19C) > = 27, (eI > = [9(e )> S
H S °©
(1.23)
Dado um vetor de Schrodinger em qualgquer instante, giro~o para a
posigao inicial e estg;é}k@_(ti}HJ,Qhe nao derende do tempo. ‘Entao,
como ¢ valor das grandezas risicas independe da repres 1tag§o cone-

siderada, para os operadgres o de-Helsenberg, temos:

[

og(t) = Tty £) ag(t) 2ty §)

T, t,) aglt,) T(t, t,).
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Derivando em relagao ao tempo: e

a“n(") arp-1 4 39
in = {p ——a T+ T o ih—
3t ot ° s ot

-1 lEq 1 +_.T-1 g HI

=rlo T rlar-rlgre o, T

o (t) Hylt) - By(e) ¥gle) .

Portanto: _
aaH(t) - .
ih = Erﬂm, nﬂct)] (1.24)
ot
Aqul, usamos:
:)
in — T = HT (1.20)
ot
e
art
-jih — =7 H
at
ous
. art -1
+ ﬂ'l —— = - T H. (1025)
ot
(1.24) ¢ a ao de o .
De
ag = o (aq9 pg) = ®(qgr Py)

resulta:

C!H = T-l °"5 T = q(qH, pﬂ)
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por desenvolvimento em séfiedde“potgncias.

A relagao de comutacao

¢ a mesma nas duas representagoes.

le. Repregentacao da jnteracsio
Se considerarmos a Hamiltoniana total H composta de uma palr

te H , correspondente ao campo 1ivre, a outra, H,.4» devida a Inte
ragao:
= 18
H=H +H,, > (1:27)

entao, o vetor de estado de Schrodinger sgfisfaz a:

3
I — {¥(t)> = B¢ )] ¥(t)> =
ot s o s

= (Hy(t,) + Hype (t:o)lflJ(1:)>s . (1.28)

Defina um l?(t))& assim:

1%(t)> = R(t, to"w(th ) (1.29)
s :
fl.0.:
19(e) > = R, 8 )19(6)>
X : '8
onde R(t,to)‘satisfaz’a: _
AR(t, t,)
in v B (t,) B(t, t,)

R (%0’ to) =1 y



30

isto e: ) luﬁb(t*Pé)
R(t, t,)=e h (1.31)

Entao de (1.28) e (1.29) vem:

aR 3
ih — |P(£)> + A R— |¥ (£)> =
at I t I

= Hq nl¢(t)>1‘ + Hy, R{ ¥ (¢) >I

e por (1.30):
-
th R— |4¥> =H, . Ri®>
3¢ 1 int 1’
ous
3 ’
th— ly> = 8% y> , (1.32)
2t I I -
onde:

2
]|

e = BTGy £0) Bypa(80) R(Es £5)

Os operadores tem dependéncia do tempo como os de Heisenberg
para sistemas senm interaqﬁo, e a dependéncia temporai do vetor de

estado e determinada pela interagao.

2. Quantizacao do campo egcalar real

Na mecanica quéntica usual, na representaqio de Schrodinger,

a quantizacao ¢ efetuada pela regra de comutagao:
[aps q#] = [Ppo Pg) =0 s | (2.1)

[aps Pg] = &4 o h=1,
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onde q, © p, sao operadores independentes do tempo que correspon-
dem respectivamente, as coordenadas. generalizadas do sistema & aos
momentos cananicamente conjugados a elas, e n é o numero de grafus

da liberdade do gistema mecﬁnico.

Na teoria dos campos, o sistema tem uma infinidade de gréus

de 1liberdade e e descrits por fungoes (X, t). Na representagac de
Schrodinger, definimos:

$(x) = (%, 0) ,
7(X) = w(X, 0) (2.2)
e generalizamos os comutadores (2.1) para o presente caso assim: 2
[4’(;‘.)3 4’(;‘#)] = ['rr(;), w(-’?'):l =0,
[¢(i'), rr_(i"):l = 18(T-%') (2.3)

Assim como na mecanica quﬁntica de um corpﬁsculo a fungaode

Schrodinger e (lz(qr, t), aqul a fungao de Schrésinger e um funcio-
nal:

gy = IJ_JEIS(Z’), {I (2.4)

e podemos representar w{x) por - i J .
§$(xX)
A equagao de movimento e:
| 3ty
i "';_t"' = HS 4‘3 9 ’ (205)
onde: 5
By =2 Jd3x{rr2(§c')+ [W(?c'):[ + p? 4,2(;;)} . (2.6)
As tres .componentes do momentum do campo sEo, como’ Je: vimos,
(1.18):

Pk=JTk°d3x=Jd3xv(x)%.
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Usando (2.3) e (1.8) obtemos:

[pk 4:(")] Ja3 Er(x') () -ﬂf-)-

dxy
o o () AYX)
- -1 [ PxsE-) - — (2]
- .
- d B
[P, =D =J Be ne) — [$Z3, 73]
dxi
| dm(x)
=4 J adx' w(x) -3—- }X ex) = =4 z . (2.9)
%y axk

Resulta daf que para todo operador F(x) construldo com den:

aF(x)
[Pk, F(x)] = =1 "k (309)

Na representacao de Heisenberg ja vimos que

AF(X, t)

| Eis P, t) ==t —— ; (2.10)
- ot
como |
HE=P% = [ 790 ¢3x , (1.16)
podemos englobar esta e as equagoes acima na formula:
E=" F('x)] -  (2a1)
oxy .

Em particular, quando F(X) =1 = 199

logo



| come mszie o
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A

P it

E;!"’ P‘j =:C... (2:12)

A quantizagao ¢ melhior visnalizadaa no espaco dos momentos.

Desenvolvemos, entao, em serie de Fouriaer;

R o
— o ik-x
‘1’(;) ‘ﬁzk q © y
1 o -ikex
) === Py y (2.13)
) =

onde V ¢ o volume em que consideramos o campo, de aresta L e Ky =
= n, iﬂ . Como o campo e real:

$(x) = $H(x) ,

w(x) = 7 (%) ,
o que implica:

o+ 4+

e = Uer Py T Pyt

Tambem, por (2.13):

Em’ w(x.)} 3 Elknpx] JET-EX) |

— . —_—

- _;_ Zk olk(x =x') ,

se:

El-k’ Pﬂ = ibkk’ o (2.14)
No limite‘ V— o, -E(?), (X ﬂ= 18(?-. ?) . Analogamente de
I}(x), <l>(x'):] =0 temos: Elk N qk:] =0 e de

Er('!_ﬂ), rr(_x.')] = 0 obtemos: Ek’ pk.] = 0, (2.15)

que sao (2.14) e (2.15), as regras de comutacao no espage dos momep

ta.



F.le A Hamiltoniana no espago dos momenta pode ser calculada

por (2.9) e (2.13) assim:

-1 2 _1 + 2 +
HS-EH#«»(W)ZWZ"P }53"2' {Pkpk* Wy % qk} ’
onde:

W, = B2+ p .,
- Pondo:
e = -—2—- (ap*agy) s - (3.2

tem-se , ugando (2.14) e (2.15):

[rer o] = [0 @] 0 s
[+ o] = Sy (3.3)

Obtem-se, entao, para a Hamiltoniana:
_ 1 + + Y
Hy = > Zk""k(ak a8yt ay ak) . (3.4}
Os auto-valores de Hs e a.; 8409 cor;o vamos mostrar, Sao res-

Es 2 wk(”'k + %)

% = 0,' ly 2y ees" (305)

pectivamente:

;Faqamos | 1 . N
Hy = Ly B B = 3o (o ot 2y o).
Temos, para um dado k, de (3.3) e (3.4):



1
He—-ws=s u_:a.+ a,
H+ -i-'w= wa a . (3}6)
Daf:
cpatl ot
Wwa aa =1ia "2 wa
1
wafaa"' = a+H+-£ Iwa'b y (3.7)
Ha+- a+H=wa+ .
Do mesmo modo:
+ 1
waa a=alH--.wa ,
2
+ 1
wa a a=Ha+-£ma', (3.2)
aH~ Ha= wa .
Seja |E> o auto-vetor de H:
H|E> = E|E> (3.9)
Temos de (3.6) e (3.7):
w<Elaa|E) = <E|H--J-é-w|3>= (E--;-w)aslm .
Como '
<E|a+a|E) = |a|E>_|2 e <BIB> =1,
resulta da{:
E»-‘_-la- w (3.10)
Tambem, por (3.8) e (3.9):
Ha|E>= aH|E) ~walEd= (E-w) a|ED>. (2.11)

Assim se E for auto-valor de Hy E-w tambeém o sera e se

E~wf Jz'w, alE)ﬁO, E-2w tambem sera auto-valor.

Logo, tenho os seguintes auto-valores de H:
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E E“'w, .E_-ZQJ’ "o » (3.12) "
'Agora, por (3 7) e (3.9): ‘

Hat|B> = a* E[E> + wa' 1E>- (E+w)a’ |ED

Se a'|ED # 0, E+w também 6 auto-valor de H pois, segundo (3.6) e
(3.10):

wa a+lE>= (E +%w) }E) e E)%w . (3.14)
Logo, tenho os autovalores
E+W, E+2W,y a0 (3.15)
Os autovalores de H saoc, pois:
1 ,
— (.l.), 2 Wy é Wy ovea : (3‘16)
2 2 2 —
HoeZo
Os de a'a = , obtidos de (3.6) ¢ (3 16), sao:
Oy 1y 29 33 eoe It see o (3'17)

: +
Ve jamos, agora, como operam.a € a .

Seja 0> o autovetor de H de autovalor & w, entac:

<ola*ajo>=0 : (3.10)
e daf: '
alo>=0,
normalizando os estados de a & e | |
<ojo>=1. | (3.19)

Da regra de comutagao vem:
<0laa*|0>=<0laTajo> + 1

ous
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Seja |1> o autovetor de H fle energia 2 wse

2
<1{a* all>=1. (3.21)
As duas ultimas igualdades éonduZem a
all>= 0>,
+ (3.22)
a joo= 1> :
desde que '
{oj]o> =1, (1l1>=1
Da regra de comutagao vem:
(1laa*[1> - <1]a*al1> =1
o (Ilaa*i1y =2 (3.23)
a qual satisfago com:
afll)j=aﬁiL2§> _
al2> =/2]1> - (3.24)
Em gersl, satisfagd a:
(;I_aa+|n> - <nlataln>=1
com: |
alnd>=valn~1>, (3.25)
at|n>=/nFI|n+1> e al0>= 0.
No nosso caso: ' : _
B, =L, B (3.4)
B, =wk(nk+ 1/2). (3.5)

” ~ - . ’, K
Os numeros n, sao interpretados como numeros de corpusculos

de frequencia wp (energia).

0 operador a; a, ¢ entao o "operador numerc de partfcula.s".

Os autovetores podem ser caracterizados, nesta representa-
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g0, pelos. numeros 3 Doy eee 3 se0 © S€ escreveraos
2

Inl’ nzj LR NN ) Iﬁ!, ooo)
que descreve ym estado com n, mesons de energla wys Dy de energla

W5y ete.

+ ~ " ~
Os ope:adores 3, € a, sao entao os operadores de absorgao
ou aniquilagao e emissao ou creagac de mesons respectivamente, deg

de que:
a,k|n1, nz s nkgooo> |n1, DZ’ e Dk- 1’ cre > ’ (3-26)
a’kln'l’ “-21 sse nk’ ess) = ‘V ln1’ nzg ves I%"’ 1,0-.) . (3027)

0 momentum do campo:

E’;p = J aox 7(x) 643 ()
se egcreve agora:s - . 1
P = K o - ( -20)
2x ( 2) 3

Usualmente, omitimos a energla e o momentum do ponto zZero

1 1 pmg
S 2k®k © EZkK’ que corresponde ac caso m = 0.
0 estado no qual todos os m_ sdo zero & o vacuo:

= [0y Oy eeves 0y auad> (3.29)

E entao o de energla e momentum nulos.
0s vetores de estado basicos sao construidos aplicando os
at a CPO. Assim:

a; ZPO representa estado com 1 meson de energia w, e momen

tum k.

a;a;,' ¥, representa estado com 2 mesons, etc.

Um estado qualguer e superposiqﬁo de tais auto-estados orto
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" normalis: 1 r _
ik-...c_:o, Y, + T | d’k c_l__(_k)- 8, ;Po..+
1l [ - —p .
——— 4 . 3 1 . x + + .
+ /F ].d3k d-k. cz(k, k)q.ka.k, qu"‘oo .
onde: ((3:_.30)

[ak, a;,] = B(E; k') -

As funqSes ¢ sao0 as amplitudes paré. encontrar-sé nenhuma
particula (co), 1 particula (cl) etc. no estado ¥. De fato, por

exemplo:

1
(g;a;'. Yy ¥) =/-§ H‘“d}k adx e, (k, k'.)(a;a;" Pyt -’%a:k?"q‘%)

polis: . .
(ap'_ a;.tpo,-tpo) = (ap,-._tpo, 8, 1#0) =0 ,

+ + o+ L+ +
(ap 8 %, 2 q’o) = (ap. (7 &, aktpo)
= 8(p-FNay %y %) =0 .  (3.31)

e analogamente para os termos superiores ao 32. Agora:
+ + ., + + _ L+ + + _

= (8,90 oy ) 8(p=k) & 8(p-k Xal, ¥ys g 8,) =

§(p'~X) 8(p~k') + &p-k) 8(p'~ k') (3.32)
suponho (fPo, ?POJ =1,
Logo, substituindo (3.32) em (3.31),

| 1 |
(8] ap Fo#) = = [o(p'y 2+ (py pI] 7 V2oalmrp®)
(3.33)

Os fatores numericos sao de normalizacao. Pols entao (os ¢
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sao simetricos):
@ = Loy 2+ [ @Bk 1o 012+ [ Pk | 3k fepliey w0124 o1
(3.34)

-
0 desenvolvimento de $(X)}(real) no espago dos momentos, 1o

contfnuo e' H

() = 7 | = {a(k) oK % 4 g¥ (k) ¢~1kX } (3.35)
(2r) | | | |

4, 0 8 (2]

A quan‘tizagio do campo de Dirac pode-se efetuar de modo ang
logo ao. campo escalar. Desenvolve-se Y(x) e ¥(x) em termos do
conjunto completo de autofungoes, w,(x) da equagao de Dirac  para
part{cnla livre e interpretam-se os coeficientes da expansio bn ]

b;, comp operadores de ani-quilagﬁo e criaqﬁo.

Escrevemos entao:

1
P(x) = = b, w, (%)
ﬁzn 2|3n|' nn ’
= 1 1 . -
| P(x) =;—?_Zn ] b, wp(X) . (4.1)
onde 11 -
. p '.’x
w (X) =wr(pn) e ¥ , r=1,2
-ipeX ‘ S
=(|Jr(pn) e pn ’ r = .3’ 4, (4.2)

0 operador Hamiltoniano do campo sera entao de acordo com
(1.4.19) e (4.1):
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H = J d3x$(x)[-i;:-v’+ n]'l'(x) =

1 T =, -
3| b i AT e
mas? . |
. (=19.F+m) arn(x) = BE, "'n(x)
Logo: L ; 1- - ) _ -
i Z]""\/all:mlzllsm,l "n n “a ) PEg i, 0O
@ como

'J. adx @, (x) pw = J a>x ur;(x) w(x)=vy 2[E

vem, finalmente:

E = ann b, B (4.3)

onde E_ 8a0 os autovalores do operador de Dirac.

A quantizagao pelo comutador como fizemos no caso mesanico,
daria a bn l:vn autovalores 1ntairos de qualquer grandeza, viola.ndo

o prine.{p.to de Pauli. Para o evitar fazemos:

b, b+ b bn=0

+ B
[
-]

b; =0 (4.4) |

+
by by * B by = E’n’ bn]_,_ Srm

ou seja, impomos que ogz operadores sg_tisfaqam as regras de antico-

b, b+ Db

=]
H-I-!-'-
B8+ 8B +

mtagao (4 4 ) »

Segue~-se daf que:

2 _ 2 . |
bL = 0, b, 0 (4.5)

e que os autovalores de Ny = b; b, a0 O & 1, pois:
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+ -
N5 = by b by by = by 2(1-by b )b =
+ —
= by by T Wy .
Logo:
Ri = Nm ' (‘oé)
e n. = 0’10

fstes resultados estao de acordo com o primc{pio de Panli.
Nao obstante, a Hamiltonlana H ainda nao e¢ positiva definida por-
que nela ocorrem valores E <O0. Para eliminar esta dificuldade fa

zénos uso da teoria dqs faros.

A expansao de ¥ no contfnuo de p e:

1 1 a3 ==
Y = ——— 3/2 7_ . T b (P wT(P) 1P > 4
(2r) 2 Ep r=1,2 (4.7)
NS P e L } » By =+ /Fea? L
r=3.4
Fazendo:
N§.+)(;) = b.+(p) b (p) 3 r =1, 2 .’
AIF) = vl p) w +au:.) , r=1,2, (4.8)
vem: - -
H = d3plz: E. {?(+)(p) ( )(p)} (4.9)
1'=1’_2

Y A ) »
e a carga tambem pode-se escrever em termos dos operadores numero

de part{culas (4.8):
Q =. J Ox GO Y=

= J a3p > {l("')(p) + n( )(p)} (4.10)
' r=1’2



Na teoria dos positrons, o vacuo.€-definido por:
1@ =1, M-

para todos os p e T, Ou seja, todos os estados de energla negativa

estao ocupados. Logo a energia e carga total do vacuo estao dadas

por:
- B, = ~2_ Jdap‘Ep ’
r=1,2
2 (4.11)
o = e = [ &,
r=1

que sao infinitas. Elas, sem embargo, nao sao observaveis.. Devemos
definir entao: (

B'=H-B, = | ap I {yﬁ,*)(p)-nf,‘)(p)}jnp .
r=1,2
[ 2
o r= .
Q' = Q-Q, = e d3pz { (+)(p) E!. 11( )(p):l}
| (4.13)
Agora, H'e Q'estao de acordo com a teoria dos furos. A

contribuiggo a H e Q' de estados ‘de'energi'a nagative sr; se dé quanp
do Nf.') = 0, estado desocupado; e ¢ positiva para H e de carga o-
posta a doelectron.
Podemos definir:
byp( =B ) = 45(P), -
o+ (-_‘) B, r=1,2 | (4.14)

r+2

ntao teremos para as regras de anticomutagao (4.4):




H
e
on
A
-

-

};(-ﬁ), 'ds@)l - P!
Er(m’ bs-(?):l_'_ = E (P)s b, (" il (4.15)

P +.—r
4., 5@

Eir('i;), bs(p-):]:

Em termos destes operadores, podemos escrever 1l -Ni')(-i;)

assim: () (<) ' .
N.7(P) = 1- o (<p.) = 1-b(~p)b ,5(-P) =

= by, (-pIbl,o(~p) = df(par(p) (4.16)

onde d (p)'e d+(p) <30 operadores de absorgaoc e criagao de antipar-
tfculas e N( )(p) e O ope“ador nimero de antiparticulas. Logo, ©
desenvolvimento do operador ‘P(X) fica:

d3p

1 : : - -y -
Y(x) = . > {b (p) w¥(p) o1 % 4 d+(p}vr(p)e""‘p'x
@(2”)3/2 vEp a1 ’2 Y . T

J

(4.17).
1sto 6, assim Y(x) € um operador destrulgao de particulas como tam

bem um operador criagao de antiparticulas.

0 vacuo e agora definido por:

IO REES Sy )(p) ¢ (4.10)
on '

br(p) ¥, = dr(p) lPo =

0 estado de um electron de spin r e momentum D e

+ .
br(?) ¥,

do pésitron:

MEIRA



de 2 electrons:

b( ) br,(p“) q'o y ete

Das regras de anticomutagao dos b e d, (4.14) e (4. 16),

vem: |
O 3 "".— .. o = =, : '
MAGIFR A ), = 7ag¥%-%) €4.19)
ou: o,
Y, @, ¥ Yo ()| # 8lx-xVbeq. (4.20)
5. I ao do uso dog o dores de emissac e& gbsorcao

a) Campo espinorial em 1ntera9§o com campe real pseudoesca~

lar.

Consideraremos .a interagao de*nucleons com mesons m neu-

tros. A Hamiltoniana total e:

H=H, + H_;. (5.1)
com |
H, = J. adx. TP*(_;Z') {5: P+ pu } Y(x) +
1
*3 { (X) + E«p(x)] + p8 ebZ(")} (5.2)
e
R, = GI a3 Tx) [ (%) $(x) | (5.3)
onde [ = i Provem do carater pseudoescalar do meson pi.

Substituindo. em Hi’ 5, ‘P', ¢’ pelas expansoces de Fourier

obtemos os seguintes termos em:

. m by
1. bY b a.; P s '3 espalhamento de 1 nucleon
» . ,
’ com emissao de 1 meson
s
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2e

4.

5.

6.

7.

- Y
tegragao sobre x.

pi

pl

pl

bp Sy

dp o

=3
< +
o+

bp &

espalhamento de '1 nucleon
com absorgao de 1 meson

espalhamento de 1 antinu-
cleon com emissao de 1 me-
son

espalhamento de 1 antinu-
cleon com absorgao de 1 me

- 1+) + §

creagao de 1 par com emis=
sao de 1 meson

creacao de 1 par por 1 me-
son

aniquilagao de 1 par com g
misszo de 1 meson

aniquilacao de 1 par com 3

. bsorgao de 1 meson

0 momentum se conserva nos vertices como resultado da in-

Assim, a parte de H1 gque corresponde a l. et
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H, = 3(&)‘9/2 J a?iJ a3§gl-'&3?_ [ x>

r=1,2 s=1,2

3 ¥
( be(F*) by (F) a*(¥) .

2B(p) (2B(p) 20(k)y/, T
- @, (p)rw (p) e 1-"31;;-;' -t % g - (5.4)
| 3
= 4232 | q ' - .
3E(p) E(p) w(k)
) 8 c-p'+'i‘ )b (P b (p) a w0 &, +(p) [0, (p)
Ty8=1,2

a fungao § define a conservagao de momentum.

Pode-se verificar que nenhum processo de primeira ordem e

possfvel por conservagac de energia e momentum.

Entretanto, processos de segunda ordem 820 pow.:fveis e o

elemento de matriz destes processos e:

(3) Z . (5.5)
Eo - Em
Em# E,
Consideremos, como exemplo, o egpalhamento de megons neu-
fros por um nucleon. |
Teremos:
Estado inicial: ¥, = b (Pratey) ¥
i 84 1° "o

]

4+ - ¢
Estado final: ¥e sz(P)“ (k;) &,
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A transigao de CPi a Y, pode dar-se atraves de varios esta

dos intermediarios ¥ _; ilustrados nos graficos:

P2
/”?;
- -
(‘) pl+k1 (b)
-
FLy” N -
XK
+ -
. ' | P,
| & - R (d)
(e) | x

Congideremos o gréfico_ (a). O nucleon inicial absorve o
meson inicial passando para o estado intermediario em que existe
um nucleon de momentum 314' E;_, éste emite o meson final e passa

para seu estado final., O elemento de matriz pé.ra este gra’fico et

Hi(Z)
T(a)(a) = § ‘f’r) Z - B q‘n (q' ’ Hg_l) q'.‘l)
m
' (5.6)
_ (2) (1)

= ‘vaﬂ —— HyT Yy

Bo= By
onde H(il) e Héa) 820 as interacdes correspondentes aos graficos

(l)

de 12 ordem 1 e 2 respectivamente. e aqui:
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(1) 3/24| &30 | a30: a® _2 '
g+ = (2n)” -47p | 4 d k. .
g = o R T el |

)u 63(p'+'p+ k) E;(p') bs(p) atk) F (p) [ «*(p) (5.4)
ry8=1,2 '

e, similarmente, ng_)' ¢ dado por (5.4) com [ =7,

Agora em H(il) %, hi um-fator do tipo:
bi(p') by(p) alk) a*liry) by(py) %, =
= ale’~TEl) b:(p') b (p) b: (py) ¥, - (5.7)
= 8k - k) 63316(34'3'1) be(p) &

Substituindo em H(l) %, obtemos:

-t
B g, = (21r)'3/2? .
BE(p, 4ky) E(py) wlky)

: Zl 2c?'(pl+ ) [ 1(p1)__,b;(pl+ k)Y -
"|= 3

(5.8)

que da o estado intermediario com um nucleon de momentum py+kgq!

b;_(pl-l-kl) ¥, Entao H, aplicado a éste estado da este vezes

- ¥+
B(py +ky) = {(p1.+k1)2 + n° }
Logo: _' - : 3
1 | : - 1 |
-—-——Hg_l) g, = (2-,,)‘3/25 | — .
E,~H, 8E(p, +k,) E(py) wlk,) |
1 (5.9)

_ : i s )
T BR(py+E)[ wl(py) bilpy+ k),
By~ E(p1*ky) oy 0 T



50

Obtemos, assim, de (5.4) e (5.9):,- |

.
1
(2) 1 1)y - (ary=3/2 d3 a3-af’k

o 0

8 (epp'- k) by(p) () a(k) 5y (p) [ulp)x
r,s=1,2

:
1 1 |
(21!‘)-3/2 ? - ‘ . X
8E(py +k,)E(p) w G ) E - E(p, +k;)

- S |
xS wr(pl-!-kl) T wl(pl) b;(p1+k1) Y,
r=l,2

: %
1
(2r) 3 ¢2 | a%p | &3k X
¢ [ P 8E(p+k)E(p)w(k)

X Z b;(p) by, (p+ k) a+(k)u-}r, (p) wy, (p+k) x
851,42

X

¥
1l 1 _ .
X. . > @ (patk ) w (py )b _(py+k, )8 =
_ |:8g(p1+kl)g(pl)u(k1;] -E(p1+1 ) o1, 2 r*l "1 r 8 F1:°rF1 "1 Y0

| 1 1 1 ¥
= (2n)70 ?2 a3 ' .
E(py +k,) | BE(p +k,~k) E(py) w(k, ) w(k)

o (pl-l-kl-k)rw (p1+k1 (p1+k1)r (pq)

Z ] b+l (p1+k1'k)&+(k)q’ e
r,s I : EO-E(p1+k1) ' : r -~ Q

(5.10)
Agora

— + .
z"f.* sz(Pa_’ “_ (kz) q’o
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de modo que: , _
Bpy by, (pp+ Xk, -k) &' ()%, ={ b:Z(pz)a+(k2) ) » b, (py ¥~k )a’ (k) q;) =
= 532 " 6_3(1)2- Py~ ky+ k)éB(kz-kl) (5f11

Logo, por (5.6), (5.10) e (5.11) obtemos:

2 t
1 1
Tﬁ) - .l | | | 85,y ) x
2(2)3 E(py¥Ky) \ 28(p,) E(py) wiky) wlky) |
“-’sa(pZ) [wy(py+k) & (py+ kl)r“'sl(pl)

Os elementos de matriz para os processos {b), (e¢) e (4)

podem ser obtidos s.nalogamente e eseritos logo, sem cilculo, intep

pretando as energlas nos estados intermediarios e calculando os
grificos.
6. R =) a0

6a. Campo e

Vimos que, na representacao de Schrodinger:

-" 1 dsk

$(X) = cmem {a(;) ik X o a+(;) o1k x }
(22 | V2o,
ondes
a6, a*a | = 8ce-%) (6.12)
[at), ax) ] = [a*0), a*e)] =0 (6.1b)

Para ter as regras covariantes precisamos de ir a repre-
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sentagao de Heisenberg ou a de interagao, de modo que P dependa

.té.mbe'm de t.

Na representagao de interagao. temos:

$(x) = o1 $(T) o7t , (6.2)
onde:
H = Z o * = Z W (603)
- o =&k Vi B g T 2y¥g N o
Da{; : 5 '
1 d- k iHt = =-1Ht 77
4’1(::) = - de © a(k)e © oMT4
(2m)?/2 | V2%
1Ht L, - =-iHt 7
+re © af(x)e o~ 1k-X } (6.4)
Precisamos de .calcular .os termos:
1Ht o =iH % w, N, & - N DI . A
e ° alk)e ° =e1£k' k'K (k) e K e
jw. N £ w =ju, N .t
=e EK a(x)e k 'k (6.5)
Com t;sse propésito congideremos o operador:
fo,N.tA - =fen W tA
(M) =6 EE ai)e XK (6.6)
Diferenciande este operador com 'res_peito a A temos:
d ak(l) :: N -
f for NotA |2 =Jw. N, ¢t A
L Kk iy kKk*"™
=inte Ny s a.k] e (6.7)
dA
de onde: -iwkt/l
a‘k(l-) = a.k(O) e
ou: - —1urkt'
8 (1) = a(k) e . (6.8a)



53

Analogamente para o operador de eriagao:

-~ lut : | .
ay(1) = a'(k) e k* (6.88)
Assim, por (6.4)’ (606) a (608)2
1 | &% [ - t(x-x-ot) “1(F.T-xt) ).
‘1’1(1)= {a(k)e =, at(k)e b }
(aﬂ-)5/2 Ar‘aﬂk
1 o dx ..
= — — {a(k) eI 4 gt (x) e Y, (6.9)
(2r)3/2 ] Y2y
k>0

vt enquanto a (k)

jut

Vemos que & (k) esta multiplicado por e

esta multiplicado por um termo de frequéncia negativa: e

(+) (=)
CPI(x) = ‘PI (x) + ‘PI (x) . (6.10)

A parte de frequé'ncia positiva ¢&+)(x) e operador de des-
truicao de particula de qualquer momento no ponto x do espago-tem

po:

1 a7k
¢{Hx) = a(k) o~ ¥, (6.11)
(2r)3/2 | Yo%
(=) , -
enquanto '-’PI (x) e operador de criagao:
‘ (-) SN
1 (%) =(‘1’B' (x)) . (6.12)
0 vacuo foi definido como:
a(l-;) % =0
para todos os ;, logo se tem:
$ gy =0, (6.13)

¥, que na representagao de Schrodinger fol uma autofungad de H

~
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com autovalor 0, ainda descreve o vacuo na representagac. da inters

HOQ!O-O se tem: H) e qu-Oo

A regra de comutagao entre os ¢§_ é agora facil de obter-se g3

sando (6.1):

¢ (‘X'),I $,(x)}= - !. d3k alk), a (k" el(k'x'-k3) |
R e

k
k >0
+ [a+(k), a(k’)] ~1(k'x'- kx) }
1 a3k \ ,
=1 -_— —— (e-ik(x-x )_gik(x-x )) = (6.1l4a)
2 (zn ) “k
wk>0
= - 1 ik(x’:)senk(x-x)(614b)
(2r)? “’k
ko>0
= 1 A(x-x", (6.15)
onde, por definigaos
1 a%x . .
A(x) = = _;_ —_— —_— <e~ik(x-x ) _ .euik(x-x)>’ (6.16)
(2r) X
urk>0 :

011, COMO

= — {6(k0+wk)+ a(ko- wk)} ’ (6.‘1-7-.)

podemos escrever:
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00
1 _ _ -
CA(X) = - —-—; f d% o1 §(x? . 2) e(x) (6.18)
| (2r)° L,
onde x
o 1l para k_>0
e(k) = -=‘:_ 2 .
lkol -1 para k <0

Desta expressao deduz-ge que A(X) satisfaz as propriedades

seguintes:
A(=x) = = A(+x); (6.19)
A(X) = A(X) onde X=AX €0 (6.20)
ponto transformado de Lorentz do ponto x3; -
©@2+4?) a) = 0. (6.21)

oﬁ seja, a fungao A{(X) ¢ uma solugao impar de X e invariante da
equagao de Klein-Gordon. Pois, ¢ invariante por uma transformagao
homqggnda e propria de Lorantjz (cade fator de (6.18) o e) e (6.21)
fésulta da formada fungao com :!;(k2 -;1'2) na integral como do fato
que ¢ (X), logo o comutador I}(X), ‘l’(x')] y satisfaz a equagao de
Klein-Gordon. ‘

Alem disso, de (6.,19-20) segue-se a importante propriedade:

A(x) = 0 x?<o0 , (6.22)
pols a Lorentz-invariancia implica que A _e_' uma funqi'a dp.xz. 30

para x2< Oy e de xz e c(xo), sinal do tempo, para x2>/0; isto eT,

sobre ou dentro do cone de luz. (e(x,) so tem significado invari-
ante sobre ou dentro do cone). Assim, para space-like x, A(x) =

2

= fl(xz), mas uma fungao de x“ nao pode ser impar, logo f'l(xz) = 0.

Dentro do cone A(x) = C(XO) fz(le para ser invariante e impar. Al
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ternativamente, nota~se que a _invariancia rotacional do comutador
para tempos ignais |
A, 0) = A(BT, 0)
implica: '
A%, 0) = AGZ, 0)
que junto com (6.20) da: .

AKX, 0r=0, (6.23)
ou seja: | -
[P, %20 &5 %)) = 0. (6.24)
Outra propriedade importante“ de IA(‘X), como deduz-se de
2 A O = - 8E-F). (6.28)
ot ) 1.
=t
LOgO,
e 4] = - a@- (6.26)
com 64?(-’ )
. A . y
ot £=0

A fungao A(X) e entao_ determinada u;ﬁvocamente pela equa~

gao diferencial

(0 + n2) A(x) = 0 (6.27a)
e as condigoes iniclais:
AT, 0Y =0 (6.27b)
pa(x) | - |
—— | = b(X) (6.27cY
at

£=0
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e pode-se expressar calculando a r_eprgsentaqgo integral (3.14) ag-

sim:

AXy X)) = - —= "

T
2o 5 +p kr
&
1 1090: dk
T — --J. — cos kr sen koxo (6.2%)
22 T ar-o - 2,,_"2
11 3 |
S - F(r, xo)
4r r Or
onde: 0o -
Pryx) =2 [ ==
s oY = - cos kr sen k_Xx.
%o T 2+}!2 oo
0
fo o)
17 dk
= - . cog kr sen k
T 2, .2 oo |
-0 }‘ .
Agora, faga:
-k = p senhy
k% + pa = }12(1+senh2 y) = pz cosh? ¥

dk = . cosh y dy
- 00

1 1
F(r._,.xo) = T—rI dy cos(ur senh y) sen(j x, coshy)

Da{: ‘00

F(I‘, xo') =0

Observe que de:
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| sam 1=-.-x§ N rz

obtemos: '

- os 4 r d

dr Br"d; 8 ds
logo: |

1 a3 _ 1o

‘T 3 s s

portanto:

1 4d S
A(X) = e = — F(ry x,)
4r s ds -

e gssim F(r,xo) e Lorentz-invariante.

Portanto:

F(r,x°)=0 para x°< 0 ou = TLXGKT &

»
Alem dissc vemos que:
A

1
F(0, Xo) = ;I dy _s.en(pxo cosh y)
oo
e pela definiggo de fungao de Bessel 'J'o:
00
1
J'o(z) = - J--sen(z cosh u) du
w

1 -w
temos:

F(0, x) = To(rx,)s x>0 .

Por invarianc 1a:

F(r,x,) =.J°(;1~/x§ -rz) y Xg>T

F(r,xo) = - Jo(}l «/\xg-rz ’, X, < T .

Assim:
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Jo(pa./xs-rz), x> T (x2 > 0)
CFlryx) =4 0 T <xg<r (1< 0)

-.To(p.n/xzo-rz), Xg {=.T (x> 0) (6.28b)

on

Flryz=d, (/a2 -7 ) 80e%) e(x)..
Comoi

d d

— 0(x%) = ~ 0(s2) = 8(s%) 28

ds ds

d - ]

E: Jo(ps) = -p J'l(}l )
vem:

| 114
Alx) = --—-'—F(r,x )

4r 8 d4s
1 1

2 - - €(Xx) 6(x2) + — £ J. (ps)e(xz)e(x)
2w am 8

pois J (0) = 1. O termo proveniente de

d d s L alx2 2
E-e('r) = E——e(x ) = 28(x ) da T, 8(x°) 8(x )=7,6 (-r )6(x ) =0
8 x , :

pois 9(-1'2) =0
Agsim:

1 | 2 2
A(x) = = — €(x) {§(xC) « = J 1(ts) €(s%)
or 4

onde

S;Uxo"r .

Para xa e

2

1 i ,

AX) = ~— eca){-s(xa) - — 8(x2)+ e<x2)} (6.29)
2w - 4
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pois : us-
Iy (s~ -2- .para 8 —= 0 ,

A(X) tem uma singularidade ‘§ no cone e uma descontinuidade finita.

Alem da funcao A(x) que ¢ impar, ha uma outra solugao, par,

da equagao de KleineGordon:
(@+ ) A = o (6.30a)
A (0 = a0 (6.30b)
T{nhamos visto que:

1 d — —
A(X) = = ——— J Te’ik'x sen k X

A representagao 1ntegra1_de_&(1) e:

1 ok =
A'(l)(X.) T — - o~ik-x 4og kK, X (6.31)
X : -
(2r) >0

1_"‘@ ‘
J’ sty oKX 2 _ 2y

= - *—'-; 5(k=-p~) .
(2r) _o
Procedendo como pars A (x), encontra-se:
: 1 1 23
A(l)(‘x_) T — e Fl(r, xo) (6,32a)
ar r dr ‘
00
. 1. dk
Fylryx,) = = . i ;; cos k x, cos kr =

- =00
: ! No (P 4/'.:0 - ), .|x°|)r (6.32b)

-1 Hgl) (1;: Jrz-xz), r> x| .

0

e
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A(L) # 0 fora do cone de luz, cae-exponencialmente a grandes dis-

tancias fora do cone.

Determinaremos agora as regras de comutaqao entre <|>( +) 0‘19(').

Vimos que: _
| $(x) = (F}x) + ¢ )(x)
sendo: e :
1 a7x |
¢ (x) = — (k) "D (6.11a)
(&)3/2 - VZko
-
1 a’x
¢(')(x) = at(x) oKX (6,111)
(2“.)3/2 ! vZko :

Encao, por (6.1) e (6.11), as regras de comutagao sao:

¢ c0, o] = [0, 4>“"(x-)]=6 (6.33)

' | 33y
, 1 d-k )
E?(-I-)(x)’ (lb(-)(‘!.')]_: - _ ‘e-ik(X-x) (6.34)
2(«_2*:?)3 ko
= 1A i) (6.35)
onde r 3
1 ad“k i .
A ety = - 2 e o~iE(X =X (6,36)
2 (2 | ¥o
. 1 [ d3k ' y
A SNxoxy == — olkx~x) (6.37)
(2r)° | Ko

as quais, por definigao, sao as partes
gativa de A(x-x'), Logo:
A%y + A0
A ) - 8

de frequéncia positiva e ng

Alx)
-1A(1)(x)
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1 .
A("')(x) = - E.(x)- i B(l)-Gxﬂf', “(6.38a)
2

(=Yuy = L[5, (1),
AN (x) 2E\(X)+1& (x)].# (6.38b)

A, A(+), 8¢") ocorrem nas relagoes de comutagao indicadas. A(D_ o-
corre no "vacuum expectation value" de {#(X),'¢(y0}+ . Assim, u-

sando a definigdo (6.13) e (6.12) encontra-se:

(8,r {40240+ 4r b0}, =2 (s 4P B ) - 1007 =
= —/{, E,(+)(x)++( )(x)] E’(+)Ty)+4’( )(y) 4,]) 106~)
= 2 (@0, K900 400 §,) - 1863 -

= Z(FP("(x) $yr #4709 ;ivo) -1AG&-3) .
Mas :
({’o’ # M) ¢y ‘I’o) i G’qi (4".:('-*)'(?&) )5y -
- )y 14 ’)‘1’0)= NP y). (6.39)

Logo:

B, 833} > = 2180 o) - 18ey) = A e-y)  (6.40)
‘ +

As formas das fungdes singulares como integrails de Fourler

sao:

Alx) = - —— f atxeTXgkl. By ex) , (6.41)
(2r)?

A D) = j atx o~ %512 - 42 (6.42)
(2r)> 1+e(k) '

A% = - ]'-a%ke’ﬂ‘*-SQkZ-,.a) ' ) (6.43)



,
Ay =

T 5 1-e(k) |
; J. ax o~ IX 5(x? -;12) 2' . k)
(2r) .

6b. Campo espinerial

Para o campo espinor_ia.l-, _consideramos:

1 2 dz'p -3 13
P(x) = —— b_(p) w“(p) e P "+a +(p) v p)e Px

./‘(2::)3/2 r=l "T
: (11.4517)
em que:
. + - . - . éh' )
{br(ia'), b, (P )}+ =8 8(7-7") )

o

.- {br(-ﬁ) y g (P J}+-={b;(5'), ‘b:_(i?f )}+ ='1d-r(-3),_ ds('fa"")}+= (II.4.15)"
= { a;(®, a;‘(i")} =0
{b,ci'), 4,(F" ;L = {b;@ 14,69 )} = { hg(B), 43" 3} = {q;ciﬁ ,a,ciﬁ};

Na representacso da interagao faze‘;jnOs 3 COMO -Para O Caso esca-

{d;(p), 4P p = 8 8(F-F")

- lar: _
Y (x) = eH ot g(x) o718t (6.45)
- pai; ) (+) (+)
| iE tA N\ ea
' 'br(k, A)=e ¥ rk b(k)eiEk rk
db, (i, A) N . tA : 4E N tA .
- T o X Tk E‘;;), b',-‘(k)]0 kK TE T, (6.46)
d : . : .
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Agora:

lf“"’, b ,J E: (x) b (K, b (k)]

e como bz(k) 0, vem:
(W59, b = = b0 Y B}0R) B ) = = B L (6ua?)

Logo, como no c¢aso escalar:

+ - + + -
a-izkerk(Nr(k)"'N (k)tbr(k) e-iZerE (Rp(l)+ K (k) + Nkt _
~1E, t |
= b (k) e (6.48a)
AnEI.Cgamente , {E. ¢ .
apx) =ai(k)e = . (6.48b)

Assim por (ITI.4.17) e (6.48):

1 . :

1 1 -z B (0). F(5) &« 1P%+ 3 (plT(p)elPX

() = — z ) {hr(p) (p) e P +a(p P .
ety )3/2[“5 r=1y2 L. ] -

(6.49)

Logo, as regras de anticomutagao podem ser obtidas facilmente:

- T [T a3p a3p { * }
Y(x)y, ¥ () j = = | ' Y <b (p)y b (p')
. { ol ! P ‘ }_._ 2 (2'"')3 {{ VEp Ep| rs r: ’ 3 +

' . =i(pxepe) ) . 1(px-p'x')
wy (p) 'i’-;(p') e B +{d;(p), ds(p)}+ v:_(p) ;g(p')x e pEeR X }=

1 1 d3p | -1p{x=%x') ip(x=x') | ..
=3 ] J’_u::(p) "-’;,(p) o e + v:(p);g(p)e g }
(2n) ) Epr=r,z L . |
(6.50)
Precisamos de calcular Z “gﬁg e Z vj: ;;

r=1,2 r=1,2
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1 .
Temos : -2-:; (15+n)qawi_(p) =w:(p) para r =1,2 (6.51)
. .
| (ﬁ+n)u1w/{(p) =0 para r = 3,4
Logo: 4 _ x .
b i(ﬁﬂn) wr(p);rcr =2 € o W =
an A B ra g
r=1 0 r=1,2 f
- r =
-Z_ WS ;,;.' = (15+m)u’3 (6.52)
r=1,2
pois:
l, r =1,2
€, =
{ =ly r = 3,4
e

4
2= e R (P GF(P) = 4p2m

r=1
Do mesmo modo (sendo v* = wr+2)=
4 r
LG TS ST EEe (6
r=l r=3,4 r=1,2
= (¥ -m)ap
Portanto:
1 1 d3p ‘ .
> 3J _ {wg(p) TE(p) o~iPX= XDy or T (1p(x-x) } =
(2m) P r=1,2
-1 1 d3p -ip(x-x'-) 1p(mx')
-E (x$+m)dpe ; .+(,ﬁ-n)u- e P o X =
(2’:’!’)3 Je Ep P
1 1 d3p . .
== (17 +m) { e~1P(x=x) _ip(x=x?)
2 (@] B *P - -

= ("%" m)qp A(x-x') » ' (6054)
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Definindo: |
St=x) = = (1%, +m) Alx-X') (6.55)
de que resulta: _
- 18X-%" 0) =(- Y 2 (x- x) = 9° §(-x'),
| /%=% (6.56)
vem:

{tl‘:(%), %('{:*)L = -1 qu(x-x.') y (6.57)

- -~ A . ~
que sao as regras de anticomutagao procuradas; como se ve, . Sao

compat{veis com as equagdes do campoy pols de

(O+ n2) AX) = 0 (6.50)
vem: |
(1%, - m) S(x=x) = =(1¥, - m)(1¥ +m) Alx-X')
= (O+m°) A(x=-x) =0 . (6.59)
Das interpretagaes dadas antes, de b e d, resulta:
3 .
: 1 d ,
3y ). = — T b0 oT(p) &7HF (6.60)
(211')3/2 . p r=1,2 '
e o operador de dest joio de um fermion;
3
()yy o s | &P 4,y Py ipx |
¥ T i) = . Z 4a.(p)v (p) &P (6.61)
(2r)’ [ 2By =142 F i :
¢ o operador de griacao de um aptifermion;
| dspu

B )(xy = — T e (p) oIPX (6362
= . -Aplw (p)e (6062)
r . ’
(21)3/2 J ZEp =142 - '
cria uwm fermion; ]
CO TN r (&

S a(p) ¥T () e7IPX (6.63)
(Zw)B/? J 2Ep r=l,2 B




, »
0 vacuo ¢, e agora caracterizado por

¥*x) §, =0, ¥ =0, (6.64)

Ademais:

R

{tp‘*’cx), tp"’cz'o}lr - {z;"’(x), Py b =0 (6.658)

- N .'_'("') ] o .
{rp(*’(x), tp‘*’(x')} = {w (), & (x) f =0 (6.65b)
-+ e

enquanto que:

{wg"’cx), RC )}+

("“) -”("') ]
{q’q (‘Z), B (x )}+

Tambem, por (6.60-63):

n

-18Maox) = 1ax, +n ) AP xax,
“p S . (6.66a)

(=) oxy . (6.66D)
e | 66

-1 8

‘P(+)(x) = E(")(-x) ’

¥y = 3 M

De: ,
| Yy =c¥lxy,

onde C e o operador conjugagao de carga, vem:

ol 2’
¥ "Nx) = ¢ ug*’m]*
B¢
. = T
iMoo = et ikf:’(le

Talvez fique mais-claro chamar:



{l:(”(x) = q(x), q,(")'(.,,_)-.- =TEx%) .
¥(x)
Y

o) FT

alx) + 9(x)

u e v sao operadores de destruicao de um feymion e um antifermion

respectivamente; U e v- sao os de cridgao:

{u(x), ¥(x) J= {T00y w(x}= 0 ,
{v(x), a{x) } {v(x), u(x)} =0,
{200y u (22} = =180 20 {7,005 wg (2} = -1s‘P’(x- X .
éc. romagnetico
Vimos que o tratamento de Fermi do campo alétromagnétiéo coqn

duziu a: : | aA

1 1 %% aaf
ag""""A wﬂ“":_- Ty aw !
2 # 2 - 2 a.-_xv : .
- (I.5.11)
)
1rp = _"é_ S - A’I,O = - _"E' ’ (ICSQ]-Z)
anp’o ox
1 1 2 Hyk
}£=-—'1r - Z k A ’ . (IoSol})
2 T2 i
0 desenvolvimento -de; Fourier de AF et
1 ox 3 - .
Ay(x) = — 3 M) {.‘ M) o~ T a("’(k)eikr}
(2r)¥/2 | Y20, =0
(6.67a)
(A)3H o ~ ,
onde 08 €, (k) sao quatro vetores de polarizagao unitarios tals

que:
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e}(lx_) A );_1,:,\8,11' (6.69)
onde g** & o tensor métrico e a soma sobre p & euclidiana,

No que se segue nao consideramos estados de definida polari-

zagao. Logo temos:

Ay = - ek {A,,(;) o~ Texy 'Y (x) em} . (6.67b)
com 3
A(x) = 3 e(}?) M) (6.68)
' : A=0

As regras de comutagao sao, entao:

EF(,?)’ Ay(i"):l=-.i;6’:, §(X= X7, (6.69)

ou:

Eﬂgo(?), Ap(i'il:-ia,: 5(X=x)

= {[_3. &y (;‘Z, t), Ay(&’,tﬂ} . (6.70)
ot =0

Como antes, se chega a:

4500, 8,00)= -1, D=2, (6.70)

onde D(X) ¢ A(X) para m=0:

1 - — S€n ko"‘o
n(x)=-——-—[ olb X g3 -
k>0

(2r)? l"o_

o0
sen kr sen k X, 1

Z - J. kdk = e {6(1'-1:0)- S(r-l-xo)} =
21'_2 kr 4Ty
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3

= - 2etx) §(x2) (6.72)
Fn § .
enquanto que .
1 d-k - - = 1 -1
D(l)(X) - — cos ko x° eik.x 2 v e D —
)3 | o 22 %2
(valor-principal = P) (6.73)
Para os operadores (6.68) tem-se:
(4,063, 85060)] = - g, 6F-F9 (6.748)
L&},(k),-.& (;‘;l = Et;(i:), A:(i'ﬂ =0, (6.74b)
como pode ser verificado de (6.71):
A condigao de Lorentz nao pode ser nem:
aAF
— = 0 (6.75)
Mt '
nem s
2
— Ip: 0
axF
porque contradizem a regra de comutagao.
E: .
aa(;’ (x)
ax}1 -

condicao que se deve a Gupta e Bleuler.

o) o pols o T ergalme o

Chame:

(1),2 _ o
£y (k) = (%, AF(k)‘}’)

Dela resulta que os fo-
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que & a amplitude para encontrarmos um foton no estado § ‘de momey

tum K, com k k” = 0, e polarizagao p. Logo a condigao (6.77) e-

xige: .
P @) = o (6.79)
condigao que garante a polarizacio transversal dos fotons.

Com efelto realize uma transformagao de calibre (gauge):

A,00) — &, (x) + fﬁ com OA=0 .  (6.50)
Se ja: |
Alx) = JA(“) o~lx g4y (6.81)

» e
A(k) depende so de k, pois de kaA(k) = 0 resulta A(k) = 0 exceto
quando ka = 0.

Assim no espago dos k, (6.80) 14-ge:

A},(;) — A,,(i?) +ky A(B _ '(6.82)
(1) "" : (1) -
e f (k) + kp?ggg(%gscreve i mesmo estado que fp (k). Bscolha |
mos A(k) = - . Entao;
k
o kp |
vy = £, TN (1),3% .
£a(k) = £, (x) -Tﬁfo (k) (6.83)
e tal que .
folk) =0
e agsim:

k' 1,00 = K0 =0, (6.84)

logo a fungao de onda que descreve 1 foton & transversal.

0 vetor energla-momentum e:

p' = . Jk*‘ A:(k) A (k) a*x (6.85)
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Agora egcolhamos € e k assim:
k, = k|, k) = Ik, k, =kg =07
isto e:
—n .
ky = 1x}(3, 1, 0, 0)

(o) e
€y (k)

GSE)(k)

(1, 05 05 0)

(0y 04 1, 0) ,

(0, 0y 0, 1)

L

isto o2
p (1), . (2),7 -

k™ ey (x) —k"‘_ GH (k)
-6 3D =k egf)(i') =

I
o
“F

i
[
L]

De:

4
i’ = E e(}’l) a(;\)(k)

ot a, 9= 0 = (A - D)

}.l
resulta:

ou:

2(yy = {3 ®yw .

(6.86&)

(6.86b)

(6.873) :

(6.87b)

(6.88)
(6.89a)

(6.89b)

Logo, nsando (6.88), (6.89) e o fato de que os vetores de

polarizacao sac reals, deduz-se:

- @ DY - M@ M By (6.90)
AX AX

= I:a.(l)"'(-f) a(l)(l?) + a(2)+(i{) a(‘?)(f{):lfp

‘@ so fotons transversais contribuem a P,.

}l
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Pevemos, entretanto, usar métrica Indefinida para definir os
produtos internos. Pois Ao(k) A;(k) e positiva semidefinida en-

quanto que, pela regra usual:
+, _ ato +,. -
(Yyy A (k) A (DY) = (A ()F, A (K) 4,) =

- (zpo, (2,00, A:(k):lflfo)= Sk -k"). €6.91)°

A contradigio e elimfnada se usarmos um operador :‘? "tal que:

o [amn] s

{Ao(x),q}_._: 0,

ou: _

A (KIN = 94,(k) ,

A (k)N =-n4 (k)
e.:

e, =1,
Asgim:

qAI(k)q =,A;(k) ’
nAT(k)n = - AS(K) . (6.94)

Admito v diagomal na representagac em que AI(k) Ay (k) e
A;(k) A, (k) sac diagonais.

Tenho entao:
(nlqln)(ql‘ﬂi(k)ln-*l) = (n]4,(k)|n+1)(n+1|n|n+1)

(n,Inln, Mn 4 () n 1) = - (n (A (k)|n +1)(n +1iq|n +1), (6.95)

{.e.°
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Mp,+1 = a2 1 =1y 25,3 (6.96)
g1 ™ ", *
Isto permite-nos escrever:

isto para um dado k. Em geral: .

n_(k)
ny= TT(-1) %o Yy onde n_(k) ocorre no estado &, (6.97)
o _ o

k
ou:

(1 (D500 amp(k).e e ongli)e eng (k). plmy (K500 ) =

n,(k)
1T(-1) nl(k)'n]‘__(k) 8nc'(k)n;,(lc)

Definindo assim p, postulamos agora definir o valor esperado

de um operador F assim:

<F>= (4 gF ) (6.9%)
e a norma de um estado, ¥ por:
(Fyn W) (6.99)
Se F for tal que:
| §F+Y =F (6.100)

entao (F> & real. Pois: |

<F>=2_ (b; Tnm le sz

nmi

*
Y =T g o Tt ¥ R % (F Y o Tan n

nm{
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L : . P
poTque Yy, = Ppns © em virtade-de (6.67):

n

-Z@ %p Foq Tqn Pun Y, = ZKP “p Fon ¥y =
nmj

porque q = 1,

E claro que

- Ly RotE? YT
(i3 9)) = by THG-LY O, (6.101)

no(k) é O numero de fotons (time-like) no estade UU.
A contradiqﬁ@ sSbrg AOA; @ seu valor esperado e eliminada,

ﬁois:
Mor nao06) AT(1IE) = - (3, 8o(k) 7 A5G ¥,)

+ + - (6.102)

T (AU, Ak ) = - @y, %) = 8k-x") . ,
Precisamos-agora de’ construir as fungoes de estado ¢ que

sdtisfagam as condigdes:

a1y = o3 xye (6.103)

W, ny) = @0 pyloly (6.104)

onde ¢( ) € o funcional de estado no qual nao ha fotons longitudl
nals nem esgcalares (pois ¥, em geral, deve conter n®(k) e n(B)(k)
- bara que sejam definidos og operadores A (x) e A (<)Y, o ponto
importante & que os ¥ possivels, que satisfazem as condigoes a-
cima, dao o0s mesmos valores esperados para as grandezas f{sicas

que os obtidos com ¢(°), a menos . de umg transformagao de gauge.
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Para determinar esges estados, recorremos as formulas para

-a(O)(k) e a(s)(k)z

a3 9.0 3.0 = /AP 3G aPao-1 L,

a0 9.l ) = A0 9. -1, (6.108)

e3P )% .. 3.0 ) = Ao ¥ a3,

2w ...l .) = APl 3.l 04, )

e fazendo (para um dado k)

p=3 'Cnlnz%no % (nyn n,n,)
n 0.0 n
1 2n3 o
a relagao:

2B ¥= o) ¥

A3 g A ¢

nlnz_n3-1 n, =

0 que nos permite escrever:

nynpnan,-l =0

$=c, %, Co=1,

onde:

¢

o q*(nl,nz,0,0)‘ ’

q’l = @(nl,nzgl,O)_ + ‘l'(nl.,nz,ol,l),

zl’z = @(nl,nz,_a,O) ""/2 fﬁ(nlynz,_l_’,l),_*' fP(nl__,nz,O,Z),

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Agora:

(6.106a)

(6.107)

(6.106b)

(6.107)
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S| [ u
(Gon@) =5~ ° S I
) r=0 8=0 \/r](:l-r)! VS_!(I-S)!

-(G'(ni,nz,j-r,r),7‘¢(ﬁ1,n2,1-s',s)j- : (6;109)
Y T T
= (“'1) 6 ¥
E ::6 r!(J=r) Vs!(!-s)! nyRy nan 5;][61-5
- — 3§ N
= § - : L1y -
ny0y n2n2 i oo, T!(3-r)! (-1)
= 611111 na,n2 5;11 6:)<>
n nl )
pois: (a+b)® = 5 ——— . GO°F T 4 (6.110)
r.__o r‘(n‘r)!
n - _
=8 =5 e (). (6.111)
"0 im0 T'(ner) '
Vemos que:
(%108 = W0 8) (6.112)

Observe que cada ¥ em %y s %y2ee.y em geral, & um produto cor

regspondente: aos difererites valores-ue k:
= TT fl*(nl(k), nz(k-), 0, 0), (6.113a)

:p = Tchl(k)Eﬁ(nl(k), n (k), 1, o)w(nl(k), ny(k), 0, 1ﬂ

Tomemos agora os dols Seguintes estados:
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= TTifwcnl(k)’ nz(kl,;n1-03,
4y = Thy €0 [Bmy (), (), 1, 0) + gy (), ngli), O, 1)]

s calculemos a ssperanca de.a.’l(x).

Temos:

(Byruhp(x) 3,) =0 {6.114)
""o*‘*l'?*u(“’l}o*ﬁ] * o 4l )« gy alle . (6118

Como!

Ry(x) = aff)(-x) +'A(F"(x)

1 &% '
- (A § () ~tiex, (A)+
s I, ) Q' Mdeixy (A
(2w ZJ-/zlkl A { ’ : ) }

L )
g cfll)(q.ogvg(z)(;)Trkcltk)ﬁ'(nl(k),nz(k),1,o)-pq(nl(g);.’nz(k,'?’l)])a

= cl(k)(e?)(k) + cﬁ."’(k)).('ﬁo, n Go)
z, €< (Gl, e *x) a»o) -3, (n(n-kcl(k)[’i(n.(k),nz(kJ,l,O) *s
- ¢'(n1<k), nz(k),O',]] ) Iz l(l) (k)sz’(nl'nz’o’O))

. (3(3)(k)+e(°))(1(k)[.....], - a(°)+(k)q %(n, (k) g 0.03) .

= - C}(k) (e‘,?’ck) + ‘_f._")m) (s 7 ¥)
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porque | | _
a(3lg = g(0) g | (6.116)
Logo: _ _
d3k -
(ip +¥1, 74 (x)l_q» +¢]:D {Cl(k)éf?)(k) +
(a2 et L~ \

¢ o)D) ) oot c;m(eggneg.o))em} .

@ cOomO na nossa escolhsa:
ku

(3)(k) + e(°)(k) =
Ik!

vem:

: 1 : d3k k"‘ -1k x
Yo+ By 7 A, () rp,,wl)e . . {Cl(k)e -
( [ ] (2r)/2 | J2)x| ¥l

- c;(k) eﬁ”‘} - 2A " (6.117)
0x
onde . a .
1 d ]
A=— x {Cl(k)e 1kx, c* (k)e”’x} (6.11°)
satisfaz a

DA(x) =

© que mostra que os “expectation values" de A, com %, ou com Y, +

M
+ Y 30 diferem por uma, transformegao de gauge.

Assim, os funcionais acima construidos sao equivalentes na
descricao do campo eletromagnetico. O vacuo, por exemplo, pode ser

descrito por

%0, 0, 0, 0)
ou por
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$(0,0,1,0) + ¥(0,0,0,1) ¢6.119)

ous
%(0,0,2,0) +v/Z $(0,0,1,1)+ ¥(0,0,0,2)°

ete.

Podemos escolher o especial‘gauge paré 0 vécuo, tal que (Kal
1én): | |
(g Ap(x) $) =0 . (6.120)

7. Valores egperados no véguo (Vacuum expectation values)
7a. Vimos que:
(4,0, 8,0)= -1, Dx=x2. -+ (6.70)

+» e
Queremos calcular a esperanga no vacuo de expressoes que

intervirao mais tarde.

0 (a0, 0] = (A AL ARy
Temos (no gauge especial de Kallen):
on’ {A)J(x) Ay('X.' )+ Av(x') AP(T—)} ?PO) =2 (‘l’os ']AF('X-) A”(x':)_ q’o) -
- ig“v D(I'-X)_.

0 12 termo do 22 membro da:

(tpo, 2[4+ 4800 [a, ey + ’( x-)] )

Z(a"’ 2y o) A7) ?"c;‘= 2 ( 9 1. Ai«?"cx), AE,"(xél“’O)

- 21gy, D¢ (k- x).

Assinm:
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<{Aﬁ(x), A v(x')}>0 = -ZigF,D(__” (ft-x‘) -l'-"i'gw,D(x_-:x') = 'S,wD(l)G‘ff?'*’
(7.1)
onde: |
0 ¢x) = 24 D' M- y)-1Dix-y). (7.2}
11) Produto cronoclogico
(A (%) A (x) ' g
p(AP(x) Ay(x')) - M x v L1 x°>x°’
A (x) A’,(X) 88 X'g>Xg?
1sto e:
' "_ 1+€ (x-'x') ' l-c(x-x') .
P(A,(x) 4 (x1) = A}l(x) A (x') " + 4 (x ). Ap(x) -—'—2——' =
cl(x=xt')

= % {g”(x), Av('x')} + " E&F(x)_, Av(x')]

logo:

. |
<Ry 8,003 = [P am) - tex-2) Dixex) gy =

1 | )
- ; By E)( 1_)-('1: -x') + fe(x~-x') D(x -‘x-'):l

1 .
= - ; g}n' g DF(’X.HX') ’ (7.3)
onde:
Dp(x-x) = DD xan) + telex) Dix=n).  (7.4)
1i11) Produto pnormal ou ordenado N(Ap(x_) A,(x)) no qual os

operadores de emissao sao postos a esquerda dos de absorgao:

My 0008, 201 [ (4000 + 457000 ) (6 + 40000 ] =
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= afa{Poond e Do 4Gl AP eon o]
= Aol +al e 4G TN T PRI o)

Verifique: |
P(A,(x) A(x)) - N(AH(*-)_ A(x)) =

- -3- Epy D(x ~x') , (7.5)

) 1 | e(x=x') p , __
PCay (28,060 = 2 {4,000, 4,600} s— 3,000, 8 ] =
1Fa () (+) (#) oy, - (=)exy Al (g0
- EBAP ), a0} +{ AV, 8 (x.-')‘} +{ 402000,0 6]

+ {400, 4 ) | +-€(’; ”'_)'_Ea}t(x), 5,00 ]

P

Subtraindo a expressao de N(Aﬁ(x) A (x') ) e levando em conta

as relagoes de comutagaoc -

90, 6] = 17, 8] = o

El}lq-)(x), Ag')(x.j=- igpvn("')(,x_xl) .
0 8w 1p o any
[0, a6 g, 000y, (7.6)

D(+)( -X-)':-'.D( -l)("‘)’

obtem-se a relagac mencionada.

B elaro que:

(N(Ap(x) A (e)> =0 - (7.7)
0

7b. Para o campo espinoridl, analogamente;



1) Caleulo de < EL(??)_", ‘PB(‘I')] > . Temos:
- ° .
([ 30 > =2 <4 a:ﬁ(x'_)}.of 18 (=)

- [ - c G\ + t i S PURY .I
REACLCN = (78 4 800) (¥ gf )

o
=<q7é"')(-x) Wé')l(xr') _>_° =({Ei"‘)(x), q’p(")(x')]z’ =
= ~180 - x), .
pa |
Logo: .
T |. - (") o - ")
4 qu(x?. "’p(?_)] >0. = -21sm (x-x)+1spd(x-x)_

G D PRI '
= spa (x'=x) Y
1) Gllculo de <P(F(x) x> .
: o
1+e(xex') 1-6(1-:;5')

+3.0) G, (x) =

p(@maé(;'))=_‘f6¢fxwﬁgx{) —

5 2

) E (R, g} s T2 s ]

2
- N L (_1 | . G?(‘X-x!_)' (1),.,. _
<P(¢o¢, (x ) %(x ))>o = - '2' Sﬁ&(x’ -Xx _)'.'.."'-t- - 2 'Sau {x “X)

1 |
— . '- l- X (1) l- =
-3 {1 Sm('x x}+e(x=-x) S (x x)}

_—1 R oy s .
- ; €(x =x) {Sg“)(x -_'x)_-b le(x 7::1)'-89“(1 ..x)J

1 e -
= - Ce@ax}slen) s (7.9)



Também:

L L
: <CP(100) B0) g == ctxox) ghe-x) L (7.20)

1i1) Caleulo de W¥(x) &(y)). O produto normal de espino-

res coloca 0s operadores de emissao a esquerda dos de absorgao, lg

vande em conta o sinal de anticomutaqio..

M¥(x) B(y))= K () + Fx))Er)+ wiy)] =

¥[ate i(y) ru@vly) + 00l + Fxdv(y)]

-0 (yha(x)+ ax)v(y)+vixfuly)+vix)vi(y) ,

NE(r)Ux)) = B[(5r)+ vy))a(x)+ 5x)] =

a0y ulx) + Ty)T0x) + v(y)u(x)—»-v(y)%‘(xﬂ'

) a2+ WyWx) + viyda()= Tx)w(y) .
Pelas regras de anticomutagao:

N (x)F(y)) + B(B(y) ¥(x)) =
MUY = N (a(x)+ T Naly)+ ) =

= a(x) (y)- v(ylux)+ v(xuly) + v(x Wiy)

= ¥(x) ¥y} . (7.11)
N@(x)e(y)) = ¥(x) ¥(y) .

Temos a seguinte relagao:

e(x-x') P(%, (x)ty('x )) = R(Q’ (x)ﬂ'(!‘)) =
=4 g (x-2x) (7.12)
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que se mostra diretamente:

e(x-x‘
P('tp (x) (b(x'))- -{u (x), 4:(%)} qu(x), w(x )]
1 - efx=x")
S - -2- Sg {(x' -‘X)"""""—""" Ep (‘X.), ZP(x )]

. - . | B A
E(x= )P (G, (£) h(x' )= - Z elemx') 8y, (x-x )-l-;(‘-um(x)uﬁ(x'}-h

N RENCOREERCAIACOELACOERCOR,
+ 3,000 )1 () (47 0T ()T (o))

N(?; (x) ¥ ()= "1~I,,¢("):ul‘*?(‘mi o E&(")-;ﬁ(i'p' o (Vg =7 (%) 7 ()
Logo:

- - - i
e(x-x)P(y (x) q;a(x‘ N -G (X)) == > €(x=x) 8oy (¥ =% ) -

- .;.({am(x)_,uﬁ(x') 4{5 (x), FB(x-)} {7 (x), a2} -

--" '-.| -— - ) | 1 ] -
-{v (x) 5 Tyl )'D'E (+) ) - —séd ('~ x)-ze(x-x)ls =)

(81(3]‘5‘)(7" -xX)Y+ €X'~ x)j, s (x -*x)) == [au'-(”' -x) .

8. F orr e fermio

Vimos que:
' Iy=e¥a, ¥ (Tv4.13)
Contudo o valor esperado da cargas .por assa expressgo, no vg:
cuo, e infinito:

Ly )6_ diverge (8.1)
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Pois:
B = 0 T, B (2D, =
= of P)a,g( g, (%) U'B(?f-)> =
- . -) —
= -telm,),, S52(0) =
= -te (2, 870 . (8.2)
Agora: ' '

) = (ap+ m) AN0) =

(+1) l-e(k)
= ~(1¥+m) J S R (O
(2r)? ’ g
i 1-e(k)
D o — ]- d4k(lf+ m)e-ikxé(kz-nz) .
(2r)? 2 (8.3)
(=) 44 5 2 1we(k)
trago (%,87(0)) = - —— [a% x, s(2-a)
(2r)’ 2
= ok 5(k_+w )
41
Trago (7, 8{=)(0)) = - [a3k = ®.
2(2r)3
Tr(y, §'70)) = - —— |k, dk J&e (k +wk)=0
(2r) " 2|k0|

Helsenberg prOpss definir a corrente assim:

3 (x =§- @;'qu-w('@ 1;,)]
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Im

-3 e

3( AL AT Zp ) (8.4)
2
Neste caso: _
<Jp(x)> = Q - (R.5)
Polg: _
<J (%)), = (fP (% )""P $ - ZPﬁ ((’i*)&p zj,a)>o =
e - |
= = o), <qu(x), rﬁﬁ(x)]> -
=2 (0. 80y = & (o, 53y .
2 #lag ﬁu( 2 r
Agora: .

s (x) = - (1g+m A P(x) =

= - (10+m) fa‘*k o~ B 5(1%n?)
(2r)
1 ~1kx 2 2
T o Sem—— [ d4k a (Hjn) 5(]! -m ) 3
(2r)? -
\ . |
Tr(o, 8 c0)= - [ 2% x,5(6%-0?)
(2r)>
(1),
Tr(y, S (0))=-, [k d3k Idk §(k 4+, ) +
1 (2#)3 i (.} 2 k l [: o k

+6&€%ﬂ=0!
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rr(r, 81(0)) = [dBk f
@

4o

© Zlk
Outra expressao do }, -assim definido 6t
J},(x) o N(F qilﬂ’) -e(’YF )“P N(T, (x) ‘_Pﬁ(,x;)) . (8.6)

ou seja, como um produto normal.

Polis:

jp(x.) =§ (7], Eo q, z&]

Oy [(F#70) (B, Ty) = (ug+ T )T, 0 v =

e — — -
= :2' (0',, )up 3“u8+u vﬁ-'-v up-'-v v'p-uf_,,uCIL UgVy = Vg e~ V,gvoJ'

Mas:

ﬂa‘vﬁ -—_-Vp_'ll ’ V‘x up"-uﬂva

)y {Fata* wia) = =1 Trim 80H(0)) =

4 1+e(k)
= [ d*x Xy, 8(x%-n%) 3
ey 2
- ‘ Y - - 1-e(k)
(ry )"P {vﬁ v, +vdvﬁ} = -1 Tr(y, s -')(0)) -"-- 5 Jlﬁk k, 8(x%-n%) "
(2r)
Logo:
(‘r,f )ap{“uup uauu}‘ (fr,.) {v v, +v v ]
ou

(‘r,“)ap (wu, -v,v, ) =.'(f)-},)m'3 (_vd.v'a-usud)

P B

e, portanto:



Cx) -a-F (¥, 31¢J

Outro produto—é o chamado produto~T que ordena cronol&gica-

mente os fatores levando em conta-o gindl daS‘permutgqaes dos ¥:

T('¢1¢2...) = 8p tﬁi, b, ... (8:7)

2_
Agssim:

W ¥pee) = 8 PV 0,000 o (8.8)

Expressando o produto cronplégico em termos de uma soma de produ-

tos normais, temos:

- ' - . 1 = ._'.Z.=__.._._
T (% R 0000) - B () 90x)) = = 8g (x-x) (8.9)
(¥, (¥) (%)) - WY ) G, )Y --z P xen) (8.10)
T () §(x)) R, (D Y(x)) = 0 , | | (8.11)
R 2 B a . : | _
r(wm_(_x)-%(x'))-n(vd (%) %(7.’))—.: 0 . - (8.12)
Dai: o .
- 1 ’
<OITF )Y x)l0) = - sg (€-x) (8.13)
. N g _ 1 F (x .
<OlR(¥ (x) G (x)lo>= -3 pa{® =%) 5. ] (8.14).
= KoY (VY eNod= 0, (8.15)
<0|r('@(x)"_.io'ﬁ(_x')'—)'l-6>=_ 0 . | (8.16)
9. Conjugacao na carga e lagrangeana

Vimos a lagrangeana do campo életromagnético e do campo de

electrons e positrons.em .nteragao-

R3



dA M
1 Mmoo A 1_[ ?
R AP T i S A,
ag 2 ax’, bx# ZIq’ T (ax"' a . _
5 i1ob 2 1eA (7
—q; [(r — - 1O +m .
2 at
onde - .
; § b |
axht ax? )
As equagoes daf resultantes sao:
DAy = 3, > dp =e@.q'ﬂ¢’
e
1%(5—- - ieA")¢=m‘P, (I.6_.20_)

(5 - s a] o

A parte que contem ¥ e 7 y cOmo jé vimos, difere de outra mais

simples por umsa divergéncia, isto é,

’ aA 3!&’!
°5=-"—-—'+w[1'r"-—+1ea)-m]¢ ’
Zaxpax
e
L-L= 22
2 x”(ifﬁf}#?ﬂ

o — ~
le Z dao as mesmas equagoes de movimento. Em partiecular, dao
a corrente jp= ey 'YA‘P- Mas, para eliminar a divergéncia do walor

esperado de ] " no vacuo vimos que devemos adotar a definiggo:

3, == E(x) , zp(x)]. (8.4)

Uma lagrangeana que conduz a esta corrente e a que se obtem

gsubstituindo
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pelo comutador: : : : ' :
1l [- .

> E&(I)‘ (1‘?"(-—’7 + ieA ) ) ‘ﬁ(xﬂ. (9.1)
Somos levados a este comutador pelo seguinte argumento. Chg

me Q o operador 1o —-; + ieAy - m. Entao:
ax

— — l —
Mas:

{Fx), 20(0)} = Fxawx) +au(x) Fix)
= Mmoo {fpu_(r), b )} = (9.2)

= -1 1im 2 S KX=x)

x-x *B

e singular. Portanto, poe-se de lado o anticomutador que ds lu-
gar a uma constante infinita. Pode~se, pois, adotar a lagrangeg

na:
L 1T 7, (10(= + 1en v )]
E m ™ s e - X . — e - -
Contudo e conveniente esc_olher ainda ums outra forma. Vimos que,

para um campo espinorial livre, a hamiltoniana e a carga totais g

ram:
=S fd3 (n( Yp) + wE- ’(p))
"'1’2 -
R R
r=1,2 '
onde

570 = 51 ve) o W) = alp a_(p) .
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H e Q sao invariantes quande se faz a substituigao:

e —_— =8

a teoria e simétfiqa en re;égé'e a electrons e pésit_ron__s (a carga Q
muda de sinal se se deixar e invarianfg)._ Ora trocar electrons com
positrons significa trocar "o'perad.ores de aniquilagao de electrons
pelos de pésitronss logo,y no e&pago dos x, isto quer dizer trocar
$(x) com G(x): L

alx) = v(x) ,
logo, sendo: , :

z.P(vc)' |

= A=) ¥ ¥(x)
“Px) = alx) vvlx) (9.3)
Px) — P(x) . | (9.4)
Esta troca nao e, em geraly suficlente. Em geral devemos

tazer a operagao de conjugagac da cargat

(9.5a)

Y(x) — ¥(x) =cP(x) ,
isto e: '
| Y(x) = %(x) = Cuy By (2
em que C é‘tal ques
=1 . - T N LY
C f}rF c = =Ty o (9:6)

Deste modo, a equagao

F, s .
{iq’"(—-"— ieA )-' me¥(x) =0
. Xy a
da:

# —a- - ‘ - H 3 — P _
iq’(_ax" ieA;:) -m..‘P(x)— ;.‘)r (axp-ie.&}.) -mp CY () =



3

ax

3 - N |T
=-C {17FT(—— - 10A”> + m} iETCx_) =.-C{¢(¥-) (ifr“ 2 - 1eA,9 m} =0,
ax" ax*'

que ¢ a equagao para P(x).

=41c. ¢y "C(-%--ieé.)--mﬁc" g Tex) = (9.7)

Assim a lagrangeana:

. 1aaM %% Ty | [ a _ |
Asem o — s = Y(x), | 1o9¥ -*—F*'i_aAF'-m P(x) | +

S , 9

1 |- oy
PR ‘l}v'(x)-, (j_qr ( 0 - 19‘&”) )(ﬁ.'.('x.) (9.8)
.4 ' axt

da as equagoes de moyimento desajadas e e manifestam&nse simetrica

em relagao a troca de electrons com positrons:

e — e .
z|‘"(=!C) — '(x) (9.5b)
Flx) — B(x)

Aquil:
-y - o . ~_ .*. t - _
?Pu(\x) = lﬁp (x) f};pu = Cm (74)” ¢9(74)pn:_ ._
== Cpi' (‘74)1), ¥ ({r4)f30£ porque ..C+= c"l,. c = -CT

-1 . :

-1 ~L - ’ -1 =
R P G CANE AN ARG

(cly), = (c"*)mp %,

T
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Fx) = ¢y, (9.10)
ouy como
¢ = <cT |
¥ ) =)l (9.11)
Assim: | '
1 1= 3 )
- tp'(x), <1(y" (—-—-— - 10Au) -R) q"(x)} =
4 _ ax“ . .
2000, (10072 - e, +n) F0)| =
4 | x®
1 - - _'
se= {1 {Z - 1ea ot +m |, ¥ ()},
4 [\ \o #

Com a nova lagrangeana, 3F fica o mesmo, pois, por (9.5a,b):

-E'(x): ot w'(x)— = - ?P(x), ¢t ¢ tTr'(xS_-I =

H
+

|
]

wx), 1 TF)] = - [Fo0, of v )]
e como da iagrangaana regulta:

3, 0%) =«:- (Ei(x),wu(xﬂ- [E*(x),#:p'(xﬂ) ,

o .
— it ,l -
ROES E(x),v m(x)]. | (8.4)

logo:

» ’ ’ - - -~
0 vacuo e invariante em relagao a conjugagao da carga
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u(;';).l-?o =0y
(9.12)
v_(_xﬂ_'%ﬁmo .
pols:
u'(x) = ev(x) , THx) = cu(x) ,

vix) = ¢t ux), TUx) =t T(x) ,

como resulta de:

u%x)¥?%x)=qﬁﬂxi=cﬁtxjsc%(x)s

¥'(x)
¥'(x)

wl @) v = ety )= ety ()47 Fx)

logo:

u(x)I)o T {i‘(x)l'>o ev (‘a'<)|>o =0,

V(x)|>b %j0 — v (%)| 7 1 u(x)|> =0
As regras de anticomutagio sdo tambem invariantes em relacao a

conjugagao da carga. Temos:

_ {u_cc (x), Eéx')}_: =1 S&?(x-x'),

{Fo )5 v, (0} = -1 8 x-x)
Entao:

_{ut'r. (x), ‘Eé("")] = {(cv(xna 3 (c;']‘;(x‘)sj =

I}

=~ { (ev(x ).)m ’ (v(x)e™L )(3}

il

- - . =1
=-c,, {vl(x), va(’r-)} °6|3 (9.13)

_ (=), -1 _ 3 -1 (=),
=1icy, Ss;\ (x'=x) Cap --icq;\Q.fY".g;ﬁ--!-u}mcsp A (x=x)

=-i{1caql ¢71 2 em) A= -1 “iq¥ 2 +m) A -
] ax' ax'}l
N P g «B
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=1 -1'7"“9"'}'1“'111 A(+)(‘!-x‘)=1' "'1«}';'%"74 m) A(+)(-x.- x) =
. ox ap ax «p

Y
= - 18“'3- (x=-x') .

Aliag, vimos que: |
logo | : M

<Frea, m e % =B mve), -

Mas como 0 vacuo e invariante, devemos ter:.

Ko@), = <Foo g vl (9.14)
logo:
<E_P’(X), o ‘P"('*)j>° = < E'P'('x),fr"'cb('x)])o = 0
e _ ' | _
3= =0, (9.15)
Ate agora tratamos da conjugaqﬁo na carga considerando a

transformagao de ¥ e de ¥ e fazendo e —* = ¢ e deixando inalte-

P

e — @ (polis ¢ uma constante)

t

©

—

¥

=4
|

—

AP —pe A’H - | . e

Como por essa transformagao:



J“(x) 5 i (EF(XJ, Yy "9(’?)] - Efl'("i), A Zp'(xz] —

-v-j; (x) = - Jﬂ(x) {9.16)

e comd a Iinteragaoc e JF(x) Ak(‘x), vemos que a lagrangeana #ard"Ifj
variante ge

Aﬂ(x) = - 4p(¥)~r

Assim a transi‘ormagio -de conjugaqé’o de carga e definida pors

Y(x) = Wex) 2w ¥ (0wt =n oB(x)

Fa) — Flx) = u, Fx) ut =y, B (9.5¢)

Ap(x) -4 (x) = v, (%) uTt = - a (%)

Aplicando a operagdc novamente:

u, (%) ul =9ex) = uc(ucwx)ugl) al =

=9, eu ¥(x) u;]‘ =7 '?; e ety ,

logo deve ser: .
qc qc =1. (9.5¢e)

¥, € ux fator de fage.

E claro que o fonclonal de estado se transforma segundo a

regra:

1> =t | >

Podemos escrever U, como o produte de dois operadores, um, €,
atua gobre as variavels do campo eietroma.gne't.tco, o outro, Zt.c,gﬁ-

bre as do campo espinorial:

97
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u, %:z‘dr.&'e ‘ (9.17)
De:
_‘1 - :
U A ()UT = - A ()
resulta:
€, Ax) = - A#(x)u‘r. "(9.18)
Logos no espago dos momentos:
U a,(k) = < A (k) U, (9.19)

e supondo &y diagonal na representagac em que © numero de fotons

s diagonal, vem:
(all, In)(nla (K)]n*1)= ~(nla (k) n+1)(n+1]Z, Jn+1)

1.8.,

(%),

- (Zl.r)n,'_l 3 (9-20&)

o que nos permite escrever: -

oa,),

-7, - (9.200)
n e o numero de fotons né campo.

Quanto a UL, temos:

a3

o P - + . 1
¥(x) = 5 {b (p) wT(p) e~ 1PX 4 gt(pwTelPX},
Soory2 | VB pm1,2 b T T }
d3§ + ipx b
Fix)= — L {ope) @) o'+ 4, (p) Fp) o pxl
/E(Zvr)yz p r=1,2
Temos:

U, YU = o Fx)-,
logo:
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-1 e A g
L, br(p) lte % dr_(p)- t9.21)

e

o + - -1 . ¥ -
U, dr(p)ae. = 1y br(p)

desde que:

WS (D) = ¢ ¥(p), v (p) = cw¥(p) = (9.22)
Mas:

(p-m)wT(p) =0 r=1,2 (9.23)
(F+m)w(p) =0 r=1,2, v =% (9.24)

e: o
@ (p)(g-m) =0 (9.25)
THp)g+m) =0 (9.26)

Agora se: w® = ¢ ;r(p) temos:

c'f](ﬁ-m)wr%'](é-m) e 7T= (e™tpte pﬂ-m) vT

= (=T p, - m) ¥ =¥ ($+m) = 0

a também de vr

= ¢ @' tiramos:
e X g+ mivE cHp+m)cwT= (c'l,,,l1 e py + Wol =
=(-o* T p +m)&T = FT(F-m) = 0

o que mostra que as relagoes sac verdadeiras.

Aliass de

resulta:

€l
i
e
<
I
o
<

(9.27)
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Portanto a lagrangeana:

B34,

| 1 dA 1. : .
L=-= ——+=|F), 1:;"'—?-—-::;'?&(::) +
2 ax” 3%, 4t - axM
' B 3 . PF
+ = [3'(x)y (1oF — - ) V()= 3" A, (9.28)
4 | axH
J"" = -4- (E"(x)’ q',.q'(x)] - EP ('X.)’ Q’F tp(x]) . (8-4) :

FJ -~ - ~
e invariante em relagao a conjugagao na carga:l.

Gi(x) — ¥'(x)

u, ¥(x) ut =g, e F(x) ,
B(x) — Fx) 5w, Fx2ult = v, e HO),

{ _ =1 _ .
Ay(x) =4, (x) =u Ay u.” = - A (x).  (9.5¢)

Igto quer dizer que:
B’ U.J"-‘ 0, pois ¢e= ucce u;]‘ ’ (9-29)

o operador ﬂ% é "bom" (constante de movimento). Por outro lado,

a carga total Q tambem e um operador "bom':
@, q] =0, (9.30)

[ag1 9] 20, (9.31)

Mas

pols

o
O
[~
"
]
o
-l

(9.32)

(9.33)'

[ Batbene ]
=
-
-
O
S
F
|
o
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- Portanto, em gérél, nao podemos ter uﬁ-funciondl de estaEO‘que

seja auto-estado de u_ e de Q.

Se, porém, tivermos:
QI>=0 .
entaos:

<E’-cs Q]>= 0

e |> pode ser auto-estado de %, e Q.

Como os autovalores de ub sao + 1 (pois u§ = 1), um estado neu

tro tem um destes dois valores (paridade da carga).

Assim um sistema de um n¥mero par (impar) de fotons tem parids

de de carga par (impar).

Um sistema neutro, auto-estado da paridade de carga,'sé - pode

» » »
decalr em um numero par ou em um numero Impar de fotons.

De T - 24 resulta que To tem paridade de carge par.

‘Pgralo_pOSitrSnio, considerando a carga do electron e do pési-
tron como uma varlavel interna de duas partfculas 1d3nt1cas, o prin
prio de Pauii exige que o sistema seja antissimétrico em relagEo

a troca das duas part{culas.

A troca significa troca das posigoes, que da o fator («1)* on-
de 1 ¢ o momento angular orbital, troca dos spins que da o fator

(-1)**! onde s € o spin total e troca das cargas, que daz o fator u,3

I T e At L
Mas se o positronio decae em n fotons &c = (-1)%, 1ogo

(-1)7 = (-1)¥*s
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0 estado 33 gecae em numeroc. impaﬁﬁda‘fotoﬁs, 13 om numerc par.
353 — 3o
g e 2

Um sistema neutro pode nao ter paridade de carga definida.

Assim se $y £Or a fungdo de onda co atomo de hidrogenio:
% §H = cI’H

a transformada @ﬁ S a do atomo de anti-hidrogenio (antiproton e

antielectron).
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IIT - TEORIA DOS CAMPOS EM INTERACAO

~ . "~

1. R o ' o e bacoeg.
Na representégﬁofde Schrodinger, o0 sistema e representado por

operadores independentes do tempo e por um funcional de estado, de

pendente do tempo, que satisfaz a equagao:

Htp=1a—zp-. {1.1)

ot
Agui:
)54 = H0+ v ¥ - (1.2)

Ho = H; + H, e a soma dag hamiltonianas do campo espinorial e do
campo de radlagaoc, livres. Como a parte da interacao da Lagrangea
na nao contem derivadas no tempo das variaveis do campo, V se o0b-

tem trocando o sinal da lagrangeana de interagao e Integrando:

= 3
v J Jp(x) Ap(x) ax . - {1.3)
Consideremos as autofuncgoes ¢ (t) de Hy:
_ ¥y ,
H, $,(t) = E Palt) =1 -;;— ’ (1.4a)
- =1Ent
Pplt) = 7. (0) e™°°0° , (1.4b)
(@,(0), ¥ (0)) = 8 v f}.;c)

-~ » ~r
Por exemplo, na representagao dos numeros de ocnpagac:

#u(0) =TT 8y go 8y yo
’ LI Y'Y
8,47

Vamos desenvolver a fun@ﬁo %(t) do problema, em serie destas
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autofungoes: -
P(e) = 27 9 (8) §,(¢) | (1.8)
-n

onde os coeficientes @h(t) dependem do tempo. Se no instante t ,
o sistema & caracterizado por uma distribuicao de fotons e elec-
trons, no instante t a probabilidade de que esta distribuicao te-

nha mudado por efeito da interagac e se torne caracterizéda por
+ ¥ 9' ‘%n(t)lac

Substituo na equacao de Schrodinger, este desenvolvimento:

[ 3%y 2%,
% ii '-5';" %n*' 19, -;: = Zn‘f’n(t) Hy ¥, +
| + 2,0, Vs (1.6)
Logo: ad, (t) |
1 =2 4 (lVin) §,,(8)s " (1.7a)
ot

onde:

-1(E_,-E )%

(a]Vint) = (9, V¢,,)=(¥(0), V¥ ,(0)) e .(1.7b)

Observe que V esta na representagac de Schrodinger mas
(n|V]n') esta na representagao da interagac. A equagao acima po-

de ser escrita:
ad(t)
1 —— =77 $t) , - (1.7a)
ot

onde V; ¢ dado pela ultima relagao.

Podemos escraever:

$(6) = 8ty t,) $(t,) » (1.8)

onde o operador S(t, to) satisfaz a condigao:
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S(t,s t,) =1 | (1.9a)
e a equagao 38(t,t )

] ———m—ree = VS (t, to) . (109b)
at

Desenvolvendo S(t, to) em serie de potenclas de e:

00 ,
8ty £,) = 2. 8, (%, t,) (1.10)
k=0
vem:
35, (t, t,)
i . = V(t) §,_,(ty t) »
daf: t _
8 (ty t,) = - 1J v(tt) sk_l(t', t )t , (1.11)
t,
So(ty t ) =1 . (1.12)
Portanto: t |
8;(ty t)) = -1 I v(tr)ate (1.13)
to
% b
8¢, t,) = =1 I dtr V(1 )(=-1){V(t™)at" (1.14a)
to to

t
8, (ty t,)= (-1)k Jdt' Iat".. l atE (e wiem). . vty (1.18)
%

0 tO t0

BEgta Integral pode ser escrita sob outra forma:

Considere k = 2: t &t

Sz(t, to) = (-1)2 J.dt' ['dt "V IViE ) (1.14a)
t t

o "o
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A regiao de integragao af (no plano tr, L
t") é o triangulo abaixo de bissetrizdo
angulo dos eixos. Mas em (t+ —= £"):
t g
8,(tsty) = (~1)2 J as" J at' vEmv(Er)
5.t (1.14b) %

|
4
I .
1
t

f

¢t
o 0

a reglao de integragao ¢ o triangulo acima da bissetriz.

Mas a segunda expressgo para S2 difere da primeira na ordem
do produto V(t1) V(t")., Se -os dois fatores comutam, ambas as ex-
pressoes sa0 iguals e S2 pode ser escrito como"q;semi—soma das

duas, isto é, como z semi-integral tomada sabre o quadrado.

Em geral introduzo o produto cronolégico, jé visto anterior-

mente:
V(t1) V(E") se tr> "
P(V(tr) V(")) = (1.16)
V(t") V(tt) se t">t :
entao (1l.14) escreve-se:
% t
(-1)2 \
8,(¢t, ty) = J ate [ at P(VEtr) v(t")) (1.17)
to to
Em geral:
" R t
(-1) (x) (k)
Sk(t, to) = —k— I dtt J at"... J dt PCV(Ee IV(e") ... V(™))
t, to t, | (1.18)

(1.10) com (1.18) constituem a solugao de (1.9b).

A representagao da interagao tambem pode ser obtida assim:
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-iH .t 1t
<P(t) se O det) ow PGt) =e ° W(t)

8

2 Tt AH
2% g 38 +e!-‘°' Ve °> $(t)= v P(t)
N

que da:

onde Vy é a Interagao na representagao da interagao

iHot -iHot _ _
Os campos nesta representééio satisfazem as equagaes de cam-

pos livre., Em geral para um operador & da representagio de

Schrodinger, se tem: (Bt -4H &
Q'Izel o'lae a

9
1-_5-[1,3]

2. T e »hacoe [} Heisenber

As equagCes dos campos sao:

= y = Aty (2.1)

iQﬁ 2% ~r)¥Y = eq ’ o
Em ——prere ! - - W P .

% |da, ax}._+ m)_rp ey A", (2.2)
e [ :

oay = Ep(x)-,_vp- v(x))]. (2.3)

Desenvolvemos ¥ e kp-‘em_série de poténcias de a:

(o) (1) 2 ,(2)

A"_ = A}‘l +a A’ﬂ + a AH S PP ) (2-4')
oz yla) poylE) 25827 beeee 3 (2.5)
y = -(O)-*Q,E(l) + a -(2) geses o (2.6)

Substituindo nas equagoes, obtemos:
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1, 2 -z ¥ =0, - (27)
’1 al" H = ’ o
?,.'(0) (nﬂ 'a_a; + g) =0 , (2.8)
® .
mi,.‘” =0, (2.9)

2 (1) . (o) . (o)
("’rs':-m Lk AR
(1) . 1 [F(o) (o)
DAP -ZEP (x),fr”tp (x)],
-2 (2) _ . {,(0) (1), (1) (o))
(.w ;;;-m L4 —frp(A,f' Y +AP ' ’

g \ |
@ =1 E;-(o).’q_”(l)]% [;(1)’Q,P¢(o)] )

¥ 2
Em geral:
n
1y, —— = w68y < 5 gD x) o¥ g fmE)(xy (2.10)
A dx, _ =0 j
i . ,_
oala*llxy = = I:E(k)(x), 7, tp(n’k)(xil , (2.11)
p 2 ,_ -

n = 0’ 1’ 2, s @

Estas equagoes expressam

A1), (D) 4(2) 42)
(o) _ (o) A
Ap

p 3 ee. em ter-
mos de ¥ e s logo devemos dar as condigoes quﬁnticaa satig
felitas por estes ultimos operadores. Mas éstes satisfazem as e-
quaqaes de campos livres logo podem satisfazer as fegraa de comu-

taqio para estes:

(222, )= - 1g,, Dix-2)

(0)xy. 40V} = .
ORI R EFE M



{u,,cs.a)’(x) , q,éO)(_._x. )}+ =

i
Q

{a£°>(x),6f§°’@)}+ 0.

As equagOes acima sao a solugao formal do problema.

Uma solugao particular da equacao inhomogSnea de Dirae que se

anula para t = -00 :

d
(2% o n) X6 = + 50 (2.12)
X(;’, -00) =0 3 (2013)
¢ a solugao retardada:
x (x) = J. sfﬁ (-} § () atx, (2.14)
onde S(x) & a fungao de Green retardadas
9 .
SB(x) = - (19—}‘ 5—;—; + 1:9 AR(X) 3 (2.15)
que satisfaz a:
9 R = . ——a—. —2—- R =
(i'i 3%, ") ) =~ (1"'}! 3%y ‘) é“’r ox, “)A (x)
= @+u2)AR(x) = + &(x) (2.16b)
pols des 1+e(x) A(x), 2 >0
e(x -
ARx) = - (x) = PTOT S (eam
2 3 xo(O '
l-€(x) 0 x>0
abex) = Ay =< 95 (2.18)
2 Alx), x <0
- 1
A(x) = - P e(x) A(x) , (2.19)

resulta:
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@ + o2 A% = 6 (2.20)
@+ ) At = 8(x) 5. (2.21)
(O + uf) Bx) = 6(x) ’ | (2.22)
Atx) = - @R a2 | _(:2_.23)
A(x) = -15 BBx) + A=) . - iz.zzn

Mtds, do Agtr) = A0 + 1e (IAM) @ de @+ 1) AP = 0
regulta:

@+ 0% A = - 288(x) o (2.25)
Ja vimos L
A(x) = - J gt e 1EX 5(12-n®) e(k) , (II.6.18)
(2m)? |
(1) 1 kX ggp2 2
A D (x) = —— | % o~ 3(kZ-m”) . (II.6.31)
(2m) .
Agorayde: ]J.o en. . < Iér_, 2> 0
o | %’ m<0 3
rvem: : : ‘
%o 2 mdt 1 H dr 1vx '
=z e(x) = = J — gen{tx ) = — P —e 9. (2.26)
‘xo‘ T, v ° i T
¢ -
Portanto:
1 de  1rx (1)
Ex)=- 3 ) AX) = — - 7 I = LK Xg(12 2 e (k)=
oo (2r)?
1

dt —p- | | ' ‘
qu’k o 1kx PJ ra 6((1:04-23)2- k 2-m?) €k, + 2), (2.27a)
(or )t
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onde & tltims igualdade & obtida substituindo-se k, por k,+<T para -
1¥x

eliminar e °..
Agora:
- 6((}:-- +t)2-§2-m2)e(k +t)=J nlakf-m®)efu).
J u-k
du —_—
= (5 J§2+m \ (u-h/k 2+m2 )) (2.28)
P, u‘k 2
za/ﬁ'zd-mz »/ﬁ'zﬂn -k, 2+m2+k
;;2+mz 2 -mz-ka-
Logo: r
1 a* -
K(x‘) S - P } _ ~ikx . ' (2-27b)
" ‘ (iE'rr)4 1::‘2--1112 '
De: '
- 1
ABx) = A(x) - - AGO) (2.28)
N - 1 | | |
At = Bx) + 5 AG) : (2,29)
resulta: - 1 ' 1
ABx) = - —— |a%e o™X {p ' -irr&(kz-mz)e(k)}
(2r)% 1*:2--!:12
N (2.30)
1 _
ARy = - a%k oT1EX {p +in é(ka-mz)e(k)} . (2.31)
T e “W2un? S
De:

Ay = 8@ + 100 A) =A@ 2218 (2.32)

) -




vem: 24 .l 1 . .
Ap(x) = —— [ at o KX {p —— _1r 5(k%mD)} . (2.33)
(2r)d 7 K2

Estas funqﬁes podem ger escritas como integrals sobre certos

contornos.

Para isto, fazemos a convengao de assoclar a fungao 5(Z2=a)
no plano complexo, o integrando E#I 2&;, a integral sendo tomada

ssbre econtorno fechado em tarno de a gom certo sentido:

1l 1
8(Z-a) = == -— o contorno . (2.34)
g AN

polis:
. 1 £(z)
J £(z) 8(z~a) dz = J'—- . az = f(a) .
2wl z=a

c

Agora:
22 1
£(z) 8(z%=a%)dz = |£(z) ;- 8(z-a) + 8(z+a)} dz
'a
1 J
= —<f(a) + £(-a) (2.35)
2a |
Por outro lado (indicando com Res[%(z), z;] o residuo de
F(z) no ponto z ):
1l . 1 £(z) - £(2z)
- = 1f(z) dz = - Res — 4 =8|+ Res — , al=
2rl 22258 Z=a z+a _]-
c
£f(-a) f(a)
= + (20368.)
2a 2a

onde C e o contorno
Logo:

11 . : .
8(z2-a%) = - —2;; > 2 e contorno (2.37a)

Z =-a
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ous
1 1 . - —
8(22-32) = e contorno . (2.37b)
2ri 2 2 .
2“8 .
-De 1
8(2%-a%) e(z) = = {8(z~a) - 6(a+a)) (2.38)
28
Y
1 £(2) s £{z) £(z) f(-a) f(a)
> - dz = Res -~ al+ Res yR|= ~ +
ami )2 .2 z-a z+d 2a 2a
¢ (2.36b)
onde C ¢ o contorno ~ 2 ’
‘vem! -
2 .2 1 1 . SN
8(z%-a%) e(z) = e eontorno (2.39)
2ri z?., pod
-a
De:
1 - - +a
P - eom contorno > . — e —p— (2.40)
2 2 : !
z5-a
vem:
1l 1 1 1l
P -7 G(zz-az) = P + - (2.41a)
Z==g z2-a2 2 z2.a%
. 1 A
isto et = —— ¢ contorno: ""
| 25-g% a
Tambem:
1 2 2 1 1 1
P - Ird (2%-a“) e(2) = P -~ ’
22-a2 2es? 2 2,2
logo
1 A
= @ contorno (2.41b)
zZ_aZ

-4 +a



2 1 1 1
P -+ i 6(z -a“) e(z) = P + -
222 222 2 gl
isto e o
1 .
= . @ contorno (2.41c)
2o’ | N
2, 1ee(z) 1. 1 . -
S(z -8 = e contorno (2.42a)
2 2rl 2 2
§(z2-a%) = (2.420)
2 ari _aa
Portanto:
=$kx 2 b ﬁ ma
1 e
A(x) = - . a% o contdrno (2.43)
(2r)® 4 ¥Pm®
=ikx

(1) 1 |
At = a% . (2.44)
(2#)4 kz_mz . “.‘I’
\/kzﬂnz 1@1_.2

_ 1 e
Alx) = = [ a% , | (2.45)
(2m)d Ry ney



R - e-ikx ﬂ ‘
- A (.x') = - d4k . (2-46)

i

_(z;rr)4 Cp 2o’ N ) V22
-ikx .
Abex) = - - J‘ : a*e U (2.47)
(2r)* ¢ ¥En®
21 o~ ikx - Vit
Ap(%) = a%x . y (2.48)
(2r)* 3 Wo-u” i)
(+) 1 e-ikx . )
AT ) = - a% , x>0 (2.49
(zmy* g xPe” o
(+)
1 e-ikx
A(")(x) = - — _ a%, x,< 0 (2.50)
(2m)t g KCnm® .
- - +V/ KR
Obsérve gue
1 -
ARy = - 2252 0 (2.51)
2

e como e{-%x)= «e(x), A(-x) = = A(x), vem de (2.51):

l1-€(x)

AR(-x) = Ax) = ARy ,

2 .

AR(-x) =AA(x) . (.2.52)
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Também: |
(i‘f" 2. - m) shx-x) = §(x-x) (2.16a)
ox
do mesmo modo que
(m" 2. m) sPx-x") = §(x=-x") . (2.16b)
ax®

Agoras

E 3
sh-x) [ 10¥ I m)=<-{=1oF 2. m) Adx-x) | 4t —+m
- axh axt ax P
- | 1ot 2. m AA(X-X'_) -0t 2 +m
ax! axh

- @+nd) Mx-x') = - dx-x) .

Portanto:

b

+ m) T - 6('1— xl) . (2053)

M

sh(x-x") (m*‘
' ox

Bsta Gltima equagao mostra como obter uma integral particular

da equagaos

%(x) (ifr" -?-; * :9 = - §(x) . (2.54)
ax
B: ' - :
2 = | E(x) st - a*x (2.565)
Assim, se: | :
| 2(x) = | Stx-x) B0e) atxy . (2.86)

antao:

-
erp -5-;; - )I(x)

Do mesmo modo, & solugao retardada de:

(m = - m) §B(x - x)§(xNatxe (2.57)
J\T R Az,




Ay

Dgp(x) = J,;(") i (2.58)

[+ N
L L)

AP(x) = J DR(x-x'-jﬁp(i') atx, (2.59)
Portanto, se a interaggo e "1igada™ no instante t =00, e se A;?)

e ¢(°) sao conhecidos, as equagSes de recurrencia permitem achar.

e A.

Qutra fo da solucs o e uprencis.
Teorema: Sejam A(x), B(x) e H(%) trés operadores e construamos os

seguintes operadores:

Ay = axy, B®=) = Bx),

t . %1 t(n-l) _
2y =4 I dx’ de" J ax(®) [H(xn),[H(xn_l),,..E{(x'),A(x)].]',
-00 =00 -00 “
s(n’mnn[aw dx"...J ax(n’Es(x ) El(x Dsene Ercx), 5(x))].. |
=® -0 =0 (2.61)
Entao: n _
(aB)(B) = 5 4k} x) pln-k)(xy | (2.62)

k=0
Fagamos n=1. Temos:
t
(aB)1) = 4 I dx! Ei(x'i » A(x%) B(xil,
T .

mas:
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[5G, a00) 8(x)] =a(x)[EC, Bx)] + [BCe) , A B(),

logo: t - t
AR¢1) = 4| ax A(x)E{(x'), B(x)]-l- 1de' -;i(x'), A(x) B(‘le =
-a -

= A(O)(X) B(l)(x) + A(l)(‘x) 3(°)(x).

Para n=2, vem:
t &
(aB)'2) = iZJ‘d‘x'J‘dx" [H(x"), Ei(xr ),A(x )B(x)]] =

-0 -0

N

t Lt
i dxt[dxu Ei(x" ) ,A(x)EI(x ') ,B(x.)]]-l-

-00 ~C0

t
+ 12 dx'[dx"E[(x“),l:H(x' ,A(X)]B(x)]

-0 =00
t t

12| ax: Iw {A(x) E:(x "), B, B0x )]]+ E{(x' ),A(x][nix' 2,8(x))]

-0

. Eacm, A(xﬂ (B, ch)]+ ‘}(x"),Ei(xr),A(xﬂ]ﬁ(ﬂ} :

2l9dxy 8l (x) o

0 1% e o ultimo termo sao, respectivamente,

A(Z)('x-) B(O)(x). Os dois intermediérios dao:



9
t  tr

18}axt: dx'{ Ei(x"),A(x)]E{(m ), B(~x£|+[ﬂ(x' ),A(x)] EI(x"),B(x_)]}
~00 =00 "
t t LI A
= 42 Idx'de“Ei(x" ) ,A(x)] E{(xt ),B(x)]ﬂ_z Idx"dei Ei(x“ ) ,A(x)] Er(x!), B(x)]
~00 =00 ~Q0 =00
Os integrandos sao os mesmos, diferem os limites das integrais. Mas,

como JE vimos, considerando o quadrado em que se faz to “—- ® se

tem:
t t _
a:uj dx" [a(xn), A('x)] [a(xr), B(xil
=00 ~00
t t t t t t
1 1 :
=—de[dx"+-de”fdx‘ Idx'J @™
2 2
=00 =00 ~-00 -Q0 -0 f
|
i
Logo, os dois térmos interme&iérios dao tey r
apenas: |
t £ tn___r_
. | '
iajdx' J dx"Ei(x"), A(x)]Ei(x'), B(X)] = to_.__-:Z_l:
. ' I ! -
=00 =00 J ' b
t, t

= a{B)(x) p(1)(x),

Portanto:
(AB)(Z) =A(°)B(2)+A(1)B(1)+ A(Z.) (o)

Em geral, a aplicagac sucessiva da formula de Ei('x.' ,A(x)B(x)J

Ei(%'), ] El(x'), ]B da lugar a 2™ termos cada um dos quais e
¢ produto de dols comutadores multipl_os:
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™), 1), [H) 4] D, i, [T 20,

B(x)].il

com k vezes H no 12 e n ~k vezes H no 22; seja R, a soma de tals

. -~
termos. BEntao:

U t ot
m
(4B)" =1nIdledx"...[dX" 2R =172 [d"'l‘d"""'f EI(X' e
—00 =00 -0 K70 ~00 =00 -0

Ecx’Z) e [BGE 0,002 :I El(xrl) ) e % 2),... @(irn-k) ,B(x)] . ] .

que, apos mudanca de variaveis e soma das regides de integragao, a

r
nalogas ao ¢aso n=1 e n=2, conduz a:

n
(aB)(®) = s 4(k) gln-k)

k=0
A solugaoc das equagOes de recurréncia ¢ a seguinte:
t g ¢(n-1)
Py = f‘Jaxl J axn,..j a8 [V xmy, [W(OIgenly
-0 =0 -Co

...Er(")(x-), fp(‘”(x)]..;', (z.éa) .

t 1:’n-IL
A)En)(x) = infdx' ax".. .J dan'(O)(xn) ’ E,(o)(xn-l) reos
' T - -CO

...E(")(x'), A;f)(x):l 5 v = jfl") A(;). (2.63)
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Para provi-lo basta provar que estas expressoes satisfazem as equgy

goes.
Agora calculemos a Integral
t
ch g 7y, ¥, (2.64)
~00

Temos:

~ (o) (0)(xy] oL HE(0)pony - nlo) NG PR i
El'o (x.),lpp 0, (x)]-:-a[EF 9,(.xl.),_f_y# (p (xl)]AF (x )_, ‘PP ('x_):}

1 - |
SN ’[E"(°)"" ), 70 )] ,,,,P(o)(x,],

(‘Y )atp l:-(O)(x') ‘J’éo)(xl) ‘PAO)(;:!) y-;(O)(xlj Q(O)(xﬂ P €2.65)

. )P(“’(O)(’“)E"(O)(’“) zj,,(c;)(,i' [(d)""”"’P(Oj(xi,‘*ré”*""’"‘

- ¢r§o)(x,)li$u(o)(x; )y ‘f#“SO)(z)] - Epéo)(xt )y z’ﬁ(O)(x{l,a;FO)(w 9‘.

Como os campos com fndice zero tem regras de comutagao conhecidas

que sao as do campo livre, temos:

[(O)(x!) ¢(°’(x)] (°’(x')(¢,,)PJl-au GOV () §60)+ G, (e0) Y (%) (o)

=%,y (X (x)+ 1%(;'). Spa{X~x1)+ 2 {rﬂ(xt)% (x) Z(:_r.- )~
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- fPﬁ(x') Ibp(x) t.-bm(xt) + ?Ii,(x) ‘{;;(xl)@ay(x')}

- 1 (o) : 27 [

=3 A,,° (x 1) ("'p)ap (-{lﬁp(x), ¢, (x )}+ zf’f.s_(xr) + 1¢B(x')SP°$x.-§!).,+_
7 = 34(0) :

+ {000, 4o} q&(x_ﬂ) = 10,2060 (), Spa0emx) G xn)

Portanto:
t , t
J £(x1) Er(‘_’-)(;u), ¢P(:°)§_xildit=1fdx' £(x1) S_(x-x')‘?“@(ba(x')- Aflo)(x')':

=00 -0

= - 1J dxt f(x1) _sﬂ(_x"--x-)o” AL")(xs)tP(")(x-) . (2.65)

=00

Vemos, assim, que (pois- (1‘7}1 — m) SR(x-xl) = G(x-x')) s

Ox,‘
® . t(n)
(m = . m> {8 ) (x) = B¥L] (o) a(x-x:)axtfatn;..fax(n*l.’
Xy . '
' -0 | ~00 =00
| E,(o)(x(n"'l)) ,
E(O)(x(n))’...Er(O)(xn)’ AilO)(x' )?P'P(O)-,(x')]"'J = '
(@ \ ™ | — k) (nek)\ |
= AP(x)’},’,f# =Y A (x)o @ (x) (2.66)

0 que prova o que desejavamos.

Quanto a solugad das equacdes em A}” temos:
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t t o //
I axr £0eny [v8@(xp, Aic’)(x):': % I dxt £(x1) E‘p(°)(x') , o (2.67)

—

-0

t . .
x, q,<°)(x.):| [Aff’(x 0, Aﬁf’(x)]:..z f axt £(x1) n(xr-x)|__r‘9(‘°)(x'),”5u‘*(°)<¥'ﬂ=

=00
R t iCO _
=2 fam(z 0D -2)F 02y, 30 )=~ —f ax1£(x 1) DR(x =x1)
2 # 2
-00 -0
[#an,0 o]
Logo:

t o) .
T4
Ofex) Ev(")(.x'), {ﬁ°)(r):ldxr = - E Idx'f(x') .s(x-xt)[$(°)(x'),ﬂ;,v(“(x-)]

=00

_ 1 lz(o) (o) .
-‘-Ef.(x)E'. SRR )]

d f:
© da & t(n)

mﬁn*‘l)(x.): 40+l (_ _{)J' i I[(o)( (n+1))

2
-00 -00
[ E,(o)(x., [_(O)(x) lp(o)(x)] J

1 (=(o) (o) W 12 (neic)
. o] - T

2([ (), ¥ (x)]) 5= [, 0,4 x)].

(2.68)
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Expressso da corrente
Sabemos que:

) e . .. T )
3,000 = - Ep(x),ypzp(z):l, (11.8.4

deixando de lado a parte conjugada na carga. Substituindo af, ou

em:

e - —n
%) = = (), (5,00 4,00 - 3,60 T, 0)

Ye a'pelo desenvolvimento em serie de poténcias de g, achamos:

(

Jpl)('x) + .

1, (%) = e Jf,c”(-x.) + o2
onde

J(n)(x) = _Z E,(k)(x),,r ‘p(n-k)(x:l
k

Mas entao podemos eserever:

(n)
) - (I:(o)(x) q,(o)(x,]) - (Oan® -

t Tt (n-l)
- 1n dxttax" . Idx(n)ﬁ(o)(xn) ...[V(O)(x') 1(6)(,&3.,”] B
=00 =00 -0 -

(2.69)

Consideremos os operadores na representaggo de Héisenberg. As

equagoes de campo:

o
(1?‘" _x-f" - m) ¢ = e, at g, (3.1a)
72 (iq"“ ;?—' + m) = - @ fb-q;‘ st (3.1b) -
x B
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e = ‘ ' .
B4, =2 E‘*:?’pﬂ (3.2)

se escrevem, na teoria das .perturbaqSes-, na aproximaqé.'o nt+l:

, n . -

(17F __a_ - m) “'(n-l-]_".) - Z Ak‘k)q,!‘ t‘l,(ltl----k) , (3.3a)
axh #
k=0
E(n"'l) (171' _Q_P +m) =3 ﬁck)¢P Aﬁ.n"k) ’ (3.35)
. 9x k=
(1+1) _ L om 20 . o
alml) o =5 [ cp_n-kﬂ,q ' (3.4)
2 ¥=0 | |

A corrente et ‘ _
Jp(x) = Zn.‘lﬁnJ(X) en+1, ' 7 (3.8a)
onde:

38y = 25— Iip(k’(xa,rr w‘n‘k’(x]. (3.5b)
P 2 x=0 g

Ate 28 ordem inclisive, temos:

3,0 = 0 sff’(x) + 2 3-&,1’@) =

2 ' .
e A i ' e-‘ H | " > . . 4

+ 0,7 shx -%),, w‘°’-tx;])_(a§,°’.(xr) + A%%E(x ')):.-, (3.6)

onde o campo eletromagnético conteln uma parts externa.

r - » ' »
0 valor esperado no vacuc do 12 termo e zero, como e zero o
-~ F P .
do termo em AE,O)(‘X« ). Mas o termo do campo externo A?,xt tem va-

lor esperado no vacuo diferente de zero:
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| R ; )
<°| jF.\"_‘)lo> = -é- ].dz|<0l(ET(0)(Jx),,rF S'R(rx--x') ?wq,(o (X')]'l'
+ [0’ sharend, o, <p(°’(x)]-)|o> ASEE(x) | (3.7)
Agora: ” | N

<OIF )0, Proxd el xn 10>

=<OIE-"S=°)(’°)’ (T )s si‘q(z-x.)_-(w)m °e(°)(x'):|le>=

(hdn SR =) (1) <o) [F002), 4,0 | 0> =

(_W,. )“1'"82‘? (x ~x1) (?")?e Séi) (xr=x) = Tr(o;l SR(x-xt)o'vS(l)(xt-x)),
<0|‘E7(°)(x')fr"SA(x'-x),fr"tp(")(x)]|0>=

= Tr(qf# S(l)(x-x')q"'sﬂ‘(x'-x)) .
Agsim: :
- <0]3,(x)|0) = Idxv Ky, (x=x1) 48%E(x1) (3.8a)

onde: » _
.K;.lv (X wx1) = 3'2" {Tr E’,. SR(x-x'-)'r, S(l)(x t-x):l'+ Tr E" S(l)(x -:u)'i-JLl SA(x-xtE]}.
| (3.9a)

Precisamos estudar éste tgrmo. Introduzo a transformada de Fourler:

K}w(x -xt) =

. J'd4p e-ip(x-x') K,.v (p) ’ (3-9]3)
(2mr)

K,w(p) = Jd4z etP? K, (2} =

2 -
- -°-2—- f 4, o1p2 (reE,, (230, s (oa)+ mr o, S(l)(z)'r,,SA(-ziD

(3.10)
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" Mas: .
B . R 1 | -
sH(z)= ~(1+m)AR(z) = I“-"‘p"(ﬁ'm)e"*‘?‘”- :1ae(p05fp'ﬁ:¥§,
(2r)d p'Zm :
y | - (3.11)
A 1 1p |
§%(=z) =~ g%y t{pt+m)e p Z'p +1e(@)T §pZ- )} ,
(2m)* L pZa (3.12)
1 1 n
S( )(z) T - — Id%"(p“m) o~ 1P"2 8(pne-n?) . (3.13)
(2r)3
- Assim:
. | 1
a*z o'P% 1rfy, SR(2)a, s0(-5)] = — - Ja‘*z”d‘*pf atpn x
(2r)? (2m)

i( Mgt | : 1 .
x ¢1(P"-D'+p)z Tr E'p‘(15t+m)1ry(35"+m)16(p“2-m2){P ———=inrec(p?) 6(p'2-m2)}
. . . p’z- ’
1

S e —— d%fd "6( " g ' ol frtm Y B2 2
(2#) 4‘9 p"<pt+p) TrE’ (p +m)'\;,(;5 +m£' 8(p"“-m=) x

1
X {P ~ ire(pr) 8(pr 2.y} ,
0122 | |

Logo: 2
o |
Kpy(p)= = — erq adpng(p-pr+ pn (B im)
" 5 e st Iz o (Brom) o, (8 )] x
w2 2 1 '
X < §(pre-p®) P""—-—-i'rrt-:(p')ﬁ(pfz )]+ (3.12)
pt -ty

1
+ S(p.'z-'l‘g),: ~——— +1ime (p") §(pn? -2%)| 3 .
p..Z 2 11
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Antes de examinar a integral de KF,(p)g que ¢ divergente, vamos ob-

ter algumas informagoes.

De:
<Olj’l(x)|0> = [dX' K’n, (x ~xt) A)’ BXt(‘X')
e de:
M
— = 0
axt
resulta:
2. (x=xt) = 0 ( is)
al,] }“’ B B ’ -3.
No espago dos momentos: . _
nf Ry, () =0 (3.16)
Kp, e um tensor que depende'de pa. hﬁ simetrico, logo deve ser da
forma:
K, (p)= G(p)pF p, + H(p)'gﬁv . (3.17)
Dai vem:
p* Ky (P) =1, [G(p)pa*' H(pﬂ =0,  (3.18)
CH(p) = - p° 6(p) , (3.19)
logo: o | -
Ky (p) = G(p)[p,. Dy = Epy paj. . (3.20)
Mas de o

g | |
K (x-au)- Jd% -1px x')K (p) (z.21)
(2r)d | |

e de (3.16) vem (x-=x1) =0 .

ax', KF? |
Esta expressa simplesmente a 1nvar1£ncia'da gauge® de

<01 3,(x)10> .

Verifiquemos pP K, , (B) =0 com a expressao de KF,,(p) Temos
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(pois p = pt - p"):
' -« .
pl K pv (p)= e =—— [ d4p l.fd-‘!p.". §(p-pt+p" )El‘r (Br=m) (Y7,
163 W

(g"+m) = Tr (Fm+m)(F -m)(f1+m) ,,v]{““_} =

2
e _
S - H 4pr d%"é(p-p”'p")EJS(p'Z-ma)-p;(p"z-mz):l{m-}-
Aplicando x 8(x) =0, obtemos dois termos que contem integrais da

forma:
J d4p' !, S(plz-mz)

que se devem anular por simetria. Na verdade esta integral diverge
e se fizermos uma mudanga de origem obtemos um valor diferents de
2ero. 0 valor nulo desta integral, intuitivo como possa parecer, de
Ve ser considerado como uma definiqgo'a fim de que valha, por moti-

vos fisicos, a igualdade

py k¥ =0 (3.22)
Voltemos agora a (3.20).
Temos :
va gPa = KS(p) = G(p)Evaa-pzag-:l (3.2?)
onde: :
L o l v=g¢
o Y- 5 !
g g,,=5 = — (2.24)
pv » {0 V# o . - 3
Logo:

K, (p) = G(p)IE)2-'-'4p2--____,_|;= -3p26(p) , (3.252)

1 v, ..
6(p) = = — R (p) 'y
3p°



1sto e3 )
G(p)— ”d4 'd4p 8(p-p*+p"*)‘1'.‘r['> (ﬁ"'-m)’l'(ﬁ"-f-mﬂw -
x < 8(p"2en®) [P -ire(p')"&(p'a 2)]"'8(13'2 a2y

1 1
E’ _ +ime (p") 6(p"2-n2):| ’ (3.25b)
;P"i?“-ma |

dque deve ser levado em

<ol1, Moy .

<0| JF(3)|O> = fdx'r'-‘KPw (xwrt) Avext(xt) =

1 _
T m— JId4p d41' e_-ip(x-x')xp(pmvext(-x,) -
(2r)*
1 [ 4 =-ip(x=xt) 2! ,vext
= a ap a%xr e G(p)[p p,- g,.,.p]A () =
(2m)™ -~ '
o | 4 :-ip(x-x') ext
= - ddp a%x e 6(p) 0AS (x 1) ,
(2mr)= -~ o '
pols
aAext -
- =0 , ' 78Xt _ ext
ox Mas [jAP" jF
Portanto:

1 »
<o}y W0y = — “’dgp ST P I B =t
(em® | 7 (3.26)

A grandeza experimentalmente ohservavel e:
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15754 <ol £1G0) 10> = (3:27) -
1 | .
= ”}1413 atar e-ip(x-z ) EH G(p):[ J:xt(,x,)
(aw)d J) . .

Se G fosse uma constante, istc significaria que a corrente ob-
servavel seria (1:+G)j;xt(x), e portanto a interacao do campo extep
no com o vacuo daria lugar apenas & uma mudanga na unidade de carga

da corrente externa e 1sto seriainobservivel.

Mas, entgo, e claro que se acresceptarmos a g(p) uma c¢onstan-
te, 0 efelto sera mudar a unidade de carga, e, portanto, 1nobserv§-
vel. Portanto, g(p) nao & uma constante mas a ele podemos acrescen
tar uma tal constante. Para comparaggo com a experiéncia precisamos
fixar esta constante. Fazemos a convenggo de que para campos que
variam com x e t muito lentamente, a corrente oﬁservével ¢colincida
com a externa. Ora, em tais condicoes:

ext
JF

Hdp dyr E+ g(p)] o-1P(x=1!) jexti 1y,

(x')m;]F = constante (%.28)

1

(2r)?

1

~d

3 J'J’ dp dx! |:1+g<p>:[e'1p‘”""" = (1+6(o)),, .
(2r)? -

obs
B

Como G{0) # O pela formula de G(p), definimos, entac, a coren-

Para que ], (%) = JF » devemos ter G(0) = 0.

te observavel pele expressao:

1 ‘ .
Ha"‘p atv o P20 [14 6(p) - 0(0)] 35X4x0 (3.29)

JobS(yx) =
®
(2r)4
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que satisfaz a condicao de gue -jP. = --Jﬁx‘t E;‘ua:_;:do esta ultima e qua

se-constante.

——

Esta inclusao de G{0) na definigao acima chama-se renormaliza-
¢ao da carga.

Precisamos avaliar G(p). BEm sua expressgo' ocorre o trago:

2[5, (grm) o (rom)] .
“Temos: - |
e [ (Brendo” (grom)] = w81 02 1| 402 Tl )

Mas: ' o

Tr(y, %) = 48,.

Triv, ") Tr(fry g*t %) = ag”? 8,2 = 42,8, 7

%, % 71-’?:|= %8, p Bor " 48,4 Bop T 48,0 Byp ?

———

= - vA _, 0 P =
4{3,,10 8oa ™ 8,280 * &g g,lp} g” pr7 pf

= o o
) 4{63 Boa P10 PP = 4ggp 07 PP 4 55 Bap p? P"p} = -8 (p' p"),

Portanto a parte imaglnaria de G{p) e:

el

Im G(p) =— J[d4p'dx' &(p=-pr+p") 2m° - (-p'-p"‘-{}’-&(‘pﬁlz-mz'-)é(b"’a-mz)f
6m2p2

X E(p“) - €(p'-J:l. =




13%

o2 | .
=- Jaﬁp: [Zmz-p'(p'-p)]S(plz-mz) §((p-p* )2-n?) x
&apz _

x Etpf") + G(_P'_-P')]'_z
2 3, == \
- ° °F {[an-v P-'Z"'NZ (V/I’.'Z"'mz'po)+p' (p'-p)] (

It

67!'21}2 _2 v p-'z +m‘?'
p, - /524"
+ 2; t=2p Jplz 2 + pl -+m2 pla: 2} 1+ .
l-po.'./plzd-nzl
+ [Zma-/i"a-ma (/520 " +p,- + p'(’ﬁ“'-'i; ]6(13 +25-F1 + 2p, /715w
p +,/pta+m2
+ 'f,’uz+ nZ -'5"2-1:2) .
|r>{,+~/1>'24-rurf'-2
Levando em conta o valor de p-p' resultante da fungao delta, obtem-
se!
( ) 92 ) d3p! >{ ( 31)
Im G(p)==- . Cy — +2p p - %
' Po=¥P'2,52
-213'.:J ptz'l-mz) 1+ — '+6( +2p pl+2p¢pg )
| 1%_/5,.2 ol
D+ B an?
X (=14 »
PR

A expressé.'o de ]'.mgG_(p) e 'reiativisticamenté invariante, como

esta claro pela ante-pemiltima formila. Podemos, entao, calcula-
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’ sna
la no sistema em que p = O,

Temos, entao: /pa_mz

0

2 2 2 : P
e em x~ dx , -
o) = - = (142 | 8(e2 - 2l W/ Zoal ) —
| 3 2 P Ip,]
Po/ 0 '
€3.32)
pols para p,> 0 86 o 1% termo e # 0, para P, < 0 s0 o 22.
(04p.) i
Im 4(0 S 14—
? 1Py &
e2
- — 1 »
12w
Em forma invarliante:
eZ
Im ?ip) = = €(p) ~— (3.33)
12r
Daf:
Im G(O) = 0 . (3.34)

Para o ealculo de Re G(p) observamos que, de (3.21) e (3.20):

KF.y(X-xI) = J'd4p e-ip(l-x') G(p)E)}l py_ g}‘u’ pZ:I =
(om)* | |
T T ax“'axv - g#”u G(x-x') ’
onde: '
1 (a4 -iplx=x1)
G(x =x1) = [d p e 1P a(p) . (3.35)

(2r)?
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Mas, pela exprsssac de K,y (x-xt) em fungao de PBlx-x1) o 8‘-:’(;("-#)
(3.9b), ve-se que (causalidade): ' '

K’uy (t‘ =Xt )

n
o

se  x! PO (3.36)
portantot
Gl{x =xt) 88 x> Xg e (3.37)

Desta propriedade e da integral acima segue-ss qua?

- _ (3.38)
6 uma fungso anal{tice de Dyt i1y 720, regular no semiplano sups
rior (Ieorema: Condigao necessaria e suficiente para que. ums fun-
gio G(p,) ssja o limite de. uma fungaa analitica G(ps+in). quando
q —+0 & que & transformada G(x ) de G(p,) sela nula par& xg,< ¢
T4{tchmarsh, Fourier Integrals, pg. 128). '

E se tem (Titchmarsh, pg. 120)¢

®» -
l Im g(p,x)
p[ a

Re g(;’,po) = - X . (3.39)
T x =D,
00
Agora: .
Im 6{p) = ~mwe(p) 1r(°)(pz) ] 1%,40)
ondet P ——
2 : 2 ;7 .E
' Zm 4m
W(o)(pz) = "'?"‘"" . 1"'—"') 1_— —"“®( 'E" -__-ma)-. (3»41} _
12”2 PZ pZ 4
Logo: '
o0 -
X w(O)(xz_pZ)
HCG(D)=-PI dx =
=l x= Po

-0



Q0 a0 -
C (o), 2 =2y _t 1 rE52)
:-.-PJ'!T (x-p ) + dx = - P -. . p ,d(x_.l-..
. : X~ X
o Pe Py 0. X fp a
Faga:
x2-p% = a (3.43)
ent;o: (0)
- v (a) = —(0), .2 ( )
Re &(p) = =P " das -m 7 (p~) . 3 .44
2 .2
a =P
4m2
Portanto:

6(p) = 6(0) = = 7O (p2)+ 70V (0) mtre (3 ) (p2).
' (33'45)'
-EZ

2y . lZwZ
) nao converge.

Da expressao de definigao de 79 (p2) vemos que 0 (a) -

quando a = oo, logo a integral que define w

Para a diferenga ?(O)(pa) - 7°)(0) escrevemos, porém:
@
- 1 1
#0)p2y 7)oy = P[W(O)(a)da[ - -]:

o : a—pa a
© (.

2 ' W(O)(a)da

=Pr PJ —_— (3.46)

o ala- pa)

que converge:

Esta & a essencia do princ{plo de renormalizagao da carga:
F(O)(pg) e G(p) nao sao funcoes proprias (divergem); mas F(O)(pz)-
- FK?)(O) e, portanto, G(p) - G(0) existe e e finita, pelo proces

80 de célculo adotado.

0 resultado e: —
. Fad
- - a 5 4am
F(O)(pa)_w(O)(o)___.___ - —
1211'2 > pa




4m°

2
onde 1==— > 0, Para valores pequenios de n-é' 4 tem=-ge:
pz m"
"°’(p"—') 7°)(0) = ~ O L
n°  Gow?
Assim:
J:b’(x) = [d4p [dx' q'ipf""" )[1+ G(p)-e(o)]gffxt(xr)
(2r)? | -
ou:
1908+ (x) = Ic(x-xr) BGodte , (3u49)
onde: )
c(xmxt) = m—— dép e-ip(x-xl) e(pz)
(2r)4
e

€(p?) =1+6(p) - 6(0) = 1- 7 °(p2)+ 7(ON0) - tre (pIrl®)(p2).
(%.50)
0 vacuo se comporta como.-um meio ;,pq],aqizivel con constante die

letrica e(x-xt),

0 acrescimo a energia total devido a polarizagao do vacuo e ob

tido notando que de '

aTh” 3.l |
3% axF__ N )
vems
3H 'r°° | a 3L anext
ox, dxO ax.‘.’ T3 Aﬁxt dx®
8 de
£ = - <olg,0)[0> Arext * (3.51)
Obten-se: ahex " e
8E = ‘f(OIJﬂ(x)IC}) dx (3.52)

ax°®
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que de Jugar at
_ 4 . ) L .
8 = — Jd4p P, i (p) A’ext(~p) (3.53)
v4 B
(2r )

Agora:
3, (p) = (a(p) = 6(0)) 3 **(p) (3.54)

como resulta de:

CIEREIDE ].JF(p) o~iP% g4 =
# (2r)d
1
= ”ﬂ‘*p ghxr o~ 1PE=¥")(gpy. e(O))J;’“’(xv)
(2r)d
a:
J;xt(x,)= , Jjﬁxt(p) o1’ d4p

(2r)d

Por outro lado de:

0a%%%(x) = j:xt(i)

’.l
veam:
-p? A;xt(p) = j;'xttp) . (3.55)
Portanto:
. j:xt(p) j;xt(_p) ) o
SE = a*p p, . Err-r(O (p2)+ 7w °N0) -
(2m)* -p2
Jext(p)Jpext(_p)_ .
1 - B _.
- iwe(p)w(O)(Pai] = 3 'd4P|P°l - " w(o?(pz) .
(am) - 2ep (%.56)

Vimos que Im G(p) e convergente enquanto Re G(p) diverge. E as
condiqaes de causalidade e de gauge invariance permitiram obter ex-

pressaes definidas para essas quantidades.
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Retomeunos a parte real de KF"( p):

Re K, (p d4p a%p" §(p-pr+p™) TrE (Br+m) o, (15""'111:[
161r
s §(pnZam?) +_5eps.2-m-2> .
p12og? o2 -
Como: ' B o
TrEr (15'+m)'r (15"+m)] {p' p! + P} py, - ((p P") -m )}
obtemos: )
Re KF,,(p) = - — [a%pr {(p}" -D.)p) *+ p' (p'*-p,,)
- o prem p'=p)--m
- Pv(plz_plp—mz) P + . (3-57)
(p'-p)z--m-2 p"a-»m2 |
Lembrando X o0
o 1 dr
o = ;._ P J[ e elt¥0 (2.26)
m
° -00

obtemos (multiplicando por siv%o o integrando sm xé):

1 1 N x
%)
P 5= j eimxo —_— dx_ .
21 \I’xo;l o
-m -
Logo, como: w
1 5 '
S(u) = ~ J‘ dx._ e %0
2 (o]
vem: gmoo
§(u)  8(w) 1 *1 *2 | dux,+iex
+ = — I dx) dx, e T2
w u 4wl . 1x I
o oo 1 x|
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4. A e E hame
4a. Relgggo entre as gaggegggpggagg.gg Helgenberg e da Intera-
¢ao.

Vimos, portanto, que, na representaqio de Heisenberg, a solu-

¢ao das equagoes de movimento {(dog operadores de campo) e dada por:
- (o) (1) 2 ,(2)

¥ (%) =‘q’(°)(1)+e oD (x)+ 62 ¥2 =) + o0y

(n)

onde Ay '(x) e ¢(n)(x) 330 obtidas das equagoes de pecurrencia me-
# a4

(o)

diarte as funqoes de Green, e 3¢ expressam em termos de A e

¢(°); ou sao obtidas pelas formulas:
(n-l)

t
A= nJ‘dx, J ) [H(a), [0, A(o)(x)] 1
-0 =00
(4.1)
(8 x)= 4P .[dx'...J dx(n)'ﬁ(")(x(“))...Er(°’(x.n )y #90w)..].
-Q0 - "(4.2)

Por outro lado, na representagao da interagao, a solugao. do

problema ¢ dada pelo conhecimento de @Kto) e S(t,to), de modo que:

$(t) = S(t,t,) $(t,) (1.8)
sendo S(t, i } dade por (1.15): | "
t g Y1
8(t,t )= Z Sk(t t,)= Z (-1)E Jdtr[dtﬂ...[dtk v (t') VI(t") vI(tk)
t, %o t,

'VI(t).%"Idax;J;(L) Aq(x):



Se fizermos t, =-~00, $(~00) pode. ser tomado .como o, vetor. de es-
tado na representagao de Helsenberg de modo que 8(t)}=8(t,~00) faz
a transforma9§6 desta representagao para a da interagao. Ora, na
representagao da interagao, os operadores @& e Ayr satisfazenm %s
equagoes dos campos livres, 1ng, podemos identifica-los com ?(0)

(o)

. ASSim + ts tk_l
5(t)= 8(t,~c0)= Z (-ie)kfdtrfdt" J.dtk V(O)(t')V(O)(t") .V (tk)
~® - . (4.33)
onde:
V(O)(t) = fcﬁx 3(°’(x) 400 ) (4.4a)
ou: '
Z (-10)% dx'jdx" fuk v{od(xy) v(°)(x"J V(O)(xk) (4.3b)
k=0
gsendo: . :
- 702500 xy aM0) iy (4.4b)
E ¢laro que se:
$(£)= S(t, -00) $(-c0) = S(t) g 5 - (4.5)
entao, de Ay Pys venm:
SAPS'IS.‘}>H= A;O) $(t) | (4.6)
isto et _
ay(x) = 8708) 4000). s(w) , A
¥ (x) = 57242 9l (x) s(e) (4.8) .
Como: & tn by ) : |
sty =5*(¢) =5 cie)kfast}x-'...faxn V(O)(zn).;.V(O)(z') ¥

podemos inserir § e. g1 nesta transformagao para obter 0 desenvol-

vimento dos campos na representagao de Heisenberg.
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‘Da expressao da corrente na representaqao\de Heisecrberg Jesul

ta que ‘podemos também escrever:

3,(x) = s7H(¢) J"f""(x) s(t) . (4.9)
Em geral: _ |
£(x) = 57 £(0) ) s(t) . (4.70)

S 5, pols, o operador que transforma os campos ]ivres nos campos

acoplados.

Na representagao da interacao, pois:

?
1 -i-— = V(t) $(t) ,
at
v(t)'=e'| J}SO)(x) Af,"')(x) ax, (4,11)

() = 5(t,-00) $(-00) = 5(t) g

A solugao formal: .

=t [ W(e)at
P(t)=e ® $(~c0 ) (4.12)

30 ¢ verdadeira se V(t) comuta em tempos diferentes. Pois se
Podemos achar a expressao correta assim:

De:

Jas(t,tv) | RS
1 ——— =v(t) s(¢,tr) (4.13)
3t -
vem; L ' _ t - S
S(t,t1) = 1---1.J V(%) s ,t') ar., - (4.14)

tr

Agora supondo t ~ t! vem S(¥, t1)~l e.
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t
Sttty =1~ if v(¥) du | (4,18)
tt
t
P(t) Ff{i-1 J V(z) azlp(er), tr~t  (5.16)
i -

Recuando t', por pequenos intervalos, a -, vem:

_ o0 tn :
$(t) = 1m T _1-1J\ v(t) dr | $(-m) - (4.17)
t—~t n=0
¢ £, = -0, quando n ~ o, sendo Z, ='t>t1> t, ... Mas

aqui vemos que a ordem de agao dos V(t) sobre |(-co0) esta definida

atuando primeiro os V para tempos mais pré’ximos de - o0.
L

Assim: -1f V(t)at
ti’(t) =P \eg -0 $(-00) | (4.18)
t t a
(-1)%
- dtl...J dt, P v(tl)v(t Yoo V(¢ )}{>(-oo)
' -00
4b. Definicao da gatriz s

Dado o numero de electrons, positrons e fotons nos varios es-

tados individuals, no instante t = -0 y qual e o agtado do campo

para t = oo ?

Temos: -ij V(t)dt

o)
$(+0) = P ( e "® | $(~0) (4.19)

@
Assim: | | ( -1f v(t)dt_:), '
. 8=5(00y ~0) =P\g "™ T (4.,20)
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transforma o estado inicial §( 00 )- no-finaliPt+oo ). E a matriz S

ou anto.

{’(oo) pode ser uma _supgrposigﬁo de estades X ortogonals muty
amente. Se quizermos a transigao de $(-co) a um X, devemos calcu-

lar (x, $(+00)) = (x, 5P (~m)).

E claro, pelo que vimos antes, que:
® @

1
5 = Z (-1e)® — axl...[axn P((")(a’. )v(°)(x )..._(°’(x )) (4.21)
n=0 w ~00 -0
de: -
onee v(@)xy = J(°)(x) N’m (4.22)

o

Podemos separar e-V(.Q)-(-’X)--na s0mu

BV(O)(x) = V(e)"' v(i) R (4.23)

onde GV(E) e a energia de interagio-do campo electron-pésitron com

(1)

© campQ eletroma’gnético externg, incluslve fé't'ons, eV e a ener-
gla de interagao 4o campo electron-positron ¢om as oscilagoes 4o

ponto-zero do campo eletromagné-tico._

Teremosg,entaos

@ CD (_i)m"'n w© o

s=3_ 2_ —-———[ dxl.;,l‘ dxg,, P ( (e)(x ).'..v(e)(x ) x

I nl
- =g 0 n! '
n=0 n =00 =C0

x v(“(xm)...v(“(xm)) . (g.20)
S é o térmo que nao contem V(e):
® (-1)° -7 o
J‘dxl..;Jqda'cn. P (v(,i)sj,"l) v_f("ff)(xz_)... 'v(i)(écn))
—oo —oo (4.25)

n!
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Sl-contém.um V(P) (espalhamento ROT campo extenpe’em;lﬁ-aproximagio
de Born, levando em conta a interacao dos electrons e positrons com

as flutuaqSes do vacuo' do campuﬁeiétromugnéticdﬁg

= (%0 (&) s yp(1) (1)
§;= Z f fmlfm R(ve(x)v (x)ees ¥ (xn))

n= n|
(4.26)

4c. Ele 0 iz tudes) dos operadore e Oe

Vimos:

Y(x) = ux)-l-V“(x), QU(x) Lalx)+ v(x),

onde: 3

1 1 d”p
a) = = — :f———b Lo, @) ,-tpx
Z (om¥2 ) VB T -
, . 3
- 1 1 4
7(x) =;____ . b2 dr(p) v #{p) e1P% s
2 (2r)3/2 p1,2- ) 7B
1.3
. | : 1 1 d
a(x) = — ST =0 ®) @ (p) eP%,
vz

(22 pa,0 j VT

| (%) Z u > J——dBp ( 5 (p) px
vix) = d_(p v.(p) e7P%,
r
Ve ] (21)3/2 r=1,2 vE_ |
£ claro que se no estado ini_cial $(~c0 )y hd um fermion de momentum
p e spin r: - - S ' : .

Pl ) = 1] (135 {’o N (4.27)

entao 0 estado final, na transigao provocada por (=), hao deve con

ter esse fermion:
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({>(+oo), b.(p) é(-oo)) = (‘}3 (+a),y b (p) b (p)‘} )

= ($(se)y 1- BRI, (B3, )( §o), 3, )

Portanto: . . . |
(002, ux) $mo0)) = = w(p) o=1P%
: Zap? BT

é a amplitude para aniguilamento de um fermion de momentum p e spin

Do mesmo modo, ve-se gque:

1 1 1
(+00), T(x) )) (p) o1Px (4.29)
ké ), 7(x) - /_2_ (&)3/2 ./E"vr p) e _9

e a émplitude para creagao de um antifermion de momentum p e spin
. Naturalmente, v€¥se ques |
11 1 px
(?o.,(m) $(x) {’1,,,(-00)) = v /E_,wr(p) o
. (4.30)

tambem e a expressEo da primelira amplitude acima, se §b+(+oo) re-

presenta o estado final, com nenhum fermion de momentum p e spin
T e ?1+(-oo) representa ¢ estado inicial, com uma tal partfcula.
Tambem 2 segunda amplitude pode sger escrita:

i 1l

1
$. (+00), P(x) ? (-009 v (p) o1P% (4.31)
( 1 /3 (avp/a VBT |

com notagao obvia.

As amplitudes para creaqu de um fermion e aniquilaqio de um

antifermion sao, respectivamente:

1 1 1
- - : o i
($(+00), ulx )g( -c0))= (‘f’l...(+oo) %(%)‘1904,( -00 ) 7 il VK. G (ple™P¥
(4.32)
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1 1 1,
= e i ipx (4.33)
vr(p) o™k '

Para o campo_eletromagﬁetico:

1 'l M gmkx(4.34)

(@ (+00), 8,0%) fpyt- ))

e a amplitude para absorgao de um ‘foton de momentum k e polariza-
¢ao A e | | |
: ' L ! 1 (). dkx
($o(+00)y A (x) § (c00) = = ——— —== )¢
A V2 (on)3/2 Axl F |
| (4.35)

¢ a amplitude de emissac de um tal foton.

5. : riz S como s© roduto ormal
Vimos que:

-_S =ZnS(n) )

o0
(n) _ -19 )n

‘ Jal...fdx P(jF(x)A (x), ] (xz) F(xn)AF(xn)) ,

- =00

onde'jp(x) = R(¥(x )'fr,. Y(x)) e AF(X) e %(x) obedecem as equagoes

de campos livres. Entao escrevemos:

A | |

(m) (e v

) e — J‘dxl...Jndx P (w(Fe )A(xl)q'(x» D) N O ) 4@ U . .
" =00 -0 - -

——

x NFoey) L(Lﬁ')lf(xfnz)))" | RERCEY
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Como o produto T difere da prdduto P por um ‘sinak (np-pggg)da espl-
nores): |

T(Ach ) A,Cx,)..) P‘(A}l(x_l). Av(éﬁa):...) -

.(n) .

& como, em cada ponto, os ¥ ocorrem bilinearmente em S @ claro
| qué ¢ produto P em;S e igual ao produto T:

PON(F (X9 A W0(x 1)) NEEAC ) ¥(x)).0) = |

:_(.N("F(xl A% Jo(x, ) ) H’(fi(xém.(xa) x,))... ) . (5.2)

Queremos exprassarT o pﬁoduto;f como uma soma dg-térmoafqne $30

produtos normais. Isto pbrque um produto normal de operadores so
tem um elemento de matrlz entre dols estades dados, precisamente
_entre o estado inielal que contem o mesmo numero de part{culas que
o de operadores de aniguilamento do produto normal, e o estado fi~
nal que contem as partfculas espécificadas pelos operadores de cri

acac.
Segundo a definigac, ﬁembs-(;omitindo os {ndices de Ay):
N(A(l)a(z)) = <[A(*’(1)+n(')c1ﬂ.—[g‘*’(2)+A—§"'cz)]> =
= 2t A(+)(Z)+A( )(Z)A("')(l)-I-A( ’(m(*’(z) +

+ A( )(1) A( )(z)

H(A(l)A(Z)A(3)) IN(EDTN (ZJA (3)+A (3)A (1)A (2)+a~(2)a" (l)A (z)+
AT(2)A7 (3)A (1)+A (l)A (Z)A (3)+A (l)A (3)A (2)+
AT(1)AT (ZJA (3)+ A7(1)AT(2)A7 (3) =

4=

e

Ataatentzy+o” (198 (2" (3)+A (a)a (I)A (3)+ -
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+ TR N+ (WG AT WA Rt R
- A'(l)A"(a)A",(a_)) +AT(LAT(2)AT(3) .
Vemos que, em geral._ R

RACLIACZ). . .4(n)) = a¥(1)a* (2) A+(n)+Z., ATCAT () AT (11 )4
1=1

+ a* ().t )+ 3T AT (m ...
- 1<j

A (n)+ AT(1AT (2)..A (n) . '(_5.'3)'_'
Agora, designando por ¢¥(1i) um spinor (1) ou P(1):

N(P(1)¥2))

H( e (L) +o=(1)) (el 2) + 'P'(z)]) =

"*(1)?*(2) e=(2) (1) + 9~ ()¢t (2)+‘P (1)'P‘(2),

(so(m(aw(zs)) 'P*'clw (2)?(3)+~P (3)«»(1)‘» (2)- $=(2)F (19 (3) +
+9T(2)973) 9T (1) + 9T (2)¢T(3) - PT(LIPT (3 (2) +
C+PTIT(2WT(3) () ET(2)P(3) =
= eH 1) (209N (3)+ (PTIP(2WT(3) P2 (L) (3)+~p (3)4’*(1)«: (2)
(LW (zw (3)+¢° (a)tﬂ"(;)«ﬂ*(l) P=(1)9" c3w (2))+ ¢ uw (2" (3).
Em geral: '

RP(1P(2). . () = 12D " cn)+Z 5,07(1)¢" (1) sof(i_-l‘)x
S i=

x $TCa+LY. L P )+ T 8,97(1) ¥7(NE(D)... ¥ (n)e.. .+*f?’(i_)’v‘<_z).;..
1<J

‘onde &, el ou -1 segundo a permutagao (1.j 1...n) & par ou impar em

relaqao a (1,2 vvey q), correspondente a cada termé.
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ﬁ'c'iara, pols; que: |
NOC1IH(Z)) = - RE(2)K1)) (5.5)
K(9(1)...P(n)) = & NP(LKPL.I0" (5.6)
Ve-se facilmente que: o o - -
A(1)A(2) = N(A(1)A(2)) + <o[a(1)a(2) o> |
WCLIW(2) = NP(LI(2))+ OIP(LIH(2) [0 = R (LI¥2)),

F(1)8(2) = NF(LIF(2)) + <0)F(1)B(2) [0y = NF(L)F(2)), (5.7)
(W 2) =NF(LIW(2)) + <O1F(1I¥(2) 0D,

WLIF(2) = NU(1IF(2)) + OJ9(1)F(2)] 0>

Da expressao de TP(2).,.¥(n)) obtem-se:

cm)m(z) $(n))= ‘P+(1)‘P+(2) .,.‘P+(n.)+‘P'(l)‘P+(,2)...+‘P+(n)+

+97(1) = 6,77 (4) ¥(2)... $T(n) +97(1) 2T 8p, PT(LIY())
i=2 1<3

GH2)e. . P+ L HETLPT(2IPT(3) L () +PT(LIP(2). P ()

_ (5.8)
Definindo a contragao ¥(1)¥(2) = olP(LY(2)10) e:

N(P(1)¥(2)9(3). . .¥(n)) = <0[P(1)¥(2)10) W (3)...P(n)),

N(P(1).. ?(1) e P(3)...$(n))= Op m(¢(1)¢(;?¢(1).;.*P(n)),_(s.9) ;
obtem-ge: . _ | n |
P(LIND(2). . P(n))=N(P(1L)P(2).. ‘P(n))-'-z m(mcz) L)L)

1=2 (5.10)

Desta se tira:

n .
WLIP(2IN(P(3), .. 9(0))=¢(LIN@ (2). . P(n)H T NO2I¥(3) ... ¥ ). F(n)
| . =) g

n

=SNWA) .. P (n))+ 2 N(@(1).,.L(L).. ‘P(n))-l-:N(‘f(l)"('Z) W) L) )

1=2 ' 1=3
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b ST WD P PLI0e. . 208))

1

e porfanto:
P(1LIP(2)... P(n) =N@(LIP(2). .~
+3_ R(P(1)P(2)... Y(1)... $(3)... #(n))

1<}

+ > N(¢(1w(a)..,¢(1 ) ?(1 Jeue ‘P(:]l)... ‘f(;la)... ‘P(n) +
1;¢3¢

1435

+ T NP(LC2). ..‘f(ilJ..."(i )es v(s Yoo r03). 003500 $UIg)
1,45 ! |
L, 2415

¢ 3-31 3+ (5.1)
13¢5

Assim, um produto T pode-se decompor em uvma ﬁnica soma de produtos
normais. (5.11) ¢ o teorema de Wick.
| Exempio:
P(1IF(2)9(3)9(4) = B(P(LIP(2)P(3)9(4)) + N(P(LIF(2W(3)9(4)) +

+ N(P(LIP(2)P3 () + B(PLLIV( 2)#(3)¥(4)) *

+ H(‘P(l)‘P(Z)‘P(‘B)‘P(’é)) + R(‘P(’I Y( 2')9("'3)‘9('4)) +

o+ N(‘P(pso(z)?(i‘ﬂ(ax))+N(¢(1)v(2)v(3)¢(4)) o+
-+ N(Y(1 )¢K2)¢(;)¢(4))+~N(¢(1)V(2)¢(31¢(4)l

— B
£ claro que a definigao de N(P(1M(2)¥(3)¥(4)) resulta da que
fol dada, pois: ' '
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R(PCLIP(2)P(2IH(A)) = ~ LOJPE1IP(3H OV-R(P (2)¥(4))
N T3 )= !
= = 0|P(1)9(3) o D|w(2)¢(a) 0>

e em geral:

N(P(LIP(2)P(3). .. P (k). . P (n-1}¥(n)) =
e " . ' ) .

= (-l)e‘f(l)"(B)...‘P(k)V(n)N(‘P(Z)‘P(M,..‘F(k-l)?(kﬂ)_..._'_f’(n-_-l)_),
onde & indica se a permutagao
1y, 2y 3e4.kely ky k+1,.00n>1l, n "
(l, Zyee sk 2y 4,--.1{-1’ k"'l,...n-l
é,par ou impar. -
0 teorema de Wick se-apltca alnda quando alguns dos fatores (ou
todos) sao produtos normais, com a diferenga de que nao é'preclsocmg

Y . - -
siderar os termos em que haveria contragac entre 0s elementos dos e

dutos normais. Asgim:

PLI0(2) N(P(3)P(ANN5) = F(P(1IP(2)I0(3)P(2)P(5)) +
+ B{P(LIP(2)0(3)P(4)0(5)) + N(PCLIP(2)(5)¥(4)9(5)) +°
| I S — | .

+ BPLIN2IA3)P(4IH5)) + BOLIIN(ZM(3M(4)5)) +

+ N(P(LIP(2)H(3)9(4)P(5)) + N(Y(LIN(2IW(3)¥(4)¥(5)) +
NCP(LIP(2)0(3)9(4)P(5)) + NP (1 (2)9(3)¢(4)¥(5)) +
[ ] . . _L___J‘

+ NP2 (3)P(2)e(5)) + .........
. . ;_—1 ’ . .
isto €, nao figuram os termos em Y(3) (4).
. . - -..‘ . i
Isto ¢ trivial e resulta da formula anterior em que vimos
P(LIY(2IN(¥(3)...%(n))

Observe que na formula do teorema de Wick, os fatores dos pro-

dutos contraidos conservam a mesma ordem que eles tém no 1° membro.
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Logoy definindo:

@1)9(1) 5 LOJTCHLI0(I HaD (5.13)
NCP(LIP(2). ()0 nf (1o H(n))=ERP(L (S IR(LIRER) o« Phn))
=% <o|'n(¢(i)¢(3)}{o> N(‘P(IW(Z;...‘?(n)) (5.14)
N(‘P(l)...?(il ...?(1 )...‘P(Jﬂ: ..‘P(ja) ~Pn)) =
= SPOP(11)¢K3111(9(12)9(12;)_Hﬂ?(l).,.¢(n)), (5.15)
ochtemos:
P(P(L)P(2)...9n)) = N(P(LW(2h .. P (n))+2_, N(?(1)...HP(1)...
- 1<) _ _
L D IR 69 3 2 N(‘#(l)...‘f(il)...vu )...‘P(Jl)...‘f(:la)...
1¢3 L @) ... (5.16)
147 |

Se em T alguns fatores (ou todo;) forem produtos normais, no desen-
volvimento da direita nao ocorrerao as contragoes dos elementos deg

ses produtos.
Por exémplb:
BN (F0xy 1900y INE,FE,) T = RE ) (e JoE )9(%,)) +
+ Ny ey Yo, 09(x ) + B0, oy 8(x, W (X)) +
+ NGy Wlx Wox, 82 ,)). | | (5.17)

Sabemos, assim, éxpandir S em somas de produtos normais.

6. Diagramag de Fezngan.
6ba. O céiculo da amplitude d§¢m§triz S para uma dada transigﬁo
entre doisvestadds 55 entretanto, complicado, mesmo nos casos mais

simples. Ble e facilitado por um conjunto de regras, introduzidas
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por Feynman, e que permite escrever-se a amplituue_gqg;ﬁaqi@i@agg;

Em cada termo (produtoLnormaI)7dd'deseﬁ661€imento de S(n), P8

lo teorema de Wick, cada ponto x, ocorre tres vezes (em P(x 1)
K(x,) %(x,)). Numa figura, colocamos n-pontos x;. O operddor:
_A”(xi) ocorre como um fator ou contraido com outro, Ay(xjjg

Aﬂ(xi) Ay(xj), aque da lugar a fungao-DéCxi-xJ). Neste ultimo ca-
© 0, ligamos os pontos X; e ¥y por uma linha sinuosa:

%3
-) Dr(x i-xj )
3

Quando Ap(xi) ccorre como fator isolado, ligamos o ponto x, para

fora da folha de papel, com uma linha sinuosa:

™
%

Uma contragao de dois ¢,'5Txi) d(xj), que da lugar a fungao SF(X:-Xi)s

e representada por uma_linha orientada de X, para xJ:

X

o
x

i

- Um operador ¢(xi), nao contrafdo, e representado por uma linha que

vem da extremidade da folha para o ponto xy
X

i
o
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enquanto que'E(xi)‘é.repre;epté&o;%or:uma,liﬁha'que“saifdd ponﬁbrxlz-

//fixx;>

Xy

Assim, em cada pontg-(vértice).do grafico, ocorfém_dnas linhas = de

fermions e uma de fotons.

Naturalmente, as linhas externas sao determinadas pelos

estados

inicial e final e pelos elementos de matriz correspondentes dos ope~

radores nao contrafdos ¥, ¥ e AP;

Consideremos, como exemplo, o elemento de matriz entre um estado

1n1c1§l contendo um electron de momentum p e nenhum foton, e um esta

do final contendo um electron de momentum p' e nenhum foton,
s{2l),

-1 )2
(o OIS(Z’Ip0>-( °

J de dxz (p'lT(N(¢(x Yy 9(xq ))

-00 =00
« N(®x )y, 4(x,)) |p>fr(a (xl) A (x;){0> ..
E claro que no desenvolvimento de:

i(N($(x1)WP-¢(xl) Mo(x ), fP(xa)-)') somente os térmos
N(G}‘(xl) ?iv(xl) t);(xa) u'('xz_)) e N(t?(xl.) “'("1)'_‘;("2) {f’(xz.))
tem amplitud§ nao nulas para a transicio cénsiderada; temos :

PITCa,(=1) 8,000 = - 2 g, Delxy =),
NG (Zl) bx, )‘P(x )lp(x )= (OIT( lﬁ(x ) 71'(26 )0} N(‘I’ (x ) 9,

f%éaxx-x)nw(x) x)L

E

de

(6.1)

(6.2)

% x)

(6.3)
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K N(E';‘(il)‘l'(x— )‘l'e(xaw(x })-w% s:; (x-'i--.x-é-)ni(fl'@(xl) "P;é'(xfé')-).' :
(6.4)

Logo (observe troca de sinal do 1= térmo ao colocarmos @fxz)

antes de Pxq)): - |
o2 N R :
<Iprols@|pop= - ”dxl ax, {(;w IN @), Sr(xz--xl)'r"?(xl)).lp}
+ (ptIN(E"(-xl_)fry SF(xl-xZ?fr"tptxa))-lp{ DF(xl-xz) =
= 12. ax ot | N(@(x ) F(x -x. )" MHp) Pplx, - %)
T ||y dxptpt Iy, ST X, =Xy 1)1p? Dplxy = %5

_ (6.5)
.22 I, B(x,)105 @ sF 277 <O19(x, )| p> Bt = %)
—-Z-Jjaxl dx,¢p Itp(x-z)lo ¥, 8 (X5=%4)] {ol¢ X1 > Dplxg - x,).

0 gréfico a2 _
F'1¥ (x,)]0>

Dependendo da especificagao dos estados iniclal e final, o elemento
5(2)

da lugar a outros processos,; definidos pelos demais elementos

do desenvolvimento de T(N(a(‘-\f-:}_)‘)')u ‘P(xl_) N("_ﬁ(xz)‘?'y ?(?2)).

Assim, teremos os seguintes:

(2), (-1e) .
822 — Jfaxl TORCBCx, ), $x IRE e, )7, 9, 0 (2 0 0pD)

-ie)2 .. - ‘
Ji[dx dx, ((¢(x )fr W(z ))(‘T(x )0' §(x )))[ (A"(xl) A"(xz)) +
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b ) B0 ] {BCFx D, 00 ) T2 B, e WFGx 4?(11)??“«;)%«::2)‘)‘::_
(R e 0 e DR ) o N(E'fcxl')rrp §0xp) ff(xz)q,tiauz))
(3 e it ppivey)) e
Os dols primeiros termos correspondem aosvgréficos;

12 termo: dols efeitos de 12 or-

dem simultaneos.

Zg'térmq: espalhamento de g por

+
g ou por g .

respectivaménte.

0 32 ¢ 0 42 sao:

. M R o n.‘.‘ . L
22 + 42 termos: emissao’de Z

fotonsupprfg ou por e e~g+.
052 e 06%

‘53 + 62 termos.
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7° termo.

0 gt @

82 termo

(n)’ podem ser se- ‘J

Em geral,; os dlagramas cérrespondentes a S
parados em grupos; cada grupo contendo n diagramas, obtidos per nid
meraqio diferente dos pontos Xy Bstes termos sao simplificados se

considerarmos aspenas um diagrama de cada grupo e, a0 MeSmMO tempoO

(n).

desprezarmog o fator nl! no denominador de S

- 6éb. Blimi 20 40 esconexo

Um diagrama o desconexo quando e constituido de duas partes,
sem linhas que as liguem e uma delas sendo um poligpno fechado de

1inhas de electrons.

Exemplos de pol{gonos fechados saot
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4 - . '
Assim, o elemento de matriz i:o*rli:“a;’po‘n&'eﬁ“tac ao.-primeiro. dtagry:
ma e:
(-1e)2
2

”axl ax, N ($ (x) )3 G661 B (x) 037 q}v(xz))é"(xl)i"(xa)

(-16)2 _ [ ~ .l,;,:.,. ~\f . T~ . L uw P
" del ax, '(- % Sg;’i(xi”-‘x?)(% S,,‘m(:wcz_:vc1 ))y;'ﬁ r}j’(-]a‘g"' D (xl-xz))

(-1)% 1 _— . Fo .
Y E dx, dx, T, -?F.S (x-l-xz)‘r (xz-xl) D (xl-xz) . (6.7)

dJ

Levando em conta o'diagrama obtido trocando X, com X, obtemos:?

(-10)° % del ax, Tr E-H s¥(x -2,)0t 5" (xz-r.l)] DFx, %), (6.8)

. Agora, se tomarmos o valor esperadoc no vacuo de S, obtemos uma

soma de todos os pdl.{gom;s febha.d‘ps: ’ |
= 0 —

olsjo> = <|2 - S‘n’10>=_1+@ + +E,_+ * +
%0 N/ o (6.9)

Por outro lé.do; 'S nao pode fazer trﬁnsigﬁo dp vacuo para  ne-

nhum outro estado {n|S|0>= 0, n # 0, logo o vacuo & auto-estado de
S:

sied> = clo> | - (6,10}

Daf resulta:
%
<o|s* =c ¢l , (6.11)
logo: I '

(0]8"'3!0):' c'c = jci2 | (6.12)
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» s » .|.
e como S'e.unitariazrs*aw=ws@sr=~1,-vamr-

lel? =1
’ (6.13)
'fortantoz
olslo> = 1% . (6.14)

Agora, dado um processe f{sieo qualquer, por exemplo, o.dia-.

 grama

que Tepresenta o espalhamento de 22 ordem de dois electgona, pode

mos ter, alem déste dlagrama, os seguintes:

Sl 0 )

Somando todos éles, vemos que isﬁo corrésponda a multiplicar

etc.

o primeiro, isto €, o sgﬁ elemento de matriz, por‘ei“, fator aste

que nao tem significagao e{sica:

. . v >-<..<oiSIO> =
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Isto"signiriqq,que,rdédo-umgd;agnamg-dégcqnequcpodeﬁgsides-
prezé-lo, porque o processo de significado f{sico e o diagrama sem..

08 polfgono&_fechados:desconqxds..

Naturalmente, a regra nao se aplica a diagramas que contenham

‘poligonos fechados mas que 's¢jam Gonexos a outras partes do dia-

grama, como pOr exemplo:

A razao esta em que a um tal dlagrams devemos somar a contri-
buigac do que & obtido invertendo o sentido da linha do electron
no poligono fechado, e e#fa tem o sinal oposto a contribuigaoc do

primeiro.

Asgim, ao diagrama

devemos somar o segulnte: .
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As duas contribulgoes provenientég‘&d-polfgono-cbﬁtgm'cOmo fa
tor: | _
R R |
Tr 3’1}1 SF(xl-_xz)‘hz S.F(ZZ-X3)..,5 .‘)’),n 'S. (xn xlﬂ+

F F _
+ Tr L?yl S (xl"ﬁl)?"n _sF(x_ -X ),,.,'ryz 8- (xz-:_:l_):\

n n-l
3 (6.16)
Agors 2 1?
’ !/
F d F 1 4
s'(x) = - (irr’-' — + m) A (%) %
axF n
(6.17)

’ - ’
Se houvsr um numero fmpar de matrizes « no trago, o trago so
’, - , * F
o diferente de zero quando os termos contem um numero lmpar de

SF'S, sobrevivendo apenas o primeiro tarmo de cada SF. Mas de

0
-?_ AF(X-I') B o — AF(xl-‘x.);
oz ox'

AF(x -t) | = dF(x': -%x)

resulta:

Tr Erul SF(:nc‘l-:nca)fru2 SF(xZ-:Lj). ey SF(xn- xlﬂ =

1B e F. F | oF -

‘ _ (6.18)

e esta relacac prova o teorema.

Regras de Feynman. Os resultados anteriores se resumem nas " ge-

guintes regras:

1. Os diagramas gue correspondem a éprqximaqio de ordem n da ma-
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triz s, S(n{, sao divididos em varios BTUpOs, cada. grupa cantendo
n! diagramas que se distinguem um do outro pela permutagﬁo dosng

mes dados aos vertices,

Basta, pols, considerar um <o dlagrama de cada grupo e aban-

donar o fator n! do denominador de S(n)a

2. Abandonam-se os diagramas desconexos.

3. Abandonam-se os dlagramas que contenham poligpnos'fechadoscOm

um numero fﬁpar de linhas de fermions,

4. A cada linha interna de fotons corresponde um fator
-%gyy DF(xi"xj) onde x, e Xy sao os vertices da linha (# @

r
v operando nos vértices).

8. A cada linha interna de fermions corresponde um fator
- % SF(xj"xi) se a linha vae de %y 2 %y
6. A cada vertice Xy corresponde um fator Yyy o

?. A cada linha éxterna de electron que venha de = oo ao pqnto'xi

corresponde a amplitude

1l 1
w}(p)e"ipxi

se 0 electron vem com momentum P e spin r.

Se 0 electron sae de X4y bara +oo, a amplitude es

1 1 - .ipx2
@ (p)e o
(2r)3/2 /2B

Para positrons, ver as amplitudes dadas na pag. 14S.
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8. A cada linha externa de foton corresponde a amplitude:

1 1

(232 Jolx|

onde o sinal e + se o foton e emitido e - se cle ¢ absorvide (oM

operando no vertice de onde sas a linha).

9. A expressﬁo obtida e Integrada e multiplicada pelo fator
en(-i)n(-l)l onde n & o numero de pontog e L & 0 numero de noli

gonog fechados por linhas de electrons do diagrama.

Bsta dltima regray a do produto por (~l)£, proven de que em
um polfgono fechado por iinhas de fermions podemos escrever os fa-
tores dos produtos contrafdos ao lado um do outro sem alterar o]

sinal. A expressEO obtlda:
Blay) Ty $xy) Blxy) Yoy $lxp) Plag) Moo 7y W)

da lugar a um fator % Sp(x, -%,) proven.‘fente c‘1e ?7(251) ll:'(xn) e a
fatores %’SF(xi"xiﬁi) prQVeniente de ¢(li) $(xi). Estes tltimos

$80 em numero {mpar pols o polfgono tem um numero par de lados.

‘6c. Regras de Fe o e o dos momen

Pela passagem ao espago dos momentos ve-gse que se obtem a ta-

bela abalxo:

Element 0 dl Fator da matriz S
Linha de foton interna de momen- 1 _3_ g
- py
tum X k G

M
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Vertices de tal linha '- v v
Linha interna de ‘®lectron de 1. pim.
momentum p
(2r)t pa- ot
‘ P

En cada vertice com uma lihha 4 :
(zm)t 8(p-pr-x)ort
de foton e duas de electrons

"
Linha externa de foton de po- 1
lerizagzo A ¢ momentum k ' ¢ M
' (2r)3/2 /2R ]
Linha externa de electron saip 1 1
=@
do com spin r e momentum p (2,)3/2 p
' . 1l 1 »
© Blectron externo entrando W (P

Multiplica-se por e™( 18 (1) . integra-se sobre todas as
linhas internas.

Podemos , também, igolar os fatores 'l-e.2w, associando
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& linha de foton interna gy — 3

Jx

linha interna de electron

E

a cada vertice by &(p-pr -k),

p!‘
k

a am foton externo

0 »

1

€ (k)
velk [ ¥ ’

1
a um electron emergente — 0T (])
N '
1 .
a8 um electron incidente ~— T (DY ,
~2E

1]

multiplicar o resultado por (-l)! (-1 1% o) P 5p onde:

o= Ei" Pi = nﬁmero de linhas internas de electron menos o

de fotons;
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= 4n - ‘4__(33}14. pij - %’. {~Ee +?_e )3

Sp = ginal de permutagao dos estados finais dos electrons.

Notando que

Cp £Lm .z op %
n _._Ei-éa.aé.. 2"21"3“.: ;
tem=-3zo:

a=%(n+Pé-Ba),
B= 2
ﬁ-z (PG+E_Q)"-2n .

10. Somam-se os elementos correspondentes aos diagramas nao aqutva-

lentes.

Exemplg: espalhamento de dols electrons em.eg no -elemento de matriz.

Temos os seguintes diagramas

que nao sao equivalentes. O elemento de mairiz é, portanto:

o0
(Pipéls(Z)-[ p1P2> = (-i;‘)z ﬂ. d:f.l dx,, (’pipé—{f(]{(@'(xl)% (5(1,1)).

-0

L N )% 82,00 p,> < O Ak (xg) (x4 0> =

- .
= (1) H x5 {Coy HCFE )0, B0y )M py> Ko W, 1% 002,01 8,5

=00
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+ (o, IN(B )Y ) )] p‘i>:<pi.| RGO ) Y253 oy } colrar g A" (x ) 10>.

(6.19)
7. A energia gxépria do electron
Chama~se Jlagrama da energié pgégzgg do _electron todo diagra-

ma contendo Aduas linhas externas de elecfron @ nenhuma linhs exter-
na de foton.
Exemplos sao:

Ji0F

Um tal diagrama pode ser parte de dilagramas mais complicados. Nes-

te cago, ele ¢ ligado ao resto do diagrama por'hma ou por duas 11~
nhas de electron. Na priméira situagap, ele & inserto em uma li=-

nha externa de electron. No segundo caso, numa linha interna.

Exemplos sao

Pode haver diagramas de energia prépria mals complexos, de
ordem superior. Em geral, um diagrama de energia prépria de . elec-

tron pode ser representado pQriuma ‘'caixa".
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Vamos estudar a.energla %robrié‘do electron em 22 ordem:

| <PIE (xg)l°-> :

{0[“{_(151) IP)

Apliquernios as rogras de Faymnian no espa¢o das éSd&deﬁadas;

encontramos, como ja vimos no § %a:
(ols'Bp> = (-1e)2 ”dxldxz <p|¢(x2){e>"f‘(..; %_gw Dplxq -x ;) (7.1)
: o2 '
4
+ <plx,)105 %, 8pl 5 =21 )9 Delxy =x,) o ORI .

Passando para o0 espago 40s momentos, encontraremos a expres-

sao que se obtem aplicardo diretimente as raegras de Feynman nesse

espago:
' - -ipx
Ol(xy)p> = — = wip)e 1,
L (e VEE
- ' 1 .. ipx :
piFeley = Fp) o 2, (7.2)

(2")3/2 A/EE
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21 e'ikx
Dp(x) = . dk ,
- (an)? k© |
21 . g 1
S(x) = - 21N x g,
(2r)? p’z-ma
2 (T
) e ' 1 -— ipx (""21)
(pl-s(2_|p>= - — ||dxqdx, . o(p) s %, X
- ‘ 4 .‘ (zr)3/2 VZE (2 )2
[‘ - -1k(x , =X, )
Pr+m -ipr{x,-x,) , (21) | e 1
x |dp! e 2 Ll .
j p'? -n? (2r)? 12 (2m)3/2
2
1 e 1 . -
. Ew(p)e'ipxk - . -2-;- [dps_fdk 8(p~pt-k)8(-p+p' + klu(p)
(2m) . .
t+m 1
v, ¥ v’ w(p) — ., . (7.3)
222 2

Esta ultima e a exprsssao obtida pela aplicaqio direta das re-

gras de Feynman no espag¢o dos momsntos.

Temos. entao:

2 . .

e 1 - (f=¥+m) 1

<p|s(2)|p> = - ——— 5(0) —J dk «(p)w, ¢ oY 2 wip)
(2r)? (p)2-2" K5 5 4
. VT
Agora, Ja sabemos que podemos substituir &(0) por ’

logo: 2 _ (2m)t

e VT 1 - b-¥+m 1
G18@p) = o —— —— — @k S(p)y, ———— 7 = w(p) .

, | (2r)° (2r)t 2B (p-k)Z -m  ¥°

(7.8)
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0 .\fator"‘»‘-‘(:rl;'z— ‘ria0 Gdorre ‘se efetuarmos '--'&s' ~4Omds deritro dé nm
ar .
volume V pols
1 : 1
e I 4% = I
( 2.,,.)3/ 2
1l 1
(2r)3/2
Logo,y fazendo:
2
_ - 1e p-K+m 1. .
S(p) =i e dk o, - 0¥ = - (746)
(ar)? (p-k )2 - m x°
vem:
(2) 1T - o
{pls*¢’lpd = — w(p) L(p) w(p) . (7.7)
Qual € o significado desta expressao ? '

>

F - - . . - ’
Um electron "nu", isto e, sem interagao com nenhum campoy @

descerito pela equadao de Schrodinger:

ou

ot : '
onde E ¢ sua energlaj isto e',_, sua fungcao de onda é da forma:
u(p) g~1E%

A interaqgo do electron com seu campo pr‘c;prio,.da'. lugar a u-

ma energla prépria AE, de modo que:

r%%= (& vABYO (7.9)
_ at '
ou:

fungao de onda = w(p) o~1(E+ ARt
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Assim, esta interagao modifica o fator de fase temporal da ‘fungao

de onda do electron tornando~o:

o-1(E +AE)1; = o-1Bt -1AEt (7.10a)

e supondo AE pequeno, para intervalos de tempo finitos:

o~1BY -1AEt  -1EY (9| 4ame) (7.10b)

Por outro lado, a matriz S transforma o electron livre no
passado- no electron livre no futuro, de modo que, apés o temﬁo ty

a fungao de onda se torna (ate termos de 22 ordem):

(1+ 82Ny w(p) o~1EE (7.11)
Portﬁnto:
| (1+ 8(3)y w(p) 1Bt = w(p) o 1851 _pmt)
ou:

<p|3(2)-|p> = - 1AEt . ‘ (7.12)

Identificando o intervalo de tempo t com T, temos, pois:

1T _
- 1ABT = —Z-E-w(:_p) 2 (p) w(p) , (7.13)
2BAR =o(p) L(p) wlp) . ' (7.14)

Vemos que @(p) L.(p) w(p) da o acrescimo de EC resultante da intera

950 do electron com O campo préprio.

Estudemos:

2
-ie D-¥+m 1
dk g, — v - (7.6)

(2r)?  (pk)? - af ¥

2(p) =

A integral diverge linearmente.
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Precisamos, antes; de sgtuddf & método de manipulagao de in-
~tegrals divergentes. |
Consideremos a formula:

1l .d

——E ————— (7.15)
alaZ e_ B.I}"'&Z(l-)’-)—la

que pode ser verificada. Podemos aplica-lamaa-denominador-da inte-

gral de X(p):

; d
J‘ x .
k2|_( waf| g {[pk)%a?] x4eP(1-20)2

Agora

. : (7.16)

Ep-k)a-mz:'x-i- k% (1-%) = (pPezpk-u?) x+X2 = (px-k)2 = a2 , (7.17)

‘:onde
8% = nfxf - (p2-2?) x(1-%).
Assim:
2. 1 -
p) = ,-ie -[d4k j dxa, — ”"‘_’”" — @Y . (7.18)
(2r)* A [ 6222
Agora, de:
4B = - B4 + 2ab
resulta: |
Bor’= ~o¥g + 2p¥ .
Dgi:

% B = -8+ 26 = 25, (7.19)
pols: ' o
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”9"f¢i(’b)a"‘(’k)2 =4 .

1 _ _
2
21 2n-(§-K)
z(p) = - z [ d¥y I dx ﬁ_  — .
(2r)* o [t x)P-f)"

- Logos

(7.20)

A integral do térmo em m é-logaritmicamente divergente, bem como a

do térmo em . A restante diverge linearmente.

Estudemos a integral:

ate
Io =
Ek_—.?)a-aaja
=A identidade: 1
1 1 nla=-p)
a8 J [te-pz+p]™*T 4
, -0 o '
da, para n= 2t 1 o
' 1 1 J‘ 2 (at=p)
—_— = =. —_—az .
a2 p2 5 [(@__..p)Z‘l-ﬁ]
Fagamos:
o= (k-P)2.a®=12+P% . 2kP - a?;
ra___. kz_#Z; a-_p - pz_akp ’
vem: 1
. | >
1 _ 1 » [ (P-=2kP) az
[(k_? )a_az]z (k2022 :kz_ézﬂ Pz_akp,z]3
Logo: 1
¢ a4k " P2. 2P
Ips | ~———-2{a% | = 1
(k2-a2)2 1 Jo [kz-az-l-(l P2 -2kP ):a‘_|3

A segunda integral converge.

dz

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)
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Agora:

k% - a2+ (PP o 21P)z = (k- P2)2 - a2 + P22(1-2).  (7.27)

Mudando a origem no espago dos k:

| | kF e kF + PF z : (7.28)
vem (permutando as ihtegraqabs)é
2
. P - 2kP
-2 [d4k J az
[(k-PZ)a al+ P‘?-z(l-z)]3
L -
‘ 4 P2(1-22) -2 Pk -

= -2 s ¥/ a*z . . (7.29)

[2- 2+ 2ol
0 termo em Pk = %; ky da pqntribqigao zero a integral.

Conslideremos agora:

d4k ' dko
= | &% | =
(k% - 12)3 : [k§ - (k+ L)]-3

0s dois polos estao indicados na figura, bem como o caminho

. (7.30)

de integragac, analogo ao da fungao Ag. Fechando o sontorno - pelo

———

semi-plano superlor, teremos: Pt “x\
s \
,

dko 2ml - . ) ’/{ - \j kz’L - \
= . (7.31 f ]
[kg-(f:'2+L ):l -2 AP+1 ' ey

Derivando duas vezes em relagao a L, obtemos:

dk‘0
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Portanto: T o)
Cahe 1.l  ax  12wéi | XP gk
Z - . = = (7.33)
(k2-1)> 8 | (R2.1)/2 8 | (iB+1)5/2 '
0
127°1 [i x> :| 12wfi o1 21
o =2 2| "8 s e
8 3L(k"+ 1)/ o 8 3
Assim: | 1
1 A P2(1-22) O : a%x
-2 IdZ[d % = -2[?2(1-22)62 —
0 Eta- 2+Pz(1-z):l? o hc'a-aa-!-PZZ(l-Z )]3
1 .
o P3(1~27) . 42
= g2y [dz — = iml1 tog "E‘Z' pzz(l-z)]' =0 . (7.34)
fl a2 PA2(1-2) o 0
Port H _
ortanto dak |
- (k2 - g2)2

ngo, podemos fazer k¥ — k + P numa tal integral. Agora es-

- tudemos a integral linearmente divergente:

a%

Ep
I, = - . (7.36)
I:(k-P )2 - aa] =
Temos a identidade:
(kP+P}') a% dhe 1 1
I, = - P, | —— 4|k a%x

A -
(k2-a° )2_ N (KP-a%)2. [(]1:-11')‘2-3.2 (k2-a)?
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(ku+P,) d¥ |
= r_H# + 8y . (72:37)
-(-1:2-3.2)2 '

A segunda integral de S” pode ser escrita (por causa da i-

dentidade que da &12- - [-312- » (7.23-24):

P22k P
J d4deZ (7.38)
E:z a2+ (P2. 2kP)Z]3

Mas esta agora diverge logarftmicamente e pelo resultado vig

to anteriormente para Io’ podemos deslocar a origem no espago dos

k. Fagauos:

k — k + PZ (7.39)
vem:

. P2(1~2Z) = 2k- P :
-2 (k + ,,z)d Z J (7.40)

E:Z—a +p2z( 1-z:|3

0 denominador sendo ﬁunqao apenas de kz, podemos por de lado

os tgrmos lineares em k, logo temos:

1 > | 1
P=2(1-22) P
~2B, |a%)az — - + 4 |a% Kk, J. az .
E;a.;a,.a_-g-pzz( 1-Z )]-3 | E;Z-azarpzz(l-z)]-3
(7.41)
Agors, substituimos na segunda integral
kF k, por & gy k2, (7.42)
0 que significa integrar sobre os angulos em k; obtemos:
1
P27(1~22) 1
-2 P fd*kf Ik 2% |az

k‘a -a%+pP27(1-~ z{[ E:E-a3+ p25( 1-z ):[3 ‘

(7.43)



Assim . N
' a%e Pe7(1-22)
Sy = B | ——= - 2, atc|az — +
- k222 T} | E:Z.ga+p2fzf('1-z Ik
1
> o R
+B |k *x | az — - (8.44)
] E:Z'-achz(?l-zﬂ-}
'Agora: o
1 1
2(1-22) 1 1 ‘
pe Z . = fm = 2 +
E:Z-azwaz(l-z )]-3 -2 E:Z-azwazt 1=2 )J-Z
' 0
1
1 az .
- . " ° (7.45)
27 E:Z-_-a?wzz(l-z)]--?
o * |
Logo:
' P27(1-2) a%
-2F, d4’k 4z =p | —-
- E‘a 2+PZZ(1-Z]3 ] (xB-a?)?
1
4z
- B, d4k (7.46)

E‘Z a24P275(1- z):l2 .

Portanto;



1
k2 1
Sy = Py a% — — - — ——
| E:Z-a2+Paz(1;z) 3 Etz-é_aaﬁ’%("l-z )‘E_TJZ
.0 .
1 .
a® - PE(1-2)
=B, a | az .
| Esz-a2+1=§(1-z) 2
o
0
Como:
0 kp . 1 4k
o e = - Bk, —
K 124,292 (1B2a2)2 (% +22)3
1 2 a2
— P S S ='"P)j'
(k2+22)2  (kB412)3 (k% +22)3
vemos que SF pode ser escrito:
1
k
F K

Sy = - a* [az-p,.- —
| kg Esz_aaﬁkpé(-l?z‘){ 2
0

e por 1sso se chams termo de superficie.

4 -
0 resultado e agora convergente e vale:

_.1.11.'2
SH“--"Z_“PF.
Portanto:
(k + Py) a2
= - B

Retomemos a nossa expressao:

1979

(7.47)

(7:48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)
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-1

2

Zie 2m- (p-K)

a%e | ax — ", (7.20)
(2r)? {( px-k )2 - aa} 2 |

Z(p)z_

A parte divergente 1oga:ftmicamente pode ter a origem deslocg
da x ——* k+ px , dando:

2
21 om ~ .
: ate | ax e . (7.52)

(2r)? {kz-aa}a

A parte linearmente divergente tambe'm‘ pode ter a origem deslgo

cada, dandoy porém, Jugar a um termo adicional, o de superficie:

_ 1 : 1
2 2 -
.- 2ie K+px 2ie inr
- — ate [ax - dx ---—) bx . (7.53)
(am* (k%= %)% (ar)® 2
0
Logo: |
1
2 2
e 1 iec 1 m-p{1l=-x)+ ¥
Mp) =-—=p-——|a% | & —_—. (7.54)
0
Fa 08:
gamos .2
o= —,
4

0 termo em ¥ da zero e assim ficamos com uma integral loga-

ritmicamente divergente.

Fagamos:

S(p) = A+ (p-m) B+ (f-n)? 2-(p) (7.55)

A, B sendo independentes de p. Fazendo a substitulgao de § por =m
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em (7.54) obtemos:

1
am {1 & 1+ '
AS e=— | =4 — [d‘*k [ dx = (7.56)
ar \4 2 o (kZ=n2x%) ‘

Vemos que a expressé'o depende de uma Iintegral :dd' tpos

1 | a% o
T2 ——— | - —— . (7-57)
P | (x2-a")?
o caminho de integragao e o da integral de Feynman, logo podemos

guia-lo e fazé-lo coincidir com o eixo. dos 1 ko. Assim

1 a*ee
I=- " — . (7.58)
1r2 (k';2 + .E.'_z.+ aZ)Z
Introduzindo coordenadas polares
dflk_' =,ks_3dlg d¢ sen6 dé sen®x dxy .
onde: ' 2w ow 2
Jd‘ﬁ;r = Jk%k[ de Jsene de[ sen®x dx:-,zm_z_J kJ.dk
: 0 0 0 '
vems:
1,1 ¥ak | tdt o
I S 2] s = ——— (7.59)
2 (k2+52)2 (t+ a)2

Integrando entre k=0, e - k2= M2 vem:

. > aZ MZ', M2+ a‘?- . 32
I = |log(t+a®) + ~— | = log +o—-1. (7,60
t+a g a? Mo+ &).2
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Supondo MYa obtem-se:

I~2 log E.“ 1. (7061)

Agora, em A temos de calcular a integral. Integraqﬁo por

partes nos das

1 1 1
: 2 2
1+x x+ x5/2 : 2(1+tx)am
de = g - I'F dx . (7062)
L a2 (kPP ) (x2-n®:2)’
Substituindo em A, vem: L
: 2
am 1 1 a*x 1 xE(1+Ex)
A=— {~-=—=#% 2 - dx [a%k z .
em 4 2442 (%2 n2)e 1#2 (ka-mzx?)3
(7.63)
Como:
a%e 1
s - 1721 »
(ka-maxz)3 2nexe
Logo:
4m® xZ(1+E %) ame wo4 . . r
- — dx[d4k = — J(1+ tx)dx = 2 I(l+ix)dx=g- .
1 3 (2n?aZY  w? ay
Portanto: ' :
a3 74+92) 3¢
iegm(31+3) ¥ 3a (1ogg+1-). (7.64)
Parg obter B e Zr(p), vamos subtralr (7.56) de:
1 i F p(1-%)
. i Zm=p{ L~x
T (p) == “ﬁ**[d"’k dx ,
AN & L (k2w

ahtemogs*
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1.
(f~m)B+ (B-m)? .Zp_(__p_) = _,S"_ {i- (h=m) +? Id4k __[dx [Zm-zi_(.l-_-?ﬂl]
o | o

1 1 1 I s
- - (f-m) — |a%k jdx ————— } . (7.65)
(k2-a2)2  (k2-nPx2)? n° (k2-mPaE)>
0
Agora:
gora 1
1 1 2(n8x® - a%)az

_(ka-aa )2 (kz-max.z )2 [(maxz aZ)z+ K wm’ 2]3

1 1 1 1
~ la%k [ ' - :|=-— az Z(mzxa-az)
é (k2-a2)  (iP-nPr?)? e
> |
1
a%ie 1. -rf1
: . = - == |42 2(mZa%-a?) il
E:Z---m‘?‘)r.z-'-(m‘zxz-az)Z:I3 7 ZI:sz (tnZ 2)Z:,
4]
1 |
(pP-m®) x(1-x)
=- dz .
mE 2 =( p‘?'- 2y x(1-x)
0 | .
Portanto:

1 1 1
- Id“k de I:Zm - ;s("l-xﬂ - =

T (k -g~

Ll sz EXS! -)] (g )0en) (7.66)
= - - - X = g . .
| ‘x . sz~(p2-§:a)x(1-x)2'

Vou escrever esta integral de modo a obter a contribuigcac que
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da a termos da forma p-m e da forma (ﬁ-mjziszaﬁa~isso,"decompomhse:

[ ] (p2-m®) x(1-%) wd +m
Pm-p{1=%) - - — = - . _ .
w222 (pPen) x(1-0Z  meil-(pPm) x(1-Dz.

. x (1=x)(pm)e+ B(p-m). (7.67)
e Obtem~se:

2% 7
& = \';— {1+x) éllgl-?ﬂ)t ,

4
2 .
- 2(1-x~) , (7.68)
' x
r 1-x25 7
Z ‘ -]

')f=2tc+

| j 1 1
ol
(p-m)B+ ($-m)= To(p) == — ;}; (f-m) +j.dx J az
0

Portanto:

0

o ia

(1m0 |1~ BE(1+2)] - m(14%)

2(1-0) ()2 - 2 (£ -x ) (g-m)| -

| 128 - (pP-n®) x (1-9)2Z

1
i (1-x)
- (p=m) -—‘{dék de

e 0 (kzmmzxz)z
e daf:
1 1 1
i -X
B=-i+§‘{,—]§-x +-—-—[d%;de (7.70)
m _
am 0 21 0 (xZ-mPx2 )2
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) ($+n) (1) [1- Z(14x)-u(1+2)]
Lo(p)=-— thl x)dxldzr ~ — L (7.71)
o w22 (pPon?) x (1-2)7

Alem da integral logaritmicamente divergente em k- B«conﬁem
uma divergencia da forma_ﬂjfx né segundo termé. Bsta, contudo. é.
do tipo infra-vermelho e nao causa dificuldades. Para feduzir B,

nétemos que:

1 1 1
, - C 2011y a2
1 -x 1+ 1 1 xz(l-zx)ém
dx = - |dt - = - -~ — dx,
(%2 2)2 ) (kZ_m2t2)2 Z (kZ_mZ)Z - (kz-mz‘xz)3
e
U ,0 0
logo: 1 1
™~ i (™ ».. 2 l
4 x (l - "x>
al d’k ai Ved
B=.—4% (i- -x) dx + - dx |d*k 4m°
Br w 4?3 ) (l:{‘z-m21l2 2773 ) ] (}"a-mzxz)s
0 0
d%*x Bl .
B =
onde: s
1 a*k . '
I = ~v2 log = -1 . (7.73)
i'rrz' J (kz-mz)z

Quanto a,zé(p),}notando que :

1

oz 1 B
f — == log [ 1+~ ),
) a+BZ B A

10
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1 -
- 2 dz . ' \ ,
[ z =2 --»105— 1+ (7.74)
A+BZ /
0
obtém-se:
1 I 1
. 1 pem: | 1 - dx
Top) = — = — = | 42— +1+2 [ 5 1 (7.75)
2m | P m p : p A -
onde:
2_2
p = —
ﬁz

dz(1+x)log{l+p (",Iz - 1) L 4 log p| - (7.76)

-
i
- —

1 2(1-p) l-p
o
1l
2=
I, = dx(1l~x)log 1+p(%-1)'=- £ l-ij—-elogp .
1-p
2(1-p)
0 ar
Qual e o significado dos tres termos em qQue se decompSe Z(p) ?
Relembrando:
2EAE = Pmam = w(p) L(p) w(p)
a .
S(p) = & + (f-m) B+($-m)° Lp(p) »
obtemos:
Am = A ] (7077)
pols:

(=m) w(p) =0 e @{p)w(p)=

A renormalizagac da messa permite a eliminagao de A segundo ©

seguinte eritério: a massa experimentdl‘ do electron é, evidentemen



187
te, a soma da masgssa m:do electron "nu" e~da partei Amide origem ea-
letromagneticas

=m + Am ,
mexp

Substituimos entao na densidade de hamiltonlana o termoc m¥ ¥
- . o 7 ’ ’ . .
por (mexp -Am) ¢ ¥. A parte Tevp W% & retida na hamiItoniana do
electron livre e a outre parte, --Am-ﬁa‘# ’ & ,juntada--a-interagé:o.
Nessas condigoes, a matriz S (4.21) tem agora novos térmos proveni

entes de - Am%y¥. Assim:

00 Co
o0 1
3 =3 __ (-1)" — [ dzq... [dxm P(V(O)(il)oa,V(O)(xn))
n=0 o ﬁoo. ~00 | |
onde,.agora:
TACR I jff’(x) A0 -anFy (7,78
0 elemento de natriz S de 2§-ordem em e tem agora o termo

ja calculado antes e o termo de 12 ordem em s'(2) (que € da ordem

de €°) de modo que:

‘s‘(Z) =--s(2?+'1—Am fd“*xi?(x) $(k) (7.79)

ou [ (o) wip)
1T 1A - wWip)wip
s'(2) o D 50) TpFalp) + —— | a%x -
2k C (pr)d 25
-i7 _ 1VT w(p) wip)
= — a(p) Amw(p) + DR Am =0, (7.80)
2E o) 2E

Para ver o significado f{sico de B e 2-(p); devemos inserir
0 diagrama da energia prépria em uma linha de electron. Suponha-,

mos esta interna. Entao o propagador Sp(p) € substitufdo por
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Sp(p) 2(p) Sp(p), de modo que a soma-ca linha interna original com

[+ 4

tem como propagador: '

a novas;

Sp(p) = Sp(p) + 85(p) Tp) 8p(p) . (7.81)

De fato ao dlagrama:

corresponde um novo propagador Sp(p) = o

i 1 2T

ao propagador Sp(p) = F-m correspondente ao diagrama . K
°r (o) b-m

7 s(p) em substituigao

claro tambem que obtemos Sp(p) da exXpressao

pls'Bpy = - --92— 8(0) = [ dk w(ply, u—f—-w" 2 w(p)
(2m)> 28 (p-kem®  ¥%
retirando desta
1 1 . 1 1
(2r)3/2 =" (ar)3/2 V2 “e

correspondentes as linhas de electrons livres e substituindo por

SF(p) e SF(p). Como no caso de normalizagao em volume e intervalo

de tempo finito (O) da 1, obtemésa:

i1 p¥m 1 1 1

s(p) = (%) |dieo, - v :

(2r)d (2r)* ¥m (pk)2me k& (pr)t B
(7.82)

de onde: - 1 1l '
s(p) = == J(p) — . . (7.83)

p-m p-m
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Da.f, no caso da soma: -

1,
sréph-=="+3 (p) . - (7.84)
6-m o

Supbndd'-j’é fefteé a réﬁb’r_’nializaggo da massa':

3(p) = (g-m) B+ ($-m)*© zr(p)

vem:

s'p(p) =— +— B~ Zf(p) (1+B) Sp(p) + 2p(p) (7.85a)

p-m pP-m

Escrevemos entao:

n
T
o

St

n

(1+B) __sf,_(p) | -~ (7.85b)

onde:

sp(p) + Z?(p) (7.86)

Jio
If_"d'...
hw)
L
[}

esta ultima € o propagador renormalizado (incluindc a corregao fi-
nita de 2% ordem) de modo que 5p(p) ¢ 1gual a esta multiplicada pe

la constante infinita 1+B. (Natural_mente, na ultima relaggo des~

prezamos Bzf que € de 42 ordem).

Sé o dlagrama da energla propria for inserido numa linha ex-
terna de eiectron, o esplnor que cbrresponde a linha original mails

Kd
a. . nova e:

ws(p) =w(p) + 85(p) T(p) w(p)

@' (p) = w(p)+wip) Z(p) SF(p) {7.87)
Substituinde 2(p) por (zﬁ—m) B+ (f-m)C- Zf(p) obtemos:

Gr(p) = w(p)+ (Fa)1B(Sem) w(p), (7.884)
S(p)+a(p)(F-m) B(gm) . (7.88b)

0 A -
0 2= termo destas duas expressoes ,--unO'--zg‘-membro, apresenta

wtlp)
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ma indeterminacao pois:

B(p-m) L[ (5m) w ()] = 0

) T (7.89)
-B,|’,_(35-4m)'1(2_5-m):l-. w(p)

Bw(p) |

B(g-m) " (fg-m) 0(p) =

A indeterminacao e eliminada considerando que - % SFCKi-xJ)=
= <blT(w(xi) $(zj))|0>, isto e, Sp provem da contragao de ¥ e 5f

Logo, como a renormalizagao jé vista anteriormente, e da forma:

Sp(p) = (1+B) Sp(p)

devemos ter:

w(p) = (1433 (o)~ (14 ) w(p)

(7.90)

wt(p) (1+8)? wo(p)v (1+32~ B) wp(p) ,

o que mostra que o 22 termo de (7.88a) de w!'(p) e % B uh(p), se
1dentificarm05tun(p) com w(p). Esta identificagao & possivel por

que na relagaoc:

wt(p) = w(p) + S(p) 2(p) wip)

como vimos, 0 terme finito Z}(p) nao aparece porque {(p-m)w(p)=0,

Logo, esta relagao deve ser da forma w'(p) = Ql4~% %) w{p).

Assim, a correcac radiativa aos espinores w(p) e w(p), devi~

3

da a energia propria, se reduz a multiplica-los por (1+ B)Z.

A renormalizaqgo da maséa permitin-nos eliminar a constante
infinita A = Am, supondo-a incorporada no valor experimental da mag
sa do electron. Agora, em w', 53, S%, aparece a constante infinita
B. Sera possfvel elimina-la por um procedimento anélogo ? A respog

” I | -
ta e afirmativa: o processo e a renormalizagao da carga.

Consideremos um diagrama de ordem n, com n, linhas externas
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» n ’
de electrons. Havera %? electrons entrando e -5 electrons saindo.
Portanto, o elemento de matriz S(n) conteré %? espinores w(p) e

%? espinores w(p) como fatlres. O numero de linhas internas sera
n - %;4 onde n 6 o numero de vérpices (cada um dos quais tem uma
‘Iinha de electron entrando'é outra saindo). O eleémento ae matriz
que Inclua as corregoes radiativas de 22 ordem : obtido sdbstituin
~do S por S{;’,’ WHOT We TPor @fs (pols estas sac somas das granae-
“zas CbrréSﬁoﬁdenteS“as'Iihhas originals com as correspondentes as

linhas com diagramas de energia prépria inseridos).

Usando agora as expressaes renormalizadas, vemos que a subs-
tituicao ¢ de Sp por (1+B) Sg, de w(p) pér (1+B)%tn(p) e de 5(p5
por (1+B)i53(p). Assim, alem dos térmos finitos provenientes de
2¢(p) em S?(p) © elemento de matriz contem um fator {1+B)™" 2e/2
(1+B)?8/4 (14p)B¢/ 4 = (1+B)®. Como &le tambem contém o fator e=,
e natural escrevermoss '

Cexp © (1+Ble-

de modo que o fator sera agors égip'

Assim, a.renermaliango da carga consiste em considerar a
carga observavel -como a soma de duas partes incbservaveis separads

mente ¢ o Be. ObsgrveJqup-B'é negativo.

8. A epergig ggégrig do fotop

Diagramas de energia propria do fotop sac os gque tem como 11~
nhas externas apenas duas linhas.de fotons. O mais simples e o de

2§ ordem:
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Um diagrama de energla prépria do foton pode ser parte de um
diagrama maior e e ligado a parte restante deste por uma ou duas 1i
nhas de foton internas. No primeiro caso, ele esté inseride numa

1inha externa de foton, no segundo caso numa linha interna de fo-

ton:
0 elemento de matriz S(Z) para o diagrama de 22 orden o:
(2) o 1 | . ptm
S s » —— — |aprldp &(k+pt-p) 8{(p~-p'-k} Tr #(k) .
(zr)® 2@ | fom p'2.pl
. £(k) , (8.1)
pz_mz :

de acordo com as regras de Feynman no espago dos momentos. O si~-
nal negativo provelo do fator (-l)R onde ! & o numero de poligo

nos fechados, no nosso caso £ =1,

Temos:
2 .
- 1 _ —K-l- +
s(8) = - —— = s(ofap T <, (x) RS AL IR S B
(2 )3 2w o ( p-k )Z_m,a pZ_mZ
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-iT v . -
= — € (K)K (k) €,(k) (8.2)
e
2
O J?r“' goRrm .
(&)4 (P-_k)zmz _ pZ_mz

Pelo mesmo tipo de racloeinio para o caso do electron;, = vemos
que, designando com Aw ¢ acrésqimo de energia w do foton devido 3

interagao com o par virtual, devemos ter:
2ahow = €, () W) e (k) . (8.3)
Contudo, se o momentum do foton nﬁo muda, E: entao de:

w= |K]

devemos ter:

Ao=0 (8.4)
Se fosse Aw# 0, o foton deveria ter uma massa p tal que:
w8 = KC +p? ) '(8‘.—5_)
e _ ' 2w Aw = 24 A’,l. (8.6)

A invariancia de "gauge" exige M= 0, logo Aw= 0..
Assim, deve ser:
, BY, -
ep(¥)H (X)) ¢ (k) =0. (8.7)
Procuremos se o tensor ¥"(k) satisfaz-a-esta relacao. Como
tensor, deve ser da forma:
v . p o -
(k) = g2y’ + %(x?) P . (8.8)
Se a teoria tem inva;iancia de "gauge", entao a substituigaos:

€ (k) —> €4 (k) +Xy 7 (k)

onde v (k) ¢ fungao escalar arbitraria, deve deixar s(2) invariante.
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Portanto, os termos .adicionais:

R0 06 (0, e, KK, 10 e 1, X 0%, 9200)

devem ser nulos (e como n(k) arbitz_'a;ria.):
p ¥*= 0,0y =0, (8.9)
Daf resulta:
k2 4(k%) + %E°) = 0, (8.10)
dando a¥/” (k) a forma:
WP (k) = e -xZ g#) 4Py .

Basta, pois, conhecer 'ﬂj,(k‘?'), qué e: -

%,(k“) = - _J{)“ (k) . (8,11)
o |
Ja calculamos TrEyf' (P =¥ +m) % (ZS-Fm)] no § 7 (cujo problema es-

ta intimamente relacionado com este)
Tp E” (f-¥4+m) Yy (;S-F-mil = 8[2:!12 - p‘2 +('pk)]

2 pad .
2¢ 1 2m~ - p~+ pk
K 0 = - 3 4w = 4'—‘ (8.12)

| T

Para um foton livre, devemos ter k% = 0, logo 1(;'(0) =0 (pois
¥, (0) =K* @), agora:

2 2
2o 1 2m~ = p
:l{::(o) = — J, — dp (8.13)
m (pa_mZ)Z

e diverge quadratica.ment'e. Somos assim conduzidos a adotar a seguin

te expressao para K:(k):
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2_ 2 2 2
2¢ 1 | e + pk
W) = = =2 (8.14)

o\ e

que satisfaz a

Mo
e a estudar a integral:

: . . 2 .2 : -2
1 2« 1 2m° - p© + pk 2m-p
guedy = - — = — |l — L = ap . (8.15)
'31:2 T ig? ) hp-k)z-m‘aj pa-mz:‘ (pz-mz)2

Agora: 1

(2] 2] | {[pi020 s (ea?ra-) J2

-
-

dx

“ R .
O e, ot O~

' - (8:16)
{(p-k‘x)a- mz_-h 1Cx(1- -x.)lz

Logo ‘

E’}(k )= = = — — |(2m-p+pk)dp |dx = —— =

3F T AT \{(p-k012nPuia(1-n)f 2
0 _ '
1
(p%- m2)?

(observando que o termo adiciondl em pk nao contribue ao 22 ter-

1 1 1 -
mo). Aplicando: — - — = _J 2(a=-p)dzZ

al a2 0 Ba-p)z-@B vems
1 2« 1 - 12
& X~ 2pk
q(kz)- [(Zmz-p2+pk)dpjde2dZ ki =
e T [2

0 0 >+ (e B 2pkx)z:|3
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1 1
1l 40 1 k™ -2p k
= — — (an -p +pk)dp ax {x dZ
B’ZZ 3 iTrZ _ {(p-kxz )2-m2+kalZ(l—ZZ)}3
0

Fazerido xz = y, xdz = dy e invertendo a ordem das integragoes:

1 1 1 1
[dx J dy fly) = [ dy J dx £(y) = }'(l-y_.) f(ylay
0 0 0 v 0
vem: ' |
r 1
1 4a 1 -
?(kz) S e — J Zmz-p2+pk)d4p }-( 1-y)dy
K2 O 1g° 0 {(p'—ky )Z-ma-'kzy(?_.-'-y )}3

'(8«19)
integral linearmente divergente. A mudanca de origem em tal inte~
graly, p — p *+ ky, produz, comoc ;}é vimos no caso da energia prc;-
pria do electron, um't'grmo de superficie; o térmo que da a integral

linearmente divergente e 2p (pk) logo o termo de superficie e

‘1‘—— Zkzy -iva kay.

Logo: 1 1 k'ZN
i(kz) =—_—— 'ka Jy(_l-y)dy + — [fpj( 1-y)dy.
2 3 / w2 ] Ba_mz +k2y(l-y)__‘-lB
(9.20)
onde: _
k2N = E&mz - (p+k§v)2 +‘(p +ky)}£| Exz- Z(p+ky)k] —_—
— 12(12yaa? - 3 2 + xy(1y)] = (9.21)

= )&( 1-2y) in (mz-pa-kzy( 1-y )) + % (ﬁz-kzy( 1-y) ) + 31:‘2:(( 1‘?5] ’
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onde a seta indica _que.de.épre_zgib,q_éf [l yéfn;jgs-.ggue n;a'o.chtr»ibuem 5.
integral. Mudando 1=y -—-'y ¥em:
1

2 2a 4 1 4 _ N _ _
?(k )= - = — = d%p |y ay _ . (9.22)
L L 0 fPZ_mZ_'_ka( 1-x)]’3 ' "
t T
0 12 termo de N da{_uma in‘tegr'al 1ogar'ftmicameﬁte“ divergence:

1 .
3 4a 1 4 x{1-2x) dx 3 40 1 4 1
[p 2

231 192 2ilx(1-0)|2 23T g2 6(p2-n®)>

1 - %xB (1=-2x)dx
+kaf
0

; por integragao parcialj daf:

2a 1 T *

o [o'd 4 . d

T e e T — aIxa (1 - —3&) ('_I-Zx)dx-"' == p. - .
_0_ g 3 o E;Z-m2+k2x('l-x93

Agora, ja vimos no § 7:

P Tl

(21 2

portanto: 1
' : 2 4 \

3 4q 1 2 (1-2x)dx | . (1-. x)(l-ax)dx
23 4o EJZ- 3+k21:.( l-x'):l 2 - r n? 2x(l x)
onde:

L a4y

in% | _(Pa.(-inz_)a--

0 termo restante de N da:

b



40 1 J‘* J.'x(l-ax){} WPt 12%) 029 - 3kzx(1—xﬂdx
E)Z-m2+k2x(1 x) 3

éa 1 X(l-Zx}E-(kax(ll-‘:t).-ng- 3}{2,((1-_15_.»} ‘ -
="""J e dx = - — %
> -0 2 - X“x(1-%) 18mr
20 .77 'xzél 2x)(1-x)
o4 - X -
+ — K I - ax .
T wex(1-0)
Assim: . .
_, L L2 4.\ L2 )
> 2 o « 2a axa(l 2x) (l 32c) £(1-22)(1 z)
?(k)=-——--—---——l-——k : .
' S9v 187 3w T o : mz-kax(l-jx)_
1 - . %8 XD
> (1-2x) (- —_— - e
1 : _
== I+E+'_ -_?kaJ _ 2 .3)d-x=
3 6 T L ek?x(ien
1

]
'
l
4
+
|
+
|

ne

a J 2a 't XZ _.13 ) ka
.2 3
0

1
. k2
- - J(-X-sz-) log-l] 1 == x2(1-x}| @dx;

1 , :
@ 5 ' | . x° . 2x

-— (1 + - )+ J x(1-x) log 1i— 2(1-%)|dx. — . {8.24)
3m 6/ 1 | S v T

dx
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Portanto;
= 2 10 3 L 2
) =0k -x ) (G4 7 Y G2, (8.25)
onde: ‘
&
2€(0) == — [I +
2 1J [ ka . :
k2K, (ka) £ fx(’l-'x) log| 1 -=~— x(1l-x)! gx =
T 2
0 m
_ /1_+l + 1.0 L2
Q@ | ST O B 1 p s 'k
S %'% B Wl RV - g pET—
o S A Jl+%"‘+ 1 amt
L. -

Agora bem, numa teoria invariante de "gange", como ¢ a
teoria eletromagnetica, o térmo emk k, nao dé contribuigao a
ﬂ;y(k). De fato, se a energia prépria do foton for inserida numa
li'ﬁha externa de foton, o termo k ke, g,-i-kz T{ (kz)) multiplica

a fungao de onda de foton externo AM(k):

kuky @+ 6 W 200" (x) (8.27)
e como os vetores de estado ¥ devem satisfazer a:
k, ()¢ =0 (8.28)

0 térmo considerado nao contribue ao elemento de matriz (ou ainda,
como o foton externo e transversal,kpe”(lj(k) =lﬁleﬂ(2)(k) = 0,
ver § 7).

Devemos, pois, provar que o térmo em ka nao da contribuiqao

quando a energia propria -do foton e inserida numa 1linha fotonica in

terna.
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77

0 termo correSpondente a este ultimo dlagrama e da forma:

1 1
aot B—X,, (1) —Cco"D . (8.28)
2 ¥z

' ’ .y
Imaginemos, agora, associado a este diagrama um outro em gque

¥, . ¢ substitufdo por duas linhas externas de fotons

_f

Entao o térmo correspondente passa a ser A o' B gp(k) ey(k*)
¢ 9”’D. Numa transformagao de gauge, €y =€y +l, X 0 termo adicio-
A .

nal € AKBx£(x')D e se anula, para x arbitrario, se:

AKB = 0 ,

Kl

Agora, o dlagrama original da como vimos o termo

1 1
a9¥B — ¥, (x) —co”D
' 2 ke
ou '
1 1l 1 o1
AYB — (@n@ 1(1.(1:3)) — kD -a0t B — k> @+kEH) —CoD.
x2 K2 K 2 7 830
8.3
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e o -primeirp térmo se anula por que A¥ B = 0..
Aséim:
Kt = - K gy, (GHECH0D) =g X5 (8.3D)
Ka2) = -k2(q + ¥R Y,a2)) .

Quando Inserimos uma energla prépria de foton numa linha inter

Dplk) = -1 ¢g L. se

na fotc;nica, 0 propagador desta: ~1i g:

RV pv kZ’
transforma em o
- 1 g, Dp(k)
onds
Do(k) = ) : X2y 2 (8.32)
g V DF k = g 2 — E gey —— = g}lV —— _— .
R ® kz .kZ. kZ .ka D

Logo, a soma do propagador original e do modificado e

-1 Buy Dl;(k) onde:

. 1 2, 1
Do(k) =D (k)+D (k) =--+--I(ck ) — =
’ : x> k2 k2
\ (8.33)
= Dp(k)(1-4) - ¥ %) .
Defi‘nizido: _
R,y _ 2
Dpl) = Dyp(k) -H. (k<) | ._ (8.34)
venm: L ’
DF',(k) = (1-6) DF(k) . (8.35)

A fungao de onda de um foton 1livre e renormalizada segundo:

) _ ) .ﬁ. B .
€F(k) = (1-9) Qp(k) (8.36)
e c}f{(k) = eﬂ(k) desde que xZ=o0,

O fator (infinito) 1-G pode ser eliminado por renormalizagao
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da carga. Um gréfico:de ordem .'quéfcoﬁtenha-Péfkfnhasﬂexfernas'de

n-
fotons tem P1}=—Erﬁ linhas internas de fotons.

0 elemento de matriz que ineluir correcoes rYadiativas de 22

» ~ L i
ordem e obtido daquels sem corregoes substituindo DF por Dy e €, por

o 2
elemento de matriz flca pois com fungoes renormalizadas (finitas) e

et Isto da Jugar a & (n-Pe) 'fatores 1-G e Pe fatores (1-91*. 0

maltiplicado por: (1-(;3"/3. Fazendo pois:
- ¥
eg;p = (1- g) e

n

+
o fator passa a ser eexp‘

Assinm, & renqrmqlizaggo da carga devlda aos dlagramas de ener~

gia prépria do electron e do foton e:

corp = (1+ D=0 . (g37)

9. 0 digerama de vézgice

Partes de um diagrama que sao ligadasge.ao resto deste per  duas
linhas de electrons e uma linha de foton chamam-se diagramas 4o ver-
Lice.

0O mais simples é naturalmente;

e a ele corresponde o fator: %IS(p- p'-k)(av)4 do elemento de ma-
triz.
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Depoig,déstq, devemos considerar o seguinte:

e a éle deve corresponder. o fators

ARt pY 8(b<pr - k)(2m)?

Pelas regras de Feynman, temos:

(2r)® A, (p14p) 8(p-pr-k) = <-ie25f ap" Jdp" J dk!

| B 3 +m
, 5(p"u-kl-pl)(2#)4_

Clent pr2en

%, 8(p"=pm - k)or)* .

PR . | () 1 -

. ¢ 7 c Y 8(p-p" -1 ) 2r )2 ' ' (9.1)
(2r)* prl. o? o (en)® ki®

de onde:

2 b-¥% +n
ie ¥ +nm 1
Ap;p) = - Ja4 v, — %, v = (9.2)
(2r)® (p1-X)2-n? (p-k)2-m® 2

onde retiramos o acento da variavel de integragao.

0 efeito sobre um diagrama desta parte do vertice de 22 or-
dem, considerada como uma corregao de 2% ordem ao vértice mais sim

ples, consiste portanto em suﬁgt;tuinaq;_por: _

[;=0;1 *Aupryp) (9.3)
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A Integral de (9:2) divérge Ioparltmicatiéntd.” Aplicamos 20 denomi-

nador a férmula: 4
1 X

1 | 1
=2 [ ax }..dy it . (9.4)
418583 0 0 La;?*aa(x-y)+a3(l-xi|3

Entao:
x

1
an* . rr,(ﬁ ¥+m) %, (;5-1£+m)'r
ax

A(ptsp) = = — a*k (9.5)
|}- px+f(rp-p')33| -a

onde:

a%= n%x? - (pt-p;:\,"(x-y)-'-(pz-mz)(l-x)(x -y)+ (p'a- 2)(l-x)y .

Sonemos agors sobre vV e mudemos a origem x+ pr-(p-p!)y —*k A-
lem disso, ponhamos de lado os’ termos linpares em K por infegragao
simdtrica = e substituamos ﬁﬁ-k por & \F; 2, eﬁtio (9.5), separan
do o8 termos que sao nulos quando py p' (p-p!) tomam os valores pa-
ra particula livre,. converte-se ens

lx ]:dx J‘ ?PE(Z-L 4,3 (lex = > ] o

AF(P' ,p) T o —

2 0 E{a ',aZJ}

—_

ku(pyp'ix,y). g

E@-JjP a ‘r' . : (9|. 6)_

r

onde:

ki (yp* 55y = (1001 m)y, (Bom) +9, K2 ¢ (1ry)(1oy) =
-~ (1~%) [cpa-ma)(l-xm + (p'z-ma.)(l-*-y)]} +(Fremd o, mli-x®) "+

+ (pe-p? )"Yp(l-x)(l-y) + (p=pt )r};u (1-% +ay5)(1..y)]+(_151.m)l:mr;jl(']_..z,z)+
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+ (p+pt Y(1=-x}(1-x+y )+ (P=p! )*?;’(_Ii‘k-'zyi)(ﬂ-'xﬂ

+ (p=pt) m(1-x)lx+2y) + mx(1-%) S x¥ .

Como a primeira integral e divergente e proporcional a ¢, pQ

- #
demos expressar AP na seguinte forma:

AF(,D---' ;p) =L ’}’F""Apf_( p-'.,p) . (Ra8)-
onde a quantidade divergente L ¢  univocamente definida pela'condi-
¢ao S |

/\Pf(p' sp) = 0 para 19 =15 =m . (9.9)
2
Logo: " 1 k2+4m2 (l-‘:\’-- __)
_ 4 . 2 -
L= = J-‘d_- {_x&: — —= o (9.10)
- - (k% -u? 22
A parte divergente desta integral e
. 1 ’
1l 1
2 142 3
k : X x” dx
[dl‘lk J' xrdx = [d4k ka 2 J - 3m2 J
| (k%~n222)3 (e Z-nPx2)> | 5 (kZmPx?)%
(9.11)
(o segundo termo € absolutamente convergente), e a parte restante:
l-x —l xa 2 ) .
2 (. c 4 2 ' ) 2
4m x dx d k= 2ir dx 1= x - — T ¢ (9.12)
0 (2 n?xP)3 3 K /7

Levando agora estas relagoes (10-11-12), em (10.10), obtemos:

Lo 4 1
o 1l i k o (dax 11\
am irrz (k° - < )2 0 2 (9.13)

Agsim:
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& i x a2+m2 xz
I\Ff=-deJ‘dy=_—-“-+¢F;[dz~ — —
2.2 2°
+ 2m° o (1-"” - %”2) - -a . £9.14)

Nota=-se que, com a separagao da constante infinita L da parte res-
tante da expressao para /\F tem-se introduzido uma divergéncia in-

fra-vermelha como no caso de 2, visto no § 7.

Comparando agora (9.13) com (7.72), obtemos:

L=3B, (9.15)

Se a parte do vertice & tomada junto com dﬁ'para o vértice 3 |

(ver figura), obtemos para a contribuigao total (9,3) déste verti-
ce:

[, (pyP) = %1+ 1) +Aue (pryp) = (#DI[, (9.16)

pare a 22 ordem em e, onde:

N

po =WF+AFf *
0 fator infinito 1+ 1L, como no § 7, pode ser absofvido'pqr U=
ma renormalizagac da carga, logo a carga renormelizada, combinada

com (8.37); & agora:

(1
"

(1-B) VI-g (1_+L) e

(1-B+1) (1-3g) e (9.17)

paras a 22 ordem em e.
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.REFERENCIAS:

1.

A lagrangeana.dada no texto.4, difere :de outra mals simples por

uma divergéncia. A mais simples e:

R R

4 » - ~
que da lugar as equaqoes:

\1 rr“ — --m) rp

=0
vartando L! em relagao a %; e as
Yiio a +m) =0, ¥ —-F = —
ox ' 62: ax
‘variando L' em relagac.a ¥.
Subtraindé de -L'‘% térmo
-S> =S VY
2 a
obtemos o L do. texto:
0 tensor T*” derivado de L' e:
- 0%
Tt = PV e
axt
que satilsfaz a -
=0 .
ax”

Pode-se ver, 1ntuitivamente, a razao de (2. 3). Suponhamos que
0 espago esteja dividido em pequenas celulas de tamanho &x =

463, a cada celula associamos uma "coordenada generalizada"
#(xs,t) = g  _onde xs e um ponto no interiocr de AB, sua derivg
da temporal ¢(x ,£) = qs e o gradiente de ¢ sera substituido
POY Qgyq - SAA A lagrangeana do sistema sera entao
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3.

50

L=y fs Axs {2.04)
s
0 momento canonicamente conjugado?a'qs-éaréz

oL 94,
P = e = '—:—-&x = Tr(xs) A'XS " (2-05)

s 8
9dg 9 %
Transformamos entac o nosso campo ¢ num "sigtema mecanico"

de uma infinidade de gréus de liberdade, descrito por coorde-
nadas q € momenta Pg- Ap%icando as regras (2.1) temos:

B, 4] = [, w@)] = o,

I}(‘FE'S), :.—(»'c;)] =1 —, (2.06)

Se agora passarmos ao continuo fazendoé.xs ~= 0, obteremos
as regras (2.3),

Ver, Jauch e Rohrlich, Photons and Electrons, pag. 460.

Ver Jauch e Rohrlich, Theory of Photons and Electrons, apendi

w2 3.

Ver R. Karplus e N. Kroll, Phys. Rev. 77, 536 (1950).



