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CAPLTULO 16

CIRCUITOS ELETRICOS  (SEM INDUCAO)
16 - 1. Circuitos de corrente cont{nua. Sao sistemas de gerado

res de corrente contfnua, ligados por condutores, em geral me-
talicos, de secqoes @ comprimentos variaveis, fechando-gse de al-~
gum modo em conjuntos mais ou menos ecomplicados de malhas. Para
determinar as intensidades e oé sentidos das correntes que percop
rem os diversos trechos de um circuito,_gib utilizadas as leis
de Kirchhoff. Neste parééraro deduziremos estas lels, a partir

de leis e principios mais geralis.

A superficie de um. condutor por onde passa uma corrente
estacionaria ¢ um tubo de linhas de campo elétrico (Fig. 9-4). No
instante em que se aplica ﬁma diferenca de poténeial ‘entre os
extremos do condutcr, as linhas de £orga do campo elétrico nao
estao ainda contidas no condutor, mas imediatamente depols, de-
vido a componente normal de E e consequentemente de J, aparecem
cargas eletricas em sua superr{cie, de tal maneira . que o campé
8¢ torna tangente e a corrente estacionaria. Se o condutor e el-
lfndrico, as superrfcias equipotencials sao secQSes normais ao
eixo; se o fio f£or ecurvado de alguma maneira, as novas superf{-

~les equipotenciais poderao ainda ser identificadas aproximada-
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mente com aquelas secgoes, agora deformadas pelo encurvamento.

Como consequencia da equagao de continuidade (expressao mate-
matica do princ{pio da conservagao da carga), aplicada ao caso
estacionario (9-10), vimos no parégrafo 9-1 que a Intensidade
da corrente eletrica e constante ao longo de um fio condutor.
Esta poderia ser considerada a "lei zero™ de Kirchhoff, e na

verdade e um caso'particular da 12 lei de Kirchhof?f.

A 12 1lei de Kirchhoff e tambem uma conseqnéncia imediata da
equaqgo de continuidade. Ela se refere aos "no-’ de um circui-
to, que sao os pontos onde se encontram diversos de seus ramos.
Se estabelecermecs uma convengao de sinal ﬁara as correntes que
se aproximam (por exemplo, positivo) ou se afastam (por exemplo,
negativo) do no, diz a 12 lei que a soma algebrica dessas cor-
rentes e nula:

Yi,=0 (16-1)
r

Demonstra-se (16-1) aplicando a equagao de continuidade (em forp

ma finita) a uma superf{cie fechada que contenha o no (?ig.16-1h

—— d Qinx
J-dg = a ————,
s dat

Como o sistema e estacionario:
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onde ir e a corrente que chega ao no (negativa quando sal co ;5),

pelo ramo r,

A 22 lei de Kirchhoff e, fundamentalmente, uma extensao da lei

de Ohm. Esta, em sua forma forma integral (9-8), e dada porz.
5V=R1’

am que BV e a diferenga de potencial entre os extremos do con-
dutor, R sua résisténcia'é i a intensidade da corrente que o per-
corre., Vimos, no parégrafo 9-1, que para condutores eilfndricos
essa lel pode ser obtida a partir da equagao (9-7):
T =oF,

que foi tomada como equaggo de definiqgo de condutor Shmico, sen-
éo Y & uondﬁtividade do material. Na verdade, a lei de Ohm & zem
pre validas qualquer que seja a forma do condutor (Ohmleo) consi-
derado. Para deonstré-lo, consideremos um trecho de circuito for
nad> por um condutor ohmico de secgao transversal variével, cuja
superficie lateral é um tubo de linhas de forga (Fig., 16=2). A di
ferenga de pdtencial entre suas bases (superffcies equipotenciais)

A e B vale:

ey se ddmitirmos valida a lei de Ohm (9-8), teremos para a resis-
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‘tencia R do condutor considerado:

E-ab
1 A :
R:

(16-2)

<t

fEds

Se agora e aplicada outra diferent;a de potencial vi=xy entre A

e B, e facil ver que E' =kE, e assim:

isto ey R € independente de &V.

- Como exemplo, calculemos a resistencia de uma longa camada ci-
1{ndrica (tubo) nio isolante, porem

menos condutora 4o .que &s capas me- l

. | i1 v
talicas que a envolvem interna e ox P
ternamente (Fig. 16-3). Estabelecepg o s
do=se uma diferenga de potencial V _ +_ _:_';:
entre as capas metalicas, surge um IFN-'F;T -
campo eletrico que val neste caso . 7
de dentro pars fora, com linhas de m. 16-3

fluxo radiais (1on'ge'dos extremos).

Se tomarmos s como a superf{cie de raio a & altura t indicada na

Fig. 16~3, teremos:

— —

E-ds = E(a)-2ral = C..E(a) =

2rla ’
s

em que C é constante, e entao:



By R

e e C 1 da c R1
JE-da-‘-——'J—":'—lOS"‘

2t a 2} R,
R, R,

sendo Ro e Rl reéspectivamente os ralos interno e externo da camg

da (a expessura das capas e suposta desprezfvel)° A resistencia

vale portanto, por (16-2): E¥
log gzt
s)

R : -
2wl r

Vamos agora obter a 22 lei de Kirechhoff, seguindo um metodo a-

nalogo ao da demonstracao da lei de Ohm.

Conslderemos um circuito, eomo o da Fig. 16-4, que, por simplj
cidade, admitiremos formado apenas por t:echos de condutores oh-
micos cilfndricos, de resistencias Rys Ryy ...y @ por geradores
de "forgas eletromotrizes" (f.e.m.) E1» 55 o.. Dizemos que o
~ trecho AB de um circuito tem uma f.e.m., quando existem af{ for-

gas F' e origem nao eletrostatica (por exemplo, gravffica’Qﬁi

mica ou magnetica) que tendem a fazer 1, 1 1III 2
as cargas moverem-se em algum sentido 1 tl \
(Pig. 16-5). Nesse caso, a farg.a nl.

: k_ 3 B’Z
que atua sobre a carga q 4o transpor- 4 _\Mie‘z '_ 3

tador (eletron ou {on) sera: { By
- 3] B
— - g - F AMAAN
Pig. 16-4
e assim, em lugar de (9~7), teremos:
. s - L 4
- - PF' = q M ,
J = A \E 4 v —’-'“-——_"'l'—**—-"'__. _.B. _
q - q! & *
- +

(Na Fig. 16-_5 esta representado o ca- Fig. 16-5
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so de q>0). Esta equagao e valida para geradores (F'20) e

# .
para condutores Ohmicos (F = 0). A corrente nesse trecho de

il at

eircuito sera:
5.:‘[‘8:3‘8)
s .
onde s & a area transversal do condutor ou gerador (citfndrico

5 - - .
ou prismatico). Portentoy sendo n a normal a secgao transver-

sal: ¢
7 Fn i
o m—— =
noq s

Integrando ambos os membros .ao longo de um con*srno fechado
(malha) do circuito (por exémplo, 1, 25 35 4y 1)y vem:
N N ¥
+2
x NSk 3 748y

3

b it 1 - it
§BM+Z;IF5a=Z
kg
onde o0s fndices k¢ J indicam as contribuigoes dos trechos de
cireuito corr=spondentes respectivamente aos diversos gerado-

res e aos diversos condutores ohmicos. Como

'ﬁmEEO,

chamando &, a f.e.m. do i--8simo paradsrey

. dl, (16-3)

e Rj e r, as resistencias do j=€simo condutor e.do k-egimo ge-

rador 4 ﬂj Qk

"fj sj _'rk_sk



vems:

Loty =) By 1, +rory L . (16=4)
k j X

Bsta é a expressao da 22 lei de Kirchhoff.

Resulta da propria demonstragao que o 12 membro de (16-4) é a
soma alggbrica das f.e.m., atribuindo~se sinal + as correspon=-
dentes a geradores que sao atravessados do polo negatlvo pata o
polo positivo pelo sentido de percurso escolhido para a malha,
e sinal -~ aos que se apresentam em sitnaggo inversa. Lembremos
que os sentidos de referéncla das correntes ij sao escolhidos
arbitrﬁriamente, e que tambem cada 1j ou i, do 22 membro de
(16=4) tera sinal + ou -, conforme o sentido da éorrente seja

0 mesmo ou o contraric do sentido de percurso da malha.

Para circultos de correntes contfnuas, as leis de Kirchhoff
(16-1) e (16-4), aplicadas respectivamente aos diferentes nos e
as diferentes malhas, sao suficlentes para a determinagao das
intensidades e dos sentidos das correntes que percorrem os di=-

ferentes ramos do circuito.

16 = 2. Clreuitos de corrente variével. Pode~se obter corren-

te variavel num circuito de diversas maneiras; por exemplo, fa-
zendo variar continuamente uma das resisteéncias presentes.'Nes-
te caso, valem alnda aproximadamente as leis de Kirchhoff, se
todos os condutores forem ohmicos, como mostraremos no paragra—
fo 16-6. Nos condutores que transportam corrente contfnua, as

-~ » -
cargas superfleials sao estacionarias; se as correntes sao va-
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-riiveisr'a densidade superficial de carga em um ponto varia com

¢ tempo.

Veremés agora que, mesmo no caso de correntes variéveis, nao
podem existir distribuiqoes espaciais de carga no interior dos
condutores puramente ohmicos. Ou melhor, mostraremos que, se
introduzirmos por meios nao eletricos uma distribuicaoc com p#o,
essa distribuigao espacial nao poderé permanecer no interior do
condutor, decaindo com o tempo. De fato, sabemos que, para cop
dutores ohmicos,vale (9-7)y e a equagao de continuidade (9-6)

dara.

- -~ dp
Aly J = div 4E = < =~ .
ot

Se r e ¢ forem constantes (€ = €o om geral nos condutores), vi

ra entao:

dtw T= yatvE=Jatv =2, .
Integrando agora a equagao:
To=_2%
NPT
obtem-se para solugao geral:
_%% -k

PTyt) =p(M e =p o F,
em que p, e a densidade de carga existents no condutor no ins-
tante inicilal. Isto slgnifica que, se Po = O para t = 0, entao
P gera nulo em qualquer tempo. E mesmo que p, sejJa diferente
de zero, ao fim de algum tempo, P+ caindo exponencialmente, fi-
cara praticamente nulo, Kssge tempo e da ordem de 'r-fé ’ as?

sumindo para os metais (¢ ~ 10 11, '7‘-v107 unidades MKS) valores
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da ordem de'lo"l8 . Portanto, nao e possfvel introduzir uma vg
riaqao de p com 0 tempo, no interior de um condutor ohmico, por

aqoes puramente eletricas:

-_ =0 ou div J = 0.
ot
Observe=-se, no entanto, que para correntes variaveis as densidg

| . . cen
des superficlais de carga nac sao contantes:

do

3- #0 ; J-E;-# 0 (na superf{cie).
t
Consideremos agora o caso de correntes variaveis quando ha um
condensador no circuito (Fig. 16=6). IR
E claro, neste caso, que nao pode hg 2 A

ver corrente contfnua, pOr se acumu=- /423 "\\1
v

larem cargas nas armaduras do condep ﬁﬁj

sador: sua variagac com o tempo faz | R

e ——— A
variar a diferenca de potencial e,
portanto, a corrente., No circuito Fig. 16-6

representado na Fig. 16~6, comparece

um condensador de capacidade C, inicialmente carregado, (estando
aberto o interruptor A) com um dieletrico de permitividade € e
condutividade g T 0 (o dieletrico ideal nao conduz corrente).
Se fecharmos o interruptor A, aparecera uma corrente de intensi-
dade 1 no circuito. Aplicando a lei de Ohm entre os pontos 1 e
2 (polos do condensador) e englobando em R a resistencia do gal

A
vanometro G, tem=sge:

1;-v2 = v12 =Ri . - (16-5).

Por outro lado, a carga Q das placas do condensador esta decreg

Vv
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cendo, isto ot
aQ
1 = & =, (16-6)
at

Usando a relagac Vy, = % e eliminando 1 entre as equagoes {16-5)

e (16-6), obtem-se a equagao diferencial:

daQ 1
—— DD gy —— y
at, AC
que integrada da: | _ éE.
§=Q,e 7, | (16=7)

onde Qo e a carga existente no condensador no instante em que
se fechou o circuito. Isto ey a carga do cond-.sador cal expo-
nenclalmente com o tempo. Ao intervaloc de tempo:

¥ = RC

chama-se “tempo de descarga" on 'tempo préprio" do condensador.

Para t =T tem-ser
QC:i Q't:r
Q= —~—.
e 3
6

Em geral, T & da ordem de 107° a 1077s.

Para o calculo da_intensidade da corrente, a partir de (16—72,

aplica-se (16-6), e cbtem-se:

£
1=103-RC- ’
onde
Qo
i ==,
° &me
expressgo que pode ser facilmente lembrada, observando que a

corrente inicial € igual a carga inlcial das placas dividida pe

lo tempo proprio do.¢ondensador.
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0 ecampo produzido por eog

" rentes estacionarias e dado pela led de Ampere (9-18):

B = e e
am v l'if'_ '1':", |3_

Ho [ .T(:t“s YA (pept )

a qual é equivalente as '.équaqaas diferéneidié da Magnetusta’th
¢as

| div B = 0, vot B = P-Ta

sendo valida a ultima equagao, (12=1), porque nesses ¢asos

div J’(r) = 0, Ora, se no eircuito estao presentes condutores
nso ohmicos (div = -E £ 0) ou condensadores, ou s2 a Ccarga
acurulada na superffcie .dos ¢ondutores varia com o tampo

(J 60.# O)p a equaggo (12-1) nao pode mais ser corrata, pdis

a _'divergencia do primeiro membro e nula e a do sez:ndo nac.

Embora a expressao (9-18) da lei de Ampere tenha sidc obtida
a partir de experiéncias com correntes estacionarias, @ razoa-
vel esperar que ela seja vélida, pelo menos em primeira aproxi-
ma'g_;o, tambem para correntes variaveis (lei de Ampgre generali~

zada). Podemos entao escrever, neste caso:

- Fo 1 Po - J(T)
B 2« = |J(F1IAV- = dvt = == VAl e Gyl
a4 l -1 ' 4 l = 9‘
v v

em que v.e o volume dos condutores, e calcular:

rot B = = VA |V

'.Fo—- — J(.;"). ,
A = av| =
4 | |

[ =ro
v
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J(rl ﬁ;)
= ~——— dv' + grad div ——= 7' |=
Ir i FEETR
V v
g FO - 1
= B J + — grad JV g dv' .
4 | |r-rt]
o’
Por outro lado:
T
: 1
J‘T"? - o v = - J“'-V" ——— dvt=~div! T dve ¢t
FEE FEEI r~7!|
v v v
div - J
tlosmsT v
e |7-21]
e entao:
-
- -~ Ho 7 Po div' J
rot B =.p J - — grad J.div' ——— Qv + ~ grad | —Tdv! .
ar [T -7 ar Ir-r'l
v

Aplicando o teorema de Gauss para divergéncia aQ 2° termo do

22 membro desta equagao, vira:

— —t Fo “' 8' diV'
rot B = poJ' - = prad v,
s v

amr

(16-8)

I ) .
em que s e a superffcie dos condutores. No caso de correntes
o -

staciOnﬁﬂas, divt J = 0y 0 que anula a 22 integral de (16-8),
e alem disso ?a?l = 0 {pois nao vao (nem saem) cargas para as
(das) superficies dos condutores ]",’"U jue anula tambem a 1% in-
tegral de (16~8). Vale portanto neste caso a aguagac diferen~

cial (12-1).
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Masy se houver condensadores n¢ circuito (ou se as correntes--
forem _VariéveiSI, entao haveré-._tariagé’a_de eargs nasg placas dos
condensadores (ou nas superfféies o3 condutoraa}_e fiuxo de

carga de (oun para) suas S'ﬁperffciesg 8 podemos pEr:

. 3 -~
J.dg? = = dg¢ £ O e divt J = o — ,
ot ' Jt

em que o e p sao as densidades superficial e espacial de carga
axistente nos condutores (pa_fa econdutores nao Shmiccs, podemos |

ter p # 0). A equagao (16-8) se sgereve entao:

— — d 1 o fa0 i p dvo
rot 5 = poJ- € grad = ™ * J 19

3t \ 4me, I {Tepd | are, 4 I;-;’"
e portanto: | -
- - av - ©
rotB—yolJm €, gradg; = Ko 3=€°E:),
ou aindas _
B (? o ) (16-9)
rot B = ¢ Sl T8 -
© &% |

-— o

sendo Vy E e D 0 potencialy o campo e o vetor deslocamento ele-

tricos devidos 8 08 apo.

A equagao diferencial (16=9) ¢ a generalizacdo da equacao di=
ferencial (12-1), para o caso nao es-tacionério ou ‘de circtiitos

abertos, com condensadores; a egquagao div B = 0, no entanto,

N - & )
continmia a ser verdadeira para campos nao estacionarios.

A equagao (16-9) poderaf ser obtida de outro modo: tentando ep
contrar a equagé'o diferencial para -ﬁrqne se ja consistente com a
equagao de continuidade (9-6). Seguindo ésse métodoy verifica-
'mos desde logo que sera necessaric acrescentar um termo ao 22

membro da equagao (12=1)s
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o o -
rot B = ;u (J+ K).

Calcula.ndo agora a divergencia dos doils membros desta equagao,

vira:
0=p (div J + div x),
donde: ' -
div K = = a1y J = = = gig — ,
ot ot
Uma solugac trivial para esta equagao sers:
- o0
K & »
dt
que e exatamente o que obtivemos anteriormente. Esta nao e y NO

-l
entanto, a solucao geral da equagao em K, porque qualquer campo

vetorial da forma: ol —
' 'f' E w4 Kr -
ot

seria tambem solugao dela, desde que div K = 0.

.16.4, BN ma g B . - al: BYea B £ N am mov R . -
de-divelo oscllante (sem inducdo). A le! de Ampsye zanoralizada
nes permite obter imediatamente o valor de BlFst) o de A(r,t),

—
quando ss conhecem a posigao F'(t) e a veloeidade vit) = -ﬂf' da
carga q em cada instante t:

B(ryt) & = . ® rot A,
ar I?"?'l'3
Po v
‘(!"t) 8 == g m——,
4w lr-ril

Daterminemos agora os campos sletrico e magnetico de um dipo~
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10 oscilante de momento - .
. - —
p(t) = Po

cos wt , .,
colocado na origem. Bste dipolo 'pode ser visualizado como uma

carga -q na origem e outra +q colocada sobre a diregao de Py ©

oscilando segundo a lei:

L . .

r* =r, cos wt
tendo-se entao: |

L = ot *= rl

Py = aFy P = 4q

Da Eletrostatica sabemos que o potenclal .é o campo e_le'tricos_ de

um dipolo sao dados por:

et o
-, 1 P:r. " —
Virye) = “——— 3 E =0V ;
41r<-:° r3
pela lel de Ampara gen_eralizada, vem:
45
FO qv Po at e b

A(r,t)--—-—-=-——; B=rot A.
4T » Ar r

Veremos no cap:ftulo 18 que essas expressoes sao aproximadas, cor

retas apenas para pequenos valores de w.

16 = 5.- M&M' Em meios dieletricos e mag-

e
neticos, em lugar da 22 das equagoes (15-21), teremos para H a

equagao mais geral:s

- -
rot H=J+ 3: ’ (16-10)
ou ainda, usando (13-7):
- OE oP
rot H J+e,~—+—. (16-11)
ot ot

0 12 térmo do 2% membro desta equagao e igual a densidade de cor

rente de condugao ou convecgao; o 22 descreve o fato de que a
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corrente nao e estacionépia, pas nao fornece, como vimos, sentj
do fisico novo; ao passg que o 3} tgrmo da uma contribuiqgo con
pletamente nova: expressa g qxiptangia de correntes de polarizg
cao no interior do dieletrico. Ds fato, se imaginarmos, por
simplicidade, 0s atomos do dilelétrico como dipolos induzidos i-
denticos, entao teremos para o vetor polarizacao:
;r==z:;; = Ndih, |

em que E‘é 0 raio vetor (variavel no tenpo)} gque vai da carga ng
gativa (suposta fixa, por simplicidade) para a positiva, e o sQ

FJ
matorio se estende a um volume unitario. Portant-.

- —
oP ag -
' —_— = Ng = N = J
+ st ap o+ Tpol?

sendo ;: a velocidade da carga positiva (supondo=-se a negativa

em repouso). Jpol

¢aoy que deve produzir e produz - campo, tal como a corrente ‘e

é, pois,; a densidade &ecﬂrren‘f:e de polariza

L o

condugao ou convecgao J.

Examiremos, . finalmente), o 22 térmo de (16-11); aparente~
mente, tambem ele deveria produzir tampo, mas sabemos, pelo pro
prio metodo de dedugao seguido, que 1sto nao e verdade: o 22 ter
mo pngo produz campo magnético. De fato, a contribuicac désse
termo (Que'thwell denominou "corrente de deslocamento”) ao cam

-

po B seria:

OE(T,t)
=~ 1 I €% ot € 3 I B
' = pot | — ——— dv? | = — == pot dv® j
ar | |?— ri l ar ot |'1-"-?'
v . : v

mas:
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rot —l-::::-— dv[ = o EA - —— dv' = A | — d‘v? =
lr=r1} |=r | |p=r )
V. v v

- - — _ e e

e E TAE E ds’
= i —— dv' L o - dv' - - ——
|r-r1| - |77 |
v ' v Sm ’

onde foram usados a identidade (5-46), o fato de que E(campo e
letrico coixlombiario., que passaremos a designar, daqui em dian=-
 te, por E ) @ irrotacional e o teorema de Stokes, e onde sooe a
superifcie que envolve 0 espaco todo (sobre o qual se estendia
a integral de volume). Ora, nao haven_do cargas no infinito, o

valor do integrando cai a zero quando r — o 3 por ser EC~'J§ y
e . # T,

ds'«urm; portanto, a integral obtida e nula, e consequenteme?—
te: B! = O,

clonarias. Na dedugdo das leis de Kirchhoff foi fundamental u-

tilizar a corrente J satisfazendo a condigao:
div ?_= c .

: - » [ -~ F
No caso de correntes variaveis, porem, esta condicao nao e sa-

tisfeita; mas como — - 05"
Jo = J 4+ —

. : oJt
satisfaz a condigaos |
' | div }’; =0,

e natural definir-se a intensidade de corrente como:



i=f-]'"'d8 ']
_ s
ern que S e a seggo transversal do trecho do circuito (condutor,

'geradon,ouhdielétrico. percorrido por ela.

Examinemos primeiro um trecho de condutor (Fig. 16=7). Con-
sideremos a superficie fechada s como
formada pelas porgoes Sy1 8, @ glitem

-se entao:

j?rj?rj.?a“[?a: o,

s sy S, SL
e portanto (observe as normais):
1,=1 jdﬁ as = 0 B
k - + - s = ¢
5

Experimentalmente, duas grardezas a4 e b sac iguais se:
la-b}l<<|a]l ou la-bl<<]bl .

Examinemos agora as g;andezas envolvidas, quando consideramos um

_ 1 _ —
intervalo de tempo T suficientemente pequeno, para que E varlie

. t
E_EO(I“.E).

anclii. .
Por exemplo, se E varia senoidalmente,

E=Eosenwt )

devemos considerar um intervalo de tempo multo menor do que ‘t:&, _

linearmente com o tempo:

Obtemos:
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IE ds[ (1+ )+:§] ’ se tKv ,

isto 5: ¢
e o
.‘I.«.*-?JEO- ds {1 + ?‘E)

‘r » - »
Como, para um bom condutor, T °© da ordem de 10 183, vira:

1=7J_E° ds =~ qut 84

-

desde que ‘t‘>>10'183, i1sto e, desde que o tempo-‘em que E varia
significativamente seja muito mator do que 10718,

Nessas mesmas condigcGes:

ot T | o E
e portanto: '
I | = ' ol JU gt
12- 11 = d—t' - ds ---:E;- 81 o ?

sendo 11 e 12 0s valores da Intensidade da corrente atraves das
secgoes S; © s, do condutor, respectivamente. A condigao para
valer praticamente
i, - 1,20
e pois: €0 . . |
T & By <<rs,  E . (16-12)

E; e Eg sao 0s valores médios de E.n sdbre a superficie la-
teral (que, por simplicidade, pode ser a superficie do condutor )
e sobre a de uma das bases, tendc ambos a mesma ordem de grande-~
zaj na vgrdade, para um trecho de condutor cilfndrico de raio R

¢ comprimento %, afastado de outros condutores (sem efeitos de
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~ T, i}
By 5 By

capacidade), tem-se: v
: ) ( ei) i

an
Portanto, a condigao (16-12) sera satisfeita se:

s pad
(] 7Y 2e
— «lE e 108 — << 1018v %« 107 /% .

o le=

Ela e certamente satisfeita mesmo para um flo de 1 mm de raio e
1 km de comprimento (l = 106R), e para 1&v10'4s. Na verdade, v&
remos no capitulo 17 que, muito antes de termos Y desta ordem,jé
aparecem fenomenos importantes de inducao, que invalidam essas

conclusoes.

Vale, portanto, a lei zero de Kirchhoff: i e constante aolen

go de um condutor metalico.

Pela mesma razao, obtem-se para um no do circuito a 12 leide

Kirchhoff: _
)X 1.(t) =0, (16-13)
r

Se existe agora no circuito um melo nao metélico, por exemplo
um dielétrico (mesmo com condutividade gy em geral muito pequena),
ag poderemos chegar a uma concluseo definida, se o dielétrico es-
tiver contido entre placas condutoras, tais que o campo eletrico
se concentre quase todo entre as placas (condensador). Neste casoc,
teremos, por exemplo (condensador plamo) (Fig. 16-8):

- Fa i i OE
i= J’J"-.ds ""('rd B +€'5"E) S
5
i
-3 =E +
Ta

Q:lﬁa
o |

<
"a
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Integrando ac longo de AB, venm: . EE* -
» l" -
—f—t-

= ﬂ - - i * : B[”

+ —t—* -

e no caso de um trechd de condy "---?‘—'—.."
tor:

Ri = V. Fig. 16-8

Portanto, pelo mesmo raciocinic que no caso estacionério, ob~-

temos a 22 lei de Kirchhoff para circuitos variaveis:

dav
L& ey =3 +y r.1.=-3 r.C, =, (16-14)
s o k Bk ik j 373 j 13 dt
onde: Ek
| " Sx
e a resistgncia do k=€simo condutor,
=l -b' —
ts g | Fs- dt
} 14
a f.e.m. do s-esimo gerador, 0
J
r, = ——
h frj sj
a resisténcia interna do j~esimo gerador ou condensadory
%1%y
g =
!,j-

a capacidade do j-esimo condensador e Vj a diferenga de potenclal

entre as armaduras do j-esimo condensador (& = 0),

A lei de Ohm generalizada para trecho de cireuito com resistén

N _
clas e forgas eletro-motrizes apenas, sera dada por:



é g (t) = § R, 1k+§ r 1 -6V (16-15)

(em que r é a resistencia interna do s-esimo gerador e &V a di

8
ferenga de potencial entre o ponto iniclal e o final do trecho
de circuito orientado), e a 22 lei de Kirchhoff para uma deter-

minada malha (sem capacidades) desse circuito sera:
'y -
L g (t) = % Rl + % r iy (16-16)

Se a malha contém condensadores com resisténcias internas infi-
nitag, pode-se aplicar (16-15) sucessivamente cada trecho que
vai de condensador a condensador (sem ineluf-los) e somar mem-
bro as equagoes obtidas. K facil verificar que a equagao da

malha sera entao:

T & (t) =Enk1k +Trd =LV, (16-17)
s J

sendo VJ a diferen¢ga de potencial entre as placas do j-ésimo
condensador quando ele e atravessado, internamente, no sentido
contrario ao escolhido para a Ala_
malha (no caso da Fig; 16-9, '

VJ = V, ~Vg). Esta mesma cop

vengao vale para (16-14).

16 - 7.

nita (7, # 0). Observemos que em (16-14) a expressao:

C .d_v.1=id
AP
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representa a corrente de deslocamento atraves do j-ésimo condep
sador. De fato, sendo a densidade de corrente de deslocamento

no condensador dada por:

»

-
Jd='5"""

2t

£

segue-se que num condensador plano, por exemplo, em que s e =&

area de suas placas e | a distancia entre elas, tem-se:

d d= a \'f ge 4V av
§° = gg = = gg = | - E e mwse T o—
t at \! f dt at

Chamando entao: v
3
Ts

- ]
a corrente de condugao atraves do condensador (nula, se o dle

¢ -
ij =

trico tiver resistencia infinita), a equagao (16-14) se escre
o ¢
};’es(t) “Eﬂkik+§"sis +§r31 ’ (16-18)

pois: de

1J=1°+id='1°+c — =1%4+ 5

It T IS TP

a1®
3 CJ -;:: .
A equagao (16-18), quando comparada com a oquaqgo {16=16), mos-
tra que um circuito com condensadores
(com dleletricos de resistencia fini-

ta) pode ser tratade eomo um circuito

contendo apenas faiqas eletro-motri-
zas @ résisténcias, desde que se le~-

vem em conta as correntes de desloca-

Fig. 16-10

o &
mento e de ovondugao atraves do conden
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Sador. Isto equivale a montar em paraielo a capacidade com a Te

sistencia interna (Fig. 16-10), e atribuir ao condensador uma
f.o.m. fictfcig: |
t§=-V_J=VB-VA=-rJ.‘l§.
Uz eircuito contendo geradores e condensadores com resise

tancias internas finitas pode entao seér resolvido pelas equa~-

goes (16~13) e (16-18). Vejamos, como exemplo, o circuito re-

Presentado na Fig. 16-11, em que A | o] B
suporemos desprez{vel a resisten ! Iz | -

3 3 %4
cla interna do gerador. Substi- : R, B A g
tuindo esie circuito pelo repree O
sentado na Fig. 16-12 e orientap . “ﬁg
do de algum modo as malhas, ob

Mg, 26-11

temos o seguinte sistema de equa-~

¢oes:
)

1=12-13 (néDouG);
1=1°+1d=1°+rc%(n6AouB) ,
= (R1+R4)1l+ Rziz*-ric (malha DAEBGHD) ,
¢ = R1, + Rzi; (malha GEDEG) ,

c_ — - [ o
~-ﬁ =V =V, -V, = 1%,

A
o
!

S Y .
. As 4 primeiras sao equagdes indepen~ . RET Ic[
. - 1 r &
dentes nas variaveis 11, 12, 13 ] ic, [
mas, 40 contrario do caso de corren- Fl% r

tes contfnuas,ﬁconstituem um siste-

~ ) i, &
ma de equagoes diferenclals, pois ny D'_WVT@—'

¢
ma delas comparece % » Se nelas g ,_3 O 33
r AAANA
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liminarmos il.’ :1.2 e 13, obteremos uma equaqgo diferencial (no ea
s0) em 1%, a qual integrada fornecera uma expressao para 1°. Neg
ta ira figurar um parametro arbitra;rio,,que poderz; ser determing
do pela 52 equagac, se conhecermos o valer de V no imstante t =0,
Poderemos entao obter, finalmente, as solugdes para as demals va

ria’veiS.

A dificuldade deste problema e puramente algt;brica. Resol~

veremos aqui o problema mais A +| 1" B
c
simples da descarga de um ) I
n i
condensador de resistencia i M
terna r (Fig. 16-13). Orien- O
tando a malha analegamente ao | R .
caso anterior, as equagoes do
- Mg. 16-13
circuito serao: . .©
d ,
1 =134+ 1924+ 2c — (nd 4 ou B)
at
4 0 =Ri + ri® (malba DAEBD)
v =ri%.
Eliminando 1° entre as duas primeiras, ven:
R éi
i==-=-}{41+2rC—
r at
e portanto: :
a1 1 R 1/1 1Y\
—=se—{14+~-)1=2-= -+-)1-
dt ° RC r cC\r R
ou ainda:
ai 1l
—_— T e m—— i Y (16-19)
at CR

t
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sendo que Rt’ dado por:

1l 1 1
— i e e me ? (16“20')
Rt r R

representa a résistgncia total da associaq&o am paralelo de R
com r. A solugao geral da equacac (16-19) ¢ da forma:

£
CRg

a determinagac de io se faz pela ultima equagad do sistemas: -

- ok

V=ri®=-Ri_e t

pois 1% = - g 1. Se V(0) = Vs (positivo, se a armadura ligada

a A for a positiva), vem, de acordo com a lei de Ohm:

_ Vo
Ri = (f -V ) Z eV ] 2 e
B A ° o o R
e portantos v .
o CRt
i =z2-—— ¢ )
R

isto é, o sentido de 4 e contrario ao da orientagao da malha,
indicado na figura. Bate resultado-dé-devia ser esperado, por

que em A existe uma fonte de correntes.

A diferencga de potencial entre as plaeas do condensador

esta decaindo com o tempo na forma:

V=V e ©, (16-21)

Bste mesmo problema poderia ter sido resolvido partindo

diretamente de (16-14), sem levar em conta as correntes  de
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deslocamento e de condugio no condensador, isto 6, considerando

o circulto simplesmente como vem

representado na Fig. 16~14. Tee AIGIB

a L
r{amos entao: : I{g r

a | |
0 = (R+r)l - »C e (Vg = 7,) Wg‘_‘.
1sto é:
av
(R+r)1 = - ¢ il Pig. 16-1

sendo V = VA - VB’ ou ainda:

av: 1 :
—_— am— Y 3 (16-22)
at CRt
pois em R vale a lel de Ohm (V=R1)., 4 solugao de (16-22) e
ainda (16-21).
16 - 18. 08 o 0 o -

finits (¥, = 9).
Trata-se,?nn realidade, de uma aproximagao do caso verifi-
cado mals comumente na prética, que e aqugle em que a resisten-
cla interna de cada condensador e muito maior do que qualquer
das resistencias externas presentes no cireuito (r>R). Cireui-

tos deste tipo podem ser resolvidos por dois metodos diferentes:

12 motodo - Considera-se inictalmente que cada condensador tem
resistencia rjrfinita e aplicam-se as leis de Xirchhof? (16-13)
e (16-14) aos nos e as malhas; respectivamente. Resolve-se o
Sistema encontrado ¢ no final calculam-se os limites das expreg

sdes obtidas quando r — o,



-0 problema da descarga de um condensador, por exemplo,
tratado no paragrafo anterior (ver Fig. 16-14), deu como soiu-
¢ao (supondé r finita) a expressao (16-71). Levando ao limite
para r =+ o vemos de (16-20) que Ry se torna igusl a R, e ag
‘sim & expressao (16-21) reduz-se, se pusermog V = g , & expreg
sao (16-7) obtida no paragrafo 16-2, quando foi tratado o pro-

blema da descarga de um condensador com resistencia infinita.

[

22 pmetodo - Despreza-se desde o infeto a corrente de condugao
atre.ves de cada condensador e aplica-se a cada malha a equaqao

(16-17), dando a V4 @ mesma definigao introduzida no paragrafo
(16-6). Chamando:

Qy = v,
; carga do J-ésimo condensador, tem-se para cada malha:
Y
Zts=znk1k+zrsis' E-‘
o k -8 R |

Derivando em relag&'o a0 tempo esta equagao, e lembrando que em

cags condensador Q;) diminui quando_ij crescey isto o', que 13 =
-l ’ vira’:

dt dg’ dik di
gZ.Rk-—_q.er-——--l-z-—. (16-23)
s x 9 at 40y

Esta equagao aplicada o problema da descarga de um condensa-
dor (Fig. 16-14) dg: |

a1 1
o = R —— + - ’
' C

isto 0"
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ai 1

- at RC

que coincide com a equagao (16~19) para r > oo.

Vejamos outro exemplo,. como o do cireuito representado na

Fig. 16-16, em que existe um gerador _ e |

de f.e.m. b= é(t)_e_resiatanciajinf i

terna desprezivel. De (16-23) vipa: R

at a1 1 . /5

;;=H;;+E- (16-24) | =/
Fig. 16«15

Conhecendo-se a dependancia com o tempo de f; a integragdo  de
(16-24) fornece 1 em fungao do tenpo. A constante a integracao
¢ determinada pelo valor da carga existente no condensador no
instante inielal,

Nao resolveremos aqul este problema, deixando-o cOmo exer~
efeio, porque problemasdeste tipo, imeluindo tambem ‘indutancias,

serao resolvidos no capftulo 18.

* & %

e Pro g ¢
16-1. Resolva o circuito apresentado na Fig. 16-4, isto 5, de-

termine as intensidades ¢ os sentidos das correntes que

percorrem 0s seus diversog ramos.

16-2. Resolva o circuito apresentado na Fig. 16-16.
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Fig. 16-16

16=3. Dues placas netélicas, infinitas, planas, paralelas, 280

16-4.

separadas pelsa distancia d. O espago entre as placas econ
tem 2 melos condutoret, cuja interface e um plano parale-
lo a elags. O 1- meio CY y € ) tem espassura aeo 22
(?é, CZ) espessura d-a. As placas metallcas sao mantidas
a potenciais Vl eV, respectivamente. Fo regime estacio
nario, qual eo potencial da 1nterface, e qual g densida-
de superficial de carga sobre ela ? (R.M.).

Um longo fio de cobre de raioc a e preso paralelamente e a
ums distancia h de uma placa inrinita de cobre. A reglgo
acima da placa e circnndapdo o fio e ocupada por um melo
de condutividade . Mostre que a résistgncia eletrica en
tre os dois eletrodos de cobre, por unidade de comprimen~

to do fio, e dada por:
1 1B _.
R E —— coth - (R.Ho) -
2wy - 2
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16=6.

16"7 -

16-8.

16-9.
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Dois geradores de forcaseletro-motrizes by e 32 e resis-
tencias internas Ty e r, respectivamente sao ligados en-
tre si em paralelo e a uma resistencia externa R. (a)Cgqgl
cule a Intensidade da corrente atraves de R. (b) Se R
varia, mantendo-se fixas as outras quantidades, qual e
o valor de R que torna maxima a pbtéﬂéia dissipada ?
(R.M.).

Um grupo de n geradores 1dent1cos de r.e.m. igual a ¢ e
resistencia 1nterna r sao usados para alimentar uma cor-
rente a_traves de uma resistencia R. Mostre que, se os n
geradores sao assoclados em se:rie.entre sl e com Ry en~
tao 1 = nt(R+nr )y e se 65 geradores sao associados em
paralelo entre si e a combinaqao ligada em serie com R,

entao 1 = t/(R-Fr/n) (R.M, ).

Um condensador de capacidade C, uma resistencia R e uma
bateria de f.e.m. & (constante) sdo ligados em serie
com um interruptor. 0 circuito e fechado ne instante t=
=0. Estabelega a equagao diferencial satisfeita pela.
carga Q no condensador. Determine Q em funcao do tempo |
(R.M.).

Resolva o0 circuito representado na Fig. 16~11 quando a
f.e.m. &= & (constante) ¢ 1igada no instante t= 0y eg

tando o condensador descarregado E’(O) = Cﬂ

Determine a intensidade da corrente que percorre o cir-
cuito representado na Fig. 16-15, sabendo que &=
= % sen wt, onde €, e w sao constantes, e que a cargs

do condensgdor no instante t=0 vale Qo.
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cAPfruLO 17

INDUCA0 ELETROMAGNETICA

-17 - 1. Efeito Hall. 8eja um condutor prismatico atravessado
pela corrente 1, perpendicularmente & sua face s (Fig. 17-1);
dentro do condutor havera uma densidade J de corrente igusl a

i/s. BSuponhamos que o condutor

seja colocado num campo magnety I
¢o -ﬁ; Perpendicular ao plano do A s —-—:i: 5, 4
papel e orientado para cima. Ve -—:—1' lﬁ :_"'_:}"
Jamos o que ocorre. t + 444+ ;
Para simplificar, suponha~ :
mos que no interior do condutor Fig. 17-1

ha N transportadores de carga por unidade de volume, todos com
mesma carga q e movendo-se com velocidade ;% neste caso, tem-ge:
| ?=Nq?,
ficando entendido, evidentemente, que a corrente tera o mesmo
sentido de ¥ se a carga q € positiva (& o caso da Fig. 17-1), e
sentido oposto se q e negativa. Cada partieculs estara, entao,
sujeita a agao de duas forcas, uma (F ) devida ao campo eletri-
—-proveniente da diferenga de potencial entre os extremos do
condutor, e outra (F } devida ao campo magnetico aplicado. Isto

e, a forqa total que atua sobre a partfcula sera:
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F =Ii‘e-|-Fm = qE + qv AB.

el

F, manteém as cargas em movimento, no sentido da corrente; F_ s
licita as cargas positivas (ou negativas) para baixo, fazendo

que se acumulem na face 2, do que resultars um excesso de car-
gas negativas (ou positivas) na face 1. Surge entao uma dife-
renca de potencilal entre estas faces, e portanto uma f.e.m. que

vamos calcular, usando (16-3);

—

F Fm

R I S . (FAD), dz . (17-1)
q q

Aplicada na diregao transversal (verticaly na figura), = lei
de Ohm se escreve:

b -V, =xr 1, , (17-2)
sendo a f.e.m. transversal, tt’ dada por (17-1). Como F é pe~

quenc, a velocidade Grda.partfcula e praticamente determinada
— » -~
por Fe; Como a massa m do transportador tambem e Pequeliay vem:

ax o 1)
B> ==-kv+gE >0, 17=3%
* atl
keo coeficiente de viscosidade que caracteriza a resistencia

do_meio. Levando em (17-1) o valor de v tirado de (17-3), vi-

ra: %o
q - qEB
t‘c =g I (EAB), dz = —1:_ Z, 9 (17-4)
0

sendo_zO a dist&ncia entre as faces 1 e 2. Como as superffcies
laterais nao estao em curto, 1t =0 (apés o equilfbrio) e a

equagao (17~2) permite o conhecimento de tt rela medida de V
pols:

t’
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%t = Vt = VZ_V1.= q . » (17-5)

Levando o valor de £, em (17-4), determinamos % » € se conhecer

mos |q| poderemos calsular o valor de k; finalmente, dada a cop
dutividade o do material, a aplicacao da formula:
J  Ngv. qu

’r=—=—l—_=—_—

E E k
permitira o caleculo de N. O sinal da carga, por outro lado, po

dera ser determinado pelo singl de Vt5 de fato, se Vt>'°’ oS
fons sao positivos, como se ve na Fig. 17-13 mas se v, <0, 1sto
e, se V12 7V,, isto significa que houve deposito de carga negatj
va na face 2, o que se dara se os fons forem negativos, caminhap
do, entao, em sentido contrario a0 indicado naquela figura. Maig
simplesmente, por (17-5): |
Vt =Aqy ADO .,
O efeito Halil constitul, portanto, um exemplo de f.e.m. de

origem puramente magne’tica.

17 - 2, o o y + Seja um cip
culto condutor ¢ colocado em um campo magnetico uniforme B (Fig.
17=2), e suponhamos que ele esteja em movimento em relagao ao
campo. -ﬁste movimento nao e necessariamenta rfgido, podendo o
circulto sofrer deformagoes, alem dge translagoes e rotagdes. Ve
remos que tambem neste caso aparecera no circuito uma f.e.m. e
consequentemente uma corrente elétrica.- No condutor existem cap
gas (elétrons) que, mesmo guando .-]'-':-«= Oy estao em movimento caétl

¢0. Conslderemos, 'pois, uma carga q movendo-se no seu interior



cor velocidade ?, dada por:
TR,
sendo v, e i’; respectivamente, as componentes transversal e log
gitudinal da velocidade da carga
em relagic_) ao circuito, e 17; sua
velocidade de arrastamento. Como,
em me'dia, as velocidades tranver

sals se compensam, isto e, como

(ﬂ) = 0, téremos, ainaa em me~

dia:

Mg, 202

(¥ >= <Vg> + ;'; .
0 valor medio da rarga magne't.lu_atuando sdbre a sarga ¢ sera

entao:
—

Fo= q<¥YSAB = ¢ E;;}AEGG;AQ ’

e a f.e.m.5 por (16-3), valera: .

6 .

pois, sendo (v 2) paralolo ¢ de mesmo sentido que 'tq!’!,, tem-ae:

(v >AB dt = B. th(v) =0,
Observe-se que & ¢ independente de q.

Se no intervalo de tempo At o circuito sofre wm deslocamento

—

drt, entao: | —
. ar

' — e——— ’
& 4t

¢ assim (Fig. 17-3):
BAT e TindDe o
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sendo n a normal a cada elemento ds da superficle sz---,_-orienta.da

para fora de S A expressao (17-6) se escreve sntio:

aé
é: R des = —
at dt

sendo ¢L o fluxo de B que sal da superficie ( 1nfinitesima)s . Se
sea superficle apoiada no contorno G(posigao do ecircuito noiqg
tante t) e s' a superffecie apoiada no contérno & (posigao do
circuito no instante t + dt), entdo o fluxo total (¢) de B que

sal do volume v limitado por 8, st e g sera:
$ = d«li + ¢s,(t+dt)-¢s(t);

mas, como div g = 0, tem~ge?

¢=J'KF=J’d1v§*dv=O,

S+s ""’L v

isto é, dés
deb:-cb (1:+dt)+4>(t) T - —
bant : at
e portantos
g

dt
Isto e: a f.e.m. gerada no circuito A4 pelo movimento de € num

° (17-7 )

campo magnetico B fixo e igual a variaqao por unidade de tempo,
com sinal negativo, do fluxo de B atraves da superffcie 8 que s
apoia no circuito 6.

17 ~ 3, I 20 eletro e . Le « A lei expreg
sa em (17-7), que aparecen aqui comb consequencia de leis ja co

nhecidas, foi na realidade descoberta experimentalmente por Fa-
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raday, e considerada na epoca como fato inteiramente novo. As.
experigncias realizadas por Faraday tiveram origem no seguinte
raciocinio: se uma corrente
eletrica produz um canpo
magnetico, entac, inversa-

mente, um campo magnetico de

ve produzir corrente eléfni
ca. Tomou, pois, um circui

to € com um galvanometro e

colocou-o0 nas proximidades

de um eletro~ims (Fig.17-4).

Faraday nao esperava obter

corrente de grande intensidade, nem de areitb prplqngado, por=-
que contava com amortecimento devido a perdas ohmicas no circuj
$o: por 1ss0 usou um galvanometro de grande sensibllidade; mas
hﬁo'logrou detetar corrente alguma, por mais intenso que fosse
0 campo do eletro-fma, concluindo assim que sua hipoteso estava
errada. No entanto, provido de grande esp{rito de ohservaqao,
Faraday notou que, no momento de ligar a corrente do eletro-ima,
o galvanometro indicava um pulso de corrente num sentido, e que,
a0 desligar a bobina, 0 pulso era de sentido oposto. Concluiu,
entao, depols de repetidas experiencias, que um campo magnetico
estacionario nao gera corrente no circuito, mas que esta apare-
ce mediante variaqao do campo magnstico. i corrente assim gerg
da denominou "corrente induzida™, e enuncioﬁ deste modo a "let

da indugao eletromagnetica": orce eletro- o
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” - - - ”

mpo 4o O de 11—

—r

phas de B que o atravessam. Ou, analiticamente:

it = | 8.

Esta lei foi complementada por Lenz, afirmando que gual-

iende a produzir pele uma modificacao oposta. No caso presente,

Sl

esta lei indica que, se B esta aumentando (g%>'0, se & normal
a superf{cie tem o sentido de 3), a f.e.m. Iinduzida produz um
campo magnético contrario a 5: e deve ser portanto negativa no

circuito orientado (Fig. 17-5). Assim devemos ter:

) = . 4 (17-8)

B © que € verificado experimentalmente.

¢ Esta ¢ a lei de Faraday, que, 20 cop
trario de (17~7), descreve um fato

novo, o da 1nduq§o de correntes ele~

g, 17es trlcas por variagao do campo magneti

co.

Se Faraday .conhecesse o teorema expresso pela equagao
(17-7), poderia ter sido levado a imaginar a validade da lei
(17-8), pelo prine{pio de relatividade: se, movendo um circuito
em preseng¢a de um {ma fixo, produz-se f.e.m. no cirecuito, tam-
bem se deve produzir f.e.m. mantendo fixo o eircuito e movimen~
tando o ima (e portanto variando seu campo). Na realidade, sen

raciocinto se fez em sentido inverso; de fato, apés as primei-
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ras experigncias com circuito fixo e EFvarié%el, Faraday reali-
zou outras, em que moﬁiment&ma-o-circnito,-a maneira descrita
no parégrafofanterior, verifiéando (17-7). .Da produgso de cor-
rente por movimentagao do circuito, imaginou o dfnamo, que e

um gerador de corrente induzida.

0 a{namo consiste essencialmente de uma espira que gira
entre os polos de-umzeletro-fma, com velocidade angular w(Fig.
17-6). Se s é a area da es-
pira, entao o fluxo que a a?

travessa num dado instante ¢

vale:

$ = J B.-ds = Bs cos wt ,

e af.e.m. induzida:

. 17-6
=-g$-Bswsenu:t ’ T

que produ; uma corrente alternada senoidal. Na pritica, usam-
se enrolamentos, movimeﬁtados_por mecanlismos aclonados por gue-~
das d!égua, por exemplo, e providos de coletores dispostos de
maneira a recolher simultaneamente farqa; eletro-motrizes de

mesme sentido nas diversas espiras.

Ve jamos agora outra aplicagao importante da lei de Faras -

day.

17 - 4. ZIransformgdores. Sao dispositivos destinados s alte-

rar voltagens. Consistem essenclalmente de duas bobinas: & uma
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delas (2 primaria) aplica-se uma f.e.m. alternada (voltagem V)
que produz corrente, cujo campo magnitico B'induz nela mesma
uma outra f.e.m. & ; a Segunda

P
bobina (a secundaria) aplica -

se uma f.e.nm. ts. Seja Lt o
comprimento das duas bobinas e . \'4
N, e N, o nimero total de espj

ras da primaria e da secundiﬂa,

respectivamente (Fig. 17-7).
Considerando despreziveis as .
. Pig. 17-7
resistenclas das bobinas (e,
consequentemente, as perdas por efeito Joule), a lef de Kirch-
hoff (16~13) nos da:

ap*‘V'—‘rio:‘.o .'_.g N-V’

p—
ts’:Ri ]

em que r e R sao as resisténcias, 10 e i as correntes das bobi-
nas priméria e secundiria, respectivamente. Usando agora a lei

da indugac, teremos: a%,

.

s dat
. &y !
P&y
dt
em que ¢b e ¢s sa0 os fluxos de B atraves das bobinas primaria

e secundiria, respectivamente. Ora,

$ =AN B e ¢

P p 8=ANSB’

sendo A a area de cada espira da bobina priméria; portanto:
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¢ ~AN_B. . N

—c—. = (17.9)
&p ANPB N

Observemos que fol desprezado o fato de que a corrente i induzj
da na bobina secundaria gera por seu 1ado um campo ma.gnetico que

induz corrente na primaria, e assim por diante.

De (17~9) vemos que, escolhendo convenientemente Ng» pode
mos obter a f.e.m. desejada na bobina secundaria. O sinal negsg
tivo indica que, se os enrolamentos primirio e secundario  sao
helices de mesmo sentldo, a f.e.m. induzida GB = 80 cos wt esta
en oposiqé’o de fase (aproximadamente, por terem sido despreza-

dos efelitos pequenos) em relacgao a f.e.m. primaria V = Vbcoswt,

pols: N
¢ - ® -
o -- VO N "‘ Ri -
P
17 - 5. Co lente e ao. Se tivermos n cirecuitos em

presenga, entac a f.e.m. induzida num déles, no' elrcuito ‘i’ por

exemplo, vale:

n a¢

ki
-2 — (17-10)
k=1t

em que 4’1{2 e o fluxo atraves de 62’ produzido pela corrente em

ek‘ Seja 1}: esta corrente; chamando 4,1‘:!, o fluxo produzido em 'G,L

pPor uma corrente u.nita{ria em gk’ tem-se evidentemente:

q> ke = 1y k!, | (17-11)

0 fluxo 4’k.l, assim definido denomina-se "coeficiente de indugao"
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do cireuito ﬁk sobre o cireulto €3 mals adiante veremos que o

coeficiente de indugao de ? sobre % e igual ao de gﬁ sObre E
e por isso ¢ (k # 1) tambem se denomina "coeficiente de indu-
qao mitua" entre os dols circuitos, e se representa usualmente

por Mkl' Com esta notagao, (17-=11) tambem se escreve:

e sendo M., constante teremos em lugar de (17-10):
n dik
8 =.5" —_, (17-13)
LT Yo

0 coeficlente de 1nduq§o do circuito '@L sobre si mesmo, HLL’
chama~-se "coeficiente de auto-induqioﬂ de Qi e se representa

por Ll‘

Os coeflcientes de indugao ou "indutanclas" medem~sey nNO
sistema MKS racionalizado, em "henry". Diz-se que um circuito
tem indutancia de 1 henry se o fluxo de indugao magnetica que
'sai de uma superffcie apoiada nele vale 1 weber quando o percor

re uma corrente de 1A. Portanto:

Web Vs
llh=]1 ==z ] = ,
A A

Particularizemos agora (17-13) para o caso de dois eircul
tos 81 e Eé. A f.e.m. induzida no ciretito 81 sera:
g . dil y diz
- - - -
1 let 2l 4¢
e no cireuito QZ: diz dil

& = .1 2. —_—
2 det Mlzdt
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gendo os coeficlientes de :lnduq&'o caleculaveis pelas rérmulas._z

‘o—‘-

.Lk=J'Bk-ds - , (17-14)

*x
-0
Mjk = | B,-ds, (17-15)
*x
em que &, e qualquer supow'rr.‘fcio apoisda no ecirecuito ‘k’ L 5? o

—,

Bjo os campos de indugao magne'tica produzidos por correntes unj

tarias em E’k e EJ, respectivamente. Usando agora (9-16), a
formala (17-14) se sscreve: -
B =] T=D) e,
Lk S = |48+Q —/——Ad},
ar r~p?

Sk
em que r & o ralo vetor do
 elemento ds de $,r & Tt 0O
raio vetor do elemento -cﬁ'
de €k (Fig. 17-8). = Ainda
usando (9-16), a  formula

(17-15) se escreve:

T -T,
MJk=-'-‘-st~§ — _;'1/\ £,
8) BJ :

om que ?}; e o raio vetor do

elemerito ds de Sy @ 5':1 o
_ ralo vetor do alamentO-._d'f de
Pig. 179 .gj (Fig. 17-9). Outra.for-

* Hesta integral a nas formulas (17-18) o (17-19) deven ser excluides os tre
chos infinitesimos para os quais ¥ = F',
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ma para os coeficlentes de indugao pode ser obtida usando a espre,
8a0 do potencial vetor (11~¢). Assim, a formula (17-15) pode 8s,
escrita (Fig. 17-10):

M:lk =j (rot Ao) ds -f -dg, =

? } — “1
ar 15 ~7,
J
g, ¢

y
isto e:
ij = f -A.g . -d‘:Ek y  {17-16)
ou: d!.k d!. ‘k_
= - . 717y 4y
|rk-r | y

Do mesmo modo ‘se ta;n_:__

' I‘k =jf‘;a ’ (17-18)
¥

ou: -

§t ar-arr
Ly =—f'§—;::,—(17-19)

Air ¢ [r=rt|
Cx Cx

onde dk e di' sao dois elementos do cireuito ‘k’ com raios vetores
TerT respectivamente. Finalmenta de (17-18) ve-se imediatamen-
te que H ij . No caso particular de 2 eircuitos, M12= H21.= M,

Como 1lustragac das formulas obtidas, calculemos agora os e¢Q

ficlientes de indugdo de alguns circuitos.



a) Solendide eilindrico. Usando (17-14), virs:

‘ L = -Bo N a ’ _
em que N e o nﬁmero total de espiras e 8 & area de cada espira. Co
mo B = ;-lE sy em que §{ e o cd_mprimento do solenc;ide, teremos final

]
mente para o coeficlente de auto-inducao do solendide:

e
L = "N S (17-20)

b) Mﬂﬂ_ﬂuum@mmm Suponha-

mos qua o fio coincida com o eixo

da bobina (Fig, 17-11). O coefi-

ciente de inducao mutua podera ser

calenlado usando (17-15):

2> td l
a $
M:J -’i_ Nds = EE I — =
ara _ & .
Y k
¢ — log — ,
2 aq

ou usande (17=16);

A - H 2
M=J-—-103--n k:N Al = = = 1og a, NL + log a., NA
2r ‘ 2w 1 2r & '

sm gue N & o numero total de espiras da bobink, o L e a, -11 as ai

mensoés de pada eapira.

Os circuitos apresentados nesses exemplos sao todos filiror-
mes | para éles, as formulas (17-14) a (17-19) podey ser usadas com
faeilidade para o caleulo dos coefielentes de indugae, Mas gquando

@8 oirouitos 1_:3;51 espessura, sera nécaua'rio de.compa-loa em ogiroul-
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tos elementares filiformes para o emprego das ditas rormulas, e
assocla~los em serie ou em paralelo: o que e perigoso, porque
podem ser desprezadas, nesse tratamento, as 1nduqoes mituas dos
diferentes ciréuitos. 0 metodo mais seguro a ser usado af ¢ o
da energia, que sera apresentadeo no prékimo cqpftulo, no pari-
grafo 18-5. Para circuitos com correntes superficlais, entre-
tanto, os efeitos de indugao mitus sao despreziveis, e os meto-

dos apresentados neste capftulo podem ser empregados.

P:ohleggg Propostos:

17-1. Um fio metalieco retilfneo de comprimanto L move-se num
campo magnetico B com velocidade V. Analisando a acao
da rorqa de Lorentz sobre os eletrons do fio, mostre que
entre suas extremidades ha uma diferenga de potencial
B- lAw (R.M.).

17-2. Seja um campo magnetico com simetria cilfndrica, 1sto-_5,
com componente z da forma B, = B(a), onde a ¢ a distann
cla ao eixo de simetria. Um {on ae carga q e massa m mgQ
ve~se numa orbita circular a uma distancia R do elxc de

B(R)
simetria, com velocidade angular w= g m . Se o campo

magnetico cresce lentamente, mostre que a f.e.m. induzi-
da ao longo da orbita do fon & tal que acelera o {on. Mog

tre que, para cue o fon permaneca na mesma orbita, o in-
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17=5.
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17'70
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cremento medio de B(a) sObre a superficie limitada pela
orbita deve ser duas vezes malor do que o incremento de
B(R) (R.M.),

Calcule o coeficiente de auto-indugao do circuito descri
0 no problema 10-2, supondo superficial a corrente que

percorre o cilindro interno (camada cilfndrica condutora .

Calcule o coeficiente de auto-indugao do circuito deseri

to no problema 10-3,

Calcule o coeficlente de auto-indugao lo eircuito des-

crito no problema 10-4.

Un circuito e constitufdo de um condutor eilfndrico  de
ralc Ry por onde passa corrente superflclal, colocado 'pg
ralelamente a uma plaéa condutora infinitay que forma o
retSrno da corrente. Calecule o coeficiente de suto-indy

gao desse circuito (R.M.).

Duas pequenas espiras metallicas, de raios R) e R, estao
num mesmo plano, separadas pela distancia r. Qual 6 o
coeficiente de indugao mutua entre as espiras, supondo

que a distancla r & suficientemente grande para que pos-

sa ser usada a aproximagio de dipole ? (R.M.).

Trés solendides coaxiais muito longos estao ligados em
série, de modo que as correntes no mails interno e nomais
externo vao 4o extremo A para o extremo B, e no medio de

B para A. Calcule o coeficiente de auto-inducao do sise



tema, por unidade de comprimento, sabendo que o mimero de

espiras por unldade de comprimento no solenoide medio e
2n e nos dois outros é n.
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capfruLo 18

CIRCUITOS ELETRICOS (COM INDUGAQ)

ENERGIA MAGNETICA

-

18 ~- l. D 0 e to [e) ncia.

Consideremos o circuito representado na Fig. 18-1, em que exis~

-

te um geralor de f.e.m. to cong

(|l
tante (a partir do instante %=0 tlol |
em que se liga o circuito), uma :9___ ng
bobina de coeficiente de auto- L
indugac igual a L e um condensg —m
| dor de capacidade igual a C. 4 : Fig. 18-1

resistencia do cireuito (1nclui§do a da bobina e a resistencia
interna do gerador) vale R. No instante t=0 a carga do condep
sador & nula; depols de feita a ligagao, o condensador comega

a carregar-se ate quey no fim de certo tempo (a rigor, para t =
= ® ) nao havera mals corrente, e o condensador contera ’ como
veremos, carga Q = C to (quando 1 =0, nao havera mais f.e.m. in-
duzida, nem queda de potencial atraves de R, e a diferenca de
potencial entre as armaduras do condensador sera igual a f.e.m.

do gerador).

A lei de Ohm generalizada (16-15) dd:
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646+ (v . v,) =Rt ,

em que ti =-14d ¢ a f.e.m. induzida na bobina, e §V = V,=V_=
= - Q%El a diferenca de potencial entre as placas do condensa-

dor; ou ainda:
&€ =ps +p 4. QL) 18-1
o~ Rl + L dt [ (18-1)

Isto e: a f.e.m. do gerador 5, em.cada instante, igual a- queda
de potenclal atraves da resistencia, da indutancia e do conden-

sador. Derivando (18~1) em relagao ao tempo, vira:

at a2
o 1 a1 d*1
dt ¢ Tat g2

pois g% = 1. A equagao (18-2) ¢ do mesmo tipo da do pehdulo a-
mortecido. Aqui, L ests desenpenhando © papel de um coeficien-
te de reagdo, da mesma maneiras que na equagao do pendulo a mas-
sa € um coeflciente de inércia. 0 28 térmo de (18-2) € um ter-
mo de reacao viscosa, e o0 18 térmo, proporeional g i, e do nes-
mo tipo que o da forga elastica, no caso do pendulo, que ¢ pro-

porcional a x (afastamento da posicao de equil{brio).

A solugao da equagao diferencial (18-2) se obtem resolvep

do a equagao caracter{stica:

2 1
Lp +Rp+5'=0’
que da:
R .
= o ——— a
P oL =%
onde chamamos:
RZ 1
oL = ey =
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Ha dols casos a considerar:

I) A resisténcia do circuito e suficientemente grande, de modo
B2 y 1 o

a tornar W12 > =

Neste caso, a solugao de (18-2) sera da forma:

- R

| - .

1= —E: e 2L (A e*t + B oYy, (18-3)
dt :

Portanto a corrente caira a zZero, pois a exponencial foras dos
colchetes cai a zero mais depressa do gque cresce, com © tempo, a

exponencial positiva dentro dos colchetes.

Para a determinagao das constantes A e B usaremos as condl

goes iniciais:

1) 1(0) =0 .. 4 = - B,

¢
4 .
2) &, = Lt_&;‘;)m'= oAl A = 2

Para determinar Q, integramos (1315) e obtemos:

e, (B
° 2L -1 e 2L -1
Q(t) = A - R +D

- —a -
h o Al

= —

onde D = 0, pois Q(0) = d. A carga do condensador, para t=w,

-~ -~
sera entao:

1 1
Q)= 1im Q(t)=-a] = — -=2alCA=cCct ,
t-—- - L-i-ot. -R—+ot. °
2L 2L

como tinhamos previsto no infeio do pardgrafo. O grafico de 1
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contra t tem ¢ aspecto apresentado
na Fig. 18-2, analogo a0 de x con-

tra t no caso do péndulo, em gque

a resisténcia viscosa e muito gran

de. ' Fig. 18-2

.II) A resistencia do eircuito e pequena, de modo a tornar

Bk

1 _R°
Neste caso, fazendo o= ja, onde a = ic - -—L-Z- y & solu~-
~ . 4
¢ao de (18-2) sera da forma (j=v=I); R
- -Z-T: t
i1=4A¢e sen at ,

isto e s a corrente oscilara (por efeito da 1ndut§ncia), com am-
plitude que decresce a medida que o tempo tende a infinito, cop
forme indica a Fig, 18-3. . iN

18 - 2. ﬂwmﬁwm&lmmm Subg

tituamos no circuito da Fig. 18-1 a f.e.m. &,+ constante, por &

que depende do tempo na forma:
g= to cos wt .

Neste caso, na equagao diferencial (18-2) o 12 térmo nac e mais
nulo: ' o
(18-4)
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e para resolver esta'equaqio devemos admitir que a corrente se-

ja da forma:
1=1, coslwt + ) ;

substituindc esta expressao em (18-4) e integrando, obtemos
Q(t); as condigoes iniclais fornecem os valores das constantes
1oad.

Usaremos aqui, entretanto, o metodo das variaveis comple~

xas, POr ser mals pratico no caso de correntes alternadas. Chg

memnos :
t:‘ﬂg?, 1=ﬁ.¢,j’
onde:
?: to eJﬂ’t’ 3: ﬂoojwt’ :’ozio QJ“’ J:/E
(18-5)
Com esta notagao, a equagao (18-4) se escreve:
2
d<y a oy
o [ 8. 2.1,
que sera valida se:
2 .
EE.: Lg_{.pagg.pi .
dt  4¢2 at C
Levando nesta equagao as relagoes (18=5), viras:
Jwn = 3(,1Rw+é- L w?) ’
isto e: .
=2y, (18=6)
onde:

Z =R+ X

e a "impedancia" do circuito, e:



1l
X = wl, @ =
wC
sua "reatancia". De (18-6) tiramos:
80 eJot
1 =89 =K. .
R+ jX

A 1mpedanc1a complexs pode ser representads no plano complexb pe

lo vetor OP (Fig. 18-4); e vale:

= |z] &3

1z| =4R2+x2, tg e =%, X

Tem~se assim para a corrente:

sendo:

g4

|
1—ﬂv-€-e'1°’tej v )
Izl , 0 2 l R
isto e: b,
1 =2 cos{wt ~9) , Fig. 13-4

[z]

que fica completamente determinada, conhecendo~se Ry Cy L e t
0 angulo de fase © da o atraso da corrente em relagao a f.e.m.
Quando a resistencia do circuito e desprezfvel em relaqao a reg
tancia, o atraso de fase e de 90° j S&, a0 cOntrario, X&<R, o

atraso e nulo: a corrente e a f.e,m. estarao em fase.

18 - 3. Energis magnética de um sistema de correntes. Sejam n

cireunitos percorridosy num dado instante, pelas correntes 11’
12, see 1n‘ Ve jamos como se define a energia magnética déste

sistema.
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Para calcular a energia de um'sistema qualquer, devemos 1«
niclalmente desfaze-lo. .Ora, como nao podemos separar trechos
elementares de um mesmo circuito, e como nao ¢ bastante afastar
os circuitos uns dos outros, porque assim samenta a energla de
interagﬁo entre os cirecuitos seria'calculada, seguiremos aqui
metodo analogo ao utilizado na Elatrostatica, no caso de condu-
tores (paragrafo 14-1). Coloquemos em cada ecircuito uma f.e.m.
variavel, adicional, que faga a corrente no circuito Aiminuir
com 0 tempo, de modo que a intensidade no eircuito generico f
valha, no instante t:

1(8) =1, 2(8)

onde a fungao continua £(t) satisfaz as condicoes:

l, t=0
£(t) = _
O, t>¢1

gendo t' o tempo ao fim do qual as correntes se extinguemn. Es-
se efeito sera obtido fazendo que as rarqas eletro-motrizes ex-
ternas diminuam simultaneamente com o tempo de tal maneira que,
en cada instante t, as ragoes entre as cofrentes sejam as meg=-
mas que no instante t=0. Desse modo calcularemos a energia for

necida para desfazer as corrantes.

Se qu e a quantidade de carga que percorreu o elrcuito
9 durante o tempo dt, entao o trabalho realizado pelas bate=-

rias, entre o8 instantes t e t-*dt, sora:

:ﬁbdqj‘dtz:'tbdi .

J:
Ora, a 22 lei Qe Kirchhoff da:
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b i
tj + 3 b Rjij (]

onde ti e a f.e.m. induzida no cireuito '€J, em virtude da varia

¢ao da corrente, e R.1 sua resistencia. Comé, por (17-13):
n dik
T M"J at
Ssegue-se que a poté‘neia fornecida pelas baterias vale:

o 2 aL,
‘Zi .11"':1“‘1:3 ZRJ +JZkMkJ 1, vl
: ?

at k=1

= 2 RAS(E) + T M, 1,(0)1,(0) £(t) & x.

’

Ent‘a‘o, 8 energia total fornecida pelas baterias sera:
ZJ (t)dt + IZMm‘iJO)sk(O)J' — £2(t)at .

Os termos do 12 somatério, independentes dos sentidos das cop
rentes, dao as perdas (irrevers{veis) em calor, por efeito Jou-
le, verificadas em cada circuito. Esta parte da energia, que
chamaremos WQ, nao pode portanto representar a energia potencial
do sistema. Esta sera entao Wb-wa, que dd a parte da energia
fornecida pPelas baterias que esta servindo para fazer varlarasg cor
rentes. Se e preciso fornecer energla wb-wn para gqgue o sistg
ma passe a ter energia potencial (no caso, energia magnética)
nula, isto significa que,y inicialmente (no instante t= 0), o

sistema possufa energia magnética:
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IR LI =%Jzk My 15000 ,(0)[£2(0) - £X(11)],
]

isto e:

W = Ja' ;:k My 14 4 (18-7)
?

18 - 4. wmmmw Da defing

¢ao (17-16) de My » e chamando 6, ao tubo generico de corrente
em que se pode decompor a distribuiqao cont{nua (Pig. 18-5), vi
ra.
— 1 - — .
=45 Ky-aiy 1 k Z (Z“)dﬂkik 32 [Ady ay bs,.
. dek 2 3 '
k

Considerando que os tubos tem secgao
infinitesimal, o somatorio se reduz
& uma integral, e se tem finalmente

para a energia magnetica:

w3 [T T, s

Yoo

m. 18-5

exXpressao inteiramente aniloga a (8-5), que da a energia de unm

W, = 1Jva.

Vo

campo eletrostatico:

-

Esta analogia fica ainda mais evidenciada quando eliminamos J
em (18-8) da mesma maneira que se fez para pem (8=-5) ~a fim
de obter uma expressao para a energia-Eggnética em termos do
campo. No caso estacionirio, em gue Q% = 0, podemos eliminar 3?

o
em (18~8) usando (16-11):
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Wy = %fzrot H dv =2 f div(EA L) av'+32'-J"H-B av ,
v v

Voo @ -

eém que se empregou a identidade:

£ VA = 9(EAD + T TAT,
e em que Vo designa o espago todo. 4 12 integral pode ser
transformada, pelo teorema de Stokes, numa integral de superf{-
cie, estendida sobre 8, 9 Que limita Voo Ora, para uma distr]

buicao de correntes localizada numa regiao rinita do espago, eg

sa integral e nula, e portanto:
=l -o-.'-* . .
Wpy 3| H-Bav . (18~9)
v

A densidade de energia magnética vale entao:

dWm

= % ;{'; ] (18-10).
dv

e nos meiosg anisotrépicos (em que -5 = p-l‘?), mesmo que u varie de

ponto para ponto:
dwm

—cd 52 (18-11)
dv 2 # ’

analoga a expressao (14-4) da densidade de energia eletrostati-

ca, num meio material 1sotrop1co de permitividade c:
aw
-—-:..gl eEzl.
dv 2

Esta analogia completa entre os campos elétrico e magnetico so
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se tornou possivel pela existéncia da indugao eletromagnetica.
Alias, a ‘suposigao previa desta anaIOgia poderia ter aberto cg

minho para a descoberta da lei de Faraday.

Tambem por processo anélogo ao utilizado no parigrafo
14-3, mostra-se que a farga que atua sobre um corpo magnetiza-

do, em presenqa de correntes elétricaé} vale:

analoga a (14-6), em que © Ihqice 1 significa que o gradiente
da energias e calculado mantendo-se constantes as correntes nos
circuitos, 1isto 6, que o corpo fol afastado de sua posiqio de

equil{brio sem que as correntes se alterassem.

Aplicando (18-12) a0 caso de um solenéide com um nucleo,
verifica-se que, se o nucleo e afastado de sua posiqao de equi-
lfbrio, ne interior do solanoide, passa a atuar sobre ele ume

£0rca que o solicita de volta para dentro (problema 18~1).

0 mesmo tratamento pode ser empregado no caso em que o
corpo magnetizado sofre uma rotagao. Mostra-se que o momento

do conjugado que atua sdbre. o corpo vale:

'_ ;W )
Mo -( 3o /s (18-13)

onde a variaqEO"da'energia com a deflexao & caleulada nantendo
*as correntes constantes. A formuls (18-13) e utilizada nos
galvanometros, ondeau e equilibrado pogwum momento elastico |
){' ./Ve, sendo Jle proporcional a © ) ,(ae

pode~se calcular a constante de proporcionalidade entre a de=

proporcional a 1,
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flexao e ‘a intensidade da corrente, de modo que o galvanometro
35 indique diretamente o valor da corrente que corresponde a

deflexao verificada no magneto.

As formulas (18-8) e (18-9) permitem o calculo da energla
magnetica Pelo conhecimento das correntes. Por outro lado, no

caso de um circuito apenas, (18-7) particulariza-se paras

v, = % L2, (18-14)

que permite agora, com certa facilidade na maioria dos casos, a
determinagao do coeficiente de auto-indutancia do cireuito, da-

do assim por:

L=—, (18~15)

Alias, em todos os casos em que o eirecuito nao é filiforme, ¢ g
conselhavel o uso de (18-15)

para o caleulo de L, de pre-

ferencia a (17-14) ou (17-18), N1

conforme ja se tinha observg B2 |

do no paragrafo 17-5. 11 ‘;;E
Consideremos, por exeg "__Fl "i"""~?

Plo, o eircuito apresentado &“'“—-II::-‘-:

no problema 10-2, que consls E‘I-SD

te em um cabo coaxial de Q

railos Interno e externo res-

Fig. 18-6
pectivamente iguais a Rl e
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R, (Fig. 18-6). A corrente i sobe pelo condutor interno, dis~
tribuindo-se af espaci_e.lmente, & desce pe_la capa externa, de
espessura desprezfvel, sendo af portanto uma corrente supérfi-
clal. Aplicando o teorema de-Ainpéi'e ao circuito, encontra-se

que & indug&'o magnética vale, em tode o espagos

_ aakAf »  af R,
2nRT
- Poi -
Bz < ;—--k/\% ' Ry{ a<R; ,
: a
0 ] a)Ra .

Como o cabo tem comprimento infinito, a energia magnetica  em
tedo 0 espacgo e infinita, o que dara para L, usando (18~15), um
valor tambem infinito. Calculomoa, portanto, o coeficiente de
auto-induqao por unidade de comprimento, L'y determinando prav.u
mente a energla magnetica por unidade de comprimento, wm:
w;=-l-J"ﬁ'-i‘dv=-1- . 5% ay ,

2 Zf"o
— v v

pols ﬁ" f— no vacuo ¢ no interior dos condutores, para os quais
(o]

B pge Como B = 0 para n)RZ, & ensrgia magnetica se compoe g
Penas de 2 termos'

R R
2 1 2 p 2 .
a” da a Z 2r\g ™t log
1 Rl

onde, tomamos, para volume elementar, o volume dv = 2ra da y de
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uma camada cilfhdrica infinitééima de egpessura da e comprimen~
to unitario. Aplicando finalmente *(18-15), teremos:

y __ﬂ°(1+1 Rz
T ar\g” %R )

Se a corrente pagsando pelo cilindro interno fosse tam~
bem superficial (problema 17-3), O campo magnetico no seu inte-
rior seria nulo, e o coeficiente de auto-indugao por unidade de

comprimento valeria:

My RZ
Lt = — log — . (18=-16)
am R
| 1
Observemos que esta formula ¢ andloga a (8-14) que da a capaci-
dade do condensgador ecilfndrico por unidade de comprimento, e
que entre elas vale a relagao ne
0 0
L' S me—— (18"17)
Ct
Pode-se mostrar que a formula (18-17) sers valida sempre que

houver, entre o condensador e o circuito, uma, analogia geometri

ca completa (problema 18=-2).

P Pro 05 ¢

18=1. Seja um solencide ci1fndrico por onde passa corrente,
dentro do qual esta inserido um nucleo de ferro. Mostre,
usando (18~12), que quando o nucleo ¢ afastado de sua.
posigao de equilfbric, passa a2 ‘atuar sobre ele uma forga

que © solicita de volta para dentro.
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18-2. Mostre que a relagao (18-17) ¢ vélida‘sempre que haja, ep

18-3.

18-4.

18"5.

18-6 .

tre o condensador e o circuito, uma analogia geometrica
*

completa.

Calcule o coeficlente de auto-indutancia de um condutor ¢i

1fndrico. infinito.

Dado circuito (filtro de rw\—j
. .t ) = - : t‘__"

tensces) representado na v 0~
Fig. 18~7, em que se co- : - _ l‘
nhecem L, C e tl’ e em |

que a iesistencia e des- - Fig. 18-7

prezfvel, caleule o valor de 32;

Um indutor de resistencia R e coeflclente de auto-induggé
L estd 1igado em serie com uma resisténcia nio indutiva R,
a uma diferenca de potencial V (Fig. 18-8). (a) Encontre

a expressao paras V. num

instante t depois que a - » V o
chave 4 & fechada. (b)

Depois que a corrente a-

"y

tingir seu valor final

estacionério, a chave Az e AAAA, —AAAA S BYTF
é'fechada. Qual sera o

valor da corrente 0,01 s Fig. 18-8
depols do fechamento de

Aa_? (Sears)

Calcule o calor de Joule produzido no circuito representg

do na Fig. 18-1 desde o instante t = O ate o instante t=oo.
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18~7. Dois circuitos de indutanciasLl e LZ e resisténcias R, e
R2 estao em proximidade.’ Se a indutancia mutua entre os
eircultos & M, mostre que uma quantidade de carga Q@ =
eoM/BlRZ circulara atraves de um deles, se um gerador
de f.e.m. fgual a &, £or subitamente ligado em serie com

o outro. (R.M.).

18-8. TUma indutancia de 2h e uma resisténcia de 32 sao ligadas
em série com 1 bateria de 5V e uma chave. Determine a
corrente e sua razao de variag&'o com 0 tempo no ecircui=-
to, nos seguintes instantes depois do fechamento da cha=
ve: (a) 38, (b) 1s, (c) 4s. (R.M.).

18=9. A combinaq&'o em série de uma resistencia R e uma 1ndut§n
cla L € montada em paralele com a combinagao em serie de
uma resistencia R e uma capacitancia C. Mostre que, se

R2 = L/C,y a impedancia e independente da rrequancia. (R.M.),

18~10. Uma bobina tem uma resistencia de 90.00082 o ums indutan
cla de 8h. Qual e o angulo de fase da impedancia a 1000
c/s ? Um condensador e montado em paralelo com a resig
tencia de modo a reduzir a zero o angulo de fase a 1000
¢/8, sem alterar apreciavelmente g resistencia, Acima
de que limite de frequgncias o ﬁngulo de fase se torna

menor do que era antes de ser colocade o condensador ?(R.M)

18=11. Dado o eircuito da Flg. 189, com L = 4amh, C = 2pf
Rl =258, Ft2 =402, encontre as frequéncias rara as
quais: (a) w=14/IT, (b) a impedéncia & maxima, (c) a
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corrente atraves de Rl esta em fase

com a voltagem do gerador. (R.M.),

18~12. Uma corrente num cabo coaxial se~
gue por um fio condutor nao magnéti

¢o de ralo R e volta metade pelas sy

perf{cie metalizada de umg 12 capa

isolante (Fl) e metade pela super-

Fig. 189

ficie metalizada de uma 22 capa iso
lante (p,). (&) Usando as equacSes diferencials da Magne~
tostaties o as condigles de continuidade, determims B o H
eu fungao de 3; (mesmo problems no vacuo) e calcule suas
expressdes. (b) Qual a energis magnética em todo o espa-
§9» por unidade de comprimento ? (¢) Qual o coeflciente de

auto-inducao do cabo, por unidade de comprimento ?
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CAPfTULO 19

EQUAGOES DE MAXWELL

19 = 1. Formulacdo diferencial da Jei de Farsday. Fos atribuip

do um papel preponderante as equagoes diferenciais, que desere-
ven o comportamento local do campo, que Maxwell obteve as suas
equaqSes.(Faraday, aliés, Ji atribufra sentido f{sico ao préprio
campo, independentemente do fato de existir ou nao carga no pon-
to considerado). Daf a importancia fundamental da formulagao df
ferencial das leis, que alem disso tragz vantagens para a resoluy-

¢ao de muitos problemas.

Designemos, como dantes, com o {ndice ¢ o campo eletrico
coulombiano (que pode variap com o tempo) para distingui-lo do
campo solenocidal, Proveniente de 1nduq$és, que designaremos com

o {ndice 8. As equacgoes fundamentais do campo coulombianoe sao:

div'B; =P
rot E; =0, (5-4)

Dc= eo EC""p }
e as do campo magnético gerado pelas correntes, interrompidas

(com condensadores) oy nac, se escrevem:
- aDp
rot 8 =7+ =L | (16-10)
ot
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*
div B =0 ,
B=p § +¥.

Vamos agora levar em conta o efeito de indugao eletromag~
nética resultante de variacées de fluxo magnetico atraves de um
circuito 6, fixo. A existencia de uma f.e.m. induzida num cir-
cuito implica na existéncia de uma forca F(r) que atua sobre u-

ma carga q qualquer do condutor £ na posigao Ty e tal que:

a Fi(T)
. —_ . ar . (19-1)
dt q

Fol demonstrado experimentalmente por Faraday que esta f.e.m. e
xiste mesmo quando nao rreexistenm correntes, isto 6, quando as
cargas transportadoras de corrente no condutor estao em repouso.
Conclui-se daf que F' e uma forca de tipo elétrico, pois nao de
pende da velocidade das cargas. Ela &, porem, nao conservativa,
pois § Fr. 4L # 0. Alem disso, como a f.e.m. & induzida no cir-
culto depende apenas de sua forma, nao dependendo da carga q dos
transportadores, de sen nﬁmero por unidade de volume ou de ou-

tras propriedades fisicas do condutor, € razodvel admitir que a

N
mesma forga,

Fi(D) =g 01 ,
por ser Eﬂ independente de qs atue sabre 4 carga q colocada em
mzs.m_m_aumm_q_g_m;_r_ Esse campo elétrico E'(®)ig
duzido e, porem, nao conservativo (como fol observado anterior-
mente) e sera chamado de campo eletrico solenoidal:
B ES .
A verificagao experimental da hipotese felta acima e a
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Y —
observagao' direta da existeéncia do campo induzido Eg deram ori-
gem a aplicagoes em aceleradores de part{culas, em que o campo
—

ES produzido por um eampo magnetico oscilante ¢ utilizado (Be-

tatron).

Em vista desses fatos, podemos em (19-1) substituir 0
circuito condutor % por um econtdrmo geometrico [, e a lel de

Faraday ficara:
a$

— e s 4 e aB(;;t) -
Eqrdl = « = = e | B.qg = | (222227 ‘48 , (19-2)
dt dt ot
r s

sendo s uma superficie orientada e fixa qualquer, apoiada no
contorno fixo [-. Aplicando o teorema de Stokes ao 12 membro
das igualdades (19-2), vira:

JrotEé-ds= (-Q-E)&;.
at
8 s

Como essa equégio e vélida qualquer que seja s apolada em f" e
qualquer que se ja f‘, temos necessariamente:

o8
dt
que € a expressao infinitesimal da le! de Faraday.

rot E; = - ’ (19-3)

Observemos que:

1) a nova equagao e consistente com as outras equagoes diferep

clals do campo; de fato:

—r

8B .
at

2) como B = rot E: 8 equagao (19=4) pode ser escrita:

— F, ] ' —
div rot ES =0 = - divy 3t div B = 0 ;
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_rot ES = = rot 3t

= . aa _
e consequentemente:

E, = =28, grad x, - (19-4)

onde X € uma fungao arbitraria. Como o que tem sentido f{sico
¢ B =rot & e nao Xy o vetor T & definido a menos do gradiente
de uma fungao arbitraria. Podemos, pois, tomar x= 0 ou outro
gualouer x em (19-4)3 o mais conveniente, por simplicidade, e

impor a condigao suplementar:
div E’S =0 ,
e assim x sera solugao da equagao:

Axs 2 a1y T (19-5)
ot

19 ~ 2. Campos eletrico o magnético de um dipolo oscilante. Pe

lo que acabamos de ver,a expressao obtida no paragrafo 16-4 pa-
ra O campo eletrico de um dipolo oscilante na origem descreve a

penas a parte coulombliana desse campo:

En = -grad V = = v ’ P = p, cos wt .

4are, 3

0 campo magne;tico es

§=rotr=—- A
41

M ; A
r arr 4t

0 valor de Eg obtem-se de (19-4), sendo x calculdvel por (19-5),

se for imposta a condigao div E; = 0. Para calcular, portanto,
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X, bastara resolver a equagac:

2o = - T
o @“p r» Ho:_ Po
ar g2 o am o
tomando: .
Xz ‘-\'.o(;) cos wt ,
teremos BT
H Po o
Axo(;.’) = e wz . (19-6)
ar r3

A solucgao geral desta equagao a derivadas parciais pode ser ob-
tida tomando o laplaciaric A em coordenadas polai-es s- Ou pelo sea
guinte artificio: se escrevermos

xo(?) = 5;-6?(’1‘) ]

a equagac (19-6) sera satisfeita, se ¥(r) satisfizer a equacgao

Fo
A¥(r) = - — WZ L, (19-7)
, T
isto e:
-!'..._d.... raﬂ - f_?_le.
-- ¥
rZ ar dr 4w r
integrando esta equagao, teremos:
Po c
Y(r) = e —lpa=u g ’
8 r

sendo C e C' constantes de integragao. No ¢aso, devemos tonar
C = 0, porque se nao a equagaoc (19-7) teria, na origem, singulg
ridade diferente de %@

Tem~se, entao, finalmente:

Ko DT
8mr r

e portanto:
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S
_’=-—w [--- )]=—2w2[—+(pr)—J
I e

Podemos tambem escrever:

3+_1 m_a -,;-2 €0 Mo 1 l-Jz‘mzrzeo).o
E - L 3 - ———— r p.r = - p H

—

comparando os dois termos de Eé_com os de_Ec, vemos que aparecem

nos primeiros um fator adicional o° €y Fo ?_l‘zs fazendo que _Es«Ec

ara:
P < 1
r <K .
Y .
1 COFO 3 x 108 A
Como =——=— = 3 x 10 n/s, vemos que somente para r~==-—re=m e
€oto, . w(s™)

que se tera Eg ~ E,. Além desse limite, E gV E..

Vemos, portanto, que a 1nduqao eletromagnetica faz que o
campo eletrico (parte solenoidal). va muito mais longe do que o
campo coulombiano, que cal como —lg s Ao mesmo modo que B (que cai
cqmo'qg). As agGes eletricas s :randes distancias sao verifica-
das eiperimentalmente, para oscilagoes de alta rrequencia. No en
tanto, verifica-se tambem experimentalmente que B, na realidade,
cal mais lentamente do que J% s evidenciando-se aqoes magneticas
a distancias em que as mesmas ja deveriam ser despreziveis, se
os calculos deste paragrafo fossem corretos. Veremos, no pafé-

grafo 19-4, de onde vem essa contribuicao adieional.

-~

19 - 3, - Equacoes de Maxyell. Na realidade, a separagao do cap

—

po eletrico em dois termos, Ec e ES’ e apenas formal, pois expe

rimentalmente o que medimos € a soma dos dois:
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e

E-E +ES, D=e¢ E+P= ¢E , (19-8)

Bste campo eletrico total satisfaz as equagdes dfferenciais:

div D - P ’
| _.B.

Como consequéncia de (5e-4), (16-10), (19~3) e (19-8).

Entretanto, em (16-10) figura apenas o campo coulombiano.
Se agora impusermos, com Maxwell, que 0 que tem sentido ffsico
e o campﬁ total E, devemos escrever, nessa equacao, % en  lu-

gar de -3-5' Assim obtemos:

. . % _ b oF, |
rotH=J+-—-=J+-.-—-+——-. (19-9)
ot at ot

Ja vimos, aliés, gque poder:famos acrescentar ao 22 membro de
(16-10), gsem quebra de consistegcia, qualquer termo vetorial

de divergéncia nula. 0 tdrmo -a-;-S- que satisfaz a essa condigao

na equagao (19-9), representa a lﬂ_ﬂn__m&:u mzimmg

) BMPDO do BIGO d

0 campo eletromagnetico satisf‘az, entao, a um sistema de

4 equagoes diferenciais, as chamadas "equagoes de Maxwell", que,
no sistema MKS racionalizado, se escrevem:
(I) aww B =p ,

(I1) aiv =0

~ = (19-10)
(III) rot & =-§-% y
(IV) rot H=T+ 22
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0 campo eletrico e 0 vetor deslocamento eletrico sao dados pe~-
las equagoes (19-8); assimy, a (I) das equagdes (19-10) ecoincide
com a equagac (13-8) da Eletrostatica, expressao diferencial
do teorema dé Gauss. A (II) coincide com a equagao (12-2) da
Magnetostatica, que nao sofreu portanto alteraqao, e signifieca

que 0 campo magnetico e solenoidal. A (III) ¢ a expressao dife
rencial da lei da indugio eletromagnética de Faraday; como o]
canpo coulomblano tenm rotacional nulo - fato expresso na equa=-

¢ao (5-4) da Eletrostatica = ¢la significa que um campo eletri-
co solenoidal e gerado pela variagao com o tempo do ‘campo magng
tico. Finalmente, a (IV) significa que, nao so correntes de
condugao , convecgao e polarizacao, mas tambem variacoes eom o
tempo do campo eletrico golenoldal geram campos magneticos (Co=
mo ficou demonstrado anterlormente, ¢ campo eletrico coulombia-

no, mesmo que varie com o tempo, nao produz campo magnético).

As equagOes de Maxwell e mals -
as ‘equagoes constitutivas (13~12) e (15-11) em meios 1sotroplcos:

A, —
D= EE" B = }IH;
a lei de Ohm local:

a equagao de continuidade?

880 as equagdes fundamentais do Eletromagnetismo. A elas devem
Ser acrescentadas ainda as equagdes de definigao dos potenciais
eletromagneticos. De (19-10)-(II) conclufmos que Be igual ao

rotacional de uma funqio vetorial, que chamaremos ainda "poten-
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—r
clal vetor" e denotaremos por A:

- —

B =rot A (19-11)
que coincide formalmente com (1l=-2). Por outro lado,y levando
éste resultado em (19-10) (III), obtemos:

- a3 —
*ot-E = - —"rot 4,
ot

T

e portanto a fungao vetorial E*+'%%. € o gradiente de uma fun-

isto e:

cao escalar, que chamaremos ainda "potgncial escalar" e que rg

presentaremos por V. Assim:

- . 9K
E = - vv - T— ’ (19"12)
ot

que se reduz a equagao (4-18) no casc estacionario.

Estudaremos, nos proximos capftulos, consequdncias impop
tantes das equagdes de Maxwell. Agora examinaremos, como exem
Plo, & produgao de campo magnetico por viriagao do campo eletri

¢0 solenoidal, no caso do dipolo oscilante.

19 - 4, D e o as e Qe Maxwell. Por
analogia com o tratamento feito no parégrafo 19«24 podemos eg

perar que o potenclal vetor produzido pelo dipolo de momento

b . o
P = Py cO8 wt ,

colocado na origem, seja dado por:

- . Fo ap 2(x) o _
A(Tyt) = o = " = A (r) sen ot ,
4r d4at r

(19-13)



75

onde £(r) & uma funcao a determinar; 1sso faremos pelas equa~

goes de Maxwell (19-10), aplicadas inicialmente ao campo de ip

dugao magnetica:

B = rot A = E;(_r!b) sen it , 5; = rot —A; .
Desde logo, vemos que a (II) e automaticamente satisfeita (e

—l

tambem div -f!; = 0). Aplicando a (IV), onde devemos tomar J =

0 para r # 0, viras

oD e
Ro ;; = rot Bo sen ot ,

e portanto: - 1
PoD =« =rot B cos wt , (19-14)

que satisfagz automatica.mente a (I)y) para r # O:
divD =0 . |
levando o valor de D dado por (19-14) na (III), que 6 a tnica

equagao que falta satisfazer, vira:

3B - cos wt i
«~ " " rot E & o« = rot rot Bo
ot €oPe®

e portanto:

rot rot B, = “ofo wB,
—
ou ainda, como div Bo = 0O:
| 2\ oA
(A+eo}low)Bo-0 -

Esta equagao sera satisfeita, se valer:

levando nesta ultims equagac o valor de -i:) Presente em (19-13),

vem:
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(A*‘-‘o}!owa)"—;—=0s
ou:
1 g d /¢
»2 dr dr \ r °ere r

Desenvolvendo e simplificando, chega-se & equagao:

alr > w
TS tEL =0, k=w/e, =~ (19-15)
cl::'2 cO

cuja solugao geral e das forma:

£(r) = a cos kr + b sen kr )

sendo a e b constantes. Obtemos entao para E:

- o DAT Fo PaT ar o - ap
B(rst) = — 2H(r) = = —— -, som ps —,
ar 3 ar 2 ar at

Como nas proximidades da origenm este campo deve coincidir como
do dipolo oscilante sem indugao, devemos ter (compare com o pg
ragrafo 19-2):

£{0) =121
A - &=1, b=0 == £(r) = cos kr,
(dr) r=0 = O
e assim o valor de B sera finalments:
- po 5;/\;.‘-
B(THt) = = = @ e (cos kr + kr sen kr) sen wt (19-16)
4 .

T
Da (III) obtemos imediatamente a expressao de D e consequente~

mente de of
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— e —_ .cos kr+kr senkr |
(ryt) = rot [(p AT) ~————n [cos wt =
ame, | r_3 -
1 -+C08 kr+kr sen kr
= 2D +
are, .
~3co08 kr - Ikr sen kr +'kzr'2'cos kr o o
+ rA(PAT)|,
5
1sto e
——— 1 - CO8 kr +kr sen kr -k cos kr
E(r,t) S = = p ' -
4'rrc° r3

— 3 cos kr+ 3 kr sen kr-kzrz- cos kr
- *(p.T) .

r

| (19=17)
As expressces (19-16) e. (19~17) para B e E, solugGes das equa-
goes de Maxwell, sdo na aparencia completamente distintas das
obtldas no paragrafo 19-2. Para compara-las, consideremos alpg
da © caso em que kr = VEolo <<1, mas conservemos, no desey
volvimento de Taylor de B e H nas proximidades de r= 0, os té;

mes em lf.-2 2. Obtemos:

4r o 2
> 1 [ L1-41%2 - 3.1,22
me '
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Comparando agora estes resultados com os obtidos naquele paré-
grafo (validos em todo o espago), vemos que os campos eletricos
sao identicos na aproximagac considerada, enquanto que no caso
das equagoes de Maxwell existe um termo adicional no .campo mag

netico: .

87 Py
‘que € exatamente igual ao termo induzido pela variacao de Eg

com o tempo: BE;
rotﬁ.} el m——
at

Voltando as expressdes (19-16) e (19-<17), vemos que tanto
B qugnto E temLtermos que caem. como - 1 » @ que portanto se fazem
sentir a grandes distancias (para grandes frequéncias), confor-
me se evidencia experimentalmente. No entanto, se bem que es-
sas expressoes dos campos sejam mais corretas do que as . obti-
das no paragrafo 19=-2, ?eritica-se que elas s$o0 sao validas em

condigoes especiais.

Na verdade, como veremos no préximo capftulo, as equagoes
de Maxwell tem solugoes que #e propagam como ondas. No caso do
dipolo oscilante, em espago aberto, os campos elétrico e magne~-
tico propagam-se como ondas qué se irradiam s partir do dipolo.
Ja para un dipolo oscilante colocado no centro de uma eafera
condutora .oca de. ralo muite grande, obtem-se a superposicao das
ondas que saem e das que voltam-ao dipolo, formando-se assim
uma onda estacionaria. Os campos sa0 entao praticamente os

dados pelas expressoes (19-16) e (19-17).
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Problemas Propogtos:

19-1.

19"2 »

19-30

19-4.

Um campo magnético tem & direcac do eixo dos z,e sen mo-
dulo e proporcional ao tempo e 1ndependente da posiqao.
Encontre o potencial vetor. Admitindo que o potencial
escalar seja nulo, encontre o campo eletrico induzido.
Prove por integragao direta, usando uma.trathéria cir-
cular, que vale a lei da indugao (S.F.).

Un condensador plano, de capacidade C,y em forma de dis-
cos circulares, tem a reglao entre suas armaduras cheia
com um dieletrico de permitividade e¢. O dleldtrico ¢
imperfeito e tem condutividade 7r. O condensador e car-
regado ate a diferenga de potencial Vb e isoledo. Deter
mine: (a) a carga do condensador em funcao do tempo;

(b) a corrente de deslocamento no dieletrico; (¢) o can

Po magnetico no dielétrico (R.M.).

Partindo da lei da indugao, mostre que a integral de 1}
nha de E +»QA 2o longo de um contorno fechado ¢ ymla.
Partindo dai, mostre que o rotacional-daquéle vetor se

anula, e que portanto E = - grad V - I CR R

Un longo solencide de n espiras por unidade de comprimeq
to conduz uma corrente alternada de frequéhcia w e pico
1, Se um micleo nao magnético de condutividade o e cg
locado dentro do solenotde, enchendo-o completamente ,

determine a distribuicao de corrente, o campo magnetico
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e & perda em calor por unidade de comprimento dentro do
nucleo (a perda em ealor por unidade de volume por se-
gundo ¢ 1gual a T - E). Discuta o comportamento de sua
80lugao nos casos limites de grande e pequena condutle
vidades. Como se alterariam seus resultados se o nﬁf

cleo fosse coaxial com o solencide, mas de raio menor ?
(S.F. ).
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cAPfTULO 20

EMISSA0 DE ONDAS ELETROMAGNKETICAS

- 1.

1o oscllante (parégrafo 19-4), obtivemos uma solugio bem definida,

Equacao de onda. No calculo do campo magnetieo do dipo-

impondo as condigoes: £(0) =1, (%% == 0 Essas condigoes im=-
plicam em: a= 1, b=0, sendo a e b constantes de integracao da e~
quacao diferencial (19-15). Se nao impusermos a 2= condigao, mas
apenas & 12 (a= 1},'§'ser£ ainda, nas proximidades da origem, ©
campo de um dipolo oscilante sem indugao. Obtém-se, assim, novas
soluqSes° Terao elas sentido f{sico prdprio ou isso ocorrera a-
penas para valores particulares de 5'? Bsse problema sera exami-

nado no paragrafo 20-5.

Veremos agora que &S equagoes de Maxwell tem soluqaés em
que 0s campos eletrico e magnético se propagam por ondas, as "on-
das eletromagnéticas", e calculeremos sua velocidade de propaga-
cao. |

Vamos partir, por exemplo, da equacao (19=10) (III) e to-

mar © rotaclional de ambos ©0s membros:

rot rot E = ~AE + Jdiv E = --a% rot B .
/
Aplicando- agora a (I) e a (IV) e as equagoes constitutivas (13-12)
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e (15-11), vira:
—_ a}* aZ'E"

- AR +-§NVP = P3t -Fc-_ji
ot
-~ = 1 a7 1 _
DE=AE-—-—-§=P—:'"'— Vo » (20=1)
2 2t ot €

onde ¢ ¢ uma constante que depende do meio(isotrépico e homogé-

neo) considerado, e que ¢ dada por:

1
= ——, (20-2)
) Ve

0 operador "DrAlembertiano":

L)

1 2

D:A-————-
? -Btz

€ o mesmo que comparéce em todas as equagoes de onda. Usando eg
ta nova notagao, em qualquer ponto do espago em que nao haja car

g4s nem correntes, a equacgao (20-1) se escreve:

OE(r, t) = 0 , (20-3)
que e a equacao de DtAlembert (na realidade 3 equagaes, uma parsa
cada componente de Eﬁ, ¢ que mostra que, fora das cargas ou cor-
rentes, o0 campo eletrico Se propaga como onda, cujas fontes es-

-~ -
tao nas cargas e nas correntes, como se ve de (20-1).

Da mesma meneira, podemos partir da equagao (19-10) (IV),
tomar o rotacional de ambos osg membros e, por calenlo aniiogo,
verificar que H satisfaz a equacgao:

DE(T, t) = - rot T 4 (20-4)



83

semelhante a (20~1). Nos pontos em que T=o0, ﬁ“satisfaz, tambem,
5 equagao de DiAlembert:

OHE(T3t) = 0 , (20-5)
e portanto tambem -P-I—se propaga como onda, cujlas fontes sao as corxr

rentes, como se conclui de (20-4).

Ve jamos agora quals as solugoes da equacao de onda (20-3),
por exemplo, satisfeita por E [as solugdes de (20~5) serao abso-
lutamente anélogas] no.caso unidimensional, Iisto 6, no ¢aso ' em
que E e funcao apenas de uma das coordenadas espacials, por exem
plo, x. Neste caso, (20-3) se escreve:

E 1 %%

ax° cz 3t2
e sua solugao ¢ da forma:
E = B(xyt) = £f(x+ ct) = £(u),

em que u = x F ct. De fato, levando esta expressao em (20-6),

obtemos:
a’s 1 [, 4%
—— . = ¢ — =0,
du2 c2 dna
pois:
of df 2u df of éf ou af
— I e e DT e —=_——=+c—-.
dx du ox du’ 4t du ot dun

A fungao E; = f(x =~ c¢t) representa uma onda(plana, como veremos
no paragrafo 21-1) que se propaga no sentido positivo do eixo
dos x com velocidade c. K o que mostra a Fig. 20=1, em que a 1}

/
nha chela representa a fungab num dado instante t, e a linha in-
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: . : Sx m Mt £(x,t) E{x,% » &¢)
" terrompida num instante ed \ J .
~ ff\ \
t+ 3t posterior [a fun- Yy ; A ! A
~ 'l / { / {
¢ao E, = f(x+ ct) repre~ ! / | /

U T T
senta uma onda propagan=- g A - AL

do-se em sentldo contra-

rio]. Portanto, a cons- Fig, 2-1

. tante ¢ presente em (20-6) da a velocidade de propagagao (veloey
dade de fase) -da onda eletromagnética,e de acordo com (20-2) va-
le, no véauo;
1 1 ~/9x10g
e =

o T _ ' = = —
Yeolo VATE, 1/-:-19; 1/10‘7

que e igual a velocidade*de'propagagad da luz no vécuo; num meio

=3x1082,

material, temos:
1 1 1 o

e BT Vegpy VES TR

-0 valor encontrado para a velocidade de propagacao da onda

c

eletromagnétic; coincide entio} com precisao espantosa, com a ve
locidade da luz. Esta coincidéncia levou Maxwell a formular a
hipStese de que as solugdes ondulatdrias de suas equagdes tem
sentido ffsico, e de que a luz & um fendmeno de natureza eletro-
magnética. A existencia das ondas eletromagnéticas previstas por
Maxwell fol demonstrada experimentalmente por Hertz, que mediu
também_sua velocidade de propagaggo utilizando dipolos oscilan-
tes,y cujas agses chegaram a distﬁhcias inatingfveié por campos

estaticos.

» ] » / -~
Alias, a hipotese de Maxwell e confirmada nao apenas pela

coincidencia das velocidades de propagacac, mas tambem por fend-
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menos de reflexao, refracao, polarizagﬁo, etc. verificados com
ondas eletromagnéticas, idénticos aos estudados na Gtica.

\20 - 2. Potenclals eletromagneticos. Ja vimos no capftulo ante
rior que os potencials eletromagnéticos A e V sao fungoes de pon
to definidas de tal maneira que, & partir déles, por diferencia-
gio, podem ser obtidos os campos eletrico e magnético, fato ex-
presso nas equagoes (19-11) e (19-12). Vemos agora obter as e-

quagoes diferenciais satisfeitas por esses potenciais.

Num meio homogéneo e isotrépico, usando & definigio (19-11),

s equacao (19-10) (IV) se escreve:

- 3E
rot rot A = pJ +ep 3t
- -~ ~ L v
-AA + grad div A = HJ ~€t —— weuV— ,
2 ot
dt
isto &:
- — - - 1 oV
DA =« pJ +V {dlv A + — — |,
cZ at

Como & & definido em (19-11) & menos de mm gradiente (pols o ro-

tacionsl do gradiente ¢ identicamente nulio), pode-se sempre Im-
por a condi¢ao de Lorentz:

div & + — — = 0 . (20-7)

De fato, se para uma determinada escolha de A e V a condigao nao
e preenchida, podemos escclher outros potenciais:

Tr=L+Ve, Vi=V+2x,
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A indugac magnetica nao se. alterara:

—

B=rot A" =rot A =E
r - - — -»
Para que o campo elétrico tambem nao se altere (E'=E), bastara

tomar para potencial escalar a 'funci'oe
v

V' V - EEoa
- ot
De fato, teremos nesse caso:
~ 1 av 1 1 %
dir At + — — .'—'divA+Atr+—-——--—-— o
<2 Ot 28 242

A fungao ¢ a ser usada e entao a solucao da-equagé'o':

- 1 3v
D?=-d1VA-—_'o
c2 9t

Valendo & condigdo de Lorentz, o potencial vetor satisfaz a equa-

cao:
DX = - uT (20-8)

que se reduz a (12-7) no caso estacionario (gf_" 0) .

Levando agora (19-12) em (19-10) (I), vira:

L 3K P
4div | =YV = — | = -e"‘ »
ot
AV 4+ == div A = -£ .
€

ot -

Impondo novamente a condigao de Lorentz (20-7), virs:

que se reduz a (13-22) no caso est{ﬁico“(%% = 0) .
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Nos pontos em que nao hsa cargas nem correntes, as equaqﬁcs
(20-8) e (20-9) se escrevem:

DA =0, (20-10)

ov=20, (20-11)

isto é, tambem os potencliais eletrOmagnéticos satisfazem a equa-
950 de DtAlembert e se propagam como ondas, quando e imposta a
condigao de Lorentz (20-7).

2o - 3. Energla e fluxo de energia eletromagnética. Se numa re

gigo do espago, de volume v, existem cargas em movimento, as for
¢as elétricas produzem trabalho sobre essas cargas., 0 trabalho

realizado por unidade de tempo vale:

aw —_

—_— = J+*E dv¢ 3 (20-12)
at

: v

onde J ¢ a densidade de corrente no ponto em gue se situa o volu
me elementar dv', e E o valor do campo elétrico neste ponto. De
fato, se q € & carga elementar, v sua velocidade e N o numero de

transportadores de carga por unidade de volume, tem=-se:

.-T*=Nq:,
e portanto:
f?-_ﬁdv' =2 Nq?-gév' ’
v Sv1

»
em que o somatorio se estende a todos os volumes elementares dvi!,

Mas: - = at
qv-E=F-*— ,
dt
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que da o trabalho por unidade de tempo realizadc sobre a carga q,
Somando sobre todas as cargas, tem-se. 0 trabalho total por unids
de de tempo, isto 5, %% s € portaﬁto vale (20-12).

Esse trabalho e utilizado Ou para acelerar as cargas (quan

do 7 wvaria) ou para produzir calor ohmico (nos condutores).

Na produgao déste trabalho, energia e consumida; considerg

mos duas possibilidades:

A. Cago estacionario. Neste caso, essa energia nio pode

provir do interior da propria regiao, porque af
d(we + \‘Im)

= 0 3 (20-13)
dt

1sto €, as energias eletrica e magnetica totals do campo eletro-
magnético contido no volume v sao constantes no tempo. Ela sO po
de portanto vir de fora. fornecida, por sxemplo, por uma bateria.
Mas, como chega essa energia a reglao em que e dissipada ? Pode
mos descrever 0 mecanismo désse fenomeno de 2 modos inteiramente

equivalentes:

(a) A energia e transportada pelas cargas. Nesse caso, a

energia eletrica e a magnétliea sao consideradas como transporta-
das pelas cargas, que saem do volume com menor energia do que
entraram, apesar de ser constante no tempo a energia contida no

volume v.

(b) A energia e transportada velo campo. Nesse caso, de-

ve existir um vetor densidade de fluxo de energia.(??j, tal _que
a quantidade de energia que atravessa a superficie elementar ds,

da face negativa para a positiva, por unidade de tempo, seja da~
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da por: -
S'd?-
Seja 8 & superficie que envolve o volume v, e n a normal orienta

da para fora do volume (Fig. 20-2);

J':er.é;,

entao

onde ds ='E'ds, e a quantidade de

FIG, 20=2

energla que sailu do volume v, por
unldade de tempo. E, portanto,'a quantidade de energia que pene

trou no volume v, por unidade de tempo, vala:

— =« 1! Sdg =~ | dilv Sdvr = | J.-Edv' . (20=14)
dt ' ' :
S v v

Como essas lgualdades sao validas qualquer que seja a regiao de

”

volume v considerada, vira:

div §= = T'E = - E-rot § + Hrot E = dtv (EAD) ,

pois,y no caso estacionério, J = rot He rot §r=»0. Portanto, se

tomarmos:

—

S = BEAH , (20-15)
valera o fato de que o fluxo de energia que penetra no volume v

¢ exatamente igual 2 energia af consumida, por unidade de tem-
po, na realizagao de trabalho sobre as cargas. Ao vetor S se

chama "vetor de Poynting".

Congideremos, como exemplo, o caso de um fio condutor ci~
1{ndrico por onde passa corrente, de densidade 3; alimentada por

um gerador (Fig. 20-3), e seja a, o raio do flo. A maloria das
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/’ ] - ‘\\
“ . e i \
linhas de forga do campo eletri ! /,?"' | "“#\ \
- . oy o
co estao concentradas no'inte~ l’ / E:t‘lé-i' AN |
- [ I {E )
rior do fioy e 0 campo externo \ \ \ 1? ’_ /
' \ \ +4 + e+t A+ / / /
é fraco, mas nao nulo. De acor Q..S\‘ f_ii.'_ B, 0 ":g..
__+___-::_-=*--.— - ‘i_.-

do com (9-23), o campo magneti- e T m\::::\\"

co na superf{cie do condutor e / ( i P \ .

. , ' \
cont{nuo e vale: P o = /|
a - |\ /.l
" kil o \ AN d /
H = kA — = F‘l S
J -

— 'Zwao ao \\.M :T -’I'IJ//
onde k e um vetor unitario que e B N et
tem o sentido da-corrente, e A Fig. 2023

a area da secgao reta do condutor. Por outro lado, o campo elétrj,

co € constante no fio condutor, e vale:

e

- J T
E=;=;k.

O vetor de Poynting sera entdo neste caso, na superficie do fio:

- - "2"*__ . % T
S =EAHR = kAl kA— |= - n.,
Zv'rao a, 2rya

isto e, esta orlentado para dentro do fio condutor, pois n ¢ a
normal para fora. Assim, o fluxo de energia que penetrou no fio
num trecho de comprimento #, e que deve ser igual a energia con-
sumida nesse trecho por u.nldade de tempo, vale:

aw . Pa \_ 32 24
_—= -Js-ds = -J - n-ds = Zvraod.t = J'ZA — =R1"%,

at d Zm'ao . 2wra g AY

onde R = ip;-—r & a resisténcia do trecho de fio considerado e & = JA

& intensidade da corrente que o percorre. Mas Ri1 ¢ potencia con
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sumida por efelto Joule no interior 4o fio, o que era de se eg-
perar, pols toda a energia dispendida no condutor e transformada

em calor. Assim, duas interpretagaes do mesmo fenomeno se encon-
tram num mesmo resultado: se pensamos na energia como loezlizada

nos transportadores de carga, dizemos que O geracor; av levar a
carga positiva de um potencial mais baixo para um mals alto, deu~-
lhe energia elétrica que sera consumidsa por efeito Joule, trang
formando-se em calor, a medida que a carga perccrre o flo desde a
placa positiva ate atingir novamerte a placz negativa o gerador;
se pensamos na energia como localizade no espago, dizemos que o ge
rador transformz energia qufmica, por exemplo, em energia eletro-
magnética, a qual e irradiada para fora, indo penetrar no condu-

tor por sua superf{cle, transformando-se eatao em calor.

B. Casc nao estacionario. Neste caso, (20-13) nao e mais
,vélida, podendo variar a energia eletromagnética existente no
interior do proprio volume v. & de se esperar entac que valha,
em lugar da (20-14),uma relagao do tipo:

a dWé ﬁwm

J:T.-Edv' z - Jr Sds - — —t == | Ay, (20~16)
v L daz v dv dv

1sto €, que o trabalho realizado sdbre as cargas, por unidade de
tempo, seja igual ao fluxo de energia eletromagnetica gue penetra
na regiso, deduzida & porgac desta snergiz que nao se transforma
em calor e que mantem sen cariter de energia eletromagnética. “m
6utras palavras,; da energia gue penetra na regiso, uma parte se
transforma em trabalho, outra ccntribuil para que aumente a quanti

dade de energia eletromagnetica ja existente na reglao.
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Transformando o 12 tsrmo do 22 membro de (20-1§) pelo teo-
rema de Gauss para divergencia, e lembrandn que arelacao obtida e
valida para qualquer regido considerada, tem-se:

5 [ Men

-div S = I'E + 5t . (20-17)
dv

onde Wém = We +‘wm e a energisa eletromagnética exigtente na re.
glao; dsto é, 0 fluxo de energia que entra na regiac, por unida-
de de volume, e igual aoc tradalho realizado sohre ac cargas, por
unidade de tempo e volume, mais.o acreseimo da densidade 4z ener

gla, por unidade de tempo, ocorrido na regidc.

Mostremos agora gue (20-17) o verdadeira, isto e, que usan
do os resultados obtidos das equagdes de Maxwell, ela se trans-
forma numa identidade, desde que mantenhamos as definigoes (14-3),

aw_  éw

(18-11) e (20-15) de 75?, ?ﬁ% e §: De fato:

div S=aiv(EAD) =H-rot T-Forot B = « 7. -g-§ - E’-%— -F-T .

Nos melos isotropicos e homogineos e também nos anigotropicos (deg
de que se iaponhan as condicoes €31 = Syg & My = Fij) e facil

verificar gque se tem:

— OB l ¢ o
H"—"=‘-"-"‘( B 3
at 2 ot
E'—'="-"‘(E°D)’
ot 2 ot
e assim:
Gl S S « == [ = E:D) &+ = H-B |e -J
ot \ 2 2

© que cemonstra (20-17). Importa observar cue esta eguagao, que



93

da o balango de energia, nao era valida em nenhum estaglo ante-
rior a introducao das equagdes de Maxwell. Observemos ainda que
apenas O campo eletrico realiza trabaiho, porque, como sabemos,

a farqa magne'tica e sempre perpendicular a velocidade das cargas.

20 - 4. YValores medio 03 complexog. Como ja fol visto em
diversos pontos deéste curso, € conveniente multas vézes, por sim
plicidade de célculo, intx:oduzir grandezas cemplexas,y cujas par-
tes reals correspondem =z grandezas fisicas conhecidas. Agsim, por
exemplo, podemos definir um vetor campo eletrizo complexo -{e um
vetor campo magnético conplexo '1-6’; sendo entao Ee ﬁ.dados, respeg

tivamente, por suas partes reais:

E“= Re E.’
H=Re ¥.

[Da mesma forma, podemos definir um vetor mduqi'o magnética com=-
e -
plexo B, um vetor deslocamento complexo ¥, um potencial vetor com

plexo £ e um potencial escalar complexo ¥, sendo, respectivamente:

5.=‘??e’!3*,
D =R P,
1=R £,
V=% v

Demonstra-se facilmente que, se as equagoes de Maxwell e as egua-
goes (19-11), (19-12), (20-3), (20-5), (20-10) e (20-11) sac sa~
tisfeltas pelos campos complexos, elas serao tambem satisfelitas

pelos campos reais].

0 vetor de Poynting ?corresponderé a perte real do vetor



94

de Poynting complexo :I: e valera:

T=RS=-ReEAR A (20-18)
E importante notar que:

Re AR H £ Re EAHD) .

Procuremos agora uma relacao que permita obter gdiretameg
te, a partir dos campos complexos. Fregiientemente a variagao com
o tempo dos campos eletrico e magnético e senoidal; vamos entao

supor que se tenha:

t = %(;) int ¥
—_—
=¥ (F) el0t
-* -
onde to e %_saoc em geral complexos, 8a forma:
— — —r — —- —lp
to=31+ma, Ho = N+ 18, .

A definfgao (20-18) dara entao:

g = (E?L cos wt--ﬁ; san wt)/\(ﬁ; cos wt -—f-fz sen wt) =

et

= E;_AHI cos? wt-l--ﬁbzl\—ﬁ; sen® wt - % (ﬁ.lf\ H2+7F':'2/\_H"1) sen(Zwt).

Os2 primeiros termos representam um fluxo de energia que vai sem-
pre na mesma direcao; ja
o 32 térmo representa a
energla que ora val, ora
vem, conforme o sinal de

sen 2wt (Fig. 20-4). Na

» -~
verdade, porem, nao pode

mos medir o balango de

energia correspondente a Flge 20-4
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s ~ , #
uma s0 oscilagao, que e extremamente rapida, mas apenac num in-
# -~
tervalo de tempo correspondente a um grande numero de oscilagoes.
’ ~ F e I e
Isto ey 0 que medimos nao e Sy e sim o seu valor medio <S>. Ora,

<sen2a> = <cosacx> = % 3

<sen2=»>= 0 ,

e portanto:

<85= 3 (%, A'ﬁ'1+i:3/\¥1;),
isto e: ’
<35= % Re (EA jiE*) (20-19)

-, — «
(onde #* o o complexo :zonjugado de ), como se pcde facilmente ve

rifirar. Da mesma man:ira pode-se mostrar que:
eI

e 1 [ — —=%
(—=>=- R(EF )
ov
(em que 9* e o cenplexs zonjugado de 9)3 isto e, nog meios isotro
plcos:
s P 1
e 1 —- -
(D =2c jt]%, (20-20)
oV a
e tambem:
aw
ji11 1 —
{—>=2 R (%8
dv 4
— 2 = P .
(em que B* e o complexo confugado de B); isto e, nos melos iso-
trépicos:
dtﬂ'
1] 1
L= D== pti% ., (20-21)
dv 4
Também podemos escrever, a semelhancga das igualdades (20-14)
'dwem .
o ) .ds (20-22)
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para o fluxo meéaio da energia eletromagnetica que sai da superf{-

cle s.

20 - 5. Oudag de gampo eletromagnetico emitidas pelo dipolo osci-

lantes no végg . No parégrafo 19-4 obfivemos o canmnpe produzido
por um dipolo oscilante, como solugao das equagoes de Maxwell, Es
ta solugao, no entanto, nao correspondia a ondas emitidas. Para
obter um tipo de solugao que inclua estas ondas, voltemos a analy
se efetuada naquele parégrafo, mas ¢om uma alteragso: utilizare-
mos aqui o metodo das fungdes complexas, exposto no paragrafo

(20~4), Ponhamos:

— —
T=RP, P=F, i,
- ~ = Mo Fr) a® Mo >
A =% £ A= — —_—= W — —, (20~-23)
_ ar r dat anm T

onde—p'; e um vetor constante, ¥(r) uma funcao complexa a determi
nar, P(t) o momento dipolar complexo e A(r, t) o potenclal vetor
complexo [compare (20-23) conm (19-13)] . Procedendo de maneirs a-
naloga & do paragrafo 19-4, usando agora a equagaoc (19-1C) (IV)
para campos complexos, obtemos em lugar de (19-14) a equag§o=

1w}105= rot ® = rot rot Z. (20-24)
Mas daqul por diante mudaremos de procedimento, recorrendo agora
a (20-10) que da, para r # O:

Qg =0

isto e:

e FYR=0 . (20-25)

Usando a definig&'o (20-23), vi;r-af:
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b o

e portanto:

aly

2

— 4+ k 4:- 0 3

cilr2
onde

k =w /e g, = d ’ (20=25)

c
o

equagao diferencial snaloga a (19-15), cula solugao geral e da

forma:
9’/= me-ikr-t- Peikr ’

sendo o e 3 constantes., Alnda aqui devemos impor a condigao:

F(O)=1l—x+3 =1,

Consideremos 3 casos particulares:
18) pf=o0, «a=1,

Neste caso tem-ge:

iwp P.
— (o Bl +
ﬁ = e-ik(r"c.ot) ’ (20_27)
tant 4mr
e portanto:
—~ o .
A = - = p, sen k(r-cot) . (20-28)
4my

Isto e', sendo E-funqio de r-cot, propaga-se como uma onda que
sal do dipolo  (ver paragrafo 20-1).
22y a=0, B=1.

Neste caso, tem~-se:

— 0’}‘0 —
A = ~——p, sen k(r+ cot). (20-29)
arr
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Isto €, sendo 4 funcao de r+c,t, propaga~se como ura onda que

converge para o dipnlo. Veremos no préximo parégrafo que a sO=
1ug§o (20-28) corresponde a emissao de energila irradiada espago
afora,ao passo que a solugao (20-29) corresponde ao fato de que

energis converge para o dipolo, o que nao tem sentido iisieco.
4 a=(RB= 4
32) B=2 .

Neste caso, tem-ge:

F(r) = cos kr = £(r), (20+30)

-t -~ » »
A a solugao ja obtida no paragrafo 19-4, que,em

e resultara parsa
térmos de onda, corresponde a uma ondﬁ qus sal do dipolo e outra
igual convergindo para éle, 0 que pode ocorrer fisicamente, se a
onda emitida se refletir a grande distancia (dipolo oscillante no
centro de uma grande superffcie esférica perfeltamente condutora).
Nao haveré, neste caso, transmissac de energia, como versmos no

final déste capitulo.

Voltemos, pois, ao 12 caso (emissao por dipolo oscilante).

De (20-27) vira:

— — PO 1w
B= 10t # = — — -1-:;/\ £(1 + 1xp) o~1k(r-cot) , (20-31)
4
r

e
(onde ¢ = %), e portanto:

AT Eaen k(r-cot) - kr cos k(r-cot)]
4717 rZ

da o campo magnético do dipolo oscilante.

Analogamente, de (20-24) virs:
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— 1 — 1 1 - — 2 2 A — A
= o ——— pot B= —[2p0(1+ikr)+(-3-31kr+k <) A(poAr)]
cooJ 4'rre° r3

e-ik(r-cot) ) (20_32)

e portanto:

= —_— Zpo[cosk(r-cot)-kr sen k(r-cot )] +
aTe »

+ ¥ A(l?c; Af)[(k2r2-3) cos k(r-cot)+ 2kr sen k (r-cot )]}

dd o campo eletrico do dipolo oseilante.

L

a . g
Observemos que os 2 termos de B variam como e % respec-

el

comprimen-

e ]
YAV

Y o
tivamente, ao passo que 0s termos de E variam como

. e A
Para pequenas distancias | r«-=2 = 3=y em que A

O‘_’I
O N

to de onda da onda emitida pelo dipolo), predominam os teérmos em

—lz e —13 para B e E, respectivamente: este e aproximadamente o ca
I' r -~ » » ”
so dos campos sem indugao, ja tratado no paragrafo l1o-4.

c -~
Para grandes distancias (r»-‘f' y predominam os termos em

%, e ve-se de (20=31) e (20-32) que se tem para os campos de ra-

diacaos " - o —ik(r~cyt)
= 1‘:/\(-’ A;) (20~ 3)
r 4ve, .c-zg Po r ’
- PO &)2 e"ik(r"'cot)
@r = —— (E)Af) (20+34)
ar c, r

Observemos que nessa regifo, denominada "zona de radiagao",

valem os seguintes resultados:

—r

12) 6r e EJ; sao perpendiculares entre sl e a direcao de r (dire-

gao de propagagao da onda), isto €, valem as relagoes:
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? - - A - =

~ T =‘Br_. r = tr.°gr '—' o . (20-35)
22) er e B, estao relacionados da seguinte maneira:

£ = P AT T =L iAE

. crA‘Br, ou (Br S TN,

(a 22 relagi’o e obtida multiplicando vetorlialmente por r ambos os

membros da 12), e portanto E; e ?{; se relaclonsm déste modo:

z“' FO A - — GOA -
. = - :; Ay, ou % = 'ﬁ;r"tr' (20-36)

Relagoes analogas a (20-35) e (20-36) valem para as partes reals

de E;, e 1(1,, isto é, para os campos de radiagao f}; e ‘i.

A existencla dessas ondas gque se propagam a grandes dis-
tanclas e transmitem energla e a base do prosessc de transmissao

de radio e televisao.

20 - 6., Potencia éiada o dipolo oscilante. Para calcular

a gquantidade de energla emitida, por segundo, pelo dipolo oscilan
te, devemos preliminarmente determinar o valor medio do vetor de
Poynting, levando em (20-19) os valores de € e gha grandes dis-
tancias, dados por (20-33) e (20-34), tomanie 79:, = uo':_f;. Mais
simples, porem, sera utilizar uma das reiaf;é’es (20-36), a 12 por

exemplo, para calcular:

-—r * FO a — — FO—‘-—-»*A }lo-‘-aﬁ
trA;ir =< \JT-:"' (raf )k, = € LASEME R \/;' 141 =y

) o o
isto e:
- 1 Fo — 2 -
{8, > =54 H.I°r . (20-37)
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é evj.dente gue se tem, analagamenteg
e —
-—p 1 [u] A
{8,0= E\’T‘_o. ICI.I2 T . (20-371)

De (20-37) sal imedlatamente:

el A
— fo 1 wQIpoArla
<E>-3 - 7,
T7 2 \&, 2 2 .2
(ar) L r
isto e:
Ho u# pg senae
s, >=4 F ., (2038)
2 2
(4m)= ¢ r
o
onde © € ¢ angulo entre r
e E; (Fig. 20-35). Vemos . 8 _
— -~ 8
que <S.> se anula na di v,
recao de 3; e tem valor
maximo na Giregac perpen-
dicular a 3;, iste é, o}
dipolo nao irradia na di- F18, 20-5

regao da propria oscilagao e irradia um méximc de energla na dire-
¢ao perpendicular sz de seu momento. Vemos, alem disso, que <§:>
cresce com a 4% poténcia da velocldade angular e com o quadrado da
amplitude do dipolo, e que nao depende do tempo. Aleém 3isso, nao
ha em meédia acumulacao de energia no espago, o que equivale a dj
zer (Fig. 20~6) que a energia que entra no volume dv atraves da
superficie 8sq ¢ a mesma que sal de &v atraves de 852, sendo 8sq
e 652 porgoes das superficies esféricas, centradas no dipolc, de
raios ry ey correspondentes a um mesmo ﬁhgulo s61ido com vértg

ce no dipolo.
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Calculemos agora a quantidade de energla que atravessa, por se=-
gundo, uma superf{cie esferica

de ralo r, centrada no dipole

(com r>>p,) ou, em outras £a- b, -
lavras, a potencia media ¢ d%’" - by
irradiada pelo dipolo. Aplican ) y
do a éste caso a expressao
(20=-22) e tomando para (3;) o 2
valor dado por (20-38), vira: - Fie. 206
Wom 1 1 Jo 2 T sen® © >
< At >=E > :— Wt pof f - r- sendb d¢
(ar) o 0 0 r
pols © elemento de superficie vale ds = r° gen€ a6 d¢ r. Portan-
t°' Memy 1 Fo w? pg
< " >= = o ) (20-39)

lsto e', a poténcia irradiada nao depende do ralo (para r>A) da
superf.{cie esferica considerada, ¢ que era de se prever, pelas
congideracoes feitas anteriormente (Fig. 20-5). Podemos exprimir

aw ]
o valor de <___e,m> em funjac do valor medio ce Py calculando:
dt

(2> = Cp2 cos? wtd =4 gZ ;

(o}
teremos: :
Wom 2 Fo ¥ pz)
< = = m— - (20-39 ' )
dt 3 4w o

Procuremos agors uma relacac gque ligue o valor medio do ve-
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tor de Poynting z2o0 valor medio da densidade de energia eletromag~
netica irradiada pelo ¢1polo, oem todo o espago. De chrdo com .

(20-20) e (20~21), tem-ses:

dw
em 1 — -y
(—> o (eolf:,.l2 + Po|1ﬁ.|2> 3
mas, de qualquer das relagoes (20-36), podemos tirar:
et %= p (% |2,

e teremos para o valor medio da densidade de energie eletromagné-

év

tica, neste caso:

a

\.Wem 1 - .2 1 - >
< v >—-2- € 16,1 =E_.ﬂ°|fﬂrl . | (20-40)

Usando, por exemrlo, a 22 das relacgoes (20-4Q), ven:

dwem 1 - 5 1 Fo — 2' 1 .
{—=D== 1 W IZ =V g | = |— H 12 | = — |65,
dv 2 2 eo Cq

pols vale a relagao (20-37). Tem-se portesnto, finalmente:
- aw
<3y=(

em
> (20~41)
€. = ¢,F. A interpretegao de (20-41) ¢é a sepuinte: o fly

dv
o 0

xo de energia eletromagnetica que sal de uvma superficie &8s, nop

em gue

mal a diregao r de propagagac da onda. e ipual a enerpgia eletro-
magnetica contida num ¢ilindro de base 8s e eltura h, sende ¢ a

velocldade de propagagao Ja onda emitida pelo 4itpolc.
. . # .
Verifijuemos agora que, no caszo de oanda estac’onaria (dipo
. . oA -
lo oscilante colocado no centro de uma esferz meialica cca, de

raio muito grande), a poténcia irradiada pelo dipolo e nula. Js-
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te & 0 caso jé estudado no parafgrafo (19=4), tomando &= (3= 12‘
(paragrafo 20-5). De (20-30) vemos que a fungao ¥ (r) reduz-se
a fungio real cos kr, e assim, de (20-2%3), tiramos para o poten

cial vetor complexo:

— | Ro cos kr
=z @ — Pg ei"’t —
ar T

e portanto para o vetor indugao magneticza complexo:

— - Ho cos kr
2= rot £ = — i eth rot'i:'o ’
N 4T r
i1sto e:
Fo cog kr+ kr sen kr __
‘B= 10 — el0t ponr. (20-42)

ar . )
Por outro lado, de (20-24) tiramos:

- 1 " | eos kr +kr sen kr
1w eot. = 1w — e1¥ 1ot T, AT
41lr -

"

e portanto, pelo caleulo do rotacional da funcao entre colchetes:

2 1 twt kzr2 cos Kkr -kr sen Kr - cos kr _
= e

po
are o

kzr2 cos kr ~3kr gsen xr~3 cos kr / . __\ .
r-po)

-
r

| (20~43)
Vemos assim que as partes reais das expressoes (20-42) e (20-43)

coincidem com as expressoes (19-16) e (19~17) obtidas no paragra
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: e
Para obter os campos de irradiagao & e B, devemos aban-

donar os termos de ordem de JZ —13 desprezfveis a grandes dig

tanclas em face dos térmos da ordem de % s @ teremos:

2

= 1 k™ cos kr , .

tr = glot rn('i);f\r),
411'60 b o

Ko k sen kr
i — ei“’t
4m : r

Y
T

(—b

poAr) .

Para o calculo do valor medic do vetor de Poynting, ponhamos:

T
T fwt
*, = 1R (r) V%,
sendo:
— 1l Uz A - .. COS kr
Eo(r) = —_—TA (poAr ’
are, c2 b
o
- 1 o - . Sen kr
Ho(r) = —— = P AT .
amr co r

Tem-se entao, por (20~19):

—

<s8>

1R (Eafl*) =

1 = _lwt = ~let]
ZQe E, e "A(-i) Hj e ]-

= 2R (B, ATH) =

isto e, nao ha irradiacao de energia.
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Problemas propostos:

20-2 .

Daca a onda eletr_omag_:_lét_iga_:
E=-£-Eo-c05w(ve}l 2 ~t)+§ B senw (Ve z -t),

onde Eo e'_ constante, caleule o campo ma_gnético e 0 vetor

de Poynting correspondentes (RoMu ).

Dado um meio no qual ¢ =0, ._T-=0, K= },» nas onde a pola
rizagao P ¢ uma dada fungao da Posicao e do tempo, P =

= P(x, ¥s 2, t), mostre .que as equaqSés de Maxwsll podem
ser obtidas corretamente a partir de uma unica fungao ve-

torial Z (o "vetor de Hertz"), satisfazendio as equagoes:

2
s 1 ?Z T
VI TS
c at Q
i
E=rot1'otz-—e—l-",
o
S | 3%
B=rm rot—.
2 ot
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capfruro 21

PROPAGACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS

21 ~ 1. Ondag planag monocrométicas. Seja uma onda propagando-

se num meio material indefinido, na ausencia de cargas e de cor=-
rentes. Diz-se que ela e plana, se 0 campo e fungdo de uma g6

coordenada espacial, X, por exemplo, isto €, se o campo e da for

ma s _
t= 60 f(x’ t)g 'H,='"° f'(x, t)’
em que to e'ﬁ% 530 constantes, em geral complexas. Isto signifi

ca que, em cada instante, o campo assume um valor econstante so-
bre cada plano normal a uma certa diregao (a dire¢ao de propaga~-
950), gue € no caso a direggo do eixo dos x. Em outras palavras,
as frentes de onda da ohda plana (chama-se frente de ondg ac lu-
gar geométrico dos pontos em gue a amplitude do campo tem valor

constante) sao planos rerpendiculares a direcao de propagacao.

»

Uma onda plana e monogromética quando o campo ¢ da forma:
t - to' £(x) %, ﬂ=1f° £1(x) o™t ’
sendo we w' constantes. Verifiquemos inicialmente que w= wr,
De fato, a equagao (19~1C) (III) 4a:

o

ro:)t?= -
Kot
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isto é:
ot rotl?:., I‘(x)] = - 1w}lqc; £i(z) el®'t |

Se no instante t=0 a igualdade e verificada, isto 6, se:

rotfE, 0] = - 1w pf, 21000 (21-1)

[ r . -
ela sera valida em gualquer tempo somente se w = Wt.

Determinemos agora as funcoes f(x) e f£1(x). A eguacao

(20-3) aplicada uo campo eletrico complexo das

o °

e ece a2

36 I;i“’t — cepf(x) — 9% | = 0,
L axf at?

isto é, a equacao diferencial satisfeita nor £(x) e:

ae » ©
— +kf =0, k=wA/E’Tl\=-’
dxz e
cuja solugao e da forma:
1=x -1E5

fxY=hLe  +Be ¢ .,

Fixaremos um gentido de propagaggo da onday tomando pars 9 campo
a solucac particuiar:

?(x,t) '_'—t.o eiw(t-X/c) .

correspondente ao serntido positivo do elxc dos x. A outra solu-
¢ao particular, em t+x/c, corresponderia a2 uma onda plana que se

propagasse no sentido oposto.

Anélogamente, aplicando a equagso {ZC-5) a0 campo magnético

complexo, verificamos que f!'(x) coincide com £(x) @ eseclhendo
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alnda ¢ mesmo sentido de propagacao, tem-se finalmentes

- 'é; glw(t-x/c) . T ‘{f plw(t=x/c)

Em notagao mals compacta, podemos fazer uso do veior de propaga-
cdc K, cujas componentes, neste casn particular, sao (w/e, 0, O)
e cujo sentido e o de proPagat;ao. Teremosg:

| w(t-x/¢c) =wig-kK-7 .
A vantagem desta notag&'o e a sna generalidadey pois com ela po=-
deremos representar uma orda Plana propagando-ge nso necessaria-

mente na direcac x, mas em sy alquer diregzo de versor 1, sendo:

——f

- LTT I
k - ku - -E 11 Y
Uma onda pliana quaiquer pode, entao, ser expressa pelas equajoes:

z- {; ei(wt-x r) T 'Ro e':l(mt-k-r) . (21-2)

Com éstes resultados, em lugar ¢da equagé.'o diferencial (21-1),

podemos pSr:
i g gl :' —
rot (to e'ik‘ﬂ = - lopf e ik 3

desenvolvendo, obtemog:

_I':A co =w}‘“° .
ou ainda:
GAat= f H. (21-3)

Esta equacas mostrs que Os sampos eletrico e magnetico estao em
fase na onda plana que ge bropaga num meio indefinido e portanto,

se 6 for real, ﬂ tambem © sera.

Analogamente, se rertirmos da equagac (19-10) (IV), teremos:

- aF

= £
rot ¥ 3t
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cAf= - W €. (21-4)
Das outras duas equagoes de Maxwell nada poderemos obter de no-

vo. De fato,y da (I) e da (II) tiramos respectivamente:

div et'.'.o e'ik'r')= 0, dind_f,;e'ik'r) =0

»
desenvolvendo, vira:

t.4=0, #H-a=0.
Mas éstes resultados e ainda:
t'ﬂ, =0

decorrem imedlatamente das equagoes (21-3) e (21-4), obtidas a
partir das duas primeiras equagoes de Maxwell. Bles exprimem o
fato de que -E;’, ;f: e U sao ortogonais entre si, formando um trie-
dro na disposicao indicada na Fig.

21-1. Conclui-se assim que, no ca-

s0 de onda plana, o sistema das e- ‘
quagoes de Maxwell e superabundante, i s
sendo independentes apenas duas de=-

las. | Flg. 21-1

Comparemos agora estes resultados com og obtidos no para~-
grafo 20-5, para a onda emitida pelc dipolo eletrico. Vemos que
as equagoes (21-3) e (21-4) sac intelramente analogas as equa-
goes (20-36), o que significa que também os campos eletrico e
magnetico do dipolo na zona de radiagao sdo ortogonais entre si,
bem como a diregao de propagagao T, fato expresso nas relagoes

- —

(20-35), formando portanto os vetores tr’ ‘Rr e r um triedro i~
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dentico 2o da Fig. 21-~1. lembremos, porem, que &s ondas emiti-~
das pelo dipolo sao esfericas, com centro no dipolo (peois o cam
po assumes em cada Instante, valor constaiste para cada vaior
constante de r), e que nelas a amplitude @0 campe nio e constan
te, como na onda plana, mas decresce com a distancia (e propor

cional a 1/r).

Utilizemns agora a relagzo (21-3), por exempln, para, em

lugar das relagoes (21-Z), escrever:

O —- 5 -—P.—"' — e A — -—b.*
=t el@t -ker) ‘u=\/’—:u/\6° ell@t -ker)
e calcular o valor medio dc vetor de Poyating:
-~ 1 - — 1 Pl a T
Greo R EAT; = - B Eadal) ,
» 2 2
Isto e:

> 1 -5 .
<r==-.[z1E12 4, (21-5)
2
e da densidaie media de energia transportada pela onda plana:

aw
em 1l - - 1 = .
<i :>= —e -t +-nll -4,
4

av 4 °c ¢

isto é: N
==e it | =
dv,/, 2

sm virtude de (21-4).

HI 2 (21-€}

AV

Das relagoes (21=5) e (21-6) conclufros finalmente:

aw
1 — 1l — em
EORENVAATALE RV AR TALE E >;;
2 VR b 2 Ve ° dv ’

(21-7)

resultado ja obtido no paragrafo 20-6 para a onda Ge irradiagao



1iz

do dipolo elétrico [equagao (20-41)]. Pode-se demonstrar, alias,

que (21-7) e valida sempre, gqualgquer que seja a onda considerada,

21 - 2. Condicoes ao contorno. Na superffcie de separagac de
dois melos, os campos elétrico e magnético devem semprs satisfa-
zer a certas condiqSES,'as chanadas condiqaes ao contarno, que

decorrem diretamente das equagoes de Maxwell.

A 12 dessas condig¢des e obtida a partir da 2% equagao de
Maxwell: -
div(B: 0 Y
POr DProcesso ldentico a0 utilizado no parégrafo 17«3 vpara o ca-
so estatico, e se exprime:

Aan = 0 . (21-8)

Isto e, a componente normal de B & gempre cont{nua.

A 22 condicao decorre da 32 equagao de Maxwell:

rot t= -« —,
ot

Para obté-la, integremos ambos
os membros desta equacao ac (1) .

X 3 -
longo de um contorno [ retan- sh

ar

gular bastante pequeno, hor- As

(2)

F16. 21=2

mal a superf{cie de separacao
dos mefos (1) e (2) e limitan-
do uma superffcile plana As(com Ah<<AfR) (Fig. 21-2). Teremos:
Jrot?-d_;= Ed£=-J@-d?.
J ot
As r As
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Fazendo agcra Ah tender a zero, g ultima integral se anula, pois
As =+ 0 (& menos gque q@’seja infinito no ponlo ecnciderado)y, e a
28 integrel redur-se a integral de linha 35 campc E.ao longo dos
segmentos Ce comprimento Al., Para A4 suficientemente pegueno,

teremos:
e

-~ - e
e portantc a componente tangencial do campo eletrico ¢ ~ontfnhua:

Act =0, (21-9)

Se_sabre a interface dos dois meicg nao he cargas cyperfi-

ciais nem correntes rficjals, demcnsira-se, por vrocedinentos

ana'logos aos anteriores e a partir das duas outras equar;ses de
Maxwell,; gue a componente normal de ® e a components tangencial

- I el FJ
de # tambem sso ccntfnuas, isto &, que:
A9 =c , (21-10)

A#y = 0. (21-11)

efracao em meios nao

condutores. Quando uma onda piana incide sobre a superficie de
separacac de dois meios transparentes indefinidos, duas outras
ondes planas aparscem, a refletida e a refratada (Fig. 21-3).

Nosso problema sera descrever o sistema constituldo de fuas on-

das planas nro meio (1) ¢ uma onda plana no meio (7).

s g » .
Chanemos €, €1 ¢ 8% aos campos elétricos das ondas inei-

dente, reflatida e refratada, respectivamente. O campc eletri-

* £
co no meio (1), &,, e no meio (2), f.z, valem entao:
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= %; oLlwt - k-?)+ﬁ; eLlwrtK T)
E, =t otlwme-TNTY (5

, »
e 0 campo magnetico sera dado por ex

pressSes anaflogas. Para que as ex-
pressoes (21-12) constituam a solu~ F10, 21-8

95.'0 do problema, é Preciso ajustar as constantes na superf.{cie
de separagao dos dois meios, isto 6, e necessario que as  ex-

pressoes (21-12) satisfacam as condigdes o contdrno.

Aplicando a condig'ad (21-9), teremos:
to i(cut-k s),,_g i(w't-k' 8) _ ,g“ rd 1(0:"1:-1{" s)’ (21-13)
em que s ¢ o raio vet_or de ‘um ponto qualquer da superficie (Fig.
21~4). Fixando um désses pontos

e tomando nele a origem do siste !
[

ma de referencia (isto e, toman m\ ( /.?.
— » i

do 8=0), vira:

—r i - o —tpy —

ﬁo' t ei“’t"'ﬁ;'t ei""t=¢o't ei""“t; / 4 /

se esta relacao e valida no ins- 0 | \un
tante t= 0, isto .é, se:

-tarn | . Fig, 21-4

——h g g — T -

E-t+rtt=2,-%, (21-14)

. -~ . L4 . -, »
entao, para ser valida em gualquer tempo, e necessario que:

W=y ="

Fixando agora o instants inicial, vira de (21-13):

éo-?e"‘k s + 6 -t eik' t -t.eik"'s ;
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se esta relaqab e valida em um dado ponto da superf{cie, que to~
maremos como origem do referencial, isto é, se valer outra vez
(21~14), entao, para ser valida em qualquer ponto da superfiecie,
e necessario que:
K-s=ki.s =kn.3, (21-15)
Suponhamos agorea que'i;'vetor de propagagan da onda inei-
dente, esteja situado no plano xy
(Fig. 21-5). Entao, para umraio
vetor D sobre a superficie, para-
lelo ao eixo dos z, tem=se:

k-p‘-:O,

e as relagdes (21-15) obrigam a

que X' ¢ K" sejam tambem perpsndi

FiQ, 218
culares a p. Isto é, os vetores de propagagao das ondee inciden-

te, refletida e refratada sao complanares. Esta 6 a 12 lei de

Descartes.

Se agora considerarmos um ralo vetor E’sﬁbre a superffcie,

paralelo ao elxo dos x, teremos (Fig. 21-5):

K-gq=KkK'.-Q =k".q ,

isto e:
k sen 6 = kt sen 6t = k" gen 6" , (21-16)
Mas?
k =kt ==,
¢1

em que ¢y € a velocidade de propagagao da onda no meio (1)y e ag-

sim, da 12 das 1gualdades (21416), concluimos que:
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sene = Sen e-"' ..n 9 = B" ) .
isto €, o angulo de incidéncla.s igual ao angulo Ae reflexgo. Eg

ta ¢ a 22 1let de Descartes. .

Por outro lado, como se tem:
k"= =
cs
em que ¢, é a velocidade de propagacao da onda no meio (2), das
igualdades (21-16) tiramos tambem:

gen © sen en

° 2
Isto significa que a razao entre o seno do angulo de incidencia
e 0 seno do angulo de refracao e uma constante que depende dos
meios considerados. Esta € a 32 el de Descartes. A constante
que nela flgura se denomina “{ndice de refragao relative" do meio
(2) em relagac ao meio (1), e se representa por n,qs valendo en-
tao: ey

N, = — ,
21 ¢,

Com esta definicao, a 38 lei-de Descartes ou de Snell se escreve:

send = n,, sen e ., (21-17)

Se o 12 melo for o #;éuo, a constante se denomina "indice de re=-
fragac absoluto" ou simplesmente "indice de refracac’ do meio (2),
e se cdenota rpor D5 Temfse evidentemente que o Indice de refra~
gao do vacuo ¢ igual a 1, e que:

1
n = —
21 n,,

N
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Chamando ¢ a velocidade de propaga¢as da onda no vacuo, tem-se
ainda que o Inaice de refragao de um melo em que a3 onda se pPro-

paga com velocldade ¢ vale:

o JVER
n = e-— . .
C Ve,
isto e:
n = kekm . (21"18)

Como s2 tem semprs c(cog conelui-se gque nYl.

0 valor de n calculado por (21-18) coincide com o medido

' na btica para quase todas as substﬁncias, e isto ¢ mals uma com~
provaggo da validade da teoria de Maxvell. Constituem aparentes
excegOes as substinecias que ja contdém dipolos eletricos, antes
da atuagEo do campo. A igua, por exemplo: sua permeabilidade re
lativa vale aproximadamente 1 e a constante dieletrica 8l; entre
tanto, seu {ndice de refragao ¢ 1igual a 1,3 aproxrimadamente, e
nao VBl = ¢, valor previsto pela teoria. sste rato € explicado
considerendo gue £1 & = constante dieletrisa estitica da Egua
(para campos eststizcs ou de baixa frequensia), e que seu wvalor
decresce a medida Jue aunentz a frequéncia 30 caspe (devifo  a
inercis dos dipolos}. Assim, para campos ce alta frequéhcia O~
mo o da onja luminosa, a constante dielésrica dam dgua cal aproxi

el -~ ”~
madamente a 1,7, o que da boz acoric com a expreriencia.,

21 - 4. Reflexso total. No fendmero da refragav, s facil veri-
ficar de (21-17) nque, yuando n213>1, o angulo de refragac = me-

A Y
nor de gque © angulo fe incldencia, ocorrendo o irvexso quando
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n,.<1 (Fig. 21-6).

21
Mo 12 caso havera

sempre onda refra-

taday qualquer que

(2

a ]

seja o angulo dein Ir;

cidéncia compreen- Pa1<1 !
o 0

dido entre 0” e 90, F16e 21a6

Porem, guanéc o 2%

meio & menos refringente do que o 12 (074 1), ha um valor limite
para o gngulo de incidéncia, acima do qual nao existe onda refra-
tada. Este angulo limite, que denotarenos por L, 6 evidentemente
aquéle para o gual o Qn_gulo de refracgao vale 900, isto e ’ aquéle

que satisfaz a condigao:

-1
— gen L=1 ,

el

cono se conclui de (21v17)._ Para um Engulo de incidencia e>L,
isto ¢, para © satisfazendo a condigdo:
1

—— send >1 ,

=l

nao havera onda refratada. A éste fenameno, verificavel experi-
mentalmente , denomina=-se reflexao total ;s vejamos como e descrito

pela teoria eletromagnética.

Mostirenos inicialmente que, quando n21( le 8>L, k" dado
pela 35 lel de Descartes deixa de ser um numerc real. De fato,
se (s,.5 0, sz) sao as componentes de s (Fig. 21-7), as relagodes

(21-18) nos dao:
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"

k, sx=(k sene)sx=kx Sy

isto e:
L1}

k_ =k send , (21-19)

gsendo portanto real. Orsa,

"
se ky (e conseglientemente

1 - »
k') fosse tambom real, te=-

I‘IB.EOS:

n "

kx =k sen® =nk senen= k sen® ,

onde pusemos:

1 x
n - n —_—— T e
21 .2
¢, k
1sto é, ter{amos:
sen ©
sen 8" = 1,
n

» n »”
o que e absurdo., Logo, ky deve ser um iumero complevo, da forma:

ll_ [}
ky"'kR-j-K-

a e » -~
A 2~ das expressoes (21-12) se escrevera ensao:

tr

> =T, € e

0 que mostra que K é um numero positivo: de fato, se K fosse ne
gativo, a amplitude da onda cresceria exponenclalmente com y, ©
que nao tem sentido rf{sico. Portanto, o campo tende a zero quan

do y cresce, isto &, penetra pouco Lo 22 meio.
Por outro lado, temn-se:

k;z + k"Z - ktla -

g (21-20)

NN
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ora, o ultimo membro dessas relagdes € um nimero realy assim co-
mo 0 12 teruo do 12 membro: isso obriga a cue k;? seja tm numero
real ou imaginério puro; como nhao pode ser real, pelo que vimos,
segue~se que: |

g = 0 -—r'ky = - ik, (21~21)
Vira entdo finalmente para o campo elétrico:

T - i(wt -k x)
t: &o e-kye H 3

iste €, havera no 2% meio uma onds plana propaganco-se na dire-
950 Xy, cuja amplitude decresce éxponencialmente com y: nao have-
ra transmissdo de energia para o 22 meio. A exlstencia dessa on
da tangencial pode zer experimentalmente verificada com o dispo-
sitivo apresentado na Fig. 21-8,

em que um prisma de reflexao to-

tal (L<4a5°) tangencie a superfi

e

cie curva de ume lente plano=-con .n\\\‘

vexa. HEntre o prisma e a lente
existe uma camadas de ar cuja es~-

pPessura cresce com o afzstamento

FlG, 21-8

do ponto de tangeneia. Euergira
da face plana da lente uma onda cuja intensidade decresce expo

LY
nencialmente a medida em que cresce a espeseura da camada de ar.

Para celcular o valor dc K, tiremos de (21-20) e (21-21):

kx =K~ =~ (21-22)

- -
equacao que sera satisfeita pelos valores:
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W
1& ="c"2-0h&’

w
K= o Sho.
zZ
Usando (z1-19), encontramos entao para «:
¢z
&= gh o sen® ,
1

© que deteraina K em funcio de 1y cp € 8,

De (21-19) & (21-22) tambem tiramos:

]

senze 1l

K - w - ——
2 2

°1 ¢

2l - 5. Qudas blanag pclarizadas. Férmulas de Fresnel. Diz-ge

que uma onca e linearmente polarizada, quando o vetor ele;trico

tem sempre a mesma diregac; de qualquer das relacdes (21-3) e
(21-a) ccsm:lufmos que tambem o vetcr magnético vibra sempre na
mesma Giregao, normal a direcao de E, Qualquer onda plana pode
ser decomposts em duas ondas linearmente polarizadas: uma em que
?' esta contido no
plano de incidéncia,

—

>
outra em que & &

F.
normal a eie (Fig.

21-9). Coneclui-se

das condigoes ao con

. R
torno que a polari- Fig. 21-9

zagao das ondas rc-
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fletida e refratada e a mesma que a da onda incidente. Estudemos

agora os dois cagos separadamente.

Cago A. A continuidade da componente tangencial de 'é' desdobra~se

en duas condigb'esr uma 4 Bbviamente satisfelita,

-~ -b -"u -
b -ty + Ly ot i
a outra, expressa pela equagao:
E,(6-8,) + £ (8%, = ¢, (8"F,) ,

—

em que é, et e e sao os versores dos campos elétricOS. A condi-
¢ao (21-10), de continuidade da componente normal de ©, dars:

Ay f,A - n A
Das duas ultimas relacoes tiramos:

LA | 4
(€, - €4) cos@=E_ coson |,
Cl(6°+ C;') sen 6 = CZ f:; sen 9" ,

Estas duas equages sao suficientes para a resolucao do problema;

de fato, ¢ facil verificar que as condigoes ao contorno (21-8) e

(21-11) conduzem a equagoes equivalentes. Resolvendo 0 sistena,

obtemos: "
ﬁo 2‘-‘1 sen O cos®
&o _61 send cos 8" + 92 cos© send" ’
(21=-23)
?5; (-:2 cosO gend" - € send cos O"
fo Cl senbd cosd" + 62 cos 6 sen " )

A ~
Lembrando agora que; para a maioria das substancias nao conduto-

ras,; tem=-se Hy~ Ho~pge
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sen 6 cq ¥ ia
genot® 21 ©p €M €1

e levando éste resultado nas relagSes {21-23), vira finalmente:
H

f:o 2 cos® send®
N = ) (21-24)
o/A sen(6+ 0") cos(6~- 0")
)
613 cos(8+6") sen(0-8")
— = . (21-25)
€ /a sen(9+0") cog(6-6")

Observemos quey de (21-3%), poderemos tirar:

#e ot f, &
Lg% il

Calculemos agora os goeficlentes de reflexao g de transmis-
gao atraves da superficie de separacdo dos dois metos. Da Fig.
21-10, vemos que o fluxo da onda |
incidente (refletila, refratada),
atraves de uma area unitaria deg

sa superffcle, € o mesmo cue a-

traves de As = cos® (As! = cos © ’

As'" = cog® "), vaiendo portantc,

para cada onda, relativamente a y

y £l
mesma area (unitaria): G 20~10

- "
Ad = <S> cos8, A’ =<5Ycos0 ,Ad ={38" coso™
Chamando coeficiente de reflexao P & fracao de energia incidente

que e refletida e ¢ a fragao que e transmitida, tem-se evidente-

mente:
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{8'> cos® _ <s™

P73 cose. <55
{8">cos O"
8> 605 e ’
como:
aw
en 1 : 1.
{8>= c< ~ Y==~celE |2 ==¢ 1,12 ,
dv 2 ° 2 H %o
‘sague-se que:
{
& 12
P2 |
t’o
"
tg® go lz
e B ’
tgo | Co
pois:
¢, €, cos @™ cos 8" sen€ cogB"

|

el co0s 6 sen 8" cog &

cl cl ¢c0s O

Levando nas expressoes de p e ¢ os valores dados por (21-24) e

(21-25),_v1r5 finaglmente: 2,
tg-(e-oen)
Pa =

> (21-26)
tg2(6+9")

sen{20) sen(zo")
sena( 0+e" ) cosa( a-en)

Verifica-se facilmente que o princfpio da conservscao da energia

é va'lido, isto 6, que: -
Pr*H=1.

Isso indica que o fluxo de energia refletida somaco ao fluxo de e-
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nergla incidente.

Cago B. Das equacoes (21-3) e (21-4) conclufmos que o casec B

—p

A ——t i,
reduz-se 20 caso A, se substituirmos &, por £, ¥, por - &, e

€ por p. Teremos, em vez de (21-23):

’ﬁ; P, cos6 send” - J, sen® cos®"

T ’
2o F, sen@ cos " + Fo cos 8 sen 6"

n )
#o 2 Ry sen® cos®

¥o Fq sen6 cose" + R, cos@ senO" ’

como g Fz"’"f‘o’ vire:

ﬂo) sen(6-9")
3

21-28)
ﬁo sen(o+0m) ( 5
‘“'c sen(29)
-x-'- = . (21-29)
o /B sen(6+8")

Ora, Jé vimos que:
1
<S>=E cp !”c,'a ’
e assim:
i
1"o

¥o

1t . m?l 2 . ﬂ" 2
z cog 8" <5 cos 6" “2f2 2 sen{(28") ) {
cos8 <3 cos © el Ho | )

sen{26)

Levando nas expressoes de p e T os valores dados por (21-28) e

(21-29), vira finalmente:
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_senz( 0=9" )
Pg = > ] (21-30)
sen“(o+e" )
sen(20) sen(26")
Ty = . (21-31)
sena( o+6" )

Verifica~-se, ainda aqui, que:
Pp+Tp =1 .
Mostremos agora que, na reflexao total:

PA=PB=1—*8A=%=O‘

» ~
Ja vimos que a relagao:

s0 podera ser satisfelta, quando n<{1l e 8> L, se 0" for complexo.
Ponhamos
© =a+1b,
e teremos:
sen ©" = sen a cos{ib) +cos a sen(ib).
Ora, b

cos(idb)

Chb’

sen(idb) = 1
portanto:
sen®" = gen a eh b + L cos ashb .
Mas sen 8" ¢ um numero real (por ser igual a g%,_e_)’ o gue obri-

ga:
cos a =0 =———p g =

AV |
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isto é, 8" & Ga forme:
er =% +1q¢, (21-32)
- sendo: '
sen ©" = che.
Ve jamos agora cuais os valores arsrmicos por p, 2 pg N2 re=

flexao total. De (21-25) e (21-32) tirsmos:

tg(e"' - i"’)_ ctg(e-1¢) 18

- = a A
N 3
tg (e + + 1‘p) ctg(e + j.vl

=1 | ol

nblm.
ol o=

por ser a relagao entre dols numeros compleros conjvgados. Portan

t, 2

(s ]
— =1 .
E'O

to:

De (21-28) e (21-32) tiramcos tambem:

: I
ty  sen(0-%-1) o1 18y

i— - - - = e 3
e sen (e +-’25 + 1tp) cos(8+ 1¢)
isto e: :
'llo 2
pB = -#-; = 1 -

0 estudo da polarizagé.'o da luz, na Stica Ffsica, prevé 8 e=
xisténcia de um vetor vibrante normal i direcao 2o propagecio da
onda (vetor ¢z Tresnel). Mas como definir seu pleno de vibragao®
A experieéncia demonstra que, quandc lvz nao polarizada incide 80
bre a interface de dois meios num angulo particular (angulo de
incidéncia de Brewster, para o qual 8 +6" = 60°), a luz refleti-

dada saira linearmente polarizade. Neste caso, convenclonou-se
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. - . - A 1 - N .
diger gue’o plano de polarizacao da luz & o plano ée incidencia.
. R ’ B P . . ~ X A
Veremos:como a feoria =lzcromagnetica esimlica egsas fenomenos e
mostra que. ¢ vetor vibrante de Frecnel.cchucide com o vetor cam

po eletrico.

Sey aa loeiddncla de Drewster, 3 umd ~afa fncldinte n&s p
lawtzada corresponde uma cnda refletidaliinearmsnts wnlarizada,
iﬁho-SIggifiéd que wss das componentes da onda inciderte sefra-
' ta-se totalmente. Qual Jelzy ? Examineros geparedaments os of

s0s A e B.

Cago B - Para qua ngo wzja onda refletida, ¢ r..essario gue P

dadc por f:l-BO), sejc. ™o, o que obrigavﬁ 6 =8a" =0 (1nc1d$n~

san( g - "

cle normal), tornando-se indeterminada a relagao cen(er o ..Pa.

ra-levantar & indeteruinacdo, conslderemos que, rara angulos

maito proximos de zsro, podemos pSr sen o= oy O que daras

pE = ) s

9+ gn n+ 1

pa.ﬂ;g'-—iﬁ;::'fﬂ.’e'“.. Entao, para qualquer n A1 nunea se nodera ter
Pg = Oy & portanto ten mesne a incideneis pormal corresponde &
NS e, BB £ A wartzads povgendlot

; ) P .
larmente a0 plano de incidancia.

£250 A. Nasve casn, Jsveremos ter Py = OP'a,'cOmo se coneclud
de (21-76), este condicio so podaré ser sétisfeita se 8= 8" (re
caindo-se nc caso anterior), ou se:

tg(e+6n) = @ ~—> 8+8" = 907,

Mas esta e exatansnte a condigao de incidencia de Brewster, em
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que o ralo refratado e perpendi-~
cular a diregao de raio refle-
tido (havera ralo refletido se
a luz incidente nao for polariza

da). Verifica=-se, portanto, a

incidencia de Brewster no caso A,

em que o vetor campo elétrico eg

ta no plano de incidencia (Fig.

FiG. 21-11

21-11). Isso nos permite a iden

tificagaoc Ao vetor de Freshel com © vetor campo eletrico.

As formulas (21-26), (21-27), (21-30) e (21-31), obtidas a-
qui a partir das equagbes de Maxwell, ja eram conhecidas na Cti-
ca Fisica como "formulas de Fresnel%, nos nelios dieletricos. A
teoria eletroﬁagnética tambem permite 2 obtenggo das formulas de

Fresnel para os melos condutorss.

Estudsmos agora a guestac da diferenca de fase entre ﬁs on-
das refletida ou refratada, e & cnda incidente. Chamemos At, A",
Bt e B"aos 2%° membros das relagoes (21-24), (21-25), (21-28) e
(21-29); ponhamos ainda:

ie, i
fb = E, e i ﬁo =H e B

i¢ - 1e
C; = E; e A ﬂ; = Hé e B

iy, ' v e
fﬁ = E; e “ ﬂ; = HL e B

em q’IJ.B aS constmtes reais EO’ L Ho, LR | (PA, vo ey ‘PB’ *aw

-~ ] -~
sa0 todas positivas. Teremos entao:
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é' El 1((Pl -".P )
-—9 = Al = —9. A A
o Eo ©
&n _n 1("!1 @)
_2 - H = —-o.- A'- A’
. A Eo e (
| 21'33)
#o ot o 1(¢g - ¢5)
o Hy ©
%, e By 1(0g =)
30 B ) Ho i ?

em gue Os argumentos das exponencials representam as diferencas
de fase entre as ondas refletida ou refratada, e a onda inciden
- te, nos casos A e B. Como A'y A", Bt, B" sao numeros reais (a
ngo ser no caso de reflexao total, exclufGo desta discussao), as
exponencials sao tambem reais, so podendo portanto agsumir o3 va
lores +1 {quando o argumente & muitiplo de 2r)y ou =1 {quando o
argumento ¢ multiplo fmpar de w): no 12 caso, as ondas refleti-
da ou refratada e & onds incidente estarao em fase; no 22 caso,
havera entre elas uma diference de fase isual a 7. A anslise
das relagoes (21-33), levando-se em conta as expressdes de A .

Py L [
A", Bty B", conduz entao sc segulntes corclusoes:

4
I) a onda refratada ests sempre em fase com 2 onda in~idente.

De fato, A" e B" sao sempre positivos. qualquer que seja n.

II) (a) sz 2> 1 — 66", havera uma diferenca de fase igual a
T entre a onda refletida e a incidente no caso By e no ca-
$0 A se B+6" ) %; elas estarao em fase no caso A se 8+ 6" (%.
(b) se n<1 — ©8<0O", havera uma diferenca de fase entre a

onda refletida e & incidente nc zaso i se 6+9"<%; e elas
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estarao em fase no caso B, e no caso A se 6+ 6"> %

* ¥ ¥

Problemas propogtog:

21-1,

A Terra recebe do Sol cérca de 1300 W/mz de energla ra-
diante. Admitindo qué essa energia se transmite em for
ma de onda monocromatica polarizada, e admitindo ineci-
déncia normal, calcule as amplitudes dos campos elétri~

co e magnético da luz solar (R.M.).

2l-2. Dada uma onda plana caracterizada por Ex e Hy, propagan

21"3-

21-4.

do-se na diregao positiva do eixc dos zy mostre que se
pode tomar o potenclal escalar ¢= 0, e encontre um va-
lor poss.{vel para ¢ potencial vetor A Certifique=~se

de que a condigao de Lorentz e satisfeita (R.M.).

(a) Admitindo que py =f,= g . e usandc a lal de Snell
Descartes (21~17), reescreva as equacoes (21-23) em
termos dos {ndices de refracac e de 9; em outras pala-
vras, elimine 6" das equagoez. (b} Use os resultados
encontrados para discutir a reflexac e a transmissao na
interface de dois dleletricos, no caso em que n,<n, e

sen 9= nz/‘nl (R.M.).

Un feixe de luz monocromatica (frequencia w) incide no
vacuo perpendicularmente a uma camada de indice de refra
gao n = /a—oa 4 espessura da camada ¢ igual a d. Cal-
cule o ecoeficlente de reflexac como funcac de 4 e de n
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(Sugestﬁo: admita duas ondas propagando-se em sentidos ow

postos dentro da camada) (R.M.).
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capfroro 22

ABSORCAO DE ENERGIA ELETROMAGNATICA

22 - 1. Egpalhamento. Seja uma onda plaﬁa propagando-gse na di
re¢ao U, linearmente polarizada ns diregao z, e suponhamos que
ela atinge um atomo cujo nueleo tenha carga e. 0 atomo se cong
tituira num dipolo, que descreveremos como umsa carga positiva

fixa na drigem, e uma éarga negativa que pode mover-se numa dire-
gdo T qualquer (Fig. 22-1). .
Sabemos que, sé meéa mas- }

b - o~
sa do eléfron, entao a for-~

KLY
1:;

ga que atua sobre éle vale: | eﬁ/

aer ., , aF ] .
——Z gl - Kr = A - 3 '
a2 at

(22-1)

onde o 12 termo 4o wultimo

F=m

Fidy e2=1
FY R
membro representa a forga g

letrica de restauragao, e o 32 térmo_a farqa de reaqgo viscosaj;
a forga magnetica e desprezivel neste caso porque a velocidade

- F . . . .3
do eletron e pequena. Poremos por conveniencias

A= mg o
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em que W, € a frequéncia angular prdpria do eldtron.
A f3rqa de resistencia viscosa compoe-se de 2 termos:

I) forga devida a colisdes entre atomos: g = g, independente
da velocidade.

II) forga de reagao da radiagao sobre o eletron, que desiznare-
mos por'ﬁh(v.'ﬁhtroduqio a teoria atomica da maté&ia“.de J.

Leite Lopes, cap. V, par. V, 5), e que é da forma:

. aF
R = _a ——.
at>

Esta forga acarreta um descréscimo na amplitude de oscilagao do
elétron, e interpreta o fato de que, ao emitir energia, © ele-
tron perde energia. Como o movimento € gnase~periddico (lsto o)
a perda de energla por perfodo é muito pequena em comparagib com
a energia inicial do elétron), podemos admitir gue a equacgao
(22-1), na auséncia do campo eletrico:

& -

m—— + Kr = g dr
at®

€, em primeira aproximacao, substitufvel pela equagao do oscila

dor puro:
%
m— + Kra0 ’
dte
que da:
a5 x_
—3-'—r=-w°r .
dta m

Isto é, em segunda aproximacgac, tem-se:
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- ar
R=-am§-—',

at
e portanto:

_ 2
B =g, *aw, .

Chamando & ao versor do campo elétrico, tem-se:

—

E = E(0, t) e ,
(porque Eé s+ por hipotese, uniforme, nao dependendo de -;), e pa
- . —
ra as oscilagoes forgadas (em presenga do campo E):

— F Y

r = ze .,

“Assim sendo, a equagao (22-1) se escreve:.

dzz dz 2 e
_..-pg——-i-moz:--—E, (22=2)
dtz at m

Em notagao complexa, ponhamos:

t=Eo o1Vt - te, z=gz elWt-9) .,  lut

em que w & a frequéncia angular do campo, e ¢ a2 diferenca de fa

se entre a oscllagao do campo e a do eletron. A equagao (22~2)

F -~
assumira entao a forma:

— +g—+wEz=-- ¢,

2

a%z az
O

at? dt

Hlo

Desenvolvendo, vem:
-19{, 2 2 _ 8
z, e l:(wo- )+1wg]—-m303

isto e:
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e
“1¢ “n
Zo = zo e = > ’
Wy - w2+ lwg
sendo:
z=’RoZ=z° cos{wt + ¢) ,
onde, portanto: 2.
gw (go-'-awo;
tgy = > = ’ (22-3)
- L
e
“m Fo
z, = . (P2-4)

Isto ¢, o eletron oscils na diregao Ao eixo dos z, com & frequén
cla w da onda incidente, e com um =trazoe de fase ¢y dado vpor
(22=3), em relagao ao campo eletrico, sendo a amplitude de sua

oscilagao proporcional a amplitude do campo elétrico. Vemos ain
da de (22-4) que & amplitude do movimento do eletron sera maxi-
ma quando a frequgncia da onda incidente coincidir com a fre~

quencia propria do eletron (ressonancia ),

0 dipolo oscilante, formade em consequéncia da onda plana
incidente, ira, por sua vez, irradiar em todas as diregoes; e eg
sa onda "espalhada' ira sobrepor=-se, em todo o espago, a onda
plana praviamente existente. Para o caleulo da energla irrsdia-
da pelo dipolo e da segao de choque de espalhamento, determine-
mos inicialmente o momento dipolar:

P==-ez2 = =cez cogflws «¢) H]

o
ou, em forma complexa:s
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wﬁ -wz +igw

Aplicando (20-393), que da a poténcia media emitida pelo dipolo

eletrico, estudado no capftulo anterior, teremos:

pois:

Sendo z, dado por (22-4), vira:

< dwesp 1 2 e? <Smc>
—— 3 S — — ) ’
dt 6 € czma (‘*’g' - )2 + g2‘,‘,2

onde:

¢ ¢ E

o

<Sinc > =

e a intensidade media da luz incidente. A segao de choque de eg

VI

palhamento (razao entre a Intensidade da onda espalhada e a da

onda incidente) valera entao:

1 et o
O = e ’
b egmzc«; (ws_ m2)2+ gawz
"O - Foeo - 1 » 2
pols = = =2 T T2 3° Se admitirmos que a carga do eletron e su
o ce ,
perficial, eoque suaoenergia de repouso e de origem puramente e~
1etromagn5tica, teremos: 2
e
mc2 =

’
Bveor o
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o que dara para To (ralo do eletron):

el

2
8re, me
levando este resultado na expressgo de o, teremos finaimente:
w? 2
oc== (rrs) (22-6)
3

(2-P)2 s 32

# ~ »
a ares da sec¢ao equatorial do ejetron.

2
sendo T,

Consgideremcs agora 3 casos importantes:

12) Egpalhamento de Rayleligh - Ocorre quando & frequéncla da

onda incidente ¢ muito menor do que & frequéncia propria do ato

mo difusor, isto ¢, quando se tem:

2
z2 Tro
% Wy

isto €, a segao de choque & proporcional a 42 potencis da fre-

qusncia angular da onda incidente. Lcrd Rayleigh encoﬁtrou esta
formula ao tentar descobrir uma explieagso para a 20r do ceu. E-
la se aplica, de fato, a este casos porque a frequéncia da luz
visfvel e muito inferior as frequéncias proprias Gos atomos da at
mosfera (as quais sao diversas, na realidade, mas todas na falxa
do ultra-violeta). Assim & que as luzes azul e violeta, sendo as

de maior frequéncia do espectro, sac as mals espalhadas, deter~



139

minando a cor do ceu
durante o dia. Ja no
nascente e no poente, eel s plow
por ser mais espesss

a camada atmosferica
Atmosfera ]r 85
atravessada pela luz W%Mw
/
- solar (Fig., 22=-2), o

Fid, 20ec

azul € espalhado qua

se completamente, e

s6 as luges da éama do vermelho atingem o observador.

22) Espalhamento de Thogﬁgono Ocorre quando se tem:

6] ‘?}(&JO ©

Neste caso, a expressa2o {22-6) reduz~se a:

22
O 2 —— 'ﬂTg 3
>

{formla de Thompson’, istoc 5, a secgao de chogque e independente
da frequénciao O fenomeno ¢ observado na incidéncia de rajos X
aobre a maior parte das substﬁncias, ou de rajcs ultra-violetas
sobre algumas substﬁncias, cujos atomos tem suas frequgncias ca

cacter{sticas préximas do vermelho.

32) Egpalhamento de ressonancia (fluorescéncia) = Ocorre quando

se tem:
w:uwo-

Pode ser observado colocando=se vapor de sodio nas proximidades
de uma fonte de 1uz de sédio; o vapor iluminado por esta fonte

ficara excepcionalmente brilhante (fluorescente).
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De (22-6) vemos que neste caso o admite um maximo agudo para
W= Wy da ordem de (wg/gz) rg»l, caindo ra‘;pidamente para valo-

res menores e maiores do que w, (Fig. 22-3).

0 fenomeno da ressonﬁncia,
observavel experimentalmente, e /%ﬂ("ﬁ);
mais uma confirmac¢ao da nature-
za eletromagnética da luz. Tam=

bem 0 € o fato de que, conforme

se verifica ainda experimental- o et

mente, o dipole nao emite radia Fioe 223

gao na direcao de seu momento (que & a diregdo do vetor vibrante
dé Fresnel), emitindo um maximo de energia na diregao que lhe e
ortogonal. A teoria eletromagnética conduz exatamente ao mesmo
resultado, como vimos no parégrafo 20=-6, ficando mais uma vez i-

dentificados o vetor de Fresnel e o vetor campo elétrico.

22 ~ 2. Absorcao e dispersao nog gages. No paragrafo anterior,

estudamos o efeito produzido por uma onda eletromagnética Inci-

dindo sobre um atomo isolado. Sabemos, entretanto, que na mate-
ria nao ha atomos isolados, e que portanto foi desprezado impli-
citamente o efelto produzido, sObre o atomo estudado, pelo cam~
po resultante da polarizagao Gos Atomos mals proximos. Esta apro
ximacao nao e valida para solidos ou lfquidos, em que os atomos
interagem fortemente. Mas pode ser corretamente empregada no ca
20 dos gases, em que as interagGes atomicas sao desprezfvels, e
1sso justifica a limitagio dos exemplos apresentados no parigra-

fo anterior, referentes exclusivamente a gases. Veremosg entao
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como se comporta um gas na sua totalidade, em presenca de ra-

diagoes eletromagneticas.

Se uma onda polarizada atravessa um gas, cada atomo se

constituirs num dipolo, de momentos

I-Jh= p e ’
em que € & o versor do campo elétrico. O gas podera ser cons-
titufdo de atomos de diferentes tipos, ou de stomos de um mes-
mo tipo, mas com diversas frequéncias caracter{sticas. Chame-
mos Nr ao numero de atomos ,. por unidade de volume, que oOscllam
com a mesma frequéncia caracter{stica wr(r =1y 2 ..., abrangen
do todo o espectro de emissao do gas). A teoria quéntica deter

mina precisamente o valor da fragao:

em que ¥ € o numero total de atomos do gas. O momento dipolar
total do gas, em forma complexa, sera entao, em virtude de
(22-8) e (13-9),

P=2 N, E =¢ x E, (22-7)

T 2 2 e
wr-w -ﬂ-igrw

sendo B = R ®, 4 constante {complexa, de proporcionalidade en
tre G_:’. e _ﬁ: que fizemos igual a €5 X! estara ligada so {ndice
de refragao complexo . [por analogia com (13-~10)] pela formula:

2 _
re=1+x

(pois n°“ =k k ~% ). Sendo |%.|<<1’ podemos por:
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J/’e_-«1+%-xe=n-iK. (22-8)

Suponhamos agora que a onda se propaga na direcao do eixo

dos xy no sentido positivo; entao o campo elétrico no interior

do gas e da forma: (wt fwx)
E=R £ o
isto e:
— -K;— iG}t- ‘)
= Re &o e

@ portanto a amplitude da onda ira diminuindo progressivamente a
medida que ela for penetrando no interior do gas (pois K >0, co-
mo veremos). A éste fendmeno se denomina abgor¢ao. Se admitir-
mos que o gas esta contido num volume limitado por duas superff-

cies planas or=-

togonais a0 ei- .
view | o . view .
x0 dos xy Dpasg- 1 2 -
sando pelos pon
fos x=x; e x = /\ﬂ/\/\n ANANANNA
“xp (Flee 2240), g elt) |, oo ot E) [, o ufod)
entao a amplity
de | £ | da onda FIC. 204
valera nas 3 re
giaés:
rEo rog PIOX (vacuo)
1€l = <E, Bw we o Xy <x(x, (gas)
r2H p
E, e ° yx>x;, (vacuo)
.
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,
Isto 6, a onda salra da camada gasosa com um decrescimo exponen-

clal de amplitude, tanto malor quanto mais espessa £Oor a camada.

De (22~7) e (22-8) tiramos:

ez/me
n=1+-£m (wf-oz), (22-9)
2 r ((OZ (dz) +gr
oz/meb
K =w Z g, N, 0. (22-10)

( 2 _ ) +g§ 2

A férmula (22-9) define o fndice de refracio andmalo, assim cha
mado porque depende da frequéncia da onda incldente; se esta £or
policromética, cada componente tera no meio sus velocidade e sua
diregao de propagagao particulares: a éste fendmeno se denomina
dispersao. i constante ZKtho, com K dado por (22-~10) e que
tambem depende da frequéncia, se denomina coeficiente de absor=
S80.

A Fig. 22-5 mostra o
comportamento de n e K em

zona de

fungao da frequencia w da ‘::$5° :

onda inecidente. 0 trecho | | N, Sy

assinalado no grafico de

de dispersao normal, em

que n cresce guando w @o

n corresponde a uma zona l

I
|
|
|
L

Cresce, e na qual se ver_j__ FiGe 22=5

fica pequena absorg¢ao. Na
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regiac do visfvel, o desvio angular cresce do vermelho para o

violeta, e o0 espectro da luz branca assume © aspecto hablitual,

Os picos do grafico de K indicam as regides de dispersao
anomala (ressonancia), estando a largura desses picos 1igada
ao valor de Bpe As substancias em que a ressonancia se veri-
fica na regiao do vis{vel exibem o espectro invertido (do vio
leta para o vermelho), donde a denominaqgo atribufda ao fend-

meno .

Os fatos que acabam de ser examinados vieram confirmar,
com fundamentos indiscutfveis, -] hipétese de Maxwell sobre a

natureza eletromagnética da luz.

* % %

Problema proposto:

22-1. Prove que, no caso de dispersao anomala em gases, 0s va=-
lores maximo e m{nimo de n ocorrem nas posicGes em que o
coeficlente de absorgao alcanga a metade de seu valor mg
ximo. Obtenha a relagac entre g, © & mela largura da

banda de absorgao. Admita g/ w K1 (S.F.),

* ¥ %



