MONOGRAFIAS DE FfsIca
XV

ONDAS ELETROMAGNETICAS I

Propagagao em Melos Homogeneos e Isotropicos
Reflexao e Refragao

por

H. M. Nussenzveig

CENTRO. BRASILEIRO DE PESQUISAS FfSIcAS
Av. Wenceslau Brasz, 71
" RIO DE JANEIRO
1963

. OE¥Ys: BRALANS ©F
[ I Z S




- fNDICE

INTRODUGKO ..ttl.....lo.t.td..Oac....-oto..eioco.eoo.locn

CﬁPngLO l- PROPA%AQKO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS EMMEIOS
HOMOGENEOS E ISQIR

1.1. Equagoes Bagicas da Teoria Eletromagnetica ...cseves
l-l(a)o As Equagges de ngwell 10880 PIRRESIBRIRBSISIEERIEILSY
(b). As Equagogs Constitufivas c..scvecvcccescncescene
(C)o As Condiqoes de CONLOTND wesasessoconcscsnscsssser
(d). O Balanco de Energla cc.cececescsncccsccncsnsonss
(e). O Vetor de Poynting COompleXO eccesvescsscsscoccns

PICOS ....o.ot.0.0000..,&..!..3&...0.0

o =t
L

2. Propagacao_de Ondas em Mei%s Transparentes ...cceces
2(a). A Equagao de Ondgs e o Indice de Refragao s.ec...
.2(b). Ondas Eletromagneticag Planas ceeeesergeesesscccs
2({¢). Ondas Planas Monocromaticas. Polarizagao «.......

. Propagacao Num Meio ,COndutor e...eseessececveoscccs
a)o A Equ%gao dO Telegrafo SrasesesssrBsesesegeasEE S
{(b). Solugoes Monocromaticas. fndice de Refragao Com=-

lexo ooo-ocoo-to---ocoto.(.o.-aooon-gooceoucoanaooto--oo
»

(C)o Efeito Pelicular PP e e ar e S e T N NN AR R N R R N R AR

s b
»

T
»
\HNVHAN

.%(d). Teoria do Efeito Peliculalr «cieceoccecccscscscecns

3
3
.4. Nogoes sobre Supercondutividade ceeeccsecccscnsrecne
.4(a). 0 Efeito Meissner-Ochsenfeld sceccecavscscccsccscs
.4(b)0 As Equaqges de London ..,....l'.ﬂ.............'..
l.a(¢). Penetracao do Campo Magnetico Num Supercondutor .
1.4{d). As Correntes Persistentes ......scccevocscovescss

APENDICE 1A - A EQUAGAO DE ONDAS UNIDIMENSIONAL ceceesves
APENDICE 1B - SERIE E INTEGRAL DE FOURIER .eccsccascccons

CAPfTULO II - REFLEXEO E REFRAGKO I E R EREEEE RN NN NN A
2.1, Dois Meios Transparentes ..cscecssgrcvascanncenncccs
2.1(a). As Lgis da Reflexao e da Refragad cecesescesvecess
aol(b)n As Formulas de Fresnel P T Y L R E R R R
Reflexivid&de - Transm1381v1dade sososesosTERERSEE
Polarigzagao por Reflexa0 c..cesscescccvcccsrncnes
Reflexao_rotal ...0.0IG"0......I...OO.....O..O.I.
Penetracao da Luz go Meio Menos Denso .cc.c.see..
. Produgao de Luz Elipticamente ou Circularmente Po

—
izada ...O......-......0.......I.0.0.0’..G.C..O".O...‘.

P

® &

” & & &

(e)
(a)
(e)
(£)
(g)

= N N NI Y
[ ]
H O e

P e

(a). Incidgncia Perpendicular .c.secesssescccccssonsons
(b)- Incidencia Obl QA scssscesssnssnsscnscsransrnrens

NI'.\JN
PN

* * ¥

L) Reflax;oAMeta’lica 0.!.9.'..O..'.0......'....‘.0......

126
135
la4
152
155

161
164

169



INTRODUCAO

A teoria eletromagnetica da luz, que estudaremos neste cu;so,foi
proposta por Haxwell,'h§ cérqg_ge um seculo, A maioria dos fenomenos oti
cos de gue trataremos, no entantd} jé era conhecida muito antes dessa epQ

ca.

A lei da reflexao e o fenomeno da refraqao eram conhecidos dos
antigos gregos (Euclides, Arquimedes) As teorias da visao e da natureza
da luz atribufam aos objetOS vis{veis uma especie de radioatividade, admi
tindo que a 1magem desses objetos era por eles projetada como uma membrg
na, reproduzindoc exatamente a forma do objeto e conservando-a ate atingir
a vista. Segundo outras teorias, os ralos luminosos seriam emitidos pelo

8lho e refletidos pelos objetos.

.t -

A lei da refragao fol descoberta experimentalmente por Snell em
1621 e oS primeiros fenomenos de interferencia, as cores de laminas delga
das, por Boyle e HookeL A existencia da difragao fol primeiro verificada
por Grimaldi, que observou desvios da prOpagagao retilfnea e a penetragao
da luz na regiao da sombra geometrica de um . objeto con cantos agudos,fq:
mando franjas coloridas (1665) Em 1666, Newton descobriu a decomposigao
espectral da luz branca pelo prisma. A "estranha e maravilhosa“_(como e-
ra chamada naquela época) dupla. refra§§o do espato da Islandia (eristal
de CaCO ) fol obgervada por Bartholinns (1669) -Eﬁ 1675, Romer descobriﬁ

que a luz se propaga com velocidade finita e mediu essa velocldade, a pa;

tir de observaqogs de eclipses dos,satelites de aniter.

Os prineipais fepamenos oticos jé eram, portanto, pelo menos qu;

. . : .
litativamente conhecldos quando foram elaboradas as duas teorias rivais 5o
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bre a natureza da luz: a teoria ondul&téfia, apresentada por Huygens em

seu "Tratado sobre a Luz" (1690) e a teoria corpuscular, desenvolvida na

"6t1ca” de Newton (1704).

Cada uma dessas teorias pérmitia explicar um Qerto ﬁﬁhero de fa-
nSmenos, mas encontrava dificuldades na explicagio de-outroé. Aésim, pdr'
exemplo, a prOpagaqio retilinea da Iluz se explicava facilmente pela teo-
ria corpuscular. Entreﬁanto, parecia diffcil ekplici-la pela feoria ondyu
latéria (esta era uma das objegoes que Rewton lhe fazia). Com efeito, as
ondas sonoras, cujas propriledades eram mals familiares naquela epoca, con
tornam os obstaculos. A solugao degta dificuldadelsamentélfoi encontrada
no principio do seculo XIX: as ondas luminosas, ao contfiriopdas' ondas
sénoras! tem cowprimentos.de onda muito menorss do qﬁe as dimensdes "dos 
obstaculos que encontram em sua propagagao. Daf decorrs, conforme veremcs

no capffulo 7s que os desvios da propagaqso ret{linea sao muito pegquenos

no caso da luz.

A independencia dos raios luminosos pode ser explicada tanto pe-
la teoria ondulatoria (duas ondas se cruzam sem qﬁe sua propagaqib.- ﬁltg
fior seja afetada) como pela'teoria cbrpuscular, desde qﬁe’se admita” qué
65 corpﬁsculos luﬁinosos sao suficientemente pequenos para gque se possan
desprezar as colisces antre gles. B curioso que Huygens via aqul uma ‘ob-
jeqao 2 teoria corpuscular: duas pessoas nao poderiam ver-ge mutuamentocm“

olhos, pois os corpusculos que vao e os que ven colidiriam entre si.

4 teoria corpuscular explicava a reflexao e a refragao rela exlg
tencia de farqas atuando sobre os corpﬁsculos na superffcie de separaqgo
de dois melos. Tais forgas s0 alterariam a componente normal da velocidg

de, invertendo-a no caso da reflexao e aumentando o seu valor na passagem
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de um meio' aticamente menos ‘denso a outro mals denso. Isto permite explj,
ar as leis da reflexao e da refraqao.‘ Com efeito, sejam vt, v, © vt, v

as componentes tangencial e normal da éelocidade da luz, antes e depois de;
chogarla sqperficie de separaqao, respectivamente. Teremqs entao, para a

rolr'lexio (£ig. I.1(a)), o

v .

n .t

f _"‘-5}"

e

o _ Vs

o .
1 "

'n

(a) L ' () V%

Mg. I,1: As leis da reflexac (a) e da refracao (b) segundo a teoria corpuscular.

t
vy F Ver ou seja v' sen® = v gen o,
[} . 1
Vi =-vn, ou seja v' cos® = v cos®,
, .
0 que da

6 = 9.
Para a refracgao, fica (fig. I, l(b)) “

v; = v,y ou seja v' gen6'= v sen® ,

r . .
Vh > ¥,y Ou seja v?' cos80 > v cos9,
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de modo que 0'< € gquando v'>v, €

- Se'n‘:e- "/ me =’ #’3’- R L RS R T -'i s ")'.(1@)

i =

Como vemos , obten-se a '.'Lei dn retru;m, d&sﬂa que se a.dmita q_ne a veloc.‘l-

dade da 1uz ¢ M mm neio oticmnte u:ls densa.

A teoria ondulatoria, tal como fo:l fomlada, por Buygens, descre
via a luz como uma sucessao de pnlsos transsmitindo-se atrms do eter. Eg
te era concebido como sendo formado de part:{culas nuii;ﬂ petiuenns‘, atraves
das gunais a lnz se transmitiria, tal como um impulso atrms ‘de m ca-

dela de esferas muito duras em contacto. Para dascmea:, a propagw;ao,

Huygens introduziu o seu celebre Prim{pio, segnm!o o qnal e:a.da ponto a—

tingido por uma frente de onda’ AB (v.er_ f£ig. 1.2) pode ser consideraﬂo co-
' mo fonte de uma onda esferica secundaria. A frente de onda CD num instap

Pig. I.2: TIlustragao do Prineipio de Enygm

te ulterior obtem-se tomando a emroltoria de todas as ondas secundarias

riginadas dos pontos de AB. Como Q am:ilio desse Princfpia, podem ex~—
plicar as leis da reflexao e da refragmo, conforme mosira a flig. I.3. Em
(a), uma frente de onda AB i_ncide'sahre a superficie de separagac segando

T . A
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um angulo 8. E facil ver que a frente de onda refletida CD, construfaa a

(a)

Fig. I.3: As leis da reflexao (a) e da refragio (b) segundo & teoria ondulatoria.

partir do Prine{plo de Huygens, obedece a lei da reflexao:

6 = 0.
Em (b), obtemos

AC = v/sen® vi/sen 01,
0 que da

gen@'/ gen © = v'/v'. (2)

Obtém~se portanto a relagao de Snell, mas o segundo membro da (2) ¢ o in-
verso do da (1). E preciso admitir, portanto, que a velocidade da luz e
menor num meio oticamente mals denso, contrariamente ao resultado obtido

pela teoria corpuscular.

£ bem sabldo que a luz que atinge a superficie de separagao en-
tre dois meios nao sofre geralmente reflexao ou tra.nsmissio_totais: e par

cialmente refletlida e parcialmente transmitida. Pela teoria ondulatoria,



6

isto ¢ facilmente compréénsfvel, pols a onda deve continuar a propagar-se
em ambos o0s meios. Néwtoﬁ explicon este fenodmeno pela teoria corpuscular
com o aux{lto dos conceltos de "acessos de facll reflexao® e "acessos de
facil transmissao® *  dos corpusculos. fBstes conceitos lhe foram suger]l
dos pela experigncia dos aneis de Newton: os aneis claros € eseuros cor-
responderiam a alternancias de transmissao e reflexao da luz. A periodi-
cidade dos aneis levom-o a formular a hipdtese de que os corpusculos lumi
nosos excitassem vibragoes no meio onde se propagam (assim como uma pedra
langada a agua produz ondas na superff{cie). Estas vibragoen se transmitj
riam a0 longo dos ralos luminosos e atuariam sobre os corpﬁsculos, progu-
zindo neles, alternadamente, "acessos de facll reflexao" e "acessos de fa
eil tranémissgo". Um acesso de facll reflexao seria um estado tal que o
corpﬁsculo, &0 chegar a superffcia, serisa refletido; num acesso de facil
'transmissgo,_ale seria transmitido. O intervalo entre dois acessos de meg

ma natureza daria o perfodo da vibragso.

gAs diferentes cores estarlam associadas a corpuscuIOS de tamanhos

diferentes, 0 que explicaria a diferenga de fndices de refraqao. As vi-
braqoes correspondentes tambem teriam perfodos diferentes, o que fol unti-
lizado por Newton para explicar as franjas coloridas em laminas delgadas.
Medindo o espagamento entre as franjas ele chegon mesmo a determinar, com
bastante precisao, o comprimento de onda das vibragSes} A difragao se ex
Plicaria, na teoria corpuscular, por uma agao & distancia do objJeto difra

rY » )
tante sobre os corpuscules luminosos.

Os efeltos de polarizaqﬁo (que Jé haviam sido observados com g

luz transmitida pelo espato da Islandla) mostravam a possibilidade de uma

* B ingles, "fits of easy reflection” o "fits of easy transmissica",
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falta de simetria axial em torno da direcao de um raio lumincso, como se
os ralos pudessem ter "lados". Esta era uma das pri*ﬁipgis objegaes de
Newton a teoria ondulatéria, pois achava que ela nao poderia explicar es~
te fendmenos: naquela época, somente eram familisres as ondas longitudinais,
como as de som. Para explicar os efeitos de polarizadgo, Newton admitiun
que houvesse uma assimetria nas propriedades dos corpﬁsculos luminosos e

das particulas constituintes dos eristais.

Por outro lado, as lels da dupla refragac haviam sido explicadas
por Huygens pela introdugao de frentes de ondas secundarias esferoldals,

como uma extensao do seu Princfpio ao caso de melos anlsotrdpicos.

Devido'a grande autoridade de Newton, a teoria ondulatoria foi
abandonada durante todo o seculo XVIII e s ressurgiu no principio do se~
culo XIX, quando foi formulado por Young o Priﬁcfpio da Interferéncia. ﬁg
te princfpio, segundo o qual duas ondas que se superpoem podem anular seus .
efeitos em certos pontos e reforgé—los noutros, permitia explicar as careg
das laminas delgadas e os anels de Newton. Young tambeém precurou eiﬁﬁi—'
car as franjas de difragié na sombra de uma beirada retilinea como um e-
feito de interferéncia entre a luz incidente e a luz refletida pela beirg

da. Entretanto, os seus trabalhos nao tiveram grande repercussao naquela

»
epoca.

Em 1818, a Academia de Ciéncias de Paris propas um premio ao au%
tor de uma teoria satisfatdria da difracao. Esperava-se que 1sso levarii
ao triunfo final da teoria corpuscular. Entretanto, o prémio foi ganho
por Fresnel, cuja teoria se baseava numa combinagao do Principio da Intep
feréncia com o Princ{pio de Huygens. Fresnel conseguiu explicar nao 30
os efeitos de dirr&gio, mas também a validade da propagacao retilfnea e

das leis da otica geométrica como excelentes aproximagoes. Poisson, mem—
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bgo da eomissaq julgadorﬁ e partidario da teoria ecorpuscular, levantou lo
g0 uma objegao a teoria de Fresnel: se ela valesse, deverla existir. uma
mancha brilhante no centro d& sombra de um pequeno disco circular,'o - que
lhe parecia manifestamente absurdo. Entretanto, a experiencia fol feita

por Arago e confirmou a existéncia dessa mancha.

0 triunfo final da teoria ondulatoria foi conseguido por Fou-
cault e Fizeau (1850) com a :ealizagio de uma experiencia eruclal, a medj
da da velocidade da luz no ar e na égua. A ve:ificaqgo_de que_estalﬁlti-

: F 4
ma era menor confirmava, como vimos acima, a teoria ondulaioria.

A explicagao do fenSmeno_da polarizagao, a existéncia de "ladosﬁ
nos ralos luminosos, foi_dadé por Young: as ondas luminosas sao transverp
sals, e nEo 1ongitud1nais como as do som. Isso velo modificar as ideias
sobre a natureza do eter, o meio que se havia imaginado para servir.de sy
porte as ondas luminosas. Ao inves de um fluido compressfvel, como O ar,
em que 80 se produzem ondas longitudinais (ondas sonoras); o eter deveria
ser, segundo Fresnel, anéldgo a um golido eléstico, que permite a propagg
950 de ondas transversals. Usando este modslo, éle conseguiu explicar as
leis da propagagab_da luz nos cristals. Alem disto, completou as leis da
reflex80, deduzindo as expressoes que d&o a intensidade e a polarizagaoda
luz refletida e transmitida. A4 polarizacao da luz por reflexao ja havia
éido descoberta por Malus (1808), quando observava, atraves de um cristal
de calcita, & luz solar refletida numa Janela, e verificou que as intensL -

dades relativas das duas imagens variavam com a rotagao do cristal. .

; * 0 modelo do éter como um solidq elastico deu origem a inumeras di
ficuldades. Era airfeil explicar porque o 5£er nao oferecla resisténcia

apreciével ao movimento dos planetas, Além disto, quando uma onda plana
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puramente. transversal incide soObre a superficie de separagao de doigmelos
elééticos, a onda transmitida contem geralmente uma componente longitudi~-

nal e ersa dif:fcil explicar a ausencia de uma tal componente ne easo da luz.

Era essa a situagao quando surgiu a teoria de Maxwell. Inspirag
do-se nos conceitos fisicos introduzidos por Faraday, Maxwell sintetizou
todos 0s resultados que se haviam obtido no domfinioc dos fendmenos elatro-

magneticos em suas famosas equagdes (1864).

Uma das primeiras consequencias que Maxwell tirou de snas _equa-
goes foi a existéncia de ondas eletromagneticas, puramente &ranSVersaié}
cuja velocidade de propagagao era dada por uma grandeza pufgg;gée eletro-
magnetica, a razao das unidades eletrostatica e eletromagnetica de carga.
Esta razac fora medida por Kohlrausch e Weber em 1856 e ‘seu valor coinci-
dla com.a velocidade da luz no vacuo, dentro do érro experimental. Fol
neste resultado que Maxwell baseou sua hipdtese da natureza eletromagneti

ca da luz.

A hipétese de Maxwell foi confirmada experimentalmente por'HErtz
(1888), que produziu ondas eletromagnéticas e verificou que se propagavam

com a velocldade da luz, refletiam-se e se refratavam como a luz.

A teoria eletromagnética da luz permite explicar as principailscs
rabterfsficas de todos os fenamenos relaclonados com a propagagao dé luz,
Entretanto, os fenOmenos de emisséo e absorgao de luz sao apenas parcial-
mente elucidados ﬁor ela, conforme ve;émos no capftulo 8. Uma anallse
mais profunda tem que levar em conta a estutura atdomlca da matéria e os e
feitos qugnticOS. A forma mais elaborada da teoria ¢ a eletrodinamica
- quantieay e ‘que” a” luz-readquire “propriedades corpusculares (rotons), em-

bora também conserve propriedades ondulatorias.
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A teoria de Maxwell permite exprimir as constantes oticas dos
meios materials ({ndice de refraqao, coeficiente de absorgao, ete.) em
funqao de sua% constantes eletromagnéticas {constante dielétrica, permea
billdade magnética, condutividade). Entretanto, nao explica a vwvarlagao
dessas constantes com a frequgncia (dispersao). Para explicar-gste feno-
meng, e preciso levar em contg a estrutura da materia. Isso fol feito por
Lorentz em sua Teorla dos Eletrons (1895), que combinou as equaqges_ de
Maxwell com um modélo classico da estrutura da materia. Lorentz introdu-

ziu um ponto de vista novo em'relagio as equaqSés de Maxwell, estabelecep

do uma distinéao fundamental entre o seu signifiecado no vacuo € num meio

material. As equagoes bésicas seriam as equagoes de Maxwell no vacup. Um
meio material deverla ser considerado como um conjunto de cargas e correj

tes no vacuo e as equagoes de Maxwell correspondentes representariam valg

res medios obtldos apartir dos camposmicroscopices, Esta teoria levanton uma serie

46 questoes relativas'd Eletrodinainica dos Melos em Movimento e ao velho proble-
ma da existanqia do éter. Fol daf que se originou a Teoria da Relativida
de Restrita, proposta por Einsteln em 1905, que marca O apogeu da evolu-

¢ao da Eletrodinamlca Classica, e que sera estudada na parte final deste

Curso.

LEITURA _REGOMENDADA

A. EINSTEIN g L. INFELD, A Bvolugio da Fisica (Cia. Ejitora Nacionsl, S. Peulo, 1943).
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Para a historia da teoria eletromagnética:
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Sans, London, 1952). - -
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I. NEWTON, Opticks (Dover Publicgtions, N. York).

c. Hm)mws e A, FRESNEL, Peoris Ondulatorja de (Eaitorial Losads, B. Aires,
1945 o .
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PROPAGAGAD DE ONDAS ELETROMAGNETICAS EM METOS HOMOGENEOS B ISOTROPICUg

1.1.  EQUACOES BASICAS DA TEORIA ELETROMAGNETICA.
1.1 (a). As Equacoes de Maxwell.

Adotaremos o sistema gaussiano de unidades. Neste '-siste_ma, as

grandezas mecanicas se medem em unidades C.G.S., as grandezas

(inclusive a corrente) em unidzdes C.G.S. eletrostaticas e as

elé tricas

grandezas

magnéticas em unidades C.G.S. eletromagnéticas. As relaqSes entre asprin

clpals unidades do sistema gaussiano e as unidades M.K.S. correspondentes

estao contidas na tabela I, no fim déste paragrafo.

A teoris eletromagnética da luz basela~se nas equagaes de Max-

well., BEstas equagaes e os fenomenos f{sicos de que se originaram Jé fo-

ram estudados no curso anterior.

Maxwell se escrevem

No sistema gaussiano, as equagoes de

1 9D
(1) rot§=—3v+— —_—
¢ N}

Y

- 1 2B

(II) rOtE=-—‘—’

(IIZF) div D' = amp, s

(Iv) div B = 0,

onde ¥ ¢ ¥ sao os campos elétrico e magne'tico, respectivamente, e o deg

locamento elétrico, B a indugio magnetica, 3.

v e Py sa0c ag densidades de

corrente e de carga verdadeiras, respectivamente e c ¢ a velocidade da luz
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no vacuo: ¢ » 3 X 1010 em/s. A (I) e a (ITI) sao chamadas equggSes in-

homogeneas; (II) e (IV) sdo as equagoes homogéneas *.

As (1) sao as equagbes de Maxwell em forma diferencial. Para ob
te-las em forma integral, integramos membro a membro as (III) e (IV) so-
bre um volume V limitado por uma superffcie S (euja normal externa e ca~
racterizada pelo versor n) e tomamos o fluxo de ambos os membros das (I)
e (II) atraves de uma superficte = gue se apoia sobre um contorno orien

tado [", indicando por n o varsor da normal orientada a T (fig. 1.1).'A-

n

r

Fig. 1.1: Snperf{cie e volume de intagragao, com normal externa.

plicando os tecremas da divergancia e do rotacional, obtemos

4 1 [ 28 ,
(I) «dg B j.v + - e . 0 dS’

[n ¢ c ot
- 1 09
(II) Bl == —,
r c ot

(2)

* A origer dessaa denominagses torna-ee evidente se transferirmos as derivadas parciais

dos campos em relagao ao tempo do segundo para o primeiro membro nms equagoes (I) e
(11).
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= A (2)
’f;(III) Den 48 = 4rq.y -
S .
(Iv) § Ben as = o.
8
- Has_(Z), iv e a intensidade ie corrente verdadelra atravées de Zy
e F
. , ' - iv = J jv'ﬂ dsS, I (3)
| o bx S
f_é-o fluxo de indugao magnética atravéi\ii’.z,
$ =.[Eﬁd& (4)
z : "
e q, € a carga verdadeira contida dentro de V,
9y = J Py at . (5)
v .

Quando o deslocamento nEp varia com o tempo, a (I) corresponde a
lei circultal ge Amp%re: "A farga magnetomotriz assocliada a um eircuitoe
proporcional a intensidade de corrente verdadeira que o atravessa". O ul

timo térmo da (I) correspondela "ecorrente de deslocamento" introduzida por
Maxwell.

A (ID e a lei da indugao eletromagnetica de Faraday: "A forga
eletromotriz associada a um circuito é proporcional a taxa de variacao com

o tempo do fluxo de indugao magnetica que o atravessa - e tende a se opor

a essa variagao"

A (ITII) 6 o teorema de Gauss: "O fluxo de deslocamento elétrice
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atraves de uma superffcie fechada e proporcional a carga verdadeira conti

da em seu interior". Na sua forma diferencial (1), a (III) corresponde a

equacgao de Poisson.

A (IV), finalmente, exprime a inexistencia de fontes para B, ou
seja, de polos magnéticos livres. Isso implica que as linhas de indugao
magnéticas sao sempre fechadas: o fluxo de indugao que entra atraves de u

. ma superf{cie fechada ¢ igual ao fluxo que sai.

Estas quatro leis foram aplicadas no curso anterior a campos ele
tmmagnetlcos estaticas, estaclonarios e quase-estacionarios. Vamos admitir a

gora que sao validas tambem para eampos rapidamente variaveis com o tempo.

‘ ﬁ facil ver que as equagoes de Haxwell sao compat{vels cam o
princfbio de conservagao da carga eletrica. Para isto, tomamos a diver-

gencia de ambos os membros da (I), o_que.da

4ar 1 2
—div J_+~- — (aiv D) =
_ : ¢ e at
ou, pela (III), .
S Ofv L |
| div ;1 + — = 0, (6)
2%, | o Co

¥
-

que e a eguacio da continu;gade. Integrando'ambos os membros sobre o vo-

Jume V, obtemos

—- . 2q, _
¢ J . ndS = « — . - ¢7)

Vemos pela (7) que a carga nao pode ser criada nem destrufda: a carga con
tida no interior de V $6 pode aumentar (diminuir) se houver um fluxo de

corrente para dentre (para fora)_através da superffcie.
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TABEIA I: Conversso de unidades MKS em geusgianas.

mﬁ:&;ﬂﬂﬁ: por para °bt°§a;a:ﬁ::: g: unidades
ampere - 3 x 107 corrente em ues
coulomb 3>t109 Carga em ues
farad 9 x 1011 capacitancia em cim
henry : %— x 10" | inautancia om ues
joule 107 energia em erge
newton 10° farguemcnmaq
ohm ' % x 1071 | resistincia em ues
volt | 5%6 potencial em ues
volt/metro % x 1074 campo elétrico em ues
aoulomb/metro? 127 x 10° deslocamento eletrico em ues
ampere-espiras/metro ar x1072 campo magnético em oersteds
weber/net o 0% indugdo magnética em gauss

|

. E ges Co tutivas.

Vamos admitir que as equagoes de Maxvell sac valldas de modo ge-
Tal, qualquer que seja a natureza do melo. Entretanto, essas equagoes ain
da nao sao suficlentes para determinar todas as inedgnitas. ¥  preciso
completa-las por outras relagoes entre &, D, §, Be 3;. Essas relagoes g
dicionais nao tém a mesma generalidade das equagdes de Maxwell: elas des-

trevem o comportamento do meio sob a agao do campo e dependem, portanto,




16

da particular constituigao do meio: sac as “equagqgs constitutivas®.

Salvo mencao expl{cita em contrario, limitar-nos-emos, por en-

quanto, ao caso de meios que satisfazem as seguintes restrigoes:

(a) Estac em repouso relativamente uns aos outros.

(b) sao homogéneos (isto exelui, por exemplo, gradlentes de cop
centragao ou de temperatura).

(¢) 8ao isotropicos (isto exclui cristais que nao pertengam ao
sistema cublco, conforme veremos no capitulo 5).

(d) Nao sao ferromagneticos.

Além disso, nos problemas que vamos considerar, a carga verdadel
ra seri geralmente_nnla e a corrente, se exlistir, seri a corrente de con-
dugao. Consideraremos tambem quase sempre solugOes monocromaticas, 1sto
é, que oscilam harmGnicamente no tempo, com frequéncia angular «. Nestas

condiqSes, as equagSes constitutivas sao da forma

D= eFE,
E: PE’ (8)
T.= oF,

onde € e a constante dielétrica, H a permeabilidade magnética e 0 a coq
dutividade eleétrica. No sistema gausslano, € e i sao adimensionais e o
tem dimensao de uma frequencia. Devido a hipotese (d), F.serélgeralmente

muito proximo da unidade.

E importante notar que € , p e o380 poden ser tomadas como cons-
tantes para campos estaticos ou lentamente variaveis. Para campos ripidg
mente variéveis, aparece o fendmeno da dispersao, ou seja, da variaggo deg

sas grandezas com & frequgncia, que sera estudado na Teoria dos Eletrons
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(capftulo 9). O limite de validade para a constancia de ¢ , 5 € o varla
pastante com & substancia. Em geral, valores estaticos podem sor usadosa
te a regiEo do infra-vermelho, mas ha excegoes. Para frequSncias eleva-

das, as (8) s podem ser empregadas em solugdes monocromaticas, com valo-

» -~
res de &, p e o correspondentes a frequéncia em questao.

"~

ay
. A o} e ¢ Conterno.

Em multos problemas, temos de considerar dols meios diferentesem
«contato,; 0 que corresponde & uma varilagao brusca das constantes materials
a0 atravessar a superrfcie de separagao. Esta variagao se produz atraves
de varias camadas atomicas sucessivas, mas a espessura total h da camada
de transiqao alnda é; geralmente y muito menor que as digtanclas tIpicaa pa
ra as quais os campos nos dols meios sofrem variagao apreciavel (no caso
monocromitico, isto significa que h ¢ muito menor que o comprimento de og
da). A camada de transigao pode s portanto, ser i1dealizada como uma super
f{cie de descontinuidade. Como, porem, os operadores diferencials que a~
parecem nas equa§aes (1) so foram definidos em pontos no entorno dos quals
as propriedades do meio variam continuamente, e preclso verificar como e-

les se comportam na superrfcie de descontinuidade.

Vamos.faza-lo de um modo geral, para um vetor ;rqualquer. Para
obter a forma limife de dlv ;ﬁ envolvamos o ponto P da camada de  transi
gao por um volume AV cilfndrico (fig.-1.2 (a)) de base AS infinitesima
e de altura hy, tomado de tal modo que A S seja um infinitésimo de ordem
inferior a superffcie lateral (esta tende a zero com h). O fluxo de ¥ a-
través da suparf{cie lateral pode entao ser desprezado em confronto com o

: -
fluxo atraves das bases e vamos ter:



1 1 .
T Ay ¥ = — Ay ¥ dx = —— O Vi 48,
AV | v AS h

ou seja, indicando por ;; e ;E 0s valores de v nos melos 1 e 2, respecti-
#‘ - .

vanente, L N _ !
Ay V= — (V-T2 )A,, A8,
| Asp 2T B1p 45,
o que da | |
. - i R
h di‘V Y = ('2 -vl).nlzo
'O limite

Div ¥ = huno (h div ¥) (9)
L . ’

A relagac acima obtida mostra que

—————y

(a)

-

. Pig. 1.2t Divergéncia superficial e rotacional superficial de um vetor.




[
w o

Para obter a forma limite do operador rotacional, envolvamos

por um circuito retangular [ (fig! 1.2 (b)) de base AR e altura h, si- -
tuado num plano perpendicular is_guperrfcies limitro:eq da camada. Vamos .
tomar Af infinitesimo de ordem inferior a de h, de modo ¢ue podemos deg

prezar a contribuiqioldc; lados de altura h. Chamando de £ o versor da -
tangente a curva [ e de b = B, X % a binormal (normal ae elemento de su |
pertfcie A &, fi1g. 1.2 (b)), vamos ter

A h
ou seja
Be(hrot ¥) = (W,-¥]) - £ = (¥, -v)) b wa,
0 vetor _ . )
Rot ¥ =  Hm (B rot v) B 65 £

chama-se rotacional guperficial de ¥. A expressao aclma da entao:
—- \ - et -
s Rot v = s "nlzx(VZ-vl)t

Como o plano de AZ ¢ qualquer plano perpendicular as superff{cies
lim{trofes da camada, a binormal b tem orientagio arbitrarla  no

planc perpendicular a ﬁlz’ .de modo gque podemos concluir
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desta relagao que * R o
Rot ¥ = 612 X (;}—;’i). o (12)

Para aplicar estes resultados as equa.qoes de Maxwell, vamos ‘mul-

tiplicar ambos os membros das (1) por h e passat ao limite para h —a 0.

Notando que 2B/2t e 2D/dt permanecem finitos na camada de’ transigao, ob

temos as equagoes

() RetH=— 1im (7)),
S - h ~0
(II) Rot E =

o (13)
(III) DivD = 4r 1im (n £,)
h —0

(I¥) Div' B = 0.

Vejamos a que correspondém 'os segundos membros destas emaqses.
Se Aq, € a quantidade de ea.rga verdadeira. contida no elemento de volume
AV, temos ' '

AV |
lin (ho.) = 1im (.—-— ) = 1im (Aq/AS) = &,  (14)
h-o 1Y gn--»o as 7v/ h ~»0 fay/ v

Como b permanece sempre normal a 312, o produto eacalar de b por um vetor na diragao
de nlz seria nulo e porbanto nao podemos excluir, a priori, a possibilidade de acreg
centar um tal vetor a (12). Para mostrar que isso nao o poas:[vel, vanos: tomar um
sistema de coordenadas ca.rteaia.naa com o ‘eixo Oz paralelo a n12' A componente de _

h rot ¥ nesta diregao e, entdo, h (avy/dx avl/a ), que tende a zero com h, ja que

a8 derivadas de V em diregoes tangencisie a &m;perrfcie de separagao permanecem’ fini-
tas no limite.
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Por outro lado, se Aiv ¢ & intensidade de corrente” verdadeira

que atravessa o elemento de- superffcie AZ, temos v o
T

e

Be Mm (A7) = 1m (T, - 6aL/AL) = Ln (AL./88).  (18)
h =0 h -0 - ? h -0

N ultimo membro da 15 representa, em cada ponto de uma curva situada so~

bre a superficile de 'separégi'o, a intensidade de corrente por unidade de

comprimento que a atravessa. Um valor nao-nulo desse limite corresponde

a existéncia de uma corrente distribufda sObre a superficie de separagao

(fig. 1.3 (a)). O vetor densgidade de corrente superficial —JI e definido
por | '

J, = 1lin (h 7,). _ . (16)
R B ¥ .

- meio 1 | (a)

Fig. 1.3: Densidade de corrente superficial.

A intensidade de corrente superficial que atravessa uma curva

C aa superr.{cie de separagao (fig. 1.3 (b)) & dada entao por

i, J ﬁd! . T an
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Substituindo (14) e (16) na (13), obtemos finalmente a forma limite das

equaqaes de Maxwell na superf:fcie de separagao entre dols meilos diferen -~

tes
ar
(I) | B x(E -FH)=—T7T,
M2 2 "% . v
(II) nlax('E‘é-E'lho,

(18)
(III) . ﬁlzx(ﬁ;_-ﬁ;) = 47 5y

F Y
2
K
x
—
[us]
]
[ ]
o
|
-
]
[
L ]

— — s L4
e e E e a componente normal de B O se e con as. Convem no~

-~ tar, alem disso, que, para um condutor, ’
. ?' = 1im (hoE)
h -0 .

80 pode ser diferente de zero se ¢ for infinito, ou seja, no caso limite 1
deal de um condutor perfeito. Num condutor muito bom, conforme veremos no
§ 1.3 (¢), a corrente pode estar concentrada numa pelfcula muitc delgada |
junto a superficie e pode ser muito boa aproximagao assimila-la entao a u

ma corrente superficlal.

As (1) e (18), juntamente com as equagdes constitutivas, sao as

equagoes basicas da teoria de Maxwell.



ng;;gic;o 1, 1.1-_ Calcular o campo magnetico produzido por um solenoide‘in
finito de n espiras por unidade de comprimento, percorrido por uma correg

~ te de intensidade i, assimilando-o a uma distribuiqao de ‘corrente superf;
Gi‘lo

Sugestao: aplicar a condigao de contorno (18I).

‘1, d). O Ba o de Ene .

As equaqaes de Maxwell devem ser compatfveis com O princfpio " de
conservagao da energia. O caso particular de campos estacionariocs ou qua

se-estacionarios Ji foi tratado no ecurso anterior, onde sé mostrou que e

possivel assoclar ao campo eletromagnético uma dengidade de energia

R

=

1
— (e‘E2+,li2) B — (E’ﬁ'+ B, C(19)
8 - 87

cuja taxa de variagio com o tempo ¢ dada por

W 1 2F , L of\ 1 /_ b _ a8\ v
—=— (eE-—3 yI-I°—- =— | E-—+H-— ). (20)
3t 4w ot 1 et/ ar \ a2t - et

84 H




24

Afim de investigar a relagao entre as equagoes de Maxwell e a
conservacao da energia, vamos caleular o_ﬁltimov__membrq da (_20_). diretamen-
te a partir das (1). Para isto ,. basta nﬁlt_iplic,gr,escalmente a (I). por

E, a (II) por H, é subtrair membro a membro os resultados:

A (r. s ) (21)
Com o auxflic da identidade vetorial o |
dtv (BxB) = Brotl - Birotd, - (22)
a (21) se escreve: | |
(E‘--- : a._.) LTS aw @D, @B

4w

Integrando ambos os membroa desta eqnaqao sobre um volume.V lilu

tado por uma snperffcie S, obtemos:

1 — bﬁ- —_ bg ) — Coe I '._*' A' . : Ly : )
-—J (_E'-—--I-H*'—- dt_=Jj'-fdt+— %Exgn as (24)
\4 {

4T ot ot ar |g

‘onde h @ o versor da normal externa (ef: fig. 1.1).

Ate aqui nao fizemos nenhuma hipc;tése sobre a natureza do nmelio
em que atua © campo eletromagnético. Vamo-nos limitar, agora, ao caso de

meios materials que satisfazem as condiqdes especificadas no § (b). Temos

— E+— +H-=— Ja¥=~=] ' — (eES+pE®)| ax (25)
ar Ju\ 2t ot ot Jy Lor S

e tambem | |
| J":: -Far = [ 1%/a ar, (26)
v v _

entao




e modo que a (24) fieca :
s

a 1 — N jv‘ c — — ~ - _I
i [— (E‘-n+ﬁ-'3’)]a'c= — 3T+ — ExH|* n as. (27)
ot |y 8 v 7 g\ 47 B o

A expressao entre colchetes no primeiro membro coincide com a que

" dada pela (19).. Somos levados a admitir, portanto, que a (19) e a ex-
ressao geral da densidade de energla eletromagnética em meios do  tipo
considerado, que e valida tambem para cappos ripidamente variaveis. O pri
leiro membro da (27) represehta, eﬁtﬁo, o decréscimo, por unidade de tem-

0y d&‘energia eletromagnética contida no volume V.

0 primeiro termo do segundo membro representa a potgncia*dissipg
& sob a forma de calor pelo efefto Joule nesse volume. Logo, a (27) diz
ue o decréscimo, por unidade de tempo, da energila eletromégnética conti-
a no volume V & igual a energia dissipada, por unidade de tempo, pelo e-

‘'elto Joule, mais um fluxo atraves da superf{cie S que'limita esse volume.

. Para que se tenha conservacao de energla, portanto, temos que in
ierpretar o ultimo térmo da (27) como o fluxo de energla eletromagnetica,
ior unidade de tempo; que sai do volume E.agggvéa da superfig;31§: Por a

- — - A [
lalogia com a definicao da densidade de corrente Jv-(§ Jy'n d3 e 0 fluxo

/s carga por unidade de tempo atraves de S), somos entao levados a inter-

retar o vetor o

T=—ExE (28)
ar
om0 a densidade de corrente e _ene etromagnetic sy Ou sejay a ener-

1ia eletromagnetica que atravessa um elemento de superffcie colocado per-

)endicularmente a direcao de S, por unidade de tempo e de area.

Convém notar que © balango de-energia-dé um sentido f£{sico ape-

1
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as ao fluxo de Ehgt;awég de uma guperficie fechada. A 1nterpre§gq§9,;oei,
:al de B nem sempre se justifica. ‘Se acrescentarmos a gqnalquer . vetor
jolenoidal (1sto é, de divergencia nula), a (27) nao sofre nenhuma alﬁeﬁg’
;Eo. Consideremos, por exemplo, um campo eletrostéticO'é-um campo mﬁgna-.
;ostatico superpostos, no vacuo. Temos entao dlv § = 0 (3/dt = 0 na (23),
sas S # 0 em qualquer ponto onde ¥ e H nio sao paralelos. Neste caso,nao .
teria sentido falar numa corrente de energla, pois a energla contida. em
jualquer elemento de volume permanece constante eem nada se distingue. = da
anergia contida em qualquer @utro elemento. Entrétanto, na malor parte

los c#sos.que estudaremos, a corrente de energia tem um sentido bem defl-

nhido e a interpretagao local de § pode ser empregada.

No caso de campos eletromagnéticos es.tacionirios, conforme fol
visto no curso anterior, E e B tendem a zero como RZ (pelo menos) quando |

a distancia R do ponto de observagao a origem tende a Infinito, de modp

que S tende a zero como R-% e o fluxo de energia atraves de uma esfera de

2. No entanto, em outros casos que estundaremos

raio R tende a zero como R
mais tarde (cap. 8)) ¥ ¢ E tendem a zero como R'l, de modo que © fluxo'..de
energia através de uma esfera de raio R tende a um valor finito para R

tendendo a infinite. - Isso corresponde a emissao de radiagao.

Exercicie 1.1.2: Um fio condutor c11{ndrice e percorrido por uma corren=
te estacionarla axial. Mostrar que o vetor de Poynting na superffcia es-
ta éiirigido radialmente para dentro do flo. Mostrar que a energia dlssi-
pada em calor pelo efeito Joule num segmento qualquer do fio, por unidade -
de tempo, ¢ igual ao fluxo do vetor de Poynfing atraves da superficite.
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el). 0 Veto e P ing C lexo.

S Na maioria dos problemas que vamos estudar, E e B oscilam harmo-

nicamente com o tempo. E convanienté,'entio, adotar a go;aggo gomplexa: \

RTt) = F (D) o~lot, | (299
E(?,t) = E (I'.) e'i"’t', ’ . '

‘onde w 6 a'rrequgncia angular e‘iré Efsio vetores complexos. A (29) e u-

ma forma abreviada de escrever

B(T3t) = Re [E.(?) B-iwt] ’
. S | (29a)
HTyt) = Re [I(T) o~19%],

-‘.

~on seja, subentende~se que se deve semﬁre-tomar a parte real dos resulta-

dos.

”
Um vetor complexo e um vetor de componentes complexas:

W(T,t) = E‘(’?’,t) + 1 ;’t?,t), (30)

—f e — — - -l
onde n e v sao vetores reals: u = Re w, v = Im w. Se submetermos vetores

complexos a uma serie de operagSes ;;ggg;g§, tals como adigao vetorial,

produto pér um numero real, derivagac em relagao ao tempo ou as coordena-
das on integragio, a4 parte real do resultado e 1déntica ao que se obteria
submetendo as partes reais dos vet@res a mésma serie de operagSes. Assim,

por exemplo, a (30) da
Re(div w) = Re(div m+1i div ¥) = div & = div(Re ¥). (31)

Por conseguinte, se os vetores cbmplexos (29) satisfazem as equagoes de

Maxwell, 0 mesmo vale para as suas partes reais.
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A vantagem da notagao complexa e a simplifica¢ao que introduz no
calculos. Assim, por exemplo, de acordo com as (29), a_derivaqao em rela

qio ao tempo equlivale a multiplicagao por (-iw), ou seja do/ot = -lw.

‘Entretanto, a regra sobre a parte real nao se aplica a Opqraqses‘
pao-lineares. Nao ¢ valida, por exemplo, para o produto de vetores, pols
a parte real dum produto ée numeros complexos nao cocincide com o produto
das partes reals desses numeros. Assim, o vetor de Poynting corresponden
te ao campo (29) nao e daddo por Re (f; ExH), ¢ analogamente para a densi

dade de energla.

‘Geralmente, porém, nao estamos interessados nog valores instanti
neos destas grandezas,que oscllam harmonicamente com ¢ tempo, € sim nos
seus valores gég;og, tomados sobre um grande numero de'perfodos. fistes
valores medios se exprimem de forma simples em tSrmos da notagao comblexa
{29).

Com efeito, consideremos dols numeros complexos A(t) e B(t) que

oscilam harmonicamente com o tempo,

AE) = a 8%, (32)
B(t) = b o~ 1u%, | |
e sejam
«(t) = Re A(t),
_ (33)
B(t) = Re B(t).

Temos entao, indicando por um asterisco o complexo conjugado,

“ 1 . l
QB K (a e-imt +* .a* ei(l-’t)‘ - (b e""i‘ﬂt +-"b* ei‘ﬂt) -
2 2
1 1l

= - (a b* + a* b) + - (a b -2iwt + a* b* eZiwt).
4 , 4
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Indicando por uma barra o valor medio sobre um numero inteiro

de perfodos *, temos

+ 1 nt : .. én .
gl2iwt _ exp [* 21+ — t) dt = 0,

de modo que 1
apg = — (ab* + a*b) = — Re (AB*),
4 2

ou, pela (33), _ 1 o o
Re A Re =3 Re (m*). (34)

Como as (29) sao da forma (32), podemos aplicar éste resultado

as (19) e (28). Obtemos assim o valor medio da densidade de energia,

W=, +W , (35)

onde

1
Wy = —— Re(ET") (36)

16w

¢. a densidade média de energia eletrica e

- - . | o
lwn = — Re(EB") (37)
- 16w

e

¢ a densidade media de energia magnetica. Anilogamente, o yalor medio do
or de Poynting e '

(38)

onde .

(39)

" J - ) _
Se n nao e inteiro, exp(t 2iwt) nio ¢ nulo, mas e da ordem de 1/n, o que e desprezivel
para n suficientemente grande.
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é chamado o vetor de Poynting complexo. O valor medio do vetor de Poynt-

i 5 e re 0 vetor de Po 1 X0e -

Ls

A divergencia do vetor de Poynting complexo também tem uma inte
pretacao f{sica simples. Pode-se mostrar que

1. .
+_ i —b.—-h* T T ; [
- div §7=-E3, REZTAUELNE (40

n

de modo que a parte real representa a perda médig de potgncii pelo efelt
Joule, ao passo que & parte imagindria e proporcional i diferenga entre
densidades médias de energia elétrica e magnética,

- AR B W e W S Em R @ ® e o= - A B O a S E W Ga Em e - B E S W SNy A By W W W -

Exercf{ecio 1.1,%: Demonstrar a (40).

---.------—-----_-----h--------------_{n-‘--

1.2. PROPAGAGAC DE ORDAS EM MEIOS TRANSPARENTES. t

.{a). A Equacao de Ondas e o lce de Refracao.

Um meio transparente e um meio que nao absorve lnz. Na prética,
sempre existe alguma absorqio, mas, desde que ela seja suficientemente pe
guena, o meio pode ser considerado como transparenta. Para isso, e ne- ﬂ

cessario que a sua eondutivid__gwggig desprozfvel (g 2~ 0). Entretanto,
esta condiqao nao é suficiente, pois nao ¢ somente © efeito Joule que
contribul para a absorgao da luz. Canorme veremos ao egstudar a teoria
da dispersao (capitulo 9), mesmo um melo isolante torna-se ahsortgnta
quando a frequéncia da onda incidente esta ggntida em certos dbm{nios,

que se chamam "faixas de absorqﬁo" da substancla. Por'conéeguinte,-pa- .
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ra que o melo possa ser considerado como transparente, & preciso 51

por ainda que a r:*g_enciahincidenza naa ‘pertence a nenhuma falxa
de absorqao. ’ )

Nestas. condiqoes e dentro das hipoteses formuladas no pa:g
;rafo 1.1.(b), podemos substitﬁir nas (1) & eguagoes constltuti-

vas (8) (com o = 0), 0 que da o

' — € DE
(I) rot H= = — , G
: R e ot
- " A . E g
> p OH
(II).  TOL B = = = y A
¢ ot

(ITI) div E= 0,

- R S mk der e we S W mn g B WR AR

Exercfcio 1.2.1: Verifiecar a seguinte propriedade de simetria das
~ g » . L. - bt | bt | . P *
eguagoes (4l): se (ﬁEH) e uma solugao, (E , H ) tambem sera, para
-1 — -— —lpe

= - /i E, H'ug,.g.,_ (a2) .

Mostrar que o vetor de Poynting nﬁe'ée-altera.por esta transforma-
gao. |

As (41) sdo um sistema de eqiagdes de derivadas parciaisde

. —
Primeira ordem e primeiro grau nas componentes de Ee de H. Elimi
nando um dos campos, podemos obter uma equagao de segunda ordem em

que s6 intervem o outro. Com efeitéQ*tOmandd o rotaclonal da (II),
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obtemos
K Q9 —
rot: rotE B« ~ — rot H,
c 0Ot
ou SEJa, pela (I)’
: ’ o o
— Ep Ok
rot r0t B = = = == | | - (43): -
cz btz

—f
Se as componentes de B forenm tona.d_as em coordenadas cartesianas, va
le a ildentidade

rot rot E = grad div E - AR . (44)

Exg;gig;g_;;242= Verificar a (44), calculando as componentes em

coordenadas cartesianas dos dois membros. -

A (44) 30 € valida em coordenadas cartesisnas. Verificar

que ela deixa de valer, por exemplo, em coordenadas cilfndricas (o
ealeulo -dos operadores vetorials em coordenadas curvilfneas encon-
tra-se, por exemplo, em: M. Abrahnm e R. Becker,. “Classical Eloc-‘
tricity and Magnetism®, 2nd. ed. (Blackie and Sen, London, 1950);
p. 40).

Levando em conta a (III), isso da -

e

P
rot rot E = - AR .

A (43) fica entao

l1 2 : : '
: 6?._ — == = O : | (45)

onde fizemos

v = oMER . L . (46)



'y Anﬁlogamente, tomando o rotaclonal da (I) e empregando a
" (II) e a (IV), obtemos, em coordenadas cartesianas, a equagao para
B -
S
ol : {1
. 1 ?°H |
AH « =— —— =0, (47)
§§ vz btz

As (45) e (47) mostram que cada componente cartesiana de

s e o - ~
B e H obedece 8 equacsao

1 2°r

que € a squagao de propagagac de ondas de velocldade v. O ipdice
de ;gfxggéo abgoluto de ummeio em que a luz se propags com veloel

dade v e
n = c/v, . (49)

de modo que obtemos, pela (46),

;l =VEP . (50) .
Esta igualdade;conhecida como relacao de 11, exprime uma cong

tante otica do melo, o indice de refraqio, em funqao de constantes
eletromegneticas. Pgra a grande maloria das substancias qué esta~
mos consiéerandé, n ¢ muito proximo de 1, e podemos tomar, sem
erro apreciavel,

n ='I/- . (51)

x Ao comparar esta relagao com a experiéncias, e preciso le-
var em conta que a constante dieletrica e medida geralmente para
campos estaticos, de modo que seu valor so pode ser empregado parsa
testar a relagao de Maxwell a frequancias suficilentemente baixas pa

ra que os efeitos de dispersao nao se fagam sentir ~ ou entac para -
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substanclas fracamente dispersivas. Assim, por egemplo, - obtemos
bom acordo no infra—vermelho distante (300 ,o para as substanclas

abaixo:

TABE IT
Substancia | n° (300 p) (3 :
KCl | : ?,8 . 44,75
KBr 551 | 4,66
N B, Q2 6,8 6,85

Para gases fracamente dispersivos, o acordo ainda e bom na regiao

vis{vel do espectro, conforme mostram os seguintes resultados, de-

vidos a Boltzmamn:

TABELA ITI
Substancia l' a° (1luz amarela) €
1,000 294 1,000 295 |
c o, 1,000 449 1,000 473
H, 1,000 138 1,000 132
cC o 1,000 346 1,000 345

Entretanto, os seguintes exemplos mostram como podem ser

os desvios devidos a aispersao-

grandes
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IABELA IV
Substancia . n (luz amarela) J/E
£{1cool metflico 1,34 5,7
f1cool et{lico 1,36 5,0
Lgua 1,33 9,0

Por outro lado, para coﬁprimentos de onds superiores a 1 m, o in-
'dice de refragao da agua ¢ igual a 9. Para a maiorla das substan-
ciasy o valor estatico de € pode ser usado para comprimentos de

onda acima de 1 cnm.

;.2.!92 Ondag Elet;omagnégiggg Planas.

A equagao de ondas admite uma variedade muito grande de sg

lugoes. As solugOes mais simples sao as ondas planas.

Numa onda plana, em cada instante, 0s campos devem ter o
mesmo valor em qualquer ponto de um plano perpendicular a direcao
de propagagao da onda. Séja @ 0 versor desta diregao e r o ralo
vetor da origem a um ponto P qualquer (fig. 1.4). A equagao de

,

um plano perpendicular a u e:

T -4 = constante .
Logo, numa onda plana, e H 80 podem depender de T através de
=71 . (52)

Se tomarmos a direqio de 1 como o eixo dos ¢ de um sistema de
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. -
oty e e ey

Fiso 1-4: Ondas plam’o

coordenadas cartesianas, a equa(;io de ondas para cada componente .

—e —
de E ou H assume a formsa

2% 1 2% -
—-= — -0, (»
222 2 5.2 : .

A golugao geral desta equagao, conforme s_e'mosi_:ra_raf no _apsndica la,
e:

£(Z,t) = rl(é -_-*_rf_)_ -f-_fa(é +vt) . (54)

Como o argumento de f; nio se altera qﬁando substitufmos ¢ por t+ ¢
e & por 4+ v, vemos que £, representa uma onda progressiva na
direcac £ de velocidade v. ans.lc;gament"e',f £, representa uma onda
regressiva, que tambem pode ser considerada como uma onda progressi
va na diregao oposta.- ﬁ__suriciante__, portanto, considerar o caso e
uma pndﬁ progreséiva: | | |

=E (5<vt), B =T (%=-vt). (55)
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i A equagac de ondas decorre das equagoes de Maxwell, mas a

-~ » : - —
reciproca nio ¢ verdadeira. Portanto, impondo que as solucdes E e

?obtidas acima satisfagam as (41), obtemos restrigoes adlcionais

' sobre as solugdes. Afim de substituir as (55) nas (41), e preciso

B

—galcular as derivadas espacials e temporals de um vetor da forma

—i-

= w (5 ‘Vt),

% © que faremos num sistema de coordenadas carteslanas de orientax,-ao

qualquer. Indicando por w' a derivada de em relagao ao argumen-

-2 t0y obtemos:

C oV o
e ' T E-vWl,
- at

34 08 74

-
div w2 = Wi+ == gyl & o=yt
ox * 2y ¥ 2z %

= t&wi*-%\r;,-buzwé

|

P
-

a .
(roti')x= —-S- wi - Eé- wi

I
<

!
[+
o
i
o
o
<y
—

ou seja,

- - e
rotw = uaxw .

Levando as (56) nas (41) e utilizando estas relagoes, ob-

temos, com o auxflio da (46),

/(_I) axE /67); E ,



38

(I1) 4&xE =4k H (56)
(1I1) 4 -E =0,
() &a:.H =0.

Note-se que as (III) e (IV) sao consequéncia das (I) e (II).

As (56) podem ser integradas imediatamente em rel’ﬁqio a i~
- vt. As constantes de integragao nao podem depender de T nem de
t, de modo que 80 poderiam corresponder & um campo uniforme astaftl
co,y com Ee Ecomtm%s. Um tal campo, que sempre pode ser super
posto a soluq&'o, nao intervem na propagacac de ondas; podemos, por

tanto, supor que seja nulo. As (56) dao entao

(n " E=-47 ixid,

an [E-AF  ixF, |
bl i,_, oy (57)

(I11) 0 -E= 0,

() a-F=o0.

As (57) sao as restrigoes suplemeﬁtares impostas as  (55)
pelas equagoes de Maxwell, As (III) e (IV) mostram que ag  ondas
g;gjg;mggge'-zigas_ sao ondas transversais (os campos $ao perpendicu-
lares a direcao de propagagao). As (TI) e (II) dao a relagao entre
|E] o [H: |

IRl =R IR . (58)

No caso particular da propagagac no vécuo (¢ =p =1), ag ampli-
tudes dos dois vetores sao iguais. As (I) e (II) mostram ainda que
—_

(E, H, u), nesta ordem, formam wum triedro tréortogonal dirsto (fig.

1.5). '
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Y

e

Mg. 1.5: Os vetofaﬁ E: B e U numa onda plana.
0 vetor de Poynting e dado por
.. c E .

c
= v B X H = = - B
4w anr

—
-8

’ ' (59)

e a densidade de energia eletromagnéfiga se escreve:

== e == p2, (60)

pois, pela (58) as densidades de epergia elétr;cg e magnética s80

A (89) tambéﬁ'pode ser escrita

:_, c 1

. 2 A
8= — — &€ E™ u,
dep 47 -

ou, pelas (46) e (60},
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N _
S= vWa, (61)
A interpretagao £{sica desta relagac e muito simples. A energila
que atravessa, por unidade de tempo e Efea, um elemento de superfi
cle perpendicular a esta contida num cilindro com base nesse ele

mento e de geratriz v (rig. i.6), ou seja, ¢ fgual a v W. Portanto,

L}
~¥]

Fig, 1.6: Transperte de energia nume onda plana,

una_onda eletromagnetica plsna transporta energis na direcdo de

propagagao. = A interpretagao local ge §P§ inteiramente justifica-
da neste caso. |

Exerc{cio ts2.%: Podemos generalizar a (61), definindo a veloei-"

dade ¥ de Propagagao da energla eletromagnética por

—-.-'.‘
S = wy.

Mostrar que, com esta definigao, a (23) pode ser eserita, para um

melo isolante (7, = 0), w

v WT) + — = o,
ot

Esta relagao é ldéntica a equagdo de continuidade para um ' fluide-
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-_---------v---------_‘-'_---.-------

Q Exercicio 1.2.4: Demonstrar que, com a definigao de ¥ dada no

exercfeio 1.2, 3y vale a" relagae-

2 1 2 - =l
16 7 w2 (l,_:-.IE_):_Z (B2-8%)" 4 (@ .
c

Pa{ decorre que a velocidade de propagagao da energila eletromagne-
tica no vacuo o sempre menor ou igual acye 8o pode ser igual a c

| gquando E e H sao perpendiculares entre si e tem O mesmo modulo, co

mo acontece no caso de uma onda plana

Se tomarmos a diregﬁo?de propagaggo como eixo dos z, a on-

da plana mais geral possfvel, de acordo com ag (57), sera da forms

E, = £(z-vt), H = -+ glz-vt),
B . (62)
Ey = gz ~-vt), . Hr.= 4/87}1 _ r(z-yt,),

onde f e g sao duas fungoes. arbitrarias (note-se que as componentes

de H ficam inteiramente determinadas pelas (57) quando se ddo as
componentes de E).

(0] caso mais importante e aquele em que as componentes dos .
campos oscilam harmonicamente com o tempo. Usando a notagao comple

Xa (29), com 6 fator temporal e 1”t, 1sto 1mplica que as fungoes
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f e g devem ser proporclonals a exp [1 -:3 (z -vt)] y Ou geja,
| kz - wt ~
Ex=Alej—'( z, "’), B = -v/e/p E; o
- (63)

= i - = i
Ey_B.(kz wt)’ B = /7R B,

onde A e B sao constantes complexas quaisquer e

k= w/v= aw/e

»

o numero de onda; w 6 a frequdncis angular.
As (63) sao fungoes periddicas do tempo e da coordenada Z.

0 ger.{odo temporal e 'f, onde

w = 2r/T.
e o perfodo espacial ¢ o w A dado por
| k = 2n/A. |
A freguencia e dada por
¥ = 1/T

e esta relacionada com o comprimento de onda por
A=vl =v/¥v.

0 vetar
K=xa

chama-se vetor de onda. Em termos deste vstér, o fator de propaga-

§30 se escreve exp[i(?- r - wt)] . Tambem e util introdugir o

comprimento de onda reduzido lo’ que 60 comprimento de onda assg
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- ~ . »
clado a frequencia angular w no vacuo:

A,=e¢T=nA,

»

O pumero de onda reduzido e

ko = 20/A, .

A As (63) definem ums onda plana monocromatica. Se jam

= Al e b = |B]; podemos escrever entao
,,,,, .18 18
A=zae %, B=be ¥,
ou seja,
| i(kz - wt +3))
Ex=a.a )
I(kz = wt + 8_.)
.Ey=b° y .

Por uma escolha conveniente da orlgem das coordenadas ou dos

43,

{64)

tem-

Pos, podemos fazer 8x = 0. A (64) se escreve entﬁo,_passando pa-

ra a notagao real,

E, =8 cos ¢ ,

E,=becos (¢ +8)y

onde fizemos

(b = kz - wt,

(65)

(66)

0 argumento do cosseno se chama fage da componente correspondente;

& @ a diferenca de fagse ou defasagem entre as componentes.

Una frente de opda e uma superficie de fage constante, ¢ =

= tbo . As frentes de onds das (65) sae planos perpendiculares a
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diregao de propagagac, que se deslocam com velocidade v. Se fixap
MO8 nossa atengso ssbre um dado plap.o 2 = 24y a8 (65) representam
as equagSes parame'tricas de uma curva, gue e descrita pela extremi
dade do vetor E nesse plano a medida que t varia. Vamos estudar a

natureza dessa curva.

E evidente que ela ests inscrita no retangulo de lados 2a

e 2b. Para obter sua equagdoy eliminemes & ° entre as (65). Vem:

gx/a =.cﬂs <b-§_
cos (P +8) = .

cos ¢ cosg 3 J{-cosz $ sen d =

., B 2
-L_Y_,=—; cos § 3 .\/1 - (El) send ;
R a

/ p 4 2 . ;x
(_y_ - — cos 6) = [1 - (-—) ] sen® 5,
'\ b a ' a /) _
ou, finalmente, |

B2 B, B By 2
(-_) -2 - --Z- ‘cos 8 '+ (-E-) = sen® 3. (67).

a a b

T

"'\
>
]

Esta € uma curva de segundo grau que, por estar ihscrita no retan-
gulo acima mencionado, so pode ser uma elipse (podendo degenerar

nun cfreulo ou segmento de reta; conforme veremos logo). ] é'bvio',
pelas (63), que uma curva analoge ests associada aH. Portanto, a
curva descrita pela extremidade do vetor E(__ou .fﬂ num plano  fixo

perpendicular a direqio de.propagaqﬁo--e’ uma elipse, ou seja, a-on-
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da plana monocromatica mals geral possivel e uma onda eliptigamente
pelarizada. Por outro lado, se fixarmos nassauatenqgo sab;e um
plano de fase constante @ acompanharmos © seu deslocamento no espa
g0y a extremidade de E deserevera uma helice, cuja projegao sdbre

um plano z = constante e a elipse (67). (Fig. 1.7).

Fig. 1.7: A extremidade do vetor E descreve no espago uma helice (curva em linha
cheia) cuja projegEo sobre um plano Z = constante o uma el:[pse (Pigura,

reproduzida de Handbuch der Physik, vol. XXIV, p. 177 (Springer Ver-
hg, Borli.-n’ 1956))0 - .

A forma da elipse depende da defasegem 8. Consideremos pri

geiro.dois casos particulares.

13). Luz linearmente polarizada:

- -~
- Suponhamos, para fixar ideias, que a > b. Quando 8 for um
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=

m&ltipio inteiro de w,
S=nwin=o, 51,1 P A P
vamos ter cos § = (-1)%, d¢ modo que a (67) fica, pa.r};u_ n par,
(Ex/a_-.-.Ey/b)Z =0, ou |
J:Y/Ex'= b/a (5 0, *oar, ...) '(69)_;5

€, para n Imp&r,
(Ex/a + F..y,/'r.v)2 =0, ou
Ey/Ex "‘b'/’. (5 37", oo-)o ,. (70)

Os dois casos estao representados'n_a _fig'. 1.8..

R4 k4

} K

15 B

| | |

—————— , —--':-—-——-'-'-—-b x —_f - ——— —"—-'—-"——b x

0 0

[~ . i

[ N

! — _

dgo’-z']r,--. 6=tw,—3w,..o'

Fig. 1.8: ILus linearmente polarizada,

A extfémidade de Er(ou de Eﬁ descreve um segmento de reta, .
de modo que o vetor tem direqao constante. Como E e B sao perpen-
diculares entre si, isto define dois planos pei'pendicularesz 08
planos ,(E, u) e (H,-u‘)o' Naiantig_a teoria"elsfstica da luz (ef. In-
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»
trodugao), ©. plano que continha o "vetor luminoso"” e a diregac de

propagagao era denominado g;ggo de golarigagao. ﬁsse Plano correg

pondia ao que, na teoria eletromagnatica, e o0 plano (H, u) e O no-
me foi conservado, chamando-se ﬁiggo de v;brggao ao ‘planc (E, u).

Ha realidade, se entendermos por "yetor luminose' o vetor que pro-

” o

duz os efeitos fisicos associados a luz, esse nome cabe a0 vetor E
- —

® nac a H. Com efeito, a agao da luz sdbre um detetor (olho, foto

-

celula, chapa rotografica) provem da forga com que ela atua sobre

&3 cargas atomicas, gus;e a,;ogga de Lorentz

'-'D- e 4
E +

F = o x B) , o (71)

ord;

onde e ¢ a carga @ ¥ a'velocidade da partfcnla. Comio IEI e IBI sa0
de mesma ordem numa onda plana e como vwocc, Vemos que a forga mag
netica ¢ desprezivel em conrronto com a eletrica e por conseguints

¢ esta que produz a maior parts dos efeitos tisicos da Inz. A ve-

rificagao experimental ddste resultado sera discutida no §3.1(b).

2%) Laz cireuwlarmente polarizada:

Para que a (67) se reduza a equagac de um efreulo, devemos

ter

| (72)
: 1’ t 2’ oo-) .

8= nr + n/2 : (n
Temos entao um cfrculo de raio a:
2 2. .2
gx + Ey = =a

e asg (65) ficam

h:
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E, =acosd, ' Ey'-= («1)"* 2 gend . (73)
Para ver em que sentido ¢ deserito o c{rculo, notemos que o vetor

-
E pode ser representado no plano complexo pelo ponto Ex + 1 Ey No

plano z = 0, emgque ¢ = = d:t, ohtemos enti'o, para n par,

iwt

E,+1B =ae @ =w2t oan) | (.74)
@y Para n .fm_paf,

E, +1E =a oWt (5 =3m/2t omw). . (78)
Como et corresponde a uma rotagao de wt no sentido positivo,

isto implica que um observador, olhando para a diroqao de onde vem
a luz, ve. E girar no sentido M_ para n_pag (luz circu-
larmente polarizada esguerga) e no sentido horario para n {mpar

(1u a) (fig. 1.9).

(a) esquerda

Fig. 1.‘5: Inz circularmente polarizada esquerds (a) e direita (b).



e i0 1.2.5: Démonsti'ar que qualquer onda linearmente polari~
zada pode ser considérada como resultante de uma onda clrcularmen-
te polarizada direita e uma onda circﬁlarmqnte'polarizada esquer-
da de mesma amplitude, desde que se escolha convenientemente a de-

fasagenm entre elas.

Voltemos agora.'ab caso geral da luz ellpti,camente polariza
da. 4 (67) mostra qua, para & = nr + w/2, 03 eixos da elibso
colncidem com o9 eixos de coordenadas. Entretantoy para outros vg
lores de &, 1sto ndo acontece: o eixo maior da elipse faz com

Ox um angulo Y = o (rig, 1.10). Para determina-lo, basta fa-

y 7
" /ar,xﬁ
/< /’1@ >z
. . ,//°>/ a
. y /,_/. X
- r—--n o Fig. 1.10: luz elipticamente polarizada.

zer uma rotacao de elxos:

B, = EE, cos P -JE? seny ,

E,', ='F‘..E gen Y + Ey cos ¥,

Substituindo na (67), obtém-se uma equagdo de segundo grau em E_ e

§
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Ey . Impondo a condigao de que o térmo em E§ E?

-se (exercfcio 1.2.6):

2ab _
tg 2y = —ti— cos § =
, a.a-'bz : &
= tg 2« cos B, »
onde |
tgm = b/a-

se

anule, obten

(76)

(77

rDe (76) resulta gue a iri::-linaqao da elipse varia com § da formg_

_indicada na fig. 1.11. O sentido de percurso pode ser obtido por

IA.
(..

kL8 . P LA
1r<;'5><2 4 >

Pig. 1.11: Variagao da forma e sentido de percurso da elipse em funcao da defa

S8 Z0mM.

analogia com o caso da luz circularmente polarizada e por cont.‘f.ﬁu;

dade.

;Exerc{cio 1.2_.6: Demonstrar a (76). .

----------------- - AR PR EE S O TE S W B W B W W W W
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TEo. p----ﬂu----w------ﬂ—-—pm---ﬂ---—-

Exg;gig;g_;;g;Z Uma onda cirecularmente polarizada esquerda de,
amplitude a e uma onda clrcularmente polarizada direlita de ampli~
tude b e de mesma frequgncia]'propagam-se na mesma diregac. Des=-
crever a polarizacao da onda resultants.

- W AR O WE EE MR R de A EE EE S d My My W EE W e by over S SN SR ww e B B S e O Em am

@;B;g;gigig_l&a&ﬁz Demonstrar que a suporpdsiggo de um numero qual
quer de ondas planas de mesma frequancia, que se Propagam ns mes-—

#a direcac, & uma onda elipticamente polarizada.

Uma onda plana monocromatica repregenta um caso limite i-
deal, que naoc pode ser realizado experimentalmente: 6 ilimitada
tanto no espago comd no tempo. Um felxe paralelo de raios luming
508, que se comporta aproximadamente como uma porgae limitada de
onda plana, pode ser obtido com o auxilio de um colimador, isto e,
iluminando uma fenda situada no plano focal de uma lente convexa,
Da mesma forma, com o aux{lio de um monocromador, ou sejla, de um
espectroscopio con uma fenda de safda para a luz analisada, e pog
sfvel.selecionar um pequenc intervalo de frequencias, obtendo luz
-gggaa-ﬁonocrogéyggg._

A luz nao monocromatica pode ser representada, atraves da
integral de Fourier (cf. apendice 1B), como uma superposicac de op

das monocromaticas. Isto corresponde a decomposicao espectral da
luz. o

0 exercfcio 1.2.8 mostra.que uma superposigac de ondas

planas monocrométicag da mesma f;equéncia e diregao de propaga-
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¢80 € uma onda elipticamente polarizada. Em geral, porem, isto
delxa de valer para uma superposigao de ondas de frequencias di-

ferentes. Obtém-se em geral lug parcialmente polarizads.

__jg;g;, emitida por corpos incandescentes, conpreende todas as

A representagao matematica da luz parcialmente polariza-
da ou nao~-polarizada & um problema dif{cil, que nao poderemos a-
bordar aqui. -Recomendamos a0 leltor interessado que consulte o
cap{tulo X do 1ivro de Born e Wolf (ef. Leitura Recomendada, no
fin deste capftule).

1.3 PROPAGAGAQ NUM MEIO CONDUTOR -

. AE 80 do Telegrafo.

Consideremos agora o caso de um meio condutor: o # 0.
Devido ao efelto Joule, um‘meio cOndutor e sempre absorvente e, )
em particular, um bom condutor deveria ser opaco. Como se expl; |
ca, entac, que uma solugao eletrolitica, boa condutora, possa ser
trénsparente ? 'Ah;azio'é novamgnte o fenamenq_da dispersao: a
condutividade depende da frequéencia e a solugEo§ embora seja

transparente ao espectro visfval, sg:a_npaca , para ondas de radio,

por exemplo.

A condutividade varia enormemente com a natureza da éﬁhi:
tﬁncia, desde valores da ordem de 107 mhos/m para metais, ate va
lores da ordem de 10”17 mhos/m para bons isolantes. Um pedago

de metal ordinario ¢ um agregado de pequenos cristals orientados



S3

&0 acaso, de modo que pode ser tratado como um melo isotrépicd,;g='

pesar da estrutura cristalina.

As equagoes de Maxwell, se admitirmos a presenca de car~ -

gas verdadeiras, ficam (usando as equaqges constitutivas)

| - 4r  _, € OB
() rot H=— OE 4+ = — ,

¢ c ot
—r
A A dH ‘
(II) 70t E = = = = ’
‘ | c at ) . . .
(78)
- 4T
(III) Qiv B = T Py
(IV) div E: o, )
enquanto que a equagao da continuidade e a (III) dao
: an o o L«
-—;:d.iv (G’E) 24-”2. Pv ’
ou seja, |
i m...p= . t/o.
| P!w(#) Py (0) o S 79)
onde

A (79) mostra que qualquer distribuigao de cargas colocada den-_

 fro de um meio condutor decai exéonencialmente com o tempo, conm



a 6(20° C) o(20°¢c) | .- - . 0
Substancia -1 & | (8)
(mhos/m) (s™) |
Cobre 5,8.10° |[5,14. 1017 | ~2(®) (1,5-20719)
ﬁggg destilada 2,104 1,8 - 105“ 81 3,6.10'6
Porcelana 3.20713 |2,7 . 1073 | 5,7 1,7.10%
Enxofre 107 | 9.10%| &4 | 3,56.20% (~10 B)
Quartzo fundido| <2 . 10717 f1,8.207 | & | > 2,2.10° (~ 25 a)
| z
*)
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fivida medla® 0, caracter{stica do meio, que se chama tempo de relaxacao.
Pela (80), vemos que o inverso desse tempo ¢ da ordem da rrequgncia ca-
racterfstica assoclada a condutividade o (ef. §1.1.(b)). Os valores
numeéricos do tempo de relaxagao de diversas_substancias estao represen~

tados na tabela V.

”~

Tabels V: Tempo de relaxagao de diferentes substanciag

E dbvio que € nao pode ser medido pelo processo habitual no case

de um metal. Os valores de £ estimados tearicamente on medidos por

processos otlcos (ef. §2.2.(b)) sao da ordem da unidade.

0 valor obtido para o cobre mostra que a (80) nao pode ser aplj
cada neéte caso, a8 por isto fol colocadso entre pargnteses na tabela V.
Com efeito, o perfodo da luz ultra-violeta de 3 000 & (0,3 p) & da or-
dem de 10'1_5 sy de modo que a (80)?65, neste caso, valores correspondep

tes a frequancias muit{ssimo mais elevadas do que aquelas para as quais
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& teoria pode ser splicada. . .0 mesmo vale para outros metais. Tudo que
_ sa pode dizer & que o tempo de:ralaxaqiownﬁm’metal'éumuito in!erior:aps
“porfodos das ondas eletromagnéticas no dominio que estamos estudando.
Logo, uma distribuicao de carga colocada no interior do metal desapare~
8¢ gquase 1nstant£neamente, dirigindo=-se para a superrfcie, onde fica lp
;;aulizada (quando o metal esta imerso num meio isolante, como o ar), sob
a forma de distribgiqﬁo superficial. Portanto, podemos tomar p_ como

sendo nulo nas (78).

Nestas condiqaes, procedendo com as (78) - de forma anéloga ao

que fol feito no §1.2.(a) para deduzir a equagao de ondas, obtemos (prg

Lt 2F w oF '
AE = — + — gp — . - {81)

éa P tZ cZ ot

. e
e uma equagac da mesma forma para H.

A (81) difere da equagac de ondas pelo téermo em JE/dt. Bste

o [ » -~ - *
termo e analogo av que aparece na equagao da condugac do calor ( ),
Aua = -y (82)

.k

onde u e a temperatura e k a condutfvidéde termica. Como a cOndngaq do
calor, a condugao elétripa J.nmlfenﬁmeno irreversqul, em que a energia
eletromagnetica ¢ dissipada pelo efeito Joule: um melo condutor & sem-
pre absorvente. A _(-B;L-_):._,;.gga..:..e';.dendm:.nada &M&M (pods
(*)

Vide, por exemplo, A. Somerfeld, "Po.r'tial Differential Equations in Ptvs:lcs"
(Acadenic Prees, New Iork 1949), 138. 34.
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desempenha um papel importante na propagagao de ondas elet’romagnéh
ticas em fios condutores), representa, conforme veremos em segulda,
. a propagagao de ondas amortecidas.

> 1,3, Solucoes Monocromaticsas. de Refracaoc Complexo.

Vamos procurar uma solugao monocronatica da (81), de fre-
quéncia angular w.: Usando a notagao complexa, as componantes dos

campos dependerac do tempo atraves de um fator e~l0t  oono

- - tt“wa 1
S A’wf:/ "‘,'ﬁp — (e719t) = . 1710t ’
ﬂ.m; T - Iat '
podemos substitulr d/2t por riw. & (I) fica, entao,
1w ¢ o L7
rotHz-—-(E-l-q,wi—-)Ef (83)
] ¢ (aJ &
® 5 a (81) se escreve
— w? o -
AR 5 - e (E 4+ 4t~ )E . - (84)
2 w .
e

Formalmente, estas equagdes s diferem das que foram obti-

das no caso de um meio transparente pela substituiqﬁo

Elq

£ —>E = € + 4t

’ (.85)

onde & & chmdo de gonstante dleletrica complexa. Qualquer 80
lugao monocromatica das (4l) cuja dependéncia temporal seja dada
pelo fator exp(-iwt) torna-se uma soluqao formal das (78) (com p =

= 0) por esta substituigao. Entretanto, a golugao obtida nem sem-

L
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pro e fisicamente admiss.fvel, conforme veremos logo. Aplicando a

gubstituiqao (85) as solugoes em ondas planas monocromaticas obti

~-das no §1.2.(¢), resulta:

Sangilp {08, o g 2 gossierl
E= E, exp [1 KV (. - v't)], N
— - (86)
H=/g/p 4.xE, '

onde E: ¢ um vetor co:nﬂlexb constante e . ieis w0 dang
v c/n' = e/f""‘"
Kive = @ = it c/n'., T (87)
B entw/ef=nrx a .

0

Todas as grandézas assinaladas com "liﬁh&" (1) sao comple~

xas. Enm particular, t"'emos um".fg_d_;ge de ref;;agio complexo, que re-
presentaremps por | KL V.

.. .t =vVelp =n + 1K c: au/" L (88) -

3o

onde n e K sao reais; n chama-se indice de refracao real e K cha-

ma-se goeficlente de ateng,ggg"p,_ por razoes que veremos mals adian-~ . -

te,
As (B5) e (88) aao
n? = gp + =
= )-l 471 o'y./cu =
12 +21inK,
e et UE;,JUE' A vy
ou seja, RIS B (ol Eidyhe e TERILEN €56 ST

& -

3
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nz - Kz = E’P’ T Sl el SRNE LV SRS "‘:"’:
o D eyt

L

nks= ?_1rcr)1/w.

.

Eliminando K entre as (89), obtemos umsa equacao de segundo
gran em.na,
n% - E}lnz - 4n? (ap/w)z =0,

. e
~ . “C . —.- ] '..“.: . 'ﬂ’ 'l . ia;"‘n.r":
da qual tiramos apenas uma golugao; : LT

. S oz‘ B }I',
n2=£(\/ea+1612-—+€ , (90)
2 o2 -

visto que a outra raiz nao daria n real. Substituindo a (90) na
primeira das (89), obtemos

o®
| K2=& €2 + 169% == ¢

2 w2

As (90) e (91) dao as partes real e imaginaria do fndice
de refragao complexo (88). Substituindo nas (86) as grandezas
complexas definidas pelas (87) e (88)y obtemos

v

}

E = Eo exp(=-K k, G.r) exp[1 (n kg 4.1 = w'tyi.,{ ST (92') i .

n' _ 1l PR
g=;—nx?=; VN IR TS ’ o . (93) -
onde

5= t51 (x/m). (94)

As (92) e (93) definem uma solugao monocromatice complexa
das equagoes de Maxwell para o melo condutdr; conforme vimos o

§1.1.(e), a parte real das (92) e (93) tambem e entao uma solugao
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= dessas equagaes. Qual e o significado £i{sico desta soluggb ?

As (92) e (93) sao ondas planas transversals gue se propa=
g gan na diregao 4: o fator de propagagao da fase e dado pela segup -
da exponencial na (92). Vemos que n se comporta de fato comc um

Ihdice de refragao real: a velocidade de propagacac da fase e o/n.

Entretanto, a amplitude da onda nio e céngtante: atenua-se
mqoxponancialmento ao 16n§o da diregao de propagagac. O fator de a-
' tenuagao e dado pela primeira exponencial na (92). Esta atenuagao'i'
" eorresponde a ébsofgio;da onda & medida que penetra no melo, devi~
do ao efeito Joule. Como a qﬁda’déve atenuar-se no sentido dd:piQ "
pagaggb, venmos due K ¢ sempre positive., 4 segunda (89) mostra en~
tao que n tambem 6 positivo, de modo que devemos sempre tomar as

rafzes positivas das (90) e (91).

A (94) mostra tambem que, ao contrario do que sucedla para

um meio transparente, ha uma defasagem & £ O entre Ee Eﬁ

A atenuagao sofrida pela amplitude da onda ao avangar uma
~distancia d ao longo.da-direqﬁo de propagagao ¢ dada por
exp(-K k, d) = exp (-2rKd/ Ao). A distancia correspondente a uma

atenuagao de e * ¢ dada por

d = 10/211' K = l/koK, (95)
Isto justifica o nome de goegicienge gg g;gngggao dado a K.

Ao contrario das solugoes obtidas para um meio transparen-
te, as (92) e (93) nao podem ser aplicadas a um meioc condutoy 111
mitade em todos os sentidos. Com efeito, uma vez que as amplitudes

decrescem exponencialmente no sentido da propagaqﬁo, elas crescem
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exponenclialmente no sentido opogto e tendem a infinito com a distip.
cla. A'solugio pode ser aplicada, porém, se 0 condutor ocupa um se
mi-espago: isto acontece, por exemplo, se uma onda plana, propagan
do=se no vécuo, incide perpendicularmente sobre a superffcie do con
dutor. Neste caso, as amplitudes dos campos na snperffcie do-metal
obtam-se a partir das.amplitudes correspondentes da onda plana inq;:
dente pelas condiqSes de contorno (sste problema sera resolvide no
capftulo 2). As (92) e (93) representam, entao, a penetragao  do
campo no condutor (a diregao de propagagao € normal a superf{cle).
O parametro d definido pela (95) chama-se profundidade de penetra-

€80, pols mede a espessura da camada na gqual a intenslidade da onda

[ » .
e apreciavel. ‘ a

As densidades de energis eletrica e magnetica dadas pelas
(92) e (93) nao sao iguais, como no caso de um meio transparente.

Temos
—k

—
W, Re (E-H) =
16w : '

|

14
1]

ou seja,

(96)

= '\/14-(4# c/we)z ,

onde usamos as relagoes (90) e (91).
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Vejamos agora qual € a ordem de grandeza dos parametros

_sg. :Lntervem nestes fenomenos no caso de bons condutores, como o0s

tais. Neste caso, ¢ nao’ pode ser medido diretamento, mas seu va

19: pode ser obtido a partir de experiencias oticas (conforme vers

.\

% no §2.2.(b)) e resulta ser da mesma ordem gue no caso de um di

rice. Para calculo de ordens de grandez_a po.demos, portanto, tg

‘mar € = 11. Para o cobre, de acordo com a tabela V, 0'=5,14-1017 s-]:'

de modo que SR Coh
are 1 ozs 1018 |
....... "—' " o (cn)
3 ©- 3. 101° L
= 3,3.107
314 - 107 A, (om)

Jissim, para Ao > 1’-l (10-4 cm), e'

4T8/w> 344 - 107,

ou seja

. o 4 m}/w)gs . (97)

ML

Isto vale de um modo geral para bons condutores e Jlo > 1ln Como

se ve pela (83), a (97) significa que, para bo ondutores, a fre-

- Py . ) »
Quencias abalxo do infra-vermelho, a corrente de deslocamento )

Nestas condigdes, as formulas precedentes simplificam=-
~ =se muito. As (90) e (91) filcam:
n®x K2 x 2rgp/w .-
Como w= % e in,':isso da:

n K';;/o".r. . .(98)
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0 campo magne'tico fica

Hx 2 o4 5 fix E, (99)

e a razao das ensrglas medias ¢ dada por

aro/w !
e > 1. | (100)

R

£i|gl

Como vemos, a energla do camponocondutor ¢ quase puramente magneti=
ca (mesmo para A da ordem de 1p » no cobre, 'ﬁn > 3.10° _i’e). 3

essencialmente a energia magnetieca que & dissipada no efeito Joule.

Kﬂ, ,3.; ¢) Efeito Pelicular.

Para um bom condutor, no domfnio de validade da ( 98), e

(95) da
c
AR —— | - (101)
vVZ2row ' '
Logo, a profundidade de penetracao e inversamepte prevorcional &
raiz quadrada da freguencia: quanto mais rapida a oscilagao, me-

nos ela penetra. Para o cobre, com o aux{lic da tabela V, acha-se:

a 16,7//:) em X

X 3,9 10° VAT (cm) Cm
A profundidade de penetragac no cobre, para diversos valores da

..frequéncia, esta representada na tabel_a vI.
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“‘zgpela vI: Profundidade de penetragac no cobre a diferentes fre-

quencias.
m :!'04 10 10° 101° Ay =loem.
(60~) | (radio) | (T.8.P.) (* V) | (ni_cro-ondaa)
l8s6m| L,7mm|0,7m | 0,007 mm | 1,7-20™ em | 3,9 207
g

Esta tabela da, tambéh, uma 1ldeia da espessura de uma chg
pa de cobre que ¢ necessaria para "blindar" um corpo da agao do cap

po a diferentes fraqugncias.

Além das restrigoes sobre as fraquSncias impostas @ neo
§1.1.(b), ha restrigdes adicionsis para a validade dos resultados
" precedentes. Bssas restrigoes decorrem do fato de que as equagoes
_:de Maxwell, devido ao seu carater macroscoplco, somente s30 aplicg
.'veis quando os pardmetros que intervém na teoria sao muito maiores
que as grandezas microscépicas. Ho caso de um metal, isto implica
_ nas seguintes festriqﬁes: 4) o perfodo das vibragoes e;gtromagnéh
ticas deve ser muito malor que o intervalo de tempo medio entre
 duas colisces dos elétrons livres no condutor; B) a distancia tf
Plca para a gual o campo varia apreciavelmente {ou seja, a profuﬁ-
didade de penatragao) deve ser muito maior que o caminho livre me

~dlo dos eletrons livres.

i temperatura ambiente, 0 intervalo de tempo meédio entre
duas colisoes num bom condutor ¢ da ordem de 10~ 12 e O cami-

nho livre medio e cerca de 10 =5 cm.A Tabela VI mostra entao que
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o '1im.1.te de validade dos resultados precedentes esta no domfniodas

ondas centime'tricas, ou seja, antes da regiao em que os efelitos da

dispersao comegam a se fazer sentir.

O efeito de penetragao inversamente proporcional & raiz
quadrada da frequencia e analogo ao gie sucede com a penetracao das
“ondas de calor® no interior da Terra. Isto se compreende facilmqn
te, pois, quando vale a (97), o primeiro te *mo do segundo membro da
(81) ¢ desprezfvel em confronte com o segundo e cada componente -de
E satisfaz a uma equagao idéntica a equagao da condugao do  caloy
(82). As variagdes medf{as anuals de temperatura penetram no inte-
rior da Terra cerca de /385, ou ‘seja, cerca de 19 vezes mals profwg

.damente que as variagoes diurnas. Quando ¢ verao na superffcie °
ainda e inverno a uns quatro metros de profundidade, mas se s dia

na superfficie ainda e noite a apenas vinte centﬁetros.

Ex ergicio 1.3.1: Demonstrar estes resultados, procurando solugoes
monocromaticas da (82). Tomar para condutividade termica do solo
=2-1073 /s,

Um efeito inteiramente analogo € o efelto pelicular
("skin effect”) nos fios condutores. Se considerarmos o balango
de energia de um t:t:echo de condutor percorrido por' uma corrente (o
xercicio 1.1.25, vemos que ha um fluxo de energia eletromagnetica
para dentro dgle, atr_avgs da superffcie lateral; essa energia val
| sendo dissipada em calor relo efeito Joule. Para um condutor eci-

.l:fndrico com uma distribuigao de corrente axial (fig. 1.12.(a)), B
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e Fna -superf:fcie s&o tangentes a mesma e perpendiculares entre si.

(a) ' | (b)

Fig. 1.12: Efeito pelicular num condutor oilfndrige.

e —

Os vetores E, H, 2 tém, portanto, uma disposicgao anéloga a da onda

plana (92) - (93) e & de se esperar que a penetragao do campo no

'cbndutor tambem seja anéloga. Asgim, se 4 e multo maior que o raio

a do flo, a corrente deve estar distribufds quase uniformemente so-
bre a seqao (efeito pelicular fraco), ao passo que y para frequgn-
¢las elevadas, em que d ¢ miito menor que a, a corrente deve estar
concentrada numa pelfcul'a de espessura d, junto a superficie (efei-

to pelicular forte).

Como a resistencia e inversamente proporcional a seq&'o,

l1sso implica que a resistencia de um flo condutor deve aumentar pa-

‘ra frequencias elevadas. Se admitirmos que a densidade de corren-

te se distribui da forma acima indicada, podemos estimar o aumento

de resistencia aproximando a distribuicao de corrente por uma dis-
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tribuicao uniforme numa coroa clrcular de largura 4 junto a super-
ticle e nula no interior (fig. 1.12.(b)). A resisténcia R a fre=-
quancia w esta para a resistéencila Ro a freqﬁSncia zero {corrente
contfnua) na razdo inversa das areas octipé.das pela corrénte nesses

dois casos, de modo gue, para ¢ efeito pelicular forte (d«ai), ob-

temos
R/R, =W a,z/aara a =
. =af2d= . - - (102)
= av2wo2c . o
Esta € a gé;mg;g_gg_ﬁgz;g;gh. Vamos mostrar agora que uma tearla

mals exata do efelto pelicular num condutor cilf{ndrico conduz pre.

cisamente ao mesmo resultado,

*»

d). Teo do efeito pell WX

Para 1sto; voltemos a considera;_r' o condutor cilfndrico’
percorrido por uma corrente axial. Vamo;s, introduzir coordenadas
cilindricas com eixo 0z no eixo do cilindro. Por simetria, oS
‘campos 36 dependem da coordenada-' p-e as ﬁnicas componen tes nao
‘nulas sio

. : e

zZ .

H(P - HV(P)Q-Mt ',

E (p) ¢-1wt '
z P ’ (103)

como vemos pela fig. 1.12. Vsﬁnos partir da expre.ssgo (et exerc_;f-
clo 1.1.3) | |
R 1-'-* B -
- div § = 2 .E__-.:Iv + Z-iF",("‘e_‘”m)’
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~onde 7 € o vetar de Poynting complexo. Devido. & (100),podemos deg
¢ prezar W, em confronto com W_ nessa expressac. Integrando ambos os
- membros sobre um trecho V do condutor de altura unitaria (fig.1.12),.

obtemos entao

¢ - ohy ¢ F oA
- — div (ExH)ar -— ExH .n dS =
8r 8w
v S '

- h

,;.,_,__,..
2
i

et
-3
=
F

-g-J E_(2) H,, (a) 4t =
1id
_l-'

n
NI
%'

o * _ I *
6_ EZ_EZ dS -~ 2 1w ;‘; H!PH'F dS,
e z -

onde S & a snperf:fcie lateral, X a seccao transversal e [ o cog
torno de I (fig. 1.12).

Aplicando a lei circuital de Amparé_, vems

¢ * ¢ * 1 *
e E (a) Hy (2) 4t = P B a) | Hya)al = 3 E,(a) T ,
r r

I= [ Jy 48
: 5

e a Mtensidade da.corrente. Obtemos entaos

f o B, E 48 - 21w -{:N anE.Pds . (104)
Jz LTl L 16“ 2 .

~ onde

1
""E (a) I =
2

NIH




68

O primeiro termo do segundo membro e a potgncia media dis
sipada em efelito Joule por unidade de comprimento do fio e o fator
que esta maltiplicado por - 2iwe a energla magnética média por uni

dade de comprimento armazenada po interiop do fio

Fol visto no curso anterier que, para corrente alternsada
de intensidade I (valor instantaneo), a poténcia dissipada num con-
dutor de resistgncia R ¢ dada por R Ia_e & energla armazenada no
campo magretico :.L I%/Z, onde.L e a auto-indutancla do condutor.
Se usarmos a notaqib compléia, com o fator tempordl exp(- fwt), re
sulta da (34) gue os yaloreg médiog dessas expressoes sao dados,
respectivamente, por %_R I I* e %°“% LI I*. Estas expressoes po~-
dem ser usadas'pgia definir Re L a freqﬁsneias elevadas (*). Parg
aplica-las a (104), temos de Eﬁfstituir R por ﬁ, a resistencia por
unidade de comprimento, e L por ii’ a auto-indutancia interna por
unidade de comprimento (L = L1 + L y onde Li’ a auto-indutancia in-
ternsa, esta associada a energla do campo-magnbtico interno ao condy
tor e Le, a auto-indutancia ;iterna,_astiiassociada ao campo magné-

tico externo). A (104) fica entao:

: * ~ % - *
Ez(a) I1/2=RII/2 - 1uaL1 I1/2,
ou séja,

E,(a) = (R - 1wl,) I. ~ (10s)

*

) Kao podemos aplicar a lei de (hm em sus forma usual, valida & baixss frecquen-
cias, para obter esta definigcio. Com efeito, a altas freqiiencias, E, nio 4
constante sobre a secgao, de modo que a "voltagem" entre dois pontos d# 880~
goes diferentes depende dos pontos escolhidos em oada secgao.
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AT

- 4 (105) tem a mestia forma que a’"lel de Ohm generalizada® V = z I

que se emprega ha teoria de circultos de corrente alternada. E L(2)
- representa a voltagem por unidade de comprimento ng_gg@g;;_iggg__gg
:' tio, e o fatux( ). |

i T ot

3 chama-sa _ggggggg;g_;ggg;gg do conﬂutor (por unidade de comprimento).

ﬁ claro que, para calcular a 1npedancia total de um circuito, e pre

c¢lgo levar em conta tambem a\impedancia externa, que contam a con-
tribuigao da auto-indutancia externa. Esta depende fortemente da
forma do circuito, ac passo que a 1mpedanc1a interna e priticamente

independente da forma (desde que'a curvatura do fio nao seja muite
forte).

Vamos moStiar’agofa que élpdsstEI exprimir §1 em funcao
- exelusivamente do campo eletrico ende sua derivada normal, calcula-
dos na superffcie do fio. Para isto, vamog partir da equaqio do te

legrafo (84), desprezando a corrente de deslocamento e tomando p=

1l:
4riow
bE(p) = - 0 E (p) =
aiE (p)
= «=—E (p)
a2 =
(*)

Obtivemos -iw L para a reat;ncia._ porque tomamos exp(- Lwt) ao inves do fa-
tor temporal exp(iwt) queé sé emprega usualmente na teoria de circuitos de
corrente alternada.

‘.‘Ii
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onde 4 __e' a __p__roftindidade de penetraqé'o (101). Para uma fungao que
50 depende. de py o0 laplaciano em coordenadas cilfndricas e (cf._ e
xercielo 1 2 2) | o '

- 2 _ . .
4 1 a I da -4 .
A:———-p-s-—-.:—-—. P— .
P P

Obtemos portanto

dB .
Y A 2L .
POeel § Srunll BNt erdit ¢ D IS (107)
poap \ap /- T2 2P
A intensidade da cérrente e dada por o
I»=JoEzdS= ' h
7y R o :

w

a
0 .

ou, tirando o valor de P 'Ez' d,af (107); ‘

. . ) . o a " | ) I

» a9
é“-2re - —_ dp

iroaa (dEz/dP)p-a

-
"
OV N

O que podemos exprimir em funqao da resistencia, R por unidade de
comprimento para cc-rrente cont:[nua,
R, = Uroa®, ~ (108)

por
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i‘d? dg& ! B
I= e { == 7] (109)
- a R, dp /p=a

Substituindo na (105), obtemos

13
Ez(&) = ""'—

(110)

» -
que e a expressao desejada.

Para calcular Zi, basta, portanto, 1ntegrar a equagao dai
ferencial (107), o que da a distribuigao de E, (o pcr conseguinte
da corrente) sobre a secgao. Pode~se mostrar que a solugao dessa

€Quagao que permanece regular para @'= 0 p )
B,(p) =4 J, W2T pra), (1,11)

onde J, € a fungao de Bessel de. ordem zero( ) e A uma constante ar-
bitraria. As partes real e 1maginaria de JOG/" i x) encontram-se ta-
beladas, por exemplo, no 1ivro de Jahnke-Emde(**). Com o aux{lio |
dessas tabelas, € possfvel calcular a distribuigao de corrente e

(pela (110)) a impedancia 1nterna para qnalquer frequencia.

Nos casos extremos do efeito pelicular forte (d«a) ou

fraco (d»a), porem, & possfvel obter diretamerite solugdes simples)

(*)

Vide apéndibe:4A e ds ?efpﬂanéiﬁs ali éitadés

ok . _ ' :
( ) E, Janhke e F, Emde, "Tables of Functions" (Dover, New York, 1945), pg.246.
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que representam muito boas aproximagoes.

eito O £4 .

Neste caso, o campo deve variar multo rapidamente em fug
¢ao de p .na vizinhanga da superf{cie, de modo que o fator lenta-
mente varidvel p no primeiro membro da (107) pode ser tomado como
constante na derivagao (a contribuigao principal a derivada provem

do outro fator, conforme veremos logo):

w

; 2
1 4 PdEz d Ex L
P ?

dp dp,. dpa . | o e
' _ ZIE
= — —— .
-3
al s

Portanto, para P préximo de a, devemos ter

2
B 241\
+ ; E, = o, (112)
dpz 4
ou seja, .
[, (2 -
E,(p) = E,(a) exp|1 (—-;— (a=-p) (p <¢a). (13
Dagui decorre: | |
a? E, 1 .dEz 1 4B
a p2l ¢ |oap P ap
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0 que justiflea a aproximagﬁo feita. O sinal do expoente na (113)|é
\_iﬂqta;minado pela cOndiqiq de que Ez deve decrescer 2 medida que pér
- netra nnuintqrior.do,fioe:aﬁ-fécil ver, combinando as (92), (95) e
;(98)’ que a (113) corresponde preclsamente a uma onda do tipo estu-
 dado no §1.3(b), com
A
usT=a- p,

‘penetrando no interior do fic. "4°(113) da

&, Cf1-1
%) L (e

dfr A =a ‘d

"

Substituindo na (110}, obtemos

' ﬁ -1(01!1 | - & d
1. ) — ' = . =
Ro 1 dZ -1
= (1-1) a/2d .
IPortan’to,-
Dl v R = oI R, -
Y | (114)
G wa we - . = ajzd y

ES

' 0 que demonstra a formula de Rayleigh (102) e mostra ainda que a re
atancia interna e a resisténcia tendem a tornar-se iguails para fre-

.l‘
quencias elevadas.
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- {B) Efeito pelicular fracgo (4 > a).

Neste caso, Ez deve variar muito pouco sobre a sec9505 o
que sugefe procurar uma soluqﬁo da (107) em forma de serie de potén
clas de y = p/d (y ¢ a/8<«< 1). ' Multiplicando ambos os membros da

quela equagao por d<, ela pode ser escrita:

d dEz .
d(y?) ayd)
Se ja _ o ‘ o
B (Y9 =Cy + 0Pt (322 + L. v tyP)B s L., (116)

Ficara ao encargo do leitor (exercfbio 1.3.2) demonstrar
~ que, substituindo a (116) na (115) e identif:lcando os coeficientes,
obtam-se- \

(-21)2

c. = . C. < o (117)
n (o]
b 22 '42 e -(ZB)Z

4

- ) .
Das (116) e (117) resulta a expansao procurada( N

i

' 1 1 i
B = - - -—y2 - —— 4 +  —— 6 + t..). (118) ‘
z e ( 2 167 " 288

(*)
Esta expansao tambem pode ser obtida diretamente a partir da (111) e da. ex-
pansao em serie de potemia.s de J (Z) (of. apendice 44).
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A (118) ga:' |
I\ dEZ

dp d dy

4Gy [ 1, .
- — Y 1 - y — y * seel)e
d 4 48
Por conseguinte, .

E-z : | | 3
—-——-- 1 v'-YZ““-Y4+.;Z)<:1:+ -syz - -“'? = Yé*-{3)=

| &

48

14 1 1 ‘
= — {1 "-ya +—Y4 + Y
y 4 48
Tomando P = a e fazendo (ef, (102))
2 =aBred/2ec="N T (119)

resultas ' , R

E 2
Z id— (1 - 1?2 + -]: Y!4 T oave (q <L 1)0(120)
B /3 fooy &\ -

Levando na (110) e identifidan‘d-plas partes real e imaginafria, obte

mos
B/Ro = l+-= ?4 + oue 9
(1z21)

2

"’I'J./Ro = 9=+ ... .

Pelas (108) e (119), a segunda.'(J.Zl') tambéﬁl pode sei{ escrita:



76

~ 2 2T az o w
‘-l)Ili‘ 1'l' a G' = + [N ] }
4 c2

ou seja | T

~ 1 '

Li = — o aes » : . (122)

o 2
a¢

Vemos portanto que I‘i tende a um valor finlte gquando «w tende a zg
ro {corrente contfnua), valor eéste que tambem pode ser calculado di
retamente (exercicio 1.3.3). ' |

e e Er o mm mr mE ws M AN WS O EE O EE O Wr EE EE Er Em am Em kW e W A A AR R o A am e

" Bxerc{elo 1.3.3: Demonstrar diretamente, calculando a energia mag

netica armazenada no interior do fio, que

-
&

-.~' l

L, = =e—
L \
an'

‘- . I.
a fregiiencla zero (corrente cont{nua).

——————--—————-—m--—----‘-—'-—-’q----‘

Fig. 1.13: Repistencia e reatancia interna de um condutor oilindrico em fun¢ioe do
parametro Y. ' '
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A flg. 1.13 representa o andamento de E/ﬁ; e de w‘fi/go
em fungao de Vi (que & prbporcional avio ). Para 7« 1, pela
"._(121), ﬁ/ﬁo eresce a partir de 1 como ﬁma parabola de quarf.o grau,
a0 passo que m'i.'i/ﬁ, 8¢ comporta como uma parafbol'alde segundo
- grau. Para ?»1, prela (114), tanto ﬁ/ﬁo como wii/ﬁo se aproxji

* ~
-mam da primeira bissetriz( ). A solugao exata (111) permite co-
brir o domfnio intermedidrio. |

A tabela VII dd os valores de ¥ ©rara fios de cobre de

diferentes ralos a dirérentes frequencias. Para 7 >» 1, v repre

_ _ Por exemplo:
para um fio de 1 e de raio a uma freéugncia de 0,6 megaciclos, a
resistencia aumenta por um fator de 53. ” )

Tabels VII: O pardmetro 7 para um fio de cobre de rafo a & fre-
' qiiencia . ‘

a .
o 1l em < 1 nm 0,1 mm
v(s-1
50 0,53 0,063 | -0,0053
5-107 5,3 0,53 0,053
5-10° 55 1 53 | 0,53
&5-109 5 300 530 53

4 solugao exata (111) mostrs que, para n>1, B/Ro‘&7+ % » de modo que a
curva de R‘/Eo tende & tornar-se paralela a primeira bissetriz, mantendo-
—B@ acima dela, conforme mostra 8 fige 1.13, onde a bissetris foi represen

tada em linha interrempida. Jg wi, /R tende assintSticamente & bigse.
triz. ' '
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A fig. 1.14 mostra como se distribui a corrente sobre a secao

de um fio de cobre de 1 mm de raio a diferentes frequenclas (o-cal-

Ralo extermo Eixeo do flo  Raio exterms

Fig. 1.14: Distribuigdo de corrvente mm condutor oilindrico de cobre de 1 um de
raio para diferentes valores da frequencia ;.

culo se baseia na solugao exata (111)). Vemos qua, para altas fre-
quéncias, ¢ desnecessario utilizar um fio condutor solido. Podemos

substituf-lo por um condutor tubular (oco).

No caso limite ideal de um condutor perfelto (6 —- o), a
(101) mostra que a profundidade de penetracao e zero: um campo ele-
tromagnetico nao pode penetrar no interior de um condutor perfeito.
A "pelfcu;a" de corrente'tfansformﬁ-se, entao, numa corrente super-

ficial (ef. §1.1.(e)).
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~ 1.4 NOCOES SOBRE SUPERCONDUTIVIDADE

o

) balxo de 10%K, observou que, no caso do mercurio, a resistencia desga

- -

0 Efelto Mel apr-0 e

Em 1911, Kammerlingh Onnes, quando estudava o decrescimo de

rbsistsncia eletrica dos metais com a temperatura, a temperaturas a-

parece bruscamente quando a temperatura cai abaixo de 4,2J {Ver

fig. 1.15). Diz-ge, gptao, que o mercurio se torna gupe ;gogdutg: e

0’150 r : .. —
} o0} 1'//’
g i ! |
& { , l
0,050" : ’ -
|
I J.O"'5nl 1
0 L S
4,0 4y2 4y
(K}

Fig. 1.15: Resistancia R do mercurio em fungao ds temperatura absoluta T.

o fenomeno se chama supercondutividade. A temperatura Tc em gue se
produz a transigao chama-se tempera ) ica. Atualmente se * co-

nhecem dezenove outros metais puros supercondutores (entre 8les es=
tao o alumfnio, o .estanho e o chumbo). As temperatﬁras eriticas es-

tao geralmente abaixo de 10°K. Ligas metalicas tambem podem;tornar-

] »
se sypercondutoras, mas consideraremos scmente o comportamento dos

metals puros, que ¢ mais simples.



80

A transiqao e extremamente abrnpta. sabe-se, atualmsnte,que
ela se efetua em menos de 0,001°K de modo que T e muito bem defini
" da. A resistividade abaixo de T e menor que 10 20 ohn—cm, ao passo

que os melhores condutores normais tem uma resistividade da ordem de

107 =9 ohm-cm a temperaturas multo baixas.

Para demonstrar ° desaparecimento da resistencia, pode-se pro
ceder da seguinte rorma. Coloca-se um anel da substancia num campo
magnetico, a uma temperatura T > T 3 baixa—se a temperatura ate que
a substancia se ‘torne supercondutora e depois se retira o anal ~ do
campo magnetico. A forga eletromotriz induzida produz no anel uma
corrente que ficara cireculando indefinidamente, sem dissipar energla,
enquanto o0 anel permanecer no‘eétado supercondutor (Kammerlingh
Onnes mostrou que uma corrente d§ varias centenas de ampares'induzi-
da num anel de chumbo decrescih menos éue uma parte em quarenta mil
por hora). Estas "correntes peréistenteS" s0 podém ser produzidasem
supercondutores duplamsnte conexés, como um anel, ou mﬁltiplamente co
nexos. Nao podem existir num corpo simplesmente conexo, tal como u-

ma esfera.

A corrente supercondutora, ou gupercorrente, penetra muito
pouco no interior do material. Experiencias com peliculas delgadas
supbrcondutoras mostram que a profundidade de penetragao da superco:

rente ¢ da ordem de 107 -5 - cm.

A supercondutividade pode ser destruida por um campo magnet;
co suficlentemente forte. 0 valor deste camnpo magggtigo g;fgigg H
e fungaq da temperatura e pode_ser_representado aproximadamente ‘por

uma formula do tipo (fig. 1.16):
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H,(gauss)

0 2 4 6 8—';.,(01){

Fig. 1.16: Campo magnetico cr{tico H, en fungao da temperatura absoluta T para o

chumbo,
Hcm Ho l1-|— . (1_23)
Te
Por muito tempo se acreditou que um supercondutor pudesse
ser descrito como um condutor perfeito, de acordo com a teoria de

Maxwell, isto ¢, uma substincia de condutividade infinita. Isto im
plicaria que O campo eletrico e sempre nulo num supercondutor. Pela
lei de indugao, terfamos, portanto, 3B/ot = - ¢ rot B = 0, ou seja,
B se manteria sempre constante com o tempo no interior de um supereon
dutor. Assim, colocando um supercondutor num campo magnetico, as
linhas de induqﬁo.teriam de.contorﬁé-lo, sem nele penetrar. Isto re
almente acontece se a substancia £or primeiro resfriada ate T*(T e

em segulda colocada num campo magnético (fig. 1. 17(a)).

Entretanto, se a substancia for colocada no campo magnetico
ainda para T:>T » a4s linhas de indugao penetram nela sem dificuldade,
pols a permeabilidade magnetica dos metals considerados, no estado
normal, e praticamente 1gua1 a unidade. COncluir-se-ia entao, pelo
modélo do condutor perfeito, que as linhas de inducao deveriam perma

necer "congeladas" no interior do corpo quando a temperatura fosse

L g
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abalxada para T < T, (fig. l.iﬁ(b)). Portanto, o comportamente do
supercondutor num campo magnético dependeria de sua historia ante-

rior (cOmo.se ve comparando os casos (a) e (b)).

T<T (a) Ty T>T () TCT

.
R

T>7, (o) T<T,

Fig. 1.17: (a) Substancia que sofre uma transi¢ao para o estado de condutor perfel '
to ou supercondutor e depois @ colocads num campo magnetico: as linhas
de indugho nao penstram; (b) Transigao para o estado de condutor perfej
to dentro dum campo magnético: as linhas de indugdo permanecem congela~

das; (c) Transigao para o estado supercondutor demtro dum campo magnati
co: a8 linhes de indugac sao expulsas (efeito Meisener-Ochsenfeld).

Entretanto, as experiéncias de Meissner e Ochsenfeld (1933)
mostraram que, no segundo caso, as linhas de indugao 580 “expuléaé"
do interior do corpo guando éle se torna supercondutor (fig.1l.17(c)).

Portanto, B = 0 no interior de um supercondutor; este efeito chama-
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se efeito Melssner-Ochsenfeld.

Na realidade, o campo magnético pénetra um pouco no interilor
de um supercondutor. A prcfundidade de penetraqao, como no caso da

' supercorrente, ¢ da ordem de 10™% cm.

0 efelto Melssner mdstré‘que se pdde faiér de um "estado su-

 percondutor™ (independente da historia anterior) e de um "estado nog
mal™, como duas fases da mesma substancia (assim comq.grafite e dia-_
mante sao duas fases do carbono). Isto permite aplicar as leis da
'Termodinamica a trgnsiqao de fasej os resultados assim obtidos estao
expostos nas referénclas citadas no fim déste capftulo. Kunzler e
(*)

‘eolaboradores descobriram recentemente que um composto interme=-

':tﬁiieo, o Nb3 Sn, mantém-se'nO'aStado supercondutor, a 4,2°Kk, mesmo
em campos magneticos extremamente Intensos (88 kgauss), transportan<
Ido densidades de corrente médiaﬁadg ordem de 150.000 amp/cmg. 0 capg
" po magnéticd crftico,'extrapolédb¢a‘temperatura de 0°K, e superior a
200 kgéuss. A tehperatufa crfticﬁ'para o Hb3 Sn € a mails elevada cd
nhecida: T, = 18,05°K. fstes resultados deverao permitir a constru-
gao de eletro-{mds supercondutores capazes de atingir campos magneti

cos da ordem de centenas de kgauss de forma muito mals economica que

os eletro-{mas convencionals, pois € eliminada a g}gsipaqio de pqpégh
cla em calor pelo efeito Joule. :

(*) .
- J. Emnzler, Revs. Mod. Phys. 33, 501 (1961).
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Progressos imporitantes na teoria micrbscépica da supercondu-
tividade tem sido feitosg nos altimos anof, especialmente a partir de
trabalhos de Bardeen, Cooper e Schriefrer em 1957. Nao discutiremos
aqui eéstes trabalhos, que se relacionam com o problema da origem da

supercondutividade. Limitar-nos-emos a descriqﬁo'de uma teoria feng 53

menoldglca, proposta por F. e H. London em 1935, que representa ume 'J§

. extensao da teorila de Maxwell aos supercondutores.

As primeiras id;ias.sabre a natureza de um supercondutor,que
f
o identificavam com um condutor perfeito, levaram Becker, Heller e
Sauter a propor, em 193&, um modelo miéroscépicO‘clissico da super-
condutividade. Segundo este ﬁodglo, ter-se~ia no Interior de um su-~
percondutor um "fluldo* de'e;;%rons livres supercondutores movendo ~
-ge inteiramente sem atrito (resistividade igual a zeroc) sob a aqgo
do campo eletrico. Se @y My ;ﬁ-représentam"a carga, massa € veloci-
dade de um elétron, respectivaments, tgrfamos entao a equagao de mo=-
vimento: |

. iy
" dv —
E

m-— T e
dt

A velocidade do elétron, isto é, de uma partfcula do "fluil-
do", depende do tempo*nao 86 explleitamente, mas tambem atraves de

suas coordenadas, de modo que temos, como na equaqgo_fundamental da

Hidrodinamica,
dvy d -
—c-l':- = a‘: A (ty x, ¥, z)] =
Oy OVy ax °¥x ay ' dVy dﬁ

dt  2x  at dy dt @z dt




bvx e
= T +- v, grad v_ .

2t x

Entretanto, Podemos admitir que v ¢ suas derivadas parciais em rTe-

1aqao as cpordenadas se jam suficlentemente pequenas bara gue o ulti-

v v
—_M-—_.
dt° ~ at
Iemos entao - a;r . o .
=~ == = B, (124)
e . t _ :

Se ng e O numero de eletrons supercondutores por unidade de

‘volume, a densidade de supercorrente e

3: =ng e v _ - (125)

e a (124) da:

_onde

A =m/ns 02 » - . (127)

| o -28 =10 ’o
Sendc m ~ 9.10 sy © = 4,8.10 u.e.5. e admitindo que n, e da or
dem do nﬁhero de étomos por unildade de volume, ou seja, da ordem de

6.10°2 étOmos/cn3, acha;se que
N n{10"31-32 .

Aplicando a lei da indugao, com M = 1, ter{amos entao, pela

© - (126)

\



(126),
——
-~ ——=rotBE= — rot(.Aj)]s
c at e LR % | |

ou seja, " - LT L e 5 . PETTE

0 - — S - : L e N

ot [H+°r°"(A3’]=°- (128)

ot s’

-

fstes resultados foram obtidos a ia\artir. do modelo do condutor perfej

to. Assim, no Interior do supercondutor, onde 3 & nulo, a (128)
- - : -

daria somente JH/ot = 0 e seria compagt:fvel com um valor constante

mas nao nulo de E (o que contradiria o efelto Meissner).

F. e H. London partiram da observagdo da que o modelo do cop |
dutor perfelto parecia conduzir a resgltadoé..--corretos ‘noc caso - em
que o estado supercondutor era atingido partindo de um estado ini-
-clal em que nao 80 a cofren‘te rga{:s* taiibém o campo magnético fossem ng |
lbs, conforme se veé no éxemplo da fig. 1.17(a). Aplicando a (J,ZB)
a uma situat;ao em que tanto .ﬁ' como 3; se anulem para t. = 0, -vi.r.‘l.a,,'

integrahdo em relagao ao tempo,

¢ rot (A_J;)=-fi.', | (129)

—

© gue agora seria compatfvel com o efelto Melssner, pois g © H sem-~

pre se anulariam ao mesmo tampo; F. e H., London sugeriram entio'q'ue
- _ o,

a (129), e nao a (128), seria a relagac correta entre 3; e H, em,

qualquer situagao (e nao apenas guando o valor iniclal de H e nulo).

As (126) e (129) sao chamadas eguagoes de London e A chamg
-se constante de London. F. e H. Londor; propuseram que se considerag
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,ﬁ sem as (126) e:(129) como novas equagoes fenomenologicas' {equagoes
consf.itutivas), que desempenharigm, para a supercorrente, O mesmo pa
3-: pel __da lel de Ohm para a corrénf.’é éhﬂi’ic;.. A teoria de Becker, Hel~-
ler e Sauter so serviu para sugerir a forma dessas equagoess €  nao

deve ser levada a sérlo como modélo. A constante de Tondon A e, en

tao, uma constante fenomenoldgica, como o j verifica-se também  que
gseu valor depende da tempefatﬁi*é,. -Para um supercondutor hMOgéneo

(temperatura uniforme), as (126)"_:;._9,(1_29 ) -podem ser escritas:

A_ai’;/at ".E ,

-
.

- o (130)
A e rot Js = -H,
A estas "equagoes cons'tit_utivas" devemos acrescentar as e-

quagoes de Maxwell usuals, onde podemos tomar £ = P =1 (como no.

caso de um metal normal):

— 4r 1l OE
- €(I) Tob H= =— § 4+ = — .,
. ' [+ ' [ a-!;
.E . 1 a-H'- Sy Y LA
(II) rotBecw= — 3 - :
_ ¢ ot

31
(II1) atvE =47 p,

(Iv) aiv ® =0 .

- - _ ~ - -
Nestas equagoes, as densidades j e p nao sao identicas a

';T; e p, (densldades de supercorrente e supercarga). A nio ser pg

ra correntes estacionérias, contipuam existindo, no supercondutor, g':
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ma corrente ohmica 3: e uma densidade de carga assoclada @3

7= 3; + 3: ’ .
| (132)
P=P3+Po' .

Cada par (3;, ps), (3;, Po) eatisfaz separadamente a equagao de con-

tinuidade. A corrente ohmica e dada pela lei de Ohm
T.= oF. (133

Para um canmpo de frequgncia anguLar w (d/6t = - Lw), a primeira das
(130) da, entao,

—

E = - 1o31\3; .
Portanto, pela (133),
3; = -.iJDJ\O”EQ; I?;l =cu[\<r|3;| . (134)

A (134) confirma o que dissaﬁos acima: para correntes esta-
cionarias (w = 0), tem-se ?]; =03 a importﬁncia de -;l; rela'tifaménta a
jg'cresce com a frequéncia. Para o mercurio, por exemplo, utilizan-
do o valor de o logo acima da temperatura erftica, 0“6:1019 sfl, e
N~ 10_31 %, vemos que |3;| ja se torna da mesma urdem..que.|3:|
para w~ 10%2 s™}. Em particular, no domfnio otico w 210% s71,a
corrente 3hmica predomina e a substﬁncia se comporta como um condutor
normal. Se nao existisse a corrente ohmica, o supercondutor  seris
transparente, porque a supercorrénte nao dissipa energia (cf. exerci
cio 1.4.1). O fato de que nio ha nenhuma diferenga visfvel entre o

estado normal e o estado supercondutor e uma prova decisiva da exis-

FLY F Y
tencla da corrente ohmica.
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Para frequenciagsuficientemente baixas, podemos tomar 3= 3q. .
e vamos tomar Ps =0 (o que sempre vale no caso estacionario, pois
entao EF 0 pela primeira (130) e, por conseguinte, div B = 0). Vg
Jamos qual e, nestas condigoes, (o] analo;o da "equagao do telegrafo"

para ) superconﬁutor. Tomando o rotacional da (131) (I), vem:

— AT 1 9d
-AH=—-rotj + = = (rot E)s
e e ot

ou seja, com o auxilio da segunda (130) e da (131) (II),

2E-g i TP (135)
o& atf
onde R 1 S
% = ar/nef . (136)

(Note~se que o parametro [ tem dimensao do inverso de um compri~
mento). A mesma equaqu vale para ET@ para ?;. A'eqanEO'que se ob
tem para cada componente cartesiana dSsses vetores, que e a forma es
calar da (135), chama-se a equacao de Klein-Gordon. A mesma equa~
gEo-lntéerm na teoria dos campos mesonicos. Esta equacao descreve
fenomenos de propagacao com um alcance bem definido, da ordem de /B
(no caso dos mésons, e o alcance das fargaé nucleares). Vamos ver
que 1;to_permite explicar o efeito Meisgner e obter a profundidade

de penetraqﬁo do campo magnético num supercondutor.



Conslderemos um meio suj}ercondutor semi-infinito, limitado

por uma superficie plana. Com o sistemé de coordenadas da fig.1.18,

© supercondutor ocupa o semi-espago z > 0., No semi-espago z < 0,

: » gl »
existe um campo magnetico uniforme Hy, . Como o campo e estaciona-

?15. 1.18: Sistema de coordenadas para o problema da penetragao do campo magne-

tico num meio supercemdutor semi-infinito,

rio, a (130) da: E = 0. Pela simetria do problema, -ﬁb $0 pode de~
pender de z, de modo que a (135) fica:

EE o
T - B H = 2
) az%

ou seja,

-ﬁ?z) = H(0) ¢~ P2

(visto que_sc; a exponencial decrescente e ’ace.ttével). Da{ segue que

s

, . div H = aHz/bz=-[SHz=0.

- > I » ’
Logoy E e''paralelo a superf{cie e podemos escolher os eixos de tal
forma qwe tenha a direcao y:
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H=Hy.
As condiqoes de contorno da teoria de Maxwell, que conti-
nuam validas, implicam a continuidade das componentes tangencial e

. normal (@ =1) de B na superffcio, o que das H(O) = Ho' A soln-

¢ao final e, portanto, J
—- >
H=H°=H°y (z ¢ 0),
E = o~f2 (z >0), (137)
L
E=0,

A densidade de supercorrente e dada pela (131L)X(I). A dnica

componente diferente de zero e

. - ar .
(rot H)y = -2H/pz = BE, o”P%Z = — (3))

. [+
donde : ,
¢
T, = L H, oP2 3. -(138)
4w :

— -
Loge, tanto H como js decrescem exponencialmente a partir

4

da superffcie do supercondutor. A'pgoggggidade de pggetrgggo e (ef.
(136))

1V/B-=c (n/an)F

: Para 1\W~i10'31 sa, acha-se que é profundidade ée'penetraqﬁo e da
:Tordem de 10'5 cm, 0 que codcorda-com 0s resultados experimentais. O
interior de um supercondutor de espessura muito malor que esta pro-
fuhdidédé.ficé'praticaménte livre de corrente e de campo m&gnéticos

explicando assim o efeito Melssner.
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a

A profundidade de penetragac é, como Ay fungao da tempe-
ratura (fig. 1.19). Em particular, para T tendendo a Tc’ verifica~
=-ge qué /\ tende a 1nfih1to e O campo magnéticolpenetra livremente.

Logo abaixo de T,, comega a nexpulsao” do campo.

ﬁ‘.
A
|
}
3 3 :
} |
“ . SRR R | N S
o 2 ' :
s | _.,/‘d i
o
|
0 ]

2,5 3,0 3,5 4,0 To 45
(%K) —

Mg. 1.19: Profundidade de pemetracso em fungao da temperaturs para o Hg.

):4 importante notar que esta penetraqﬁo exponencial da correp
te num supercondutor e. de natureza inteiramente diferente do efeito
pelicular num condutor normal, pols nao e acompanhada de dissipagao -

de energia (nao ha efeito Joule, porque E = 0).

-_------ﬁn-—--------ﬂ-—-----‘ﬂ-—--

Exerc{cio 1.4.1: Qual'é a contribuigio_da supercorrente ao balango
de energla ? A que corresponderia a energla da supercorrente, se-

gundo o modelo de Becker, Heller e Sauter ?



. As Corrente P tentes.

persistentes e o fato de que elag sd podem ser excitadas em super-
condutores n&b-simplesmente conexos (ouwquawqque tenbam um ou mats

"furos", como um toro),

Com efeito, considerenos um supercondutor: nsc simplesmente
conexo € um contorno C envolvendo um dos furos (fig. 1.20). Seja 8
uma superficie que se a.pt_':'oia sObre o contdrno C e na normal orientg

da a essa superf.{cie_. Como a (131) (_II)__.veg.e‘ em qualquer pontodo eg-

Fig. 1.20: 'Sﬁﬁercdﬁdutor nid;simplasﬁenta COneXo.

Pago, podemos tomar o fluxo de 'ambos os membros atraves de S:

ool VY (UG PR
rot E-n ds = E-af =- = — | F.5as.
_ ¢ ot
8 c .. Vs
Como, pelas (130),
2 - —
B-af *A— © T. ¥,
ot
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obtemos }
a§s/2t = 0, | (139)

onde

§= | H-das+Ae ¢ 3, - aL. (140)

o8 C '
Vemos, portanto, que a grandeza @C, que chamaremos de flu-

;é;de ggsociado_a‘curva C, congerva-se gongtante no tempo. Pode-se

mostrar que isto ainda vale durante uma transigao de fase, gquando o

material supercondutor esta crescendo a expensas do normal.

Ate agora, ainda nao .usamos o fato de que o supercondutor
nao e simplesmente conexo. A (1%9) vale igualmente para uma curva C
tomada no interior de um supercondutor simplesmente-conexo: @b écong
tante. Neste caso, porém, podemos mostrar que a constante e nula.
Com efeito, se a superffcie S esta inteiramente contida dentro do ma
terial supercondutor, ﬁodemos usar a segunda (130) em todos os pon~
tos de 8:
AcJ rot az-ﬁds=/\c}3;-3?=
8 c |

ou seja,

I T A S T A VT T TR DTy

T T I T
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CEgE0,.  Qa

o que vale para qualquer contorno C tai que & superficie S esteja in

teiramente contida ‘dentro do supercondutor.

Também decorre da (141) que, para um supercondutor nso-

-simplesmente conexo, ic dggengg samentg_gb orifﬁc;o e géo da curva
C gue o eircunda. Com efeito, se¢ tivermos duas curvas diferentes Ct
e C", circundando o mesmo orificio (fig. 1. 20), podemos Juntar Ct e

C" por dois segmentos da reta _Q e de muito proximos e obtemos

- fgw - §c= §c"ab0’de

onde C"abC'de e uma curva formada pelo contorno CHy percorrido 'no'
sentido positivo, desde e ate‘g, o segmento de reta abh, o contornoCH
percorrido no sentido negativo desde g até g, e o segmento de reta de

(as contribuiqoes ‘de ab e g__se cancelam). Como -0 interfor desta

curva contem somente material supercondutor, a (141) da

onabcrdge = O 2
- L : e
ou seja, _ S -~ .
| $on = $c.0 (142)

Logo, gualquer curva que envolva o mesmo oriffcilo uma s¢ vez da o
mesmo valor de @c,'mostrando Quefﬁlé exprime uma propriedade do ori-

fic10, @ ndc depende da forma da curva.

Para qualquer supercondutor que ‘nao seja excessivamente
delgado (as experiencias com correntes persistentes so foram feltas

com anels de espessuré‘muito‘maior'que°a'?rofunﬂidade de  penetra-



96

950), podemos tomar a curva C a uma distancia da superffcie sufilcien
temente grande para que seja 3;250 (efeito Meissner), de modo que a
(140) fica
—- -~
$o~ | H-n4ds, (143)
3
ou seja, © fluxoide praticamente coincide com o fluxo do campo mag-

»
netico.

Portanto, se colocanmoa um anel nuam campo hagnético para
T > Tc e depols abaixarmos a temperatura ate T < Te’ o fluxo magnit;
co contido no interior do anel fica "congelado", permanecendo invér;
avel enquante a supercondutividade nao tor destrufda. Se removermos
0 campo extefno, aparece uma corrente persistente, que mantem o flu-
X0 magnético: 0 anel se comporta como um fma permanente. Por outro
lado, se a transigao ao estado supercondutor se efetuar sem campo
magnético externo, e se depois colocarmos o anel supercondutor nuam
campo magnético, ele desviaré as linhas dé farga de tal forma que o©
seu interior permanega livre de campo. | :

(*)

Recentemente fol descoberto que o fluxoide num supel

condutor e tizado, ou seja, so pode assumir valores multiplos in
teliros de _ : .
he/2e = 2,07 x 10~7 gauss em? ’

onde h ¢ a constante de Planck. As experiencias foram feitas com.cj
1indros ocos de estanho resfrliados abaixo da temperatura critica em
presenga de um campo magn;tico, que depols era desligado. 'Abaixb de

um certo valor do campo aplicado, o campo e expulso da cavidade do B

(*)

B, 8. Deaver Jr. e W. M. Fairbamk, Phys. Rev. Letters 7, 43 (1961).
R. Doll e M. Nibauer, Phys. Rev. Letters 7, 51 (1961).
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eilindro. O fluxo so e capturado.solsa e um certo valor do campo a
plicadoy quando o fluxo atinge he/2e; daf por diante, a medida que
se aumenta O campo aplidadbjddﬁfluxo aumenta;5§mente por unidades de

he/2e. A explicagao teorica déste efeito esta 11gada a teoria mi-

eroscapica da supgreondutividade o ) L

(*) I' . . TP \ B T e ‘.. o ‘
"W Byers o0, ¥, Tahi; Pryn. Bav. Lotters 106 (961, AR
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APENDICE 14
A EQUACAO DE ONDAS UNIDIMENSIONAL

k]

A equagao de ondas unidimensional, encontrada no § 1.2(b),

L4 ~
e a equagao

2 2 _
dy 1 dy
— - — — =0, - (la4)
ax* v2 ot?
A (144) tambem e chamada de Wﬂgﬁm, pols descre

ve pequenos deslocamentos transversals y da posigao de equil.fbrio de
um elemento de uma corda tensa, em fungao de sua abscissa x e do tem-
yo 't(.*); a posigao de aq-uiifbrio e y = 0, ou seja, a corda em equil.f,
brio coincide com o eixo d_oé x (supondo, por enquanto, que a corda &
1limitada). |

Para obter a solugao geral, da (144), vamos fazer a mudanga
de variaveis:

§=x + v, =X = vty , (145)
o que da 8 : :
2 3 .2 S £ ¥
T = 4w,  Ouseja, —— = —— +2 + ’
- dx ot 9 P a;Z dE3y 2

1 2 ' - 2 & %
— == e o=, ougsela, =— —— == -2+ .
v ? vZ at? 082 2539 992

Por conseguinte,

(*) ) - or .',
A dedugao da equacdo das cordas vibrantes encontra-se, por exemplo, em: J. C.- -
Slater ¢ N. H. Prank, Mechanics (MoGraw-Hill, (1947), pag. 146.



e a (144) fica

— =0, ) - (146)

~ Bl e Vi L 6
Esta equagao exprime'qub'“ay%anﬁ'”ngo depends de &, ou seja,

dy/on = £4(0),

onde f, é uma fungao arbitraria. Integrando em relagao a v, vem:

o f'f;(}q ) & g(gk)’ ‘.

onde f ¢ uma primitive de £1» ou seja, € tambem uma fungao arbl tra-
ria, e g(k), a "constante de integragao”, pode ser uma fungao qual-
Por conseguinte, a solugao geral da (144) ¢

¥(x,%) =ff(x-;yt)_+‘g(xf+vt), (147)

onde f e g sao fungOes arbitrarias. Conforme vimos no § 1.2(b),

f(x -vt) representa uma onda de velocldade v, que se propaga no sep
tido dos x positivos; ho- paSSO que g(x'+vt) & uma onda de velocida— 
de v propagando-se no sentido dos X negativos. Vemos assim que a |
solugao geral da equagao de ondas unidiﬁensional é a superposiqib de

duas ondas de forma arbitraria, que jse propagam em sentlidos- opostos.

As fungoes fepg podem ser determinadas a partir das gop-
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digoes iniciais, ou seja, dando a forma da corda e a distribuigao de

veloclidades no instante 1nicial t = O:

3x00) = ypx)y F (xy 0) 5 3 () (148)

Substituindo a (147) nas (148), resulta:

£i{x) + glx) = y,(x),
g'(x) - £1(x) = yy(x)/v.

Integrando esta ultima equagao, vem

x
1

g(x) - £f(x) =~ J‘ y,(8) a§ ,
v

*o

onde X, 6 uma constante arbitraria (constante de integragao). Com-
binando éste resultado com a equagao anterior, obtemos as fungdes f

e g:

x
1 1
£f(x) = E yo(x) - -2-; I yl(g) ag , (149)

Xo

X
1 1
(x) ==y (x) + — (k) ag . (150)
g(x) == 7, zv[ y1(§) 4§
£

[+

Os resultados ¢Bntem a constante arbltraria X, mas a solugao (147)
8O depende de f e g atraves da combinagao f(x -vt) + g(x+vt), em

que essa constante desaparece:

X+vt
(x:1t) = -]-.. ' 1 :
Y.Ixst 3 E’o(x-vt) + ¥y, (x+ vt)jl + ; yl(F,) k. '5}51)
x-vt




L AL i AL S AR R LU mm

) _1_01

Esta ¢ a solucao de d'Alem mbert 4o problema de condigoes inicilais para

a equaqao das cordas vibrantes. . o - S R e

Consideremos por exemplo o caso partlcular em que a corda e
deformada e sdlta sem velocldade inicial, como uma C6rda de violino be

liscada. RKeste caso, pela (148), yl(x) = 0, de modo que a (151) da
yixst) = 1 y.ocx‘-vt) + L yo(x*'vt). (152)

Por conseguinte, a deformagao inicial se decompoe em duas, cada uma dg
las com a metade do seu valor, qne se deslocam em sentidos Opostos com
velocidade v. Bste caso esta ilustrado na fig. 1. 21, que mostra a fq;
ma da corda e as componentas f e g no Instante inicial (a) e em .- dois
instantes posteriores (b e c¢). Em (c), as componentes f e gng se se~

pararam,

I P #&
(b)

Fig. 1.21: Bstagios sucessivos do movimento de upa corda solta a partir do repouso.



E;g;gigig_}é;l: ,pemonstrar que a cOndiggo para que se-prOpague'sa-

mente uma onda progresgiva, ou somente uma onda_regressiva, e:
yl(x) =+v yo(x);
Ate aqui consideramos samente uma corda ilimitada. Consi-

deremos agora uma corda semi-infinita, cuja posigao de equilfbrio

coincide com © semi-eixo positivo dos x, presa na extremidade x = 0,

0 que corresponde a gondicao de contorno

y(0,t) = 0, (153)
exprimindo que a extremidade permanece fixa em qualquer instante.
Substituindo a (147) na (153), obtemos |

f{-vt) + g(vt) =

© que deve valer para qualquer t, de modo que somente uma das duas fug

¢oas £ @ g permanece arbitrﬁria; aoutra e determinada pela relaqé'o

£(5) = ~ g(=E). (154)

A (147) fica, portanto,
y(x,%) = g(vt + x) -~ glvt - x), (158)

que satisfaz obviamente a (153).

0 segundo termo da (155) obtém-se do primeiro trocando-lhe
0 sinal e trocando x por -X; 0 que corresponde a uma reflexso em rela
' qu a-origem. A onda regressiva g(vt +x) reflote-se na extremidade

fixa com mudanga de sinal, passando a prOpagar-se em sentldo 1nverso.



i .
'p, 0. segundo termo da (155) représenta & onda refletida. -

F <7 - A fig. 1.22 mostra o que acéritéte quando uma’ 6nda Tegres-
- slva se propaga na corda,-atingindo"a extréiidade no instante t = 0.
. Em (a), «a onda refletida Toi repressntede ei YLinha "-1ﬁterfOMp1da, co-
mo um prolongamento fict{eio da corda. "Ew (b), a onda refletida ja
se estd propagando na corda; e poderos imaginar que a onda incldente
passou ao seu prolongamento.- 'E obvle gue a éndd refletida cancela
sempre qualquer "d'e'slbcmﬁ'l:fti.-‘que‘.éaw-dﬁd&i‘-iné‘id-ehté"fas:s‘é’-'impfiﬁir' a
extremidade da corda. ..l D e o ‘

oLt Tnopn :-_'",--:_..—_;»- & t—.{:._"---_-:; Lo

- t % .
(a) <o ¢y
= |- )
R e — — v v —— . — A . wipe X
e
\Y
(b) t>0
e
I~
/ N
———————— -—l..-........:::. - X

Fig, 1.22: BReflexao na extreémidade fixa de uma cords pemi-infinita.
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Vemos assim que o efeito t{sico da condigao de contorno
(153) ¢ produzir a onda refletida. Se considerarmos agora uma coOr
da finita de compriménto £, présa em ambas as extremidades, cada
uma das ondas f e g se reflete tanto em x = O como em x = f, com
mudanga de sinal em cada extremidade, de modo que, apés percorrer
uma distancia 2% (ida e volta na corda), o deslocamento em cada u
ma dessas ondas retornou ao valor inicial. Por conseguinte, ¢ mo=-
vimento da corda finita & periddico no tempo, de perfodo T = 20/v.
A representagﬁo mals conveniente do movimento se obtém neste caso

atraves das series de Fourler, que serao estudadas no Apendice 1B.
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APEND ICE
S B EG DE FOUR
Seja £(t) uma funcao gdlca,de perfodo T, da varidvel
t: ' -
£(t+ 1) = £(%). (156)

As fungoes mails simples déste tipo saoc as fungdes trigonometricas:

nwt o

¢cos nwt, sep nwt, e ¢cos nwt + 1 sen'nuot, onde w= 2y/T

e n e um inteiro qualquer.

Qualguer fungao periocdica de perfodo T que satisfaga a
certas condigoes multo gerais pode ser desenvolvida em serie dessas
fungoes trigonometricas. Uma tal serie chama-se §§x1g_ﬂg_£ggxlg;.
Yamogs considerar Iniclalmente a forma exponsncial da serie de Fou-

rier:
a0

f(t) = E cn Bin“’t = co"' cl aimt + ca 021wt + GQIOI
n= -

~lwt

teq e + e o o ~2luwt,

cor (157)
Nao vamos discutir aqui as condigﬁesluSualmente impostas
2 fungao £(t) para que este desenvolvimento seja possfyei, nem va-
ROS nos preocupar com problemas de converggncia; recomendamos a0 lej
tor 1n£eressado que consulte uma das referenclas menciongdas no fim
deste capftulo. Nos casos que nos interessam, tals condigdes s20

sempre: satisfeltas.

‘Admitindo a validade do desenvolvimento (157), podemos
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facilmente calcular os coeficlentes de expansao ¢, Para istc? , VA=

=imwt

mos multiplicar ambos os membros da (157) por e e integrar s6-

bre um per.{odo, deste to ate to + T, onde €y pode ser qualquer:
t.o-l-‘r 0o toﬂ'( )
. -1mwt — i(n-mlwt
.f(t) e dt = E enJ e et . (158)
. I = =N g .
% ' %

Para n # m, temos

ttT - §1( n-m)ot |Yo*T
ei(n-l_l)wt dt = -
o i J&n-m)w N
to. o
ol(n=mwt_ o | |
= S_— . Ei(p-m)mr -J.:l=l= 0 (n#m , (159)
i(n-m)w : I E

pols wT = 2r. A (159) chama-se relacao de ortogonalidade. Para n=
=m, a 1zitegral e ?Jbviamente igual a T. Pela (159), éste ¢ o unlco
térmo que. sobra no segundo membro da (158), de forma que obtemos, 1‘1

‘nalmente, o L t -PI_

0
H.
|

Os coeficientes Cy? dados pela (160), chamam—se gcoeficientes de Fou~

rler de £(t). Em particular,

: 1 TotT _— - |
e, = ; £(t) dt = £(t), -(16;.)"

t

__onde a barra.indica o valor-medioy ou ssjuj o cosficlente de Fourier

f(t) es"’-m""‘ dat. __ ' (160)
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¢, Tepresenta simplesmente o valor medio da fungao.

A fungao £(%) pOde tomar valores complexos. No caso pap

ticular em que £(t) ¢ real, obtemos, tomando o complexo conjugado de
ambos 0s membros da (160), |

* ) 1 to"'T ’ I .
o, = = r(g) o™ Pap = . (162)
T
£, |
. Se fizermos, neste caso,
1 |
y —'E (an - 1bn), (163).

e juntarmog os térmos n e ~n do segundo membro da (157), obtemoa, pa
la (162),

inet

c, ® +e_p eminut o a, cos nwt + b sen nut.
Levando na (157), obtemos a forme trigonometrica da serie de Fourier:
a -
£(t) ='2; + ZE: (gn cos nwt + b, sen nwt), (164)
n=1 .
onde, pelas (160) e (163},
' 2 o . : . S
a, =‘; - £(%) cos nut dt, (165)
o
2‘ t°+r
by =3 I £(t) sen nwt dt. | - (166)
T
t

[ 2]
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Se f(t) = f(-t), dizhﬁe,gge £ e uma., IBB&&..B&:, 0. zraficg
da fungao e simetrico en ralaqaq ao eixo das, ordanadas, se £(t) =

o 3
RERY FE 1:" v

-f(-t), fe ume :ﬁnﬁig_lmpgt, e o seu grafico a s;metrico en relagao

R

[ Ja ,“.....-.-.'

a origenm. Uma fungao qualquer pode sempre SQr decomposta na soma de

uma fungao par com uma funqao fmpar; basta sscrever a 1dont1dade-

Y !

.

£(t) = ‘E [f(t_)wf,{-ﬁ)] :-e-z‘[f((t)‘-hf(‘-t)]. (167)

0 primeiro colchete e obviamente ﬁma fungao par; & & segundo uma fup
¢io {mpar. "

Se a funcaoc £(t) na (164) :_par, todos os coeficientes de
Fourier-bn's§6 nulosi zPéranQrJisﬁo,-basta eﬁcblhe;ft3'=’--!f2 “na
(166): obtemos entdo a integral sobre um intervalo simétrico.(<T/2)
T/2) da fungao Impgn £(t) sen nwt, e ésta %qpegralﬁéhapviamente nu-
la. Logo, g ' |

nos< Analogamente, se- £(t) TS impar, todos os: codficientes a

los:

ﬁ«SEO-nn

caso geral (164), a serie de cOsgenos representa a p&rte par. de £(t)

L 'R :f .-‘\_,:_ e

e a serie de genos a parte fmpar. a

Nao e necessario que a fungﬁo £(t):seja continua para gue
pOSSamos expandi-la em serie de Fouriér.} Pode-se mostrar que, se a
funqao tem uma descontiniidade finita no' ponto tys ou seja, se os 1]
mites a esquerda e a direita sao diferantes, £(t, + 0) # £(t7-0), a
sérle converge no ponto de descontinﬁidade para a semi-soma desses

limites, [%(t1+0) o r@tl-ﬁé] i

h



Egercicio 1B,l: 'Bxpandir emi série de Pourlér a fungao periddica de
perfodo 2r definida por
£(t) ® w1l para -w <t <0y
4+l para = O<t<m,

Tragar o grafico da fungao e caleular a soma da seérie nos pontos de
descontinuldade. Tragar o grafico das primeiras reduzidas da seriee
“verificar que se aproximam da fnncao.' Caleular & soma da serile para

t = w/z e deduzir daf a géz;g_gg_gg;hn;z:

EEQESIQLQ_IE;Z{ ]Expapdir_gm sé:ie de Féuxip: a funq&b :

f(t) = 0 para ~T/2<t <0
=t para O0g t<l/2.

_ Muitas_vgzes estamos Interessados em representar uma fun-
¢ao £(t), nao pericdica, somente num intervalo (tgs ty + T). Chama~
se entao desenvo ' mento de -_'. jer de £ no intervalg ~ bt + T)a
expansgé de Fourier da funcao fl(é), pe?iédica de perfodq T, que coip
cidé com f nesse intervalo. Fdra db.iﬁtefvalo.em questio, a série de

Fourier representa:fl e nao f.

Analogamente, dada uma fungao £(t) no intervalo (0, 1/2),

chama-se desenvolvimento de f em serie de Fourler de gossenos (seno
a expansao de Fourler da fumgao par (impar), periodica de perfodo T,

que coincide com f nesse intervalo.
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Exerciclo 1B.3: Expandir & fungao £(t) = t, no intervalo (0,r), - .
(a) em serie de Fourier de senos ;

(b) em serie de Fourier de coOssenosg,

‘Traqar o gréfico na fungio representada pela série, nos dols casos.

Exerciclo 1B.4: Expandir a fungao £{(t) = sen t, no intervalo (0,m),

em série de cossenos. Tragar o grafico da fungao representada pela se

3
rie. 3
| i
. o ,
Se substituirmos a (160) na (157), tomando t, = -1/2, obte- ;

mos © /2 | | | 't

$(e) => " = em“"‘f agr £(gr) o~imut!y (168)°

n==0 - '-T/Z
| ;
onde indicamos por t' a varidvel de integragao afim de evitar confusao i
com ¥, o argumento da fungao f para o qual efetuamos a expansao. 1
£(t) ndo e periddica, a (168) representa £(t) somente no intervalo i
(-1/2, T/2), como vimos,

" Se quisermos representar f(t) num intervalo cada vez maior, 1
basta fazer crescer T. K natural entao procurar uma representacaoc de ¢

uma fungao nao-periodica, valida para qualquer valor de t, pela passa-.
gem a0 limite T — o,

Para obter a forma limite da (168) quando T —= o, fagamos

nw = 2yn/7T = Wy e




2 <rI11
F

" A diferenga entre dois valores consecutivos da variavel disereta Li)n e
' entao | |
i

IR : ‘ o Awo= w, = wn_l‘;aﬂ'/T '

‘e a (168) se escreve

o . T/2
IR n =+*oon. P
: S ’ fwt - -jw t?
£(t) = — 5 Awe “h J at' £(tt)e 2. (169)
2T 00 o
n ~1/2

1 medida que T cresce, os valores tomados por ""n vao-se tornando
mals e mais densos. Quando T —» o0, wn tende a u.ma varlavel contf-

ma w e a diferen¢a A w pode ser substitufda peia diferencialodw N
de modo que |

2 AwFlw,) --»J “dw Flw).

A (169) deve dar entao, no limite T — oo,

1 o0 o0 .
£(t) = ;J dw ei‘*‘tf atr £(tr) o ivt', (170)
S -0 -00
A4 (170) ¢ o teorema da integral de Fourier. Nio vamos exa-

minar aqui as condigdes de validade desta formula, que serao sempre sg

tisfeltas nos casos que nos interessam (ver referéncias no fim do capi
tulo). |

Escrevendo, no integrando da (170),

elolt-t!) . cosEu(t.-t')]. + 1. senEJ(t_-t')]_- N

o
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e notando que a 1ntégral relativa ao senoc se anula, porque © seno 5
uma fungao {mpar de w, e que a integral relativa ao cosseno & o do-
bro da integral de 0 a oo, por se tratar de uma fungao par de w, rg

sulta:

0 o0 . S
1 | ‘
£r(t) = - de Jdt' £(t1) cosEnJ(t-t')], (171)
T : _
o -0

que e a forpa real do teorema da integral de Fourler.

A (171) tan_abém pode ser escrita:

o0 - o .
£(t) = J al{w) cos wt dw + J b(w) sen wt dw, (17?)

0 0

onde

m . .

1

alw) = -J\f(t') gos wt! dt!y, blw) =
m

A |

m .
J\f(t') sen wt' dt’.

Sob esta forma, a analogia com as (164)-(166) aparece mais claramep
te. Em particular, se £(t) € uma fungao par, b{w) = 0 e a(w) ¢ o
dobro da integral de 0 a 00 temos entao uma integral de Fourier de
cossenos. Analogamente, se f(t) ¢ fmpar, a(w) = 0 e temos uma inte

gral de Fourler de senos.

0 teorema da Integral de Fourier pode ser expresso em

forma particularmente elegante se filzermos

1 [ ® - | |
£(t) =;—§ J Flw) o1*% aw . (174)

=00




213

Com efeito, a (170) da entaoc

@) = - | £(g) e at , e (175)

H

A

formula que apresenta uma notavel simetria em relacao a (174). A fuq
gao F(w) definida pela (175) chama-se iransformada de Fourler de £(t).
Reciprocamente, £(t), dada pela (174), e a ;;gngtgzﬁggg_gg_zgux;_z_ln
yerss de F(w). |

Se interpretarmos a varlavel t como representando o tempo,
a (174) exprime uma fungao qualquer do tempo como superposigac de os-
cilagoes harmonicas simples de todas as frequencias « possivels (con
ponentes monocromaticas). Tendo em vista a aplicagao a representaggg_

da luz nao-monocromatica (§1.2(¢)), a (174) tambem & chamada de decom-

. nga;gﬁg_ggpggjggl de £(t); a amplitude da componente de frequgncia w e
nguQ l‘
vor

Até aqui limitamo-nos a fungdes de uma so varidvel, mas fup
gSes de mals de uma jgriével'também podem ser representadas por series
. ou integrais de Fourier miltiplas. Por exemplo, uma fungao f{x,y) po-
de ser expandida primeiro eﬁ integral de Fourier em x, fixando y;' os
‘coeficientes de expansao sao fungdes de ¥, e podem ser expandidos, por
sua vezy em integral de Fourler em y. O resultado e uma expansao de

f(x,y) em integral dupla de Fourier.

Exercfolo 1B.5: Demonstrar que =~ /



114 . L

-~

00 1 para |t} < T,

dw
gsen(wT) cos(wt) — = < ]2' para |t] =7
w

. O 2V

O para [t] > T .

Esta integral ¢ chamada de fator descontfmuo de Dirichlet.

O para ¢ <O

£(t) = o
e % para £t50 (a>0) . '

'-_".-'1--------—-——--—--‘-—----p-u---——-

Ve jamos, finalmente, comd Aplicacao das series de Fourier,
a solugao do problema de valores injciais para uma corda vibrante pri
s5a em ambas as extremidades (ef. ApSndics la). Se X 5_ o comprimento

da corda, isto corresponde as condigoes de contdrno
y(0,t) = y(R,¢t) = 0. (176)

As ¢ondigoes iniciais sao dadas ai;ida pelas (148), sendo que agora as

fungoes yo(x) e y1(x) sao definidas somente no intervalo Ogx¢ Q.

do repouso, de modo que y,(x) = 0.

Vamos procurar inicialmente solucdes estaciondrias da equags

das cordas vibrantes (144). Uma solugao estacionaria caracteriza-se

3
Vamo-nos limitar ao caso em que a corda e solta a part-ir g

;
;
r
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pelo fato de que o deslocamento varia com o tempo da mesma forma em

todes os pontos da corda, ou seja, a dependSncia.do tenpo e a depep

dencia da pgsiqgo nao se misturam:
yix,t) = X(x) T(t) . | (177)

Para qualquer valor de x, a dependancia do tempo é dada pela mesma

fungao T(t). Diz-se tambem que na (177) as variaveis x e t estao
separadas e o metodo chama-se método de separacio das varilaveis.

Substituindo a (177) na (144), obtemos

1
X" P = ~— XY,
VZ
ou,y dividindo por XT ambos os membros,

Tll

Xu 1
X 2 T

v
O primeiro membro da (178) e fungao somente de x e o segundo membro
e funqao somente de t. Por conseguinte, eles so podem ser iguals se

forem ambos iguals a uma constdnteg que chamaremos de xZ:

—x-=~k2, ou X"+x°X=o0, (179)
1 T > > \
_— — = . x5, ou T"+ w*T=0, (180)
v T .

onde w=* kv.

As solugoes gerais das (179) e (180) sao
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N
"

A cos kxx + B sen kx ,

T =C cos wt + D sen wt ,

de modo que a solugao geral da equagao das cordas vibrantes em varig

vels separadas e

y(xyt) = (A cos kx + B sen kx) (@ cos wt + D sen wt), (181)

onde k, 4, B, C e D sao constantes arbitrarias.

Vamos impor agora as condiqaes de contorno (176). Impon-
do a (181) a condigdo y(O,t) = 0, resulta que tem de ser A = 0, de
modo que sobra apenas o termo em sen kx. A condicao y(f,t) = O im-
plica entao: sen(kl) = 0, ou seja, k{ = nwr, onde n & um inteiro qual
quer. Por conseguinte, os valores de k nao sao arbitrarios: sao pog '

. -
sfveis somente os valores

kn-'-n'ﬂ'/ﬂ (n=1’ 23 3’ -to)’ . (182)

que se chamam gutovalores do problema de contdrno considerado (no=-

te-se que valores negativos de n nao dao nada de novo, pols equivalem

a trocar o sinal da constante B). Por conseguinte, as solugoes esta- .

L4 [
clonarias para uma corda prgsa nas extremidades sao da forma.

Yplxst) = sen(k x) (a, cos wyt + by senw, £) (n=1, 2,3 ...)
| (183)
onde k ¢ dado pela (182) e w, = kv. As (183) tambem sio chamadas
de ag;oggggaeg correspondentes aos autovalores kn’ ou ainda tong por- J
mals de vibracao da corda.

A frequencla do n-esimo tom de vibragao e v = wh/Zv =
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= nv/28 5. e 0 perfodo_é Tn‘? 22(nv,- 0 comprimento de onda e Ah_=.

24/ny ou sejay R=n A /2: ¢ comprimento.g da e tiplo ip-
el o _semi-compprl e onda. A fig. 1. 23 representa a forma da

corda correspondente a0g tons de vibraqao mais baixos.

Fig. 1.23: Tons normais de vibragao.

'0 toﬁ n=1 chama-se ;gm_ﬁgnggmgnx_l e 0s demais chamam
h_:mgn;gga suas frequencias 380 multiplas de Vl = v/ZR, a frequencia
do tom fundamental. No n-esimo harmonico, os pontos xJ = j!/ni(j =
= 1,25...5 n-1); que permanecem sempre em repouso, chamam-se pds; a
a meio caminho entre dois nos consecutivos estao og ventres, onde a

amplitude 44 oscilagac ¢ sempre maxima.

Como a equagao das cor&as vibrantes e as condicoes ao con-
torno sao lineares e homogeneas em ¥, qualquer combinagao linear de
solugoes e também uma solugao. A superposicao mais geral possfvel
de solugdes estacionarias (183) ¢ dada por:

yix,t) = Z sen(k x) (a, cos_wnt + b, senwt). | (184)

A (184) representa um mdviménto.pariééiéo de perfodo T, = 20/v, con-
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forme antecipamos no fim do Apandice 1A. Procuremos agora satisfa-

zer as condigdes iniclais.

A condigao 9y/dt (x,0) = 0 implica: b, = 0, de modo que.

x t
v(x,t) =Z a, sen (P?-) cos (m;v) (185)

n=

A condicao inicial y(x,0) = yo(ic) implica

- |

| | nwx

T,(x) = Z a, sen (T) . (186)
n=l _

A (186) € a expansao em serie de Fourier de senos da fungao Yo(x)y

dada no intervalo (0,2). O0Os coeficientes de expansao sao determina-

dos pelas (166), onde temos de tomar to =~ 2, T =28, lembrando

que y,(x) tem de ser definido como fungao {mpar para x ¢ O:
| |

‘ 2 nwk |
a = 7 [yo(g) sen (T) at . (187)
0

Substituindo a (187) na (185), obtemos a solugao explfcita ]

do problema de valores 1iniclails:

| 1
2 = t |
y(x,t) =i- Z sen (-EEE) ' cos (MT)J Y,(5) sen (?—:—i) ds ?
n=l 5 (188)




H
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Exerciclo 1B.8: Resolver o problema de valores inicials no caso em
que yo(x) = 0, yl(x) # 0 na (148) com o auxflio da serie de Fourier

" e relacionar o resultado com a solugao de d'Alembert.

Exercfcio 1B.9: Uma corda de ‘compriments { présa nas extremidades
e puxada pelo.seu,ponto,médio, adquirindo a forma de dois lados de

um triangulo, e solta a partir do repouso. Determinar as amplituﬂ

des dos tons harmSnicos.

Bxercfcio 1B.10: Uma corda de.ﬁiano, de comprimento §, e percuti-
da, no'centro, por um martelo de largura d. Determinar o movimento,
admitindo ﬁue a corda ﬁarte d# posicao de gqﬁilibrio_e que a velocyj
dade iniclal so € diferente de zero na reglao percutida pelo marte-
lo.

Tt

-y

As vibragoes da corda sdo transmitidas ao nosso ‘ouvido
pela'atmfsfera e percebidas come‘um som cuja altura ¢ %eterminada pa
la frequencia do tom fundamental Yy 0 tigbre do som e determinado
pela relagao entre as amplitudes dos diferentes harmanicos, dque por
‘sua vez depende das condigoes iniclais, conforme se vé pelos exerci--
cios 1B.9 e 1B.10: a mesma nota goa de forma diferente, conforme a

corda seja beliscada ou percutida.
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cAPfTULO II

REFLEXAQO E REFRAGAO

auls DOIS METOS TRANSPARENTES. |

i As L Refl R 0.

Consideremos dois meios transparentes, de fndices de refrac;ao

absolutos n, = /EE‘ e n, = -/t-?ﬂz » separados por uma superfi-
cie plana. Uma onda plana mopqcrom;a'ticg,_ o
. L AE Tet)
El,inc = Al e ) . (1)

onde Kl e um \;étor c'c-nnpl'exo.* e

| '”';1.= k1 8 M 3122'51;”79:’r_ @
incide :sabre a superffci‘e de separaqi'o (fig. 2.1). .Indicaremos por
'ﬁla 0 versor da normal a esgsa superf.‘fcie, orientado de 1 para 2.
Queremos encontrar uma solugao das equagoes de Maxwell nos dois-
meios que satisfaga as .condic;b'es de contSrno,sabre'a superf.{ci_e.-de
separagao. &K natural supor que a onda transmitida no meio 2- .- &
ta_mbém uma onda plana' (deve re_duzir-se a onda _incidente para n, =
= nl). _Conformé veremos no § 2.1(131_), pbréﬁi, 'hé'o seria possfvel
satisfazer as condigoes de contSrﬁo samghte_dom a onda transmitida,

E preciso admitir a existencia de mais uma onda no melo 1 (onda re-

* As componentes de i‘i no plaxﬁo i)'ezp_endiqular a d_irogﬁo de propégagﬁ_o -'corraspon-
den 8 amplitudes complexas & o B da (63) do'§ 1.2(c).
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Fig. 2.1: Onda plana incidente sabre a—'superf:{cie de separacac de dois meios.

fletida) e vamos supor que seja também uma onda plana.

Num ponto qualquer da superffcie de separaggb, é preéisd;-pg
ra que as condigoes de contorno sejam verificadas em qualquer ins-
tantes que as tréé ondas dependamido tempo da mesma forma. Portan-
~to, pela (1), as ondas refletida e transmitida serao ta_mbém inonOe-

cromaticas de frequéncia angular w. O fator temporal comum.j_
gexp(-hnt)_seré omitido daqui por diante, para maior brevidade. As
. solugbes nos dols meios devem ser, entao:

— dl
— ik]_'r + -ty i kl' r

E, _= i e A e , R _(3)
: " RN R ’ . ' Ez' —"&29‘; LA |
= w A —t - w A - - ’ (_..,) A B " ’ o
Ky, % Ry.p Uya Kp S Byguja Ky T o0y gty N €

‘ o : (;{'; i ol - . ~ : |}
Vejamos qual deve ser a relagao entre as diretgoes ﬁl’ ﬁl e
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62‘ As (4) mostram que
-y | - ’
RLIRYARTRS

de modo que as extremidades- de ambos estes vetores devem pertencer

—

a uma esfera de raito nfq/c; analogamente, a extremidade de kz deve

estar sobre uma esfera de raio nyw/c (fig. 2.2(a)).

Fig, 2.3t (a) Construgao de Snell dos raios refratado e refletido.

(b) Planos de fase constante (em linhs interrompida) das ondss inoi-
dente , refletids e transmitida, mostrando a jungao oontinua na supert{cie de
separegao.

() Velooidade de propagagao das ondas superficials.
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Na fig: Z.Z(b) foran representados, em linha interrompida, os -

-

planos de fase constante para as tres ondas. qo caso delﬁi, por e~
xemplo, esses planos5sevpr6pﬁgaw'a0fldqu da diregao ﬁl com veloci-
_dade c/n1 s 1ntersecqa&s desses planos com a superficie de se-
_p&ragao podem-ser consideradas como um trem de ondas superficiais
que se propagan: Sobre a snperficie de sepnragao (da esquerda para &
direita, na fig. 2 a(b)) com velocidadc c /n1 smnel, onde 6, e ©
angulo de incidencia (fig. 2.2 (c)). ' Ista corresponde a um "vetor
de onda superficial" de modulo kl aenelr o vetor ds onda da onﬁa
superficial e a conponente tangencial do vetor de onda no . QC!o. Is-

to vale pafa as qnaa, 3perficiais aaaaeiadas ) eada uma das tr#j -

ondas que- ‘egtanos npnsiderando.

Para quaaaeja possfvel a junqao continua das tres ondas na sy
perficia de sepnraqao, e preciso que as ondas superficiais agssocia~
das a cada uma delas se propaguem da nesma forma (caso contrario,as
condigaes sobre a'superffcie mudariam com'o:tanpo e nao seria possi
vel a juﬁqio continna). Logoy 0s vetores de onda superficiais cor-

respondentes devem coincidir em médulo e dlrecao: g gopponente tan-

-
res ondas

L o
ky,tang = ¥1,tdng - 2,tang- (5)

Bste resultado e 1nteirameﬁ%e equivalente as lels da reflezao
e da refracac. Com efeite, déeO&re'imediatamente da (5) a v

18 Jel:  As diregoes ‘1"“1’"“2 112 pertencen ao mesmo pla-

. nos que se chama pLal

1 . -~ ~ Al L~
Os angulos 91, 81 e eaggorgados pelas d%regoqs‘ulg uy; e u, com

¥

T
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com a normal chamam=-se Engulos de ;ng;géng;g, reflexac e refr a0,

respectivamente. As (4) e (5) dao entao:

(V5 5 )
uel $sen6) = n) ;send; = n, 7 sene,.

FJ
Dal decorre a

22 1ei: Os Engulos.ei!_ei e 0, satisfazem as relagoes:

1
‘ . . . . senel ‘nz vl .
n sen = n sen ou - em—— Y = .
1 1l yad 2 4 :
sene2 n1 vz

onde n e o {ndice de refragao relativo (de 1 para 2) e’ vl e vz sao
as velocidades da 1uz nos dols meios. Como na construqao de
Huyghens (ef. Introdugao), o meio oticamente mais denso correspon-

de a menor velocidade da. luz.

A fig. 2.2(a) mostra a construcao de Snell dos raios refra-
tado e refletido. Como a componente tangencial de Erdeve conservar-

e

-se, basta tragar, pela extremidade de kl’ a perpendicular a super-
ricle de separagio: as 1ntersecgae§ desta perpendicular com as esfe
ras de raios_nlw/c e haw/c dEo as extremidades defﬁl'e ﬁé; 'Ha mais
uma intersecgaoc, que correspon&e ao vetof de ohda'ﬁé (em linha in-
terrompida, na fig. 2.2(a)). Este vetof de onda, que tambem permi-
tiria uma Jungao continua aos restantésg nao aparecé no" ¢aso de dois
melos infinitos, mas pode exlstir numa lamina de faces paralelas,

conforme mogstra a fig. 2.3.

A dedugao precedente das lels da reflexao e da refracao vale
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Rig. 2.3: lamina de faces paralelas, mostrando o aparecimento do vetor :2‘.,

para qualquer teoria ondulatoria (mesmo para ondas escalares). Re-
sultados mais caracter{sticos da teoria'eletromagnética da luz se-

rao obtidos calculando as relaqaes entre as amplitudes das ondas,

© que faremcs em seguida.

Exg;gigig_ﬁ_l;l Que acontece na construqap de Snell para

ny sene > na

i

”~

A & A.F Fe e.o

Para calcular as amplitudes, temos que emgaggar as condiqoes
de contorno obtidas no capitulo 1, equagoes (18), nelas substituin-~

do as equagoes constitutivas.
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an Ay, x (H,-H) =0,
. (IT) ﬁlzx(ﬁ'-ﬁ;)=o , . |

| A - = (7)
, (III') nlz-(EZEZ- 1 )—4#67,

(IV') n =0

Ld rd . ~ ~
No caso de uma solu¢ao monocromatica, as condigoes de contorno

nao sao todas Independentes. Com efelto, 0/t = - 1w implica:

— -
rot B = 1 B

ole

e por conseguinte

L

divrot?=0=i§div3,

o que leva a (IV'). Além disso,

rot Eh= - 1 %EBP;

logo,
- ) b .
divrot H=0 = = i'; div Db ,

o que dd a (III'). Logo, as equagoes de Maxwell (III) e (IV) &ew
correm das (I) e (II), de forma que sgmenté as condigoes de con-
torno (I') e (II') sao independentes. ‘Além disso, vemos que Py =
= 0 neste caso &, por conseguinte, tambem tem de ser Gv = 0 na

(III'): nao ha cargas superficlals.

Cada uma das (I') e (II').equivala a duas equagOes escalares
(uma para cada componente tangencial). Portanto, as (Ir) e (IIv)
fornecem um sistema de quatro equagaes. Temos tambem quatro inc&g
nitas, gue 8ao as componentes das amplitudes das ondas refletida e

refratada (a amplitude de uma onda plana tem duas componentes in-

-
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dependentes). A amplitude da onda incidente ¢ um dado do problema
e as direcoes de propagegao ja foram determinadas. Vemos ainda,
conforme ja fol mencionado no §2.1(a), que ndo seria possfvel sa-
tisfazer as condigoes de contorno somente com a ondé transmitida:

precisamos tambem da onda refletida.

‘Antes de ‘aplicar as cbndigaés de contarno, temos que esco-~
lher as duas direqaes perpendiciulares segundo as quals vamos de~
compor cada uma das amplitudes Il’- Ki e A‘ZI na (3), A escolha mais
convenliente consiste em decompor cadalamplitude em uma componente
perpendicular ao plano de incidéncia e outra paralela a esse pla-
no. A razao disto e que essas componentes se comportam 1ndepan¥

dentemente uma da outra, conforme vamos ver.

A fig., 2.4 mostra as orientagoes simu;tﬁneas que teriam as

1
i
|
l.

-~

2 n

Mg, 2:4t Componentes do cempo elatrico parelelas ao plano de incidencia nas
ondas incidents, refletida e tranemitids,
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componentes paralelas (//) dos campos eletricos das trés ondas nixm
ponto da superf:fcie de é;epa.raggo * , num instante em que a componen
te perpendi.cula.r do campo magné'tico emn "cada uma delas aponta em 4l
recao ao leitor. Como (E, H, ) formam um triedro direto, E se ob

teém entao de u por uma rotagao de 90° no sentido anti-horario.
. Temos (figo 204)2

B Fx sen&l- y_ cosel ’
-t

1 -~ .
U, = x sen0,+ y cos B:;_ s ' | (8)

My

1]
M>

u, senez- y cosez,

sendo 'ﬁ, ;, z 0s versores dos elxos cartesianos.
Vamos empregar sempre a notagao "AY para as amplitudes das

componentes perpendiculareg e "B" para as amplitudes das componen-
tes paralelas. Temos entao (fig. 2.4)

- | 1v -
E1=B-1_e l(x c0301+ysene)+Ble 1(-xcosei+ysen9;_)+

+A1°1£+Ai811£’ (9)
— , ’ - j."P .
E2=Bae 2(£cos&2+§sen62)+kze 25,
onde

vt — e W | —.-l ---

Os campos magne'ticos correspondentes podem ser obtldos com o

aux{lio da (57) do §1.2(b):

* Para simplificar a figura, os vetores faram desenhados a certa digtancia da
superficie de aeparags.o.' :
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— A e
.__H=~E7}quE (10)
Por construqfio, © produto vetorial pelo a correspondente de cada
um dos vetores unitarios entre parentesis na (9) e o versor z e
e facil ver que o produto de cada i por Zz e o oposto do vetor u-
nitario entre pargntesis correspondente, de modo que se obtem

iy iy

ivy :
b S 1 A ] 1 A 1 ~ ~
Hy =+ 81/}11[31 e z+ B e z+ A e “(-xcosby-ysen8;)+

t 1‘P]'- P [ | Fa " 1
+ Ay e. (X cos®, ~ ¥ sen 61)] (11)
9, , v, . . |
f{.z =~/82/p2 EBZ e 2z + A, e 2 (=% cos 6,- 7 senez):l.
As condigGes de contorno (I') e (IIt) dao

§xﬂl=§xﬂa_-
- —» Daray =0, (12)
El E. .

]
>
]
(aV)

Para y = 0, temos:

ib—.-_ih —-'-l—:b—p-—\- —'-_k.‘_'-__l:' _—r' —
1T = Ky tang ™ Koo T T Ky pang Ty Xy T TX) T Ky pongT
de modo que
]
‘Pl - lpl - (PZ

pelas leis de reflexao e da refragac (cf. (5)) e as exponencials
todas coincidem (foi justamente esta condigao que levou as (5)).
Podemos portanto omiti-las como fator comum e as (9), (11) e (12)
dao

1 A

A ] LN | B N - ~ A .
Bl(-zcos 91) + By z cosel+ Ay X+ 4y x = BZ('Z c0332)+A2 Xy

El : . ' ' :
~ t A A t -~ 1
4’;-11 I:le+le+Alzcosel -I-Al (- z cosel):l =
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£
i A -
= 1’F2 (lex + A, z dos®, Y,

= ei e ldentificando as componentes,

1

l--
-Al-l-Al—-A

' ’ " cose (13)
A, - = 3

1 \ Al Rz cose _
e

| B' i cose2 ;
'Bl . 1 cosel 2°?

P
+
-

' (s €
\/;1- fﬁ? B, - (14)

Vemos portanto, que as equagoes se separan em dols grupos,
um dos quais sO conteh as: componentes de E perpendiculares ao pla
no de incidencia, ao -passo que o outro S0 contem as componentes
paralelas. Portanto, éstes dois grupos de combonentes comportam-
-se¢ de forma independente um do outro e podemOS consgiderar cada

um delas separadamente._._
Podemos tomar, geralmente, com muito boa aproximagao,

Fl = Fz =1,

tl EZ Eg =-EZ = ' .
1’#2 ’El x ’51 By n . | (15)

As (13) dao, nestas condigoes, utilizando a lel da refragao

donde

(6),



132

AZ y

s
+
Hﬁ*
"

ct.osez _ sean cose2

A = A .
: 2
cos® 4 2 sen_?ez cos6 4 _

.
i

o
H

s i B
Resolvendo éétaé équégaes, obtemos
senel coge2

1
AL =- 1+ T— A 9
1 . 2 ?.
2 ( sen_BE c§§91 _- o

' 1 (1 senel c:ose2

Al =7 A‘a ’. o
2 sene2 cosel
ou seja,
o, A.i [ S ) ‘
o i sen( 1~ %>
.- ’
;f.%¥ . ng(Q17f92)
. ) _ (16)
| AZ_ 2 sen'ela cosel' ' _
A 5_911_(_91 +.92)

o gue tambe’,m pode ser escrito

Aj: A Ai' = sen(8,+ ei)z sen(8,+9,) + sen(@,- 6,): sen(0,- 6,).

Analogamente, as (14) dao:
™ tg(8 - 6,)
= - ?
tg(o, +e,)

2 sz °0%%

I

sen(91+ BZ) cos(el- 62)

) :—F’.limw I-Fjll-P-
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0 que tambem pode ser escrito _
tg(614-92) tg(e 92)

tg(o,+ 6,): - - : : t (9 -B ).
%2 Bl 17 %2 coé(el-»eé) cos(e +o, ) ¢

(19)

d ee W ER ER B SR SR ER S AR W O Em W W T B M xR e A A W A wr W A e s W W

Fd

Exerciclo 2.1.%: Verificar diretamente gque as condiqSes de cont&;
no (III') e (IV') sao satisfeitas pela solugao.

As (16) é (18) (ou (17) & (19)) sao as formulas de Fre snel (que as
obteve de ‘forha um pouco menos geral partindo da teorla elasticada

luz).

No caso da incidencla perpendicylar (6 = 0), estas formulas
se SimplificaM'consideravelmente. " Com efeito, pelas leis de re-

flexao e da refragao, sera ﬁambém‘ei_=_62 =0 e as (13) e (14) fi~
cam - | o '
)
e B ™
Sl bl e
L e T T A
0 que da
| B A2 2
.If = T
_: A4 ntl
e _Ai__
3 RN oL n-x oo
W— iz o . (20)
Ay n+ 1l . ]

Tambem o o T
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Lo . - - -Bs-
e isto da | T

B, 2
_~= ’ . .
Bl n+l
S oo 21

. 1 , P v n st e

. . .. I31 na=1 o
. ™ — . _
Y * -'Bl ) n"' 1

Neste caso, o plano de {neidencia nao & mais determinado e a.dis=:
tin(;io entre componentes paralela e perpendicular perde o-sentido.
A razao pela gual se obtem AllAl = - Bl/Bl (ef. (20) e (21))e que
a orientagao positiva de Bl foi definida de tal forma que tem seg

tido oposto a de Al na incidencia perpendicular (vide fig. 2.4 e
(9n. . '

v

Para n(l (transigao de um meio oticamente mais denso para_

_.Tl

um menos densp), sabemos que s.emﬂi2 =% senﬁl s0 define um angnlo

real 92 para senelg sen Bl n (6, = angulo limite), para 01> ) »
e bem sabido que ocorre a M. Conforme veremos no
§ 2.1(e), 62 torna-se complexo nessas c’ondigae_s. Por enquanto, po
rem, vamo-nos restringir ao domfnio Bi'..é 8y. Neste domfnio', os se
gundos membros das (16) e _(18) sao sempre reais, embora  possam’
ser positivos ou negativos (noté-—se. que AEI.’ Bl’ etc. sa0 amp]::itu-

des complexas). Como exp(iw) = -1, isto quer dizer que g defaga-

Como osel + 92 < 7w, temos sempre sen(91+ 92);0, de modo

.
L%
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que a fase da onda transmitida e igual a da onda incidente (ef.
(16) e (18)). Para n>1, e © >ez, de modo que, para a componente
perpendicular, ha uma. defasagem de 7 entre a onda refletida e aon
da incidente (ecf. (16)). - Para a componente paralela, temos tg(el
-6, )20 na (18), mas tg(B + 0, ) torna-se negativa para 6, +
+ 92:>w/2, logo, a defasagem e 0 abaixo desse valor e T acima. Pa=-
ra n<l, a discussao se faz de forma semelhante. A def’asagem de 1w

tem de ser levada en conta em diversos fenomenos de interferencia

{corresponde a unma diferenca de caminho de meilo comprimento de
onda). o ‘
gxgxgigig_zg;ag: Demonstrar a’ partir das formulas exatas (sem fa-

zer a aproximacao (15)) que e possivel suprimir a reflexao na inci

dencia perpendicular se encontrarmos substancias para as quails

e AT uh BUaTAENIG L. L B S R e

As grandezas de maior interésse'ffsico no presenté problema

830 a reflexividade r, definida como a fragao da energia incidente

que se reflete, e 3 jzgngmigaizlﬂgﬂ_ t, definida como a fragac da

energia incidente que e transmitida. Para obter r e ty temos de

calcular o valor medio temporal do fluxo do vetor de Poynting ineci
dente, refletido e transmitido atraves de uma mesma arga da super-
ficie de separacao (indicada por AB na fig. .5)5 que sSuporemos u-

nitaria. Conforme mostra a fig. 2.5, esses fluxos sao, respectivg
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Pig. 2.5: Fluxo de energia incidente, refletida e transmitida atraves da area
AB da superf:icie de sepamg;o.

mente: Sl cosel, Ei cosel o Eé cosez, onde S indica o valor medio

do vetor de Poynting. Logo,

81 cosB2 SZ
r::—v’ t'—" — - (22)
Sl cose1 Sl
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£
- ¢ 1 .
S:;- T o—— lErafIZ 5
n, 8w '
E
—_ [+ 2 -
- n, 8r °

Como estamos tomando n% = 51, ng = 82, iss0 da

' r= lEretl /1Bgne! (23)
e 712 . , o 12
cos®, n, ‘EZI tanal !EZI

t = " —_— - = " - . (24)
cosf. n g 2 tan®, |3 2
171 IEincl 2 IEincI

Vamos supor agora que a onda incidente e linearmente polarl-

—- - - .
zada (Einc tem diregao fixa). Seja o, o angulo entre o vetor Einc

e 0 plano de 1ncid3nc1a_ou, © que e a mesma colisa, 0 angﬁlo entre

¢ plano de vibragao da'onda Incidente o o plaﬁo de incidencla (f1g.
2.6).

N e | onde refletide
g E
| -.;;:. ——
trenanitide
qnda
incidente —_
: B / le‘io
incidonela

Fig, 2,6: Azimute da onds incidente. } )
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Bste angulo chama-se azimyte da onda incidente. Temos entao, usan-

do a notacao da (9},

E//,inc =By By COS @y ,

: - (25)
Como N
- - —- Y- THR , [
IErefJ.~= IAilg + |Bi|? N
IE,1€ = (8,124 |B,12 ,
_as (23) e (24) podem ser escritas o
e} a2 EBLR Lom 1B
r o= _ ; N + ; _‘-' s | = - . ).
Ty i R D e
*2 ! 2 |5 B |F) teey
t= - + | — O . =
x Fine 5 Bine tg@,
ou, pelas (25), '
. r=r,,co8%a + 1 sen® «
// 157 10
2 (26)
onde, pelad” fIE) s (18),
= ?1 . g (0, -8,)
# {” ['s — (27)

AN H H

.%EZ‘(61-+62)
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v 2 2
o Ay sen” (6, - 02)
r-L = Z" = > . (28)
; sen (914-92) N
Iambém
tgo, | B, 2'_! tgoy . 4 sen®®, cosael
e |5 | T 2 2 )
€% 1 - “B¥%2 7 gen (614-92) cos (91-02)
ﬁ'sgnel Eosél sqnez cose2
= ’
sen2(014-92) cosz(el-ez)_
?Bh\ tgd, | B, 2 sen(26,) sen(26,)
t// - —_ = ; (29)
ted, | By sen2(61+-92) cosatel; 62)
e
ST R0y | A, 2 sen(26,) sen(ZGz)
| 3 ——]— | = . (30)
iy S | " 3
2 | A sen (91+-92)

Em particular, o azimute oy pode ser nulo (luz linearmente

polarizada com E-paralelo ao plano de incidencia) on igual a w/2 -

(1uz linearmente polarizada com E perpendicular ao plano de inei-

dencia). A reflexividade e a transmissividade sao dadas por r,,

e t// no primeiro caso e por rl e ?l no segundo, A‘conservaqio

de energia exige que se tenha

77N |
rl + ?l = 1, (31)
r+t=1
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A terceira relagao tambem decorre das duas primeiras e da
(26). A verificagao de que as expressoes (27) e (30) satisfazem a

estas relagoes sera deixada como exercfeio.

Para incidencia perpendicular, desaparece a distinqao entre

os casos paralelo e perpendicular. As {20) ou (21) e as (23) e

(24) dao entao (notar que. tgel/tge tende a 31/9 = n.para 81.-~0)
. 5 :

o n 1-)
r"z “inr—— .
(\n4fl

‘ " 4n | (32)
£ = ———
(-11+1)2

yglqres.é}tesngue_abyiamente satisfazem a r+t = 1.

. A8 (27) a (30).sa0 simeétricas em 0, e 92, ou seja, nao se al-
teram se substituirmos &, por.az‘e 92 por ©,, 0 que equivale a to-
marja-ondahincidénte.no meilo 2 em lugar de 1 (fig. 2.7(b)). Para a
incidéncia perpendicular, a substitulgao correspondente na (32) e
ﬁ — 1/n, que tambeém nao altera nada. fLstes resultados significam
que, para um dado 6y (ou 92), a superficie reflete igualmente de

ambog os lados (reciprocidade)..

Ve jamos agora como varia a reflexividade em fungao do angulo
de incidéncia. Vamos supor primeiro que n> 1, ou seja, o melo 2 e

LY
otlcamente mais densoc.
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(a)

Fig. 2.7: lLei de reciprocidade: a reflexividade e a transmissividade sic as mes—
mas em (a) e (b).

Para incidencia perpendicular, r ¢ dado pela (32); natural-

mentey r = 0 paran =1 (um 36 meio)y, e r e tanto maior quanto major ’farni

i

quanto major a destontilhuidade entre os indices de refraqﬁo, mais forte ,

a reflexao. Exemplos:

ar/agua: nx47/%, rz:(]_./?)z x 2%; . i:
ar/vidro: n«~3/2, rx(1/5)2 = a%. .

Vemos queé a afgua nao e um bom espalho para incidencia rerpendiecu-
lar. Olhando verticalmente a superffcie de um lago, vemos o fun-
do melhor que nossa imagen.
Por outro lado, para ineidéncia razapte,

(91 = ‘rr/Z), as (27) e (28) dao: I’// = I‘-L =1 'Y
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ou seja, temos reflexao total. B por isto que a superffeie de um

lago se comporta como um espélho,para (o} dbjetos situados na margem

oposta.

Para valores de 6, entre O e 7/2, a dependéncia de 6, e dada
pelaé (27) e (28), onde, para cada ;s o valor de 6, correspondente
se obté&;péla lei da refragao. Pode-se mostrar (exercicio 2.1.6)
que dri/&gl>,o, de modo que r| eresce monotanicamenté com 01 entre
os valores extremos correspondentes a incidéncia perpendicular e a
incidencia razante (fig. 2.8). - Vemos que e preciso aproximar-se bag

tante da incidéncia razante para obter reflexao forte.

0 andamento de sy ¢ diferente. Com efeito, a (27) moétf&,que
existe um angulo 8, = ep para o qual r,, =0, ¥ quando tga(el+62)-?go,
ou seja,y: .

0, +0; = 1'r/2""""" ry, =0 . - - (33)
Isto da

@8 & % 5316] = sen (32: - Bl) =-',;686—1

e dai decorre:. h
'_tgel'i'n,? ou seja, Bp e dado por
e = .
tg &y =n . L 30)
Exemplosg: -

vigro: m =32, 0,=57° ,
aguai n = 4/3, ep%353° .
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1.0

0.5

o . .

Fig., 2.8: Reflexividede do vidro em funiao do angulo de incidéncia nos casos

paralelo e perpendicular. 4 ourva em linha interrompida e reflexividade para
luz natural. ‘ '

O angulo O chama-se angulo de polarizacdo, por razdes que se-

rao discutidas no § 2.1(d). Pode-se mostrar (exercicio 2.1.7) gque
dr, //d91< 0 para 91< Bp e dr, //dB]_)O para ©,> Bp, de modo que o an~-

damento de T,, é o que esta indicado na fig. 2.8.



Exercicio 2.1.8: Tragar os gréficos de rl er, em fungao de el

para o caso da agua {(n = 4/3).

Vimos na secgao precedente'que as defagsagens sofridas pelas
ondas refletida e transmitida sao de O ou #. Isto implica que u-
ma onda incidente linearmente polarizada produz ondas refletlida e
transmitida linearmente polarizadas.Entretanto, se definirmos os azimy
bésqie%das ondas refletida e transmitida como os Engulos entre os
plancs de vibraqgo dorrespondentes e 0 plano de incidéncia, sera
geralmente oy # a oo > 9 de modo gque o plano de vibragao sofre uma
rotacao nas ondas refletida e transmitida (em relagao ao da onda
incidente). Pode-se mostrar que essa rotagio o afasta do plano de
incidencia para a onda refletida e o aproximé para a onda transmi-

tida.

- o e o Em Em s Em W em am W P Em A R E W en Em W aw e

-~ ~

" Po i o por reflexao

Para 91 = 0_, como vimos, temese'r// = OQ‘ Logo, se a onda
—-ﬂ—“"‘;—'——.- I

p
incidente'far linearmente polarizada com E paraléio a0 plano de in

cidencia, qao ha onda refletida para 8, = Bp. tOda a luz e _transmi

1 iy

tida (€ o unico cdso em que isso pode acOntecer) Se a onda e 1li-

AR e R, R S T —
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nearmente polarlizada com azimute <y qualquer, samente a componente
El sofre reflexao, de modo que a luz refletida_é linegrmente.polap
rizada com E'perpendicular a0 plano de ineidencia. Mais geralmen4
te, isto sucede qualguer que seja a polarizagio.da onda incidente,
e mesmo para a luz natural (luz emitida por um corpe 1ncandescente
- 1uz solar por exemplo). Com efeito, se a luz nao e monocromati-
- nays podemos represent§~1a por uma integral de Fourier (decomposi-

gao espectral: vide apéndice 13)3 e o vetor Ebde cada componente mo
nocromatica pode ser decompostb em E;j 8 El, aos quaié se aplicam

0s resultados acima. Portanto, se a luz solar incide por exemplo
sobre uma Placa de vidrp segundo o Engulo ep (que para o vidro e
de cerca de 57°), a luz refletida ¢ linearmente polarizada. Foli ag
sim que Malus descobriu a polarizagao por reflexao (cf. § 1.1(a)).
Como E;é perpendicular ao plano de incidencia na onda refletida, Eh

e paralelo, de . modo que o planc de polarizaggo da onda refletida

coinclde com o plano de incidencia.

A (33) mostra que Bp tambem pode ser definido como o Engulq
para o qual, segundo as leis da reflexaoc e da refragao, a direcao
da onda refletida, Se existisse, seria perﬁendicular a direggo .da
onda refratada. Esta'lei, descoberta por Brewster em 1815, cha~

ma-se lel de Brewster.

A lel de Brewster pode ser explicada de modo muito simbles
com o aux{lio da Teoria dos Elétrons. Consideremos uma onda inci-

dente linearmentg polafizada com‘ﬁhparalelo ao pland de incidgncia.

Ao penetrar no meio 2y o, campo eletrico produz oscilaqsés forgadas
dos eletrons atomicos. A diregao de oseilagao e a direcao de E,

ar
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2

B |

Fig, 2,9: Intarpretagao da lei de Brewster segundo a Teoria dos Eletrons. Os ele-
trons do meio 2 oscilam na diregao EE. A curva em forme de oito da a distribuj

¢8o angular da radiacaoc emitida. Nio ha emissao na diregao EB, que, para 0, = e
peria a diregao de propagacao da onda refletida.

conforme mosfra a fig. 2.9. Ocorre portanto um efeito analogo ao
da'polarizaqgo de um dieletrico estudado na eletrostética, mas os:
dipolos produzidos neste caso nao sao estaticos: sao dipolos os-
cilantes. Conforme veremos no capf{tulo 8, um dipqlo 6scilante e~
mite radiaggo, Temos assim um conjunto de ondas secundarias ®tmi-
tidas pelos dipolos-quelforam excitados pela onda incidente. -Es-
tas ondas secundarias interferem entre si, e pode-se mostrar (cf.

capftulo 9) .que 86 se produz interferencia construtivé nas dire-
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goes que obedecem a leis da reflexio e da refragao. E desse compli-
cado mecanismo de interferencia que resultam finalmente a onda trang

mitida e a onda refletida (radiagao emitida para o méio 1).

Un dipolo oscilante nao emite uniformemente em todas as di-
regoes. A radiagao que ole emite tem uma distribuicao angular bem
definida, simétrica em torno do eixo do dipoloy e com a forma de um
oito cujo eixo éAperpendiéular ao eixo do dipole (fig. 2.9), confor
me veremos no capftulo 8. Em particular,.o dipolo nao emite energla
na diregao de oscilagdo. Por conseguinte, gquando a diregao de osci-
lagao do dipolo (que e perpendicular a diregao de propagagao da on-
da transmitida) coincide com a diregao de reflexao, nao ha onda re-
fletida (fig. 2. 9) Isto explica a lei de Brewster. Vemos tambem
gue este fenomeno nao poderia ocorrer para E perpendicular ao plano

de incidencia (por que ?).

. Consideremos agora o que acontece quando a luz incidente e
1uz natural. Se considerarmos o vetor E'da onda incidente nuﬁ_dado
instante, podemos ainda decompo-lo em E// + El’ com E//,inc =
= Einc coS oy 9 El ine = Einc sen e, . Entretanto,{xl variara com o

tempo, 6@ 1sto de forma completamente irregular. Por conseguinte, tg

dos os valoras de %, Sao 1gua1mente provaveis, ‘ey quando tomamos a

media temporal para calecular a intensidade, obtemos, nags (25), Ik |2=

l|E

sy Ou seja,

o e oo .1
2

. X, = o
eos” ay = sen” my

incI
. ' © (35)
Em lugar das (26), obtemos,'porfanto, paré luz natural,

r =% (r//"‘rl)’ t =% (t//+tl)o (36)
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A curva da reflexividade para luz natural esta tragada eﬁulinha 1;-
terfompida na figo 2,80
| A luz refletida, porem, nao sera geralmente luz natural. Com
efeito, temos: IAll ?l |A1|2 IB |2 r//lﬁll » de modo que pe-

las (27) & (28),
| o 1% x,, cos®(e;+0,) |

—— g " B . . . ,'. ‘(37)
_l#ilz. Tl cosa(el-ez) S ,

-Somente para incldencia perpendicular (el = 0) ou rasante'fel=fw/2)
‘esta razao se torna igual a unidade. Entre csses dois casos ‘extre-
mos, ela e sempre <1 (vide fig. 2.8), ou seja, h luz refletida e

parcialmente polarizada, predominando a componente Fl 0 gzgg de
pol :1zggg o e definido por

(38)

! T e —
Para 61 =0 ou w/z, P =0, ouseja, a luz refletida e luz natural.

Para 91 .- p? {A/ = 0y ou sejay, P = 1: a luz refletida e totalmente
polarizada (com B perpendicular ao plano de incidencia).

Isto pode ser verificado experimentalmente, fazendo a luz re-~
fletida por uma placa do material (por exemplo: vidro) segundo o an-
gulo 6 "incidir sobre uma segunda placa do mesmo material, colocada
de tal forma que a componente Ei.relativamenta a primeira placa pas-
se a ser a componente E// relativamente a segunda. Para isto basta
que os dois planos de incidencia sejam perpendiculares entre si. Se,
alem disto, a orlentagao da segunda placa for tal que o angulo de in
cidencla sObre els ¢ tambem Bp, nao ha luz refletida na segunda pla-

ca (fig. 2.10), .
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Fi « 103 Polarizagﬂo por reflexao: a lus refletida pele polarizador segunde o
angulo ep e linearmente polarizada com E contido no 2¢ plano de incidolcis, ® naoc
sofre reflexao quando incide sobre o analisador segundo o angulo Bp.

Suponhamos agora que, mantendo sempre fixo o angulo de inci-
dencia ep sobre a segunda placa, fagamos gi;-ar' essa placa__, de tal
forma que o segundo plano de incidencla forme u.m Qngulo f com o
primeiro (na fig. 2.10, 3 = 7/2). Bste sera tambem o Qngulo entre
as normals aos dois planos, ou seja, entre a normal ao segundo pla-

- no ge incidéncia e o vetor E'da onda incidente sobre ele (que e per
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pendicular ao primeiro planc de incidencia). Como = %J-cx, onde
« o o agimute correspondente, podemos aplicar a (26), com T, = 0,
o que da . | )
r=r) senx =?rl senz(v/z-p),'ou'seja, r = | cosZ Be
| ) | (39)
~Logo, a ;nﬁensidade da luz refletida pela segunda placa varia pro-
porcidnaimehte ao quadrado do cosseno do angulo {3, que & O angulo
entre a direg§6 ds ”fibraqio da onda incidente sObre a segunda pla
ca (direqao de E) e a direqao para a qual a intensidade refletida

e maxima (P = O)o

O aparelho constituido pelo par de placas chama-se polarisco-

pio de Norrenberg: & primeira placa funclona como polarizador, pro

duzindo luz linearmente polarizada a partir da 1uz natural, e a se-
gﬁnda placa e o gn;liggggz, gue permite detetar a luz linearmente

polarizada. A (39) e um caso particular da lei de Malus: a intensi
dade da luz analisada varia com o quadrado do cosseno do angulo en-
tre a direcao de vibragao da luz incidente sobre o analisador e a

@1;9959 de 1ntensidade_méx1ma da luz analisada.

: Uﬁéﬂplaca de vidro nao e um polarizador muito eficients. Com
efeito, pela £ig. 2.8, "rls:: 0,15 para 6; = 6 , de modo que, pela pri
meira das (36), somente 795% da intensidade da luz incidente sao a-

proveitadose

Podemos entao utilisar a luz _:gnggigigg que, para 01 = ep

sera parcialmente polarizada, com predominio da componente E 7/° En-

tretanto o grau de polarizagao sera (cf. (38))
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t/-%  1-0,85
o

t//""tl 1"‘ 0,85

a~ 0,081 (8,1%) ,

pois, para 61 = Bp, temos t// = 1, tlﬁ 0,85,

Para aumentar o grau de polarizaqao, emprega-se uma pilha de

placas paralelas, conforme mbstra a fig. 2.11. Luz natoral incide

ius natural

——. ———
r

|
{ X Ius parolalaente polariseds
|

" Fig, 2.11: Pilha de placss paralelas para produgao de lus polarizada.

sobre a-primeira segundo o angulo 6,: a Imz transmitida incide 80~

" bre a face inferior da primeira segundo um angulo )

P

que e ta.mbém_._.__ _
0 Qngulo"de polarizaqﬁo_correspondente a passagem do vidro para o .
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ar (por que ?), ¢ assim sucessivamente, de modo que a componente
E.L vai sendo gradativamente eliminada, sem que haja muita perda de
intensidade da componente E// (ha sempre alguma perda devido a ab-

sorcao). Com ocito placas -..them-s,_e uri grau de polarizagao da ordem

de 60%.

*

~> 2, Reflexao to

’ »
Consideremos agora o caso en que a luz passa de um meio oti-

-~y

camente mais denso & um menos denso (n<1), por exemplo, do vidro
it

para o ar (n~2/3x0 66)., Pela lei de reciprocidade mencionada no

§ 2.1(c), podemos obter ¢ andamento de r .]. e r / ; em funcao do angu- .

o ;50
1.0 37 4

Reflexao total

bos .

i
H
L]

» H
i e By ey v v e T T e e —— )

1 I 1 I. | 1

0% - Bp, e,!, O -

500

Fig: 2.12: Reflexividade ‘em fungdo d6'8MRilG de iheidéncia na passagem do vidro
para o ar. 2 partir de- @, = et, ogorre.a-reflexac total,.
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lo de incidéncia simplesménte tomando os valores de rl e r,, para
a transicao inversa (ar-vidro) e notando que o angulo de inciden-
¢la corresponde ao Qngulo de refracao da tﬂhnsiqgo inversa (basta
usar a escals superior na fig. 2.8). As curvas da fig. 2.8 dao
entao o andamento de rl er, para Qngulos de incildencia menores

gque BL, onde GL e o angylo limit y definido por

sen 91 =n . (40)

"Para o caso vidro/ar, 8, .é da ordem de 41®. As curvas da fig.

2.8 sio "comprimidas” entre 0 e 6, (fig. 2.12). O angulo de pola
rizagao a: Bp=s 33°. Para 91 = BL temos r,, = %l = 1, Pode-se
mostrar (exercicio 2.1410) que ambas ascurvas tem tépgente vertical
nesse ponto, de ﬁodo que a passagem de reflexéo fraca para refle-
xao total e extremémente répida. 0 angulo Gg, e consequentemente

o indice de refragac (pela (40)),-pode assim ser medido de forma

muito precisaj; o aparelho que utiliia este princfpio chama=-se refrg

tametro de Abbe e Kohlraﬁsch.

I d

Exerciclo 2.1.,10: Demonstrar que as curvas de r,, e r| em fungao

de 91 tem tangente vertical para él = GL.

Que acontece para 91> Gn ? ¥ bem sabido que ocorre a reflexao
total. Entretanto, isto nao significa que o campo eletromagnetico
no melo 2 seja identicamente nulo, pois isto nao permitiria satisfg

L ~ -~ > »,
zer as condligoes de contorno, como e facil verificar.

A condigao
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gen _,ea = ‘}1 sen 91? 1l - _ (para °1>9.!._)

nac pode ser ‘satisfeita por um va’or real de 82, mas e possizel sa

tigfaze-la '-'-‘t:pinanci-o:' ’Bz-ébmpleio’. - Lom efeito, temos

sen (u+iv) =senu chv +1cosushv .

Pafa 01 = 91 s temos 02 = /23 se tomarmos enté'o, para el> 6

oa=g_'-+m | (el>e£), (41)

vem

 sen 92 = ch¥>1 . o | (a2)
Embora ate aqul tenhamos interpretado 02 geo;ﬁetricamente, co
‘mo. um angulo, a verificagao das equagdes de Maxwell e das condicoes
de. conta_rnp _._56 depende das propriedades analfticas das fungoes tri-
ggnqmé_ﬁ;fica_s, de modo que as expressoes obtidas para 92 complexo
continuam sendo solugdes do problema. Como o expoente das exponen-
clais nos fatores de propagagao das (9) e (11) tera agora tambem u-
ma parte real, e preciso, pore;m, impar a condigao de que as amplity
des dos campos sejam limitadas no infinito. Assim, embora a (42)
possa ser _satisfeita tanto por ¥ positivo como por w negativo, ve
remos no préxipo § que somente uma escolha do sinal de ¥ e fisica-
mente admissfvel. Como no caso de um meio condutor, um vetor de
onda complexo implica a existencia de atenua§5.’o e defasagem; vere- -
mos, porem, que a atenuacio & de nutureza muito diferente da que
encontramos para.o meio condutor. A forma da solugao obtida permane
cera inalterada, sendo apenas necessario reinterpmté-la, de modo que

ainda podemos empregar as formulas de Fresnel (16) e (18), substity

indc nslas a (41):
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A_{ sen (8;=%-1%) cos (8; - 1)
L T —— - ’
Al sen (Gl+%+i"9) CcOSs (el+i¢) ‘.
. |
-E - -
By tg (e1 5 1Y)  cot (91 145

Como o quociente de dois numeros complexos conjugados e um

fator de fase (tem médulo um), podemos escrever:

R ]
}1 __ c.:)s(e1 ~-1¥) 151 By cot(el -19) 15,
- e = = e

—_— = = g — = : =
Al cos(61+-i?) Bl cot(01+ 1?)

(43)

onde §l e qaf‘sio reais. Em lugar das (27) e (28), obtemos entﬁo
rl = r// =1 (para el> el.)’ (44)
mostrando assim que temos efetivamente reflexao total.

-

Pene O o meio 08 denso

Ve jamos agora a interpretagao fisica da solugao com 92 com=-

plexo. As (9) e (11) dao a solugao no meio 2 para os dols casos

de polarizagao

-

E-l- I<

A, exp(i?z) Z

- v‘E;}sz A, '.exp(i'%”-a) (X cos 0+ ¥ sen 62), o
|  (45)

= B, oxp(iwz) (x cos e, + ¥ sen 92) )

=/ /F, B, exp(19,) z ,

onde, pela (8), . r

1&"‘:&“*‘ :¢£¢l¢m+
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—

kz—-; - wt = kz(x sen®, - y cos 92) - wt .(46)

A
(reintroduzimos o fator temporal o 0ty

Note-se que a solut;é'o para o0 caso E/ / pode ser obtlda da so-

lugao para El pela substituigao (42) do § 1.2(a): EB' = - \ % E;

—
1

H = -\,-ﬁ- E (alem de A, — B2) que, como sabemos, nao altera o ve-
tor de Poynting.
Pela (43), sen 8, = chogd
cos 62_=. cos(% + 14’) = -1 shv,
.d?e :modo que

-exp( .,‘_:.';?2)' = exp [j.(k2 Xxchey - mt)] exp( —ka yshe) . (a7)

Como os campos devem permanecer limitados para y — - o, vemos

que é preciso escolher ¢ < 0., A (47) mostra que 0S8 campos pene=~

Yiram exponenclalmente no meio 2, e que a profundidade de penetra-
¢ao (valor de |y| para o qual as amplitudes se reduzem por um fa-
tor de e 1) ¢
ly] = onel = = = - =
s L
2 kaxfch ¢=-1 kz\/senzea-l
1 1 1

- 2 — k . 2 2 —
Lk, \/(ﬁg-%g -1 'nz,\/”nzer n2 ky o/sen .&1- sen9y

ou seja, com{'k:"_':ié ari'/ll,

b

A
iyl = . (48)

2r \/senzel -‘éenzel
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Para 91 = 91 y 8 prdfundidade de penetragao e infinita, mas a
(48) mostra que ela cai 'rapidamente a uma fracao do comprimento de
onda no meio 1 quando 91 cresce. Por exemplo, no caso vidro/ar, pa

ra 8, = 60°, a profundidade de penetragao €\ menor que 11/3.

A primeira vista, ﬁ penetragao da onda no meio 2 parece con-
tradizer a conservacao de energia, uma vez que ha reflexao total.
Para ver o que acontece com a energia, vamos calcular o vetor de
Poynting (real ! ) associado a uma das (45), por exemplo, a0 caso
-ﬁl (os vetores de Poynting sao proporcionais nos dois casos). Pa-
ra 1sto; temos de tomar a parte real dessas expressoes; se Az =

= a, exp(i&z) ’ obtemos

E, = a, cos(kax chy~ ut+ 82) exp(-kzy shy) z
H, = -,,’82/»2 a, exp(-kzysh ¥)]|shy sen(kax ch? - wt + 62) x +

2 2 s
+ chvy cos(kzx chy - wt + 62) y:', (49)

onde usamos: sen 92 = chw 5 cos 92 =~ishw ., Temos entao
—- c

< n
X eecmm B " - ——— ’ 2 -
S, - E,xH, - q’ez/pz a; exp(-2k, y sh¢).

.E:osz_(k_zx chy - wt + 62) chy X = cos(k, x chv - wt + 62).

v Isen(kzxchq’ - ot + 62) she f] . ' (50)
A (50) mostra que, em cada instante, a componente x de 5'2

e sempre positiva, ao passo que a componente y osclla entre valo-

res positivos e negativos ao longo da superficie de separacao. As

"1inhas de farga“ de EZ (1linhas de corrente da energia) num dado
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instante tem o aspecto indicado n& i‘ig.. 2.13 (o conjunto delas pro

paga-se para a direita) Se tomarmos 0s valores medios, seja temporais, seja
espaciais(sdbre uma distancia x suficientemente grande ), obtemos

- e

& 2 o
Sy o -\Iez/pz a5 chy exp( Zkzyshtp), » 0. (51)

E facil verificar que o vetor de Poynting complexo leva a0 mesmo

resultado °

Ll o A AT a4

Fig: 2:13: Linhas de corrente da energia na reflmo total. A energia penetra
no meio 2 e aai delo, propagande-ge paralelamente a superficie de separagao,

A (51) mostra que ngo

LY

lelamente upe e a0. As (49) sao ondas caminhantes
na diregao x, mas exponencialmente atenuadas na diregac y. No caso
de um meio condutor, tfnhamos ondas atenuadas ao longo da diregfa'o de
propagagao, devido a absorgao (efeito Joule), e os planos de rfase
constemte eram tambem planos de amplitude constante (onda plana ho-

mogenea). No caso da reflexao total, & onda no meic 2 se ' atenua

80, & por j.sso nao ha absor

"
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cao de energia. Os planos de fase constante (x = constante) sao
perpendiculares aos planos de amplitude constante (y = constante),
de forma que a amplitude nao e consﬁante savre'um planc de fase
constante {onda plana inhomoggneaﬁ. Uma nnda deste tipo chama-se
onda gvanescente. E o unico tipo de onda atenuada que se pode
propagar num meio transparente pols a conservagao de energla impli
ca que a direcio de atenuagao sO pode ser perpendicular a diregao
de propagagao.

Exé:gfcio 2.1.11: Demonstrar este resultado.

A (49) mostra que B # 0, de modo gue a onda evanescente nao

é'puramente transversal:'ﬁhtem uma componente longitudinal. Entre-

—-

tanto, E2 ainda e transversal, de modo gue esta onda e chamada T®
(transversal elétrica); analogamente, a onda E}/ na (45) e uma onda
™ {(transversal mgggétigg), pols Ha e transversal a diregao de pro=

=)

pagagao, embora > nao seja.

A discussao precedente nao explica de que forma a energia po-
de penetrar no meio 2. Isto nao pode ser visto numa solugao esta~
gionéria como a que estamos considerando, em que a dependéncia do

tempo e da forma o ~lwt

~uslquer que seja t. Seria preciso conside-
rar uma solugao nac estaclonaria, em que se tenha inicialmente no
meio 1 um feixe luminoso que ainda nao incidin sSbre a superffciede
separaqgo. Néste‘caso, uma pequena fragao da energia incidente te-
ria de'penetrar no meio 2 logo apos a incidéncia. Tambem considera

mos somente 0 caso limite i1dexzli do 'ma onda plana. que ten extensao

infinita, BSe considerarmos um faixe de luz real, lateralmente limi
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tado, a eqergialppderé'penetrar no meio 2 ou_dé;e sair nas frontei-
ras do feixe *, Em ambos os cascsy o feixe incidente seria repre-
sentado por uma integral de Fourier (apendica 1B), correspondente a
mmsuper.posigao de ondas planas propagando-se em todas as diregqes,

que-cdnteria neéessé:iamenﬁe componentes com Engulos de incidencia

inférip?esﬁa_el. .ig@stqpmponenpeg_tgangpprtg@ energia para o meio
2,

Nao e facil demonstrar experimentalmente o fenémeno.de__pene-
}raggo na regiao do vis{vel, pois a profundidade de penetragao e da
ordem de comprimento de onda.. Entretanto, ole fol verificado com o
aux{11o de ondas hertzianas (A~ 20 cm.) por J. Boge, que . colocou
dois prismas de asfalto (1 e 2y fig. 2. 14), separados por uma dis-
_tancia de varios centfmetros, e fe incidir a8 ondas sobre O prisma
1 de forma a haver "reflexao tota;" em sua face posterior. Era pog

sivel detetar sinais atras do prisma 2y 8 a8 Intensidade dos sinais

aumentava quando se diminuia a distancia-entré osfdois prismas.

A penetragao exponencial na regiao proibida e um fenomeno ti-
picamente ondulatério, que tambem ccorre com as.“ondas.de probabili
dade" na Mbéaﬁica Quantica; e e responsavel por muitos efeitos im-
poft&ntes. Assim, uma particula contida dentro de um pogo de po-
tencial pode penetrar atraves de uma barreira de potencial (efeito
de tunel), 0 que e a base da teoria da desintegracao alfa (ef. oli~
vro de D, Bohm na Leitura Recomendada).

* - - -
' ! refle:no total de um feixe de lus de secao finita foi tratada por J. Picht,
Ann. der Physik (5), 3 (1929), 433; ver tambem K, Artmann, Aun, der Physik J
(1948), 333 e 2 (1948), 87,
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——.ﬁ_l—
v ———
1
| 41 H Expefisncia de J. Bose para demonstrar a penetragao no meio menos
densdc,
2.1 (g) Prodycac de luz elin;;cgmegte ou circularmente polarizada

Voltemos agora as (43). Elas mostram que em geral §l # 8//.

- Logo, se a onda incidente e uma onda linearmente polarizada que cop
tem ambas as componentes, as compornientes perpendicular e paralela
sofrerao defasagens diferentes, e g luz refletida sers elippicémen-
e polari . O que interessa,como sabemos, e a diferenca de fase
§ entre as duas componentes. As (43) dao

sen(01 - 1)

exp(18) = exp[i(é -9 I[l = . (s52)
LT 70T entey + 1)
Temos
sen(0, - 1y) = sen®, ch¢~ 1 cosd, shy - /
1 1 1 .
' senby ”néz_z
= senel + i 00591 -1,
n -
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onde o sinal da raiz quadrada decorre da condigao: ¥<O0,
Para um numero complexo qualguer,
a+ib = ./32_,_ b2 ex.p(iw),'

temos _
a+t+ ib

= exp(2iw), onde W= tg-l(b/a) .
a-1ib ' ; S

Aplicando este resultado a (52) obtemos:

.cos Bl_dgéﬁz Gi”?-ﬁz
§= 2w = 2 tg™t -

: seng?el
ou seja,
 cos ey Jsen® ey -nZ L
tg(8/2) = - . (53)
sen® 8, | | |
--A €5%) mostra q'ué & so seé anula :.para---Bl"—"' ei ou para 91-= w/2.

Entre ésses,do;s-valores, 8 e sempre positiyvo (lgz elipticamente PO
‘larizada), de modo gue tem de passar por um méximo para um determing

. @0 valor de 910..Podefsejmostrar que.gsse_valor-§~dado-por_

o, on2 |
sen” Oy (max) = T (54)
' 1+5° o
e a defasagem correspondente e dada por
| L. .19“’.11.2 '
tg(s . /2) = - (55)

Se quizermos produzir luz cirenlarmente polarizada, e. preci=
s0 satisfazer a duas:qqnq1§3es=-a)gas duas’ componentes  perpendicu-
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lares devem ter a mesma amplitude; b) a defasagem deve ser w/2. Pg
ra satisfazer a primeira condigao, basta que o azlmute da onda inei
dente seja de 45°, Com efeito, néste caso, as amplitudes paralela
e perpendicular sao iguais na onda incidente, e por conseguinte tam
beém na onda relfetida (porque ha reflexao total). Para satisfazer
a segunda condigao, utilizando a defasagem maxima, vemos pela (55)
que serlia preciko ter

2

l=-n =2n—-—-—-n:!'-=/§+1252,41 ’

' i » - * ’
0 que sO se consegue atingir com algumas substancias , como o dia-

mante .

Entretanto, como foi sugerido pér Fresnel, pode=-se atingir =

= w/2 com duag reflexoes totais sucessivas num paralelepfpedo de vi

dro (paralelepipedo de Fresnel), conforme mostra a fig. 2.15. Neste

caso, 1/n & 1,51 e Smax = 45° 561, de modo que se pode alcangar & =
1

L
= 45° para doils valores diferentes de 91: 91 = 48° 371, @ 91 = 54°
370,

A demonstraqio dos resultados precedentes sera delixada ao lei

»
tor como exerciecio.

Un metodo que permite ampliar o dominio de valores da defasagem na reflexso tg
tal e obter polarizagac circular com uma 86 reflexao total foi descrito por W.
Culshaw e D. S. Jomes, Proc. Phys. Soc., B, 66 (1953) 859. O método foi apli
cado por esses autores a micro-ondas (A = 1,25 em.) e permite demonstrar tam-
bem a penetragio no segundo meio,
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lus
| - ellpticamente
polarizada ' polariszads polarizade

Pig, 2.15: Peralelep{pedo de Fresnel.

2.2. REFLEXAO0 METALICA.

-

o I c P e .

Suponhamos agora que o meio 2 e condutor: interessa-nos espe-
cialmente o caso de um bom condutor, como um metal. Para maior sim
plicidade, vamo-nos limitar ao caso de maior 1mport£ncia pra’tica, em
que o melo 1 e o ary de medo ‘que podemos tomar n, = 1. Neste calo,
pelo que foi visto no § 1.‘3, sabemos que as formulas deduzidas no

3§ 2o 1 permancecem. validas, desde que se substitua o {ndice de re-

fragao relativo pelo fnd_ice de refracao complexo

'n=n2-—-n'=n+1K.  (86)
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Com esta substitulgao, a lel da refracao (6) continua valen~
do, mas 82 passa a ser complexo, de modo que a lel perde seu signi
filcado geométrico simples. A estrutura da onda no meio 2 e bem
mais complicada que q?s casos considerados ate aqul. Com efeito,
sabemos que o campo deve atenuar-se exponenclalmente a medida que

nenetra no melo 2, devido a absorgao.,- Entretanto, pela continuida

- . ——r— ~
de de ktang’ vgmos que kz,tang deve ser real. Logo, a direcao de
atenuagio deve ser perpendicular a superffcie de separagao, ou

seja, 08 planos de amplitude constante sao paralelos 5 superffcie.
Pér dutrollado, para incidéncia oblfqua, 0s plancs de fase constap
te serao em geral oblfquos a superffcie. Logo, a onda no melo 2
€ uma onda plana inhomogénea (os planos de amplitude constante e
os de fase constante nao coincidem) de tipo mais complicado gque as
ondas evanescentes da reflexao total, pois a atenuagao agora decor

re da absorgao; e tersd uma componente longitudinal.

Para incidéncls perpendicular, poreém, deve haver uma simpli-

ficagao consideravel. Neste caso, com efelto, 62 = 0, de modo que
nao aparecem as complicagoes devidas ao Engulo de refragao comple-

x0, Por isto, vamos considerar ésfe caso em primeiro lugar.

Como vimos no § 2.1 (e)y a distiﬁqgo entre componentes para-~
lela e perpendicular perde o sentido pﬁra 91 nulo. Usando por e-

xemplo a {(20); obtemos, com a substituicao t%G),
]

4 ar-1 n-1+1x
A

= = : . (57)
1 nt +1 n+ 1+ 31K

A reflexividade para incidencia perpendicular e portanto
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(n-1)2+K% : 4n |
= . T ] o — - (58)
(n+1)2+%% (n+1)P+K%

r

Em particular, para bons condutorese frédﬁéncias abaixo do
infra-vermelho, ja vimos (§ 1.3 (b}, (98))que a corrente de deslo~
camento e desprézfvel em cbnfronto com a corrente Ohmica e vale a
relagao

n*K=~ /oT»1 , (59)
onde 0 ¢ a condutividade e T o perfodo. ‘Nestas condigdes a  (58)
floa . F T & S S ‘

ral - 821 ---—2-- '.. | | (60)

n - JoOF

As (59) e (60) mostram que r e muito p_rt;ximo da unidade nes-
ta regiao, de modo que ¢ metal & um refletor multo bom. A reflexl
vidade € tanto maior quanto malor for o: um condutor perfelito
(o0 — ) seria tambem um refletor perfeito (r=1), o que e natu-
ral, pois o campo nao pode penetra:p_nq seu interior, devendo entao

ser totalmente refletido.

A (60) também mostra que {r)varia com a frequéncla (crescendo .

a medida que a _frquéggia decresce) mesmo no domfnioc em que a de-

p,_endé‘ncia de o da frequgnci_a (dispersao) ainda nao se faz sentir.

A (60) foi verificada experimentalmente por Hagen e Rubens
(1903) na regiao do infra-vermelho. N_essas. e_xperiépcias foram em-
pregados os chamados "raios‘restaﬁtes", separédos deé um domfnio es
pectral mais amplo atraves de refj.exSelgL mﬁltiplas em certos cris-
tals (Ca FZ’ Ca 012). Estes cristais tem fortes reflexces seleti-

vas no dominio espéctr'ﬁl de 10p a 25,54, ou seja, ha certos compri
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mentos de onda nesse domfnio que sao refletidos bem mals fortemen-
te que os outros. Pode-se entao, por uma serie de reflexces, 1so-
lar radiagoes infra-vermelhas bastante monocromaticas. Alguns dos
valores obtidos por Hagen e Rubens estao reproduzidos na tabela _

VIII, que da os valores de 1-r em % para A= 12p e A= 25,5p @

Tabela VIII: l~r em £ para diferentes metais

Metal : Ag Cu Au Pt Ni
Observado 1,15 1,6 29l 345 4,1
Calenlado| 1438 1,4 | 16 | 346 %46
[ 4
Observado 1_,13 1,171 1 ,56 282 3420
A=25 'S '

Calculado | 1,15 | 1,27| 1,39 | 2,96 3,16

Os valores calculados o foram peia (60); utilizande o valor
eg;é;igo de o, Vemos que a concordincia é. de um modo geral, bas=-
tante boa, de modo que o valor estatico de o ainda pode ser utili-

A
zado a essas frequenclas.

0 campo no interlor do metal obtém-se substituindo a (56) na

(9) para 8; = 0:

E, = A -exp(-ik, y) z = A, exp(-i n' f?’s) z =

F

w w
AZ exp(-i nyg y) exp (K s y) z

I

que e precisamente uma onda do tipo ja estudado no § 1.3 (b).

~ ”
Para frequencias mais elevadas e preciso levar em conta-a va-

ar
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riagcao de o com a frequencia (dispersao)° A fig. 2.16 mostra os

valores experimentais de r (em %) em fungao de Ay (comprimento de
onda reduzido) na regiao do visivel, para diversos metais. Vemos
que r decresce bastante na reglao do violéta e ultra-violeta, mas
acima desta regtao e ainda bastante elevado. O alumfnio e a pra-
ta mantem o poder refletor mais elevado na regigo do visfvel; aaf
 sua importancia na'fabricaqﬁo”de:eSpélhos para instrumentos Oti-
¢os., Vemos que o ‘poder refletor da prata decresce fortemente ver
to de 3.200 A, Medidas da transmissao de peliculas delgadas mos-
tram que, nesta regiao, a absorgao e tambem muito pequena,-e a

prata torna-se guase transparente.

A (58) mostra ainda que r cresce com K:  logo, as radiagdes

que sao fortemente absorvidas tambem sao fortemente refletidas.Se

a luz incideénte o branca, a luz refletida sera colorida, contendo

predominantemente as cores que sofrem reflexao mals forte), e sua

cor sera complemeg 1008

tar a ‘da luz trang
mitida por uma pe-

1fcula delgada do

metal. 'O guro, por

® (%) —>

»
exemplo, e amarelo

por reflexao, - mas

verde-azulado por 0

. : 2000 4pR0 6000 8,000
transmissao .-z%tra— ' ' . 1.(*') -

ves de uma folha _
N Flg, 2.16: Reflexividade de diversos metais
em funggo do comprimento de onda, na incidsg :

substancias, alem cia perpendicular, -

delgada. Outras

>
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dos metais,_também podem possuir cores superficiais, mas para isto

e preciso que as constantes 6ticas.p_e K sejJam suficientemente gran
des e depéndam fortémente do comprimento de onda. Um exemplo e a

tinta ermelha (solugao de fucsina) que e vermelha por transmissao

(vemos a eor pela 1uz refletida no papel branco, que passa duas vé

zes através da tinta), mas ¢ verde-amarelada por reflexao. A cor

da maioria das substanclas nao e cor superficial; deve=se en ge~

ral a existéncla de'gbsorQSes seletivas.

»

de 1 .

Com a substituigao (56), as leis da reflexao e da refragao fi

cam
] .
. sen.el a - i¥ ' .
sen = = sen . n
Fad 1 -
n + ik nZ + KZ

A primeira e a lel da reflexao usual. A segunda, porém, mostra

quey para 61 # O, 02 é’sempre complexo.

0 fator de propagagao da onda no meio 2 € (of. (45) e (46)):
exp(i¢é) = exp[}kg(x sen, - y cosez) . - (62)

Embora ka é'ez se Jam complexos, o fator k2 senﬂz e sempre

real, pois, pela lei da refragao,
k, sen 6, =k, sen 6, , ‘(63)

de modo que a onda nao se atenua na direcao x (ef. § 2.2 (a)).
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A constante de propagacao k, cos8, na diregao y, porem, e
‘complexa;'. Pai'a separar-'-lhé'-as- partes real e 1mag1nafria, facamos
" cos .92 q exﬁ(iq«) | - | o (64)
.As: c.énstan'tels q .e ¥ se exﬁrimem 1mediatame.nte em funcac de n, K

e 8 Com efeito, pela (61),

l.
o, NS YT S
cos 62=1-—___”| . .sen 6, =
(n? +K2)2
= q° (cos 29+ 1 sen 20)
ou seja, .
e L, 02 K2 »
q- cos 2o =1 - - sen~ 6, ,
(n?+ K2y
2 2nkK 2 .
Q- sen.29= = sen® 0, . (65)
S | (n2+K25_2

‘A_ constante de pszpégagé'o na direcao y fica entao

k, co;-ez, = (n + iK) k_ q(coss+ 1 senq) =

= kol‘ q[(n cos ~ K seng) + i(K coso+ n seno—)]-
o que da, sub'stitu:lndo na (62) e levando em conta a (63),
exp(itﬁz) = expE:o q y(K coso+ n sen q:i'-. exp {ikoEc sen 8, -

-qy(ncoss -K sano—il .« _ | {66)

As superffcies de amplitude constante sao, conforme ja havfa

mos previsto no infelo do § 2. 2(a), planos paralelos a superficie
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de separagao: y = constante. As superffcies de fase constante 820

dadas por

x sen 6; - q y(n coso - K sen ) = constante , (67)

ou seja, sao planos pblfquos a superffcie de separaqﬁo (rig. 2.17),

conforme tambem 35 havia sido previsto.

Colocando em evidéncia um fator

«Qen?el +,q2(n cosy - K sen002‘= N, (68)

vemos que a {62) pode ser reescrita sob a forma

x sen 42_- y cos §, = constante, (69)
onde .
n cosy- K seno sen 8,
cos ¢, = - e seny, = —m—— , (70)

-

Fig. 2,17: Planoe de fase constante e planos de amplitude ccnstante no interior
do metal.
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Comparando a (69) com a (46), que define os planos de fase
constante para um meio transparente, vemos que CI/Z desempenha (o)

.papel de 6, ou seja, doi"angulo de refragao real" (fig. 2.17).

A segunda (70) tem a forma da lei da refracao: s_eﬁel/ senﬂ"af;'
= N. Entretanto, como vemos pelas (65) e (68), N depende nao so
das constantes oticas do melo ,I_:‘gqmo‘_tgmbe'm do angu_'_l.o de inciden-
cla 8: logo, o que temos de fa.;to_-b-e' ‘uma relagao funcional mais

complicada entre ¢2' e 0..

ATV

No o e bons cond es, no domfnio de fre-

quéncias em que vale a (59); as (65) se ‘reduzém a ¢
- 2

] sen™ 91
' ¢%.cos 271 > o Kada 2 - &1
sen 61;-, _ 4n'
senS 0, - tg 2ox —22q{ (71)
2 1 2 '
q~ sen 27= — &1 2n | Cx1
an® - )
A (68) fica portanto
N = /senael + nz_(-l:;- ¥)Z ~ n
e a segunda (70) fica |
| sex‘:i e'l' sén'ei' - .
sen ¢, & L1, (72)

de medo que s dfida. ‘de fase penetrd no metal quase perpendicularmen

te, e difere pouco da que se obtem no caso da incidencia perpendi-

cular.

As formulas de Fresnel permanecem validas, mas devlido aos

valores complexos de 92, tornam-se bastante complicadas"
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AZ'L Isen(el - B )
—_—=a = 1$))
& sen(8) +8,) R exp! ﬂ- -
' T (73)
’ tg(Bl - 92) &

e + o, y By =)

RN

Em geral tl>/ / é diferente de <I>_L, de modo que; se a onda incidente e
linearmente polarizada, a onda refletida sera elipticamente polari

" zada. A defasageme A = ¢,/ - 4‘-1.

Seja a; o azimute da onda incidente (suposta linearmente po-

larizada, que e dado por

Al L
tg ay ==— . (74)
By
Temos entac, pelas (73),
' | 4
A 1 |
— = tg @y ~— exp(~1A) . (75)
By Pr/
Para um determinado valor do a.ngulo de 1ncidencia, 61 91, que

se chama o ﬂnwmaﬂum_ml: e A=n/2. ,8e além
P
disto for tg % 5T = 1, a {75) mostra que ]All/lBiI =1ly de modo
P4; ’ ) .
que a luz refletida e clrcularmente polarizada. As constantes o-
ticas do meio condutor, n e K, podem ser expressas (veja Born e
Wolf, Principles of Optics, pp. 614 - 617) em funggq de 6& e de
pl/p)/. A medida dgsses parﬁmetros permite determina~las experi-
mentalmente.  Alguns dos valores assim obtidos, para luz incidente

. _ ry .
de comprimento de onda A= 5.893 A (raia D do sodio), encontram- -
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se reproduzidos na tabela IX:_

U T A TR : . °
Tabhela IX: Constantes oticas de diferentés metals para A= 5.893 4

sﬂalotlzncn s M| W K e | AL | W Ay Hg | Im Sy
18] ag2ico macigo | magigo | fundide sacigo | maclqo | saclgo | eletrolftice | 11quide | macige | macigel

n 0,088 | 0,20 | 0,37 [o,008 | 2,03 | 1,88 | 1,80 047 | 2,60 | 1,98 | 0,62
Ko |22 | 344 | a2 (38 | 992 |.5,28 | 5035 - 2,83 | a80 | 8,66 i 2,57
£ 1097 |04 | 0,93 (0,92 | oume | 0,63 | 0,83 owez | o7 |05 | 03]

onde r 5 a reflexividade para 1nqiﬁ§nciq perpgndicular.

O comportamento de rl e r// em funqae de. 91 para Ag e Au, de
terminado .experimentalmente, esta representado na fig. 2.18. © angu-
lo de incidéncla para © gual r// passa por um mfnimo esta geralmente
multo proximo do angulo de incidencia principal 5 e pode. ser identi

ficado com elen

A tabela IX mostra” gque.n

#

¢ menor que a unlidade para mui-

tos metais, de modo que a veloel

dade de fase c¢/n 6 malor ‘qué.. e
nesses metais.: -Iéio;abg:entemen‘

te estaria em contradigao com um

dos postulados~b§sicosfdaiteoria

da,ralativ%éade, segundo o qual

e e —— — — —

nenhum sinal pede . se propagar com B
- o° 300 PAS

8

velocidade maior que c. Entretan o
' 4 —

'?:lg, 2.18: Reflexividadé do ouro
o da prata em fungdo do angulo de.,
incidencia. 7

to, uma onda plana monocromdtica,
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sem infclio nem fim, nao constitui um sinal. Numa serle de traba-
lhos, por volta de 1910, Sommerfeld e Brillouin mostraram que a
velocidade de pro;:ag_aqio de um grupo de ondas, que pode constitulr

F * F.
um sinal, e sempre menor ou igual a ¢ . Voltaremos a discutlir eg

te problema no capftulo 9.

Vemos tambem pela tabela IX que, em todos os casos,n<K, de
modo que, pela (89) do § 1.3 (b), €p = nZ-KZ';O. Como p#s'l, se
gue-se que € < 0. Isto significa apenas que De E estao em oposl-
: 956 de fase. A origem r{sica deste resultado tambem pode ser com-

preéndida. pela teoria da dispersgo, que estudaremos no capftulo g.
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