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ESTRUTURA CRISTALINA - TIPOS DE CRISTATS

Em geral as substancias adquirem forma cristalina, a tempe-
raturas multo balxags. Entendemos por estrutura cristalina, a
gune se forma de uma repeticao infinita no espago de uma configu~
ragao basica de atomos. Esta, por sua vez, se constitul de mo-
do que a energla total do eristal seja minima. ¥ necessario no-
tar, entretanto, que a posigao dos -atomos nao esta bem definida,
devido ao princfpio da incerteza; no caso do Hélio, por exemplo,
a pequena massa dos atomos e a diminuta farqa entre os mesmos ip
pedem que se forme um c¢ristal, ainda gque a baixas temperaturas,
devido a energla do pohto zero. Ja o Hidrogénio pode solidifi-
car-se, pois embora tenha uma pequena massa, as fsrgas intermole
culares sao multo maiores que no caso do Helio. Evidentemente,

a estrutura cristalina se destréi, a altas temperaturas.

E interessante notar que nao pode existir uma estrutura
cristalina unidimensional. Com efeito, suponhamos um conjunto de
N atomos alinhados, sendo a temperatura préxim# dos 0°K:  entre
éles haversa uma separagao media b e um desvio éa separagao em re
lag@o a posigao de equilfbric x. (Ver figura 1).
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A probabilidade de achar o 5%0m6 H'5 uma distancia 1
do primeiro, esta dada por uma ﬂistribﬁiégb normal de media Nb
e desvio medio quadratico ¥ = +/F x. S_e.'tH_ fgr grande, a posigao
se torna completamente imprevisivel, Q”QEQﬁe_earaCteriza um
eristal é, precisamente, a periodicidade de sua estrutura, ou
seja, o fato de os atomos ocuparenm posigaes definidas, sendo

as oscilagoes independentes da posiqaorimdividual de cada ato-

mo na rede.

Este argumento nao & mais vélidp para uma estrutura bi
dimensional, e muito menos, para uma:§g$&1mensionél. Com efel
to, numa rede bidimensional, as inﬁafﬁggégaentre os atomos dig
tantes se realiza soegundo uma quantidé&QJEuifo‘grande de cami-
nhos, de forma quc . incerteza da posi@ao de um atomo indivi-
dual, intermediario, nao influi mui £

g&g_clarear isto, su-
I;hgérados faltam al-
ﬁe pode ver pela
D ;i;por muitos outros
caminhos, ficando em consequencia, pa?,dﬂiiiiéqa a distancia

entre os atomos considerados.

Iipos de Cristaig: i.ao os classific ;'“‘"ﬂﬁela sua forma, mas

rela natureza das forqas que neleg iffl.,u:;;?ProtétiDOS déles

S&.O'

CLORETO DE S(DIO: ¥ um cristal iSnicoIWQQ;s seus atomos se ep

contram na forma de fons, ligados por ; ;ﬁfélétricas e dis-

postos de tal forma que os fons C1 e N f;alternam na rede cy



bdea. (Ver figura ¥).

farqa repulsiva de
curto alcance, cop
portando~se, neste
sentido, como pe-
quenas esferas eo-
lasticas.

DIAMANTE: Aqui te-
mos um outro tipo
de ligagao, a Homg
polar. No caso do

diamante temos uma

# - R . -~ -
Eates fons nao se superpoem devido a

0

® ¢!
O Na
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estrutura tetraédrica formada somente por atomos de Carbono,

onde cada um troca com os que o rodeiam dois elétrons. Esta e
uma ligacao muito forte, daf a dureza do diamante. Ha eristais
que possuem ambos 0s tipos de ligacao, como e o caso da Mica.O
composto de silfcio 8102 forma uma estrutura estavel no espaco
que e o Quartzo. ﬁste composto nao pode acomodar-~se em um pla

- ~ ’
no, ocupando todas as valencias, mas e possfvel que exista em

um planc um silicato que inclua fons metalicos, como o Na.

Muitos dastes

planos podem unir-se

em ligagoes 1onicas, _.t_ ‘ R
AR

de forma a se superpo

rem. As ligagaes, en
2

tretanto, sao menos FIG. 4

fortes que as que ligam os atomos de cada plano. Isto explica -
porque a Mica e resistente a tragao, mas pode ser facilmente

separada em lﬁminas°

0 asbesto e um exemplo déste tipo, porem linear ‘em sua
estrutura.
ggﬁﬁgg: Neste cristal nao existenm grandes fargaé entre as mo-
16cu1as, como indieca a faeilidade que tem em romper-se. Para
explicar isto, tomemos uma molecula neutra; devido a0 ‘princf-
pio da incerteza, o centro das cargas positivas nao coineclde
com ¢ das negativas, nao obstante ser neutra. A medla destes
desvios & zero, porém nao o ¢ a media quadratica. O campo pro

duzido pelo dipolo 6 da ordem de py/R> e induz um dipolo  no



mesmo sentido, na
molécula vizinhs,
proporcional a e-
lJe. A epergia do I
sistema que se for
ma (ver figura 4) parte repulsiva
é da forma:
e=P1P2'~‘5 IP1|2 —t ~———=— -
B3 R | | L < energia de Liga-

gao de Van der
e, entao, a for- _ : Waals

ca e proporcional
ao inverso da se- FiG ) 5 _
tima poté‘nci.é. de R, ou seja,; muito pequena, porém finita. Este
tipo de farga se denomina de Van der Waals, e ocorre tambem no
Argonio solidificado. (Ver figura 5). _
FERRO: Constitui o que se denomina de rede metalica. As for-
cas 1nterat3micas, neste caso, tem a seguinte origem: o‘s ele-
troné pouco ligados dos _ﬁtomoa sao intercambiados incessante-
mente entre 'Slas, daf surgindo uma farga de J.igaqgo. Pelo prip
ci’pié da incerteza, a energla cin;tica de um eletron fica 1li-
nitada 1nferiormente_"pela,relac;&'o abaiio, onde g & 0 comprimen

to do recinto onde ele esta contido. (Ver figura 6).
Ap-Ax= h ). p-azh

€Eu =
T

~t
s

hz
2mal
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FIG. 6

Em um atomo isolado o elétron nao pode distanclar-se

muito, devido ao potencial gque o retém, logo g esta limitado e
portanto existe uma energia cinéticarmfnima, devido ; Incerte~
za. No caso da rede metalica, o eletron pode mover-se livre-

mente, g pode, entao, ser muito grande e a energla cinetica dos
Etomos da réde e menor que a dos atomos gseparados, e estes se
atraem, consequentemente. No caso da réde metélica, a energla
potenclal de um eletron nao aumenta com a distancia que ¢ sepa
ra de seu atomo original porque exiétem outrds eletrons que

podem ocupar seu lugar no mesmo.

LIGAGAO HOMOPOLAR

Consideremos uma partfcula sujeita a um potencial comc

o da figura 7. A sua energia potencial é calculada da forma:



FIG. 7

{y) = [vcx)lv(x)la ax

Classicamente se procederia na mesma forma se a parti-
cula tivesse uma amplitude de probabilidade de encontrar-ge em

X dada por: ¥(x).

A energis c.tne';tica, ao contririo, nao tem um anélogo
classico na forma de calcular.

ET = -—-f Y (x) V=y(x)ax
e |

Usando a i’c;rxmla:

JV‘P-W av + J¢v2¢dv = J"rit ds

an
v v S
se tem: |
Ep = 1%/2m J’_(W)z ax
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de modo gue a energla cinetiea depende da pendente da fungac de
onda. A partir da relagﬁo de incerteza se pode ter uma ideia

da ordem de magnitude da energla cineticas

pZ ne
P-avh Eqg 35— % ———
on 2ma’

(onde 0 2 do denominador pode ser desprezado se se quer apenas

a ordem de grandeza).

Ve jamos o caso do pogo de potenclal, da figura 8:

W

o a
' FIG. 8

A solugao da equagao de Schrodinger e:
r

Sen — x
: a

que se pode escrever da forma:

T 1 R «-{,gx
Sen —x =5 —— | " ‘w e *“ '
a 21



2.

Mas em Mec. Quantica, ein representa uma particula de impulso
definido |
p=hKk =h nw/a
e energls
pa ﬂaha |
ET=——= (1)
2nm Zmaa

Conver esclarecer que o prinefpio da incerteza nos da um
limite inferior para a energia cinética, ou seja, nos permite
estimar a energia do nfvel fundamental do sistema. Em Estado
Solido a uma temperatura proxima de 0K, 1sto & o que realmen-
te Interessa, pois e mito provével que seja Sste o estado em
que se encontra o cristal. Vemos em (1) que se g diminue, a

energla cinetica aumenta.

Consideremos agora, um atomo de hidrogénioo A energlapo
tencial do elétron ¢ - ez/a onde ¢ ea carga do eletron e a e
o raio do atomo. A energia cinética sera, pols, da ordem de

nZ/zma’ e a energia total:

32 hz
ES we—+
a Znaz

Vemos que a energia potencial diminue com Ay mas a cine-
tica aumenta na forma l/aag oun seja, muito mais rapidamente.
Havers um valor de a rara o qual a energia sera minima, e este

sera o raio classico do eletron. Caleulando, resulta:

'ao = :/392 ? 0.528 &
13to ¢, da ordem de 1A. (E somente uma coincidencia que o va

lor encontrado por este procedimento aproximado seja o mesmo
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que se obtem com o calculo exato.) (Ver figura 9).:

w?

<

FIG. 9

A energla total corfespondente, sera:

1 4
E=-3 ——= Ry ~13,6 eV
22

resultade bem conhecido.

Consideremos agora o caso de dois prétons e um elétron.

(Ver figura 10).

Nos tres casos mostrados, a energia potencial do eletron
€ a mesma, mas a energla cinética no caso (e¢) e menor porque
(¢] elétrdn'ss acha confinado em um espago maior. Logo, esta ﬁl

tima estrutura e mals estavel.
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(a) | -(b)

FI1G. 10

Os protons nao se superpoem devido a repulsac entre eles.

Considerando todos estes fatores se ve que ha um m{nimo pa-
ra a energlia total. A probabilidade de intercamblo do elétron

e peguena porque_é preciso vencer um potenclal grande, que e~

xiste na reglao entre os dois protons.

No caso de dois protons e dois elétrons (Ver figura 11)
este intercambie ¢ muito provével, se o3 dois eletrons o reall
zam simultaneamente. O que e dirfcil e que ambos o fagam sepg

radamente.

Para varios elétrons entra em jagc um novo fator, o prip
c{pio de exclusao de Pamli, que prof{be a existencia de mais de
um eletron em cada estado. Devido a 13to, na moldcula de Hi-

drogéhio, no instante do 1nterc$qbio, os elétrons tém spins o-



iz

postos. Pela mesma razao, nao

e pogsivel a formagao de umamg

lécula de Hidrogenio com 3 atg /_\—*"
mos, ja que seus eletrons nao \\J U
-—

poderiam ocupar o mesmo estado,
FIG. 11

simultﬁneamente.

Fica ainda um ponto a esclarecer: porque o Cloreto de Sé
dio nao forma molecula homopolares, mas redes ianicas. Neste
caso ocorre que, ainda que haja intercambio, o elétron permang
ce mais tempo onde o potencial é menor, no caso junto ao Cl,

dando lugar a que se formem os {ons.

SRISTAL IONICO (CINa)

Trataremos agora de calcular algumas das propriedades do
eristal de Cloreto de Sodio, que tem uma estrutura simples, mas
que nos de uma idela de como se deve atacar o problema no ca-
80 de um cristal ionico qualquer. Nao se deve esquecer, entrg
tanto, que o calculo para um cristal qualquer requer um reexa-

me das hipoteses e das aproximagdes feitas.

Consideremos as fsrgas inter-ionicas que atuam enm um
cristal de ClNa. Existe uma farga entre os fons que tende a
separa-los, e sua origem provem do prinefpio da exclusao. Com
efeito, se dois atomos se aproximam, suas camadas eletrgnicas
se misturam, mas como dois eleétrons nao podem ocupar O mesmo

nfvel, as camadas se comprimem, aumentando a erergla cinetica
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dos eletrons, devido ao confinamento. Como ¢ aiffeil o ecaleu~
lo do potencial repulsivo, usa-ge uma expressao fenomenolégica
para © mesmo, onde ..A e p, ou B e g,'entram como parﬁmetros a

determinar.
(2) f£(R) = Ae”R/P ou £(R) = B/R2  (3)

Isto equivale a dizer que nao se considera os atomos como esfeg
ras rigidaa,'nas como ligeiramente elésticas, com um potencial
que decai rapidaments com a distancia ao centro do atomo. Em
geral, nao se utiliza as exprassSes acima,explicitamente, du-
rante a marcha do cilculo, pols podemos escrever o potenclal
repulsivo come sendo apenas uma certa funggo f(R), Existe tam
bem um potenclal coulomblano que descreve as atraqaes e repul-
s6es eletrostat®cas entre os fons, e que tem a forma:

- eZ/R
onde nao intervem constantes desconhiecidas. Tendo em conside-~
- racao amhas as fargas, a energls potencial do eristal sera da-
da pela expressao:

6 f(R) — ( --—_ + _ = f. + 00--'5{‘.:.‘)
2

Hlﬂ

0 primeiro tgrmo corresponde a forga_de repulsgo entre um
fon (C1 ou ¥a, indistintamente) e os sels que o rodeiam. Nao
consideramos eutros termos repulsivos porque supomos este Po
tencial de muito pouco aleance e sua influéncia gobre os vizi-
nhos mais distantes é desprezfvel. 0 segundo termo correspon-

de a atragac coulombiana entre o fon considerado e os seis vi-
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zinhos de distinto sinal, que o rodelam, a uma distancia R, O
terceiro, por sua vez; corresponde aos doze fons de mesmo si-
nal que o rodelam & distancia v/Z K. © quarto-tgrmo eorrespon-
de aos olto fons de sinal oposto qne.o rodelam a uma distgncia

Y3 Ry e assim sucessivamente. (Ver a estrutura do ClNa, da fi-

gura 3).
A serie:
12 8 6

o, = 6 - m—— e, =} seseeees = 6’000 - 8,485 + '4’620-3’000-"'0:0
2 /3 2

converge lentamente, e nio resulta pratico somé-la daéta manei-
ra. Existem outras formas de calecunlar o seu valor, mas néélnos
deteremos aqul com os detalhes. O valor 6
o = 1,75 _
A energla poténcial, por {on do eristal pode, entao, sar
escrita:

/R = 6£ (R) - o 6 /R (4)
onde o se denomina constante de Madelung. 'As constantes que ipn
tervem em f(R) se determinam usando certas propriedades mﬁcros—
copicas do ecristal, como a compressibilidade. Uma vez determi-

F 4 . F .
nadas, a formula serve para a previsao de outros fenomenos.

Como a distancia entre fons e conhecida (R,= 2.82x 10."8em),

podemos calcular o térmo coulombiano:

oaez »
- ;;— = = 206 Kcal/Mol = 9 ev/atomo
,o .

0 calculo detalhado e:



1.75x (4.8 x 1071032 x 5 x 1023
- = 206

2.82x1078 x 4.18 x101°

1 kiloeal = 4,18 x 101,0 erg

Para medir experimentalmente a energia do cristal, deve~
mos medir a energia necessaria para separar todos os'étomos, ou
sejay para sublimar o cristal. A experiéncia indica que ela vg

le:

U = 183 Keal/mol

ou seja, uns 10% menos que a de atragao eletrica. Esta diferepn
¢a pode-se atribuilr ao termo repulsivo do qual devemos deter
minar os parﬁmotrbs_gna ndleéintervéh, ﬁara conhecer sua influ-

3n¢1a; isto se faz estudando a compressibilidade do cristal.

Para pequenas variacoes de R (distancia interiamica), PO

demos expressar ¢ potencial como uma serie de Taylor em R~ Ro:

U/N, = $(R) = P(R) +(R-B,) ¢+ (R )+ ;15 (R-R)ZoM(R) - (5)

onde Ro e a distancia intsr-ianica.para o eristal em equilfbrio,

ou seja, quando a energia. poteneial ¢ ninima.

De (4) venm: 2
e
-6 r_'(no)-l--—- =0
2
v Ro

ou seja:
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2

: oe
R.|f+(R_ )= — . (6)
ol £ (B! 6Ro o |

(Ver figura 12).

v

R
FIG. 12
Sabemos da Termodinamica que a temperatura .constante:
oU
-— e I p
o7
Como o volume do eristal e 2NR> vem:
3(¢N) 1 a9 R-R,
P = - — = - — — T - - ¢"(R)) A7
a(amr3)  emre R 6R, -

onde utilizamos a (5).
A compressibilidade se define como:
o _Av 1
P " ®

e como
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AV = 6NRS (R-R,)

 resulta, comparando com (7):

AV  ¢"(Ry)

p = —— -

v 18 Ro
ou seja: 1 cP"(Ro)
X 18 R,

onde 1/K se conhece experimentalmente. Quando se extr_apola a
curva de 1/K em fungao da temperatura, para o 0°K (que & o va-

lor que nos interessa), se obtem:

- %.= 3x 101} erg/em’
Logo:
1 ¢"(Ro) 2 1
-=-= R° =16 £(R)) «~ (71)
K 18 R, 23 18R,
4 B%.18 £*(R RS |
~ a2+ by = 8-4 (8)
K e® LEALCORI LS
De (4) e (6) resulta:
u(R,) wel £(R,) -
S o e | ] e m—— (9)
N R, R, I£v(R)]

Agora utilizamos as expressoes expl:fcitas para f{R). Ensala-
mos com £(R) = .-Ae"R/P. De (8) tiramos a relagao: Ro/ps
2 n2 ~R/
A 1/p° R e P

Ro
' =—=10.4
Al/p R, o VP P

Vemos que p RO/J.O de modo .qize o potenclal repulsive decal r_a
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pidamente com R. Usando agora a (9) obtemos:

u(Ro) aez Ae "RO/P dez
= .- 1- _ = =~ (1~ p/R_)=-186 Keal/
N R, AR /p o Ro/P f Mol

que e um resultado muito bom. Vejamos se isto nﬁo'foi acldental,

devido a escolha da fungao f(R). Caleulando com f£(R) = B/R® ge

. tem:
-nB Bn(n+l1)
" f£(R) = B/R®*; f£1(R) = = ——3 £%(R) = — :
_ Rn+1 | Rn+2
e, substituindo em (§) .
n({n+l)
Rg = n + 1 = 10.4 .... nz 9.4
n ) .
Ro n
e em (9):
‘U.(Ro) el 1 | -
S e ll==] = = 206.089 © ~ 183 Keal/mol
X R, n -

Vemos entao que o resultado nao depende essencialmente da forma
de f(R). Com base nestes resﬁltados, podemos dizer que entende

mos bastante bem a origem da energia do eristal.

Analizemos agora outro problema: todos os alealis formam
¢ mesmo tipo de cristal, com excquo_dbg Cloreto de Cesio (c1cs),

Brometo de Césio (BrCs) e Iodeto de Cesio (ICs), cujas estrutu-

ras sao mostradas na figura 13. _((,ik

- oct
0 Cs

Outro cristal com simetria cubi-

ca distinta dos anteriores e o Sulfeto

de Zinco (SZn), que se moétra'na-figura

14. Em cada caso, o valor da cte. de



Madelung et
®01Na = 19747563 Upog = 19762675 | Oy, = 1,6381

Porque o ClCs e o CZn formam

um tipo de rede distinta da
do ClNa ? No primeiro ca-

o

. @D Zn
S0 nao se sabe ao derto; com o
sfelto, calculando a energia ¥
de um eristal de CINa, supop rIG. 14

do~0 com sua estrutura natural, e comparando com o resultado

que se obteém quando se supo« que a estrutura e a do CI1Cs, en-
contra-se uma diferenca muito pequena a favor da;ﬁltima hipo-
tese. E possfvel entao, que o resultado contraditdrio com a
experigncia se deva a alguns fatSres que hajam slido despreza-

dos e -que sejam suficlentes para expliear a adogao do primei-

ro tipo de estratura.

No caso do SZn, sabe-se bem © queIOcorre. A adoqgo
deste tipo de cristal se deve a razoes puramente geométricas,
pois sendo o atomo de S multo maior que o de Zn, uma estrutura

do tipo ClNa (figura 15a) obrigaria os atomos de Zn a se mantg
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rem multo separados e a energias potencial seria muito malior que

no tipo 8Zn. (Ver figura 15b).

Resumindo ¢ que vimos ate agora, vemos que a partir da
estrutura do ClNa, supondo uma forga de repulsac da forma £{R)=
= Ae'R/P e considerando a energia coulombiana eZ/R, se pode pre

dizer a energla do cristal, que sera:

2 .
E = -»gge + 6 £(R)

Ademals, obtemos a relagao %% = -6 £1(R)) a partir des condigao
de equilfbrio. A e p sao ggterninados a partir da distancia
1nterataﬁica R, e da compressivnilidade k. Isto nos mostra, co-
mo se supunha, que & farga de repulsac decai rapidamente: Ro/p=
= 9.4. A aproximagao que se obtem ¢ da ordem de 1%, bastante
boa, Qprém nao o suficlente para explicar porque e ClNa nao ado

ta a estrutura do ClCs.

PROPRIEDADES ELASTICAS DO CRISTAL

Sabemos que se um eristal e comprimido em uma direcao,
se dilata em outras. Tratarenos_ﬁe achar as constantes caracte

risticas que descrevam este tipo de experiencia. (Ver figural§).

Quande se faz a teoria, se pen~ l
sa em outro tipo de experiéncia, mais A===="- 1
diffeil de realizar, mas mals facil de _-'L j
tratar tearicamente. Com efelto, se sy -\“-T_—

poe que nao existam deslocamentos late
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rals, ou seja, se mede o deslocamento por compressac, supond»

que se aplicam fargas laterais que impedem a dilatagao. Conhe-

cldos os resultados de um tipo de experiencla, se pode predi~

zer os do outro. (Ver figura 17).

Chamaremos de e a pércentagem de deformacao na dire-

xxX
¢ao x.

Pode-se tambem fazer outro
tipo de experigncia, apllicando u~
ma for¢a lateral e obtendo entao
uma deformac¢ao por cizalhamento,

(shear) como mostra a figura 18.

Separando o tensor °1j en

suas partes simetrica e antissimé

N

e |
—

—=— AxTex
—e T _

—

I
1

FIG.

17

trica, se ve Imediatamente que esta ultima corresponde a uma

rotagao pura, e portanto, nao constitul uma deformagao do erig

tal.

FIG. 18

Aoxs= eyx'y
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0 cizalhamento nao e independente das compressoes; (631}

realidade, ¢ equivalente a uma compressao e uma dilatagao, como

mostra a fig. 19.

Finalmente, ums

) -
deformacao arbltraria ;
/ =
se pode descrever me- ;
diante as grandezas: ' .
xz. zx’ "yz zy

ou entao:

01, 02’ 033 94, 85, 06
cujos significados se indica nas figuras 17 e 18.

A lei de Hooke nos diz que a energia de deformagao e

proporcional ao quadrado da daformaggo. Ve Jamos porque:

Podemos supar a energla por unidade de volumé do eristal
deformado dependendo das grandezas éi, ou seja,
1l=11(el,_ez, 3y €41 &g 36)
Entao, para pequenas deformacoes, podemos escrever:
L =1U(0, 0, 0,0, 0, 0)+ ey 695 +
‘ | -e1=az=...=96=0

......... +

62

+e6-— ""'2*01 —-EL i +.o-.o-l..tt+
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+—'86_-£ + 8182 a : +llll.
- =g_= =g, = deqde = =
806 91 02 L R 96 0 2 91 62 aaw 96 0

u(O,O,OPO,O?O) e a energlia do eristal em equilfbrio sem defore-
magao, ou seja, a energia mfnima. Portanto, '-a'i"— 010, 1 Z6g=0
deve ser zero. A expressao da energia calculada a partir da g
nergia de deformaqao, desprezados oOs termos de ordem superior a
_segunda, fica entao:

2.

2. .1 * -
u— 01 511 + 2 32 022 * cesoseee + 31320124' YR

AV

onde as constantes cia sao as derivadas segundas, calculadas na

ausencla de deformagao. Temos no total 21 eonstantes, a saber:
) 6.5

Cyy © -z-

= 15 4 3 (c“‘-"gji) |
Em alguns casos partieulares o numero de constantes necessarios
para descrever a energla, ate segunda ordem, & menor. Ve jamos

por exemplo, ¢ caso de simetria cubica do ClNa.

Se a simetria ¢ cublca, entao as diregOes X, Y @ z sao
equivalentes, e isto impce a condicao que:

€44 = °55 T %66

Alem disto, a simetria por reflexao, segundo os planos normais
i3
aos eixos, impoe que.

= = = = = 0

Finalmente, a expressao para a energla de deformacao de

um cristal cﬁbico, ate segunda ordem, fica:
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_1 o2 402 )
Yser 2 °11(°xx oy, te )t clz(exxeyy y7%zz* ®xx®zg) *

2 Yad
+°yz+ e~ )

Calculemos agora os coeflcientes ¢11? 1, ©

i 2
* 2 e,lepy

044-»
Por definigao @xx = T » de modo que para wm cubo de vo
lume V = x3 ter-ge-a:

AV = zx% Ax = 31:33 =3V e_

xx
ou seja: AV
Suponhamos que nao haja forcas de cizalhamento: (exy y2 0xz =0).
Logo:

ier = 2 °11|3(1/3 %1)2]4, 12300/3 %'7132]

c..*+2e
-1 (%) s =3 () w
Donde: °11+2 e15 _
1/k = - (10)

Para simplificar o célculo, suponhamos gue a compressao se rea-

1iza somente segundo X, e escrevamos

®x T @3 ey e, = 0; Ry =R ~ ER, | (11)
onde Ry ¢ a distancia inter-idnica na diregao de compressac.(Ver
figura 20). -0 O O 0O o

Ll - o0 O o0 o o
'- 0. 0 0 0 o
—— 0. 0 0o o e
r: " FIG., 20 ° ?—t—q) 0 0 ot
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NossO'problema_é agora calcular a energis do eristal ~om
primido, para o que conhecemos todo o necessério._k energia por

:fon serz; :

% = 4af(R))+2f (Ry) ~ (energia no mesmo plamno) = 2 ‘Y(Bl) -

“™zR) +7 (3By) - .. | (22)
onde (energia no mesmo plano) e a energia de interacao do {fon
considerado com os outros 46 mesmo planoc. Esta energia nao de-
pende da compressao e, portanto, de Rl.“Y(Z)'J s energia ele-
trostatica de interagao entre o fon considerado e um plano de
cargas distante de z. A detarminacao da funcao 7(z) ;.um pro-

blema de eletrOStética, ¢ mals adiante o resolveremos.

Desenvolvendo em serie a (12) e usando a (11) obtemos:

=

=4 (R,) +20(R,) - (e.0.0.m.p.) - 2[¥(R)) - 1(2m) + ...] -
~ 2ER (R )+ 2¢R |77 (R)) - 27 (2R )+ 37 (3R,) - o-ZI"" - (13)

+1 {E(ERO)ZI“(RO) - 2(¢ Ro’aE“(Ro" ar"(2R )+ 97 3n°)-..2|}
Mas a energia por unidade de volume e

=1 2
U= 2

cll E
Logo:

_1 2 oxm® |

U=35 e ; €7(2NR)) | (14) .

e comparando (13) eom (14) obtemos a expressEo para ¢qq-.

R .
€11 ==.-n:; {fH(Ro? - I}'"(Ro) - 4711(_230) + 9711(330) - v .J}

(15)
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Novamente, a derivada da energia, calculada em Ro’ deve ser ze-~

TOj Oou sejas 2
ae

f'(Ro) =’Y(Ro)- 2y (2R )+ 3w“(33°)-...=--—z (16)
6 RS
onde fizemos uso da (5). Isto nos permitiré calcular a gerie
de 9 Ja gue conhecemos o ou entao, nos fornece uma meneira de

caleular o a partir de 71(2).

Devemos achar agora v{z) porque s necessitamos para cal=

cular (15).

0 que trabalha com vélvu}as eletronicas sabe que © campo
em frente a uma grade nao depende fundamentalmente do fato de
estar o ponto em que se o calcula diretamente na direqao de um

arame ou nao. (Ver figura 21).

®
—_—————— ®
—— S — i =
®
®
R N “z" -
FIG. 21 :
| PIG. 22

Como primeira aproximagap podemos calcular, entao, como

se tivéssemos uma densidaﬁe”de cargé da forma sen KX com K = g.

(Ver figura 22).
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Devemos resolver a equaqao de Laplace Vzip = 0 com a condigao ig

posta pela densidade de earga. A solucaoc & da formas

Y(x, 2) = £(2) sen Kx

que introduzindo na equagado VZ¥ = 0 resultac

- Kzf(z)i.‘sen KEx + £"(z2) senKx = 0

donde

£4(z) = -K2 £(z) 2\ £(2) = o~ K2

ey finalmente:
¢(2) = e%% gop Kx

de modo que o potencisl decal exponencialmente.

Este caleulo preiiimiriar nos da uma ideia qualitativa do
potencial gerado por uma-distribu}qé'o linear alternada, e nos
indica, ademais, um método de s01ugao, rapidamente econvergente,

- para O problema a resolver.

.

Para 1sto, representemos a densidade superficial de car-
gas 'por uma serie de Fourier (dupla):
o (xyy) = g Cp €08 -r;-r' X cos -:? y
onde 80 aparecem termos em cosseno, porque a distribuicao e uma
fungao par em X e ¥. Alem disto, como as cargas sao alternadas,
mean 55 podem tomar valores fmparas. (Ver figura 23).

av
_ Exd
deve dar o campo elétrico, 0 qualy pelo teorema de Gauss deve ua

0 potencial deve satisfazer a VZ'P = 0 e no ponto £2=0,

£

E=2r0

ler:

A fungao que satisfaz estas condigdes ¢ tal que:
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®
@ O©

@ 0 ¢ 0
®

® ® ® 0o
© e &

P
3
FIG. 23

nr : f2, 2T
¥ s ¢ Ty e/E At 7l

cos —X cos. —- e
a caa_Y_
impar

e como um atomo esta superposto a outro, temos:
./ ? E
x1(z) = (0, 0, z) e =2wre 2 :C |z |
fupar

Mas:
2 Za 2a
o = Z_ cos — xcos-;yc(xsy dxdy
0 O

e como a densidade de carga vale:
o [otx)8(3) = a(x-2)8(y) - 5(x) 8(y-2)+ 8(x-a) JERS TR |

resulta, ao integrar a (16):



Logo: 2
‘8mre o Slaml I
p(z) = > o~ VnHm" Zl7|
2 .nm
a fgpar
Como esperévamos, a convergancia foi excelente.
Voltando ao calculo de ¢11» resulta de (15) e (16):
2 Vg2
R, £*(R,} R [«r"(n )= 49"(2R )+....] e’
IR, fl(R |R [y-(n) 27t (2R )+...]| 6r%
| (17)
e de (8): 2 ..
RS £"(R;)
= 10.4
IR 2 (R )]

Lembremo-nos qué éste resultado e Independente da forma de
£(R). Ja vimps que:
_ , PR
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Desprezando o0s termos 'T(ZRo)"Y(3Ro)’ eees etc., om com-

_paraggo com ‘Y($°)§ se obtem que#*:

y"(R,) 1 1
= 2 T - = 4.44 i
v (R,) R, Ro

e de f?'); (10) e (17): | 3

* A convergencia e boa; ge tivessemos tomado q:ﬂ.s termos no colchete, te-

r{amos obtido. 4,39 i
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d.ez
2064, = 2.4 "
6 R,
Logo:
C12 1 24
— z - (18)
2 2
11 R t"(R,)
'404
IR, £1(R )]

Os dados experimentals sao:

°11 = 0,62 x 1012 dinasg/en, C:'l2 = 0.13 dinas/cnm;

i

044 0.13 dinas/cm
de onde:

C12 _
(— 0.22
C11

enquanto a formula (18) nos da:

C12/Cy3 = 0,18

=y

A.aproximaggo e novamente bastante boa; pequena diferen-~

¢a entre os valores teorico e experimental pode-se atribulr a fa-

.Y -~
tores nao considerados.

Por exemplo, a fSrqa de Van der Waals nao foi tomada em
conta, pois supuzemos que a-repulsgb fSSse da forma e'R/P ou
1/R9"4, @y se bem que isto ‘e correto para pequenas distanéias,
e pre'ciso- considerar-se que al partir de uma certa distancid rag
sa a existir uma pequena atragao entre os itOmos_,_e o potencial

nao mals se comporta como l/R9‘4 mes COmoO = 1/R6 devido 2 esta



fsrga de Van der Waals. (Ver figura 24).

£(R) §
£Rr) = < - S
| R &6

FIG. 24

Ve jamos agora, como podemos calecular a partir de (16):

ole

= 71 (Ry) = 29 (2R,) + 34 (3R,) = +0eervns =

= 811'9 ( ¥ -2 0'2 n2+m21r +'

6 R

2
R Vo
inpar -+ 3 3-3 na-'-nz T - .oooodo) )
e-vnzﬂl w
R .0
6 m - /nZmlr |2
Iﬁpar (1+ o~ ¥R )

Tomando uns poncos ternos, Ja se obtam uma aproximagao

boa para .

o= 1,74756
E preciso notar que todos os galculos efetnados ate a-

(]
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gora 80 valem para o caso do ClNa; que possul condicoes de si-
metria particularmente favoraveis. Cada cristal diferente, se

constitul num novo problema a ser examinado; considerando-se

entdo, suas simetrias e as aproximagdes adequadas.

Com base em certas cqnsideragSes, e possfvel mostrar que
para o ClNa se deve ter 044 = 912, e ¢omo se.va ua lista dos da
dos experimentals fornecida,esta previsao ¢ muito boa: De wum
modo geral, é pOSvael mostrar que o numero de éonstantes pode
se reduzir de 21 para 15, se 0 cristal satisfaz as seguintes
¢ondigoes: |
12) Que a interagao se faga entre pares de stomos. Isto em ge
ral acontece nos cristails, pois tanto a £3rga repulsiva, como
a de Coulomb, sao entre pares. Ja nos metals esta condicao nao

se cumpre, pois a iﬁtaraqio e muito mals complicada.

22) Que as r3rqas sejam centrails. Isto, em geral, tambem ocor

re para os cristais.

32) Que cada atomo seja um ponto de simetria do cristal. Para
explicar iqto,'suponhamos um'cristal, como ¢ mostradoc na figura

25, em cuja reds ha uma estrutura complexa de atomos.

Ao comprimir a rgda pode ocorrer gue todos os_étomos do
cristal se desloquem da megma proporqib Oy (32 hipétese), ou
entao que ocorra o indiecado na figura 25, ou seja, que uns ato-

mos se desloquem mals que outros.
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Cristal 1livre . _Cristal comprimido

FIG. 25
Em outras palavras, sabemos que Bl = R9 - E.Ra, mss a me-

nos que o cristal tenha certa simetria particular, nao sera éez
to que &, = a,-ta, (Ver figura 26). Quando se trata com eris-

tals simples, a 32 hipétese ge cumpre, em geral.

Quando se iniciou a teoria da elasticidade dos cristals,
se supss que este teorema era absolutamente geral; a exper@gn—
cia indicou, todavia, que 1sto nao era certo. A relagao Cyp =

=C,, nao vale para cristais menos simetricos.

A forma na gual se reordenam OS atomos de um cristal com
Plicado, devido a qompressgo, depends de uma maneira multo com-
plexa, das farqas que intarvém, e nao se pode mais raciocinar

simplesmente em termos de simetrias.
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As relaqaes que ligam as 21 constantes de um eristal de

modo a reduzi-las a 15, denominam-se relagoes de Cauchy.

Cogengézi 8.

Outra questao que deixamos de considerar nos caleiilos
anteriores fol a possfvel atragao que exerceria um atomo 50—
bre os vizinhos, por forga da polarizac¢ao induzida. A energila
deste acoplamento seria inversamente proporcional_a quarta po-
tencia de By, ou seja, mator que a de Van der Waals. Ocorre, po
rém, que um atomo esta rodeado de muitos outros (seis mais pré
ximos, no caso do ClNa) e entao nao se induziria um dipolo, mas
um octupolo ou meémo'uma distribuigﬁo de ordem ainda superior,
cuja energia de acoplamento diminui mmito r;pidaignte comR. Por

isto e desprezada. (Ver figura 26). -

°© 6 2 0o

FIG. 26
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E faeil de ver que quanto mais simetrica for a distribuigac Je
cargas, menor sera a importancia déste termn. Portanto, e
maior no caso do ClNa de que no ClCs, e isto poderia explicar

porque o ClNa nao se cristaliza como o CICs.

De manelra ana-
loga ao que se fez ate b@ (5 d &
agora, poderfse-ia cal Na ot Na
cular a energia de um : :
cristal no qual se hoy o
vesse substitufdo al- —EQ -- ‘ @L
guns fons Na' por ou- ch X ' CY
tros K+. O atomo de
potéssio ¢ major que o Ra ct. _ Na
de sc;dio, de modq que ’@ - Q S %
é possfvel que haja um :
deslocamento dos ato- FI1G., 27
mos vizinhos; chamemos de 61 estes deslocamentos, @ 0s calcule
mos minimizando a energia. (Ver figﬁfa 27). ﬁste caleulo ge
pode fazer em muitas aproximacoes, como por exemplo, supohdo i
nicialmente que 80 a posicgao dos atomos vizinhos que se modifi
cay e calcular como se tal expansao fosse radial. Depois, pode
r{amos supor que nao e exatamente radlal, o que tambem modifi-
‘¢& a camada vizinha seguinte de fbﬁs, etc. ete. Fazendo estas
aproximagoes sucessivas ve-se que a energia do cristal nao re-
sulta substanclalmente modificada por elas. O que ¢ sensivel a

tais aproximacoes é o caleulo dos deslocamentos.
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ABSORCRO DE LUZ INFRAVERMELHA PELO CRISTAL DE CLORETO DE SODIO.

Trataremos de explicar agora a existencia da banda de

absorgao, no infravermelho, do ClNa.

Suponhamos que se coloque um tal eristal em um campo o=
létrico constante; a posiqgo relativa de seus ions se modificag
ra. Ao retirar-se o campo os fons oscilarao em torno de sua
posigao de equilfbrioc com ums certa fraquénciacgb-'Parat:ClNa,

esta se encontra no infravermelho. (10.000 A°).

E evidente que gse o cristal e grande, nem todos os fons
Cl, por exemplo, mover-se-ao em fase,'porque a onda s6 envolve
uns 10% {ons. Nao obstante, ao caleular localmente, podemos

‘supor que o0s {fons c1 se movem em fase.

Quando se faz incidir radiacao eletromagnética sobre o
cristgl, nota-se uma absorgao no infravermelho, como dissemos,

mas nao na regiao visfvel, onde o eristal o transparente. Ver
Transvisividade

€1
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Ko infravermelho a absorggo e muito grande, e portanto, |
tambem a refletividade. A mudanc¢a de fndice de refragao & mui-
to brusca, e o fafb de ser grande a refletividade se observa

na formula que da o coeficiente de reflexao, para a incidencia

normal:
n-1 2

n+l
onde p é complexo: n = n'4'ih", medindo & parte imaginﬁria, a
absorgao. Se n">>nt, tem-se:

1-2nt +ntl+p? 1+ e

r- ~ =1

1+2nt+n24nw? 14qv?

gsendo, portanto, a reflexao gquase total. Bste fenameno pode
ser utilizado para a produgac de um feixe infravermelho, por

reflexces sucesslvas,

Com objetivo de encontrar a auto—fraquéncia dos fons,
calcularemos agora a energia do eristal, supondo gue todos os
atomos de Cl estelam deslocados de uma distancia X em relagﬁo

& sua posicao de equilf{brio, como mostra a figura 29.

A energia potencial por atomo de c1, ate segunda ordem

em X, ¢ contada a partir da energia de eqnii:fbrio, sera da for

ma:

1
N 2 '

Fao ha termo linear; se houvesse, 0 Cl nao estaria em
equilibrio em x =0, como estamos supondo. A constante D, esta

a determinar.
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A energis cinetica dos fons C1 no centro de massa nao
pode escrever diretamente como % mcl‘iz porque X esta medido
a partir de um fon Nat que se move; logo, devemos usar ao in-
ves de m.py & Massa reduzida. Com efeito, o deslocamento que

~ L4
sofre o Cl, em relagao ao centro de masssa e:

ot f Bop ™t Bya
‘@ 0 Na@ my
e Mg g

A energla cinetica por atomo de Cl, e entao a soma das energlas

de um Cl, ¢ entao a soma das energias de um Cl e de um Na+, ou

selas
oy m, L
® © ©
T Ct

FIG. 29
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1 12 & , 2
EQCO = 2 Hcﬂ chJ + 2 ‘Na dHa
2 2
1 Byax Mol x
= m +
2 el ™Ka
Byat Bl Byat Baf
-y m'N?a""ﬂa 'gﬂ "oy ™Na
=JZ- ' x2 ='12' _—it =32‘ni2 (20)
(my s+ my, )? 2
onde m P4 a massa reduzida: : -
mcﬂ mNa
Bopt Byg

Cabe agora uma pergunta: porque calculamos classicamen-

L) » ~ ~
te, se sabemos que a mecanica classica nao funciona em questoes

atami-cas ?

A resposta e geguinte: em mecanica qu;ntica a8 energla

de um oscilagor esta dada por:

E = (n+1/2) ho (21)
onde W= vk/m sendo k e g as constantes que aparecem no Hamil

tonlano qua:nti co:

P’ o1
B = — + - kx
m 2

Mas vk/u ¢ tambem a frequéncia classica do oseilador; lg
g0, basta calcular a rrequéncia classica e aplicar (21), para

se obter os nfvels quanticos de energla.
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Entretanto, neste caso particular, poder-se-ia arguncn-
tar que vale s mecﬁnica classica. Com efeito, se todos os fons
Cl movem-se simultaneamente, a massa do sistema considerado que
ogclla (quase meio cristal), € muito grande e entao os resultyg
dos da mecanica quantica se reduzem gbs da mecanica classica.

Por conseguinte, toda a explicagao anterior, ainda que certa,

nao faz falta neste caso.

De (19) e (20) tira-se a frequencia classica dos fons

/ el mNa Dimy+ mg,)
1
“elas Byt mNg - Teh PNa

Para encontrar o valor ds econstante D devemos caleular

a energia do cristal quando os seus atomos Cl estao deslocados.

A parte da répulsﬁo e imediata:

(R, + x) + £(By-x) + 4 £ (/RE + x2)

0 calculo da parte eletrostatica & mais complicado, de~

L o~ -
vendo«se tomar certas precaugoes para se nao chegar a um resul

tado absurdo.

Rotemos primelramente que se todos os atomos de Cl se mo
vem simultaneamente, sua posi¢ao relativa permanece a mesma, e
portanto, sua energia potencial relativa. Logo, a variaqao de
energla potencial se deve a modificagao da posicao relativa dos
Cl em relagao aos Na. Devido a simetria dos fons Na em tornc

do C17, podemos escrever a seguinte expressao, para o potencial
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elotrostatico:

V=g +a (xPeyFr BEN L

Nao pode haver termos de potencla {mpares de x, ¥ e 2.
P é o potencial no ponto ocupado primitivamente por C1 . Ou
seja, estamos fazendo o desenvolvimento em série no ponto d§
equilibrio e tomando termos somente de segunda ordem para o

potencial,

Vemos que se deve cumprir a equagao VZ\P = 0 na reglao
que consideramos, visto nela nao existirem cargas,_ﬂaf resul-

tando que devemos ter a = 0 : TR
VZ¢=6a=0 L

Com esgtas consideraqﬁes resulta, que até’segunda ordem,

. » L. > »
o potencial e constante, o que nao e razoavel.

Ve jamos as colsas sob outre ponto de vista. Nos hav{a-
mos admitido que ao deélocar o {fon C1™ se criava uma f3rqé que
tendla a restituf-lo a sma posicao inicial. Isto significa
que se o deglocamos uma distancia pequena, digamos 0,1 A?, e-
xiste ums forga que tende a restituf~lo e, por simetria, esta
farqa nao depende da dirégao'dp deélocamento; se esta farqa fog
gse de orfgem elétrica, existiris wn fluxo do campo eletrico a-
traves de uma superffcie pequena, que rodeia o ponto de equili
brio. Entretanto, como dentro desta superffcie nao h£ éargas,

o fluxo do campo deve ser mmlo, pelo teorema de Gauss. (Ver fi

gura 30).
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Este raciocfnio nos conduz no=-
vamente a conclusao que, para pequenos
deslocamentos, o fon C1~ nao esta su-
jeito a fargass eletricas; isto nao o T
correto e defepos procurar onde esta o
erro deste raciocinio.

Quando calculamos a energia pg -
tenctal do fon C1~, utilizamos uma ré- Fi6. 30
de infinita de fons sddlo, sem considerar os fons C1™ restantes;
como esta energla e infinita, nao devemos extranhar que chegamos

a resultados absurdos. O que deverfamos ter felto, era conside-

rar um cristal finito.

Existe, entretanto, uma outra maneira de eliminar esta
divergencia, consiste em supor dentro da rede 1nfinita de fons
Na uma densidade uniforme de carga negativa, a2 qual, em uedia, de-
ve ser igual q carga negativa localizada dos {ons Cl1~. Embora qa

te'procedimento nao seja muito Justificéval, produz resaltados

F 4
razoavels.

Neste modelo, a energia nao & infinita porque estamos
considerando, alem da rede positiva, uma densidade negativa uni-

forme, e o nula a carga total por unidade egtrutural do eristal.

A densldade de carga negativa e:
eN e
P = = -
2WR3 2R}

onde eN¥ e a carga dos N C1~ do cristal e ZNRE o volume do cristal.
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0 potencial deve satisfazer as

V= - anwp
A solugao e: . X
re
Y o e (x2+ y2+ zZ)
2r5 6
e .

Como o deslocamento se efetua na diregao X samente, a energla

potencial vale: 2
41 e 2

E.P. = e‘P= -

— - 2.6 R

Aparentemente o sinal esta errado, pols a energila po-
tencial diminui com x. No entanto, se olharmos bem, vemos que
esta correto e o que ocorre e que o Cl trata de cair no Na vi-
zinho, nao o conseguindo devido a forga de repulsao. A energia

total, ate termos da ordem 2 em Xy vale:

. 2 _
y-’= 62 (R )+ x° t"(R )+-.24xE £1(R.) - il x% (22)
R (] o R o 3

[+] 3R°

onde usamos as seguintes aproximacoes:

. x2
£(R-x) = £(R ) =x £+ (R,) iy £"(R,)
£(R 4% £(B) +x01 (B) 45 £4(R)
o (o] 0 2 [+]
\ 2
21‘ 1:2 - 1 . 1:
A2+ 22 .o R 1+d = || =plR_+d Z_Jaf(R )+= ~ £1(R )
( 0 / 0[ 2 Rg} (92 RO) 0" 2 R, o
0 termo em 125 que e o que interessa, pode ser sscrito

x\2 é_ ] -
(‘jn'; Ro g (Ro) + 2 Ro f'(Ro) - "3;;'

na forma:
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bed
o e :
ou usando o resultado f'(Ro) T - v ey dividindo e multipli-~
cando por °
If'(no)nol ,
torna-se
Led | Bre)
31 IR, £1(R)| *
5Ra o o
ﬁste e o tarno % szi daf vems
: 2
- RS £(R,) 2
D = -2 - "&"" : (23)

3 \
3 R | IR, £1(Ry)I
onde ndo ha nada desconhecido. O (~2) aparece porque efetuamos

a divisao pelo valor absoluto de R, £'(R,), quando este termo

era negativo.
Sabemos que:
RS £7(R)) /" [R, £1(R )| =10.4
Logo,
J _ 1.75% (4.8x 10719)25 4.8

: . = 2.87 x 10% erg/chi2
Zx (2.82x1078)3

donde: r 2w _
{20-4- z~;—-}= {10.4-2-3.6} = 4.8

A massa efetiva 5:

23%36.5 - .
= x 1.67x 10724 = 23,4 x 10~%4g
23 +35.5
D - -
wo =% =0.122 x 10% 56 L @ = 3.5%105 seg7! ..
) 2mre
o lo & —= = B4p
@

0



enquanto o maximo de absorgao se observa em 6lp. -

- Vimos que o termo de energia eletrostatica e negatiﬁo,
mas de (23) se ve que 6 menor que o correspondente a repulsao,

- com sinal positivo, como requer a establlidade do cristal.

A . N
Analizemos a causa do erroc em 104 gue temos em w, s o

.que equivale a 20% nas farqas e atesta a crueza do caleculo. Um

dos possfvais fatores que nao tomamos em conta e o seguinte:
guando calculamos a enérgia do crlstal livre e depois sob pres-
sa0, usamos o potencial repulsivo £(R), o que se justificavape
lo fato de serem 1mpenetréveis as camadas eletronicas pof par-
te dos eletrons vizinhos, e ao comprimir, a diminuigaoc de voly
me aumentava a energila cinetica dos eletrons. Mas neste ¢aso,
nao ha compressao e ¢ possivel que se desloquem 0s nucleos mag
as camadas permanegam intactas. Tambem & possfvel que nem to-
da a carga se mova, etc., En-

~ _ , envolivrs
- fimynao sabemos se e totalmen sletroni~

ca
te correto o uso da £(R), que
fizemos ate agqui.

A arte consiste em ep

R FIG.
contrar o modelo que funcione. 31

PROPRIEDADES TERMICAS DO CRISTAL

Ate aqul temos felto a teoria, baseados ' en duas hipéte-
ses:
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1) 0 cristal esta a 0°K e o tnico movimento dos fons, & o do
ponto zero.

22) O ecristal nao tem deslocamentos nem falhas; e um cristalli

deal.

Admitindo ainda esta ultima hipétese, estndaremos © cg

s0 geral em que o0 cristal esta em uma temperatura qualquer.

Degignamos por E1 os niveis de energia do cristél a
temperatura T. Em realidade este espectro de energias_é quase
cont{nuo. Se o cristal esta a temperatura T, nao se sabe em -
que nivel se encontra, mas e um resultado conhecido da Termodi

namica Estatfstica, que a probabilidade de encontra-lo em um

estado p e: 1
p =31 o-En/kT

BoQ

onde Q € uma constante de normalizagao e k e a cte. de Boltz-

(24)

mann.

Consideremos um exemplo simples: uma molecula diatam;
ca. A Hbcﬁnica Quantica da para Sste sistema os niveis de e-
nergia e a probabilidade de a distancia dos atomos ger x. (Ver

figura 32)0 ly_,lz |

214

FIG, 32
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 Para cada nfvel de energia podemos achar o <x>, corrag
pondente. Mas, quando o sistema tem uma temperatura T, naoc sg

bemos em que nivel esta e se quizermos conhecer {x), devemos a

. char a médla estat{stica das médias gquanticas, usando a distri

bulgac (24).

Consideremos um sistema ideal, como por exemplo, o 08~

eilador linear.
Sabemos que: 1
En=2h +nhw

Naste caso Pn toma a forma:

-(n+¥) b
= & kT
Pn Q 8
ou, normalizando a probabilidade, explicitamente:
- hew
. (n+d) o
P =
n - e
ff: o (n-id‘)kT
n=-0
A energla media ¢ entao:
00 -(p+d)he
Z: (n+#)M® o kT
n=
{E)=

o)
-(n+d) Do ne
e
Por comodidade chamaremos X = hw/kT; notando que Q ¢ simples~

mente uma serie geométrica se tem:

(Vs -x/2
S e ~(n+d)x _ z:: o™X - e - 1 _ 1/2
n=0 n=0 107X X/2_ o2  gen hg
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g o0 . . _x . - : . . -xm
2 (n+ ¥ e'(n‘%)? = 32- hoe 5 e +h, 62 Y "ne X
n=0 | n=0 | n=0

Mas, o o X _ ,

2 e X =
n= 1-eX
e
00 00 -X
d s
ne ™ = —3 gNX .
n=0 dx = (1-e
o
1
57 (n#ddhe o~ ()X
n=0 4 senh®
o x/2
il -
2 senha
how
<BE)> =Jz‘hw+ :
_ | /KT o

Uma propriedade interessante de Pn e a seguinte: supo-
nhamos dols sistemas sem interacszo, com niveis E, e E;_. Consi-

derados como um so sistema, os nfveis de energia serao:

3m =E +E | (25)

Logoy a probabilidade de que o sistema se encontre no

estado Enm’ de acordo com a (24), sera:
B _+E

anme-ﬁnm/k'f = e kKT = e-En/kT . Q'EEZ_I_QT = P By (26)

Isto significa que as probabilidades de ambos os siste
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mas sao independentes, valendo isto para 0 cas¢o em que e a meg

ma a temperatura dé‘les..
De (26) e (25) resulta que:
U=+,
onde ZL e a energia media dos dois sistemas juntos e‘u(l) e Zl.(z)
340 as energiasg med:las dos dois sistemas separados.

Como exemplo, anal_:l.__zemos O que ocorre com dois oscila-
dores de frequénciq;s dist:l;xtas wew. 03 nfvels de energia
sao0: En(n-'*i')l‘m e E;.= (m+¥)hw respectivamente, e os nfveis do

sistema formado por ambos serao:

gml = hw (n+%) +-_h:»'(n+%)

%hu-‘!_u'
L _ o Froopre
™ PP o — 1t B
:‘_ i—&.a!h'
oo
I‘D
I‘D*i’\“‘
ilﬁlt '
‘ilu E $roedie
imf-lu'
*"" *.ﬂ’i“ﬂ'
%‘.‘ ;—h\\-%h'
$tw
. %hstih'
{he - oot

FIG. 33
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Se temos muitos osciladores,lo diagrama dos niveis de complica.
A medida que aumenta o numero deles {com frequénciatox)'o nime
ro de niveis compreendido em um E aumenta. Com efeito, um nf-
vel e dado por

E =t (n1+%)+ huy(n,+ 3) + eree R e +3=)+......+han_(N+l)'

e se N ¢ muito grande, existem muitos conjuntos de nK gque prody
zem quase © mesmo E, e tantos mais quanto maior for E, Assin 58
explica que sendo o estado mals provavel o fundaméntal, a qual-
quer temperatura, a energla mais provavel nao seja a do nfvel

fundamental (Ver figutra 34).

'2_ D(E)= densidade de niveis

. densidade de probabllidade da enep
gia do sistema

) /2_____?(3)

- FIG. 34

A energia media do conjunto de osciladores ¢ a soma das

energlas medias de cada um, assim que:

K th th

ﬁ:==§[:: +

K=1 3_1 _oh”K/kT

-1
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Voltando a (25) e supondo que k¥T« he podemos escrever

aproximadamente
T —hw/kT
-2
e vemos que a unica contribu-iqgo importante é a do nfvel fun-

damental. O segundo tng‘g desprezados os da ordem de e"Zh"’/kT

da a contribuit;;o do nfvel seguinte ao fundamental.,

Se h<kT, ou seja, ﬁg« 1 a (25) pode ser escrita:

—. hw hw hw hw 1 hw

2 gadal 3 2 bR 2 2
d'+2“ +%¢. Fone 1"'2“""%“' +'ooo

Moo 1 .1 1 he\é
+ - 1-2u+-—-o¢. -oee | = k|14~ |— s onde o =hw/KT
o 12 12 \kT

U= kT ¢ o resultado classico e como vemos e certo ate segunda

e

ordemé plotando a energia me:dia L e o calor especﬂ‘ico do o:;c;L
lador (Cv)’ definide como g—% s eI funq&'o de T, obtem~-se a fi-
gura 35, abaixo. |

Rl B Cv 4
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Se hw)> kT, o oscilador nao contribui ao calor espec{fi-
¢co., Isto permite explicar o comportamento nao elassico do ca-
lor espec{fico de certos gases. O I, comporta~se classicamente,
MAS NAO OCOTrre O mMesmo com Os 0, & H, a temperaturas ordinarias.

Asaltas temperaturas os trgs se comportam classicamente.

James Clerk Maxwell (1875) fol o primeiro a assinalar
claramente gue aqui a necahiea cléssica,que dava sempre kT, fa-

lhava em relagao a experiencia.

Sir James Jeans, por outro lado, dizia que tudo se pas~-
sava como se certos graus de liberdade da molecula se encontrag
sem congelados; em geral, os de vibragab, em uma molecula diat§

mica.

Max Plank encontrou, pela primeira vez o resultado (25),
sem o termo de energia do ponto zero, para osciladores do campo

eletromagnetico.

Voltemos agora ao Cloreto de_Sédio. Sabemos tratar-se
de um isolante; para excitar um elétron de um Na, e preciso n-
ma snergia da ordem dé 1 e Volt. Por outro lado, a ‘temperatu~
ra ambiente, temos kT~ 1/40 Volts, de modo que para um mol do
cristal a contribuigao dos eletrons ao calor especifico & da or
dem de 6 x 1023 x 10'40'que, comparada com a dos fbns, e despre
z{vel.

¥ necessario recordar, entretanto, que ha outros fenome
nos nos quais nao se pode desprezar efeitos dos eletrons, como

a condutibilidade termica on eletrics.
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Consideremos a energia potenclal de um fon, por exem-
plo de C17, deslocando sua posicao de equil{brio. No entorno
desta, o potencial pode ser considerado como uma parafbola, se
a temperatura nac e muito alta. O criterio para se deeidirig

to & a<CR_ (Ver rigura 36).

Neste caso, o
{fon pode ser conside~ sV

rado como um osclla-
dor harmonico. Mas, \ /
esta suposigao nos le E=kT

va a2 um resultado er- : \/

rado porque nela umso

o
=y

fon Se move, e 03 de-~

mais ficam parados. | FIG. 36

Tratemos entao de compreender primeiro o problema quali
tativaments, para ter uma 1deia das aproximagoes que sao razoa-—

vels.

'Desprezemos a contribuigao dos elétrons a energia cine-
tica, mas nao a potencial, onde, como vimos, eles desempenhamum
papel importante na determinacao do potencial repulsivo f(R). O

Hamiltoniano do sistema fica, entao:

3N pf
H = —— 4+ V(Bys R, eovennnn
1Z=1 P (1’ 2 Bsx)

onde Py e Ri sao os impulsos e coordenadas dos fons, respectivg

mente. Ponhamos por definiao f!'_'l = -fl'i equil + E; e desenvolva-
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mos em serle de gy em torno da_p031g§b_de equilfbrio, a fun-

cao potencial:

— — — - - —
V(R +-a.4 R * Q5 ceeidvioss Ry v L oaqe] =
| (1.q 17 72yq 2 RNeq * N) |

= V(ﬁli ,ﬁ; ] .-c---R} +:q1

KA +
eq  “eq *a/ 3= " \%y/Ry= Ri,q'
N 2 | . ]
1, . [9°V R o
+ 4 — - + ( ZE RN NN
:__ 2% Y \GE w7 =R, , R, =R S
1,351 S VA e LR D

0 potencial calqulado na posicao de equiifbfio e uma
constante e o que faz & unicamente mudar o zero de energia.As
Primeiras derivadas caleuladas no ponto de equilfbrio, 820 ny-
las. Os termos de ordem superilor a segunds sao despreziveis
neste calculo particular, embora, em meral, nao o sejam; por
exemplo, a dilatagao do cristal com a temperatnra depende de;

tes termos. Fica entao:

P

Z "_""""' ZQ]_QJC:[J

2nl ’J“l

O que se obteve foi uma generalizacao do potenciallm;
monico. Se dese jamos conhecer os nfveis de energia do siste-
ma, devemos calcular os ~(10%7)2 coeficientes Cij‘ Ve jamos cQ

mo e possfvel simpliricar isto.

Consideremos um sistema constitufdo de dois csellado-
res cléssicos, aéoplados como indica a figura 37. O vineculo

introduz um termo XY no potencial:
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v =12=kx2+32-ky2+exy

Lhd gt b bt ok il d

—

0 (a) - (v) (e)

FIG. 37
Se a condicao inlcial & arbitraria, o movimento apresen

ta-se muito complicade. Ko entanto, ha duas condigSQS Iniclais
para as quals o ﬁovimento e harmonico de uma so freunncia, e
portanto muito simples. O primelro caso é quando em t=0 todas
‘as massas tem o mesmo deslocamento e a mesma velocidade; o se~
‘gundo & aquele em que as-ﬁéssas tem deslocamentos e velocidades
1gualis, mas de diferente-éinal. Note-se que as fredusncias sa0

distintas nos dois casos.

Qualquer movimento pode expressar-se como combinagao 11
near déstes dois. Isto se ve claramente se em lugar de usar
coordenadas X @ y, usa~-se u = x+y e yIx-y, Neste casoo pro-

blema se reduz ao de osciladores harmanicos_desacOplados.

A energia potencial adquire a forma:
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2 KV f > Kr U
e a cinetica:

Y.
%(V +02)

Esta descricao e classica, mas nao importa, porque ape-
nas esta se langandc mao de um artif{cio, sem modificar em nada

a fisica do problema , valendo'gortanto em mecanica quantica.

Trataremos de aplicar esta descrigio ao caso dag  10°0
pd&tfculas de um mol de ClNa. 3 possfvel resolver este Pro-
blema cl&ssicaménte, porqﬁa as frequencias classicas estao dire
taments 1igadas com os nivels quanticos de energia e nao porque

.0 problema seja clagsico.

De maneira anéloga ao caso dos osciladores acoplados,

tentaremos encontrar novas variavels Qu tals que
Qd:z&i«.qi
e noé.permitam escrever a energia potencial ns forma
7= 4 2,1 2 -
\4 SK R +3E G+ .. (27)
 Isto & uma generalizaggo do caso anterior e“poderemos;

portanto, descrever qualquer movimento como combiﬁa@ia-"linear

de osciladores harmonicos desacoplados, nas variéveis,Qu,

Cada movimento deserito por Qq_constitui um modo normal

e 0 numero total destes sera evidentemente 3N,
A energla cinetica nas variavels Qu sera:

E.C. =345+ % 45+ ennnnnn
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onde nao aparecem as massas por causa da esc01hq que se fez dos
Arx'
Isto e an£10go a0 que se obten para © ogcilador 11near.

Com efeito, se usamos o momento canﬁMnJugado p =mq, 0 Ha-

miltoniano se escreve:

N

P

flca:

onde
K = k/m

Voltando a (27) podemos escrever:
Ki =m§

Esta_mndanga implica em supormosgs gque as constantes Ki
sao positivas. No entanto, nao hé_nenhuma razao matematica pa-
ra 1mp6r isto, mas se o faz por razoes de ordem f{sica. Com .e-
felto, se algum K o neéafivo, isto imﬁlica em que 80 aumeﬁtar
a variavel Q correspondente; a energla potenclal diminui, ou sg
ja que o sistema parte de uma posigao inicial de equil{brio ing
tavel. Iﬁto, evidentemente nao pode ocorrer, pdis acarreta a

destruigao do cristal e se assim acontece ¢ porque o modelo adg

tado esta incompleto.

-

Com esta transformagao o Hamiltoniano adquiriu a forma

que teria para um conjunto de osciladores harmonicos classicos
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de distintas frequéncias, nao acopladoss:

= l l : l l 2 Py
H=2P + 2 - ql + 4 w3 Qa R ¢ -
| - | Co cimeg e oonay
com P, =3 H,y Pye

Pagsemos a considerar o caso quapticai. © operador. Py
esta definido em Meegnica Quantica por:

=k 2

Py T 3% 2q1

- ,“_;\“- § Fit
A mudanga de variavel Q o zA’i o 1 implica em que o novo Py

”
sera:

d
i aQa 1 1 Lot dqy i *1

que e exatamente a mesma relagao entre P, e P; no caso clasgsl

co. Logo, a equagao (28) e valida tambem no caso quantico.

Vejamos sumariamente porque podemos desprezar 0s termos

de terceira ordem em Q, da forma Q, Qﬁ Q'r Para isto devemos

calcular Q ja gue —
De (25): — L el
L — p2+-¢., Z ..
> \-hm/k'r N 2 . |

..,1',."’?‘ *

Mas como para o oscilador harmonico, tanto classico co-

- mo quantico, a energla cinetica media e 1gua1 a energj.a poten-
cial media:

- o b g L a
. € =w? gl - )
s v elirmlant wlem Uhes
Como € & da ordem de kTy vem: o 5 '._' > -

. 2 B R Lt W I e
(71 . T .
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que implica em uma contribuj.qgo da ordem de 1 on 2% para o ter-

mo de terceira ordenm.

A energla medla e agora, de (28):
_ [V . )
U= V(eg.) +& + (29)
' K 2 e'”"!m -1

-~ » L
Para calcular esta expressao e necessario conhecer 03

cij, o que se deve fazer atraves da teoria sobre as fﬁrqas que

atuam, ou sejam, a repulsiva e a coulombiana.

Conhecidos os Gy 0 problema da determinagao dos wg &
puramente matema'.tico, e uma vez efetuada, se¢ pode calecular a
(29). Desta se tem: |

nZ wZ/xr” |
=3 - (30)
K (e~hox/XT_1q)

5 Is:.

Quando kTMwgh para todo wg, cada termo vale kT e ep

tao:
= 38k = 3R'«‘53_ cal/®k mol

que ¢ a led de Dulong e ?etit. Isto nao funciona para o dia~
mante, cujas ligagoes sao muito fortes e existem, portanﬁo, fre
quene:las nmito altas, as quais contribuem com uma farcela me~
nor gque k7T, astemperaturas ordinarigs. Mas a altas tempsratu-
rasy a lei de Dulong e Petit ainda e valida para este caso.

A figura 38 ¢ a representaggo grafica da (30).

Vejamos o significado da frequencia wp. Invertendo
Q=L A, q; obtemos
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Mrvdnent e

RSO I L SO EASE s (o
Cv }
m 1
- ah ‘ "
L f - [ _PI' ";' ey rs T
o w v
. - Fle. 38 . e
. R AR . . . L i \f‘t-'_‘..“ A K
qg =X By, Qq T (3D

Agora suponhambépque 56 um@_variével,Q.é dinstinta de
zero., As variéveis'rfsicas sao as qi;:ou sejé, as gque repre-
sentam o movimento. Der(Bi) teremos, por exemplo, pgrg o= 2
’ % = Bi2 9
de modo que uma variagao em Qa 1mp11ca en uma variagao em to—
das as posigoes dos fons, determinadas por BiZ' Para cada:ztg

'dos os fons do cristal oscilam com uma frequencia W

u’ a eate

tipo de oscilagao se chama de “modos de vibragao"

0 que deve flcar claro e que uma variaq;o.ﬂp o Q in-
plica no movimento do conjunto de fons de uma determinada ma-
neira, caracterizada pelas constantes 1o’ Heciprocamente, so.
se conhecé o modo de osecilagin, se podem determinar as constap

oy

tes Bia? pelo menos em princfpio.
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Como exemplo, faremos os célculosaque antecedem, para
o0 caso de um cristal uhidimensional. Suponhamos uma sucessao
de atomos que em equilfbrio acham-se a uma distancia a3 _cha-
memos £(R) a energia de interagao entre atomos vizinhos, e de
g(R) a mesma energila para atomos alternados. Desprezemos as

farqas entre vizinhos mais distantes. (Ver figura 39). |

Suponhamos, aip- ::

day que geja grande a

sucess;o de atomos ,- i;a- C;'M_C.a?‘_(.%' O O O

ra que nao tenhamos pro

_ - PIG. 39

blemas de contorno. A
energla potencial tendo em conta apenas a interaqso entre

+
vizinhos, sera:

Vp = f(a"' qz"ql) + f(a+q3-q2) + f(a+q4"‘Q3) + asBnaoo0
Desenvolvendo em série ate termos de 22 ordem:
LA £(a)+£(a)+ rveeeest(gy-gq)fr(al+ (g5~ qp) £1(a)+ oo

+ 2 (q,-qy)° t™a)+3% (a5- q,)° £7(a) + ..l
Mas f£t(a)=0 porque supusemos que a distancia de equi

1{brio e 2. Se ainda contamos a energia a partir da de equilf

brio, a expressao anterior passa a'

v, =1 (g -qp)2 f"(a.)-"l (45 - q,) f"(a.)-!-

A energla cinética, para uta nassa-unita:ia,_por simplicidade,

’
a:
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E.C. =JZ- (ig% + qg + )

Queremos determinar agora, a dependencia temporal de

Qy Vimos que podemos definir Q. tais que
1= 2 Bia Q.

onde B [ determina os modos de vibraéio. Como vimos que os Qg

variam harmonioamenta e como os Bid_ sao constantes, os q; de

vem ter a forma da parte real de Z 4. eiwﬂt ou, se considersg

mos um so modo:

q,(f) = Re ay olvt (311)

onde supomos que os a, sao complexos, para dar conta da pog
s_fval diferenga de fase entre os 4y O importante e que para

um modo dado, todes os ay tem a mesma frequancia.

A equagao de movimento para Q57 POT exemplo, o:
-\ S o |
B " Taq; T T f"(“)[(qfqz-) * (ay- q4)]

Se considerarmos tambem a interacao g(R) teremos:

q3 = -f“(a.)[(qB-qz)'-l- (q3-q4)]+ g"(a)l:(q3- ql)f (q3.- qs)]
ou, em geral, para um Q, qualquer
Gp=- tn(ad|2q - g, - qn+]]+ g"(2a)[2q,- o _,- qw] G2

Combinando (311) e (32), fiecat

‘e = f“‘&’[&‘n- 1™ %m]
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sem considerar g(R). Esta e uma equagao a diferencas finitas.
‘Engalando uma solnqé.'o do tipo
.‘an = A einp

sugerlda pela da equaggo diferenclal

2
d*x

até

o2 olnf = f“(a)[ZA eInP_ 4oi(n-103 _ o 1(n+1)]3]

obtém-se H

-

wz = f."(a).lza- e-ip-eiﬂ = 2 r"(a)(1~ cos B)

Se houvessemos considerado tambem a g(R), ter{amos ob-

tido: o -
2 - n : n

w- = 2f (a)[l- cosp] + 2g (Za)[l- cos Zél

Novamente a justificativa para fazermos o caleulo a ma
neira classica e que estamos considerando osciladores, e como
Je{ se viu, os nfvei_s quﬁnticbs estao diretamente ligados ;s

frequéncias classicas.

A solugao para g, pode ser escrita, finalmente:
se
wZ = 2 £(a)(1~ cos B)
Por convenié‘ncig, pPara ver 0 que ocorre fisicamente,

faremos f= Ka. Entao teremos

qn = A e
w® = e"(a) 2(1-cos Ka) (321)

jwt e-:l.nKa.
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Suponhanos a partir de agora que we positivo; a possi
bilidade de ser negativo, como veremos, apenas representa uma

onda de mesma freq93ncia, propagando-se em sentido contrario.

Vejamos © que significa a 3273 para isto faremos um
grifico de q, Para tempos distintos, ou melhor ainda, tomaremos

distintas fotografias do eristal. (Ver figura 40)

t=Q —» e - - >

t=AL — —_— e e, e - -
t=pAt > e e e e - e
FIG. 40

Observamos que a superffcia de fase constante se move satisfa-
zendo a relagao

wt -np=0
‘Produz-se uma especle de oﬁda no cristal, e isto pode ser me-
1hor apreciado na figura 41, que da a distribuigao esﬁacial de
q. |

- 4
qQ.

iy

FIG. 41
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5bviamnte, os ponkcs onde ha fons sao discretos, mas se os in-
terpolamos com uma curia contfnua, obtemos uma sencide que se

desloeca com o tempo:

= pel(wt~Kx) |

q (33)

sendo A= %’5 o comprimento de onda.

Pode-se falar entgg, de uma onda espaelal. Se Ae gran
de os atomos estarao em fase, dentro de uma reglao pequena em

compapacac eom o comprimento de onda. Eo que mostra a figurad4l.

N L4 : ar
0 outre caso extremo, em que os atomos vizinhos estao

completamente defasadosg, esta mostrado na fignra 42; correspon-

=L
de a K a

af

FiG, 42 +«

Para K,,,ZI; novamente estamos no caso de pouca defasa-

gem. Isto se pode ver diretamente de (33), on na figura 43.



FIG. 43

De (32) podemos obter o> em fuangao de K. Ef.a figura

~2n/8, -1/ 8 A . w/a 2n/a K

FIG. 44
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A curva e peric;dica, con perfodo &a.r' Logo, basta conhecer

a forma entre O e ?, ou dentro de gualquer outro per.{odode con

primento ZaE . Nos escolhemos o intervalo (-— %, + g) .

Esta curva sera um cosseno perfeito, se nao consideramos os
termos em g(R). Se, pelo contrario, os considerarmos, teremosy

ma pequena distorqﬁo indicada por pontos na figura 44.

Cabe agora uma pergﬁnta: porque, quando K=0, a frequéncia
é zero ? Sera 1sto uma mera coincidencia ? A regposta e nega-
tiva; o fato de wz-(o) =0 e geral e sua explicacgao e fécil, pols
K=0 significa A = e entao todos os atomos do cristal estao
em fase, ou dito de. outra forma, o cristal se move como um todo,

nao havendo vibragoes de seus atomos.

E interessante considerar o que veria um observador que dig
pusesse de um instrumento de resolugao tall,,que nao pudesse distin~
guir os atomos individuais, mas agrupamentos deles. Por exemplo,
digamos que pudesse ver grupos de 1000 atomos , quando o compri- |

mento de onda e da ordem de 10° atomos. (Ver figura 45).

[ | —— W . . — E} —
FIG. 45

Se observar na reglao @ ve materia deslocando-se para a direita
e se observar simultaneamente ,vé mat‘o'ria deslocando-se para a
esquerda. A medida que o tempo passa, vera que todo o grupo @
esta se deslocarido para a direita com uma certa velocidade. Bste
tipo de ondas, com A» a, e o de ondas sonoras ou ondas

si’smicas, em um meloc unidimensional.
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Com efeito, se ak e muito Pequeno, podemos desenvolver (32)
em serie, & resulta: : .
wZ % £7(a)(Ka)®

donde: w » K/ac £(a) - (34)

ou seja, que w e proporcional a K; podemos escrever w = ¢k, 2
entao de (33) vem:

q = ollwt-Kx) . iK(ct-x)

de onde se ve que o ponto de fase conat#nte nove-se com veloci-
dade ¢. Conven lembrér novamente que esta consideragao 30 vale
para Ka«1l, or seja, para A»a, 0 que significﬁ que © A defini-
do como (iF) e muito maior que a distancia 1nterat3hica, ou aip
da, que os atomos vizinhos movem-ge quase em fase. Neste caso

dizemos que ¢ ¢ a velocidade do som neste meio.

Considerando a Interagao g(R) tambem se obtem em primeira

aproximagaoc gue w & proporcional a K.

VeJamos agora alguma coisa sobre as frequéncias dos modos.
E claro que de (32) temos um w para cada X e consequentementes e-
xistem uma infinidade de ) possfveis. No entanto, vimos que
no caso tridimensional so poder{amos ter 3N modos de vibragao in
dependentes, assim como no caso unidimensional apenas N, sendo a;
te N o nﬁmero de atomos. O fato de no nosso exemplo linear te-
rem apareclido um numero infinito de rraquancias possfveis decor-
reu de termos admitido uma sucessao infinita de atomos. ﬁo caso
de uma sucessao finita ainda poderemos adaptar este célculo, [oTals

mo veremos a seguir.
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Consideremos uma linha semi-infinita, primeiramente, e su-
ponrhamos que o atomo dé, extremidade esteja fixo. Neste caso, te
remos alem da onda incidente neste extremo, uma onda refletida
(Ver figura 46),. -

q (35)

FIG. 46

Convem aclarar que ao escrever a (35) supusemos que w(K) =
= w(-K); 1sto e certo porgque a sitﬁag&'o £{stca ¢ a me Sma, 4 tanto
faz olharmos a onda como indica a figura 46, como do outro lado
do papel. Ademails se pode ver que a (32) e uma fuanio par em K.
Deveriamos ter escrito primeiro: |

a, = ael0(X)t . e~iKna , , dw( —K)t,eﬂ(na

A equagao (35) ainda pode gser posta na forma q = 28019t

sen Kna que representa uma onda estacionaris.

Se agora supomos que a linha tem p atomos e que tambem o
ultimo estd fixo, devera ser satisfeita a condigao =9y om
seja, _

kL=0’ F, er’ 3#' .--.ooo s

onde L=KNa ¢ o comprimento da linha. Fntao vemos -que somente H:

alguns valores de Ksao possfvels.

K = ng(n=0, 1y 2 ves)



A curva w2(K) que antes era contfnna, agora tem um numero
discreto de pontos, como mostra a figura 47. O numero possfvel

.
de modos sera, agora:

r..
1

»

i
Ly -

-

g—

w/a " K

. FIG. 47

Poder-se~ia perguntar se com os valores negativos_ de g, que
tambem sao solugao, nao terfamos 2n modos possivels. A resposta
seria evidentemente negativa, poi's'"a (32) o simetrica em relg
qﬁ'o a Kye 08 valores de negativos corresponderiam aos més;nos

modos qile 08 positivos.

Se considerarmos agora que os a;tomoa extremos saoc livres ,as
suas amplitudes serao ma'.ximas e obteremos outros valores poés.{-

vels para K: (K=1Lr- (n+12‘ )), como mostra a figura 48.

Na realidade ocorre que os atomos extremos nao s&'o, nem com
Pletamente livres, nem fixos, e entao a onda comeca COR uma cer-

ta fase que depende das farqas em jago. Isto modifica os poss.‘f-
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vels valores de K como mostra a figura 49.

Y

. PIG. 48a

FIG. 48b

Se bem que a posigao dos possfvéis valores de K dependa da
fase iniclal da onda, ou seja, das fargas que atuam no cpntarno,

0 seu numero so depende do comprimeﬁto da linha.

Ha um numero importante de propriedades do sistema que nao
dependem dos valores de K, mas sim do numero de estados possf—
vels; estas propriedades em geral, dependem do comprimento, mas

nao do contarno, desde que L seja suficientemente grande.

Mostraremos agora que sob certas condigaes e possfvel trang
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]
/1—‘
/ _
l,ﬂ
A _
/
4/
A
/’/
T S i X
e
valerss possfvels - o /1, - . '
de k con uma fune

laleial § ardltyd _ FIG. 49

ria.

formar os somatorios sobre os modos em integrais.

Consideremos mm AK tal gque a freque?ncia nao varie muito

dentro do mesmo. Tomemos um L tal que

T

- K

T KA

0 mumero de modos em AK serat

L

- AKX

w

nao interessando a posicaoc que ocupem em AK porque supusemos
Ja’, que e pr;tieamente conitante em AK. Sob sstas condicaes

podemos sserevers

w/a
L
2___ F(K) =-— I P(K)an
‘modos v 0

Ademais, se P(K) e simetrica, tambem podemos escrever:



r/a n/a
1 (13,4
- I F(K}K = L J F(K) ~—
w 2w
0 -/

Exemplo: suponhamps que desejamos caleular o calor espec{fico

do sistema linear considerado; para isto, calculemos a energia

media
hw hwg,
we s (e )
modos 2 -huy/kr -1
.74 el
dK / no(K) h w(K) _
J — > + _ (36)
w asr e-m(x)/lﬂ_l

Usando a (32)

w = V2T (a)(1-cosp )

que combinada com a (36) da:

/ - .
€ = Lj[ ad_K h /Zf"_(_a)(l-cos pa) . h /2" (a)(1-cos Ka)
B ar \ 2 _ b /28"(a)(1-cos Ka)

sendo este termo proporcional ao comprimento da linha.

Fazendo o ealculo exatamente, ou seja, tendo em conta a eon
digao de eontgrno, obter-se-ia para a energia uma formula do ti-
po

U=CiL +Cy + Cy g + ou,
onde ¢ primeiro termo corresponde ao que obtivemos anteﬁ, o se-

gundo ao efeito das bordas, o terceiro aﬁinteraqao entre as bor-
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das, etc.

Para o estudo de certas propriedades, que'dependem do com-
primento mas nao do contorno, eslegem-se certas condigoes que
tornam os calculos simples, mas gue sao fisicamente impgggfveis.
No nosso caso unidimensional, por exemplc, pode-ge supar que a
linha se repete periadieamente, isto é, que o atomo K+ 1, que
segue O atomo N, move-se exatamente como o atomo 1y e« assim por

diante.

Como vimos que o
Ae1nKa.

4 =
asta suposigao equivale a escrever, para n= 5, por exemplo:
I+s = %5
ou seja
o1(N+5)Ka _  15Ka
= e
donde
o1FKa _ 4
. ar er
NKa = 2% .. K==——n=-—n
Na L

Esta maneira de considerar as coisas & conhecida na lite~
ratura como “"condigoes de contgrno_periédicas". Outra maneira

de considerar estas condicoes e supar a linha fechada em cir-

r
cunferencia.

Congideremos agora um sistema linear com 3 classes de a-

tomos, como mostra a figura 50.



c
»

b
K
h

a . N

: LN B S N A A

O (1 - | —E *r——

N, O

¢ v 9 < Y %
FiG. 50

Para escrever este sistema podemos enumerar as unidades es-

truturals e chamar de a; b e ¢ aos atomos de cada uma. As varia-
vels de movimento terao néste caso dois sub-fhdices, um corres-

pondente a célulg e outro ao tipo de atomo.

Suponhamos que conhecemos as farqas intermoleculares ¢ es-
crevamos a equa¢ao de movimento, digamos para q2° Como no caso

anterior, teremos uma expressaoc da forma
m g =C, g +C.qC +C. g +C. g ... 4C o ... (z61)
b3 *19% T V29% T30 TV 95 T et5a0%F ol

onde os C, 380 coeficientes. Devido a que a farqa entre as par-
t{culas nao depende senao da distancia entre elas, a equacao pa-

ra outra coordenada, por exemplo q?o de um atomo do tipo b, sera

b a ¢ a b a
- 3

com os mesmos coeficlentes.
Equagbes analogas poderlam ser escritas para q® e g°.

Se supomos fargas de curto alcance, 0s coeficlsntes que
multiplicam variavels correspondentes a étomos distaﬁtes, $80

pequenps.
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Pode-se tentar resolver a (36') supondo que todos os atomos

se movem coOm a mesma frequgncia, mas que as celulas estejam de-
 fasadas entre si, de tal forma que a defasagem relativa de duas

celulas vizinhas seja a mesma. Isto 5, podemos ensaiar uma soln

¢ao como:

Cada atomo pode ter uma anplitnde distinta, de tal modo que

qg = A8 oluwt  JiKnt ; q:
Substituindo (37)kem (36l), vem:
_ab, 2l ~alkl _ clAaeiwte'-«&ikl,,_ e,

= 4> ot glknt, o = 4° olwt siKnl

cgiwt  ~41KL ,

+C A§eiwte-51KL + C4Abeimte-51KL + CSAaeidte'71K1'+

3

’ F Y
¢ agrupando os fatores comuns, vem:

srmae

-wlAb = (cy+ ¢ 1KV L o 3KV, Aa+(c4'e'im+....).¢b+

59 5
+ (Ca+ .....).B.c

Se chamarmos

Yb(K) = ......-+C4 e-iK2+ L B I

b
Z (K) = ..-oo.o.+ CZ + .....o..

xP(x) = ¢ + C

fica o
- w? AP = xPR) 4%+ YP(K)AP + ZP(x)AC

A mesma equagao se obtémuse substituf{mos (37) em_(36") ou

em gualquer outra equaqgo correspbndente a um atomo do tipo b.
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Equagbes analogas teremos para os atomos do tipo g e gy obtendo-
se finalmente um sistema homogéneo nas amplitudes A%, AP e AC.

- w2 AR = X3(k)A% + YR(k)AP + 23(x)a°

- w2 MpaP = xP(x)A® + YP()AP + ZP(x)a®

- w? MAC = XO(K)AR + YO()AS + Z°(k)AC

A condigao para gue este sistema tenha uma solugao nao tri-

vial e que o determinante dos coeflclentes sela nulo, ou seja:

X3(k )+ Mgf T3(k) z%(x)
xP(x) YP(X) + MpP ZP(x) =0 (38)
XC(x) (k) 28k + M, W

0 que corresponde a uma equagib do 32 gran amtdg, a qual tem que
- ter tres solugaés reals e positivas; logo, para cada valor de K

teremos tres valores possfveis paratnz. (Ver figura 51).

&
(5]

FlG. 51
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B possfvel ver que o ramo de w{XK) que passa pela origem,
para pequeno K, descreve um movimento tal que a celula move-se
como uma unidade, havendo pouca diferenca de fase entre célu~-
las vizinhas. Isto & caracterfsfiéo de ondas sonoras, daf de-

n v
nominando~-se este ramo de “ramo acustico".

As solugoes com w(0) # O representam, para pequeno K, mo-
vimentos de vibragao para os atomos da célula. fKstes movimen-
tos nao sao exatamente os da mqléenla livre porgue ha a pertur
bagao dos atomos vizinhos. Bstes estados de vibragao podem ser
excitados, em geral, por luz 1nfraverme1ha; e por isto este ra-

mo se chama de "ramo Sptico“.

Comecemos agora com 0 caso tridimensional, por exemplo com
o ClNa. Aqul valem consideragoes anélogas a0 caso unidimensio-
nal. E possfvel tambem classificar os modos em 6pticos e acus-
ticos. Estes correspondem a ondas sonoras no cristal e aquSles

a freqnéncias infravermelho.

0 ramo w(K) que e aproximadamente zero para K pequeno, cor
responde quase a ondas sonoras que podem propagar=-se no cristal
e aqueles ramos distintos de zero correspondem a vibragoes dos

itonos,'que, como vimos, tem frequéhcia da ordem do infraverme-

lho.

A forma de deslocamento dos {ons e mostrada na figura 52,

para ambas as solugaes.

Suponhamos uma rede constitufda de tres tipos de atomos,
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modo Sptico | modo acustico
FIG., 52

como mostra a figura 53.

Agora necessitamos, para descrever o sistema, de tres coor
denadas por atomo e dois _sub-fndices, um para indicar a célula

e ontro, o tipo de a’tomo_.g

Como no caso anterior, su~

pomos que os movimentos so dii‘_e_

rem em fase, de uma celula para

outra. Para indicar a célula,

ao inves de nﬁmero, usaremos a _ FIG. 53

~ ~ ” » —
notagao de n,» ny e n, de modo que a posigao da celula en a +
+ nb_l';*'- n, S onde a, by ¢ sao as diregoes fundamentais do
eristal.

Entao, se q e a coordenada de um atomo da celula (o, 0, 0),

‘0 fator de fase que multiplica as coordenadas do atomo de mesmo
> s ABglg L AByH;

tipo na celula (na, nb,nc) sera: e PaFa. o pbnb-e"‘:'(:"cnconde B, Pb y

F]c 580 as defasagens relativas de duas cilulas vizinhas nas dire

goes a, b e ¢» respectivamente.
Escrevamos |3a como a.Ka = a-K3 ﬁb como be =DbK e pc . eomo
— — — e
¢ Kc = C-K onde a, b y ¢ sao os vetores fundamentais do cristal:

eicxaﬁa a + K b¥Kn e)
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Agora chamando ¢ vetor N = n a+ nbb + ﬁbgbde, podemos eg

i g

erever: eik'n._

Operando por analogia com 0 caso unidimensional, chegamos
a um sistema de 9 equagOes homogeneas, na amplitude dos atomos.
Agora, os coeficientes Xy Y @ Z dependem das trgs componentes

do v'etor i".

A compatibilidade deste sistema requer a anulagab do deter
minante dos coeficientes, e 1sto nos conduz a uma equacao algé-
brica em wZ(K) que tem 9 solugbes. A idéia era muito simples,

» -~ F
mas o calculo, como se ve, e complicado.

LY

No caso do ClNa, como 86 ha dois tipos de étomos, chega-se

a sels equagoes.

Ao tratar de calcular os coefidientes das coordenadas, ve-
se que 0s tSrmos eletrostiticos convergem muito lentamente, mas
ainda assim podemos somi-los, porque $0 ha entre Qles uma dife~

renca de fase.

ﬁ'conveniente notar que para ¢ ClNa o que nos estamos cha-
mando de as b e'©¢ & O que se mostra na figura 3, e nao, como
poder-se-ia pensar, a distancia entre Na e tres Cl préximos; ou

seja,'é a menpr distﬁncia entre. atomos sucessivos dé mesmo tipo.

Atualmente pode-se usar computadores para efetuan73ste ti-
po de calculo, 0 que nao acontecia na epoca de Born, em qhe se

iniciou a faze-lo.

A solugao para o ClNa ¢ da forma mostrada na figura 54, pa
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24

—

Ix]
(para uma direcao
dada)

 FIG. 54
ra uma diregao particular do vetor K.

Novamente as solugces taig que w(0) = O correspondem a on~
das sonoras, mas agora he tres tipos possfveis, sendo dois trang
versais e um longitudinal. Se a onda nao se propaga na direcao
do eixo do cristal, as duas diregoes transversals nao sao equi-

valentes. O mesmo vale para o caso 6ptico.

REDE RECIPROCA

No que se segue suporemos sempre condigaéé de contorno pe~
ricdicas. No caso linear, vimos que isto significava que Kr! =
=K + %f era risicamente igual a K.. Esperamos que algo similar
ocorra no caso tridimensional. Deveremos _entgb ter Kt = K+ 1
equivaleﬁte a Ke devemos procurar o0s vélores de L. Em outras

—

palavras, devemos procurar um L tal que uma translagao de L re~

pregsente uma mudanga de fase de 2nr. Isto requer que
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$1(K+ L)-R e
donde - — N
aiI‘.N - 1 o-o L N nm

Para determinar _fanalizemos primeiramente um caso partiey
lar. Suponhamos Qué todos os atomos 40 plano Z= 0 estejam em
fase e os do plano Z‘-‘Z tambem estejam em fase entre si, mas
defagados 2r em relagao aos do primeiro plano. ©Se a fase nao

varia em um plano, L nao tera componente neste rlano e entao se

*
ra normal ao mesmo, como mostra a figura 55.

FIG, 55

LC sen® = 2rv

Ou eserito de outra forma:
-p -

axb

—“—’*

axb.

T =oan

Pels mesma razao tambem pode ser:
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- —r — —r e

— eXxXa — ' bxc.

L=2r o—— L=2rg 0=+,
axX b.-¢ bxe-a

ou qualquer combinagao linear deles, com coeficientes. inteiros:

L= o [y @%E) 4 my (T D ¢ g (FxD)
e T 5 )

Isto se vé diretamente se notamos que T deve satisfazer a -

-

— -

L'(n'a + nbb +

o
a n.c ) = 2nw

c

o que é obviamente satisfeito por uma combinagao linear dos tres

L dados, com os seus coeficientes sendo inteiros.

No espago ia,cblbcando samente pontos que correspondam aos
?robtemos uma rede que chamamos de npede rec{proca" do eristal.
Como Kt = f-ﬁfe’ equivalente a T{', 80 & necéssﬁr_io conhecer wZ(K)

—

para K em uma celula da rede reciproca.

A reciprocidade de ambas as redes ¢ real; se se supoe que a
réde no espago K esta constitufda por atomos, entao sua rede re-
cfproca e a real, Esta*éfqma_propriedade matematica.

Outra propriedade matemética interqésanpe_é que se queremos
dacompar a densidade de'carga da réﬁe“em éérig de Fourler, so e
necessarlo usar os E?da rede recfproca. Chamaremos as frequéncias

» ) . ~
por u&(K) onde o e um sub-fndice que enumera as solugoes corres-

pondentes a um mesmo XK. No caso do ClNa, « val de 1 s 6.

- A energia do sistema esta dada por:
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u=u(eq.)+z

o

hay (X) hwy(K) Ok .
2 MO(KV/XT 1/ (503 ,
Vejamos agora, no caso tridimensional, qual a justificati-
va para substitulrmos o somatorio sobre os modos, por uma inte-

gral; o argumento sera semelhante ao usado no caso unidimensio-
nal.
Suponhamos um paralelepipedo retangular com a condigao de

atomos fixos no contorno. A solugao f:ara o movimento dos atomos,

na aproximagao do oscilador harmonico, ¢ da forma

nrx n'ry n'rz
sen —— sen sen -
Lx Ly Lz

com n, n' e n" inteiros. Os valores permitidos de K sao:
K m ' w T
=—n K, == n K, =—n"
r Ix Y Ly 2 .1z

Entac o numero de modos no volume AK_ AK_ AK, sera

I‘x X I‘y Lz Vol. x
- A < - AKy' - AKZ AYK
8¢ consideramos os valores negativos de K necessitamos dividir
- A , ~-
por dois, de cada vez, sendo eles simetricos
I‘x I-'y I'z Vol. 3
2w ar 7 or (2m)3

Novamente, se w(K) nao varia muito em Adx podemos substituirum

somatorio soObre 0s modos, por uma integral
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3
d-kK
E' # vol.lJ —
| (2r)>

Isto & anélogo a0 de uma partfcula livre encerrada em uma caixg,
onde p = hK com certos valores permitidos de K. HNeste caso tam-~

bem se pode substituir uma soma sobre os valores de K possfveis,

Y = Vol.

K (2mh)?

por uma integral:

Esta relagao entre soma e integral e geral e muito utiliza-
" da em Fisica de ondas. Neste caso, entretanto, como temos que
somar uma so vez sobre todos os modos dlstintos, devemos restrip

gir nossas integrals a uma celula da rede rec.{proca.

Consideremos, mals uma vgz, o caso do ClNa. Trata-se de um
eristal "face-centered" como mostra a figura 3. 4 possfvelmo_g
trar que neste caso a rade recfproca e "body-centered" e vice-

Versa.

Uma celula do espaco i(’qne contem todog os diferentes valo-
res poss:fveis de K ¢ mostrada na figura 56. Aq.tern'ativaménte,
ode-se construir outra
p ll ~ » KZ .
simetrica em relagao a

origem,

Se na rede "body- ‘ ] |

centered” colocamos pla / o

nos perpendiculares no . &

ponto medio das linhas FIG. 56
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que unem a origem com os pontos da rede recfproca mais préxima,
vemos que o volume fechado construfdo deste ﬁodo e um poliedro
de 14 lados (ver Kittel, Introduction to Solid State Physics,J-
Wiley, 1960, figura 11.20).

E facil ver que qualquer vetor do espacgo E’é redutivel a
algum interior a Qstg volume, somando ou subtraindo vectoresds
rede recf{proca, isto e, todos os modos diferentes estao conti-
dos nele e portanto basta efeﬁuar a integral neste recinte. Eg

ta e a chamada "12 zona de Brillouin".

Identicos racioefnios podem ser feltos para geometrias
mais complicadas. Para efetuar o ecaleulo deste tipo de probls

mas, 0S passos a seguir sao, resumidamente,; os seguintes:
12) Conhecer as forgas interatomicas.

22) Escrever as equagaes de movimento. (Convem lembrar aqui,

que alnda este jamos escrevendo as equaqées’cléssicas de movimep
to, isto nao significa que estejamos fazendo uma aproximacao

cléssica, ja que © que nos interessa sao as frqugncias dos mo=-
dos, a partir das quals se obtem os n{veis quanticos de energlaj;
tao pouco as mudancas de variaveis que se efetua implicam en
qualquer espécie de aproximagao, pois tanto po#em ser feitas no-

Hamiltonlano classico como no quﬁntiéo).

33) Resclver as equagoes de movimento, obtendo 3n valores de

w para cada k, onde e o numero de atomos por célula elementar.

4%) Conhecidas as frequencias w,(K), substituf-las em (39) e
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integrar. Tudo isto ¢ evidentemente muito dificil, e s0 se PO~

de fazer em alguns poudos eristais simples.

Como conclusao, podemos dizer que as ideias sao certas, os
modos de vibragao existem; a dificuldade reside em que o calcu-
lo das funqseS(%éK) e muito diffell de ser feito exatamente. As
ldelas qualitativas, em resumo, andam muito bem, da mesma for-

ma que as aproximagoes parecem boas.

Para ter-se uma ideia do grau de aproximagao a gque se che-
ga com este tipo de simplificagSes, basta fazer um modelo sim-
- ples, em que se possa operar exatamente, e comparar os resulta-
dos com o caleulo simplificado. O fato de ambos 0s resultados
serem coerentes nao nos autoriza a afirmar que o mesmo venha o-

correr num caso real.

APROXIMACAO DE DEBYE

Vejamos agora a solugao proposta por P. Debye em 1912. Os
resultados obtidos, ainda que envolvendo aproximagoes muito
cruag, sao bastante bons e constitufram em sua época um grande
triunfo para as ideias quanticas entao recentes. Vimos que a

energia de um cristal e dada pors:’

J( hwu(K) _hwd'(K) - d’3K

=5 +

. Vol.
o« 2 eh&{x(K )/kT -1 (2.".)3

Se a temperatura e muito alta, ou seja, se kT» h..mu_ (X) vi-

mos que o lntegrando vale kT iﬁdapendentemente das freque;mias e
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entao nao nos faz falta conhece-las; logo

UL~ kT 2 = INKRT

modos
donde
C.E. = 2£’= 3Nk = IR
oT

que e o resultado cléssico, (onde R ¢ a constante dos gases).

Se kT e pequeno, as frequenclas dos tres ramos que nao pag
sam pela orfgem nao contribuem porque para elas vale a condigao
kT & Ny sendo entao grande a exponenclal e desprezf§01 a contri

buigao delas para gg'.

Cs ramos acﬁsticos, entretanto, eontribueﬁ porque para a- _

les kT~ h u%§K) como mostra a figura 57.

hoy

FIG. 57
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De outra parte, w(X) eresce com K, de modo gue para K sufi-
cientemente grande, nao contribuem as freqnghcias afastadas da

origem, sendo entao suficientes conhece-las no entorno dela.

Sabemog que 0s ramos que passam pela erfgem, para pequenos ’
K, representam ondas sonoras no cristal, longitudinal e transver

sais, a saber:

(.01 =K CL ;w’wz =K C.'bl; w3 =K th

onde C¢, ct1° Cta sao as veioqidades das ondas longitudinal ]

N transversals do cristal.

Conhecendo as constantes elasticas do cristal e possivel cal

cular, Gb, @, e C. j faremos, entretanto, uma aproximagao mais
’ 1. "2 )

drastica, supondo que Cl = ct = Ct = co. - Por ora, Co
» - 1 2 F .

na formula do calor espec{fico como um parametro. Mals tarde

F
entrara

veremos qual sua relagao com Cl, Cy e C, .
' 1 2

Para calcular o calor espec{fico nao e necessério ter em
conta a energia do ponto zero, por ser ela independente de T.

Calcularemos entao:

-, |
U ho(K) &K
——=3 I (40)

Vol. . o N(EVET 1 ()3

ficando incégnito o limite superior. Para determini-lo, 1embn§
mo-nps.que esta formula ¢ exata para T multo pequeno; se este e
o caso, o integrando tende a zero multo rapidamente bom K, e en
tao poderfamos efetuar a integragao sobre qualgquer esfera sufi-

qientemente grande, a0 inves de sobre a primeira zona de Bril-
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louin. No entanto, sabemos que & energla por unidade de volu-
me, para T grande, vale 3kTN e entao para que (40) nos dée tam-

bem éste resultado, escolheremos um lﬁniximo adequado, ou seja,

tal que: Km
hofK)  d°K
3 = 3NkT
quando T e muito grande. Como o integrando vale kT, neste ca~
K 30, devemos ter: 423ng
38 =3
(2r)>
de onde se tira K, Para integrar
S ,
' ha(K) a“kK .
=3 - (al)

0
B - » ~ e
supomogy todavia, que w(K) e uma fungao linear de K para todoo

fentre 0ekK.
| w(K) = COIKI
0 qual sabemos ser certo para IKI pequenos, Com esta aproxima-

¢ao a (41) flca:

Wp 2
U 3 ho ot dw 4 |
= J a (42)
Vol. Cg o ehw/kT -1 (2". )3 -
nixic,

» . g »
donde w = C_|Kg|. Fazendo a mudanca de variaveis x = "

_ nKLle . :
¢ chamandoc @ = —Ifl—o se tem -

U 34w (xoax (k1)

Vol. (21!‘)3

O ———, 3D

& (hcc)3
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Se T e pequeno podemos tomar como limite, em lugar de %',

infinito; agora a integral independe de T:

(v o)

x3dx w4
[Ze 2
o o1 15

Dal se ve que para T pequenoc, o calorﬂespecffico se comportaré
proporcional a terceira potgncia de T. ﬁste resultado e exa
to porque as aproxima96§s feitas para T pequeno, tambem o,sEo.
Vg-se, ailnda, que o calof especffico ¢ inversamente proporcio-

" nal a tercelra poténcia de‘C y coeficiente gqte,'que se pode

o
calcular para o caso de cristals homoggneos. Sendo_ctl =-Ct2’
ven |
3 1 "2
S — o —
3 @3 ¢3F
4 cl Ct

Para valores intermediarios de T, a formula (49) e apenas
aproximada. Se a utilizarmos para interpolar os valores do eg
lor especffico de substancias diversas, ajustando conveniente-
mente ©, va-se que anda muito bem para T« 6 e T>>B._ Para.valg
res intermediarios tambem se aproxima'muito da curva experimepn

tal, mas como se podia esperar, ocorrem algumas discrepﬁncias.

Assim vemos que apesar da crueza das aproximacgoes feitas,
os resultados obtidos sac bastante satisfatérios, Isto se ei-
plica pelo fato de as integrals que aparecem-nb caleulo do Ca-
lor Especffico nao deﬁendérem.muito'éeﬁsivelmente dql a;pectro

de freqnéncias.
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Para outras propriedades, entretanto, 1sto nao ocorre, e os
“resultados a que se chega com estas aproximagaes podem estar con

pletamente errados.

Fa)
FONONS

Se desejamos descrever um cristal como uma superposicao de
osciladores quanticos, nao basta conhecer a frequéhcia uhﬂK) de
cada oscilador, mas tambem e necessario especificar em que nfvel

de excitagao se encontra cada modo.

Introduzimos agora o termo FONON para descrever esta excity
¢ao. Diremos que temos p fonons de frequénciac%£K) se o0 modo de
frequshcia wdﬂK) se encontra em seu n-esimo estado excitado, ou

geja, tem a energia h wu(K)(Na"' 1/2) cabendo hwu(K) para cada fo

non.

Evidentemente, se pretendemos descrever as escitaqaes com a
ideia de fShons, os niveis de energia devem estar igualmente es-
pagados, © que e certo na aproximagﬁb do osc¢llador harmSnico, co

mo mostra. a figura 58.

Quando esta aproximacao —— 1

nao e certa, os nfveis nao "'3_- ;: 5 0o

estao mais igualmente separg ) 'Zaw
dos & se insistirmos em que~- !ﬂhu{ j

Lhe

rer descrever o estado mne=

diante fanons, devemos intrg

duzir a ideia de interagao ey FIiG. 58
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tre 3103.

Resulta util considerar os fonons como partféulas, tal co-
mo se faz com os fotons em eletrodinamica quantica. Como nesse
caso, e necessario fazer a hipotese de que um sigstema oscilante
pode ser descrito por uma superposigﬁb de fanons. A natureza
dos osciladores que estao assoclados com os fOnons & mais vis{-
vel que no casc da eletrodinamica quintica, pois agora se tra-

ta simplesmente de O0sclladores mecanicos.

Os fonons considerados como partféulas, 280 indistingufveis,
com efeito, consideremos um sistema de dols osciladores, no seu
estado primeiro de excitagao, ao qual se associam doils fonons.
Se Sétes 220 intercambiados (ver figura 59), o estado do ziste-

ma e o mesmo, e portanto nao podemos distinguir um do outro.

s
™
- 3 v - i
g . [ R
_ 5““, F . -
2 o i 5“
o~ 2, :
—0) F i —@— 2«
, ;ﬁu - _
}-ﬁw' o 1
z

FI1G. 59

L]

&
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Por outro lado, é possfvel ter muitos fonons no mesmo esta-
do, e em consequéhcia disto, a semelhanga do que ocorre com Os

” »
fotons, comportam-se como bosons.

0 calor espec{fico nao nos da bastante informagso . acerca
dos fonons visto que envolve medlas sobre todos os modos poss{ -
vels. Um metodo muito mais adequado 3 obtenggo destas informs -

¢oes ¢ atraves da dispersao de neutrons pelo cristal, a 0°K.

A interagao do néutron com o eristal pode se dar de duas
maneiras: eléstica, na qual nao ha transferencia de energla, )
inelastica, onde se transfere energla e impulso. Se a dispersao
e ineléstica, e possivel que 80 excite um ﬁnieq modo do cristal,
e desta forma podemos estudar os fanons correspondentes a estemo

do. {(ver figura 60).

0 préximo passo

consiste em conside~

__,erlshl

Par 0 que ocorre com folxe d;_a:um.

o impulso no espalhg 15}

FY
mento neutron-cristal,

e em particular ver
se e possfvel atri-
buir um impulso defi FIG. £0
nido do fonon.

Em mecanica quﬁhtica,a invariancia-de um sistema com respej
to a translagaes, nos permite detormin;r seu fmpulso. Com efei-

+£0, Se um sistema & invariante face a uma translacao qualquer a
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de suas coordenadas, sna fungao de onda so pode ser alterada
por um fator de fase, que podemos escrever eiK a Definimos en

tao ¥ como o impulso do sistema.

Por exemplo, para uma partfcula livre de impulso '1?'-= h i'

ifr’, se transladamos 0 slstema de :, a no

iX(r+ a)_ K% eiiri'

a rungao de onda e e

e entao vemos  que

TT ¢

va funqao de onda e e

efetivamente o lmpulso da partfcula descrita por e

E evidente .que um 'cr.istal como um todo tem esta prbpriedg
de de invariancia e portanto o seu momento esta definido. Ao
' rewis, nao e poss.{vel enconit"ral,r tal propriedade para o fonon
no interior do cristal, e portanto, nao sera possfvel definir

seu impulso da maneira convencional

Poder{amos tratar de definir uma quantidade hﬁfqne se con
portaria como o impulso do faﬁon, mas como veremos adiante, a;
te ficarla definido a menos de um ;vetor da rede rec.‘fproca, vig
to que Kt =K+1 corresponde ao mesmo estado de excitagac, ou

f.]
seja a0 mesmo fonon.

Definido o “"momento" desta maneira, veremos qﬁ.e o possf—
vel interpretar os resultados experimentais e dar leis de con~

servacao formalmente iguals as do impulso linear.

Consideremos agora o espalhamento de neutrons ﬁor um crig
tal a 02K, |

Os neutrons incidentes tem impulso conhecido F Suponha-

mos primeiramente que o espalhamento e 1nglafstico, ou seja, que
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se cria um fanon no Interlor do cristal. O momento transferido

a—“

pelo neutron e s pl pz

0 fonon criado tera energia w(K) e um vetor de propagacao

F.Y * _"
K. Mas o momento agsociado com ele pode ser hF+ hL onde L & um
vetor qualquer da rede rec{proca. A conservacao de impulso es-

ecrever-se-a entao:

*ﬂ-

hK + hL.=
0 que implica em que um neutron podera excltar um mesmo esgtado

para diferentes transferencias de impulso.

Conslderemos agora, o caso eléstico. A energia do_ngutron
que sal e igual a do incldente, de modo que o cristal nib'lfica
excltado. Isto pode ocoﬁrer_samente para certas transferencias
de impulso F= h?o_:_xde _Lbé' um vetor da rede’ recfproca, como ve-
remos adiante. Neste caso o cristal porta-se em relagao ao ney
tron como um todo; e e poer isto que 8 transferencia ds energia
a0 eristal, dada por P;/ZM, e desprez{vel, pois Me agora a mag

sa do cristal, normalmente muito grande.

Analisemos, agora, o resultado das experiencias de espalha
mento para um dado valor de P, O espectro:obtido e o que se ve

na figura 61.

0 primeiro “pico" corresponde ao espalhamento elastico; os
restantes, a todos os valores de w correspondentes ao mesmo K
(ver figura 62).

Se o cristal esta a 02K a maxima energia do. neutron gue sai

L8

e a que corresponde ao espalhamento elastico. A razao pela qual
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feixe de neutrons eristal

>

Py,

Egpectro de energia
para um dado p = pp=~py

FIG. 61
P wpico® allstice

_m A __i

FIG. 62
se observa picos discretos e que o neutron sS excita um fonon

E iniclal E ont

de algum dos ramos de w,(K), e como éstes fonons tem energia
definida h w «.(K)’ estes picos se encontrarao a uma distancila

h w(K) da energia do pico elastico.

Se o cristal nao esta a OOK, eiisfe a possibilidade de
que o cristal transfira energla ab':n;ntron, e "enfgo se pdds
ver um plco adiecional ‘a_dianta do pico de espalhamento elesti-
¢0. A intensidade deste pico adiciopal estara diminuida por
um fator e -ﬁ%’ correspondente a probabilidade de que este es-
tado esteja exclitado. A temperaturas mals altas o espectro e

cont.{nuo ’
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Estas experiéncias se realizam com neutrons quase termicos
(ate 200 eV), por serem estes de uma energia da ordem das de egx

citagao do cristal, sendo portanto, muito afetados por ele.

Como ja vimos, os resultados do sspalhamento eléstico_ppn-

tem informacao "acerca da estrutura da rede recfproca do eris-

taly a qual, em princfpio, pode ser determinada a partir deles.

Ve Jamos agora o mesmo problema sob o ponto de vista formal.
Conslderemos o caso em que todos os atomos sao iguais para evi-
tar dificuldades nao coﬁ;eituais‘ Tomemos uma Interagao do ti~
po 53(?-.1;;1_)_ onde T e a coordenada do neutron a Ei a do fon; 1g
to supoe que os nucleos sejam pontuals e nao tenha em conta

o possfvel egpalhamento mﬁltiplo dentro dos mesmos.

0 Hamiltoniano total se escreve, néste caso: -

5

P _
H = H eristal + —— + Hint
onde .Zmn
—
Hint = ¥ o« 8§37(F-R1)

i
A -amplitude de espalhamento, na aproximagao de Borﬁ, e pro

porclional ao elemento de matrig

m =< ¢ final| Hint|Y¥ inicial)
onde ¥, e ¥, sao as fungoes de onda do sistema neutron-cristal,

nog estados final e inicial, respectivamente.

Como nos estados inicial e final nao ha interagao  entre

"eristal e néutron, a fungio de onda do sistema sera simblésmen-
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te 0 produto das fungb’es de onda destes estados, ou seja:

winicia.l ipl /h Voristal in (gy2 g, ces)

onde Ycristal in ¢ a fungao de onda do cristal antes da inci-
‘dencia do neutron. ¥in (q) ¢ ¥Yout (q) podem tambem expressar-
se enm funqao das coordenadas normais Q, Jst que se conhecem as

relaqﬁes entre as mesmas.

Se o0 cristal se encontra. a 0° Ky ou seja, nao ha fonons,
?cristal in (Q) e um prod‘uto de gaussianas em Q, cada wsa cor-

respondendo a cada estado fundamental dos modos do cristal.

0 elemento de matriz e da forma

N o =2 1}'?
1p . 1l
* : _ - =g - Yy 3 -3N
m q’ont(q) %uS(r—Ri - qi) Yin(q) e a’r a7 q

onde R-;’ e a posigio de equilfbrio e ?1';_ o deslocamento do 1-ési-
mo fon. Invertendo a ordem de somagao e integracao, e integran
do em ;'; vem
- . .
* .
mea ) J’SP out(q) eI¥ (Ry* qy) y’in(q) PEL
i .
e . A \ N0 AT
onde M e a transferencia de impulso, hM = Py % Ppe
Suponhamos que qi« Rg, oun em outras palavras, desprezemos
o movimento dos fons, de tal forma que podemos escrever em 1%
aproximagao:
: IR [ % 2N
moal e 1 | Yout Yin a7y
5
A integral é nula a menos que Yout = Yin; ou seja, esta

aproximag&'o 80 contem o caso eiﬁstico._ De outro lado, a soma e
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e

F L4
nula a menos que M seja um vetor da réde-reciprooa, o.que esta.

de acordo com o que fol dito a respeito do espalhamento eléstl

cO.

Para considerar o caso 1nel§st1co, e evidente que temos
que considerar aproximagaes de ordem mais alta, que levem em
conta o movimento dos fons, pois do contrario nao & possivel

descrever a excitaqgo do cristal.

Incluamos © termo linear no desenrolvimento da axponencial

1M qi teremos entao: |
— - | * B9
5 ot K J%ut Yin 4% + 1 I'-"Eut (T g, o™ B1)¥in a%q (a3)
1 1 |

0 12 termo e o que haviamos visto; o pargntesis no segun-
do termo corresponde exatamente a definigid da coordenada nor-

mal Q, correspondente ao vetor de propagagao k = F/h.
*

Por outro lado, ¥Yout e ¥in sao produtos de auto fungoes

do oscilador harmanico nas coordenadas normals Qo

Yout = ¥, (q) ,“’nz‘Qz’ e @ )

“31«(%“

Yin =¢_ (Q:) «p
onde 0s suﬁ—fhdices nen indlcam o nivel de excitaggo do modo,

. - L)
ou seja, o numero de fonons.

A Integral do segundo membro de (43), entao pode ser escri
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tay para um M dado, por exemplo o 7:

* * ' * | .- ‘
Ispnl(ql) Pp (B)eee P (9D ey P (9g) G (@p)eee (@)

L dQl dQZ..-dQ7...

As integrais sobre os Q distintos de Q7 350 do tipo:

*
" I Y ni(qi) (Pui(Qi) aQ,

e, como as fungoes sao ortonormals, esta integral sera zero a
menos que n; F my, ou seja, que os estados iniclial e final te
nham 0 mesmo numero de fénons, ou ainda, que o estado Inlcial

nao se tenha afetado com a interagao.

A 1ntégral sobre Q? vale

7 Suy-1, n,

B7+1 6m7_+1, n7

como & sabido para as auto-funcoes do oscilador harmonico.

*
P (Q,)Q, ¥ -

No primeiro caso, ou seja, quahdo n7-n7==1, o cristal fol
deixado no modo 7, em um nf{vel mats alto; criou-se um fonon de

energla htn7.

No outro caso, ou seja, Ny =y = -1, houve a destruiqgoda

um fonon de energla hcu7.

Notemos gque se o estado iniclal era ¢ fundamental (eristal
& OOK) ou seja, ni==0 os y devem ser iguals ou malores que p, 2

£0 nunca poderemos destruir um fonon. Isto explica porque a né
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xima energla do neutron emergente no espalhamento com um eristal
a 0°%K @ a energia iniclal. Isto nao ocorre assim, se o eristal

estiver a outra temperatura.

Da (44) ve-se ainda que a probabilidade de destrulr um f5-
non e proporcional ao numero de fanons que se encontram ngste es
tado, on seja, a n. Por outro lado, a probabllidade de crlar um
fonon no estado hw, e proporcional a (n+1). Esta e uma carac-

terfstica das partfcnlas que seguem a estat{stica de Bose. .

0 espalhamento elastico de néutrons pelo cristal nos leva
a uma situaqao classicamente paradoxal. Com efeito,.o neutron in
tera com 0 cristal e & espalhado sem perder energia, ainda
que o0 cristal esteja a zero grans, o gue e imposs:fvel do ponto de
vista classico. Isto porque, na colisao de duas partfculas clég

slcas, a partfcula que sofre o impacto leva parte da energla.

Vejamos primeiramente como o calculo quﬁntico nos leva a u-

ma probabilidade finita de que ocorra este processo.

A amplitude de probabilidade, como vimos, para um cristal =

0%k, ¢ v~
i il
AY 5?0 e @ ¥; d“"q
i
masg, i;:a* ..I.;.
. 41— 13-253“@

b, e h 93 a Vg ~ _4£ e " Y a3Nq

| 12&\_._’_.._ _ |
=J Yp(Qy) 2 (Q) T e (‘" 3"‘)% ¥olQy) %o(Q5)...49,4Q,. . .dQ
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onde as ¥, (Q) 820 gaussianas, dado gue todos os osciladores se
encontram no estado fundamental. Logo, podemos separar em um
produto de integrais : |

['«PO(Q) e g (g) a@> o 4¢

de modo gque a primeira integral A fica da forma

(B . ( ki AN LB g0
A=Y e B I TTe ' 2 — =Y e N Jg
3 oL howy j J

que 6, svidentemente, diferente de zero. Vejamos o significado

Por um teorema fundamental da mecanica quantica, o valor
medio quéntico para a energla pefdida pelo héutron ao interagir
com o cristal, deve coincidir com o classico. Sem embargo, 0
n;utron s0 pode perder energla o suficiénte para criar um fonon
@ ocorre que a energia media perdida pelo neutrom & menor que 8
energla do fonon excitado. K nécessério entgo, fue ¢ccorram pro -
cessos nos quals o neutron nao perca energlia para que a energia
modia quantiea coincida com a elassica. (Ver figura 63).

nodl

pleo corresp. Spico® slistico

ﬁa 2, Fanon

11 . .
fj"%vlfhn
R
- A | A .
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fste processo pode-se interpretar como se o neutron inte-
ragisse com o clrstal inteliro. Isto e exatamenté o mesmo.  que
ocorre no decaimento v de um nicleo no efeito Mossbauer, onde
o nucleo se comporta, sob éertas circunstahcias, como se tiveg
s¢ massa infinita. O coeficiente S e justamente 6'dﬁe da a am
plitude de probabllidade que © decaimento do nucleo ge produza

sem recuo.
‘? ]

—d

E}

L0CALIZAGKO Dos FONONS
Estamos considerando os £onons como npart{culas™ & gté a=-
gora temos podido atribuir 1hos energia e 1mpulso. Ve jamos a~-

gora se e poss{vel atribuir uma 1ocalizaqao espacial para eles,

bem como uma velocidade, e em que medida.

Para isto anallzaremos como se pode descrever uma pertur- .
baqao localizada no cristal. A mécanica.ondulatéria nos forng '
ce uma meneira de fazer 1sto; com efeito, se superpomos adequa
damente modos cujos vetores de onda se encontranm contidos  em’
um pequenc intervalo, podemos construir um pacote de modos lo-
calizados no espago. Este pacote pode ser interpretado comoum

tonon de energla e vetor de onda nao bem definidos.

Sao resultados bem conhecidos da mec&nica ondulatoria que
quanto maior a locallzagao do pacote, malor é o intervalo de

vetores de onda nacessario para construf—lo, como consequen-
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cla, pior a definigao de sua energia.

Cada um dos modos que constituem o pacote evolul no tempo
de uma maneira distinta, pésto que K e portanto w dlferem 11~
gelramente. Isto traz como_consequéncia,-como veremos em se-
gulda, que o pacote de ondas ge desloca como um todo, com cer-

ta velocidade._

Vemos entao, que desta maneira e possfvel que existam em
um cristal fonons harcialmante localizados, que se transladam
com certa velocidade, mas que nao tem energla exatamente defi-

" nida.

Estudaremos como & o problema geral da propagaqio de um
pacote de ondas em uma dimenszo. ngndo a posiqgo de uma par-
t{cula livre se conhece aproximadamente, esta nao pode ser deg

cerita simplesmente por uma onda plana Oi[KZ-m(K)t].

Em t=0, a fungao que descreve tal partfcula pode ser es-

erita como
| £(z )oiK2
1K

onde £(2) nos limita espacialmente a fungao e~ * que se exten-

de desde ~00 a ™. -t (z)le' a curva _ind-icada na flgura 64.
Il ' |

£(z)

Ny

AT
- "~ ‘Re f(z)e*h2
FIG. 64
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Se desenvolvemos f£(Zz) e_m-se;rie de Fourier: (deveriémos- es="
crever integral de Fourler, mas para pensar mais faciglm_‘_ente, u
samos serie de Fourier), podemos escrever .

£(zY =2 2y elkz

-k
ou seja

£(z)eikZ = T 8y e‘_ﬂ"'z o1Kz
k- e
Trataremos o caso em que kK« K ‘que ¢ o que nos interessa

porque se trata de um pacote de energia mals ou menos definida.

A (45) esta escrita para t=0. Em funqa.o do tep:po, 0 que

se tem e uma superposigao de ondas pla.nas

Z “k ei[(K-l- k)2 - WRaKt]

.15 que cada componente em sl e uma onda ‘plana.

wK-!-k varia no somatorio pdrqhe varla k;.mag como neste ca-
80 kKK esta variaggo sera pequena e poderemos desenvolver em

serie de Taylor a funggo'w. e-ficarmos com o termo linear. As-

sim teremos: .
1[(R0)Z -0t ~kwpt ]
a ¢ .

=M

a ol OxY)  L(Kzwgt)

)
= M

= f£(z=- &JKt) e

Isto nos indica que quando ¢ tempo transcorre, a curva da



107

figura 65 se desloca para a direita com velobidadecﬁﬁ.

- FIG. 65

Por outro lado, as superffcies de fase constante movem-se con
velocidadeth/K. A velocidade do pacote chama-se velocldadede
grupo, enquanto a velocldade da superffcie de fase constantede

nomina~-gse velocidade de fase.

g %k
Verupo = 4K Vease = X

K

Ho caso tridimensional e un vetor 8 a velocidade de gru

po segundo Z» por exemplo, esta dada por

aw.K

v
&% 2K,
e em geral, pela derlvada em uma diregé'o-gb qualque;,_;ﬁ'aavewi
locidade de grﬁpo que se iﬁterpreta,como velocidadetdo fanon._
No caso particular em que w= CK, ondezg_é uma constante,o0 que

» i
e certo para |K| pequeno, temos
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isto e y & velocidade de grupo coincide com a de fase.

Prosseguiremos agora com o estudo dos térmos restantes do
Hamiltoniano. Quando calenlamos os modos de oscilagao de  um
erigtal desprezamos todos os termos de ordem major que 2 do Ha
miltoniano. Estudaremos agora os efeitos a gue tals termos dao

lugar, quando sao considerados ate tercelra ordem em Qe

Vimos gque o Hamiltoniano tinha a forma

av
H=E.C. +V(eq.)+z qi + > qiqdcij+: qiqjqk rijk
i .

991 'eq. 13

+2 qiqjqkqi Ai;]k!,
1kt
sendo nulo o segundo termo do potencial porque estamos calculap
do na posicao de equil:fbrio. E convenlente escrever o Hamilto-
- nianc na forma

- (3) (4)
H - Hose. Y Hing * Hing + »--

onde H c. representa (o] tgrmo Jé-estndado, ou seja, a parte pu~-
ramente harmonica e Hiﬁé o termo de terceira ordem E : qiqjqkr' 13k?

Hggg o de quarta ordem : 394%9 Aijk!.’ etc.

A forma (46) de escrever e ntil quando os efeitos produzi-
dos por Hint sao muito pequenos comparados com os produzidos por
Hosc' Nestes casos podemos usar a teoria de perturbagé'es, a qual

nos conduz, em geral, a integrals do tipo

Jq’; Hint ¥y 44
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onde S"H e ?N sao auto-fungoes -.de'Hosc.}z.' Isto significa que deve
mos calcular as constantes [;jk’ 0 que ¢ mnito diffcil, na pra-
tica, pois ja as constantes . Cij 880 dirfceis de computar. Mas,
mesmo assim necessitamos das [‘11k ge deselarmos uma aproxima~

¢ao de terceira ordem.

No entanto, para se ter uma ideia geral dos fenomenos que
ocorrem nesta_aproximagio} nao necessitamos explicitamente das-
tes valores. Conm efeito, mostraremos que H(Zg descreve as in-
teragoes entre tres fonons (o termo de quarta ordem, entre qua-
tro fonons ete.) e que o "iwpulso” se conserva em tals intera~-
¢oes., Esta conservacao se faz a menos de um vetor da rede re-

efproca.

Para mostrar que o impulso se conserva e necessario que se
suponha o cristal como uniforme e que as constantes [‘1Jk S0 de

pendam das distancias entre os atomos que descrevem. (Ver figu-

ra 66).

~ - 2 b

Como as fungoes ¥ sao © 0 H o o &
racilmente expressavels em -

. , 1. $ 9 o “ z
fungao dos Q, convem ex-~ ° o © ° °
pressar H(3) tambem em tez o " " © y "

0 o} (o} o 0 ®
nos desta variaveis, para
efeito de caleulo das in- 4 8 & L a c.4
tegrals do tipo (47). . :
: ‘T;,s,s *Tes, 20,18

Ja sabemos que :=?FIG 66

=-Z:__A1“.- Q“ o
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10803 substituindo em H(B), tem=se -:coecyenin ?;;

A1 s

(3) h
H ZQ Q QZA I'
int ~ & il A0 Ak-r 15k .

e chamando

as novas constantes, Hgi%- r%gg; finalmente

Fazendo o ca’lculo-.explicitamente’ y encontra-se que as cong
tantes sao nulas, a menos que os impulsos dos fonons, cujas in-

teragoes representam, satisfagam as relagoes

E:t""_lfp:_fv"'f 2
—- = — -
K+ ¥, =K, + T
— = — —
K+ K, =K +L
— — — —
K+Kg=K, =1L

Com efelto, gquando escrevemos

4 Z A Q ‘E ol Kq.Ri Qa.': |
entende-gse que qq ® e a parte real desta axpressao. Enqixant‘.o as
equaqé'es forem llneares nao e preciso t'ornar‘ 1sto explfcito,
bastando tomar a parte real 4o resultado, n;'_it‘s'quaﬁd'"d nao ﬁﬁis ‘o
forem, este procedimento r_z&’o e correto porque as 'eqﬁagaes misty

ram as partes reais e imgginirias das variaveis. Faz-se entav

necessario separar a parte real dfag -varia{veis antes de introdu-
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z{-las na equagao.

F Fd .
Como este e 0 nosso caso, escrevemos

i R
qi=HOZB KU 1Qc¢,

Substituindo na expressac de 4 tem-se:

1E§R1 ~-1K . R iKﬁﬂj*.e-ikbR 1Kj Bk+,e-1K§Rk

® +e .
Tupr = o0 a _ [(rsr ij)

1k a2 2 2

Os produtos das exponencials nps,darﬁb olto tsrmos, um dos quais

e’ o . —

1k
Como [‘ so depende de Ri"'Rj e R, "Rk’ ou sejay da distancia re

1K, -

R, Ry
| - . .["(ni, Rj,d_nk)

o |

»
lativa dos atomos, convem escrever:

1(K+K+ )-R, 1( )K’ 1( -R)
S i "5 Ry 1(RyoRy By

13k

F '[33‘31 sy -y |
Se efetuamos a mudanga de varidvels
5y =Ry N Ty = Ry-Ry A =R~y

e somamos em ﬁ} e f;, restara uma constante que nao depende de
ﬁ; por um somatorio em i, ou sein, ' '

1K +K,+K.) R,
C z 8 Ku’ R S |
1

”, ) ) »
Mas como ja vimos anteriormente, esta soma e nula a menos que

K +Ky+K,=T
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Procedendo de manelira aniloga. com os termos restantes, obtemos

as 8 condigSes correspondentes

+ K 2K +K =T

das quais samente as combinagaes acima mencionadas, sao indepen

dentes.

Para ver explicitamente que ate tercelira ordem interagem 3
penas tres fanons, considersmos © termo da integral (47), como

o (3, 5, 7)!

* ¥ . )
| ‘ i (48)

onde ¥= ¥p,(Q;) W.Z(qz_)... e o estado final do sistema e Y=

= ‘Pn (Ql) Py (Qz)..., o inicial. Como Hose. representa um cop
1 2 . - -

junto de osciladores nao acoplados, suas auto-fungoes sao gim-

plesmente o produto das fungGes de onda de cada oscilador no

nivel de energla que tem, e gue nos representamos por Yn onde
- 1

n, e o nfvel de energla em que se acha © oscilador.

E bem conhecido que © operador posino 80 tem elementosde
matriz diferentes de zero entre auto fungoes do Hamiltoniano,
ge estes correspondem a nfvelis de energlia que diferem em hwi.

Entaoc, se escrevemos (48) como produto de integrals, teremos

* [ * * ’
V357 J“’nl(ql’ o, (049 [y ()%, (Qp)aQ, 19-3(“3.”3"’:13( % )a85. .

-~

. -

o

e isto sera diferente de zero se n1=' By nzﬁma, ees @tc.,y @
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se as fungoes de onda que correspondem a Qg, Q% & Q) sao tais

que m; -ns=+1;

By ~ D =*1 vy B = N, =4+ 1.

ou seja, que os osclladores 3,5 € 7 no estado final se encontram
em um nivel mails alto ou mals baixo em hw, ou ainda, que se crig
ram ou destruiram tres f3nons (pode criar-se um e destruir-se

dois, ou destruirem-se os tres, etec.). Os demais aneisaricam;g

nalterados.

Em primeira ordem de perturbaQOes, os diagramas de procesos

possfveis sao os da figura 67:

A

FIG. 67

Isto significa que o Hamiltoniano ate terceira ordem, nao
nos permite considerar o espalhamenfo de dois fanons, que se

mostra na figura 68 ?

ﬁéte, com efeito, nao. Mas, nds permite

- calcular o espalhamento com estados Interme~ "” Y S

diarios, ou seja, considerando perturbagoesde
segunda ordem em Higg. Neste caso, _1ntervem

nos ecalculos, o termo - ' | FI1G. 68
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<r|H1nt|n> <n|ﬂint l 1>

Ep -~ Ei

que corresponde ao diagrama da flgura 69.

No entanto, se cal
culamos Qsta processo,é
necessario que tambem
se calcule o processo
~da figura 68, que da 1y |
gar ao tSrmo de ordem _q4 ‘ FIG. 69
do Hamiltoniano e soma-los. Kstes sao da mesma ordem porque,
ainda que os coeficientes de H&ﬁ% sa jam menores que 0s [;Jk’

no cilculo do diagrama de (68), os [ aparecem ao quadrado.

Vimos que © térgo de terceira ordem descreve processos em
que intervem tres fonons e satisfaz a uma lei de conservagaods
"impulso® da forma

R+E=KK+L
onde i?é um vetor da rede rocfproca. Aquales pProcessos em que

- .
L # 0 denominam-se de "unklapp".

Um fenomeno f{sico em que estes processo desenpsnham um
papel saliente é 0 da condutibilidade termica. Com efeito, cop
sideremos um cristal grande que se faz aquecer em um ponto; neg
te lugar se produzen r3nons, e se o0 impulso se conservasse sem
unklapp, ainda que houvesse 1nteraq§o entre os ranons, a ener=-
gla se propagaria ao longo do cristal sem dirusio, isto porque,

as interagoes nao poderiam modificar a direcao inicial do impul



115

30, mas tao somente redistribuir a energla entre diferentes fa—

nons.

Os processos de unklapp acarretam uma distribuigao aleato-

ria de momentos que ¢ caracterfstica dos processos de difusao.

EXPANSEO TERMICA

Anslisaremos o problema para o ClNa, e depois generaliza-

remos, de certa forma, a maneira de calcular.

Se o potenclal fosse puramente harmonico, o eristal nao se
dilataria com a temperatura, jé que o deslocamento medio seria

nulo. (Ver figura 70).
Y

I'.-Nu

FIG. 70

Consideremos um potencial mais ajustado ; realidade, como

o da figura 71.

Temos duas maneiras de calcular o coeficiente de espansé.'o.
Uma e considerar todas as farqas que intervem quando o cristal
esta a temperatura T e busecar o Ro que torne minima a energia to

tal. Outra forma e supsr um Ro dado e calcular a pressac gue se
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-
o
Yy

PIG. 71

deve exercer para qué se mantenha o volume constante ao variar

a temperatura.

0 problema aparece mals claro se temos em conta que a fa;
¢a nao e mais simétrica em torno da posicao de equilfbrio e en

tao o deslocamento nao e mals zero (Ver figura 72). Aparece a-

vy

]

"
ad
=l

"y
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gora um termo da forma_f,;;aq;tﬁq?-pa:n a targa; aumédia de-qa

-~ -~
nao e zero.

Pode~se estimar para um 80 oscllador . ......-... 3Q;121 £
B Y 1 ho hw
<-é-u2q2>.=:§<E_ s |-t
21 2 Jhw/kT 4

de modo que <q2>~(E> e entao para T grande, sera proporcional
aT.
A rarqa que se exerceria sobre uma superficile suposta den-

tro da rede, variaria como indica a figura 73.

Para valores grandes de T, e proporcional a T para valores
pequenos, no entanto,
nao se anula devido
ao movimenté do ponto

Zaro.,.

Na figura 74 eg-

te representada a dig

tancia 1nterat3h1ca,

en funqgo da tempera-~ I o T

tura. Fe. 7

Af{ R, e a distancia interatomica que faz mihima a ener-
gla potencial; no entanto, como a zero graus os atomos tem cerp
to movimento, a estabilidade se encontra minimizando a2 energia
potencial mals a energ;a.cinetica, ou sejla, a-energia total.

Chamaremos de Rl a distancia que torna a energia total mfnima,
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e esta devers tender a R, quando T tende a Zero.

Para moleculas mais complicadas, pode~se ter outro éiﬁo.
de forgas que dependem da temperatura. Por exemplo, a baixas
temperaturas, o ordenamento de spins pode dar lugar a uma f3g
ga adicional de tipo magnéticq, que e malor que aquela que'se

tem a altas temperaturas, quando os spins se dispoe ao azar.

'Pl“

FPIG. 74

Estundaremos agora uma maneira mals geral de enconirar a

farqa media sobre uma suparf{ciq.

Suponhamos que conhecemos o operador que a fepresenfa;.i
por exemplo OV/3X onde X e uma diregao normal a superricie,n.
ou 2 ™ "';_ se ha forgas magneticas devido aos spins. Conheci-
do o operador f, o valor medio da rerqa esta dado, para o aig‘

tema no estado p, por:

A A

¥ : T o '
[en 7400 = <aleln>
Mas; o que realmente conhecemos nac e o estado em QHe se en- :

contra, mas a temperatura do sistema. Para calcular a media
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da forga para a temperatura T usamos a formula gue nos da  a

probabilidade de ﬁchar o sistema no estado In) ,‘quando a tep

. E
peratura e T L - Eq
T
noq
com - . =
Q=Y e kT
n
- E
Teremos entao: - E%'
e
=% <nltln) p, =) <n|t|n
oo TR w ’ 3

Esta formula, ainda que airfcil de calcﬁiﬁr;“tem multo va
lor por se tratar de uma formula exata, qualquer que seja o
operador £, nao necess;riamente fafqa.‘ ﬁ particnlarmente =
til para certos operadores quando entao, simplifica-se bastap

te.
Por exemplo, a energila media deEum sistema esta dada por:
) BN
H=u=3%8 o X /q
n
n
onde E. =(n|H{n) e a media da energia no estado |n) .

Suponhamos agora que se conhece Q, a fungao de partigao.

Da{ se tem, derivando em relacaoc a T

B :
E n |
n - 1 aQ
— =3 —e ¥ U U=prf- — (49) —
n oy - ReTe S

Em particular para o oscilador, temos
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B e o ) - "ch%
-8B O (o) -3 - e
Q=S e kT=Ze kT o o kT:e kT _
n n=0 n=0 -_'%f
l-e
- hw
(1. o-ho/kTy P9 cha/kT | -ho/2KT b T kT
BQ - 2 & e 2 a
-_— = 2ZKT KT’
oT : 2
2(1 ~ e ~W/ET)
kKT™ = = —— . + hw
oT 2 =hw/kT 2
l-e (L_e"hw/kT)
— 3_,1: = —— 4+ hw
Q 2
1 - ¢~ hWKT
.hcn hw
= — 4+

2 kT _4

resultado por nos ja conhecido.

Voltando a (49), podemos escrever tambem:

Isto se pode escrever de outra forma, se definimos o que se
chama de "energia livre™:
F y
e kI =Q(T) =) e kT
- n
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Entao:

F aF
U= kTZ T aT+ P
" xr a1 -

Existe um case em que. conhsciﬂa 2 energia 1ivre F, pode-se cal

cular o valor medio de-f. : L

Suponhamos , entretanto, primeiramanta, 0 ¢aso em que par-
te da enengla provem de um campo magnetico externo._ﬁggtp;cgap,
o Hamiltoniano, ate primeira ordem no campo externo, tcm_a for

ma: S _

N H=H gém .campo + g -p

onde ' é o operador de momento magnetico. Queremos calcular
(J?). Para simplificar consideremos o campo samenteﬁQQ- dire-

cao z. o R ;
‘H = + T
H=H v By op,
Logo, como Ja vimos '_nggi 5

(Pey = L Calpylny o Rl

Mas, neste caso pesulta que : S e
<nlpzln> <n e >

e se pode ver que

- n> = e s "' P LR e
B, o B, PN
Com efeito, se supomos variar unﬁpgrgg,tro de H, se tera: Ht =

= H+ AH

Callny = Calnl + Clstin
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de onde .
E =B, +nldEln) .. E, - E =<nlpH|n)
e, finalmente, se o parametro varlado e B, na -quantidade ABz-
E

[}
n "B AEH
e = v n)

como se queria demonstrar.

Bntao resulta: 2B

(py) = z — . En/XT /Q

n aBz

Suponhamos que conhecemos a fungao de particao Q, em fun- -

gao de B,. Entao

E
2B
6Bz k!; 15181-325 :
logo '
: dQ/dBg 3 ¥ IF
<pz>=-kr S e e
_ Q 8Bz kT 333 ,

Em geral, se ha um parametro o no Hamiltonisno, resulta que

<’aH JF
32/ "

fiste ¢ o caso da pressgo. Com efeito, esta e a medida dos es-
f?i§os sobre a superrfcie L paramatre que a multiplica no Ha
mtltoniano e o volume do sistema. De mode que, como antes, se

tem aEn

ST
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2B

n =& _/kT:
n
- Q
(p)=-1 5 /
oF
p:-——
v

1sto, entendido a temperatura constante.

RGIA L DE UM CRISTAL

Vimos que a estrutura que adota um cristal a 0°K & a que
faz minina a'energia.iﬁterna U. Quando nao esta a esta tempe-
ratura, a estrutura que o mesmo adota, e a que torna minimas a
energla livre:

F=U-«~g8P

Em Mecanica Estatfstica, a energlia livre se define como
E
o~ FF = Z:QTP n
n

onde (3= 1/kT. K evidente que F é mito diffcil de éﬁlcular; a
menos que se trate de situaqaes muito i1deals, para as quais ss
Ja possfvel conhacer todos os En’ Por outro ladoy a forma do
Hamiltoniano e bem conhecida e isto nos pode servir para calcy

lar a energia livre.

Ve jamos qual a relagao eritre o Hamiltoniano e a energia

livre. A equagao que nos da os niveis de;ennrgialé

Hy =E ¥
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ou, usando a notagao de Dirac

Hln) = Enln>

Daf y aplicando duas vezes o Hamiltoniano

= - - e
Ry, =BEY,) = HE ¥, =E ¢,
e em geral
-
Hny'n"]?'ng’r.u

A expressao e PE 5o define como
e-ﬁH = 1"',’3H +%pz Hz - e
e entao, aplicando a (80) a cada termo, se tem
E .
e'ﬁHln) = G.P nln>
Agora, aplicando {n| pela esquerda

{nle~PE |n) =.(n|e- PEnIn)

ou de outra forma

~ BE
J'q’;e' pnq/ndq

E
e-‘3 n J@; ¥ dq

{n|e~FH| n)

Como os estados ¥ sao0 ortonormais, fica, finalmente
(nle-PH|n> = o PEn

Pela definigao de F

o FF §§_<nle;ﬁﬂlﬁ> |
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Se deflnimos uma matriz Py que chamamos de matriz densidade,
na forn_a . L H. .o T

pry = <ale™HI3) |
onde {1> e |J) sao auto estados do Hamiltoniano, é imediato

que

e'ﬁf = §<n|;"Pﬁ|n> =Tp

0 fato de termos podidd"sscrever a expressao e'ﬁF como 0 tra-
¢o de uma matriz & Interessante porque ¢ bem conhecido o fato
de que 0 trago de uma matriz nao depende da base de anto-veto
res na qual e representada, se hia uma transformacao unitaria
que liga as bases. No entanto, isto nao adianta muito = por=-
que nao conhecemos uﬁa base exata na qual se possa calcular

Trp.

Suponhamos agora que calculamos F com alguma base préxi-
ma das bases exatas. Pode-se mostrar que a energia livre, cal
culada desta forma, e no mi{nimo igual a energia real, Esta pro
priedade do caleulo da energla livre nos permite ajustar panﬁ
metros de auto~estados aproximadog, de tal forma que facam mi

nima a energia livre, e portanto, se aproximem mals da reali-

dade.

MOVIMENTO DE ELETRONS

A

Até agora temos considerado propriedades dos eristals

que'éé dependem dos fons e de seus movimentos na rgda erista=~
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linaj no entanto, ha propriedades muito importantes dos eriz=-
tals, que dependem dos elétrons atamicos, como & o caso das

condutibilidades, termica e elétrica.

Um atomo na rede cristalina pode encontrar-se excitado ou
jonizado; a excitagao ou os eletrons (caso esteja ionizado) po
dem intercamblar-se entre os distintos atomos. ﬁstes proces-
sos introduzem uma modificagao no comﬁortamanto dos eletrons
atamicos, dentro de um cristal, comparado c¢om o que tém em um

étomo isolado.

Como exemplo, consideremos o caso da excitacao de um_alé
tron atomico; para simplicidade consideremos um cristai'unid;

mensional, como mostra a figura 75.

A _. :
P Fam. Y ) £ =
B ,
£ F F e VY Faa Y =
© o—0——5 © o——0 o t=bt
. P
N N F o Fan £ ¥ £ =

FIG. 75
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Suponhamos que a gxcitaqio esteja no atomo Ay com a ener
gia AE sabrg o nfvel fundamentalj alternativamente, poderia
estar em B ou Fy etc., mas tambem com a mesma eangia} ou se=~
Ja, se observdssemos esta exéitagio particular verfamos somep
te uma linha com energis AE correspondente a qualquér atomo da
rede. Mas, 1sto ﬁﬁo ocorre pela seguinte razaos consideremos
a evoluqao no tempo dg excitagio de um atomo gualquer da rgde,

esta nao pociefrséf ser da forma _e* ou seja, - i‘ d, =OE a,
porque agora o étomb pertencé a uma,:éae e havera uma probabli
lidade por unidade de tempo de qué a éicitagé’o se translade pa
ra outro itomo, ou de que_eic;taQSES'de outros atomos venham

- -~

para aquele.

A dependéncia temporal da amplitude de probabilidade de
transicao, para o atomo 64 por exemplo, esta descrita pela e~
quacao temporal de Schrodinger

-h A -
Em geral, A e negativo. '

0 primeiro termo representa & evoluqao do atomo isolado;
. 08 outros representam a probabilidade de intercambio da exci-
tagEo do atomo 6 com os seus vizinhos. Nao vamos ealcular ag
tes coeficientes, mas apenas dizer que a, ¢ a amplitude de pro

babilidade de encontrar a excitagac no atomo n.

Tendo em conta a simetria do eristal, e evidente que umz

eqnang aniloga pode ser escrita para qualquer étomo, com 0s
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mesmos coeficlentes:

Vejamos agora se e possfvel encentrar wma golucao de e-
nergia definida, ou seja, uma soluqio que evolua no tempo na
forma -k ET
e M Y(x)

Se substituimos esta fungao em (51), obtemos:

~der

a(t)=e »  Pn

com
€b, =E by + A b, 5 +Abpy, (82)
onde .80 consideramos os primeiros vizinhos.

Vemos, entao, que a (52) tem a mesma forma da equagao que
se obteve no estudo dos modos de oscilagao de um eristal; da{
se poder aplicar aqul toda a ﬁatemiticadssenvolvidd'15. En-
salando |

- iKna
bn =0 e

CrolEna . cpelkna 4 ;4 ¢ JiE(n-1)a . 4 JiK(n+lda
ou seja

*

E=E + 24 cos Ka

- Notemos, novamente, a semelhanga das aquaqaes obtidas neg
t8 e naquele caso. Fazendo um grafico de £ em fungao de K,

obtém-se o que se ve na figura 76.

~ Obtemos assim, um novo resultado: devido a existencia da
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A€

o

e M ———=———————~—— |

Ol

FIG. 76

réﬂe,'o que antes era um unico nivel de energia E se desdobra

em um espectro discreto de niveis, se o eristal e finito.

Para o limite inferior da banda, ou seja, quando a ener-
gla de excitagao e pequena, podemos fazer um desenvolvimento

em séfie, em K, e obtemos

L}

a2

E=E - (-24) {1 = =
2

| . 2
= E - (=2A) + & (-zA)'Q;

onde, em geral, A & negativo.

Se existisse uma partfcﬁlﬁ no interior da banda, sua " e-

nergia poderia ser escrita haKZ/Zm; entao, uma energia de ex-

En de exci



2 citagao no fundo da banda equivale a uma partfcula de impulso
E‘E e massa m © hz/a -ZA); a esta “partfcula", as vezes se chg
. ma de EXCITON, '

; Uma teoria analoga a que desenvolvemos para excitagoes,
S?bode ser feita para eletrons e falta de eletrons ou "buracos".
f Existem neste caso bandas de energia semelhantes as descritas
E para excitons, '

A generalizagao do que foi dito, para o caso tridimensip

» - ~
nal, e semelhante a que se fez no caso dos fonons.

3 Com a teoria de bandas de energla pars os eletrons nos
k.. - ,
: sélidOS, e possfvel explicar facilmente, pelo menos do ponto

E;da vista qualitativo, a conduﬁibilidade glétrica.

?l De acOrdo com esta teorla, os materiais condutores sao

ﬁ aquelas que tem bandas de condugao parclalmente- ocupadas, e

w

- .que geralmente, ainda a temperaturas muito balxassy tem  seus
g eletrons com energia cinetica suficiente para permanecerem 13
: vres. Em contraste, os semicondutores tem todas suas ‘bandas
; de condugﬁo completamente vazias, mas suas bandas proibidas

3
:

sao suficientemente pequenas para permnitir, E temperatura am
biente, transigoes que povoam as bandas de condugao parcial-
- mente, permitindo assim a condugao eletrica. ¥No ¢aso dos 1~
-~ solantes, também as bandas de condu¢ao estao despovoadas, mas
Ca banda proibida e de uma energia multo maler que kT, a tem~
- peratura ambiente; portanto, ainda a temperaturas mmito altas,

: nao conduzem eletricidade. _
g x ® ok
i



