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No trabalho seguinte procuramos apresentar um tratamento de
dados experimentais capaz de ser adotado na analise de experién-
clas correntes de um curso de formagao de fi{sica. Hle nasceu e
se modificou no decorrer dos cursos praticos que vém sendo reali-
zados nos Laboratorios Didaticos do Centro Brasileiro de Pesqui-
sas Fislcas.

0 trabalho esta dividido em duas partes dlstintas: na pri-
meira (que envolve os capftulos Ie II) sao apresentadas, sem jug
tificacao, as indicagoes praticas basicas para & analise de dados
experimentals e estimativa de errOB, na segunda (capftulcs III, ™
e V) e felta a justificativa teorica dos resultados da primeira
parte. Referencias eruzadas permitem relacionar as duas seqoes.

A divisac adotada justifica-se pela necessidade de introdu-
zir o tratamento de resultados experimentais désde o infelo do
curso de fisica quando, em geral, o estudante naoc tem conhecimen-
tos suficlentes de analise para aborda-1o tearicamente. Com a di
visao felta, o estudante pode familiarizar-se, razoavelmente, com
0s princfpics gerals de teoria de erros e, logo gue possfvel, es-
tuda~la POT processos analfticos de estatistica.

Na parte teorica_foi adotado o tratamento probabilfstico u-
sual em estatistica. Tendo em vista o0 objetivo limitado a que se
propoe o trabalho, o material escolhido foi fortemente restringl-
do, constituindo, no seu todo, apenas uma introducdo a estatfsti-
ca. As referéncias bibliograficas permitirdo, facilmente, amplia
-la e aprofundé-la.

Acreditamos e tem sido esta a experiéncia observada que o}
<rabalho possa se constitulr em um elemento de referéncia util pa
ra experiencias de laboratorio em cursos de formagao.

Horacio Macedo



capfroro 1

ESTIMATIVAS DE MEDIDAS DIRETAS

l.1 - Valor Repre ta o3 Nf de Co a

A analise dos, resultados quantitativos de uma expe
riencia envolve duas operagoes: a primeira ¢ a de determinar o}
valor representativo da grandeza observadaj a segunda e a de asso=
clar a este valor um intervalo de variagao ou flutuacao ao qual se

pode atribuir um nivel probabilfstico de confianga.

0 valor representativo da grandeza medida é um va-
lor deduzido univocamente do conjunto de resultados experimentaise
adotado, segundo um criterio pre-eqtabelecido, como © melhor resul

tado da medida (ver 3.5).

O intervalo de varlagac que se assocla so  valor
representativo é, também, deduzido univocamente das medldas experi
mentais e constitul, com determinada razoabilidade, o dom{nio dos
valores representativos. A esperanga de que este intervalo seja
realmente tal dominio € expressa, geralmente, em probabilidade de
que 0s valores da grandeza-medida estejam dentro do conjunto assim
fixado. BEsta probabilidade e o nivel de confianca associado a mew

" dida e ao dominio de variacao (ver 4.5).

Exemplo 1.1 ~ A carga do eletron e igual a
(1,602 + 0,0005) x 10719 coulomb com um nfvel de confianga da or-
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dem de 70%. O resultado 1,602 x 10717 coulombd constitui o valor
representativo da medida. O seu domfnio de flutuagao e o interva-
lo (1,6015 x 10'19, 1,6025 x 10712y & o nfvel ae confianca indica

que uma medida da carga do eletron - realizada em cdndigSes exper]l
mentals anélogas ou melhores gque as que levaram ao resultado espe-
cificado ~ tem uma probabilidade de 70% de estar compreendida nes-
te Intervalo.

Para analisar os resultados de uma experléncia e
necessario, portanto: fixar um criterio para escolher o valor - re=
presentativo; fixar um eriterio para determinar o seu dominio de
flutuagao; estabelecer o nfvel de conflanca atribufvel a tal domi-

nio.

Quando a grandeza r{sica e determinada com n alga-
rismos significativos e com grande nivel de confianga o yalor exsg-
to da grandeza e dado pelo conjunto dos (n-1) primeiros algarismos
slgnificativos. No exemplo anterior o valor exato da carga do elé
tron & dado por 1,602 x 10737 coulomb uma vez que a flutuagao assg
clada a medida sé aleanga o quinto algarismo e o nfvel de confian-

¢a J, relativamente, elevado.

Ao resultado de uma experiéncia so pode ser atriby
ido o carater\de valor exato quando as condigOes experimentais de
sua determinagao forem extremamente boas. £ necessario que as va-
riavels do sistema utilizaGO'tenhah sido minuciosamente controladas
permitindo a obtengao de 11m1tes.de flutuagao muito pequenos na mg
dida. i preciso, também,'que a possibilidade de defeiltos intrinsl

cos nos instrumentos e métodos adotados tenha sido muito reduzida



(ver 1.3).

» ”

1.2 ~ Medis Apitmetigs
O problema mals geral para estimar o valor represep

tativo de uma grandeza medida experimentalmente (comumente denoming

do yalor da grandeza ou regultado da experiéncia) e o seguinte:

Uma grandeza e medida, nas mesmas condigdes fisicas,
um numers n de vezes. Os valores constituem o conjunto xi(i =

=1y 2y «ve n)s Qual o valor representativo da grandeza 7

Uma estimativa muito utilizada e cujo emprago é ba~
seado em razodes taéricas bastante aceitéveis (ver 4.4) e a média Qe

ritmética X do conjunto x4

n
T

x = (1.2.1)

a

Se existirem medidas repetidas a expressao a utili-

% n4%y

-»
zar sera:

-x- = (1-2.2)
'
ni
1
onde ny & o nimero de repetigoes da medida Xy
A media o uma estimativa simples de caleular e

constitui o valor mais provavel da grandeza para grande classe de

experiéncias que se aproxlmam sensivelmente da ggggzghgiggg_gg;gg;.

Gragas a 1sto e possfvel calcular, com relativa facilidade, o nivel



de confiamca associavel a media (ver 4.4).

Exemplo 2.1 - A medida dos tempos de queda de uma
esféra em um meio viscoso apresentou o seguilnte resultado, em se=
gundos:

358 335 337 336 353 3;5 3354 355 3,6 352
356 334 355 334 354 336 357 354 3,6 3,3

Com astes resultados e possfvel organizar a seguip
te tabela:

Tempo (seg) FrequSncia | myxy
Xy oy |
392 1 3’2
333 2 6’6
3’4 5 1?,0
345 5 17,5
3,6 5 18,0
347 2 7 34
Z =20 Z = 69,7
- 69,
X 5 == = 3,48 seg
20

A media e calculada com um algarismo significative a
mals que as medidas originais. Esta norma, com alguma-cautela, po-

de ser adotada sempra que se calcular uma média. O nimero de alga-~
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rismos slgnificativos que serao definitivamente conservados na me-
dia sera determinado, posteriormente, pelo intervalo de flutuagao

assoclado ao valor representativo. Adiante (ver 1.5), exemplfica-
remos o problema.

”»

1.2 - E Ocasio : og Sistematicos

Calculada & medla de um conjunto de medidas experi-
mentais e necessé&io, como jé apontamos, estimar os limites de seuy
intervalo de flutuagao. Expresso tedricamente, o problema  pode
ser formulado da seguinte maneira: dado um conjunto Xy como * estl-
mar, a partir de seus elementos, um parametro que megca a dispep
sao dos x, em torno da média ? Calculado Sste parimetro, como ava

liar o nivel de confianga atribufvel ac intervalo que ele fixa ?

Habitualmente as estimativas das medidas de dispersao
de um conjunto de dados experimentals sao denominadas estimativas
dos erros ocaslonalis da experigncia e medem a flutuaggo dos resul=-
tados da experiancia em torno do valor escolhido como representatj
vo. fBste e o valor em torno do qual tendem a se agrupar os dados
experimentals e funciona, pois, comé uma medida de tendéncia cen~

tral ou de localizagao das medidas (ver 3.5 & 3.6).

Além dos erros ocasionails e possfvel & existéncia de
outros efros que viciam o resultado experimental - sao os denomina
dos erros sistematicos. Decorrem de falhas do metodo experimental ,
dos aparelhos de medida etc. A analise destes erros s¢ pode ser
feita, concretamente, diante de cada dispositivo experimental espe
efirico.



Utilizaremos & denominagao de errg para indicar uma

medida de dlspersao dos resultados experimentais.

Uma medida experimental e qualificada de precisa se
os erros ocasionais a ela associados sao pequenos. A medida sera
acguradg se os erros sistemﬁticos forem pequenos. Uma boa medida
deve ser, simultﬁneamente, preclsa e acurada. Com estas 'caracte-
risticas o valor obtido ﬁa experigncia poderé ser um valor exato

da grandeza medlda.

Exepplo 3.1 - A medida da carga do eletron realiza-
da por Millikan levou ao valor e = (4,744 * 0,005) x 1071% y.e.c.
com elevado nivel de confianca. O resultado mostra que a medida
fol precisa pois o erro ocasional a ela associado é muitdb pequeno
(da ordem de 0,1% da grandeza medida). A experisncia, porém, naoc
fol acurada pols nao tomou em consideragao um erro sistematico prg
veniente de valor erroneo da viscosidade do ar. Nestas condiqaes
0 valor encontrado por Millikan para a carga elementar nao era exa
to. A eliminagao do erro sistematico permite encontrar, com 0s
mesmos dados experimentails de Millikan, uma estimativa igual a
(4,770 * 0,005} x 10710 y.e.c. constituindo, agora, medida exata

da grandeza e.

0 exemplo ilustra que o resultado experimental 80 de
ve ser analisado tendo em vista a situagao real da experiGnciaa
Sac estas que determimam, fundamentalmente, a significancia do re-~
sultado obtido, Por 1sso ¢ £also julgar o merito de tma experiéncia abs-
traindo-se das condigOes materiails em que fol realizada e avalian-

do=0, apenas, pela concordancia de seu resultado com valores pre-



vigtos teoricamente ou 35 determinados em outras experiancias.

Exenplo 3,2 - Uma medida da massa molecular do
cloroférmio, pelo metodo de Dumas, levou ao resultado 120, 0 va-
lor exato da massa molecular e 119,4. Qual a significancia 3o rew-

sultado experimental ?

Sendo pequena a diferenga entre o valor encontrado e
o tabelado (da ordem de 0,6) pode-ge afirmar que, aparentemente, a
experigncia foi acyrada. Nao e possfvel, poréﬁ, afirmar com grap
de certeza a acurdcla do metodo. B, o que & mais importante, nao
existem elementos para julgar a precisao da med;da. Seria falso
identificar o erro da medida com a diferenga 120-119,4 pols esta
diferenga pode, muito provavelmente, ser apenas fruto de uma .con-~
tingéncia ocasional. 8¢ a repetigao, ou a analise, da experiéncia
poderé fornecer informaqaes suficientes sobre a precisao do metodo

4
e garantir, com boa margem de seguranga, a sua acuracia.

l.4 - Medidas de Dispersac: Semi-amplitude

Una estimativa multo simples de erro € a de identif]
ca-1o a semi~amplituyde dog regultados experimentais, ou seja a se-
mi-diferenga entre o maior e o menor valor encontrado experimental
mente. Sendo comoda de calcular a semi-amplitude &, porem, insta-
vel, pois ¢ muito sensfvel a valores extremos das medidas que, em-
bora aparecendo raramente, podem surgir mesmo em um conjunto de ex
perigncias bem executadas. Alem disto e aiffeil estimar o nivel de
confianga associado a intervalos calculados com base na semi-amplj

tudae.
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Exemplo 4.1 - As medidas dos diametros de um conjup

to de esferas de Polameato foram as seguintes; en mil{metros:

34172 34172 35173 34171 34172 3,172
32173 3,172 3,172 3,172 34172 34172

A media do conjunto € 3,1721 mm e a semi-~amplitude

33173 = 3,171
2

0,001 mm

0 resultado da experiancia sera expresso como
(3,172 + 0,001) mm. Neste resultado final um algarismo da media
calculada fol abandonado pois o erro o de ordem superior aos deci-
mos milesimos. A estimativa de érro adotada, provavelmente, e
muito grande e se esta associando a meédia um intervalo muito amplo
para sua variagao. Pode-se admitir, com bastante razoabilidade,
que o nivel de conflanga deve ser elevado pols o intervalo e de am

plitude muito grande.

No exemplo anterior e visivel a instabilidade da se-
mi-amplitude. O resultado 3,171, que apareceu apenas uma vez € O
resultado 3,173, que apareceu duas vazesg sao os responséveis pela
avaliagac. Portanto, apenas um quarto dos dados fixou a estimati-
va feita que nao levou em conta a concentragao dos resultados em
torno da medla 3,172. Se o valor 3,171 nao tivesse surgido a semi
amplitude cairla de 0,001 para 0,0005 com uma redugdo de 50%  do
intervalo de flutuagao.

Os inconvenientes mencionados (dificuldade de estimg
tiva do nivel de confianga e instabilidade) tornsm a semi-amplitu-
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de uma medida de dispersdo nio muito vantajosa para uma analise
mais detlda e minucliosa dos dados experimentals. Adlante (ver
1.13) indicaremos um procedimento para utiliza-la com melhores re-

sultados.

1.6 - Medidas de Dispersao: Afastamento Absoluto Médio

Uma segunda estimativa de érro, melhor que a seml-am
plitude, e a de 1gual§-lo a media aritmética dos valores absolutos

dos afastamentos das medidas em relagao a médias
n —
Z |xi"x|
1

a = (loSol)
n

E uma estimativa simples e comoda . Tem o inconveni-
ente de nao permitir avaliagoes simples da confianca assoclada a

media quando o conjunto de medidas e pequenoc.

Exemplo 5.1 - No exemﬁlo 4.1 o afastamento absoluto
medio é:
1 x 0,0011 + 9 x 0,0001 + 2 x 0,0009
) 12 '

a = 0,0003 mm

e o resultado experimental sera expresso como (3,172l + 0,0003) mm.
Com esta estimativa e justificavel conservar o algarismo 1 da or-

dem dos decimos milésimos pois o érro influi somente nesta ordem

decimal.,.

Bste exemplo e o anterior ilustram o princfpio que

»
de ardar., ao e i regultado experimental todo e g0-

L

F Y
me Qg alga ordem de a g eTro e O



E claro que o nfvel de confianga associado ao inter-
valo calculado no exemplo 5.1 e menor que o associado ao interva-
le do exemplo 4.1. Esta informagao, porem, nac basta para decidir
a escolha entre um e outro. Se a confianca do intervalo do exem-
plo 4.1 nao £or muito maior que a do exemplo 5.1 ndo se justifica
-abandonar eate em favor daguele jois 0 que se ganha'em confianga

fica perdido em precisac.

De fato: a precisao de uma experilencia pode ser medi

da pelo chamado i:xg_;gla;;zg que e a razao (comumente expressa em.
percentagem) entre o erro estimado da experiencia e o valor da

grandeza. Quanto menor esta razac maior & preclsaoc da medida. No
exemplo 5.1 o erro relativo ¢ da ordem de 0,0003/3,171 = 0,01% en-
quanto no exemplo 4.1 o érro relativo e da ordem de 0,001/3,171 =
= 0,03% ou seja, tres vezes maior. Se exprimirmos, portanto, o re
sultado dé experiencia sob a forma (3,172 + 0,001L) mm estaremos u-
tilizando um alto nfvel de confianga mas a precisio do resultado e
pequena. Exprimindo-o sob a forma (34,1721 + 0,0003) mm estaremos
atilizando um nfvel de conflanca mencr que o anterior mas o resul-
tado e mais preclso. Na ausencla de outras informagoes nao & pos-
sfvel decidir entre as duas avaliagoes.

1.6 = Me de Dis : Desvio Padrao

A estimativa seguinte e a mals correntemente utilizg
da, uma vez que permite avaliagoes de niveis de conflanga com relg
tiva facilidade. Consiste em ldentificar o erroc a media quadréti-

ca dos afastamentos das medidas em relagao a média e e denominada



desylo padrag (ver 3.6 e 4.4):

- —
? (x = %)

O'x = T (106.1)

Para valores pequenos de n a estimativa a utilizar

para o desvio padraoc e (ver 4.3, 4.4):

n _2
1

(Tx = n-l (1-602)

‘ O desvio padrao assim calculado e uma medida de dis=
persgo do conjunto de valores das medidas efepuadas experimental-
mente. A cada medida, pols, fica associado um 1n£ervalo de flutug
¢80 fixado pelo desvio padrao. Se uma delas x; £or escolhida, ar-
bitrariamente, para exprimir o resultado da experigncia o interva-
lo de flutuagio seré_xi x Ty o Se se repetem as medi?as, poréﬁ, co

”

mo e o caso usual, o conjunto de valores obtidos e substituido pe-

“ »

la media aritmética. 20 oci me d didas se-

»

eno. e a oclada a cada medida. A estimativa do desvio pa

drao da medla e dada pela expressao (ver 4.3):

= —
1

o_ = (1.6.3)
n(n=-1)

Se o numero n de experiencias for grande o desvio pg
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drao da méﬁia poderé ser calculado pela expressao:

L

n
5 (x, -T2
1
o, = (1.6.4)
_ na.

Exemplo 6.1 - O desvio padrgo dos resultados expres

$08 no exemplo 4.1 o:

1x(11x1074)2 + 9x(1x10~4)2 + 2x(9x10™%)2
x 11 | B

o = 0,0003 mm

0 desvio padraoc da medla sera:

o, = = 00,0001 mm

Adotando a media como o valor representativo o resul
tado da experiéncia sera (3,1721 + 0,0001) mm. Adotando, arbitra-
riamente, uma das medidas como o valor representativo (3,1?2, por

exemplo) o resultado da experiencia sera (3,1720 + 0,0003) mm.

Fica bem clara neste exemplo a vantagem da adogao da
media como o valor mais representativo da medida. Ela nao s6 le-
va en conta a totalidade dos dados experimentals como seu interva-

lo de flutuagso é muito menor que o de uma medida isolada. No e-



15

xemplo anterior a adogaoc da media como o valor representativo au-

menta de tres vezes a precisao do resultado f£inal.

Esta comportamento da media aritmetica Justifica,
multo ponderavelmente, 0 procedimento de iteragac das medidas ex-

perimentais para aumentar a precisao dos resultados (ver 4.4),

1.7 =~ Egti a 8o Nivel de Confia em Grandes Amostr

Uma grande vantagem do desvio pédrgo como estimati-
va de erro esta na possibllidade de se calcular, para uma grap
de classe de experigncias cuja flutuaqio dos resultados se aproxi
ma da distribuig¢ao normal, o nivel de confianca assoclado a diver
sos intervales. Ha que considerar dois casos distintos: o numero

de medidas e grande (n > 20); o niumero de medidas e pequeno (n{20).

Quando n e gfande a seguinte tabela da os niveis de

conflan¢a assoclados a alguns intervalos notaveis (ver 4.1, 4.5);

-

Co ad Diverso ervalogs da D b o]

No didos em TOrno da Med
| Intervalo Nivel de Confianca (%)
X + 0,670 o 50,00
- X '
. x 1 0,842 o 60,00
- x
- x
X + 1,645 o 90,00
- x
- x
X + 2,000 o 95,45
- x
x * 3,000 o 99,73
x
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Ezenplo 7.1 - Um conjunto de 25 medldas da massa
aspec{fica de um lfquido tem como media o valor 0,875 g/cm3 e des~-
vio padréo 0,01 g/cm>. O resultado da experiéncia pode ser expreg
SO como: |

0,01

0,875 * g/em> = (0,875 + 0,002) g/em’

com uma confianca de 68,26%. Isto significa que existe a probabli-
1idade favoravel de cerca de 68 casos em 100 de que a repetigao das
25 medidas nas mesmas condigoes experimentals tenha uma media com-
preendida no intervalo (0,873, 0,877). 0Os resultados obtidos mog
tram que para cads nova medida existe a probabilidade favoravel de

£8,26% de que ela esteja no intervalo (0,875 - 0,01, 0,875 + 0,01).

Para aumentar a confianga no intervalo poderemos es-
colhe-1o malor, como por exemplo (0,875 + 3 x 0,002) g/cm3 =
= (0,878 + 0,006) g/cm3. A este intervalo a tabela mostra sstar

associada uma probabilidade favoravel da ordem de 99,7% .

A medida que aumenta o intervalo agsoclado a medla
cresce o seu nivel de confianca. Ao mesmo tempo diminul a precisao
do resultado, uma vez que # relaqio entre o erro estimado e o va-
lor representativo (o erro relativo) cresce. Na primeira estim@%;
va do exemplo anterior o erro relativo e da ordem de 0,23% enquan-

to na segunda & da ordem de 0,69%.

Bm algumas experiencias nio e possfvel estimar os nf
vels de conflanga associados as medidas. £ o que acontece quando

a experisncia, por tal ou qual razac, nao pode ser repetida um
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grande numero de vezes. Procura-se, entao, conferir ao resultado
um ragoavel limite de flutuagao na base dag caracteristicas con=
cretas dos instrumentos e métodos empregados. Sempre que possf—
vel, porém, e conveniente e recomendavel rTepetir as medidas de mo
do a obter uma estimativa mais ou menos segura do nivel de confian

Ga a ela associado.

Quando a estimative do nivel de confianga e possi~
vel & necessario escolher entre duas alternativas: ou trabdbalhar
com intervalos pequenos (correspondentes a erros relativos peque-
nos) mas com pequenc nivel de conflanga ou trabalhar com erros Te
lativos elevados mas com niveis de conf ianga elevados, A escdlha
entre as duas alternativas depende, exclusivamentes, do objetivo

que se tem em vista com a medida experimental.

E comum denominar o desvio padrao de erro medio gua-~
dratico. O intervalo que corresponde ao nivel de 50,004 ¢ denomi-
nado &rro provaval e tem igual probabilidade de ser e de nao ger
excedido em medidas posteriores. Para grgnde amostras o erro pro=-
vavel igual a 0,670 o .

x

1.8 - E . o Niv de Confi a Pe ostra

Para valores de n inferiores a 20 (&gte nimero fixa
apenas uma ordem de grandeza) e utilizada a seguinte tabela para

estimar os nfveis de confianca (ver 4.6):



Valores da Vggiégg; % Corregpondentes a Diferentes

Nive e Pro

a Re

de

Pa

; os Expe

e

Pequeno Co [}

Numero de Valores Nivel ade Conf ianga
Experimentais (n)
60% 90% 95%
2 1,376 6,314 | 12,706
3 1,061 | 2,920 | 4,303
4 0,978 2,353 35182
5 0,941 24132 2,776
6 0,920 2,015 24571
7 0,906 1,943 24447
8 0,896 | 1,895 | 2,365
9 0,889 | 1,860 | 2,306
10 0,883 1,833 24262
15 0,868 1,761 29145
20 ) 0,861 | 1,729 | 2,093

Os valores tabelados dao os fatores t pelos quais de-

ve ser multiplicado o desvio padrao 0 para se ter intervalos em
N +» x

torno da media com os nivels de confianga indicados na primeira 1ji

nha da tabela (ver 4.6).

Exemplo 8.) - No exemple 6.1 o desvio padraoc foi 1i-
gual a 0,0001 mm. Se se quizer exprimir o resultado da experiéncia

com um nfvel de confianca de 90% ele sera (341721 + 1,8 x 0,0001) mm.
Desejando-se um nivel de 95% o resultado sera (3,1721+ 2,2% 0,000 .
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1.9 - X 0 0 Desvio Padrao

E comum adotar o desvio padrio para medir a dispersao
das medidas experlmentais em torno da media. A confilanga do  in-
tervalo aésim determinado (X # ¢_) variara de acordo com o mimero
de medidas efetuadas. Na tabelaxseguinte indicawos os diversos ni
vels para conjuntos de medidas com diferentes nﬁmeros (n) de medi-

das.

Nizel de Confianca Asgociado ao Intervalo X h oz Pars Conjluntos
de Medidas com n Membros, Expregso em Percentagem

n 1 1 ; 1 10 o o)

Nivel de
Conflanga (%) o |80 |85 | 65 | 68

0 nivel de confianga quando apenas uma medida foi e-
fetuada e tabelado como zero. Analiticamente isto e razoavel pois
se se admite que as medidas experimentais podem flutuar, mesmo en
uma bosa experiéncia, wm tnico valor obtido pode se afastar muito,
em princfpio, do valor exato da grandezs. Experimentalmente, po- |
rém, se a'experigncia foi correta o nfvel de confianga associado a
uma 0 medida deve ser malor que zero. A sua estimativa, no en-
tanto, gé podera ser feita tendo em vista as condigoes reais do

procedimento experimental (ver um exemplo adlante, 1.11).

Exemplo 9.1 - A medida de uma tensao eletrica em
volts foi: 1,0043, 1,004S, 1,0044, Estimar um valor representati-

vo da tensao, a dispersao das medidas e a significancia assoclada
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ao resultado.

Media dos resultados = V = 1,00440 V

Desvio padrao da media =0, = 0,00006 V

Resultado da experiencia = (1,00440 + 0,00006) V com
uma confianga da ordem de 50%. .

o

1,10 - (o) Re ado de a Me Expe ental Dire

£ comum, apesar de nao satisfatorio, exprimir o re-
sultado de uma experigncia sem a indicagao nitida do nfvel de cop
fianga associado ao Iintervalo final. Tal procedimento nsgligeﬁ-
cla um elemento importante e essencial na analise da experigncia
pois nenhuma informaqao fornece sobre a confianca que se pode a-

tribulr ao valor escolhido como representativo.

£ corrente, também, utilizar o arro provavel em lu-
gar do desvio padrao como medida de dispersao visando-se com isso
aumentar, aparentemente, a precisao da medida. & evidente que o
emprsgo de qualquer mﬁltiplo ou sub-mﬁltiplo do desvio padrao em
nada melhora a gqualidade da experigncia uma vez que aumentando-se

a precisao do resultado diminui-se, simultanea e inevitavelmente,

a confianga associada ao intervalo fixado em torno do valor repre

sentativo.
0 ideal sera exprimir o resultado experimental sob
a forma:
Média das medidas = X
Desvio padrao da media = oo

. X -
Nivel de confianga associado ao intervalo (x+o_) =P %.
pd
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Desta maneira se dispoe de todos os elementos para
Julgar a qualidade da experiéncia realizada e a conflanga que se

deve depositar em seus resultados.

1.11 - Estimativa Direta do ﬁrro

Nas estimativas anteriores o Julgamento fol realizado
utilizando a flutuagac das medidas obtidas experimentalmente. Pode
ocorrer, porém, que a repeticao da experiencia nao indigue flutua-
gao e que o conjunto Xy seja constituido por elementos igu#ﬁs. £
o que acontece, por exemplo, quando as flutuagoes da medida sao me
nores que a sensibilidade do instrumento utilizado na experiancia.
Nesta situagao o ideal sera melhorar a sensibilidade do dispositi-
vo experimental trocando de instrumento ou aperfeigoando o metodo
de ‘medida. Em prerigncias nao muito elaboradas; no entanto, isto
nao e factivel nem desejéfvelo Surge o problema, assim, de estimar,

nestes casos o0s limites de grro das medidas.

A mesma situagao existe quando nio e possfvel fager
mais de uma medida direta. O conjunto dos X5 entao, se reduz a
um 56 elemento e nao o possfvel estimar a dispersac das medidas e,
portanto, o erro. Néeste caso, como ja apontamos, so uma analise di
reta de todo o processo de medida permitira estabelecer os limites

de flutuagao da medida e avaliar a confianga a ela associavel.

No exemplo seguinte apresentamos a analise de uma si-

tuagao simples:

Exe Q o = Uma corrente elétrica da ordem de 5 A

e medida em um amperimetro cuja escala esta dlvidida em 0,1 A. Qual
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a estimativa de &rro que se poderé associar.a'determinagio da cor-

renta 7

Se a menor divisso da escala, lida diretamente, e O,1 4

e possfvel,estimar, na leitura do instrumento, meia divisao (que
corregponde a 0,05 A) e, com um pouco de cuidadc, ate um gquarto de
divisao (correspondente a 0,025 A). Seuponhamos qué a leitura te-
nha sido feita com aproximagac correta de meia divisao, £ razoa-

vel, entao, admitir que as flutuagdes experimentais estao abaixo de
0,05 A e.que o desvio padrao das medidas da corrente, gquando rea-
lizadas em instrumentos de maior sensibilidade de leitura, é infe-

rior a éste valor. O resultado da experiencia sera entao (5,0 +

+ 0,05) A.

A fixagao do nfvel de confianga atribufvel ao resulta
do nao poderé ser feita sem uma analise o comportamento 4o instru
mento nas condigaes da experiSnciao Suponhamos que ; repetigﬁo su
cessiva dé medida da corrente tenha dado, um grande nimero de ve-
zes, O mesmo valor de 5,0 A, 1lido corretameqte dentro de mela divi
séo do instrumento. £ razoavel admitir que com 99,7% ou mais de
confianga o desvio padrao das medidas sera da ordem de 0,05 x 3 A
(tébela de 1.7). Coﬁ uma confianga maior que 95,454 o desvio pa-
drao sera da ordem de* 0,05 x 2 A ¢ com uma confilanca de 68,28% ou
mals sera da o;dem de 0,05 x 1 A. Estas estimativas sao feitas
admitindo-se que o instrumento‘tenha sensibilidade para responder
a variaqoes da corrente da ordem de 0,05 A o que nao decorre neceg
sariamente da menor divisao 1lida ou avaliada em sua escala. Se a
sensibilidade a corrents do instrumento £or menor que 0,05 A (da

ordem de 0,1 A, por exemplo) é evidente que as estimativas anteripg
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res sao invalldas. Naste caso sera correto fixar a flutuagac da
medida pela sensibilidade. Na hipétese de ser ele sensivel aC,14
o resultadc da experiencia seria (5,0 + 0,1) A com uma confianga

da ordem de 68%.

O exemplo anterior mostra ser necessaria a maior cautela na
analise de uma sxperiencia que, devido aos instrumentos ou metodos
empregados, nao apresenta flutuagoes estat{sticas em seus resulta-

dos.

1.12 - Estimativa da Significancia ds Diferenca de Mediasg

A realizagao de uma medida em duas series de experigncias &
uma situagao frequentemente encontrada e que origina o seguinte

problema:

Uma grandeza ¢ medida ny vezes levando aos valores
Xy 4 (1 =1,... nl). A mesma grandeza e medida n, vezes sendo obti
dos os valores x21(1 = Llyees na). Quer se saber se a diferenga das

medias Ei e Eé e ou ndo significativa.

0 julgamento e realizado determinando, os seguintes parame-

tros (ver 4.7). ;E
< X1

X

"T
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n
2 _ =32
n, s5 = ; (xai xa)

B, né (nq +'n2-._2)ﬁ |:-:'l - xZI

R . -\jnlsg + nzsg

(1.12.1)

A probabilidade de se obter por acaso, valores de t iguais
ou superiores ao dado por 1.12.1 esta tabelada em fungé'o de D4 +
+ n,- 2ee possfvel, assim Jjulgar se a diferenga El - x_z e ou

nao significativa.

Exemplo 12.] - A medida da distancia focal de una lente
delgada, para dués radiaqSes diferentes, levou acs seguintes resul-
tados:

Distancia focal fi para a radiagao 11, em cm:

12,3, 12,5, 13,0, 12,7, 12,4

- Distancia focal f, para a radiagao Aoy em em:

12,1, 12,5 12,6 12,4, 12,2

Deseja-se saber se a experigncia fol suficlentemente pre-

clsa para estabelecer a aberragao cromatica da lente.

1 F. -
Procedendo de acordo com as expressoces indicadas encontra-
=

s5e:

]
I

s.sl = 1,80



A probabilidade tabelada de se obter um valor de t igual ou
superior que 0,58 para n, + n, - 2 =8¢ da ordem de 304 (ver B9,
B20). Isto significa que, admitindo a hipotese das duas distancias
roeadn fl e fz serem ignals, em 30 casos em cada 100 sera poss{vel
oh' :py devido samente a flutuaqses ocasionais na experigncia, valg
res cuja diferenga ¢ da ordem de grandeza da encontrada. A experi
ancia, portanto, nao evidencia a aberraggo cromatica da lente den-

tro do nfvel de 304%.

1.13 - Estimativa Desvio Padra P a de d os

As estimativas do desvio padrao até agora realizadas foram
feitas pelo calculo direto da média quadrética dos afastamentos

das medidas em relagao a média sendo o trabalho tedioso e demorado.

OCutras estimativas de Ox Dodem ser feltas que, embora me-
nos eficlente que a anterior, tem a vantagem da rapidez e comodida

de de procedimento. Uma delas é baseada na amplitude da amostra.

Mencionamos acima que a amplitude de uma amostra era uma me-
dlda pouco efilclente da dispersao das medidas por ser muito insta-

vel e tender para infinito quando o numero de membros da amostra
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normal crescla. Para amostras finitas a amplitude, poréh, pode ser
atilizada para estimar o desvio padrao da populagao sem haver neceg
sidade de calcular a soma dos quadrados dos afastamentos. Na tabe-
la abaixo relacionamos os fatores pelos quais deve ser multiplicada
a amplitude para se obter uma estimativa razoave! do desvio padrﬁb
(remetemos o leitor a bibliografia B9, B23 para a demonstragao da

validade da tabela):

Pato alo a ar _a de a o] de

Tageo 0 208 | pager
n
2 0,886
3 0,891
4 0,486
5 0 ,430
10 0,325
20 0,268
100 0,199
Exemplo 13.1 - No exemplo 6.1 o desvio padrao da media foi

0,0001 mm. Adotando a estimativa anterlor ter{amos, para a mesma
variével, a seguinte estimativa:
0,325 x 0,002

g_ = =  0,0002 mm
X v 12
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carfruro 2

ESTIMATIVAS DE MEDIDAS INDIRETAS E AJUSTE DE DADOS

2el = a Me a diretas Lineares

Nas estimativas do capftulo anterior a analise dos resulta-
dos fol realizada utilizando a flutuagao das medidas obtidas dire
tamente em ums experigncia; Quando se quer medir indiretamente 1
ma grandeza, 1sto é, quando se deseja determina-la atraves da me-

dida de outra ou de outras o procedimento a adotar e diferente.

0 caso mais elementar e o de dgterminar ¢ valor representa-

tivo da varlavel z ligada as variaveis Xy ¥y ... pela relagao:

z ='g£x + a,y + ...

- F —~— ”»
onde ax, ay, «se S40 parametros constantes e Xy ¥y ¢o» 880 varia-

vels medidas diretamente.

Se E, ?, «es S30 as medlas das medidas de cada uma das varié

veis e 0_y O_y ... 08 respectivos desvios padrSes, sao vélidos, pa
x

ra grande conjunto de experigncias cuja flutuagao se aproxima bag

tante da distribuigao normal, as relagoes:

L3
ol

E = a.x + a.y}- + eee (201-1)

S : (2.1.2)
o_ = o, + O_. *+ e.e 2¢1s2
z x A
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que permitem calcular a média e o desvio padrEo de z. Estima-se,
assim, o valor representativo de z, o érro associado a este valor
e o nivel de confianga atribuivel ao intervalo determinado em tan

no da media (ver 4.3).

A estimativa do nivel de confianga € mails °u menos complicy
da principalmenté se as médias.de X, ¥5 eo. NA0 provem de amostras
de lgual tamanho. Isto faz com que 0 nfvel de conflanga associa=-
do a cada desvio padrao nao seja identico para todas as . medidas
diretas. Adiante (ver 2.4), trataremos do problema abordando neg
té {tem apenas o c¢aso de igual confianga associada aos desvios pa

droes.

Neate caso o nfvel de confianga associado ao desvio padrao
calculado por (2.1.2) é o nivel de conflanga comum aos desvios n3

droes que constltuem suas parcelas.

emplo - A massa (M;) de um 1{quido € determinada em
uma balanga analftica Pelas pesadas sucessivas de um frasco .cheio
de lfquido e do mesmo frasco vazio. Os resultados experimentais
foram:

Massa do frasco com o 1fquido (M f+1), em gramas:

20,4432 20,4435 20,4431
20,4433 20,4434

Al
—

O'E = 0,00007 g
f+1



Massa do frasco vazio (Mp), em gramas:

15,3945 15,3942 15,3943
15,3941 15,3942
M, = 15,39426 ¢

De acordo com (2.1.1) e (2.1.2) as estimativas de My e qﬁl

3a0

My = Mpyy - ¥ = 5,04904 ¢

o_ = [ & +P =o0,000 g
M ooy K

£
Resultado da experiencia: Mi = (5,0490 + 0,0001) g

Uma vez que foi utilizado o intervalo de um desvio padrao
nas duas estimativas da flutuagdo de My, e de M. e como cada uma
destas medlas ¢ resultante de cineco medidas experimentais, a tabe

la de 1.9 indica que o nfvel de confianca e da ordem de 55%.

2.2 - Estimativa de Medidas Tndiretas Nag-Lineares

Quando z e ligado Es variavels Xy ¥y ee. POr uma relaqﬁo da
forma

zZ = f(x’ Y cc-)

as estimativas da media z e do desvio padrio o_ sio razoavelmente
. z
feltas pelas expressoces (ver 4.8):
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z = £(X, ¥y evs)” ' (2.2.1)
2 2 -
-4 of -
OE = — -_ 02—. + - - 0_2,, + see (2-2-2)
z dx / n=x x dy X=X ¥
=y y=y

»'e 8 L]

validas para fungoes f(x, ¥y, ...) que nao tenham comportamento eg

tranho nas vizinhangas do ponto (X3 ¥j vee)e

Exepplo 2.1 - Uma resisténcia eletrica é determinada pela
medida da corrente que a atravessa e da gqueda de tensao entre suas

duag extremidades. Os resultados obtidos foram:

Corrente, em A:

0,12 0,12 T 0,11 0,10 | 0,13 0,14
Médta T = 0,124 4 | -
Desvio padrao c;.= 0,007 A

- I
Tensao, em V:

1,02 1,03 1,04 1,03 1,04

Media 7 = 1,032 V

Desvio padrao o_ = 0,004 V
‘v -

A resisténcia R & dada pela relagao R = V/I e, de acordo

com (2.2.2) e (2.2.1), teremos:




-

, s N2 . a
- . -] 4032
o = (0,004)2 + [ ——==1 (0,007)2 = 0,8
R 0,124

Resultado da Experiéncla: R = (853 + 0,8) cor um nfvel 4de
confiénqa da ordem de 55%.

Exemplo 2.2 - O comprimento de onda A de uma radiagao vl
s{vel foi determinado pela medida, muitas vezes iterada, do angu-
lo € de difragao correspondente a0 espectro de primeira ordem em
uma rede difragao cujo espagamento d das ranhuras e igual a
15.472 A. A media dos angulos medidos foil 20° 29! e o desvio pa-
drao igual a 15'. O desvio padrao do elemento da réede e 0,5 A.

Calcular A e estimar o respectivo erro.

A relagao que liga A a 4 e © € A=d sen® e asslm ter-se-

XN

— -]
A = 15472 x sen 20°29' = 15472 x 0,350 = 5415 A

o = /(0,350)2 (0,5) + (15472 x 0,37)2 (0,004)% = 23 &

O resultado final sera A = (5420 * 25) A com uma conflan=-

¢a da ordem de 68% pois o mimero de medidas efetuadas foi grande.

No exemplo anterior a conmtrituigdo de desvio padrao de d pg
ra © 3rrq~estimado de A & pr&ticamente desprezfvel dlante da cop
trituicac do érro do angulo.' Isto pode dcorrer quando‘o erro re-
lativo de uma das medidas diretas f£ip muito menor que o 'de outra
e ambas sao utilizadas Para calcular uma terceira. No caso exem=

plificado o érro relativo do elemento d € da ordem de 0,003%, en-~
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quanto o do angulo é da ordem de 1,3%.

Uma anélise preliminar da ordem de grandeza dos erros rela-
tivos permitirﬁ} em multos casos, abandonar na estimativa do erro

médio quadrético aqueles cuja influénecla f£or pequena.

Exemplo 2.3 - Deseja-se calcular a poténcia P dissipada em
uma, resistencia R atravessada por uma corrente I. As medldas di=-

retas de R e I levaram aos segulntes resultados:

R = 2,0

o_ = 0,01
R

I=4,14 o_
T

0,2 A

A potgncia P sera dada por P = RoI2 e, portanto:
P =2,0 x (4,1)° = 33,6 W

0 érro relativo de R € da ordem de 0,5% e o de T da ordem

» P Fa '
de 5% e, no caso,'sera a parcela que contem o_ a unlca que contri
I

buira ponderavelmente para a estimativa de op:

Tl
a:) 1 (ax 1

(2 X 240 x 491) X 042 = 3,2 W

o
P

u

0 resultado final sera P = (34 +3) W, Nao ha nenhuma van-
tagen, neste exemplo, em fazer uma estimativa mals fina de o_ uti

lizando, também, o desvio padrﬁo de R.
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2.3 -~ Estime plif Propa

Quando se quer fazer uma estimativa rapida do arro Az de uma
medida indireta z ligada as ‘medidas diretas xy ¥y «.. por ums fun-
¢80 conhecida pode-se #illzar a expresaio (ver 4.8):

2z \ dz \.
| - | Ax — Ay
x oy

onde X, ¥, ... 880 as estiﬁativas dos erros de Xy Fy oes o Ado=

Az = +

+ .e : (2.3.1)

tando o desvio padréb como estimativa de grro ter-se-a:

AR

+ ——
-~ L ”
As duas expressoes anteriores sao apreximadas e a correta e

Y R (2.3.2)

g, = v

Z

%, o
a expressao (2.2.2) (ver 4.8). Como porem sao muito comodas sen

empreégo pode ser justificado quando nao se deseja uma estimativa

muito cerrada dos Sfros da medida indireta.

Exemplo 3.1 ~ A aceleragao z da gravidade e determinada pela
medida do comprimento § e perfodo de oscilagao T de um pendulo sim-
ples. i partir dos seguintes regsultados estimgr g &oO erro associa

do a medida:

)

= 100 em oO_ =1y cm
- 2
T = 2,03 seg o_ = 0,03 geg
T
- 4772}: 2
g == = 987 cm/seg
72

A estimativa do erro utilizando a expressao aproximada e:

2+ 100

- 1
A% = an? +1+ +0,03 | =39 cn/seg?

(2,03)2 (2,03)2
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Com a expressao (2.2.2) obter~se=ia:

‘ —
: + 100
2 1 \.q2,.(2%2

_ | _ + 09032 = 30 cm/seg2
g (2,03)2 (2,03)

0 emprsgo da expressao aproximada, neste La3mplo, leva a uma
estimativa de erro 30% superior a feita com a relagao (2.2.2), ©
que, & uma desvantagem. Por outro lado a sua conveniencia operacio
nal & bastante grande o gue a recomenda como metodo a adotar para

estimativas pouco elahoradas.

A simplicidade operacional do procedimento e ainda mais acen
tuada quando a fungao que 1iga z a Xy ¥5 .. & tal que 1gz e igual

a uma soma de fungdes simples. Néeste caso e pratico estimar o er-
ro de z pela expressgoa

2lgz 0lgz
Ax Ny
( b::}) ( oy )

0 segundo membro desta igualdade e obtido diferenciando a

Az

+

g S (2.3.3)

fungao lgz e substituindc dxy dy,; coo POT AXy; ATy oo

Exemplo 3.2 ~ No exemplo anterior o emprggo da formula

(2.3.3) permite escrever; diretamente:

Ag Al 2AT

— -—-+-———-

g { T
1 2x0,03
= + = 0,039
100 2503

Ag = 0,039 x g = 39,0 cm/seg2
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204 - pA lva de Medigd Indiretas U do didas Direta
e« Difere Precisce

Nos {tens anteriores as medidas diretas adotadas para deter-
minar a medida indireta tinham, por'hipétese, o mesmo nivel de copn
fianga e, portanto, o mesmo pgso na avaliagEo da grandeza desconhe
cida. Quando isto nao ocorrer e necessario ponderar cada medida
direta de mode a que as de maior confianga tenham maior influencia
na determinagac. Esta ponderagac pode ser realizada de diferentes
maneiras. Indicamos as expressoes a adotar para o caso de uma va-
riavel z ligada linearmente a duas variaveis x e vy medidas direta

mente:
2 = ax +agy

Se a media x foi obtida de um conjunto n, de medidas e y de

um conjunto n, a estimativa de z @ o_ & dada por (ver 4.9):
z

_ nea, X+ ay
o + 1y
2 o2.02 + 12-a2-2

x " “x y
ol = (2.4.2)

z (ny + 0 )2

(2.4.1)

0 nfvel de confianga associado a estimativa de z é, certamen

te, menor gue o menor nivel de conflanga associado as medias X e ?.

Se a media X esta associado um nivel de confianga Cy © 2 me~

dia ¥ um nfvel_cy as estimativas a fazer serao:
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_ CSxagxtCpagny T
z = - (2.4.3)
Cx + cy
) 2 2 .2 2 .2
: Cx. ax. Qx + cya ay.o?
o& = . (2.4.4)
Z
(¢, - cy)
2+ = e de Dados: Me og M adrado

Un problema frequentemente encontrado no tratamento de resul
tados experimentais e o de ajuste de dados. Pode ser formulado da
seguinte maneira: duas grandezas x e y sao relacionadas pela  ex=
pressio analitica y = £(x, a; by ...) onde £ e uma fungao conheci-
da e a, by ... 880 parametros desconhecidos. Experimentalmente
sao determinados os pares de valores (x5 yy) Para 1 =1, 2, «cpn
e se quer calcular os parﬁmetros d2 tal maneira que a curva y =

= £(x, ay by «..) melhor se aproxime dos valores experimentais.

Habitualmente & fungao f & linear em x e a relacao analftica
entre y e x é, portanto:

y =ax +b

A solugEo do problema geral e dada Pelo me todo dos minimos
quadrados ou pelo metodo da maxima verossimilhanga. Para o caso
linear os valores de a e b que satisfazem a0 problema sao a solu-
¢ao do seguinte sistema de equagoes lineares a duas 1ncognitas
(ver 5.2):

Equagao normal de a:
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n n n *

1l 1

'Equagao normal de b:

(2.5.1)
n n n
2y, =alx +b¥1
1 1 1

A estimativa do erro agsoclado aos valores calculados da va-

riavel ¥ na expressio;anterior e dada por (ver 5.2):

2
_ (ycalculado - ybbservndo)"
A = (2.5.2)
ne-2z2
Exemplo 5.1 - A variagao da resisténcia de um condutor metﬁ

lico com a temperatura e dada por uma expressio da forma:
R=R (L+ at)

onde R, e o sao constantes e R o & resistépcia do condutor s t°C.

Experimentalmente foram determinados os seguintes valores de R e t:

t ) R
(em °C) (em Q)
24 197,6
54 196 5
64 196,3
74 196,1
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A éxpressao analftica que liga Ra t pode ser escrita sob a

forma:

R=at +bd

As equagoes normals sao facilmente determinadas com & seguin

te disposicao de calculo:

t R tZ Rt

24 197,6 576 4742
54 196,85 2916 10611
64 | 196,3 4096 | 12863
74 | 196,1 5476 14511

216 786,45 17064 42427

Equagao normal de a:

42427 = 13G64 & + 216 b

BEquagao normal de b:

786;5 = 216a + 4b

Soluqao do sistemas

a

b

- 3,07 x 1072
198,28

A-reta que ajusta os dados sera:
R = (- 3,07 x10™%¢ +198,28)

Portanto:
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b=+
1]

198,28
1,55 x 1074 (*¢)"1

A estimativa do erro assoclado aos R a justados pdde ger fei-

ta com o seguinte dispositivo:

t ‘R (observado) | R' (calculado) | R ~R!' | (R - R')2
24 197,56 197,54 0,06 0,0036
54 196,5 | 196,62 -0,12 0,0144
64 196,43 196,31 -0,01 0,0001
74 196,1 196,01 0,09 [ 0,0081

= 0,0262

0,0262
o= - 0,12
2

A estimativa final sera, por conseguinte:

R = (- 3,07 x 1072t + 198,28 + 0,12)

0O trabalho numeérico fica simplificado quando a equagio a ajug
tar ¢ escrita sob a forma:
y-7=alx-x)

Neste caso o parimetro a & a solugao da equagac normal:

n n
S (y-F)x-%) =a ¥ (x-%)2 (2.5.2)
1 1

e o arro assoclado ao ajuste dos dados pode ser calculado pela ex-
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pressao:
n 2 n n
TP -2l G-7=-x) 2? %(x-;)? |

n=2

Nesta relagao apenas a soma.f (y-7)2 nio fol calculada Para

a estimativa de a. 0O caleulo podEISerg assim, realizado dbﬁ"féfa-

tiva facilidade e pequeno trabalho.

Exemplo 5.2 - A reta do exemplo 5.1 ajustada pela expressao
(2.5.2) pode ser determinada com o seguinte dispositivo de cilculo:

Q
i

Al

t R £-T B-§ (t-tXB-K) | (B-F)? | (£-%)%
24 | 197 s6 =30 0,975 - 29,25 0,9506 900
- 64 196__,3 10 -0,325 = 3425 0,1056 100
74 | 196,1 20 =0,525 - 10,50 0,2756 400
216 78645 - 43,0 1,3474 1400
T =54 R = 196,625
- 43 ,O -
a = = = 3,07 x 10
1400

1,3474 = 2 x 3,07 x 1072 x (-43,0) + (=3,07 + 10~2)2 x 1400

0,013

0,12

2
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A reta ajustada seré, pois:

(3,07 x 1072 (t-54) + 196,625 + 0,12) =
(~ 3,07 x 1072 ¢ + 198,28 + 0,12)

R

2.6 - Aluste Nao-Lipnear: Metodo dos M{nimos Quadradog

Outro caso de ocorrencia frequente no ajuste de dados e o da

interpolagao nao-linear em que a fungao interpolatriz tem a forma:
- -1
Yy = a.oxm + alxm + oo + a.m (2-6.1)

onde aj('J =0, 1, 2y +.. m) 380 0s parametros desconhecidos a de-
terminar pelo metodo dos minimos quadrados. Foram determinados,
experimentalmente, n pares de valores (x4, yi) (L =21,2, «.. n).

Usualmente n>m+ 1.,

O sistema de equagoes que determina os m+ 1 parametros e

(ver 5.3):

J =01 ¢oom (2.6.2)

Cada uma das equagOes do sistema ¢ denominada a equagao nor-
mal de um ;ios parametros fixado pelo valor de j. Para obter as e-
quagoes normais de cada parametro, e portanto o sistema (2.6.2)
procede~se da seguinte maneira: substitul-se, na fungao (2.6.1), x
e ¥y prelos valores experimentais Xy 745 obtem~-se, assim, um siste

ma de"..n‘“equaqaeii am+1 incégnitas (a_, vos ). Multiplica-se Cca
o? 3 %
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da equagao pelo coeficiente de a; na mesma equacao & soma-se as e-
quagoes resultantes: a equagao final e a equagao normal do parame-

o) .
tr aJ

Exemplo 6.1 - Ajustar, por meio de uma paribola do segundo |

L

grau, os seguintes dados experimentais:

x =1 2 3 4 5
y = 5,40 8,0 12,0 22,0 33,0

Um dispositivo de célculo_conveniente & o seguinte:

x 'y | %2 | x5 2 |[xzy | x%
1 5 1 1 "1 5 1
2 8 4 8 66 16 32
3.1 12 9 27 81 36 108
4 | 22 | 16 64 | 256 88 | 382
5§ | 33| 258 | 125 | 625 | 165 | 825
15 | 80 | s5 [ 225 | 979 | 310 | 1318

0 sistema de equagdes normais sera:

80 = 5a, + 152, + 55a,
310 = 15a2+ 553.l + 2258.o
1318 = 55a,+ 225a,+ 979a,

o~ »
cuja solugao e:

a, = 4
a.o = 1,286

) _
A concordancla dos valores ajustados com os valores esperimep
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tais e dada-na seguinte tabela:

X y|(experimental) | y' (ajustado) |y - y' [ (y = y1)¢
1 5 4,57 0,43 | 0,185
2 8 7371 0,29 0,084
3 12 13,43 =1,45 29045 -
4 22. 21,86 0514 0,020
-8 33 32457 0,48 0,230
= 2,564
0 Grro assoclado ao ajuste dos dados e obtido por:
bl
(ybbservado - yéalculado)'
C =af . (206.3)
n-m«1
que no caso & igual a: )
2,564
o= = 1,1
§-3

i parabola de ajuste sera, portanto:

Y = 4-0,714x + 1,286x + 1,1



capfroro III

PROBABILIDADES E DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADES

3.1 - Introducao

A realizagao iterada de uma medida experimental indica que os
valores obtidos para a grandeza observada nao sao repetidos identi-
camente mas flutuam, agrupando-se mals ou menos fortemente, em ta:
no de um determinado valor. Esta constatacac mostra ser necessario
o estabelecimento de um metodo apﬁopriado para do conjunto,de valo=
res experimentals seleclonar um deles capaz de reprpsentar; da me-
lhor maneira poss{vel, a grandeza medida. E evidente que um metodo
deste tipo selecionara um valor ao gqual estaré, inherentemente, as-
soclado um grau de Iincerteza que dependeré da qualidade da medida
experimental: uma experiéncia realizada com metodo e instrumentos a
curados e justos levara a um valor com pequenc grau de incerteza) se
executada com metodos e equipamentos de menor precisEo e Jjusteza le

vara a um valor menos digno de confianga.

0 métogo adotado para a selecac do valor experimental mais
representativo decorre da possibilidade de vincular ¢ conceito de
frequsncia dos varlos valores experimentals de uma grandeza risica
& nocao de probabilidade matematica. Para que tal vinculagao seja
possfvel o nacessério que a experiéncia seja realizada em condigoes

tals que nao existam vi{cios fundamentals de medida. £ o que ocorre
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ré, por exemplo, quando os dados obtidos experimentalmente o forem
com aparelhagem 1mpr6pria ou com equipamento estruturalmente defi-
ciente. Quando isto acontece a medida esta viclada de um erro sis
tematico ao qual nio_é possfvel aplicar tratamento probabiliético.
A passagen de um conjunto de dados viclados para um conjunto de da
dos aos quais se pode, com certo grau de confianga, aplicar um trg
tamento probabilfstico depende, fundamentalmente, do aprimoramento
das tecnicas e da habilidade experimental do observador. So a um
conjunte de tais dados sera possfvel aplicar o tratamento cujas

normas foram enunciadas nos dols cap{tulos anteriores e cuja justl

ficagao teorica sera felta a seguir.

O fundamento da associagio da probabilidade matematica a fre
quéncia de aparecimento dos véldres'experimentais de uma grandeza
ti{s1ca decorre de variagoes aleatorias e incontrolévq}s do sistema
do laboratorio no qual sao reallizadas as medidas. Tais varilagoes,
para todos os fins praticos, sao de impossivel determinaqioiunfvo-
ca, analftica ou experimental, e obrigam a adogao de um metodo es-

tatfstico as analisar em conjunto.

A teoria dos erros é, portanto, um procedimento de analige

estatistica aplicado a um conjunto de dados experimentais.

-

3¢2 = Distribuicao de ergggngigg de Vaz;ézg;s Digeretas

A iteragao de uma medlda experimental, realizada em condigSés
fisicamente controladas, mostra que, em geral, os valores encontra-

dos em cada experigncia nao se repetem idénticamente, mas flutuam,
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agrupando~se em diversas classes. Quando o domfhio-da variével me
dida e dlscreto, a cada valor da variivel no domf{nio fica associa-
do um numero que indica quantas vezes tal valor aparsce no conjunto

das medidas: e esta a f:gggggg;g do valor.

Se A for uma variavel discreta de domfnio Ai(i = 1y 23 eesn)
a fraqugncia de Ai sera dada por uma fungao F(Aij. A forma da fup
cao F depende da natureza da variavel medida e do numero total de

medidas efetuadas.

A frequencis relativa de A; no conjunto de medidas e defini-
da por
F(4,)
£(4,) = < ' (3.2.1)
S Fay) |
1

Qﬁandd E F(4,) ¢ pequeno, ou seja, quando o mimerc de medi-
das realizadas e peguenc, a frequéncia relativa de Ai varia entre
grandes limites gada vez que se repete o conjunto de experiancilas.
Quando ¢ numero total de experiéncias cresce & froqugnc;.a relati-
va tende a estabilizar-se em torno de um determinado valor: a pro-
babilidede de ocorrencia do valor A, e o limite de f(Ai) quando

f F(Ai) - @
1

LY

p(4;) = 1im £(4,) (3.2.2)
T F(Ay) =

Ao conjunto infinito de frequgncias dos valores de A, deno~

mina-se populacao ou unlverso dos Ai ¢ ao conjunto finito observg
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do desta populacao denomina-ge gmgaﬁxg_iﬁ_g_;&ﬂhiﬁi_

Se a amostra e grande as frequencias relativas, pela expres-
sao (3.2. 2), aproximam-se da probabilidade ‘dos valores Ai Se a a-
mostra e pequena as diferengas entre as probabilidades e frequen—

cias podem ser grandes.

- ——r

Denomina-se distribuicao de probabilidades a fungao p(4;) do

argumento A,. A do de frequencias relativas & definida.
pela fungao f(Ai). Qﬁando a amostra e grande, portanto, a distri-

buigso de frequencias relativas se aproxima da distribuicao de pro
babilidades.

- Um problema fundamental de estatistica & o de assoclar a va~

ridvel Ai & respectiva distribuiqio de probabilidades.

» "

Uma eatoria o oca, a di e uma varié-
vel discreta a qual se pode assoclar uma distribuigao de probabi~-

lidades e distribuigoes de frequencias relativas.

Por (3.2.1) e (3.2.2) a soma das probabllidades associadas
a cada valor de A, e igual a unidade: :

n

2p(4) =1 (3.2.3)
1

Uma vez que para todo i p(Ai) > 0 & evidente que:
oép(Ai)él - (3.2.4)

A introdugao do conceito de probabilidade por meio das dis-
tribuigoes de frequencias relativas apresenta dificuldades quando
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se tem em vista uma teorizag:o formal rigorosa. Remetemos o lel-
tor a bibliografia (B4, Bs, B6, B7, B24, B25) para informagaeg
mals detalhadas e procecimentos alternativos de contruqio dq con~

celto.

3.3 - D oe Probabi de Variaveis Co

£ vantajoso para uma analise teorica a introdugao do concel
to de probabilidade quando a variavel e continua. Para isto e ne
cessario fd,zar algumas podificagoes nas definigoes 'jaf estabeleci-

das.

Suponhamos que se observa experimentalmente uma grandeza cy
jos valores X pertencem a um intervalo continuo (a,b). £ possivel
dividir o intervalo (a,b) em sub-intervalos de. amplitude Ax o a
cada sub-intervalo assocliar a frequSncia cOm que aparecem nha expe
riencia os valores de x nele compreendidos. Ter-se-a{, assim, di-
vidido o dom{nio primitivo em classes (x45 x4 + Ax) e a cada clag

se fica associada uma frequencia F(xi,b.x) que & fungao de uma das

fronteiras da classe e de sua amplitude.

A frequencia relativa da classe (xi, Xy + Ax) e definida

como:
f(xi,&x) = - (3e3,.1)

2 F(’fi’ Ax)

A frequancia relativa depende do a.rgumento--xi, da amplitude
da classe AX e, como no caso de varlavels discretas, do numero to

tal de medidas.
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A densidade de freguencia relativa e uma fungao &(x;) ‘tal
que: o i
im (£(x,,4x) = 8(xy) dax (3+3.2)
Ax =0 ‘ -

A densidade de frequencia §(x,) mede a frequencia como apg
. i

recem,; no conjunto de medidas, os valores de x na vizinhanga infi-

nitesimal de Xy

A integral da densicade de frequShcia relativa estendida a
um intervalo (a,, bi) interior ao dominio (a,b) da a frequencia re
lativa da classe de valores x definida pelas fronteiras deste in-
tervalo. 4 probabilidade de ocorrencia de valores de x neste in-
tervalo e definida pelo limite dessa integral quando o numero me-
didas dos valores de x tende p#ra'infinito:

b
i
pla; gxgby) = 1im f b(xi) dx (3.3.3)
Q F(x,s &x) == o0 %1 |
1
Defini-se densidade de probabilidade p(x) comos
lim (8(x)) = p(x) - {3.3.4)

E F(Ii’ AXx) ==
1

Admifindo a comutatividade entre o0s sinals de passagenm a0

limite e integral, (3.3.3) passa a:
b

1
pla;<x <b,) =I p(x Jax (3.3.5)
. |
i
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0 produto p(x)dx dé, pols, a probabilidade de ocorrencia de’
- valores de x compreendidos no intervalo infinitesimal (x, x + dij.

A fungao p(x) do argumento x & denominada distribulcao  de

d de (o} hd a X,

Pelas definigoes acima e claro que a integral de p(x)ix es-

tendida a todo o domfnio de x e igual a unidade:
b

p{a{x {Db) =J p(x)dx =.1 | (3.3.6)
| a
A relagao (3-2.4) e tambem valida para as probabilidades as-
sim definidas. '

» ”, L

Uma aagtica cont e uma varia-
vel contfnua & qual se pode assoclar uma distribuigac de probabi-
lidades.

Os resultados da medida de uma varigvel aleatoria discreta
podem ser agrupados em uma tabela onde se estabelece & correspon-
dencia bi-unfvoca entre Ai e F(Ai). Se a amostra for grande sera

possfvpl construir uma tabela des probabilidades.

Exemplo 4,1 - A variavel aleatoria discreta observada tem
como domf{nioc os pontos obtidos pelo langamento de um dado. O re-

- sultado de 2.400 langamentos o representado na seguinte tabela:
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'Ai- F(Ai)_ f(Ai)Aap(Ai)
1 | 2 | 0,60

2 409 0,170

3 392 9:153

4 412 0,172

5 | 403 0,168

6 402 0,167

T =2400 L =1,000

Como a amostra e grande pode-se admitir que as freunncias
relativas da terceira coluna se aproximam muito das respectivas
probabilidades.

Quando a grandeza observada e continua e necessario organi-
zar os resultados experimentals em ume tabela de frequencia na

qual o domfnioc da variavel esta dividio em classes.

Exemplo 4.2 - A medida dos tempos de queda livre de uma g§

ta de éleo, na experiencia de Millikan, apresentou os seguintes

resultados:
Tempo de Queda | p(x ,ax) £(x;y Ax)
(seg) |
. 16,0 - 18,0 * , 3 0,03
2030 - 22’0 - 17 0’17
2240 ~ 24,0 32 0,32
24,0 - 26,0 15 0,15
26,0 - 28,0 16 0,16
28,0 - 30,0 '3 0,03
30,0 - 32,0 1 0,01
* A5 classes sao abertas na fronteira supe
rior.
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A escolha da amplitude d#é classes ¢ um problema delicado. |
Se Ax £Or muito grande a tabela db fraqueneia obsecursce os deta-
lhes da distribuigao da varizvel aleatoria. Se Ax for muito pe-
quena a tabela fica com muitas entradas e a tendencia geralt da
digtribuicao da variivel aleatoria pode nao ficar nftida, prineci-

palmente se a amostra nao f£or grande.

Existem criterios estatfsticos para fazer a escolha do in-
tervalo mals apropriado (B 32). Para a analise de resultados sx-
perimentais a questac nao tem muita imbortﬁncia uma vez que, em
geral, a p_rc;pria experiSncia sugere qual o intervalo a eseolher

-
para as classes de frequencias.

A representagac em um gréfico cartesliano ortogonal de uma
tabela de frequancia.s de uma variavel contf{nua ¢ denominada um

histograma.

Para a tabela de frequ?ncias anterlor o histogr‘ama- correspop

F.J
dente sera:

o
-
W
N

£(x,Ax) 4.

0,26

0,17

0,13

. 0,03 0,03

DN

&
&
3
R
N
®F
%
8
X
-
2




53

Se 0 numero total de membros da amostra fSr elevado a 4area
compreendida entre o histograma de frequsncias relativas, . duas
ordengdas e 0 eixo horizontal dé, com boa aproximaggo, a probabl-
1idade de ocorrencia de valores da variavel aleatdria no interva-
lo fixado pelas duas ordenadas. No histograma anterior a area
assinalada dé, aproximadamente, a probabilidade de ocorrencia de

tempos compreendidos entre 20,0 e 26,0 seg.

Quando a amostra & muito grande & o intervalo das classes
bastante pequeno a curva que une, no histograma, os pontos (xi +
+ Ax/2, f(xi)) se aproxima da curva que representa, no mesmo plg

no, & funggo densidade de probabilidade. Esta e a"qurva de depnsida~

A area do Plano compreendida entre a curva de probabilidade,
duas ordenadas e o eixo horizontal da a probabilidade de ocorren=~
cla de valores de x entre as abclssas das duas ordenadas (expres-
s&0 3.3.5). A éreallimitada pela curva e o eixo horizontal e,

pela expressao 3.3.5, igual a unidade.

3.5 - Medidag de Tengsgcia Central oy de Localizacao

Um problema fundamental de estat{stica ¢, consequentemente,
da analise de resultados experimentais, & o da selecao de um va-
lor da variavel aleatdria que localize a distribuigao sdbre o do=

minio da variafvelo

Exemplo §.1 -~ No grafico abaixo estao representadas duas

curvas de probabilidades das varlavels aleatéria; X e y:



p(x) 4
p(y)

A inspegao 4o grafico mostra que existem probabilidades nao
nulas de que as variavels x e y assumam valores identicos no ;nteg
valo (x'y y'). As curvas indicam, porem que e muitoc mals provavel
que os valores de x ocorram nas vizinhancas de X e os de y na vizj
nhanga de ¥. As duas curvas ficam, por isso mesmo, aproximadamen~
te, locallzadas pelos valores x = X o y = §u Se este se aproxi-
ma daquele as duas curvas podem se confundir; se um se afasta 4o

»
outro a area comum decresce e, eventualmente, pode se tornar nula.

Um valor da variavel aleatoria que fixa a distribuicao de
probabllidades sobre o dominio da variavel e denominada uma medlda
de tendencla central oy de localizacao da distribuicao.

E evidente que para uma dada distribuiggo s possfvel esco-
lher diferentes medidas de tendencia central de acdrdo com o critﬁ

rio utillizado para calcula-lo. Razdes de natureza pragmitica acog
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selham que a medida de tendencia central seja obtida com facilida-
de a partir da distribuicao de probabilidade ou da distribuicao de
fr.qugncias ou a partir? da expressao analitica da densidade de pro

babilidade; quande esta £Or conhecida.

As medidas de tendencia central mais comumente utilizadas

»~ »
sac a moda, a medlana e & media.

A moda de uma distribuigaoc & o valor da varlavel aleatdria

que corresponde a probabilidade maxima da distribuilgao.

Exemplo 5.2 - Uma distribuicao de probablilidade e definida
pela seguinte densidade de probabilidade:

- (ax )1
prxs = (n=-1) e

-

onde n e inteiro, positivo e constante e a e constante.
A moda da distribuigao sera dada pela ralz da equagao:

dp(x)
ax

= 0

que & 1gual a (n-1)/a.

A moda e uma medida relativamente facil de caleular pois e
determinada por operaqu de derivagio. ‘Quando se cOnheée apenas
a tabela de frequenclas a moda e calculada por simples inspecao
da tabela.

A mediana, M, de uma distribuigao e o valor da variavel a-
leatoria tal que a integral da funcao densidade de probabllidade

estendida da fronteira inferior do dominio da variavel ao ponte M
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e igual a 1/2. Para uma distribuigao de variavel discreta a media
na e definida an;loganiento, substituindo~se a 1ntegra.1 pelo somaté
.rio correspoﬁ;lento. A mediana 6, polis, o valor da variavel a.loat_ci
ria que tem igual probabllidade de ser e de naoc ser excedido. 4 or
denada correspondente ?\ mediana divide a area subentendida pala

curva de probabilldade ao meio.

emplo 5.2 - Uma fungao der_xsidade de probabilidade & defi-
nida pela expressao

p(x) = a ¢~ |

onde 0 = x<00 & a e constante e positiva.

A medlana M da distribuicao sera dada por:
M

J‘ a-e" & gx = 1/2
0
cuja solugao e:

M= (Va) 1g (2/2)

Quando a distribuicao de probabilidades e conhecida atraves
de uma tabela de probabilidade ou, aproximadamente, de uma tabela
de frequancias relativas, a medlans e calculada por meio das pro-

babilidades acumuladas ou das frequSncia.s relativas acumuladas.

A M&Mﬂm de uma classe X, em uma distribuicao
de frequsnc'ias e definida por:
3. .
1=0

As definicoes de izgguangjg relativa acumulada e probabili-
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dade acumulada sao an5103as, substituindo-se, respectivamente,

F(x£3 por f(xi) ou por p(x1 €xE€x *+ Ax).

A mediana sera aquele valor de x gque corresponde a uma fre-
quancia relativa acumulada ou a uma probEbilidade acumulada ilgual

a um meio.

Exemplo 5.4 - Para a distribuigac do exemplo 4.1 a tabela

de rrequ:ncias relativas acumuladas sera:

Ay f(#i) f‘(gi)

0,160 0,160
0,170 0,330
0,163 0,493
0,172 0,665
0,168 0,833
0,167 | 1,000

A bsWNH

A medlana esta situada entre 3 e 4. Uma interpolagao li-

near na coluna das froquancias acumuladas indica que a medlana

sera igual a 3,04,

Existem diversos eriterios para fixar a mediana quando a
tabela de frequ;ncias mostra que ela nao coincide, como no ca-
so acimay com nenhuma das fronteiras das classes. Remetemos o
leitor a bibliografia (B32) pois o problema e de pequenc 'inte-

resse para o tratamento de resultados experimentais.

A mégig_gxljméjggg ou simplesmente,; a médig de uma distr}
buigao de varisvel discreta e definida como:
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B

. P .
— - N L. I T AN

A= % a,p(4,) | - (5.8.2)

[

Quando a varlavel & continua, de domf{nio (a, b), a media o

definida como: b

a
Quando a distribuigao £6r dada por meio de uma tabela de fre

quéncias relativas a meédia é dada por:
x:inf(xi) ' - (3.5.4)

E evidente que desta expressao decorre, por (3.3.4), a ex-

pressao (3.5.2).

Exemplo 5.5 - Uma distribuigao de probabilidade de variavel
discreta, Intelira e positiva, n, e dada por:

o3

m -m -~
p{n) = —~ e (Distribuicao de Poisson)
n!

onde m € constante e positivo.

A média da distribuigio seras

© .n
=3 n—-.e™ =p,
1 n
Exemplo = Na distribuicac do exemplo 5.2 a media sera

dada por:
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00

( )11-1

f=jx- = -ac0 ¥ gx
(n-1)

X = n/a

t

3.6 - Medidas de Dispersao

Localizada uma distribuigao por meio de uma medida de tenden
cia central e necessario indicar como se agrupam os elementos da
populaqio em torno desta tendéncia. Um parametro déste tipo e de

nominado uma gedida de dispersao da populagao.

As medidas de dispersdo mals correntemente utilizadas tomam
cono refergnciala medis da populaqzo e sa0 a meédia dos afastamen-

tos absolutos em relagao a media e a varlanca.

0 afastamento de um valor x em relagao amédiax é a diferepn
¢a X - X. B facil verificar que & media da variavel aleatdriax -

a4
- X ¢ igual a zero.

Se se figer, porém, a média dos valores absolutos dos afasta
mentos esta media nﬁo;é nula ¢ ¢ uma medida L . wstamento médio
dos membros da populaggo em relagio a media. Esta medida e comu-

mente denominada afastamento gédio ¢y mals precisamente, afastzs-

P
e abso edio:

b
Afastamento Médio = J‘lx-gl p(x) dx (3.6.1)
a

As definigOes do afastamento médio para distribuigoes de va-

rlavel discreta e para distribuigdes de frequencias sao analogas.
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A yarianca de uma populagao ¢ definlda como a uedia do qua-

drado dos afastamentos em relagao & média:
b
A =I (::-Ec')_.2 pix) éx (3.6.2)
a

As definlgdes para a varlanga de dlstribuicoes-de varisgvel

discreta e distribuigdes de frequéncias sdo:

n
o° =J (4, - 5% p(a,) (3.6.3)
i=1 '

n.
S (4, -5 F(4,)
1=1
o° = (3.6.4)

n .
. R4y
1=1

A ralz quadrada da varianga ¢ o desvlo padrag.

Exepplo 6.1 - A varilanga da distribuigac do exemplo 5.5 se-
ra dada por
e P
“= S (n-m)E—e™@
n

n=0

que é igual a m. O desvio padrao da populagao seraf, pois iguai a

/m.

Exemplo 6,2 - A varlanga da distribuigac do exemplo 5.6 g6-
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oc = n/a’

Ainda uma terceira medida de dispersao e utlizada - a ampli-
tude - defin_i_da: como a diferenga entire o malor e o menor valor da
variavel aleatc;r'ia.. Para distribuigoes de varlavel com dominio
infinito a amplitude nao tem significagao como medida de disper-
s80. Sua utilidade se revela na fixagao da dispersao de amostras
pois mesmo que provenham de populaqaes de domfnio infinito a sua

amplitude sera finita.
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DISTRIBUICAO NORMAL., ESTIMATIVAS EsTATfsTICAS

4.1 - Digtribuicao Normal dg de Qggsgg P;ppziedadeg

Um problema fundamental-pgra a analise de resultados experi-
mentais é o da determinagao da fungao densidade de probabilidade
assoclada a flutuagac da grandeza medida. Conhecida a forma des-
ta fungso sera possfvel calcular as respectivas medidas de tendag
cia central e de dispersac e obter informagdes sobre a' flutuagao

de amostras desta populagac.

A fungao densidade de probabilidade basica na anallse esta-

t{stica de resultados experimentals e & distribuicao normal ou
distribuicao de Gauss definida pors

G(x) =

(4.1.2)
o vor '

onde x € varlavel contfnua de dominio (-m; +w)ecen duas

constantes.,

Admitiremos como elemento fupdameptal da analige de resulta-

B possfvel demonstrar que as flutuagdes das medidas seguem a



63

distribuigao de Gauss supondo sejam resultantes da agao simulta-
nea de uma infinidade de fatores Independentes, cada um contri-
buindo com uma alteragao infinitesimal do valor da grandeza medj
da. O leitor interessado podera encontrar tals demonstiragoes na
bibliografia, assim como crfticas sdbre a adogao da distribuigao
normal como elemento fundamental da anslise de medidas experimep
tais (B28, B29).

Os teoremas segulntes estabelecem as principals proprieda-

des da distribuigdo normal:

, T.4.1.1) A moda da distribuigac normal ¢ igual a m.
| T.4.1.2) A média da distribuigdo normal ¢ igual a m.
T.4;1.3) A distribuicao normal ¢ simétrica em relagao a
média e, por isso, sus medlans & igual a m.
T.4.1.4) O desvio padrao da distribui¢do normal e igual ao
parametro Ce
T.4.1.5) O desvio médio da distribuicdo normsl & igual a
2/7 o '
T.4.1.6) A curva de probabilidade da distribuicdo normal

tem um ponto de inflexao para x = m-o0 e outro‘para x =m+o.

A demonstragao déstes teoremas o Imediata. A forma da curva

da distribuigac normal ¢ esquematizada a seguir:



P(x) §

A curva € tanto mafs aberta em torno da media quanto maior

gor o desvio padrao.

Se na eipressﬁo (4.1.2) se fizer a transformaqao de coordeng
das
X ~-Q ¥y

obtem-se a distribuigao normal da media zero e desvio padrao o:

7

1 .-“

2 o° |
o /3 e (4.1.2)

0 seguinte teorema e fundamentyl para-estimativas estat{sti-
cas:

T.4.1.7) 8e x se distribui normalmetite a probabilidade de x
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ser Interlor aos intervalos (m-¢oy, m+o), (m-20, m+20) e (m-
- 30, n+30) e dada, respectivamente, pellas seguintes integrais:
n+o

I G(x)ax

n-

0,68269 (4.1.3)

n+2a

f 6(x)ax

m-2¢ .

0,95450 (401.4)

n+3c
I G(x)ax

m-30

0,99730 ’ (401-5)

A demonstragao & imedlata: a ir;tegral
b
f G(x)ax
a

da a probabilidade de x estar compreendido no intervalo {a,b). Pa

»
ra o intervalo (m-o, m+ o), ter-se-a:

at+o
J‘G(x)dx =P (m~-og¢xg<m+a)
n-o

Subgtituindo-se x pela variavel y definida por

encontra-sge: + 2
1 ' A

1 -
Plm~-ogxgm+o) = —-—f e 2 d
/o ¥
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~ ' N . Lo .
A expressac que aparece nc segundo membro € um valor varticy

lar da_fgnggd normal de probabilidade definida como:
+g _ﬁ

gla) - = e © dy
/or
-a
e cujo valor pode ser encontrado por quadratura numérica, estando
extensamenée tabelado (B 11). Desta quadr#tura decorre o valor
numérico do segundo membro de (4.1.3) e, analogamente, dos segun-

do membros das expressoes (4.1.4) e (4.1.5).

As expressces (4.1.3), (4.1.4) é (4.1.5) mostram que a probg
bilidade de ocorréncia de valores de X em intervalos simetricos
em torno da ﬁédia depende apenas da.amplitude do intervalo medida
em unidade de comprimento igual ao desvio padrao. A4 transformagao
de varldvel y = (XxX=m)/o lsva qualquer distribuigao de Gauss a
fungao normal de probabilidade.

4.2 - Fungdo C : Propriedad

O problema fundamental da analise dos resultados de uma expe
riéncia pode ser formulado da seguinte maneira: admitida a distrl
buino normal para as medidas obtidas como seré'possfvel estimar,
a partir dos elementos da amostra, os pargmetros da populagao nog

mal hipotetica de onde provém ?.

£ evidente que se os pargmetros m e o da distribuigao normal

associada a medida forem conhecldos, a melhor estimativa para o

valor da grandeza medida sera o de igualé-lo a media da populagEo
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enquanto o desvio padrio sera um pdrgmetro excelente para indicar
a flutuagao das medidas. Hstes dois parametros fixam, univocameg
tey, a popﬁlaggo normal da qual fol extraida a amostra e, estat{s~

ticamente, descrevem o comportamento da grandeza medida.

Experimentalmente, porém, © que se conhece 6 a media X de
uma amostra da populaggo e o desvio padrao o, da mesma amostra.
Em geral éstes dois pafametros da amostra serac diferentes dos
parametros correspondentes da populaggo, pois poderao flutuar uma

-~ # F »
vez que sao, tambem, variavels aleatorias.
. »
Nos teoremas seguintes estabeleceremos as bases teoricas que

pd
Faremos as demonstragaes para distribuigio de probabilidades de

permitem resolver o problema de estimar m e o a partir de x e O,

» -~ ~r
varlavel contfnua, de dominio (-~ 0y 400) As conclusoes serao

validas, com as modificagdes obvias, para outras distribulgdes.

Definigao: a fungdo caracteristica ¢, (t) de uma distribuigdo
de probabilidades p(x) e definida como:
+o0
¢ (t) =I p(x) e1*t ax (4.2.1)
-0

T.4.2.1.) A integral que define a fungao caracter{stica e
convergente e, portanto, a fung&o caracter{stica existe sempre que

a Iintegral
+00
‘[ p{x)| ax
-00

- .
for convergente.
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+00 +00 . + . R
19, ()] = | | p(x) e™® ax| £ | |px) o*F dxl-s_[ Ip(x)| ax .
-0 . -Q0 _ -0

Como p{x) > O para uma funcao densidade de probabilidade e,
por (3.3.6) a integral de p{x) estendida ao intervalo (- , +co?)

e sempre igual a unidade, ¢ valido o teorema seguinte:

T.4.2.2) Toda fungao densidade de probabilidade tem uma fun

¢ao caracteristica.

T.4.2.3) Se @ _(t) € a fungdo caracterfstica de x, a fungao
X

caracter{stica da varidvel aleatoria ax ¢ igual a ¢ _(at).

Por definicao:

+00
Y (t) =‘[ p(x) ellax)t o4
~00
que e igual a
+00
f p(x) ¢1X(3%) ax = ¢ (at) (4.2.2)
~00

T.4.2.4) Se x e y forem duas varlaveis aleatorias indepen~
dentes cujas fungoes caracteristicas sdo ¢_(t) e py(t) entao
a fungao caracter{stica da variavel aleatoria z = x + y e igual

ao produta q&(t). ¢§(t).

Sendo z uma fungao de duas variaveis aleatorias a sua fun-
950 densidade de probabilidade sera fung&o da densidade de proba
bilidade das duas variavels x e y. Como estas sao independentes

a probabilidade de ocorréncia simultanea de X ey e dada pelo pro
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duto das probabilidades de ocorrencia de x e ¥, isto &, por px(x).

py(y).
A fungao caracter{stica de z sera, portanto:
+m +00
- 1(x+y )t
qg(t) -\f ‘r px(x)- py(y) e dx dy
-0 -0

que transformada leva, sucessivamente, a:

+0 +00
“E(F) =‘f Py (x) oixt dx'f py(y) o1Vt dy =
=00 ~00

= PL8) -9 (t) (4.2.3)

T.4.2.5) A funcao caracterf{stica da variavel aleatdria z =
=a.x+by+...
onde Xy Y3 «.. 320 variavels aleatorias independentes @ ay b ...

830 constantes, é igual a:

q;(t) = ¢ (at) v;(bt) ces (4.2.4)

Pelos dois teoremas anteriores a demonstragao ¢ evidente.

4.3 - Funcao Caracterfstics de uma Distribuicso Normal

Com os teoremas anteriores e possfvel determinar a funcao
densidade de probabilidade de uma combinagao linear de variavels
aleatorias independentes que se distribuem normalments. % o gue

estabelecemos nos teoremas seguintes:
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T.4.3.1) A fuano caracteristica de uma variéval X que.- .se

distribui normalmente com media m e desvio padrac o e igual a, -

‘Px(_t) = e

A demonstragao ¢ direta. Por definicao:
+oo : (x 22
1 =072 ixt
¢ _(t) = f . e 20 e " dx
=0 ) evE |

=0

Introduzindo a variavel y. definida por:

Z=-n
y 2 eee——
o
ericontra-se, sucessivamente: |
+c0 1
@ (%) =J e 2 -ei(m+°'y)t-dy=
x. o V2T
=00
+ ; 2 2
imt T ° (v=1'g¥)s
_ 8 J’ - 2 AR S
S —— e _ . ay
v 2T .
=00
Ll o+
- o e 2
olmt - 55 - {y=lot) int - 9%‘-—
= a . dy = e )
vZr oo

T.4.3.2) Se a fungao caracter{stica de umas variavel aleato-

tat ~ LE

‘Px(t)  -'-; e 2

F
rla e
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entao x se distribul normalmente com média m e varianga o=.

Ea recfproca do teorema anterior cuja demonstragao e imedig

ta.

T.4.3.3) Se x e y 820 Independentes e se distribuem normal-
mente, a soma x+ y se distribui normalmente com media igual a so-
ma das médias de x e ¥y e varianga igual a soma das varlancas de

X 8 ¥,

Pelo teorema 4.2.4:
<Px+y(t) = ‘Px(t)-tpy(t)

e utilizando o teorema 4.3.1 encontra-se:

B 21F 2 2 |
TS| I

e = e 7

Pyt

(of + o2) t2
ei(,% + my)t - —-5—_2..1_..._

que é a funqao caracter{stica de uma distribuigac normal de media

m * my e varianga oﬁ + dﬁ;

Utllizando o teorema 4.2.5 chega-se, sem dificuldade, a
T.4.3.4), BSe x, Vs +ee S20 independentes e¢ se distribuem normal-
mente a varlavel aleatoria x = ax + DY + «vsy Onde a4 by +e. 8ao0

constantes, se distribui normalmente com medla igual a

am, + bmy * ... | (4.3.1)
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-

¥ wilow ot

al qﬁ + pe o§.+ vee - (4.3.2)

T.4.3.5) Se x;(1 =1, 2, 3, ... n) sao determinagoes inde~

e varianca igual a

pendentes da variavel normal x de média m e varianqa_ca a media
x da amostra xy se distribui normalmente com média m e varlanga

igual a o*/n.

Basta aplicar o teorema anterior fazendo x = Xy ¥ = ng...

e&'=b=...=l/n.

4.4 - Estimativas dos Pg;ﬁmet;ps da_Popylacao Normal a Partir

F
os Pa etro a Amos

0 teorema anterlor mostra que a media de uma amostra de n
membros provenlentes de uma populagio normal se agrupa em torno
da media da populaqgo muito mals estreitamente que cada determinag
qu:da variavel aleatéria, pelis & respectiva varianga e dividida
por n. Isto justifica a escolha da média da amostra como um va-
lor representafivo da grandeza medida, uma vez que ela é a melhor

estimativa da média da populagao.

O desvio padrac da populagao poderia, pelo teorema 4.3.4 ser
estimado atraves do desvio padrdo da smostra. Acontece, porem,
que ao fazer tal estimativa ter-se-ia que utilizar os afastamen-
tos das medidas em relagac a media da amostra e nao em relagao a
média da populagao pols esta nao ¢ conhecida mas simplesmente es-
timada. A estimativa estaria, assim eivada de um érro sistemati-

co: seria uma egtimativa zic;ada. Para evitar este viecio procede-
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se de acordo com o teorema segulnte:

T.4.4.1) Uma estimativa nao viclada da varianga da distribuj
950 normal da media de uma amostra de variavels normais o dada pe-
la expressao: n
: =\2

= ol

x a(n-1)

(4.4.1)

A demonstragao da validade desta expressao pode ser felta

por um processo de calculo que constitul o metodo da maxims veros-
gimilhanca:

Se de uma populagao normal de media m e desvio padrac desco-
nhecldo obteve-se uma amostra nao viciada constituida pelos elemepn

tos xi(1.=14 2y «++ n) a probabilidade de ocorrencia de um valor

x, sera dada por 2
1 (x, -m)
_#
e o dx
o vVor 1
e a probabilidade da ocorrgncia simultanea dos n valores X sera:
' 2
X, =
. ) { 1 m)
( Ydx ax T : 20 dx
px ‘..x L I ] = e
1 n 1 n 1 o vor 1

0 metodo da maxima verossimilhanga consiste em estimar os pa-
rametros‘m e 0 de maneira que esta probabllidade seja um maximo.

+* L4
Para que isto acontega e necessario que:

op
_=0
om
ap
- =0

oC
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© que nos da duas equagoes a duas incégnitas m e 0. Resolvendo-

as, encontra-se, imediatamente:

3 x,
= .l—_ - -x- (40402)
n
n
> (Jr.:i-m)2
glr Al | (4.4.3)
. n

A melhor estimativa da media da populaqao e, pois, pelo meto
do da maxima verossimilhancga, a média da amostra. A melhor esti-
mativa de oZ €, por outro lado, dada pela média quadratica dos
afastamentos das medidas em relagao a média da populagao. Como
esta nio & conhecida mas somente estimada, uma substituicao dire-
ta de m por x viciaria, como ja apontamos, a estimativa de ¢ Pa=

ra contornar tal vicio podenos escrever, 1dénticamente:

n
5 (xy~m)? = Z(xi-x)2+n (% - m)?
1 1l
0 segundo fator da ultima parcela é, pelo método da maxima
verossimilhanca (expressgo 4.4.,3y com n = 1, Xq = :-:'), a melhor
estimativa da varianca da media das amostras e igual, segundo o
teorema 4.3,5, a O'Z/na Portanto:
n

nel =3 (zy-x) + o
1

2

3 (x, - D2
o2z 1

(n- 1)_, '

(4.4.4)
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A estimativa mals provavel e nao viclada da varianga o da po-
pulagao nao &, pois, a varlan¢a da amostra mas sim a soma do gua~
drado dos afastamentos dos membros da amostra em relagao a média
da amostra dividida por n~ 1. Uma vez que a varianca da média ¢
igual a varlianga da populagao dividida por n chega-se assin, a ex-

pressgo 4.4.1.

Incidentalmente as eXpressoes 4.4.2 e 4.4.3 Justificam a esco
lha da media da amostra como o valor mals representativo da grande
za nedida e da varianca da amostra como estimativa da varianga da
populagio. Eliminando-se o vicio desta estimativa (expressio
4.4.4) chega-se a melhor e nao viciada estimativa da varlanga da

populagao.

Os resultados obtldos justificam o procedimento adotado rnos
parégrafos 1.2 e 1.6 para estimar o valor representativo de uma

grandeza e a respectiva flutuagao.

4.5 - Niveis de Confianca

Feitas as estimativas da media e do desvio padrao da popula-
¢ao normal de onde proveio a amostra obtida experimentalmente fica
ainda em aberto um problema: que confianga se pode atribuir as es-

timativas assim feltas ?

Se o resultado experimental for expresso sob a forma X + a o
que se deseja é estabelecer a probabilidade de que a repetiggo do
conjunto de medidas experimentais tenha uma média situada néste in

tervalo. K claro que se se aumenta o intervalo a conflanga a éle
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» \. .
agsoclada tambem cresce, mas o resultado experimental torna-ge me

nos preciso pois aumenta a razao §.

Denomina-se nfqg; de confianga assoclado a um intervalo em

torno da medla a probabilidade de que a media de amostras obtidas
nas mesmas condigaes que permltiram as avaliagaes de X e de a este

Ja compreendida neste intervalo.

As relagoes 4.1.3; 4.1.4 e 4.1.5 permitem estabelecer imedia-

tamente o seguinte teorema:

T.4.5.1) Os nivels de confianga associados aocs intervalos
X+0,X *20e X + 30 caleulados a partir de uma amostra grande
de uma populagao normal sao, respectivamente, 68,26%, 95,45% e

99,73%.

fiste teorema Justifica os resultados indicados no parégrafo
1.7. Os diferentes nivels de confianga tabelados neste parégrafo
sao obtidos de maneira identica aos calculados no teorema ante-

rior, isto 5, pela quadradura da funggo normal de probabilidades.

4.6 - & P Pe a

Na formulagao do teorema anterior e explicitamente formulada
a exig@ncia de que a amostra considerada tenha grande numero  de
membros. A restrigao & obvia uma vez que as relagoes probabilfs-
ticas utilizadas sd3o valldas para a populagao normal de que 86 se
aproximam amostras grandes. Experimentalmente, porém, as amostiras

de que se dispoe sao, em geral, pequenas. 5 1f{elto esperar que as
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estimativas da media e de desvio padrao feitas a partir de tals a=-

mostras estela associado um nfvel de confianga menor que o perti-
nente as amostras grandes uma vez que a flutuagao da media e do deg

vio padrac de pequenas amostras deve ser elevada.

No teorema seguinte damos a base tedrica para a estimativa
des parametros de uma populaqio normal a partlr dos elementos de

uma pequena smostra.

Seja x uma variavel aleatoris normal com média m e varilanga o.

Sejam X e o, a média e a varianca de uma amostra de n valores in-

x
dependentes de x e caleulados de acordo COm as expressoes Jé conhe

cldas:

[ g =
e,
-

2]
n

- —
o (xy -3

n

Definamos & variavel aleatoria t pela relagao:

JaoT (4.6.1)

T.4.6.1) Nas condigoes especificadas aclma a densidade de
probabilidade da variavel t, S(t), € dada por:



78

s(t) = (2.6.2)

C(3) r() e
Esta distribuigao € denominada distribuicao de Student.

Remetemos o leitor a bibliografis (B7, B16y B23) para a de-
monstragao de (4.6.2).

A distribuicao de Student aproxima-se da fungao normal de pro
babilidades quando n tende para infinito. E simeétrica em relagao
ao eiio das probabilidadss e sua nédia, mediana e moda sao iguais

4 2ero.

Pela definigdo de t o produto S(t)dt da a probabilidade de
que o afastamento da media de uma amostra de n membros em relagao
a média da populagdo, medido em uridades iguals ao desvio padréo
da média da amostra, esteja no intervalo (t, t+4dt). Se transfor-

marmos (4.6.1) escrevendo=-a sob a formas

"
ct

X - ]

ouy utilizando (4.4.1):

|x-n] =t o

fica evidente que o produto S(t)dt da a probabilidade da media x

estar compreendida no intervalo (m-t o, m+t ¢_) ou, tambem, =&
. X X
‘probabilidade de que a media m da populagao seja interior ao intep
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valo (X-t o_y X + t a_). Esta probabilidade e, portanto, o nivel
X X

de confianga associado ao intervalo x + t o_.
x

A distribuigaoc de Student esta tabelada (B9, B20) e alguns va
lores particulares desta tabela foram apresentados no parégrafo

108.

‘4.7 -~ Estimativa da Diferenca epntre Médigs pelo Teste %

O teste t pode ser utilizado em um grande numeroc de problemas
que envolvem estimativas a partir de pequenas amostras. ﬁm dos
mails frequentes e o seguinte: uma grandeza é medida ny vezes e a
experiéncia leva a meédia ;1 e desvio padrao okls uma segunda sé-
rie de experigncias leva a medla Eé e desvio padrao o, _* Quer se
saber se a diferenga Ei - EZ € ou ndo significativa. ¢

Admitindo a hipotese de que a flutuagao das duas serles  de
medidas seja normal, com mesmo desvio padrac Cy € se ny € n, forem

grandes o teorema 4.5.1 permite estebelecer as seguintes estimati-~

vas:
T.4.7.1) Se o valor absoluto da diferenca El"iz £or, respeg
tivamente maior que o-il'x_a, Zcz'il__f2 e 30'51_3—:2, onde
™ By ‘
X tmyy - TP e = (x50 -%,)2 n +n,
cfi_xé = P — . oy, (4.7.1)
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a probabilidade de qua diferenca |§ii~§é|§eja devida apenas a fly-
tuagoes ocasionals 85 respectivamente, igual a 31, 4%, 5,55% e

0,27% quando a amostra £or grande.

O teorema e simplesmente uma reformulacac de 4.5.1 onde

Oy ¢ estimativa do desvio padrac da d1lferenga da média  das

1~ %2 .

duas amostras. Resta mostrar que esta e a melhor estimativa.
Sendo m a media da popula.gé’o amostrada pelos Xy © xZi e o o

seu desvio padrac a mrobabilidade de se obter estes valores em uma

- rd
amostragem nao-viciada seras

2 pad
- A (x“ m) n, _ (xEI -1m)
| | n e 2 0'2 dx | | - e 2 -°2 dx
L ovE 11 1 ovZr 21

Utilizando o metodo da maxima verossimilhanca para estimar n

e o encontra-se, de manelira anefloga a do para'grafo 4.4:

Ny Xy +n, x,

m = (4.702)
m +a,
o1 2
% (xli—m)2 + %I(xa-rx)f2
¢l = . (4.7.3)
2

Ura vez que naoc se conhece m mas somente sua estimativa dada
por 4.7.2 a estimativa de o dada por 4.7.3 e viciada. Para elimi

nar tal vicio podemos escrever, idén’cicamente:
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! 2 ge!
T xpymw)® + T (g mw)? = T (x50 4y (R -m)P 4
1,

1 1

-

Como em 4.4 as melhores estimativas de Gfl-m)a e de (J?Z-m)z

-serao, respectivamente, §§ e = o obtem-se:
2
g | ) 1> ,
o = -
ny + n‘2 -2
e portanto:
g | ) s )
2 = +
a — - S ——
X1~ %, np+n, -2 w

conforme a expressao 4.7.l.

Na analise anterlor as duas amostras foram supostas grandes.
Se nao o forem e necessdrio utilizar o teste t. Ter-se=-a o segulp

te:

T.4:7.2) Se a probabilidade de se obﬂter um valor igual ou sy

perior a t dado pela expressaoc:

(n1+ n,- 2) ny nzﬂ
n *+n, .

ct
i

(2.7.2)
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‘£or P4 a diferenga Iiif'iél nao ¢ significativa dentro do nfve; de

confianca de P%.

A variavel t definida por (4.7.2) segue, como em (4.6.1), a
distribuigao de Student e, portanto, a probabilidade P% esta tabe-
lada. O denominador de (4.7.2) € a melhor estimativa nao viciada

do desvio padrao da diferenca das médias.

0 teorema anterior justifica o procedimento adotado em 1.12

para analisar a diferenca entre duas medias.

4.8 - Propagacac de Erros

0 teorema 4.3.4 permite estimar a media e a varianga de uma
variavel ligada linearmente a dlversas varidveils aleatdrias nor=
mais. E frequente na andlise de medidas Indiretas o caso em que
a Telagac analitica entre z ¢ as variavels x, ¥, ... nao 6 linear

mas da forma:

Z = f(x’ Y eoo) (4-8.1)

e se quer estimar z e sua varianga a partir das medias X, ¥y see

e das varlangas Oy 9 o& oo

. 8¢ a fungao £(X; ¥y ocs) £or desenvolvivel em série de Taylor
nas vizinhangas do ponto (X, y; ...) ter-se-s, abandonando as par-

celas que contenham poténcias de segundo grau:

- - oz - oz - :
zZ = f(x, y, ooa) +(_) (X- I) +(—) (Y""y) + se (49802)
“\ox oy -

e

A expressao anterior indica, pois, que nas vizinhangas do
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ponto medio (X, ¥, ...) & relagao entre z @ Xy ¥y +.. & linear. O

teorema 4.3.4 pode, pols ser aplicado e as estimativas de z e o

z
serao:
Z = f(Xy ¥y oea) (4.8.3)
2 2
2z oz
2 - : 2 2
(o ] = ——— - o‘_ + — - G_ + suw (4‘804)
2 (ax) X x (ay)":ﬁ y |

L L A ]

§ evidente que as estimativas anterlores so serao validas se
os desvios padroes de X3'Yy ««» forem de ordem de grandeza suficj
entemente pequena para justificar o abandono de poténcias de

Xy ¥y <. superiores a primeira no desenvolvimento 4.8.2.-

A - -~
Deste mesmo desenvolvimento, com as mesmas restrigoes,  sao0

deduzidas de maneira imediate as expressdes 2.3.1 e 2.3.2.

4,9 - E a Peso Medidas Dire | ’

Quando uma variavel z & ligade a duas varlaveis aleatdrias x

e y por uma relagao da forma:
’ z2 =ax+ ayy
uma estimativa de z no caso em que as medidas X o y tém diferentes
precisOes nao pode ser feita por 4.3.4 pols ndste teorema nao se
leva em conta o fato de X e y terem diferentes pesos, 1isto €, me-
recerem diferentes confiangas. Uma estimativa mais razoavel de

» -
Z sera aquela em que a variavel a qual estiver assoclada maior cop
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‘flanca tem mafor Influéncia. Coloca-se, pols, o problemad de ésti-

L

mar gqual o péso a atribuir a cada uma das varlaveis x e y. ™

-

Uma vez que, para um mesmo nivel de conflanga, a repregeﬁféti
vidade das médlas X e ¥ varia inversamente com as varlangas c‘i e

c‘§ e estas variancas varlam inversamente com © numero de deterni
naqoes que levaram axe y e razoavel admitir como peso de X e de
Y, respectivamente, o numero, n.s de medidas que levaran a determl
nagao de X e o numero de medidas, ny, que levaranm a determinagao
de ?.? Da{ decorrem, imediatamente, as expressoes  .(2.4.1) e
(2.4.2).

Outra ponderacac, e evidente, é atribuir a cada médla x e ¥
um peso proporcional aos respectivos niveis de confianga.. De onde

se concluil as expressSes 2.4.5 e 2.4.4.
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capfruio v

AJUSTE DE DADOS E METODOS DOS MfNIMOS QUADRADOS

-~

5.1 - Introducgac

A necessidade de representagao analitica da dependéncia fun-
clonal entre duas ou mais grandezas £fstcas ¢ um problema de medj]
da indireta que, pela frequgncia com gue aparece, tem 1mp6rt§ncia

relevante na analise dos resultados de uma éxperigncia.

Formulado teoricamente a questdo pode ser estabelecida da se
gulnte maneira: diversos valores Zy sao medldos, experimental e
simultaneamente, com 05 valores Xys Yyo oos das variaveis Xy Vaars
A relagao fundamental que liga z a Xy ¥y ... 6 conhecida ou postu-
lada e da forma z = £(Xy ¥y e«03 8y by «e.) Onde ay by «.. 820 pa-
rametros desconhecidos. Deseja-se estimar estes parametros de ma-
neira que os valores de z dados pela expressao analitica mais se

aproximem dos valores experimentails dentro de um nivel de confian-

¢a determinado.

K evidente que sem elementos auxiliares o problema e ingolu-
vel pois nao fixa um conceito para julgar se uma determinada apro-
ximagao e melhor ou pior que outra. Portanto, e necessario admi-
tir como hipotese basica de trabalho um critério de Julgamento ca-
paz de, por sua generalidade e flexibilidade de aplicaggo, ser uti

lizavel na maioria dos casos de Interdsse pratico.
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Como no caso da_anélise estat{stica de uma medida direta a
distribuigac normal constituira o elemento fundamental do ajusta-
mento de dados. A escolha desta distribuigao é justificada, fun-
damentalmente, pela facilidade analftica e operacional que dela
decorre. O exito de sua aplicagﬁo ao ajuste de dados de um gran
de numero de experignéias de natureza diversa constitul, por sua

vez, uma justlificativa "a posteriori" 4a sua adogao.

| Nao sera demais acentuar que os resultados do ajuste com ba
se na distribuigao normal sao resultados de natureza estritamente
'probabilistfca aos quals estara assoclado maior ou menor grau de
conflanca. Adota-los como resultados que'refletem uma plena cer-
teza ou que tenham confianga malor que a resultante da analise eg
tatfstlca do problema e assumir posiggo injustificada e inaceité

vel pela propria essencia do procedimento de ajuste de dados.

5.2 - Ajuste ou Intg;polggéo Linear

O problema mals frequentemente encontrado no ajuste de dados

¢ o da interpolacao linear.

A variavel y e ligada a uma variavel x pela relagao

y Tax + b (5.2.1)

cnde a e b sao dois parametros desconhecldos. Experimentalmente
g80 determinados n pares de valores ¥y» X4 (1 =1, 2, «o. n). De-

seja=-se determinar os valores de a e b na base das seguintes hipé

teges:
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Se y; é o valor da grandeza z dado pela relagao (5.1.1) quap
do x = X, eace b sao conhecidos as diferengas ¥y - yj: se distri-

buem normalmente. A médla desta distribuicao é zero.

A primeira hipétese fixa a fungao densidade de probabiiidade
assoclada acs afastamentos entre os valores experimentals e os va-
lores ajustados. A segunda hipc;tese é adotada para evitar que a
reta de ajuste esteja sistem?a.ticamente mais préxima ou mais afasta

da dog pontos experimentals que lhe flcarem acima.

Acelta as duas hipéteses 08 valores de a e b podem szer detep
minados de maneira que a reta ajustada Seja a melhor poss:fvel no
sentido de que a ela estara assoclado o maior nfvel de confianga.
Bstes va,_lores de a e b podem ser, fﬁcilmente, calculaveis pelo me'.—

todo da maxima verossimilhanca.

Se a distribuigé’o dos afastamentos ¥y - y_.;_ e normal, com me -~
dia nula’e desvio padré'o o a probabilidade de obtem;é'o deste afas~-
tame'nto sera dada por:

1 .
2
e 2o dy;

c v/2r

A probablilidade simultanea dos n afastamentos ¥y - Yi para

i=1,2y eeem sera dada por:

(.3,"1 - y_,:_)z

2
e 20 dyi

1
o Vo

n
P(yy) ¥p +on) ¥y a7, ooo =TT
1

A melhor estimativa de a e b sera aquela que torna maxima es
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ta probabilidade. Uma vez que na expressgo (5.2.2) existem tres

parametros desconhecidos (ay by e &) uma condiggo necessaria de

» rJ
maximo sera:
, 2P

da

il
o

oP

ob

]
o

oP

oo

(5.2.3)

A condigao tambem e suficiente se o sistema (5.2.3) so ti-

ver uma soluggo pols (5.2.2) é constantemente positiva, cont{nua

e se aproxima assintoticamente de zero quando a ou b tendem para

infinito e o tende para zero.

0 método mais facil de resolver o sistema (5.2.3) & tomar o

1ogarftmo de (5.2.2) e 1lgualar a zero as derivadas parciais da ex

pressgo resultante em relaggo 2 ay be o,

Encontra-se, sem dificuldade:

n n
DIEN zi=azx§“‘bz Xy
1 "1

(5.2.4)
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As duas primelras equaqé'es, denominadas, respectivamente, e-
quagao normal de a e equagao normal de by determinam os valores de
a e b que tornam maxima & probabilidade (5.2.2). A terceira equa-
950 permite estimar o valor_ do desvio padrao da popular,-ao normal
e dé, pols, uma estimativa do erro cometido na determinagi’o da re-

ta de ajuste.

Esta estimativa de ¢ ¢ uma estimativa viclada pois é reallizg
da utilizando os valores estimados de y (os y,) que sao calculados
a partir das estimativas de a e b. Para contornar tal vicio proce
de-se de maneira analoga a adotada no parsfgrafo 4,7 e conclui-~-se
que a melhor estimativa de o2 é dada por:

= 2
o 2 (yg=y)
2 _ 1

o = 1 (5.2.5)
' ne 2

Substituindo o valor de ¢ dado pela expressac anterior na

expressao da densidade de probabilidade (5.2.2) encontra-se:

. n=2
n ne 2 -

p=[ TT - e 2

1 27 Y (yi-yi)z

0 valor desta probabilidade sera maximo quando 2, (y4 - yi )2
£or um mfnimo. Os valores de a2 e b determinados pelas equagoes
normals de (5.2.4) sac tails, portanto, que a soma do quadrado 4os
afastamentos entre os valores experimentalis de y e os valores a-
justados & um minimo: poder-se-1a tomar como hipc;tase de trabalho

—r ”~ L
esta conclusao e esta e a base do metodo de ajustagem denominado
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dos gfgimos guadrados. No caso presente o método da maxima veros-

similhanga e o dos nfnimos quadrados levam ao mesmo resultado.

5.3 - Interpolacao Nao-Linear

0 ajustamento efetuado no parégrafo anterior pode ser generg
lizado, sem malores dificuldades, para fungaes gue sejam lineares
nos parémetros desconhecidos mas nao lineares na variavel xs I1sto
¢, para fungdes da forma:

y = afa(x) + bfb(x) + ees

O caso mals frequentemente encontrado ¢ o do ajuste por melo

de uma parabola de grau m em X

y = ax® + a4 a2y L, (5.3.1)

Racioci{nio analogo ao do paragrafo anterior leva as seguintes

equagaes normals para estimar os parémetros-ao, A3 853 osel
n n n n
J = +J =1+] -2+
X} ¥y A, Xy v hay Xy va gt e,
1=1 1l 1l 1
j=0,1 ..ﬂm
Uma estimativa nao viclada da varianga da populagao sera:
n
Z(Yi"yj'_)a
2 1

gt = (5.3.3)

nem=1

Deixamos ao leitor o cuidado de demonstrar (5.3.2) e (5.3.3).
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5.4 - Ajuste de D ulcdes de Frequa , Teste Xx°

Nos paragrafos anteriores analisamos a questao de um ajuste
de dados por meio de uma fungao analftica arbitraria. Problema de
natureza diversa ¢ o que se coloca quando se deseja ajustar uma
distribuigao de frequéncias e que pode ser formulado teoricamente

sob a forma:

A uma variavel aleatoria y esta assoclada, hipptaticamente,
uma funggo densidade de frequéncias £'(y). Experimentalmente sao
observadas as frequéncias f(yi) para 1 = 1, 25 +.. n. Deseja-se
testar estatisticamente se os afastamentos entre as frequéncias ob
serﬁadas f(yi) e as frequenclas tedricas esﬁeradas f'(yi) decorrem
apenas de flutuagSes ccaslonails da amostra ou da falsidade da hipé
tese iIniclal que fixa a densldade de probablilidade dos y.

0 teste mals geral para analisar a situagio & o teste x> pro

posto pela primeira vez por Pearson. Indicamos a segulr os teore-

mas fundamentals que levam a sua estruturacac.

T.5.4.1 -~ Se as variavels aleatdrias independentes x4y se
distribuem normalmente com media zero e varianga igual a um varia-

vel aleatoria

x& =

=

HMDB

L]

se distribul com a seguinte funcao densidade de probabilidade:
)4} -1 n_l

k(x) = P(x(x24x+dx) = 2-2 r (%) %% e-’2 (5.4.1)

Remetemos o leitor a bibliografia (B2, B7, B16) para a de-

monstragaoc do teorema.
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0 parametro n da distribuigao ¢ denominado b-gfau de liber-

dade da distribuigao de 2.

Usualmente nao ¢ tabelada a fungdo (5.4.1) mas as probabill

dades dadas por uma das duas expressoes:

X
P(xZ ¢ x) '='[ k(t) a4t | (5.4.2)

O

Q0
P(xZ »x) =f k(t) dt (5.4.3)

X

A expressao (5.4.2) da a probabllidade de x? ter um valor 1

-,

gual ou inferior a x; a segunda expressgo e o complemento da pri-

meira e da a probabilidade de x? ter um valor igual om superior

a X.

T.5.4.2 ~ Se a varlavel ¥y se distribui normalmente a varié

vel z definida por:

f(yi) - f'(yi)
= ' (5.4.4)

z
1
v f'(yi)

onde y, 580 determinagdes independentes e nao - vicladas de y se

distribui normalmente com media zero e varianga um.

Remetemos, tambeém, o leitor a bibliografia (B2, B7, Bl6) pa

~ .
ra a demonstragao deste teorema.
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T.5.4.3 = Se a variavel v se distribul normalmente a varia-
2

vel x~ definida por: .
() = £1(y )P

n
2
=2 (5.4.5)
1 1 £1(y,)

x% =

H MDD

onde os y,; sao determinagées independentes e nao viciadas de y se

distribui segundo (5.4.1) com n graus de liberdade. -

Para demonstrar o teorema anterior basta assoéiar T.5.4:.1 e

T.5.4.2.

O teorema 5.4.3 ¢ aproximadamente valido quando a distribui
¢ao de probabilidades de y se aproxima da distribuicaoc normal.

0 ealculo do valor de x? por melo de (5.4.5) para a amostra

de uma populaggo cuja distribuigio de probabllidades ¢ conheclda

(ou‘postulada) e a utilizaggo das probabilidades tabeladas segup
do (5.4.2) ou (5.4.3) permite estabelecer se o valor encontrado
para x° & devido somente ao acaso ou decorre da admissio invali-
da da distribuigao de probabilidades de y. Dispoe-se, assim, de
um eritério estat{stico para julgar a aceltagio ou regeican da
distribuicao que se deseja testar. |

No teorema 5.4.3% o numero de graus de liberdade da distri-

bulcdo de. x2

foi dado pelo numero de determinagdes independen-
tes e nao vicladas da variavel aleatoria y. A distribuicao de
frequancias esperadas f‘(yi) era postulada independentemente dos
valores observados de y. g comun, porém, 0 caso em gue a distrl
buigao de probabilidades esperadas é determinada atraves da fixa-

~ F +
¢ao de seus parametros por meio dos valores observados da variavel
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'-aleatéria.vgﬁ-O'que acontece quando se estima & medla e o desvio
padrao de uma distribﬁigab normal por meio das expressoes 4.4.2 e .
4.4.4. Nestes casos o teorema 5.4.3 ainda & valido maé o numero
de graus de liberdade da distribuigdo de x> & 1éua1 ao numero de

classes independentes observadas da variavel ¥ menos o numero de

‘parametros da distribuicac esperada e que sao calculados a partir.

da amostra dos y.

Exemplo 4.1 - Uma amostra de 1000 membros de uma varlavel

aleatoria continua e obtida experimentalmente. A distribuiqgo de

Dy @y

frequencias (f(y)) € dada nas duas primeiras colunas do quadro a-

baixo. Deseja-se testar a hipétese de que a variavel y se distri
bul normalmente em torno da media zero, com desvio padrao igual a
um.

No quadro abaixo esta organizado um dispositivo para a estl
mativa de x°. A coluna £'(y) fol obtida de uma tabela de fungao

normal de probablilidade:

-
v e e | s -0 | ety - pr(en2 | (2 - 21 r0)°
| - i £'(y)
-4 ] o} - i - -
-4,-3| 16| 13 -3 -9 0,69
-34=2 | 227 214 13 } 149 ‘ 0,79
-2,-1 [ 1261 | 1360 -99 9800 ? 7420
-1,0 |3502 | 3413 89. R100 2,36
0,1 | 3450 | 3413 37 _ 1360 0,39
1,2 [1320 | 1360 -40 . 1600 | 1,17
2,3 | 225 | 214 11 _ T21 - 0,56
354 5 13 -8 6a 4492
4 0 0 - ) - | -

x2 = 18,08
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As duas ﬁltimas colunas foram calculadas por meio de régua
de caleulo e os respectivos numero tém, no maximo, tres-algaris-
mos significativos.

0 valor encontrado para x& ¢ igual a 18 e o numero de

graus de liberdade e igual a 8, pols tantas saoc as classes en
gue a variavel y fol tabelada e nenhum parametro da distribuigaoc
hipotetica fol ealeulado a partir da.distribuigio obgervada. A
probabilidade tabelada de se obter por acaso um valor de ug igual
ou superior a 19, para R graus de liberdade e da ordem de 245%.
Dentro deste nfvel, portanto, a hiﬁétese de que y se distribuil
normalmente com medla zero e varianga um ¢ aceltavel. Se se qul
zer trabalhar com nfvel de confianga mais elevado a hipotese nao

[ FJ
32ra aceltavel,

Exemplo 4,2 - A distribuicao de Poisson (ver exemplo 5.5
parégrafo 3.5) podeoser razoavelmente aproximada por uma distri-
buigao normal quando sua média m nao & multo pequena. O teste
xz poderé, entao ser aplicado para julgar um ajuste de frequén—
cias de uma distribuicac de Poisson. No quadro abaixo sao dadas
as frequéncias observadas experimentalmente do "back-ground" de
um tubo contador Gelger-Muller. Deseja-se verificar se estas
frequencias tém uma distribuigio de Polsson com media igual a me-
dia das frequgncias observadas. Neste caso, portanto, um paramg
tro da distribuicaoc esperada é calculado a partir da amostra o
que diminui de uma unidade o numero de graus de liberdade na dig
tribuiqgo de x?. 0 dispositivo de calculo e 1d$ntico ab do e-

xemplo anterior sendo a coluna de frequéncias esperadas (£'(y))

calculada por melo da expressao analftica da distribuigao de Polsgon.
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1 - n :
Inpilsos/20. se¢ | £(n) | £1(n) | (2(n)- £1a))2 | (D) = £1(n))2

n " £'(n)
5

6 |

7 4 | 2,97 1,05 0,354
8

9 4 3438 0,37 0,111
10 7 | 5,87 1,28 0,218
11 8 9,28 1,64 0,177
12 13 | 13,45 0,20 0,015,
13 28 | 18,00 100,06 54560
14 22 | 22,50 0,25 0,011
15 28 | 25,85 4,64 0,180
16 24 | 28,50 20,30 0,712
iy 22 | 29.00 0,00 0,000
18 28 | 28,05 0,03 0,600
19 28 | 25,70 5,30 0,206
20 9 | 22,30 177,00 7 4950
21 23 | 18,70 6,25 0,333
22 14 | 14,65 0,42 0,029
23 10 | 11,05 1,10 0,100
24 10 8,02 3,92 0,490
25 5 5,58 0,34 0,060
26 '
27

28 9 9,34 0,12 0,010
29 -

30

31

S = 300 S = 16,16
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As frequencias correspondentes as atividades reglistradas 5,

€y, 7 e R e 26, 27, 22, 29, 30 e 31 foram agrupadas pols e " aconse~

lhavel trabalhar,'para o teste x? com classes cuja frequéncia seja

no minimo igual a 5. O numero de graus de liberdade do valor de

xz estimado sera 19~ 1 e para este valor de n a pfobabilidade de

1? ser igual ou exceder, por acaso, 16 é da ordem de 504. Pode-se,
concluir, portanto, com razoavel grau de confilanca que a distribuj

gao de Poisson representa a flutuagao do "back-ground” do tubo.
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