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carfruLo 9

CAMPOS MAGNETICOS DE GORRENTES ESTACIONARTIAS

9 - 1. Corrente elétrica. Até agul estudamos campos cria-

dos por cargas em repouso (Eletrostatica); passaremos agora a

analisar os fenomenos decorrentes do movimento de cargas elétni

cas, movimento ggte que se Drocessg_gzxgvés de materiails condu-

tores (metais) e semicdndutores, eletrélitos, gases 1lonizados,

dielétricos imperfeltos, etc. Nos metals o movimento e puramep

te eletr3nicoi 15 nos eletrolitos e nos gasesg ionizados, por
exemplo, movem-se tanto os Ions negativos gquanto os positivos.
Chama-ge "corrente eletrica" a um fluxo de {ons ou eletrons. Seu

sentido convencional e o dog_fons positivos (sentido do campo g

-»

» »
esmQ atraves de condutores metalicos, embora se sal-

ba que af as cargas positivas localizadas nos atomos permanecem

em movimento vibratdrio (agitagao térmica)_em-tSrno de syas po-

sicoes de equilfbrio, e que apenas os elétroqg_livres se! movem

atraves do metal, em gentido contrario ao sentido convencional

da corrente.

Nog tipos de go::egges agul descritos, o que se verifica e

um deslocamente de cargas elementares (eletrons e fons) atraves
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dos materials: estas sao as correntes chamadas de conducao. Quap

~ ” » » »
do porgoes macroscopicas de materla, contendo carga eletrica, e

que se deslocam, as correntes assim geradas chamam-se correntes

de convecgag. O disco de Rowland, que € um disco dielétrico cap

regado girando em torno de seu eixo, e um exemplo de  corrente

de convecgso obtida pelo movimento de um corpo rfjg.do. Outro e~

xemplo do mesmo tipo 6 o da corrente obtida ao girar uma esfera,

carregada superficialmente, em torno de um diametro, problema

que sera estudado no paragrafo 11 - 5.

Em qualquer caso, chama-se "intensidade de corrente elétri

ca" {4 at;avés de uma supergicie, a quantidade de carga que a-

travessa, por segundo, essa superffcie, indo da face positiva

para a negativa, 1sto e:

(9-1)

L]

onde q = q(t) é a carga total que atravessou a superffcie durap

te o tempo t. A unidade de intensidade de corrente 6 o Ampere

(v garﬁgggfo 1-1), que sera definido oportunamente. Tem-se e-

videntemente de (9-1):

No caso de condutores, a intensidade de corrente elétrica
sera a quantidade de carga que atravessa, por segundo, uma se-

¢ao normal do condutor.

Em condigdes estacionarias, a carga eletrica que entra num

volume qualquer, contidd num condutor, e igual 8 carghd guc sal
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fdeste mesmo volume, de maneira a manter o condutor eletricamen-

_te neutro no seu interlor. Entretanto, cérgas constantes pode=-

rao acumular-se na sua superffcie, produzindo efeitos eletrosté

ticos perceptfveis.

Consideremos agora um melo condutor qualquer onde exista
uma corrente elétrica, constitufda de {ons identicos de carga Q,
e seja N o numero destes fons, por unidade de volume. Na reall
dade, o movimento dos fons ¢ cadtico, por efeito de suas colisdes .
com as partfculas db melo, mas existe um sentido preferencial de
deslocamento: o sentido da corrente. Calculemos a intensidade
de corrente.elétrica gque atravessé uma superffcie elementar ds
qualquer no interior do meio, e seJa_;ro valor da velocidade mé
dia de arrastamento das cargas atraveés do meio, no ponto em que
se situa o elemento ds (Fig. 9-1). Por simplicidade, admitire-
mos que todos os fons sao positivos e tém essa velocidade v. Dy
rante o tempo 3&t, cada carga se
move de_uma distancia ;bst;' se
8q é a carga‘qua atravessa a-su-
perficie ds durante o tempo §t,

tem~se evidentemente:

8q = (FQ) (¥. 1 8t) ds;

isto &, o
89 —
. di = oty = NQ ;* . ds |
' 3t :

(onde ds = n ds) € a intensidede de corrente que passa atraves:
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' —-
do elemento ds.

A _funcdo vetorial de ponto:

.
T = NgV.= oV s Q=2

que tem dimensao de intensidade de corrente por unidade de area,

’

a-ge e $ @ e obviamente a den-

sidade espacial das cargas em movimento. Tem=ge entao:

L o

a1 = J-3s ,

e portanto a 1ntensidade de corrente eletrica que passa atraves

de uma superficie s qualquer, contida no meio, serat

I?.a:. -

i

A densidade de corrente elétrica 3? (quantidade de carga g
létripa que atravessa, por segundo, por unidade de'érea, uma su
perf{cie normal a velocldade das cargas) e a densidade de carga
p (quantidade de carga contlda, em cada Instante, na unidade
de volume) nao sao grandezas independentes, sim relacionadas,em
cada ponto, por uma equaqao. Para obtg-la, consideremos um vO-
lume v qualquer no meio, limitado por uma superf{cie fechada s
(Fig. 9-2). Entéo a intensidade de corrente que gaj do volume
v sera:

1=§?~E§=Idiv?-dv, (9-4)

s v



sendo a normal n orientada para fora da superf{cie. Por outro
ol ~ lado, sabemos que 1 e a quantidg
de de carga transportads, por se

gundo, para fora do volume v, g

to ¢, ~1 ¢ o aumento, por segup

doy da carga Gy contida em v:

Figs 9=2
dq,,
d
-] E e—— . I Pdv= .a..g dv , (9_5)
dt dt ot

v v

onde a operagao de derivada total g% pode ser comutada com a
de integragao porque o volume v e fixo, e transformou-se numa
operagao de derivada parclal porque p € fungao tambem de posi-

9500

Identificando as expressoes (9-4) e (9-5) teremos:

J‘ (?17 J + e ) dv = 0 ;

para que esta equagao seja valida, qualguer gue sela o _volume

¥, € necessario que O Integrando se anule, isto é,-que:

div I+ — =0, (9-6)
ot
Esta ¢ a equagao procurada, conhecida por eguacdo de continuida-

de, e significa que: "a guantidade de carga que entra, por uni-

dade de volume, por segundo, no interior de um volume v (dada
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- * »
por - div J) e igual ao acrescimo de carga, por unidade de voly
e
me, por segundo, verificado em v(igual a 3% " ., Ela exprime mg
tematicamente o] princfpio da conservagﬁo da cargal(carga elétri

ca nao pode ser criada nem destrufda).

M -
Para qua haja uma corrente eletrica de densidade J num cop

dutor, e necessario um campo elétrico_gh que produza o movimen-

to d;s cargas, Se no interior de um metal homoganeo, mantido a

temperatura constante, atua um campo elétrico Eﬁ entao a densi-

dade de corrente que flui através do metal 5, em cada ponto, pro
—

porcional a BE:

T= 7E. O 9-D)

Esta e a expressao diferencial da chamada lei de Ohm, ini-
cialmente formulada e verificada experimentalmente em sua ex-
pressao integral:

AV = Ri, (9=8)

onde AV € a diferenga de potenclal entre 2 pontos qualsquer do
condutor linear e R a "resisténcia" do trecho de condutor com-
preendido entre os 2 pontos. Para um condutor cilfndrico, hbmg
géneo, de comprimento f e drea de segEo transversal igual a s,

R e dada por:
R=—, (9~9)

onde a constante % e a mesma que figura em (9-7), e se denomi-
na "condutividade elétrica", caracter{stica do material. Ao in-

verso de 7 se denomina "resistividade" do material. No caso
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geral, 7 nao e constante, sim fungao de E; os materiais (metais,

por exemplo) que'obedecem a lei de Ohm,‘isto é, aqugles para os

quais 7 6 constante, sao chamados condutores “"ohmicos".

A expresao diferencial (9-7) da lei de Ohm € uma consequep
cla da lei de Ohm perriamente dita (9-8), tal como fol obtida
a partir da experiéncia. De feto, considerando uma porqio cilﬁ;

e —

drica do condutor, com eixo na diregao de E, que e a mesma de J

. (Fig. 9-3), tem-se:

‘l
t Vl-v2=AV=E«M;

%5-—-?r—-—i§2 A |
por outro lado, a intensidade da

at corrente que percorre © cllindro
e:
Fige 9=3 ALt=JTAs ,
e assim, usando (9«8), vem:
Al
EAM=RAL = — JTQAs,

o que demonstra (9-7).

No sistema M K S de unldades, resistencia e medida em ohnm.
De (9-8) vemos que a resisténcia de um f£io é igual a 1 ohm (1Q)
guando por ele passar uma corrente de 1l A, se entre suas extre-
midades houver uma diferenca de potencial de 1V, De (9-~9) ve-
mos que condutividade se mede em ohm"l.xn"1 ou mho. m'l, e seu
inverso, a resistividade, em ohm. m. il

Em condigoes estacionérias, a densidade local de carga p(;)
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Fd aP f
e constante no tempo, e portanto i = 0; pols se 1lsso nao ocor=-

rese, haveria variagao da distribulgao de cargas, e conseqiiente
mente do campo eletrico Eﬁ do que.resultaria Ervariével, e nao
estacionario. A equagao (9~6) assume, entao, a forma simplifi-
cada:

atv 7 = 0, (9-10)

que & a equagao de continuidade para correntes estacionarias. B
la significa que, paré‘o campo ji nao ha fontes nem sorvedouros,
e portanto as linhas de corrente sao fechadas, sendo sua confi-
guraqao fixa no espago e invaridavel no tempo. Podemos dizer,
neste caso, que o campo vetorial T éum campo gg&é;igg. Un e~
xemplo de corrente nao estacionaria (transiente ), € o daquela
que se obtem ao ligar, por um fio condutor, as placas de um

condensador carregado: a placa positiva & uma fonte, a placa

negativa um sorvedouro de corrente.

Se um condutor e atravessado por corrente estacionéria,
entao o valor de 1 e constante ao longo do condutor. De fato,

consideremos um volume Av do condutor, limitado por sua super-

%2 | perficie lateral e por duas su-
% 3 EE perficies transversais s, €5,
LN — (Fig. 9-4). Entao, o fluxo de
T atraves de A v sera:
Flge 9=4
§?T= ?-'ﬁ'idsl+ ?n2d32~—-11+12,
As $q ‘ S5
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pols o fluxo de J atraves da parede lateral do condutor e nulo;

11 o 12 350, respectivamente, as Intensidades de corrente atra-
ves de 8, @ s, Por outro lado, o teorema de Gauss para diver-

]
gencla mostra que:

— i
§J’-T=I div Jdv = 0 ,
A

As v

pols vale aqui (9-10). Portanto 1, = 1,

[ > A

9 -2, o o entes. Sabemos ,
do parégrafo 1-1, que se uma carga elétrica q move-se com valo-
cidade v numa regido em que existe um campo magnetico, sdbre e-
la agiri uma fSrga: |

-t

F,=q%A B, (9-11)

— * -~ ” .
em que B e o vetor indugao magnetica. E preciso observar aqui,

analogamenta ao gue fol feito naquele parégraib em relaqgo ao
campo elétrico, que a carga teste g deve ser suficientemente pe
quena para nao alterar apreciavelmente O campo magnético exig-

tente. De fato, veremos no parégrafo seguinte que uma carga e-
letrica em movimento gera por sua vez um campo magnetico, que

interage com o campo magnetico dado.

Seja agora um fio condutor, de pequena &rea de secao trang

versal, As , por onde passa corrente i, locallzado numa regiﬁo
~ ” *

em que existe uma indugao magnetica B (Fig. 9-5). Vamos calcu-

lar a f3rqa que atua sobre um elemento dl de corrente(ﬁf'tomg
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do no sentido da corrente). De acordo com (9-11) a forga sera:

—_— —
aF, =dq v AB ,

onde dg e a carga total em movimento contida no elemento, e ¥
sua velocidade (por simplicidade admitimos gue todas as partiey

las tem a mesma velocidade). Ora:
’ e
dqv = NQvdl As=(NQ v As) dl ,

sendo N o nimero de particulas por unidade de volume, & podemos

por:
NQvlds=1,

isto e:

=13dLAE. (9-12)

A £orga que atua sobre o circuito completo (ou fechado) serat

§ 1 &TAB .
c

Se a corrente e acionari s 1 pode ser retirada do sinal de

integraqao, se alem disso B e forme, tem-se: -

@d,

F‘.. ,-5
e como a integral de dl ao longo de um circuito fechado e nula,

nao atuara £orga alguma sobre ele.




11

0 momento que atua sobre o circuito completo e dado (Fig.

9~6) por:

—— _._—b-
L= §rAdFm= §1'1'°"A(d_r/\'§) .
. c c

Se a corrente for estacionaria e a indugao magnética uniforme,

tereamos:
—pn =l
mADB

L=1sAB = ) (9-13)

“4

em que o sentldo de e fornecido pela regra do saca-ralhas; o

¢ o chamado momento mgggé;ico do circuito.

9 - 3, Lei de Ampere. A experiencia de Oersted (v. Introdu~-

¢ao) evidenciou o fato de que uma corrente eletrica gera um cam
po magnético; tambem experimentalmente foil possfvel determinar
o valor da indugao magnética gerada por correntes estacionérias,
resultado que 'S expresso pela lel de Ampére (muitas vegzes refe-
rida na literatura como lei de Biot-Savart). Chama-se Magnetos-

» . ) - .
tatlca ao estudo dos campos magnetlicos criados por correntuc 3
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taclonarias. Uma carga isolada em movimento nao constitul cor-

rente estaciom{ria; mas se esta carga faz parte de uma corren-
L i -~ » o ol '

te estacionaria, entac a indugao magnetica B, criada por ela em

um ponto P qualquer, ¢ determinada pela equagao:

- ro qva(r-r")
B = _411' ’ (9~14)
: ;."_-;.“i|3

» —— -l
onde p, © uma constante, v & a velocldade da carga; r e o vetor

posicao do ponto P em que se es-
ta caleulando a indugdo, e ©! o
ralo vetor da posigao da carga,
em relagao a uma origem O gqual-
quer {(Fig. 9-7). O fator % de-
sempenha aquli © mesmo papel que

o fator Erl; em Eletrostatica,
(<)

isto & ’ e a constante requerida

para expressar a lei experimen-

tal de manelira compat.{vel com ©

Flﬂo ,’7

sistema de unidades usado, e va-

le, no sistema M K S:

Po N
—_— = 107 — .
4 AZ

A contribuicgdo para a indugao magnetica devida a um elemep

to de corrente 1 t-ﬁ* seré:
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— PO .&-E'A(?- ;‘.7)
édB = — 1 ’ (9‘15)
ar I';'_ ?‘;IB

e a indugao magnetica total produzida por um circuito C (sendo 1
constante): '
-~ Pl f? @ AT -7
B =
7
C

A
4 IF - 7|3

Tanto (9-14) quanto (9-15) exprimem a lei de Ampere.

Se a corrente nao £or linear, mas se se distribulr com dep
.

- sidade J por um condutor de segao transversal finita, entao da

Fig. 9~8 vemos gue:

' — .
a1 a0 =Jdsal = Jds a4k = J dv!,
— (9~17)
de - .
@M e teremos para a indugao magnetica:
‘h : * +
r VA ==y I T A - T
B = - - dv?t , (9-18)
C 4m IT -3

v
I'Ig. ,"

onde T' 6 o raio vetor do elemento de integragao dv'.

Se a corrente for superficlial, com densidade J s tal que
(Figt 9-9)3
al
J = —-— y
s dp

entao:

a1 d =J apdl =T dpar =7, ds' , (9-19)
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e teremos para a indugdo magnetica:

—
— o Fo p TSEDIAG-TYH _
B = — ' dst , (9-20)
L u s I7-7713
ﬁdo'
“ - »
=/ onde r' e o raio vetor do elemento de
e
Y integragao ds'. Observemos que, do meg
0 i
Fige 59 mo modo que em (9-2), obtemos para J:
N .
J-S = O :’ _ (9"'21)

onde o6 a densidade superficial das cargas em movimento, e ;h

sua velocldade.

Para medir a interacao de 2 circuitos conduzindo correntes
1, e 1,, respectivamente, devemos usar as equagoes (9-12) e
(9-16), simultaneamente. Se jam 11 EFE e 12 EFE dois elementos

de corrente tomados em cada um dos circultos (Fig. 9-10). Que-

A e
remos calecular a forga dF'2

que atua em ETE por efeito
“do 12 éircuito, & “ciéfo,
de (9-12), que

vl

—_ -
aF, =1, EEE_.A.BJ_ (v,) 5

o at

onde By (?E) e o valor, na

) L =Y »
posigao Ty do campo magng
tico criado pelo 12 circuj

Flge 910 to. Por outro lado,  de

(9=16) vemn:
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e - =
;(_._) /uoi f dll/\(ra- rl)
r = 9
12 ar 1 Ir 3 |3
Cl 2 1

e portanto a farqa total que atua no 22 circuito serat

’ (9-22)

-  Po §§ T AElllA(ra-rl)]
= i

c, C I"'2""1'3

que da a expressao procurada. BEvidentemente, a rarqa que age no

1¢ circuito, devida ao 2%, sera:

- f f dﬂ.l [d! A(rl-rz)]

By = = ’-1 iz Z
Irl'rzl

Aparentemente, pela falta de simetria do problema, a interaqio
désses clrcultoa viola a 32 lel de Newton da agao e reagac) en-
tretanto, usando teoremas de analise _vatorial, mostra-ss que a
lei aqui se verifica, isto @, que:

L —t

Fl E - Fa .
De fato, temos:
B —— L gl —— g *T
- ]
1t T2 = telf ¢ o 2 Ee——
c, G IT1TT C, 6 ITamTel”
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pois cada um dos térmos entre colchetes se anula, por ser nula a

eirculagao de um gradiente:

T =Ta

27°%1 - = 1

f‘ﬂ‘é' = %’ a, v, =0.
C, ir; -7 C, Ta2=T

Ja na expressao da interagao de duas cargas q € q, em movi

mento, resultante de (9-14), a 3§ lei de Newton nao e valida. De

—

fato, as f3r9as Fl e F

— }IO
F.(t) = —
1 ar
F(t) fo

t) = —
2 47

- -
F

isto e, Fl # 2;

it

> que atuam sobre 4 © q» sao diferentes:

9y 4y vl(t) A = ’
|r1-r2|3

— [l(t) A(ra"rl

lrl‘r2|3

A Fig. 9-11 da o exemplo de uma situagao simples em que uma

dessas farqas 5 nula e a outra nao: ?E e perpendicular ao plano

de ;Z e (;z-;;), e o paralelep{pedo esta tracado para que as di

v fig. 11

regoes no espago sejam visunalizag

.l ~
das melhor; ve-se entao que:

{

F - =

vl —

F2 = V5 Aa =0,

A solugao deste aparente parado-
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xo esta em que (9-14) 30 ¢ verdadelira quando & carga q faz parte
de uma corrente estacionéria, ou melhor, (9-14) nao ; realmente

correta, mas representa a parte do campo, produzido por q, que
nao se cancelalquando somada as con%ribuiqSes das démais cargas

»
da corrente estaclonaria.

Veremos mals tarde que quando so existem duaé cargas q; €
q, em movimento, as aqSes nao sao 1nstant3neas, mas retardadas,
isto 5, © campo E; que atua sobre qq no instante t fol produzido
por q, algum tempo antes, e propagou-se com velocidade finita. O
princ{pio de agao e reaggo reaparece quando se considera a inte-
—

racao entre cada carga e o campo B, e nao diretamente entre as

duas cargas.

A lei de farga (9-22) permite definir o ampere como sendo a
unidade de corrente que torna essa equagao vélida, quando a for-
¢a e medida em newton e as distanclas em metro, sendo g% = 1077,
Escolhidos dols circuitos tais que a integral dupla (adimensio-
nai) que nela aparece tenha o valor igual a 1, sendo eles percop
ridos por correntes iguais, elas serao de 1 ampere, se a forga

entre os circuitos for de 10"7 N.

Calculemos , agora, as 1ndu96es magnéticas eriadas por dife

rentes tipos de correntes estacionarias.

- E

9 - 4. 0 e e fio reti (o] o or onde

passa corrente i. Fica evidentemente subentendlido qﬁe esse fio

pertence a um clrcuito fechado, e e retil{neo no trecho conside-
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rado, tendo af cdmprimento bastante grande em comparagac com a
distancia ao pontd_P em que se quer medir o campo magnético (Fig.

9-12). Consideremos sobre o fio fetflineo um elemento de correp

7N te 15(? e calculemos sua contribyj
i ¢ao para a indugao magnética no
4 14, ponto P (Fig. 9-13). De (9-16)vi
. ras
Yo f A A (a-Th)
B=—1 .
Fige 912 o fio |- 713

Tomando o eixo dos z soObre o fio e o ponto P sobre o eixo

~dos ¥ a-distancia do elemento de corrente 2 origem sera Zs & a
integraqio.se fara sobre o fio, desde - o0 ate + . Do produto

vetorlial conclu{hos, tambéh,_.que
a contribuigao para a indugao mag
aética, de cada.eleménto de correp
te, tera sempre o mesmo sentido(o

posto ao do eixo dos x), e a inte

graggo poderé ser feita escalar-

M mente:
o Pl dz sen®
B = = Bx = — -
Fige 913 4 z2 + az

=00

Tomando 6 como variavel de integragao:
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2
a a a sec ©
z = = - ., dz = - c}e-
tgo' tgo tgae
2
sec-0
.z?-*-i-- aa = aa o
tgze

Substituindo esses resultados na exprassi'o de B4 ‘virat

Fol T Fot
B = —— I sen® 346 = ’
4va ' 278
0
1sto e¢ . | , S ces
L Pt . w A=4L
B= — kA-. < (9-23)
2wa 8 | :

As 1inhas de B sao, evidentemente, cf{reulos contidos em pla
nos normais ao fivy com centros sobre ele, orientados, em rela-
_ qao ao sentido da corrente, de acordo com
-ri & regra do saca-rSlhas (Fig. 9-14).
<)
b

Flge =14

or o epte i.  O'caleulo da indugao, em
um ponto qualquer do espago, e complicadg; mas torna-se simples

guando o ponto em que se calcula a induqao e um ponto do elxo da
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espiraj seja P este ponto, & tomemos a origem dc nosso sistema de
coordenadas no centro da espira

(Fig. 9-16). A contribuigao para

—
e indugdo, devida so elemento 1d(},

serat
w HFo T AT
dBl. -4 .
4 I?_-iﬁl}

0 eslemento EFE, simetrisco a 4  om
relagao a 0, dara uma contribuigdo
dﬁz, de mesmo médulo que dﬁz, e
Hloﬁds_ formande com o eixo da eapira o

mesmo angule @ que 331, astando os

2 vetores e 0 eixo da oapira.aabre
um mesmo plano. Assim; as componentes de Fﬁ; e Eﬁ; nermais aoej
X0 80 oancelam, e a# componentes paralelas ao eixo sao iguals a
a8, c0s 8, o so somam, Como a oada elemento considerado corres~
ponde um simétrico em relagdo a O, vemos que & indugdo resultan-
te terd & direqao do eixo da espira, o seu sentido sera dado pa-
la regre do saoa=rBlhae, em relagéo ac sentido ocom gque & eorrenm
te peroorre a espira. A 1ndu9§o magnétiaa total poaeré a6y o0ale-
culada escalarmentes |

)‘ci dl[
BB w—wwy 0050 ¥

4T IZ.,. ng



Fol 1 R
= —emrers at i. y .
av 2 .02 SZi i )

—

pols A" ¢ normal a z-T1. A integral de df' ao longo da espira
e igual 3 27 R, e teremos para a indugac de uma espira num ponto

qualquer do seu eixo:

B = k . (9-24)
2 (24p2)¥2
1_9--\6. Inducao magnetica de um solendide cilfndrico, por  onde

pasga corrente i. Chama-se_"solenéide" cilindrico a um conjun~
to @ W espiras circulares paralelas, formando um cilindro reto
de ralo R o comprimento L. Na prética, uma bobina helicoidal po

de ser assimllada a um solenéide.

Vamos calcular a indugao magnética em um ponto P qualquer

do eixo do solenoide (Fig. 9-16).

) .
' A contribulgao para a indu-

cao em P, devida ao el'emeh_to dz,

que contem -ETd" espiras, sera da

N da, em virtude de (9-24), por:
I I | jentra
Flg. %=16
Foi N dz R‘2
dB =

2._ L [(30_-2)2:!:.112]3/2



A induqao total sera calculada integrandc em z de 0O ate L, ou em

@ de 6, am - 6,} pelas substituigoes:

2, ~z =Rcotg® .. dz =R cosecZ 84d0 ,

(za-z)‘2 + R® = R® cosec® o y

viré:
w-ea
FoiN R3 cosecze
B = ae ,
2L Py R3 cosec3 o
1
isto 6’
- Po Ni cos 6, + cos 92 -
B = k

L . 2
6 o valor da inducdo magnética num ponto gualquer do eixo do sg
lendide. A Fig. 9-17 da a configuragao das linhas de forga do
campo criado pelo solancide. Ex
ternamente o campo 6 fraco, e
e bastante intenso no seu inte~-
rior. Se o solendide tem com=-

primento grande em relagac ao

seu ralo, entao poderemos tomar

como nulos os angulos e, e 9,

Flge 917

para pontos do eixo bastante a-
fastados das bordas, e teremos

que nelas o valor da indugao seraf, aproximadamente:
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L

= p,ni. (9-25)

Ainda neste limite, a indugao no interior do solendcide sera pra-
ticamente uniforme, com valor dado por ($-25), e sera praticamen

te nula no seu exterlor.

?Eﬁx?, Inducao magnetica de um condutor cilfndrico infinito, por

onde vas ente 1. Valem aqui as mesmas observagoes ini-

clals do parégrafo 9=4, Seja R o0 raio do condutor cilfndrico e

i

J =J% a densidade de corrente. Sendo a corrente produzida por

diferenga de potencial entre os extremos do condutor, do que re
' —
sulta um campo eletrico E uniforme, tem densidade constante ~ em

todo o cilindro:

1
J = eonstante = —— ,

WRZ

Ve-se, entao, da Fig. (9-18) que a indugao magnetica criada em

un ponto P gualquer do espago, dada por (9-18), valera:

-~ M7 2 -7
B = kA dv?t,

4 la-_;-,|3

(9-26)

Esta integral poder5 ser calcula=-

de utilizando resultados Ji conhe

cidos em Eletrostatica. Assim, no

Fige 5-18 _ calculo do campo eletrico criado
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por uma distribuigio uniforme, cilfndrica e infinita de carga e-

letrica, ter{amos: //’
-~ F a=-ot
B = —_— v,
411'60 ) I?- ;—;|3

e aqul aparece a mesma integral que em {(9-26). Ora, o campo e~
1étrico neste caso ja fol calculado (ou entao podera ser facil
hente calculado pelo teorema de Gauss), e e dado, para pontos ex
ternos, por:

p R

2 e:oa

e
-
E = a

L N 3>R.

o~ +
Identificando as duas expressoes encontradas para E, teremos:

a-T" Z'rrR2 —
———anma— Qv = a a > R,
| .

a=rt a

v

Levando este resultado em (9-26), vem:

2o T T RE

- [} . 2TR .

B = k A a 3
a4 aZ

mas como T RZ J =1, teremos finalmente

—~ Mol
B =

kK

A

ﬁ’lﬂ‘

y a>R, (9-27)

2ma

resultado que coincide com (9-23), o que significa que a indugao

erizda por um condutor cilfndrico conduzindo corrente de densida
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. ”»
de uniforme, num ponto gxterno ao condutor, e a mesma que se tﬁ

da a corrente estivesse concentrada no eixo do cilindro.
Seja agora P um ponto interno ao condutor. Entao, no pro-
blema anélogo da Eletrostética, o0 campo elétricb ent P (pelo teo-

ema de Gauss) seria:

y
E-27a = =— vaz,
€o
jate §=
- |
E = a a<R .
2 co

. ~ -
TIden “icando este valor com a expressac a integrar do campo el£

trico, obtemos o valor da integral procurada:
- umml

a~r! :
dv! = ZTF?, a<R .

a-7|?

v

Levando éste resultado em (9~26) obtemos:

— ‘FOJ —
B = K Azrma ,
am
ou ainda:
— )lOJa — ?
B = kA-’ a(Re (9-28)
2 a



égpg;{igigl. Valem ainda aqul as mesmas observagoes inicials
do parégrato 9-4. Seja 3: a denslidade superficial de corrente
(constante) no plano condutor (Fig. 9=19). Vemos entdo que &
indugao magnetlica criada em um
ponto P qualquer do espago, da-

da por (9-20), valeras

-.-)‘O _'J‘-;-;‘r

X -77]7

ds!' .

(9-29)

Flge 919

No problema analogo da Ele-
trostatica (campo erlado em P
por uma dlstribuigao plana, infinita e uniforme de cargas) ter{

amos?:

o x-7t o

- - : ]

E = J‘ d3'=-"?’
4we, i |;ﬁ_;ﬁl3 2€,

em virtude de (2-18), obtida facilmente com o aux{lio do teore-

ma de Gauss. Teremos assim para o valor da integral procurada:

— g
- X=-rt —_
ds! =2w%n .

Pk

Levando @ste resultado em (9~29), vira:

okiente
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—r— }10 JS
B = K A27D
4T
on alnda:
—— FO JS '
B = > kAL , o (9-30)

isto é, o vetor indugao magnética e constante em todo o espago e

paralelo ao plano condutor (Fig. 9-20).

Observacao: Se compararmos as expressoes (2-15), (2-28) e (2-18)
com as expressoes (9-23), (9-28)
e (9-30) respectivamente, as quals
cérrespondem a problemas de Ele

___.___/r trostética‘e Ma.gnetostética a-

i;//,_- presentando uma analogla geome~

trica completa (1sto e, tal que:

w— - .
g = PT{.—’ JS = 0'1-!.-, etc-), Verifl

camos que os valores da indugao

Flgs =20

_magnética podem ser obtidos dos
correspondentes do campo elétrl
co pela equagao:

-
B

i
B = kA

Po eo ’ (9-31)

-onde kK & o vetor unitario da direcao (constante) da corrente e-

létrica. A equagao (9-31) exprime um teorema geral que liga a
» ~ —-— bl

indugao magnetica de uma distribuigao de correntes J = Jk (k

constante) ao campo eletrico de uma distribuigao de cargas p,

quando J(T) = p(T).
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P
9 - ‘}‘:/\J a0 s ma e i onde -
sa corrente 1, a grandes distanclas. Tomemos a origem do sis-
tema de referancia no centro da espira, e o plano xy no plano
dela (Fig. 9-21). Podemos, sem perda de '..gene'ralidade, fazer
sassar por P (ponto em que iremos calcular a indugao) um dos
o | . outros planos coordeng
: dos, seja yz. Entao a
~ | indugao magnetica cria
| 'da em P pelo elemento
» \ ‘'de corrente 1d" sera
. ' \ (sendo AT* = 4T e |7V =
i y I = R):

$

»
T
-

Fige 9=21 _ dB = ’

4w II' r,|3

" (9-32)
e a indugﬁb total sera a integral de 4B ao longo da espira. Vg
mos calcular o valor de' B em um ponto P, situado a uma distan-
cia bastante grande em comparagao com o ralo da espira; entao,
do desenvolvimento em serie da fungao Tl_,_—l3- y terao valor a-

r-
preciavel apenas os dols primeliros termos, porque os outros se-

RV [(R\? R
rao proporcionais a (;) ’ (;) etc., & r~<<1. Isto e

1 L1 . [ 1
= i . v =
IF-71% 3 I-771% )32 0
1 3Ly -
= — 4 y - r>>R.
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Levando éste resultado em (9-32) e integrando sdbre a espira, vi

ra:
Pl | PTOAT [TAT _ _ [TAT
B = —— + 3r't-r- - -
47 r3 22 4 r3
detA ot
"}dr r 3-;;';.- »
¢ r®

O 4% termo e desprezfvel em face dos outros, por ger prOporcib-
> :

R \ » PN
nal a (_B; 3 0 12 termo e nulo, pois, sendo r constante,

T
al‘AT 1
§ T o — rhfm,
a ro ro )

e a Integral de ar ao longo de um circuito fechado e nulaj o

32 termo da:

- 2—--
LrA D 1 —e 1l R 27 R°n
"f]E =-—§?‘Ad'=—- jtaau'?=—- ag' = .
r3 3
[od c c

l

fa

2

r’ >

—

Teremos entao para B:

— — i
) T

(r.xr') A8 A

B = + y
4w r3 5

41mTYr ¢

onde @ = 1TREn = 1sn (sendo s a area da espira) 6 o momento

magnético do circulto {ver paragrafo 9-2).
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Calculemos agora a integral:

B
l

3C FT) @TAD) = - a{ 7
C

como z' = O sobre o contdrno C, tem-se:
§(r rt) = §(xx'+yy')d_f'.
c

Ora, & = 37" tem componentes (dx', dy', 0), e portanto a com-

ponente x da ultima integral sera:
}(?5") dx ' =_x§x' dx' + y%y' dax’' .
T c c

*
Porem:

§X' d.i' =%§d(xlz) =

Cc c
ny' ax! _=‘[(-ds) = -~ wR®
¢ ' s _

Fige 9=22. Observe que a dres

(ver Fig. 9-22) y & porta.nto: achurfada & da = = yt dx?, pels
y' & negative.

f(?;?‘)dx'=-#Rzy.

Anilog amente:



¢
c
e portanto:
C
Finalmente:
B ==
4T
—— PO
B:——
4

Podeffamos ter calculado diretamente as componentesl de

(T:7V) dy' = = R® x,
(¥-T1) dz' =0 ,
[ T I-'A(E'A?)]
2= =3 y Ou
. 5
mr L =
[3_"_ ' =@« w=— } .
0 r>

em coordenadas polares, obtendo:

FPo 2mcos®
am r3
Po m seneo
ar r3

O ’

31

=

(9-34)
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—_— P — -
onde Br = B‘-ﬁ ’ Be = Bt e By = B:b , sendo t e b os vetores
unitarios indicados na Fig. 9-21. As expressoes (9-34) coinci

dem com (9-33).

-~ —
Finalmente observemos que a expressao (9-33) de B colncli-
de formalmente com a expressao (2-14) do campo eletrico de um
dipolo eletrico, feita a correspondencia:
1l
—— =
m <+ p , —--—t-}lo_

€
Q

7

ﬂbae resultado mostra que uma pequena espira produz um campo de
dipolo, e permitiu a Ampére Justificar a origem dos dipolos mag
neticos elementares que constituem os Imgs, sem introduzir a hi

pétesa da existéncia de polos magnéticos.

P ostos:

. 9-1. Calcular a indugao magnetica produzida por uma corrente
superficial cilfndrica infinita, com densidade superfi-

clal Js constahte, em todos os pontos dO espago.

9=2. Sobre uma esfera de ralo R, esta fixa uma carga superf}

cial de densidade o constante. Sabendo que a esfera gl
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Gmds

9"60
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ra com velocidade angular w constante em torno de um  de
seus diﬁmetros, caleular a indugso magnética em todos os

pontos désse eixo de rotagao.,

Calcular a farqa de 1nteraq50, por unidade de comprimento,
de 2 fios retilineos, infinitos, paralelos, conduzindo cor
rentes il ] 12 respectivamente, sabendo que essas corren-
tes percorrem os flos: a) no mesmo sentidoj b) em senti

»
dos contrarios.

- ) s - - -
Mostrar que (9=31) e valida .quando se tem J = J k, para k
censtante, ¢ J() = p (V).

Una corrente estacicnaria i percorre um clreuito em forma
de hexagono regular de lado a. Caloular a indugdo magné-
tica no centro do hexagono (R. M.). '

Una faixa estroita de metal de largurs d ¢ muito longa o
peroorrida, no sentido do seu oomprimento, por uma correp
te 1., Caloular a indugdo magnetica no plano da faixa, o

uma distancia b da aresta mais proxima (R, M.).

CENTAD BRATLEIRD DR PRSMLS'S PICITAS
BIBLIOTECA
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capfruLo 10

TEOREMA DE AMPERE
10 - 1. Potencial magnetico e . A analogla evidente
entre (9-18) e (2-8) sugere que se procure, tambem na Magnetog

tatlca, uma fungao potencial escalar $, tal que se possa fazer:

B=-graad, (10-1)

da mesma maneira que se tinha em Eletrostética:

=

E = - grad V .,

A fungao V foi de grande utilidade para a solugao de mai-
tos problemas. Alem disso,0 potencial eletrico e especlalmen~
te importante pela exispéncia das pllhas e putros dispositivos
que permitem manter uma dada diferenca de potencial entre 2
condutores; e tem um significado ffsico.simplesz representa o
trabalho, por unidade de carga, reallzado pelo campo,ao trans-
portar-se ﬁma carga desde o ponto dado ao infinito. Por ser V
cont{nua e monovalente} Ssteﬁfrabalho, ao longo de uma tfajeté
ria fechada, ¢ nulo. A expraésgo de V, no paragrafo 4-2, foi
obtida a partir desta conceituaqﬁo fisica; mas poderia ter si-
do encontrada por um procedimento mals formal, por transforma=-

qaes mateméticas da expréssgo de campo elétrico:



— 1 - -t
E(r) = I p(r?t) dv? =
41!‘60 " l;"_;"|3
1 — 1
=~ J‘ p(F1) V av! ;
- 4Te, v | -T71)

- - ) _
como no operador V as derivadas parclais sao calculadas em re-

lagao a varidvel livre r e nao a variavel de integragao ©', po=

demos retira-lo do operador integral, e teremos:

S . p(FH) -
-E.":"'uv" I P dV' =-VV 3
| ame, Eexd

que da a mesma expressao ja obtida para V, em face de (4-18).

Para a obtengao da expressao do potencial escalar ¢, defi-
nido por (10-1), poder-se-ia seguir o caminho analogo do calcu-
lo do trabalho necessario para transportar uma certa "massa”
magnética, desde o ponto dado ao infinito. Embora histaricamen
te tenha sido este o caminho seguldo, nao tem sentido f{sico,
pois sabemos qﬁe na mateéria nao existem massas ou polos magnéti
co0s isolados, sim correntes e dipoclos. Devemos, pols, aplicar
um procedimento matematico anélogo ao que fol acima empregado
como 2% metodo para obtengao do potenclal eletrostatico. Parfln

R :
do da expressao de B:

B=— | J(r")A
ar l;’";’i's

dv!? ’
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poder{amos tentar obter uma expressao para ¢ tal que (10-1) se
verificasse. Entretanto, como veremos, (10-1) e muito menos ge
ral do gque (4-18), valendo para correntes lineares, mas nao pa-
ra correntes espaciais; e,mesmo af{, o potencial escalar ¢ nio ¢
uma fungao cont{nua: disso decorre que a circulagao de 3: ao
longo de um circuito fechado, é diferente de zero se éste cireyl

to for atravessado pelas correntes.

Vamos, pols, partir da expressao da indugao magnetica crig
da por uma corrente estacionaria 1 que percorre um circuito o

(Fig . 10-1) :

Seja ¥ um vetor unitario qual-

quer, e calculemos a componen-
=

te de B segundo sua diregao:

Bv =~ P V.dlA ,
4w % IT-F1]°

Fige 10=1

p i = = .
- 0 . I'=)r
B-v=— bdg’- AT . (10-2)

arw l;t;;h|3

‘a':*a:*g%@

Chamando V" ao operador gaasdembe, quando as derivadas parcials
sao caleuladas em relagao a T (ralo vetor da posigao do elemep

el
to de corrente 1 dL'), tem-se evidentemente:

o a [ S —— - e
7' f{r = 7'} == £(r-r") .
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7

Podemos entao aplicar o teorema de Stokes ac 22 membro de. (10-2), .

tomando uma superf.{c.}e_ s apolada no c-,on_tarno Cy sendo a{ a normal

orientada no sentido usuai—, isto e y da face negativa para a face

positiva de s. Teremos entao:

— Foj' —_— - ;r” ;?
BV = f dst« Q' A AT

am
-}

Mot o o o [
=...° J.ds'-VAr r AT
ar r*--rl3 :

Fol — T -T T -7
w— - -Tr

= - dst. |[(T°F) -7 | atw
ar el E T-7i|3

Se o ponto P consideradoc nao estiver sdbre s, isto 5, se '1?-3* ?7,

entao o ultimo térmo do 2% membro da equagao acima 6 nulo, e te-

remoss
—p —— r =1
By=-v .7 dsgt . ———— | .

Como esta relagao é valida qualquer que seja v, isto e,

qualquer componente de 3': econclul-se gque:

B==-V|—=—— | ds'- :
4r - o

3 IT=-7713

para
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e portanto vale (10-1), sendo:

b =

an IF-771°

}‘0 1 j-—ar T - :-r"-
dst
]
Procuremos agora uma lnterpretagao geometrica para ¢, e para 1s-
so consideremos um contorno planc C limitando uma superf{cie pla
na s (Fig. 10-2). Consideremos um ponto qualquer P tal que dele
se veja a face negativa de s. 0
angulo sélido aQ' (positivo) se-
gundo o qual se vé, de P, 0 ele-

mento de superffcie ds'! sera:

dst cos®
aqry = _ =
I -F12
—p ——
——l 1" - I
Flige 30=2 = ds'- .

1T 712

Essa mesma expressﬁo da para dQ! um valor negativo quando, de P,
se ve a face positiva de ds’. Assim a expressao (10-3) se escrg

ve:

Yol Fol
$= - — aQr = - Qy (10-4)
4n 4w
s
em que & & o angulo solido segundo o qual se ve, de P, a face

negativa da superffcie s. Isto e sempre verdade, mesmo que & su
: @

perficie seja reversa (Fig. 10-3), o que se pode concluir por um
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racioc{nio 1déntico ao que foi fel
to no parégrafo =2, £ muito im-
portante observar que a fungao $,
expressa por (10-4), néo € conti-
nua nem & bem definida. De fato,
nao e continua, porque sao simetri
cos (iguais respectivamente a 2w e

- 27 ) os angulos so6lidos segundo

os guals s 6 vista de 2 pontos P_
e Py Infinitamente préximos as fa
Fige 10-3 "~ ces negativa e positiva de s (Fig.

10-4), Assim teremos:

o ! Fol

= - (2r) = - —
‘PP- ar 2 ’
_ )loi H. .1
+ am 2

e a descontinuidade de ¢ atravesde
’

- se igual a }'oi » Por outro ladd,
Q ¢ ndo ¢ bem definlda, porque as-

-
.

sumira valores diferentes (embora
:

: diferindo apenas por constantes),
FI'. lo=4 - .
conforme a escolha que fizermos pa
ra 8 - que deve satisfazer apenas a condiggo de ser limitada pelo
contorno C. Assim a funcao potencial escalar $ nao tem sentidoff

, ~ =
sico préprio, e servira apenag para a determinagao de B, nos ca-
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sos em que (10-1) ¢ valida (pols os térmos constantes de ¢ desg
parecem nas derivagaes). Se, agora, as correntes se distribuem

espacialmente numa certa regi&o, ou se houver n correntes linea-~

res ir’ teremos:

fo

am

¢ =

=1

(em caso de corrente espacial, o somatério deve ser substitufdo

por uma integral). Como cada Qr pode ser variado de 4w por subg
tituigac da superficie s, de contorno C.» ¢ pode adquirir, num
pontc P, muitos valores (21 a0 todo), conforme as superf{cies Sy
escolhidas. No caso de distribuigoes espacials de correntes, $
poderé adquirir, num ponto dado, qualquef valor arbitrariamente

prefixado, perdendoc entao intelramente seu significado, por  ser

impossfval definir univocamente as superf{cies 8ne

Entretanto a expressao (10-1) ¢ valida em regides onde nao
haja correntes, € pode ser usada com vantagem para O caleulo de

alguns campos.

Vejamos um exemplo.

o
10 - 2. olhe eticg. Chama-se "dipolo mag
netico" a uma corrente circular, de dimensoces desprezfvels em rg
lacdo as distancias consideradas. Assim se denomina porqﬁe'a ox
pressdo de sua indugdo magnetica ¢ formalmente andloge a do cam-

po de um dipolo elétrico, e porque, histaricamente, os {mas eram
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descritos em teérmos de polos mag
neticos positivos e negativos,

formando dipolos (Fig. 10-5). Ja

Ampere deu nova interpretacac ao
comportamento dos materials mag=-

neticos, substituindo os dipolos

DO HDID

por correntes elementares, cujo
campo a grandes distancias caley
Fige 105 lou, & verificou coincldir com o

campo 40 dipolo magnetico tradie

clonel (ver paragrafo 9=9). A hipotese de Ampere das correntes
elementares existentes na materia nao pode, entretantoy ser oop

provada em sua ‘poca, por nao ser conhecida a Teoris Atomica.

Chama=se "momento magnetico" X de um dipolo ao produto da
1ﬁtonlidado da corrente airoular i por re |Eﬁ.uendo 5 & area
do ofroulo limitado pela oorrente, e 7 a normal a s orientada 1)

gundo a ragra do saoa=rolhas (Fig. 10-6):
g

e, (10=8)"
Considersmos agora um ponte P gqualquer, tao
afastado do olroulto ociroular, que o ralo
Fioe 10m6 R = |[F1| ddste possa ser oonsiderade infy
nitesimal. Neste caso, tomando no dipele
a origem do refersnolsl, (10-3) dara:
Bl (> T Pl T K cos

¢F e | @t = m = T — iy ——

4r 3 47 23 4 r&

L
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-
Logo —
’ Mo mcose Po B-T
? = - —— = === > (10-6)
ar rZ 4w _r3
da o potenclal escalar de um dipolo magne'tico. B evidente a

analogia entre (10-6) e a expressao (4-21) do potencial de um
dipolo eletrico. As linhas
de campo do dipolo magnético
séo tambem ldenticas as do

dipolo eletrico (Fig. 2-11).

0 campo magnético do dipg

1o ¢ dado entao por:

-“"_::.\_'-‘.,_ B = - v —

4

+(10-7)

r

Fige 10=7

Dos resultados _obtidos no

p_ara.'gra.fb 2=-6 e da Fig. 10-7 tiramos:

m-T m-T ™
—p . -
v =-3 T+—=
r’ r® >
. m cos© "£"'+ E _
r? d r’
3mecos® _, mcos® _, msen®
= - ——— q-—1,

o3 S5 3
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e teremos para B e para as componentes radlal e tangencial de B

resultados que colncidem com (9=-33) e (9-34).

Analogamente ao caso da Eletrostética, uma simetria na distribui-
sl

gao de correntes implica em certa simetria de B. Entre outras

propriedades, sao importantes as segulntes:

-
12) 0 campo B, num ponto de um plano de simetria das correntes,

F ) a ~
e normai a esse plano.

Basta demonstrar essa propriedade para as contribuigaes de
» - - .

dois elementos simetricos de corrente, id{, e iag, (Fig. 10-8).
Tomemos a origem no pop

to 0 em que se quer cal

I\

wnginy
- cular By escolhendo o

eixo dos x normal a0

plano de simetria. ]

campo elementar produzl

»

— -
do por 1d£1 e :I.dl!2 e:

e — e R o
fo dlll\ r‘i + dbzl\ ré

»

' .
o Pk

pondos
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dﬂl=1dx'+jdy'+kdz' ’
— — -
no=ixt+ 3y tkz

vems:

—— i -
db,=-1ax'+ jay' +kdz',

— i L
-fixt + ]yt +kz' ,
e portanto:

e . —_ —
dt,Ary + dL, AT, = 21(z dy - y dz)y c.q.d.

a 22
22) O campo B e antig

(dB refletide) ' a8 simetrico em relagao a

‘\S:H__L___ _.._:,/ um plano de simetria
H‘. -,

d8 - das correntes (Fig.

-"'" i
}X""/—'f— i 109,
Esta propriedade se dg -
monstra de modo analo-

-
Flge 10=9 go a anterior.

10 - 4. Teorena ere . Para um dado circuito C, vemos
de (10-1) e (10=-4) que o campo magnét;l.co em um ponto P qualquer,

exterior a C, vale:

~ Pt

ar

grad & , {10-8)
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onde 1 ¢ a intensidade da corrente que percorre o circuito, e Q
e Qngulo solido do qual se vg, de P, a face negativa de uma su-
g perficie qualquer apoiada em C

o (Fig. 10-10). Se em vez de uma
so corrente tivermos varias (Fig.

1 —— »
10-11), o valor de B sera:

Q
- HFo :
P - B= — ¥} 1, grad R,
4
Fige 10=10 r

(10-9)

expre ‘330 analoga valendo para o campo de uma distribuicao gconti-
nua de correntes, num ponto fora da distribuicac. Em alguns ca-
sos, as formulas (10-85 e (10-9)

¢ podem ser usadas com simplicida-

" mglte
; a - de para o calculo de B, mas sua

2 utilidade maior esta na deduggc
°3 do teorema de Ampére, que correg
ponde na Magnetostiti-ca #o teore

Fige 10-11 ma de Gauss da Bletrostatica. Da
mesma maneira que o de Gaussy ©

teorema de A.mpére tem aplicabilidade restrita: so & util na reso .

lugao de problemas em gque aparecem distribuigoes simetricas de

correntes.

Consideremos um contorno r qualquer que enlace alguns d&os
circuitos representados na Fig. 10-11 (éstes circuitos podem ser

indiferentemente fios ou linhas de corrente = em caso de distri-
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buicao cont{nua) e calcule-

—g—

mos a circulagao de B ao
longo de [ (Fig. 10-12), u
sando (10-9):

mas: '. ag. ag bSl
"5'*91_ W= — dx+ — dy+-—£ dz = d Q
. = : = ,
ox oy d2 T

a assim:

- —— o] - :
§B-d = — ¥ 1 jfa ag, . (10-10)
amr P .

r r

Para o calculo desta integral, escolhemos um sentido de percurso
para [ s partindo de um ponto P, infinitamente proximo a face
positiva de Spy © chegando a um ponto P_, infinifamente préximo
a face negativa de Sy Neste caso dizemos que [“ enlaga Cr no
sentido positivo. _ﬁ claro gue [‘ enlagar5 Cr qualquer que seja
a superffcie Sy escolhida, apolando-se sobre Cr. Va-se'da Pig.
10-13 que:

J\dwﬁr = Q = Sl+ =217 = (=27) = 47 .



Flﬂo 10-13

Flge 1014

finalmente:

4ir
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Se [‘ enlagar outro circulto qual
quer no sentido negativo (como ip
dica a Fig. 10-14), entaoc o valor
da integral sera - 4w, Se | nao
enlagar um 3% circuito, entao po-
demos escolher uma supsrffcie Qual
quer apoiando-se nele que néo se-
Ja cortada em ponto algum pelo cir
cuito [, e portanto neste caso
nao haversa descontinuidade para
o Engulo sélido, e a integral se

anula.

Chamando entao 1, apenas as
correntes enlagadas, e atribuindg
-lhes sinal + se [ enlaga Ck po-
sitivamente, e sinal ~ se [f enla

ga C) negativamente, (10-10) dara

ﬂ;ifiﬁf' fg’.z: ik ar ,
r

isto e:

=

Fo

o
B.

[

t

(10-11)

onde 1 ==Z: ik e a soma algébrica das correntes que atravessam
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qualquer superficle apoiadé no contorno [ (Fig. 10-15), da face
negativa para a positiva. A equa
gao (10-11) e a expressao matema-
tica do t@orema de Ampgra, que ag

sim se enuncla:

A cireulacao do vetor indugao

” L F »
magnetica num contorno fechado e

igual a Mo vezes a corrente total

Fig. 1615 que o enlaga no sentido positivo.

vapa uma distribuigao cont{nua de correntes temos:

e o

R .
r

onde s e uma superffcie qualquer apolada no contorno [79

Séja agora um circuito qualquer conduzindo corrente 1. Em
pontos bastantes préximos do circuito, tals que possamos tomar o
trecho considerado como retilfneo, as linhas de campo sao circu-
lares, e enlagam o circuito no sentido positivo (Fig; 10-16). fig

te resultado pode ser, aliés,

l
\\\ J qualitativamente conclufdo do
teorema de Ampere:
e 7 i ——
1 B‘dl = }101-.

. r

Flge 10=-16
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De fato, a projegao de B na diregaoc do circuito de integragao _r

deve dar contribuigSeé ﬁi'edOminantemente positivas, de maneira a

tornar positiva a integral do 12 membro. Isto 5, poderemos mo-~

dificar convenientemente [  de maneira a fazé-lo coincldir com j
A e [ d

ma linha de forga. Do que se conclul que as linhas de B saoc fe

chadas. flste fato sera verificado de manelra mais precisa no cg

n{tulo 12.

Conslderemos alguns exemplos em que o teorema de Amp&ro poO=
de ser empregado com vantagem para o caloulo da indugao magneti=
oa, Isto se dard quando as digtribuigdes de oorrente dadaa forem
simdtricas,

10 = 5, Eia.zetilfnes infinitn, nav onde passa earpente 4. 0p
mo esta distribuigde de eerrente tem simetria cilfndriea, B serd,
ne méxime, funcde de a o de s (a ¢ & distdneia de ponte em gue se
ealeula EF ae fie)} mas eomo h4 ainda simetris de translagde, eqp
elui=se que B ¢ apenas fungde de @ Finalmente, eeme o8 planes
que gentém o fio sdo planos de simetria da distribuiglo, B serd
ortozonal s Ssses planos (18
propriedade), iste 8, ¥ & da fez
me 8(a)T; em que T¢ o vetor und
tdrio tangente as superffeies e}

1{ndrisas que tom por eixe o fle,

Entae podemos eseolher para sire
Pige 101 - euite [ do integragde um oireus
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lo de raio a com centro sobre o fio, passando peio ponto P (Fig.

10-17). © teorema de Ampere da:

- ——
B-al =27 aB= p i,

r

donde:

Pol
B = —— [
2ma
ou ainda:
- ,‘O:l ?
B= == kA=,
| 2ra a
que coincide com (9-23).
10 ~ 6. m;'_c_j.;igggj,_qoLi 0, por onde pas orrente

"Esta dis_tribuiggo apresenta o mesmo tipo de simetria que a do pa
' ragrafo anterior, e portanto B y ainda aqui, da forma B(a)t. Co
mo as linhas de forga $a0 c.i?rculos com centro no eixo do c¢ilin -
dro e ortogonals ao eixo, podemos escolher para circuito de in-
tegragio aquele desses cfrculos que passa pelo ponto P, onde se

i
deseja calcular B.

A determinagao de ; em pontos externos 6 inteiramente ana-
loga a que se féz no para.’grafo anterior. Se agora P & um pontd
interno a distribuigao, distante .a<R do eixo, podemos tomar r
. como indica a Flg. 10-18, e caleulars:

e —— 2

B-dl =2maB= p wma J,

r
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pois J ¢ a densidade de corrente.

Logo:

1.', _".l " .
o
"
=
Nl O
)
ey

f — )‘OJa — 3."
' ' B = kA—
2 8
Fige 10-18 que coincide com (9-28).
10 = 7. Solenégde cilindrico gggiﬁigg, por onde passa corrente 1.

Da simetria cilindrica e de translagao da corrente, conelui-se
que Bé apenas fungao de aj como ainda os planos ortogonais ao
eixo do cilindro sao planos de simetria, coneclui-se finalmente
que irhé'da forma B = B(a)k. Para o cdlculo do campo externo pe
1o teorema de Ampere, podemos escolher o c¢ircuito [‘1 (Fig.10¥19),
e teremos:

e c—
B-d4

= [Btap) - 8] A, =0

como B(a) tende a zero gquando a —> 00, entac, tomando a, suficl
entemente grande, tem-se B(aa) = O,fe portanto B(al) = 0. Isto

5, o campo e nulo em pontos externos ao sOlenéide. Para o cilcg
lo de B no ponto P qualquer, internc ao solencide, podemos esco-
lher o cireuito ['2 (Fig. 10-19), e teremos, pelo teorsma de Am-

L]
pere:



———--*

onde N e o numero de espiras

por unidade de{comprimento,e

2| [ tra L € o comprimento do solencl
N0 0020001000090 00000N ~ " ’
de. A indugao do solenocide,
A;; ja obtida no paragrafo (9-6),
¢ entao:
Fige 10-19 i 0, a> Ry
B(a) = N1
}IO ’ a< R,
T
10 - 8. Solenéide toroidal, por onde pasga corrente 1. O so-

lendide -toroidal € um conjunto de N‘espiras Justapostas, com
centrog sobre uma circunferencia de raio R. Na prética, uma
bobina recurvada ate que suas extremlidades se encontrem (Fig.
10-20) pode ser assimflada a um solemoide toroidal. Como a
distribuigao de corrente tem simetria de rotagﬁo,'g-deve ser U
ma fungio de a e de 2, sendo 0z o eixo normal ao plano da cir
cunferencla de ralo Ry com origem no seu centro, e g a distﬁn—
‘cia do ponto P, em que se gquer calcular .I-E': ao eixo 0Z. Cono,

alem disso, a distribuicao tem simetria de reflexao em relagao
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—
a um plano que contenha 0Z, B
6 antissimétrico em relagao a
esse plano (2% propriedade).
Portanto -ﬁ» é da forma
B(a, z)t, sendo t um vetor u-
nitario tangente a circunferé_n

cia de ralo a, com centro em

Oz, orientado de acordo com o

sentido da corrente, pela re-

gra do saca-rolhas. As 1li-
Flge 10-20 _ nhas de forga de ;sgo, assim,
circunferéncias com centros sﬁ

bre o eixo 0z, normal a elas,

e podemos escolher para circuito de integragao Ca circunferéen -
cla que passa por P (Fig. 10-20). O teorema de Ampére da’, para

um ponto exterior ao toroide:

- ——

B.4dl =2wa B

L

0, (10-13)

1sto € sy & 1ndug§o magne'tica ¢ nula externamente. Para um ponto

interior ao torc;ide, tem=-se:

S

——
B.d =27TaB=}-l°Ni’
r

isto e y internamente a indugao -r-:agnética ¢ dada por:



. (10-14)

10 - 9. Pla or o o e
+

sensidade J . Como esta distribuigao de corrente apresenta si-

metrla plana, ErSS pode depender de x (distancia_do ponto P, em

que se gquer calcular E: a0 plano); como, alem disso, ha simetria
de translagao, ;3’- & constante sobre planos paraleleos ao plano da

distribuigdo; finalmente, da 22 propriedade de simetria (paragra

fo 10-2) conclufmos que B ¢ antissimdtrico em relagao ao plano

- -, - —
da distribuicac. B e portanto da forma B(x) k/\§ sy sendo k o

» —
vetor unitarlo de Js’ e podemos
escolher o circulto [, indicado
na Fig. 10-21, para circuito de

integragao. O teorema de Ampere

-,
da:

§'§"-ET=ZBAE = p, T AL,

ou ainda:

) 2
que coincide com (9-30).
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Problemag propostos.
10-1. Resolva ¢ problema 9-1 empregandc o teorema de Ampére.

10-2.

10"3 »

10=¢4.

Um cabo coaxial (constitufdo por um cilindro condutor ip
terno de ralo a e por uma camada cilindrica condutora de
espessura desprezfvel, coaxial com © 1% condutor, de raio
b, sendo b>a) e percorrldo por uma corrente estacionafr_;
& de Intensidade 1 que sobe pelo condutor internc e des-
ge pelo condutor externo. Considerando que o comprimen-
to do cabo e bastante grande em comparagao com seus

raios, caleular o vetor indugaec magnetica em todo o espa

GO,

Us cirouite ¢ constitufdo de 2 planos paralsles, infini-
tamente longos, de largura w, ssparados por uma dystan -
cla d, sando d<<w. Caloular o vetor indugdo magnetiea
entre os planos (3. P.).

Um oirouite ¢ constituf{do de 2 solencides ecoaxtals  de
rales iguais a R_l e 'R.Z (Ra) R_l) s eontende respectivamep
te nl 8 n,z espiras por unidade de comprimente. Uma cor-
rente estacienaria 1 sche psle selendide interno e desce
pele externe. Supendo infinite o g@mpri.mant? des saianéi
des, ealeular o veter indugAe magnéties em tede o espa-

g0, . %%
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capfruro 11

POTENCIAL VETOR

11 - 1. Potenclal vetor. Vimos no capftulo anterlor que o
vetor indugao magnetica pode ser obtido, por derivagac, a partir
de uma fungao escalar, o potencial magnetico escalar ¢, mas ape-
nas em regises em que nao ha correntes, Usando o potencial es-
calar, demonstramos o teorema de Ampére, valido agora em regiaes
em que existam distribuigoes espaclais de corrente (nas  quals,
entretanto, o potencial escalar nao € bem definido), desde que
" excluamos da distribulgao o tubo Infinitesimal-de corrente, coip
cidente com o circuito de integragio escolhidoj esta  exclusao
nao alterara consideravelmente o campo. Sey porém, a corrente
for linear, o teorema de Ampére perderé a vélidade se escolher-

mos para circuito de integraqio o proprio circuito por onde pas-

sa a corrente.

Podemos, entretanto, obter gempre o vetor 1nduq§o'magnéti—

cay por derivagao, a partir de uma funggo vetorial, o "potenciai
e

vetor" A, que tem assim muito maior sentido f{sico do que ¢ e a-

plicabilidade inteiramente geral, como veremos a seguir.

Vamos partir da expressao da indngiogLagnética crlada por u
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ma distribuicao espacial de cargas J (r') qualquer:

— - FO s ?-;.:
B(r)= — JT(rt)A —dy ! =
4 773
v

I

}“o i e A
\"4 A T (r') dv?.
41'[ -Ob -."I
V

r-r'

Usando agora a ldentidade (&-46) e levando em conta o fato de que

— - o ¢ e -, o L
o operador ¥ se refere a variavel r, e J e fungao apenag de r’,

teramos:

L ol
e - FO J (r")
B (r) = YAl —

dv! o.

Invertendo as operagoes de integragao e derivaqgo, e chamando

"potencial vetor" a fungao:

L o
- Po J (rv) -
A= - dv! 9 (11-1)
o FLT |

v

vemos que ¢ vetor ind “ggig“ggggétigg pode ser calculado a partir

de & pela &quagao:

Bz rot A. (11-2)
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Observemos que uﬁféaﬁpo vetorial pode ser obtido, seja como
o gradiente de um campo escalar - e o caso de (10-1), seja como
o rotaciqnal de uﬁ campo vetorial —'é o caso de (11-2); entretapn
to (10-1) tem apliéabilidade restrita,.ao contrario de.(ll-z),
sobre cuja aplicabilidade pephuma restrigao fol feita. Observe
mos ainda gque a expressio (11-1) de Efé muito simples, e apresep

ta grande analogla com a expressao (4-9) do potenclal eletrosta-
tico. |

Usando o raclocfnio feito no parégrafo 9=-3, vemos que no c§
so de corrente superficlal o potencial vetor se escreve:

L]

e

" | Po Jg ds!
A= '4"1'; l';_-.-_?.il » (11-3)
]

analoga a-4#-11), e no caso de corrente linear:

-> ’lo i m .
A= — L m— (11-4)
ar T-rt| |

r

anéloga a (4=-12).

Quando a distribuigao de correntes que gera o campo e infi-
nita, encontramos valor infinito para E: neste caso devemos cal-
cular a diferenca de potencial vetor entre o ponto P e um ponto
P° qualquer. Seja i%%b rite=vetor de P e”ﬁ; o de P, (Fig. 11l=1).
Entao, em lugar de 11-1), utilizaremos o pdtencial vetor finito

que se anula em T, e nao no ponto do infinito:
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- -
- I J(r*) Po J(r')
A= — - dv! - — 0 dv'.
4 Ir=-77] 4r Iro-r'l
(11-8)

<
<

Se as correntes se locallzam numa
reglao finita do espago, (11-5)

coincide com (1ll1-1) quando E";—*oo.
0 vetor }'f; dado por (1l1-5),satis-

faz obviamente a equagao (11-2).

Como na Eletrostética, e fre
gilenbemente mais simples calcular
Flge 131 o potencial (vetor) do que o canm-

- P
po (B), que sera depols obtido por
diferenciacao do potencial.

Consideremos alguns exemplos.

11 - 2. Fio retilfpeo infinito, por onde passa gorrente i. To~
memos para origem do sistema de referéncia o pé da perpendicu=

—
lar baixada do ponto P,-em que se quer calcular A, ao fio (Fig.

T' 11-2). Aplicando (_ll-ﬁ), encon-

e

x traremos valor Infinito para A3
T s o :

. Yo o devemos entao usar expressao se-
- melhante a (11-85), particularizg
.t 2

w € da para o caso de corrente line-

ar:

Fige 11=2



60

e
- ol ﬂ; ag!* :F at
A = e—— - =
aAw |a-77] IEZ-;7|
C c
{ + 00 +00
Jol I ap’ ae:
= e— - oy »
an Nrerd |z, -77)
- 00 -00

— —p
pois df*' =k alb:.

- A diferenga de integrais acima jé fol calculada em Eletrog

tatica (parégrafo 4-8); de fato, encontramos:

+00 . +00
j Adls J‘ Ades A a
V-V = - = - log —,
° 41re°|g-?'| 41re°|3.;-§"l 2re, a,
~00 -0
b —lp
e teremos portantc para A:
—p- Foi & =
2 8,
Se tomarmos, por exemplo, ag = lm, vem:
e POi -t . .
A= a=——1loga k. - (11-6)
27T

-" [ - B ,
0 campo vetorial A sera paralelo a diregaoc da corrente, e tera

& configuragao indicada na Fig. 11-3.

0 vetor indugio magnética pode entao ser calculado por



. 61

(11-2), e valera:

{

.

: | ~
(aln - —(Vlog a) Ak =

Fige 11=%

ocnde foram empregadas as identj]

dades (5-46)‘9 (2+13).

Portanto:
- FO 1 — ;.’-
2mwa a

resultado que coincide com (9-23).

11 - 3. Dipelo é . Da Pig. 9-21, usando_(ll-é), vemos”

que & expressad;

_,PifFET-
A:
c

- ed
4 rexd

da o potencial vetor de uma espira conduzindo corrente 1. A
grandes distﬁncias, este potencial sera o mesmo do que o de um

dipolo magnetico localizado na origem. Para r>> R:
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t x1.7n. (g 2 1,5
Er A V- T 5’
_ r=r r'=0 r

A= \f\dt' + f(:'.}') at* .
4_1” c 4”1'3»(::

Tomando o eixo dos y na direqio da projegé'o de ?sﬁbre ¢ plano
da espira,_ e dos z segundo a normal ao plano orlentado da espi-

ra, vemos que T-rl o= y' ¥y, logo (ver p'aifégrafo 9?9)=.

fc;-*-.;o W =y jﬁ gt T =eys T,
C C

Pondo agora:

—p- Lt - -
m=1isk , r-=yj1-3b
—p
teremos finalmente para As
- Fom vi
A B - ’
4 r3
isto e - -
— O MAYX
A= — ’ {11-7)
4w r3

analoga a (4-22).

— .
As linhas de campo de A‘sao _g_.‘_&qgi_l_.o_s_ paralelos ao plano da

espira, orlentados no gentido da corrente, com centros sobre o
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eixo da espira (Fig, 1134). C ve

tor indugac magnetica, dado  por
(11-2), &:

Bz =— VA{mA=— | }

4qm
\

aplicando (5-47) e lembrandc que

-y
m ¢ constante:

Be = mV' '~ - (m- V) =11

el Po .....-i' ? A P -l
B == (B'V) =5 — (n NV =,
AT . r 4n r

- De (8~41) tiramosi

' i '.“i ,’/ ."""\
@HT L F(@F L -7 LEA)

s Agsim teremes

gue coinaide oom ‘19!7’i



Trata-se da mesma distfibuino de correntes estudada no paragra-

fo 9~7. Tem=-se para o potenclal vetor (Fig. 9-18):

-
A=

$le
| SR—
<

que 44 resultado {nfinito. Usando (11-8) virad

Beta diforenga de integrals ¢ a mesma gue apareee no problema de
potensial aletrostdtice de uma aiatribnlgia espaeial de eargas
. ¢6m p eenstante, num eilindre indefinidel

Ia L |a =7

=, -_— 1 d: ! ® 4 '
V(a) = V(ag) ¥ e [ : J ==_;-:—-'~f_—;=]; (11-8)
4T g | e

ende &, ¢ a distdneia) ae eixe de eilindre) de um pente P, quals
guey, gue temaremes, per exemple, fera da distribuigde de eargas

(Fig, 13=5). © edieule de (11:8) pede ser felte diretamente (pra
plema 4=8), eu lembrande gue!

WE) = ¥(5y) = I 54
",
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' send¢ o campo elétrico dado por:

| -

| 8 R2 ?

— ., a»r
H

I |5y T Zeo az' ‘

!

|

I

|

|

n
A

—r
pa

290

h ] a(R »

C‘ b

Tem-se entao, para pontos externos

( tomando a°>R)=

Flg. 11=5

a
2 = 2
C g — R™ a R a
V(a)-V(ao)=-J. P 2-d?=-2 log — 4, a>R,
€ a
a, aeoa o (o]

e para pontos internos:

a
¥y ° pRZE p
- -
V(a) - v(ao) = | —— d'&"+J - da = = (RZ- a%) +
Y Zeo R Zeo a 4e°
R2 8
+=—log — .
Zeo R

Comparando €sses resultgdos com (11-8) e levando na expressao de
—p

A os valores encontrados, em cada caso, para a diferenca de intg

grais, teremos:
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8 C -
2
Fo J.B a
- log = , a>R
s |
A= S ~
' —
Fb J -RZ-aZ RZ . a, |
- + log -~ ,
2 2 lﬁg R/ ? a<Rk .
L- .
Se escolhermos Po tal gque IE;I = Ry as expreSSSes de Erse tornam:
4
-
2
Fb J R a .
- z log R ! ~a>R
—
A= < (11-9)
7
Fo | |
(R® - az'), a<R .
4 .

— —
Com essa escolha, verificamos que 4,(R) = A (R) = 0, o que corres
ponde a ter tomado, para origem dos potenclials, um ponto quale-

quer da superf{cte ecilfndrica.

Observemos que (11-9) coincide com (11-6), isto e, o poten=
clal ve.tlor criado por uma distribuigac uniforme de corrente atrg
ves de um condutér cilfndrico infinito e s nos pontos externos, o
mesmo que se toda a corrente estivesse passando por um fio loca~
lizado no eixo do cilind.ro_. Internamente, o potencial vetor va-

2

ria como I-‘t2 - a~. 0O potencial vetor .tera' sempre a_dineqﬁo da

corrente, © suas linhas de f3rga terao a configura¢ao indicadana
Filg. 11-6.

~ » P >
0 vetor indugao magnetica sera calculado a partir de A. Pa-
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» »
ra pontos externos, o calculoc ja

[y ,
‘ fol felto no paragrafo 11-2; pa-
ra pontos Iinternos:
2
rlJ /"‘o —_ —
> . B=sao — V/\(J'aa);
2 4
M g s : .
R | usando (5-46):
Po
—h
B=w — (7 a®)AT =
4
Fige 11-6 Po - -
T = - 2a AT =
4
fod2a , &
= kK A=, a<R,
2 a
resultado que coinclde com (9-28).
X
11 - 8§. E o) 1s 2, e d
uniforme. Seja uma esfera de raio R sobre a qual esta fixa u

ma carga superficial de densidade ¢ ~constante, girando em torno
de um de seus diametros com velocidade angular w constante. Que-
remos calcular o potenclal vetor criado pela eorrente superfici-
al assim gefadag em pontos internos e externos & superf{cie. To-
memos- & origem do referenclal no ecentro da esfera e consideremos

o elemento de superffcie ds' (Fig. 11-7). A densidade de corren-




Ch
C3

»
te nesse elemento sera

dada por (9-21):

B

—p
=0
JS v

e portanto:

J =g WAT', |TY| =R.

A formula (11-3) da

ra entao para o potenci-

al vetor:
Fige 11=7
- }Fo9 J VAT! ds!
A= ’
4 |}*_?’.l
¥
Fo O R a
- o s
A= —— VA =) (11-10)
ar T =71 :
8
i e e
pois r'ds! = rt ds?' = R ds!'.

Demonstremos agora que:

e — = -t .
If(r') ds'! =I v £(r1) dv' , - {(11-11)
8 ' v
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sendo s a superf:[cie que limita
o volume v (Fig. 11-8), e f uma
fungao qualquer de T'. De fato,
multipliquemos escalarmente por
um vetor constante gualguer o 12
membro de (11-11):

?-fr(?") ds? =J (a £)- as'=
8

=jd1v' (2 £) av' ;
v

usando (5-43):
;'Tj £(TV)ds =I [_}% PR i:']dv' =;'?J§" £(r1)av '3
8 v

como ?e’ um vetor inteiramente arbitra{rio, vale (11~11).

Apliquemos agora (11-11) a expressﬁo (11-10), tomando f£(T')=

= b
|7 =77
— POUR — — 1
A= w /\J ' dv? , (11-12)
4w d I;"_;’;I

onde v agora e o volume da esfera. Esta integral ja fol calculg
da em Eletrostatica para o campo de uma distribuigao esférica u-

niforme de cargas. De fato, t{nhamos (Fig. 11-9):
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l?=- P J‘-V‘- dv?
v

ve T
~ 7 r >R,
Fige 119 N ame, 22 .
E =<
—
25_' f' 3 r< R .
366 by :

Levando eéstes valores em (11-12)', vira para pontos externos:_'

—- Po © vR . i-"
A= — g AN—
4 o
ou alnda:
A= — ’ r>R ,
4T o

isto e » Para pontos externos, a esfera girante se coniporta como
um dipolo magnético de momento:

E’= O‘ v R ;b 9
localizado na origem. O vetor indugao magnética_._, externamente,

¢ portanto igual a (10-7), com m dado pela expressao acima, om
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ainda:
4
— PO R* o ;.A?
B = rot ’ r>R . (11=-13)
3 o3 |

Para pontos Internos vem:

By OR

3

0 vetor indugao magnética sera:

——
A=

- M OoR
B = G’A(?AE") =
3
M oR - ;Joch
= 03 : E.r'div T - (?-V)}j = - (3w W) ,

— — — — »,
pois (w-¥) ?=ws— (xi+yJ+ zk)=w-]:=§'; isto e:
-4

—t
B =

Wil

Py OR W, r<{R . (11-14)

Isto e, o vetor indugao magnética no interior da esfera e paralg

lo e de mesmo sanfido que ?; e tem module constante.
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Problemas propostos. y/

11‘1 °

ll_?"Ze

11-3 o

A a
: ovio Gualauey 9 Wass
Calcular o potenclal vetor/eriado por uma corrente su-

perficial plana infinita de densidade 5; constante, e

a partir da expressao obtida caleular o vétor indugao

magnética.

Calcular o potencial vetor em um ponto qualguer do el-

xo0 de uma espira circular conduzindo corrénte estaclo-
. .

na'ria i. 0 vafon o' Rdo ;(AA_.AY-QA‘I‘-Q. A opme P-o -

bne © n-{\co? ?o-rg;_««a_? (V”‘ um;,a't,/ w UK wen ?ua_)

Calcular o potencial vetor crlado por uma corrente su-
. —
perficial cilindrica infinita de densidade JS constan-

te, e a partir da expressao obtida ealcular o vetor ip

~ dugdo magnetica, em todo o espago.



capfruo 12

EQUACOES D CIAIS D NETOSTATICA

Vimos em Eletrostatica (capftulo 5) que o canmpo elétrico sa
tisfaz a duas equagoes diferencials: a primeira, (5-1), decorre
do teorema de Gauss; a segunda, (5=4), exprime o fato de que o
eampo elétrico deriva de um potencial. Por procedimentos andlo-
gos aos empregados nagquele capftulo, vanos aqul determinar e in-
terpretar as equa§aes diferenclais s;tisfeitas pelo vetor indu -

L *
¢ao magnetica.

12 - 1. 12 equagao diferencial. & expressa por:

—

rot -PT= Mo T, " (12-1)

o

”

e decorre, como veremos, do teorema de Ampére. Aliés, (12-1) e
o equivalente diferencial do teorema de Ampére, da mesma maneira

que (5-1) 6 o equivalente diferencial do teorema de Gauss.

Consideremos um contorno fechado arbitrario [ (rig. 12-1),
e apliquemos o teorema de Stokes, (5§-37), a circulaqgo do vetor
indquo magnética {existente na regiEo onde se situa o contarno),

ao longo de [ :
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e — e —
§B-dl =j rot B-ds ,

I s

em que $ e uma superficie qual-
quer apoiada en r, sendo as o=

rientagoes de s e [-' relaciona-

‘dag da maneira usual. Ora, de

-~ -
acordo com o teorema de Ampere,

;'Er.=/loi ’
r _

onde i & a corrente que atraveséa s no sentldo positivo, € por-

tanto:
rot B- ds =)1°1=)-l° J-.ds
S s
isto e: _
- — —
(rot.‘B'- Mo J)- as =0,
s
Como esta equagao ¢ verdadeira gualguer que seja g (em particu-

lar, para qualquer s infinitesimal), o integrando do 1% membro

deve anular-se, o que demonstra (12-1).

Invérsamente ,' se partirmos da equagao diferencial (12-1)po
deremos deduzir a expressao (10-12) do teorema de Ampare. Con-

. " ' ’ + ’
vem frisar ainda uma vez que, se B derivasse de um potenclal eg

calar cont:fm;o e unfvoco, e portanto se tivessemos:
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-
rot B =0,

entao, seguindo a demonstraggo anterior em caminho inverso, tari

amos :
——r

—
B-4L =0 ’
r L]

em contradigao com o teorema de Ampere. Isso confirma o resultyg

do obtido anteriormente de que o potencial escalar magnético 8O

tem aplicagao em regides onde nao ha correntes.

De (12-1) tiramos:
—_ -—
div rot B = /lod,iv.]'=0,

o que dara — = 0, pois a equagéo de continuidade (9-6) wvale
sempre. Masagsta é simplesménte a cohdigio necessaria da Magne-
tostética, em que se estudam apenas correntes estacionarias.

Quardo ha correntes nao estacionériaa, tem-se: div T A 0, fato
inconsistente com a equagaoc (12-1). Esta devera entao ser alte-
rada, para que se possa aplicar a correntes nao estacionarias: a

equagao (12-1) devidamente modificada constituira uma das egua-

goeg de Maxwell do Eletromagnetismo.
Ny
12 - 2. 22 eguacdo diferenclal. &£ expressa por: v
e . t i E
div B =0 , qey (12-2)
- g

e decorre imediastamente do fato de ser B o rotacional de A - e-
quagae (11-2) - pois sabemos, por (5-49), que a divergéncia do
rotacional de qualquer vetor ¢ identicamente nula. A equagao

(12-2) evidencia o fato de que nao existem cargas magnéticas (co
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mo foil visto no parégrafo 5-3)3‘1sto 6, de que nao ha fontes nem

sorvedouros para as linhas de B, que sao portanto fechadas.

K preciso notar aqui que (11-2) e portanto (12-2) tem vall-
dade absolutamente geral; o mesmo nao ocorreria com a equagao dl
" ferenclal:

g
rot B= 0,
consequsncia imediata de (10-1), pdis esta equagao so e verdadel

ra em regioes onde nao existam correntes.

12 - 3. Desco ddd? d . f de
orre S. Do mesmo modo que na Eletrostética, O campo E*pg
de ser determinado resolvendo as equagoes diferenciais (12-1) ‘e
(12-2). Para uma d_i_a___j.buigﬁo espacial,_d_gmonstra-se que ? e
continuo. Em digtribuicoes superficiais, Bé descont{nuo (veja
os paré'grafos 10-5 e 10~-8, por exemplo). MostraremOS, porem,
que, a partir das equagoes diferencials ou das leis correspondeq

tes, resulta que, atraves de uma superf.{cie por onde passa cOr-—

rente superficial:

-l o e —
B

?3:- -=AB=p J AD . : (12-3b

Esta equagao e equivalente as seguintes:

"('1'3:-3:)-?1"=ABh=0, (12-4)

&, -F)-t=03,= e TIAT,  128)

onde n & a normal a superffcie no ponto considerado, e t um ve-
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tor unitario qualquer, tangente a superf{cie; (12-4) decorre de

(12-2) ou da equagao equivalente:
J‘B ds = 0,

;or raciocinio anélogo ao que da a descontinuidade de'En na Ele-
trostatica; (12-5) decorre de (12~1), ou do Teorema de Ampere.

De fato, conslideremos o contorno I" indicado na Fig. 12-2, com

‘ os doss lados malores (infinite-

simos) paralelos a ?: e o§ ou-

tros dois (infinitésimos de 2%

ordem) paralelos a n. A cire

*

o~ -,
culacao de B e dada por:

B-dt = 88(B, -B_)- ¢t ,
Fige 12-2 e pelo teorema de Amparez

B-a4a =F015=)'OJ561’
—
como 'Ts = Js- nAt, vira:

t flJ nA ol 1O SA ) c.q.do_.

A equagao 12-3 e importante para ajustar as solugdes gerals
das equaqaes_d;ferenciais de B em duas regioes separadas por

i
uma superficie em que Ig # 0.
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L d

12 - 4. Equacdo diferencial do potencial vetor. Se na equagao

(12-1) substituirmos B por rot 4, obteremos:

— -
rot rOt A = }‘O‘ J ’

ou, aplicando (5-50),

-t

grad div A - AA = Po I -

P

J

As trés compohéntes desta equagao diferencial de 22 ordem diferem

formalmente da equac,'go de Poisson, (5-16), por apresentarem mais
L = - ~ )

um termo em div A. Somos entao levados a considerar a possibill

dade de impor a condigao suplementar:

div A = 0 . . (12=6)
Ora, de (11-1) vem:
div A = — dv?! J-V = ’
- ar e
Voo

o e ”» -~ —h- ol =
pois vale (5-43), e J nao e fungao de r, sim de r'; v designa

o espago 1nteiro. Isto 8

- .
div & fo J avt |9 ) .7
\'2 = = — v! « | - . [ .
4ar |?--1?‘|l lr -rli ’
Vo

{

, . . ' - . -
onde V' e o opsrador nabla referente as coordenadas de r'. Como

- - L \
Y. T =0, 0 que, como foi visto, decorre de (1l2-1), teremos, 3

sando o teorema de Gauss {5-35) para a d_ive'rggncia:



79

: . —
div A = = =—— - dy! P | _ . =
ar asad
Yoo
w——
FO J —— J
T om ds'- . .
an Fral
S0

Se as correntes estao limitadas a uma regilao finita do espago,

pode=gse escolher s_,  suflclentemente grande, tal que T = 0O em

00
—- .

860® fora de 842 © Que anula a diverggncia de A. Em proble -
mas matematicos em gue hé correntes no infinito, apesar de se-
rem idealizagaes de casos reals, pode-ge verificar, em cada ca

e
so, que div A = 0.

A possibilidade de impor a condigao div 2=0 decorre do
fato de que A 6 definido a menos de um tarmo do tipo Ux, cujo
rotaclonal o nuio, pois, ainda com esta definiggo, valeria
(12-2). Assim sendo, se num dado problems o potencial E: encon
trado nao satisfaz (12-6), entdo podemos aplicar & A' uma
"transformagao padrao” ("gauge") e procurar uma fungao x tal

que 0 novo potencial vetor:

e e
A= l+-v‘-£
satlsfaga (12-6). Para isso bastara resolver a equagao em

y:

atv ar = - AY .

Vemos assim que e sempre possfvel, en Magnetostética, to=-
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- I e " L
mar div A4 = O, por uma escolha apropriada de A, e entac a equagao
diferencial satisfeita pelo potencial vg%of'aSBumiré a forma sipg

plificada:

Aa=-p T, (1=

cujas trés componentes sio formalmente identicas a equagao de

Poisson da Eletrostatica.

Observemos {ue a expressio (11-1) do potencial vetor podg
ria ser obtida de (12-7) por analogia com a expressao (4-9) do
potencial elétrico, pois V e as componeﬂtes de Ersatisfazem- a
me sma equaqu diferenclal. Tal como na Eletroéfética, Efé con-
tfnuo em todo o espago para distribuicoes espaclais e superfici
ais de correntej & somente descontinuo (e Infinito) aoc longo

"de correntes lineares.

Problemag propostog.

. . B —- - .‘-
12-1. Demonstre, a partir de (12-4), que se J = J(a)k, sendo k

constante, entao:

—— -
.A =}1° €0 kY(a) ’

onde V(&) & o potencial eletrostatico da distribuigaoc de cargas
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com p = J. A partir desse resuvltado, mostre gue:

L —p
div A =div J =0, e

12-2. Mostre, por raclocinios de simetria, gque o campo de una
corrente uniforme num condutor cilfndrico infinito e da forma:

—— L, =
B =1f(a) kAa .

Demonstre que a equagao 12-2 e satisfeita idénticamente. Obte-

- e
nha e resolva a equagao para f{a) gque resulta de (12-1), de-

—
terminando B em todo o espago.

12-3. Resolva o problema anterior calculando primeiro o potep

cial vetor em todo o espago, resolvendo as equagSes diferenci-~
. — e ~

als de A e tomando A = O para |al = R. Observacgao: em coordeng

das cilfndricas,

1 d 3 1 32 P
A = — —— 8 & — — ) E— .
& da. da aZ dea azz

-
Mostre preliminarmente que A = k f(a).
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cAPITULO 13
DIELETRICOS
13 - 1. Polarizacdo. Como foi visto no pardgrafo 4-1, podemos dj

vidlr os materials em condutoras.e isolantes, embora essa classifi

_caqgo nao seja rfgggé, Nos condutores, havendo um campo .elétrico,

as_cargas se movem livremente, sejam a5 negativas e as positivas

({fons), como nos eletrolitos, sejam apenas as_negativag (elétrong),

como nos metais. Ja nos isolantes, nae ha possibilidade de movi-

mento livre de cargas pelo interior do material, e a aplicagdo de

Lam pampo_elétrico produgz efeitos diversos. ﬁstes efeltos sEo_ de

~ dois tipos, conforme a patureza do materfal: (a) os materials de
. gstrutura molecular simétrica tem coincidentes o centro de "gravi-

dade" das cargas positivas (nucleos) e o das cargas negativas (nu-

vem eletronica), antes da aplicagao do campo; uma vez aplicado = o

gampo eletrico. as cargas positizgg se_deslocam (pouco) no gentido
a em sentido co ario, de maneira gue seu

centros de éarga, diferindo, passam a constitulr dipolos, culo cap

- po_tende a opor-se ao campo externo; (b) os materiais de estrutura
‘molecular assimetrica (como a agna, por exemplo) ja contem dipolos

perm anentes antes da aplicaqao do campo externo, orientados de ma-

"neira caotica, do que resultara um campo total nulo no interior do

isolan e, pela aplicaqao do campo externo, ao fendmeno do tipo(a), |

gue ocorre ainda agui, acrescenta-se outro- oS dipolos ja existen-
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tas flcarao orientados de preferancia no sentido do campo (essa

orientacao preferencial ¢ dificultada pela agitacdo térmica), e 03

canppog dos dipolos nao mals se compensaraol mas se somarﬁo, enfra-
gquecendo ainda aqui o campo aplicado.

fistes fenomenos de formacao ou de orientacao de dipolos eletri

o~ &"" - -
cos tem a dbminagag_genérica de "polarizacao", Quando og efeitos
de_polarlzacao sao consideravels, os isolantes passam a denominar-

_ae ndieletricos". Na realidade, todas as substancias exibem esses

efeltos; mesmo nos condutores, alem dos movimentos das cargas 1li-

yres, ocorrem os das cargas ligadas. Mas af a polarizagao € tran-

sitoria, porgue os elétrons livres movem-se tao rapldamente que

logo anulam o campo no seu interior. Entretanto, se aplicarmos num

getal um campo elétrico oscilante de frequéncia suficlentemente

grande (como o de uma onda luminosa atraves de uma lamina fina de

cobre, por exemplo), nao havera tempo para a anulagao do campo pg

Lo movimento dog glétzogs livres, e goderé observar-se & polariza-
. pao dos atomos.
Degsa maneira, um d;elétrico polarizado pode ser visualizado
como uma distribuicao de dipolos eletricos localizada no vacuo. Es
tudemos O campo elétrico criado por tal distribuigao.

108: 0o Yacuo. Admitamos que se conhega o momento p de cada um dos

dipoles. Chama-se "vetor polarizaqﬁo" P a0 momento de dipolo re-

sultante, por unidade de volume. Teremos (Fig. 13~1):



—- AY d?
P= lim =——— = -, : (13-1)
1 Ay =0 av dv?

Entﬁo, de acordo com (4-22), o potenci~
al eletrico criado no ponto P pela dis-
tribuicao de dipolos, limitada 20 volu-

L4
me v, seras

1 c(F-T)
Fige 13-1 v(T) = dv! ,
4are | ..."""t|3
] v >
pois P dv' = ap, ou ainda:
1 -
a' ' - dvt ,
. =71
‘v
que; integrado por partes, da:
. . . Py
1 P _ , div' P .
V() = diy? ——— dv! = w—
4me Py |¥ =7
° L v

Aplicando o teorema de Gauss para a divergencia ao 12 térmo do 2
/ P 0 /tLDPEV‘\JOk oo ’b\)\,r('u’“) Mo\

membro, vira: aoo (3B foin RS- 'b. ey

- P. &gt 1 aivt B |
r) = re—— o —— — dy! (13-2)
4re, |r=2i| 4aveo, FLE Ly

8 R 4

85 -
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em que s e a fronteira da distribui¢ao.

Se fizermos agoras

sendo D a normal a superffcie no ponto considerado, (13~2) podaré

ser escrita:

1 o' ds!? 1 t dy?
W = j[,‘ s I oo
v

ame ) |77 l 4are,
da qual, no 22 membro, o 22 termo corresponde exatamente ao poten-
ecial devido a uma distribuigio volumétrica de cargas em v, de den-
gidade p'y, e © 12 térmo corresponde ao potencial de uma distribui-

gao superficial de cargas, sobre s, de densidade o', sendo p' e g

dados respectivamente por (13-3) e (13=4).

Conclusfo: se numa regise considerada, de volume ¥, existe uma dis
tribuicao gualguer de dipolos elétricos tal gue o vetor polarizagao
seja igual a P (cont{nuo), entdo o campo criado por essa distribul

cao e 0 mesmo gque o de uma distribuicao espacial de carg_p, conti-

da em v, de densidade p' =-div P mais o de uma distribuigao supez

ficlal de cargas, sobre a fronteira s da re;iao, de densidade o' =

= P-q.

e e bt

Veremos agora que as distribuigoes de eqnivalgncia gt e g'.siqm

formadas com ag_proprias cargas que oonstituan os dipolos.

Consideraramos um modelo_gigp_;gicado da situacao real, em aue
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todos os dipolos sejam idénticos e de momento '1?-, paralelo a P (na

realidade, a agitagao termica impede gue_isto ocorra).  Considere-

s
_mos uma camada de espessura d-n, infinitesimal, na fronteira s da

distribuicao (Fig. 13-2), sendo 4 a distancia entre as cargas -do

-

dipole; entao, nesta camada, 86 havera

"

- - ¢cargas positivas. Na camada seguinte,

positivag guanto negativas, em igual

”
numero, se nesta 2% camada o vetor po-

larizagao _f’hfar iguel ao da camada sn-

perficial; isto e, a carga total da 22

camada sera nula. Se P pao for unifor

?"- 13=2

me, 1sto &, se div P § O, ndo se _dara

@sse cancelamento, surgindo uma distribuigao espacial de cargas de

polarizagio, de densidade p' = - div P.

A carge total positiva Aq, contida na area As da camada super-~
‘fiecial, pode ser calculada pelo nmimero de centros de dipoles exis~
tentes no volume AV = d-@ A8 (regiao achuriada na Fig. 13-2). Por-

tanto, se N é o numero de dipolos por unidade de volume.,

Aq=qNAv=qNd-nAs ,

. onde q & o valor absoluto de cada uma das cargas doé dipolos. Mas
.o . » .
q N ?1"'=,P. ‘isto e:
i

Aq =F-- nAs ,

e a densidade superficial das "cargas de polarizaqi_o", sers, em
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acordo com (13-4):

Isto acontece porque na superficie da regiao ha uma situagao de
descontinuidade, o que nao se da no interior da distribuicao, em
que P varia continuamente. A{ ndo havera distribui¢des superfi-

ciais (ot = 0), mas distribuigag gspacial de carga equivalente (p).

. -
A Fig. 13-3 mostra como surgem essas cargas, quando P cresce ng

ma diregao qualquer. Por simplicidade,

x xed
. ¢ S consideraremos o caso em que Ptem a
———— - »
- . direcao do eixo dos x e cresce em mody
- - * -_— )
= » lo nesta diregao: P = P(x). Alem dis-
- & — ': 80, 08 dipolos com cargas +q e -q, dig
= 1 3
) . = » tando 4 uma da outra, foram todos colg
! = cados com centros nos planos x, x + d,
X + 24, ete. A carga entre os planos

Xxex+de negativa e pode ser calculg .

da, para uma area ps, normal ao eixo dos x:

Aq = p |[N(x) - N(x +d)]As', isto e:

Aq P(x) «P(x+a) ‘ P(x+d)~P(x)
= - A E -
d- As ® d ;

<l

Pl

para 4 —= 0, tem~se:

Pl

l
RIS
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fiste resultado ¢ idéntico a (13-3) quando P = T P(x).

Na verdade, podemos obter rigorosamente (13-3) a partir de
(13-4). Consideremos para isso uma superficie fechada sy Inteira-
mente contida na distribuicao de dipolos (Fig. 13-4). Alguns dipo

e R lqg tem apenas a carga posj]
— :f”/' tiva no interior do volume
i » + .
+
+

v limitado por s, alguns a-

A
- + | ) R
| | £ v
- ) i 47 penas a carga negativa, e
k\’:“ = . . |

—{lm_

T\ L::'C:u+ ;
\\\ N

Fige 13«4 a negativa no interior de s.

FY
outros tem ambas as cargas

FE i

seja no Iinterior seja no ex

terior de v. Consideremos

agora os dipolos que tém pe

lo menog a carga positivaou

Sua carga total Q ¢ nula. As cargas (désses dipolos) que caem.zg-
;gkde s constituem uma distribuicao superficisl o', que se verifi-
ca (pelo mesmo raciocfnio jd feito) ser dada por (13-4)., As car-

gas que caem no jipterior de s formam uma distribuigdo espacial com

densidade p' a determinar. Sendo Q = 0, vem:
I p' dv!? +-J.G' ds' = 0 ; (13-5)
v 8

logey p' e o nEo'sEo quantidades independentes. A equagao (13-5)

»
tambem se escreve:
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jamog agora © que ocorre quando colocames um dielétrico numa regi-

8o de vacuo onde existia antes um campo eletrico E;. E claro queo

campo E' polariza o dielétrico, isto 5, produz nele uma polarizaqﬁo

;; desta ‘resulta, por outro lado, um campo eletrico 31, responga-

vel por nova polarizaqao Pl’ Qque pOr sSua vez gera um campo eletni

co E;, e assim por diante:

A
~

~ ” — ~ -
Entaoc o campo eletrico resultante E e a polarizagao resultante P

serao dados por series:

» ) —— —
0 calculo de B & de P constitul problema aparentemente complicado,

mas poderé, em muitos casos, ser resolvido de maneira mulito simples,
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se usarmos o segulnte racioefnio: na auséncia do dielétrico, o
campo -E: resultava de uma distribuigao de cargas externas, de den-

sidade ¢3 portanto E; satisfaz as equagaes diferenciais:

atv ‘e B = p

Por outro lado, o campo adiciomxl ne-dieletrico, E', resultou de
uma distribuicao de polarizagao P equivalente a uma distribuigao

de cargas de polarizaqﬁo de densldade p', de tal maneira que o
campo resultante E = E; + E‘, produzido pelas cargas p e p'y, satig

faz as equagoes diferenciais:

div e, B = p + 9t ,

rot E =0, | | @

L : - - -,
A ultima equagao decorre do fato de que E' (e portanto, %) tambem

deriva de um potencial. Usando agora (13-3), viras

-—— = P = (133
div (e, E+P) = p . '

Chamando "vetor deslocamento" ao vetor:

teremos:

div D =p'. v.0=42)

As equagdes (13-6) e (13-8) constituem as

0 vetor deslocamento eleétrico e medido, no sistema MKS, em C.m"
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(ver paragrafo 13-5).

Verifica-se esperimentalmente que o vetor_polariza‘ao e, . en

geral, proporcional ao campo eletnwauuﬂ.n:hem_mtermr do.dj, .

eletrico; a constante de proporcionalidade «, chamada "polarizahi-
lidade” do material, vale:

sendo X, @ “sugcetibilidade elétrica" do material. Assim:

A - )

chamando:

sua “"permitividade eletrica’, vird finalmenta:

e o problema proposto ficara inteiramente resolvido, se for resol-
- _vido o sistema constitufdo pelas equagdas (13-6), (13-8) e (13-12).

. A tabela a seguir rornece a constante dieletrica de algumas subs-

tancias isolantas (R. M., 1960, PE-. 80) A constgpte_dieletrica e_
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um numero adimensional; a permitivida-

}

k ’ -

Material e de elétrica se mede em farad. m L (ver

idro 5 =10 paragrafo 15-9).

ca 6 p

orracha 2 = 3,5 preciso observar que a permiti-
eira 2,5 - 8| _vidade eletrica & sO & um escalar, va
cool (0% C) 28,4 lendo portanto (13-12), nos meios mate

 JAgna (0® ¢) 88 ,

ua (20° @) 80 riais isotropicos. Em melos crigtali-
(1 atm) 1,00059| _nos, onde os itomos_ge distribuem com
(100 atm) 1,0548 certa regularidade, as propriedadeg o=

létricas do melo dependem da diregao.
Se um campo eletrico E, de componentes Ex = El’ Ey = EZ e Ez = E3,

for aplicado em um meio gniggj;éplgg, as componentes do vetor deg

locamento naoc serao mais dadas por (13-12), sim pela nova equacio:

3 .
D1= Z eijEJ

=1
(os {ndices 1, 2, 3 correspondendo as componentes X, yy 2), da
qual resulta que os vetores E e Bhdeixam de ser paralelos. Demong
tra-ge que o tensor eij e simétrico, e como tal pode ser diagona~
lizado, 0 que significa fisicaments que no melo cristalino ha 3 a4
regoes privilegiadas. Para cada uma delas se tem:

Dy =% By

sendo 1 =1, 2, 3. Se, entio, 0 campo eletrico tiver por direqio

uma dessas direqaes privilegiadgs, o deslocamento das cargas (e
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portanto a polarizagao) se fara nessa mesma diregao. Se o melio e
isotrépico, demonstra-se que, em.gualquer sistema de coordenadas,

o tensor permitividade elétricg,agsume a formag

/’e- 0 0 _
0 € o (ou €4, = € =€'=e;.€13=0 se 1#3)

podendo, portanto, ser assimilado a um escalar.

-

As mesmas observagdes poderiam ter sido feltas em relagac ~ a
conqutividade elétrica,_que nos meios anisotrépicos se comporta co
mo um tensor de componentes 011, de tal maneira que, em lugar de

(9-7), ter{amos:

:E:: Mg By

13 - 4. Medida do campo elétrico al. Uma experiéncia hipoteti
ca, realizavel em principio, sera fazer no interlor do dieletrico
uma cavidade pequena e ﬁedir o valor do caﬁpb eiétriéo em um .de
seus pontos. O problema sera apenas procurar a farma gque devera
ter essa cavidade, afim de que a retirada da pérqao de dielétrico
correspondente nao venha a alterar apreciivelmente 0 valor do cam-
Pc. Suponhamos que se conhéga a priori a dirquo do campo, e tome
mos uma cavidade cilfndrica:de geratriz paralela ao campo; se o ci

lindro'fSr bastante longo (Fig., 13—5&),'ent§o ag cargas de polari-
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zagao alterarao pouco o valor do campo no ponto medio, onde 6 medji

do, ao contrario do que ocorre se o cilip

E ""?f.():- ~ dro: £for achatedo (Fig, 13-5b). 4 12 forma
(a) deve ser entao a escolhida para medir B.
a - Se nao conhecemos a diregao do campo, para
gg determini-la praticamos no dieletrico a ca
. () 2 vidade cilfndrica numa diregao qualquer, K-
Fligs 13-5 'valor do campo af medido sera sempre maior

do que o valor verdadeiro, ecome se pode concluir facilmente da Fig.
13-6, em que E' e o campo criado pelas cargas superficlais de polg
rizacao nas paredes da cavidade. A dire-

c;ao- de E sera entao aquela direqao do eixo

;. 40 cilindro para a qual o valor do campo

medido e' m.fnimo.
~ Fige 13-6

13 - 5. Teorema e lizado. De (13-8) conclufmos, re
la aplicagao do teorema de Gauss para divergencia, que a expressao
de teorema de Gauss aplicado a um dielétrico e:

| O |
O\WD-_—,P (13-3)

D-ds = qqp | (15-13)

onde s € uma superffcie fechada mergulhada no dielstrico e qint
o valor total das cargas livres (ficando axclufdas, portanto, as

cargas uggdga, ou ,dg_p_q_ly_;,zgg_a,_) exlistentes no mterior de s3

(13-13) exprime o teorema de Gauss generalizado, valido para um
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meio material gqualquer. De (13-13) vemos gue o vetor deslocamento

ele'tr;lco é medido, no sistema MKS, em coulomb por metro quadrado.

Se o meio e igotronico, vale (13-12), e teremos:

et -—
IeE-ds = Qypg 0
s

e se alem disso o nie;l.o e mé:ngg, isto e, se € = constante, terg

mos alnda:

E-d8 = ~— . ' . (J:iz@

£ muito importante frisar que (13-13) vale sempre, mas que (13-14)

_deixa de ser valida quando € varis na reglao limitada por s. E o

.que ocorre, por exemplo, quando s envolve

c .....
z .
S parte da superf.{cio de separagao de dois meios
de. permitividades diferentes (Fig. 13-7).
Fige 13‘7
13 - 6. ggmgﬁgg_gg_m. De modo geral, num dielétrico isg

tropieco e nao homogéneo, e & funcao de posigao. Um dos casos mals
froquehtes de variagao de € 6_ a.quSla em qﬁe existe um melo diele-
trico de constante dieletrica k, em presenga do ar ou do vacuo (a
constante dieletrica do vacuo & 1‘;' a do ar e aproximadamente a meg
ma), ou entac dois ou mals dielétricos em presenca. Se tivermos 4
ma certa porggo de dlelétrico envolvida de ar ou de vécﬁo, a super

ricie do dleletrico é_uma regiao em que € esta variando, e poi-tan

4
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to decorre de (13-9) e (13-4) que sobre esta superficie havera car

gas de polarizagao.

Suponhamos que numa certa regido do espago, no .vacuo, ¢ dada
uma densidade volumetrica de cargas, e que sobre a superficte deg
sa regiao e dada uma densidade superficlal de cargas; sabemos que
Bas equagoes diferenclais da Eletrostatica no vecuo (cap. 5) nao
chparacam cargas superficiais; mas, ao aplicarmos o teorema de

Gauss a um volume Av tomado na superff-
cle da regiao (Fig. 13-8), essas cargaé
e Av terao que ser levadas em conta. Exata-
mente a meéma coisa se passa nos diele-
tricos; as cargas superficiailg nEo figu-
ram nas equagoes diferencials (13-6) e
(13-8), mas elas terao que ser levadas
Fhae 1 sm conta quando ajustarmos as solugoes
gerais das equagoes diferencials nas superficies de descontinuida-
de que separam as diversas regioes com
dieletricos distintos.” Apliquemos o teo
rema de Gauss a um pequeno cilindro  de
volume Av, tomado na superficie de um dl
eletrico (Fig. 13-9). 0 teorema devera

ser usado em sua forma generalizada

(13-13), como ficou visto no parigraro

anterior. Como o volume considerado e

Flgs 13- Pequeno, podemos escrever:
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ID ds = (D,,-D _)As = 4D As = glsy
s

onde o e a densidade superficial de cargas livres, e As a area
das bases do cilindro, de altura infinitésima em relagdo ao diame~

tro das hases. Temw~se portanto:

AI)n"_"“" . .

isto e y 8 degcontinuidade da componente normal de _5', atraves da
_s_gperf.{cie de separaqao deos dois melos, e igual a densidade super-

)

ficial de carea livre existente na superficie. m_im ,

se sa‘pre a superf{cie nao houver cargas livres, a componente nor-
M.{nuh_inp_g_,_ %€, E= pep' , (136)
ADn =D ,~-D. =0, e €=0 (13-16)

ou alnda:

Por outro lado, de (13-6) resulta, ao aplicarmos o teorema de
Stokes para o rotacional a um con-
tsrno C retangular, infinitesimal,
tomado como indica a Fig. 13-10:

§ E. i =I rot E-d?*-O ’
C

A.jlsto 6:

AB, =58 - B
Flge 13-10 t t+

t- 0 9 (13‘17)
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onde tomamos os lados do retgngulo C, normals a s, como 1nfinit631

‘mos de ordem superior aocs outros dois lados. Portante, a componep

racaoc de dois dielétricos, & sempre cont{nua, haja ou nao haja car
gas gobre ela. Poderemos chegar a essa mesma conclusgo'pof um ra-

eloc{nio tisico: tomemos 2 pontos préximos localizados junto a sSi=
perficie e seus correspondentes do outro lado. O campo tangenclal
sera proporcional a v, -V, de.um lado, a‘Vi - Vé do outro lado da
superf{cie; como o potencial e contfnuo atraves dela (a nao ser pa
ra a dupla camada), tambem sera contfnua a componente tangencial

do campo.

Sejam q esta carga, e a permiti-
vidade do dielétrico, e Rl e Raos
rajos interno e externo da camada
(Fig. 13-11). Resolveremos aste
problema por 3 processos diferen-
tes.

AZ Processo: Caleulo direto - Vi

sualizemos ¢ d;g;étrico como_uma

distribuicao de dipolos localiza=

dos no vécuo, e utilizemoé a con-
clusao alcangada no paragrafo °
13-2: o campo elétrico gerado pe
la carga g e pelas cargas de polg
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rizacdo € o mesmo gue o gerado pela carza g. mals upa distribuicdo
espacial de cargas de densidade p' localizada na regifo II e ainda
pelas distribuigoes superficials, nas fronteiras desta regiso, de

densidades o! o o", estando todas essas cargag logallzadas no va-
ggo gFigo 15-12)0

Como div E = O, exceto na o:g-igem,.f’he' proporcional a E; por

(13-9), e € constante, segue-se de (13=3) que p' = O,

Aplicando-se o teorema de Gauss a reglao I (ou usando a expreg
sao do campo de distribulgdes uniformes em superficies esféericas),
obtem-se imediatamente o valor do campo af. Aplicado a reglao II,

na forma (3~5), o teorema de Gauss das

q+q’
E:-—-—-—-——

2 ¥

/.25:.
onde q' = 4#11‘%‘0-'; ora, de (13-4) ¢ (13-9) vemos que:
ot = P(Rl)-nl = - P.(Rl) = -y %X EZ(RI)’ e portanto:

q+q'

q' = -4#3‘32_’20 X sy 1sto e:
' 2
4Te, Rl
Xq | q Q-
q' = =X (q+q!) == —— g.r.q+gq' = = =
1+x 14+ % k
e . e
por (13=10); tem-se entao:
qd - q
EZ = - = - '2’
' 4TET
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e

por (13-11). Aplicado a regido 11X, o teorema de Gauss da:

+al a4t
3

2 ’

41re° r

onde g" = 41rR§ o"; ora,

a"=ﬁR)-F=P(R-)=e E,(R,)y e portanto:
T T2l T By 2 o e “2*f2
- I x,
q“=41fﬁ§eoxe : 1 2_'—' le g = =-q'y isto é:
_ +
ame, k, RS *e
__ q
B ——,
41re°r

resultados que coincidem com os jaf obtidos.

Observe-se que, neste caso, a equagao (13-5) & obviamente

sa
tisfeita.
2% Procosso: Utilizagdo do Teorema de Gamss - Sua expressao (13-14),

aplicada a uma esfera de raio ry centrada em q e contida na reglao
I, dara:

2

q ,
4Tr " E= y. 1sto e,
eo,

El= — = 1'4315
41re°r2 r .

para a regiao II:

2. 4 ,
47r- E = e ? 1sto e,
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q

4#&:?]

E =

2

T

R1<r<RZ 3

e para a reglao IIT resultado idéntico ao encontrado para a reglao

I, o qual, alids, coincide com (2-9):

r
41re°\r ,
3§_g;gggg§g= Solugao das Equagoes Diferenciais - Por raclocinios

de simetria, Jé empregados no processo anterlior, vemos que o campo
e radial em todo o espago, e procuremos a forma que deve ter, em

cada uma das regides consideradas:
o ot — - e ——
E, = fl(r) r; B, = fz(r) r; E3 = f3(r) r .
A equagao (13-6) 6 satisfeita idénticamente; a equagao (13-8) da:
div D = div(€ E) = Q,. » £ O .

Em cada regiao, € e constante, portanto tem=-se para £ = fl 4

ou f3, conforme a regiao.

div(f T)=0, 1sto ¢, usando (5-52):

af _ af dr
r— ="‘.3f "-"""'_.:—3""‘. y
dr r . r

Integrando, vem:
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F\g

—— —r - i, L )
E1= T Ea= r T

W
WP

;.E"3=

b o

N

Como, num entorno infinitesimo de uma carga puntiforme qy © cap

" po tem que ser da forma:

e T

aTe, o

— —r=
E = + By »

onde o campo constante (nesse entorno) ﬁ:, e produzido pelas demais

-~ - -~
cargas, temos, por comparagao com El hesge entorno, que:

q r
El — — .
aT eo r3_

Consideremos agora as condigoes ao contorno para r = Ryer =

= R,. Como E,  sempre nulo, a condigao AE, = 0 ndo d4 qualquer

restrigao. Consideremos, portanto:

pols ¢ = 0; para r = R, vem:

5 q 1 A2 - o,
l_-n . 4m 312-_ | Rla g’ — ’
T 4m 3 - 4me 3

Anilogamente, tomando r = Rz, vem:
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- q T . q r
E«; = —-— = E; = —
4 r3 41reo r3

13 - 8. Melos indefinidos. Se as cargas estao iocalizadas em

melos indefinidos homogé‘neo‘s, para os quals e e constante, as e~
quagoes diferenciais (13-8) e (13-6) podem ser escritas indifereq

temente como um sistema de equagoes diferencilais em E:

div E= T,

(13-18)

rot B = 0 y

pois div D = div cE = ¢ div ﬁ.; ou como um sistema de equagoes dife

renciais en -l-).: ‘

div D = [ -

. §13-19)
0

rot D = ’

polis rot E = rot g = % rot 5':

As equagoes (13-19) prermitem enunclar um teorema muito importap

Se as cargas livres forem as mesmas numa distribuigac no vacuo ou

num dlelétrico, os vetores 13: e D correspondentes serao.iguais, ig
to é', eo Eo = CE: e como € = ke €o!? tem-gse sempre, neste caso:
7 1
k, °©
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intao, se as distribuigdes de cargas dadas nao estiverem localiza~
das no vacuo, sim num meio dielétrico indefinido e homogéneo, o

» » »
campo eletrico gerado por elas e o mesmo que no vacuo, a menosgs do

fator ﬁ}-. Assim, por exemplo, o campo gerado por uma carga pup
o »
tiforme mergulhada num meio dieletrico indefinido, de permitivida-
de <, e: '
- q T -
arer? T

‘e o0 vetor deslocamento correspondente e:

—- q
D= ——

4#?2

A1

[ (13"'21)

Por outro lado, de (13-18) conclui-se que a equagac de Pols-

son, num meio dielétrico indefinido e homogeneo, assume a forma:

VvV V==-37 . (13-22)

Portanto, se um sistema de condutores e mantido a potenciais dados

(p =0), 0 potencial (e portante E) em todo o ©3pago e o mesmo que
no vacuo, qualquer que seja o dieletrico (indefinido) em que estao

08 condutores:

Por outro lado, temos: S

— € — oien

o
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Em particular, gsses'resultados seﬂaplicam a0 caso-de um con-
densador com dielétrico, para o campo (e o vetor deslocamento) en-

tre as placas, comoc verificaremos a seguir.

13 - 9. Condenssador plano. Se entre as placas de um condensador

plano, com densidade de carga :°B dada, no vacuo, for inserido wm
dieletrico de permitividade e (fig. 13-13), as céfgas de polariza-
¢ao0, no dleletrico, enfraquecerao o campo entre as.piapas,-que pag

Ld
sara a ser:

E % 1. % 1 R
- — 0T — —— T
€ ' o’
kg €5 K
% o
| e tambem & diferenga de potencial
‘ entre as placas, que passari a
. _
| ser:
obd 1
ke
Fig. 1313 | .
(onde @ e a distancia entre as

placas), sendo E; e .Avb o campo & a diferenga de potencial entre
‘as placas, antes da insergao do dieletrico (paragrafo 8-5). Conse~

qiientemente, a capacidade do condensador serd agora:

c QO + Qo .
e ¢ O :
AV aov,

isto 5, a capacidade de um condensador planc aumenta ke véezes quay

" do se introduz entre suas placas, onde antes era vacuo, um dielétrni
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co de constante dieletrica k,. Demonstra-se facilmente que isto g

corre sempre, gualguer qué seja a forma geométrica do condensédor.

A partir da expressao:

define-se a unidade de permitividade elétrica, no sistema MKS, o
"farad por metro", como sendo a permitividade de um dieletrico tal
que, inserido entre as placas de um condensador plano cuja razao g‘

valha 1 m, faz que sua capacidade seja de 1 farad.

Se agora quisermos manter fixa a-diferenga de potencial entre
~ as placas, ligando-as,por exemplo, a uma bateria (FPig. 13-14), es-
ta diferenga de pote'nc.‘l.al, AV, depois de inserido o diele'trico,

» »
permanecera a mesma que NO V&CUO, AVoz

AV = AVO ’

€ consequentemente o campo ele'trj,

- F F 4
co tambem se mantera:

—t

E = Eo L

Ora, sabemos que as cargas de po-

larizagao do dieletrico enfraque-~

cem O campo no seu interior, e por

Flﬂo 13—1‘

tanto este efeito sd poderia ter
sido compensado por um aumento de cargas livres sobre as placas do |
condensador: o tera que ser agora maior do que d,- De fato:

o= €k = ek, =k, € B0 = Ky T
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isto e, a carga sobre as placas tornouwse k vezes maior. Verifi-
ca-se, ainda nesta caso, que a capacidade do condensador tambem an
mentou k, vezes. Medindo-se a capacidade de um condensador no va-
Cuo, Co, e depols a capacidade do mesmo condensador no qual se in-
 troduziu um material dielétrico, C,'pode-se encontrar a constante

dieletrica do material, calculando a razao:

13 - 10. Condensador com dois g;elé;:;ggg. Se € varia entre as

.placas do condensador, como no caso particular de 2 dieletricos ho
moganeos superpostos (Fig. 13-15),
de permitividades €, © Cz,‘podemos
caleular a capacidade do condensa~
dor mantendo fixas as cargas. 1li-

i&t vres sobre as placas, e lembrando
N

que o vetor deslocamento D nao de-

2

4 4 pende de € e 6, portanto, constan~

te entre as placas e Igual ao que:
Fige 13-15 .
seria se entre elas houvesse vacuo.
Isso decorre das equagges (13-19), validas fora da superf{cie de
separagao dos dieletricos (na quel ¢ varia), e do fato de qhe‘ﬁi o

cont{nuo nessa superffcié§ s3bré a qual nﬁq ha cargas:

Teremos entao para valor do campo nas regides I e II respectivamep
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1-H

B 2 id :
1 = —— - —r - e 3
G.‘l cl clA .
D Q
E ] — S—
2 e <A ?

N

onde Q e o valor absoluto da carga em cada placa e A sua area. A

diferencga de potencial entre as placas sera entaoc:

- - R (N1 42
Ve |Eat =g rBe, = - ;;+e—2 .

onde d, e d, sao as espessuras dos dois dielétricos. Finalmente, a

capacidade do condensador sera:

Observemos que C esta relaclonado com as capacldades Cl e Cz que
teriam 2 condensadores de espessuras d, e d,, contendo dieletricos
de permitividades €, e €, respectivamente, por uma férmala do tipo
dé (8«19), pela qual se calcula a capacidade de um sistema de con-

densadores associados em série. De fato:

1 dy a5 1 1
- R e o e D e e s
C €A A ¢, . ¢,
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13 - 11. E ele a_em campo orme. Na resolugao de pro
bleﬁs eletrostaticos envolvendo diele'tricos, e preclso sempre lep
brar que as solugoes encontradas devem satisfazer as equagdes de
Laplace e Polsson, e que continua valido o teorema da unicidade do
potencial. Asgsim sendo, ¢ conveniente .nao perder .de vista proble-
mas ja' resolvidos envolvendo condutores no vécuo, ¢ testar, nos pro
blemas com dieletricos, solugdes sugeridas pelos prc;blemas corres-
pondentes, com condutores. Se tal solquo satisfizer as equa~
‘¢oes diferencials e as condigoes ac coﬁtarno, concluiremos ser ela

a solugao do problema.

Para o problema proposto aqul,vamos, por analogia com o proble
ma -ja' resolvido no para.'grai‘o 6-10 da esfera condutora num campo
R uniforme, tentar a solugac (Fig.
s 13-16): .
®

b cos @

-~ Er cog@+ ,r)R',
() 2
V= | (13-23)
-Elr coa®, r&<R ., :

onde. ja tomamos nula a constante a

Fige 13-16 menos da qual o potenclal se define, e op
de supusemos constante, pore;m ﬁé.'o nulo, o campo no interior do dig
letrico; de fato, aqui devemos esperar que a polarizagao nao seja
suficientem_ente grande para anular comﬁletapnenta 0 campo nc Iinterj
or da esfera, como acontece quando a esfera e condutora. Para pon
tos externos, estamos admitindo que o campo seja o resultado da sy
. perposigao do campo uniforme dado e do campo de dipolo elétrico, o

rientado segundo X e localizado na origem, comc no caso da esfera
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condutora., As expressoes (13-23) sao solugoes da equagao de Lapla
éo no interior e no exterior da esfera, e dao o campo E; para dis-
tanclas suficlentemente grandes. Veremos que existem valores das
sonatantes 31 @ b que permitem fazer o ajustamento em todos os pog
tos da superf{cie da esfera} as expressces (13-23) constituirao u-

ma SOlugao para O nosso problema, portanto g solugao.

Aplicando & superf{cie da esfera s condicac ao contdrno (13=17)

para © campe, que corresponde & oontinuidade do potencial, viras

b cos®
=B, R 003 0+ ~e—— = . & R o080,

HZ
tsto o1

-
!l & EO - (13'34)
. X

Aplisando & condigdo (13+16), quo também se exprime

G AN AL ©
° ar R ar A '

e § valida por ndo haver cargas livres gdbre a eafera, vird

?.’oen LT Y
- i. §° '°l°'_—'n—3'-_ = -eil coa® )
igte 4
Ee 2% .
By s 4 =—, (13-28)
b x®

Resolvendo as equaqfes (13=24) e (13¥=25) encentramos, pars as oong -
antes proeuradas, o8 valores!
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, k, -1
b =Ej R
kg +2
_ 3 . -~ 3 — : e
E) = E, —E= —— E, r<RkR. @2
kg +2 ke + 2

Ve-se entao que o momento de dipolo da esfera e:

kg -1

= 3
P =47e, EOR

kK +2
ot 2

e com este valor, V se escreve, na regiao I:

"

i F-'

3
4rre° r

0 vetor polarizacao tem por modulo:

P k, -1

P=—=3€:
v °Ebka+2’

onde v é o volume da esfera, e a polarizabilidade vale, portanto

P
= -ET.- = e, (k,=1) = ¢ % ,
1

de acordo com (13-9).
0 campo.eletrico no interior da. esfera, dado por (13-26), € e~

videntemente menor do que E » pois k € um numero maior do que 1.

0 vetor deslocamento no interior da esfera vale:
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E ? r‘.R’

e as linhas de campo de E o de

R LIET
[LLESTRININN I

ity _ D estao representadas na Fig.
13-~17. A densidade superfici-
al de cargas de polarizagao sg
bre a esfera pode ser calcula-
da por (13-4) e vale:

Xk, -1

O"=3€°E cosf .,

o

k +2
Fige 13-17

13 -12. Método das imagens elétricas. fste método, pelas razdes
apresentadas no parégra.fo anterior, podg," ser empregado para a reso
lugao de problemas com dielétricos, e & de grande utilidade em mui

tos casos.

Tomemos, por exemplo, uma carga puntiforme q localizada no va-

. cuo, a uma distancia d da face
Plana de um dieleétrico infinito,
de permitividade € (Fig. 13-18).
Vimos no paragrafo 6-5 que, .quapg
do se trata de condutor, o campo

| da'..carga___q, que é rad{al, anula-
-se completamente no seu interior,

por efeito da inducao; Jj& no ca-

Flige 13-18 ' - 80 de um dielétrico, a polariza=-
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qu produz efeito menor, e © campo eletrico no seu interior e can-
celado apenas em parte, comé veremosy permanecendo radial. O va-
lor total das cargas de polarizagso, na superf:fcie do dialétrico,
sera portanto inferior a q. Tentemos entao verificar se & solugdo
é do segulnte tipo: a) A esquerda do plano, na regiao I, o campo
¢ o criado pela carga q e pelas cargas de polarizagao; admitiremos
que o campo das cargas de polarizagao e nessa reglao equivalente ao
da imagem -~ g', a direita do plano; como se estivesse no va{cuo;
b) na ragiEo II, o campo e o criado pela carga q e pelas cargas de
polarizag¢ao, representadas por sua imagem -q', agora situada na pg
si¢ao da propria carga q: o efeito total, na regido II, & entdo o
de uma unica carga, localizada no vacuo na posicac de q, e valendo
q" = g=-q' (o fato expresso nesta ultima relagao, intuitivo fisic_s_x_
. mente, sera ignorado, para ser obtido analitica.mente a partir de 1

ma das condigGes ao contorno).

Todas essas consideragoes equivalem a admitir, para o potenci-

al, a forma:

[ 1 q q' ~
—— ™ = y na reglao I,
47e, r, r_

V= <
ql‘l
: s+ na reglao II,

47e, r

e

@A continuidade do potencial gobre o plano da:

q q'l ql!

41reor 41re.°r 41reor |
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o que fornece a equagao ja intufda:

Q" =q-q'. Q3-27)
@ A continuldade da componente normgl de D (néo hs cargas livres sb-
] 1 3 s = = v v .
EO q eo q' < q"
cos® + cosd = —=—=———— o088,
47e ;2 4Te ;2 47re€ T°
0. _ [#] o

que fornece a 22 equagao nas constantes a‘determina.r, g' e q":

Resolvendo (13-27) e (13-28) obtemos :
qt = kg -1 .

ke +1
qQ" = = q

Ko+ 1

o que dara finalmente para o potencial:

q 1 ke-l 1l -
-_— - - -~ | y na reglao I,
are, T, ko+1 ro
vs= X
q 2k, 1 )
-~ o na reglao IIj
are k +1 r

o

paré. 0 campo elétrico:
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*t

e . s
T g r, k-1 r_ }
-_00=- - s na reglao I,
41re° 1'2 ke-l- 1 ré
q 2k e = ;
- 5 na regiao II,
4re ke +1 r3

a —pe —
q r, ke"l T_ }
- = - " - s na reglao I,
4 2 ke 1 r?
q Zka - 3
-_— - 4 na reglao Il.
47 kot1 r3

Verifica-se facilmente que
o valor da componente nor
mal do campo eletrico, a
esquerda do plano, e k,
vezes malor do que a direl

ta; por¥sso, as linhas de

l I campo de DekE tém a conf]
guragao apresentada  na

Fig. 13-19.

A densidade superficl
7
al de cargas de polariza-

Flge 1319 | 95‘5 aobre o plano pode ser
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calculada por (13-4), e vale:

— er q
o' = x e, E(r).n = - cos® ;
’ : ke4‘1

4T 1‘2

e a carga total de polarizagao (Fig. 13-18):

o .
2% qd 2rx d x *e
QI= qlds:-_ . - . S - qz.._ql.
. ar (ke"‘l) 0 (x2+a2)3/2 k9+ 1
* ¥ %

= e, — e e

Problemas propogtog:

13-1. Demonstre que (13-4) continuara vilida, mesmo que nao se ad
mita-a hipdtese simpliricadora de que todos os dipolos te-
nham momento 1dentico a p, mas sim que a fragao fl do total

tenha momento pl, & fraqao f tenha momento ng etec.

13~2. Usando as propriledades de continuidade das componentes dos
vetores Ere'ﬁbquando se atravessa a superf{cie de separagao
de dois meiosyde constantes dieletricas k. e k,, obtenha a

1
lel de refragao das linhas de forga.

13=3. Num condensador plano estao inseridos 2 dielé@;icos, de perp
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13-4.

13=5.

13-6 ]

13"'?-

mitividades €, e €,, conforme indica a Fig. 13-20; a) cal-
cule a capacidade do condensador, e estabe~- |

| 7
lega a analogla entre o valor encontrado e ' Vé%

a formula (8-18); b) calcule a densidade

de cargas de polarizaq&'o nas superf.{cies dos

dielétricos. Fige 19=20

Num condensador plano estao inseridos 2 dieletricos, de pep
mitividades €, e €,y conforme indica a Fig, 13-16. Calcule

& densidade de cargas de polar:l.zaq.é.'o na s_uperf:fcie de sepa-

ragac dos dielatricos.

Calcule a capacidade de um condensador plano, no ciual este
. [ b

inserido um dieletrico de permitivi

dade € » expessura t, conforme indi

ca a Flg. 13-21. K s

Entre as placas de um condensador plano existe um dieletri-

co, ouja constante dieletrica varia linearmente com x (o e}
xo Ox ¢ tomado perpendicularmente as placas), e apresenta os
valores kl e ka junto a uma e a outra placa. Calcule a ca~-
pacidade déste condensador, a densidade espacial de cargas
de polarizagao no dieletrico e as densidades superficials

de cargas de polarizagao junto as placas.

Entre as placas de um condensador esferico ha dois dielétri

cosy de permitividades €, @ ©,, conforme indica a Fig.I3-2_2.
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Calcule: a) pelo 1% e pelo 32 pro
cessos indicados no parégrafo 13=-7
a capacidade dgstg condensador;

b) a densidade de cargas superfi-

cials de polarizagao na interface

dos dieletricos.

13-8. Um condensador esférico tem um hemisferio cheio de um isolap

13-9.

te, de constante dieletrica ¢, e suas armaduras estdo a uma
diferenga de potencial V. a) Mostre, pelo exame das equa~

goes diferenclais de campo e suas condigdes de continuidade,
que og vetores E e Bhestao ligados ao mesmo problema sem dias
létrico por E = -F:; e D = c(r) ﬁ:; b) Calcule as densida-
das de carga nas armaduras, a carga total nas armaduras e a
capacidade do condensador, em fungao dos valores no problema

sen dielé%rico.

Suponha, no problema 13-§, o condensador de forma cilfndrica,
e obtenha 0s resultados pedidos (a capacidade deve ser aqui
calculada por unidade de comprimento).

13-10. Num meio dielétrico indefinido, de permitividade €, no qual

atua um campo elét;ico uniforme Eﬁ abre-se uma cavidade esfe-
rica de raio R. Calcule o campo resultante em todo o espago
e a densidade de cargas de polarizagﬁo sabre a superffcie da

cavidade.
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13-11.

13-12.

13-13 .

Um cilindro de raio R e comprimento infinito feito de mate-
rial dielétrico homogeneo de permitividade €, ¢ colocado em
um campo elétrico uniforme E;, cuja diregao e perpendicular
a0 eixo do c¢ilindro. Calcular: a) o campo elétrico resul-

tante, em todo o espago; b) o vetor polarizagao no cilindro

dieletrico.

Num melo dieletrico indefinido, de permitividade €, existe
uma cavidade esferica de ralo R (no vécuo), no centro da
qual ests um dipolo elétrico de momento p. Calcule o cam-
po eletrico em todo o espago e a densidade superficlal de

cargas de polarlzagao sobre a esfera.

Um flo retilfneo infinito, uniformemente carregado com dep
sldade linear A, e colocado paralelamente a face plana 1ip
finita de um dielétrico de permitividade eletrica €,;ofio
esta mergulhado em 61eo, de permitividade 61, que ocupa to
do o outro semi-espago. Calcular: a) o campo em todo o
espago; b) a forge atrativa, por unidade de comprimento,
entre o fic e © dielétrico; ¢) a densidade superficial de

cargas de polarizagao sobre o plano.
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CcAPfTULO 14

ENERGIA E FORCAS ENTRE CONDUTORES E DIELATRICOS

Vimos, no cap.‘l’.tulo 8, que a energia eletrostatica de um sistema de

cargas com densidade espacial p e superficial o era dada por:

1 o ey L
W== | p(T) VT avt +- % olrt) V(r*) ds' . (14-1)
2 _ 2 1 .
Aqui a 12 integral e estendida a todo o espago (anula-se o integran

do onde p = 0) e si indica uma qualquer das superffcies en que o #0.

Deva~se esperar que uma expressio do tipo (14-1) valha para cay
gas em presenga de dieletricos. H&straremos Que éste e o caso, e
que p e o sao as densidades de cargas livres, sendo que as de pola~+
rizagao (o' e.p') nao dao contribuigac. A rigor, a formula (14-1)
nao foil demonstrada para o casc em que algumas das superf{cies 84
sao superffcies de condutores, se bem que tenha sido extrapolada pg
ra este caso. A demonétraqio que se segue prova que fol correta eg

sa extensao.

Consideremos portanto ¢ caso geral em gue temos distribuigoes
de cargas p('i") e ofT) em presenga de dieletricos e condutores em e-

quil:[brio. Seja V('i")- 6 p;atancial produzido por essas distribuigGes,
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correspondendo &o campo E_R?) Observemos preliminarmente que as

distribuigoes: . o
Pn(m 3.9‘9(;.) ’ G'Q(;‘.)'-’- as(T)

produzem Os campos 5;(?) = aD(T), E;(;'.)_ =aB(T) e portanto o po-
tenclsal Vu ¢ =otV(?), se o & uma constante. Essas distribul-
-qaes m_a.ntgm (o} eqn.tl_:[brio ‘nos condutores, pois o potencial V4 con-:

tinua a ser constante no interior dos mesmos {(como V o era). ..

Calculemos, agora, o trabalho realizado pelas forgas do campo

quando cargas infinitesimas sao retiradas sucessivamente e dispep
" sadas no infinito, de modo que, em qualquer situagao intermedid -
ria, a distribuigdo seja deda por p_(T), o (F), com Ogadl (para

&= 13 Po? % P o).

Assim, em tal situagdo deve-se retirar carga infinitésima tal

que p . O, varliem de:

bp,=~pbaj; b0 =-o0céa

[= 3
{a carga val decrescendo), Quando as cargas correspondentes sao.
- levadas ao iInfinito, o0 campo realiza trabalho, dado pela ahefgia

dessas cargas infinitesimas em presenga das restantes (que produ- -
zem o potencial Vo): |

Y =JV“_(?‘)E- o(F)6a] av! *J"a‘;""’ [- oT6e] as', ou:

sW = - [I v(_i-"') p(TV) vt + fV(z'-’iﬁ ol(TT) ds'].or.da..



Como o termo entre colchetes e independente de o, e:

o
1
J\ada=- =
2 1y
1
vem?:
W= 2 V(r) p(¥*) av' + = | V(F') ofr') ds', c.q.d.
14 - 2. _LOleizggég da energia no espaco. Ate aquil consideramos a

energia‘potencial'como'dependendo das cargas, de acordo com (14-1),
cujbs integrandos se anulam onde nao ha cargas (p = o = 0). Veremos
que, coko na Eletrostatica no vacuo (Cap{tulo 8), W pode ser escri-
ta como uma integral sdbre todo o espago, com contribuigoes mesmo

de regides onde nao ha carga.

Para isso observemos qué, utilizando relagoes ja conhecidas,

tam-sé:
PV =V div D =div (VD) -D-9V =
=div (VD) +D - B .

Levando este resultado em (14~1), vira:

1 - - .
W=-=- J div(VD)dv’ +I D‘E dv* +Z I oVds®t |
2 -
1
Yoo Yo 51

Transformando a 12 Integral pqlo'tedrema de Gausgs para divergéncia,

»
vira:
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jdiv (VD) dv! = f (VD) - fds' + ZI (VD) -nds* =
. 1 iy

Tm SCD : S 1

_ =J(Vﬁ)-n ds? -Z I(Vf).gds' ’
1 -
C

o 51

sendo ';Ta_. normal orientada para fo-
| __.ra_’ da” fréhte.iral .d-e voo ‘,._ a---—ﬁ’a_ go;mal
| orientada para fora dos cqndutores.
A 12 integral do 2% membro se dnuls,

porque sobre 8 0 campo e © potenclal

caem a zero como -Jé e i_‘ (com r =-c0),

enquanto ds! e proporcional a % (as

' .:.Fi'o 1‘-1

distribuigdes de cargas consideradas

situam-se numa regiao finita do espago). Entao (14-1) ficara:

2
Vo $q Sy
——
Tendo em conta gue D-n = o, vem:

1 — aw

W= - E:-Ddv! = — dv! (14~2)
P : : ay’ : : .

v v
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Vemos assim que a energla W pode ser considerada comeo distribvuida

por todo 0 espago, com densidade:

dv 2 o

—

Nos meios isotrépicos em que D ==eE;'vemos que, mesmo que € varlie
de um ponto a outro, tem-se:
aw 1 2

T — = - CE; . (14-4)
dv 2

Esta expressao matemitica; obtida aqui de modo formal, desempe
nhou papel importante na conceituaqio de campo eletrico. Com ela
se p3de compreender que © campo elétrico, em ux ponto, tem um sen-
tido £{sico mals profundo do gue a simples propriedade de caracte-
rizar a £Oorga que atua sobre uma carga unitaris puntiforme, apos
ser a maﬁme colocada no ponto. Mesmo sem colocar essa carga, o
CAMpPO Ji determinaria a energila eletrostatica nesse ponto. A des-
coberta, felta por Maxwell, de que a energila eletrica poderia pro=-
pagar-se no espago moitrou ger correta aquela atitude, que levou a

Teoria dos Canmpos.

Examinemos, como verificagao da equacgho (l4-2), a energia de
um condensador esferico com dleletrico (armadura externa a poten=

cial nulo). Se Q ¢ a carga da armadura interna, temos:
-
—r r
Dui—,gﬂ
ar .3

portanto:
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QZ dv? 41rQ2

dr _ Qa ( 1 1
8re \ a b ’

que coinclde com a expressgo_JE obtida no parégrafo 8-6.

L]

o ey g5

32 nle ot z2efe

14 - 3. Fo o 0 ore dlele o8 dog (em funca
das cargas). Dado um condutor ou uma porgao de dieletrieo rigido,
carregado ou nao, em presenga de outros condutores e dielétricos [-]
letrizados, podemos ca;cular a farqa eletrica que atua sobre o cdg
dutor ou dielétrico, seja diretamenté, Integrando as farqas que a-
tuam sObre suas cargas e_dipolos, seja indiretamente, como veremos

a seguir, a partir da energia eletrostatica do sistema,

Se um condutor isolado ou uma porgao de dieletrico rigido esta
em repouso em ;elaqio ao campo produzido por uma.distribuigio'esté
tica de cargas, entao atua sobre ele uma fSrqa macanica que equili-
bra a farga elétrica_fhproduzida por essas cargas. Sey pOr uma vg
riagao 1nfiﬁit§sima, convenienta, da farga mecanica, permitimos que
o condutor (ou dlelétrico) sofra uma translagao &f- para nova posj

gao de equilfbrio, o trabalho da forca mecanica sera:

fiste trabalho sera igual a variagao de energla eletrostatica {po-

tenclal) do sistema:

a%¥ = AW, ou :
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—_ - oW oW oW
-F. 48 = (—) dx + (—-) dy + (-—) dz . (14-5)
bx Q ay Q az Q

0 {ndlce Q em (14-5) indica que a carga dos condutores presentes
permanece constante nesse deslocamento, isto e y que 03 condutores

sao isolados; portanto, o seu potencial variara. Como em (14-5)

&T ¢ arbitra:rio, obtemos:

F=- (E"w)q . (14-6)
Como exemplo, calculemos a farga entre as placas de um condep
sador plano de ar com carga constante {(desprezando o efeito das

bordas). A energla entre as placas e (Pig. l4-2):

1 @
W= Y
2 c
+¢ ~Q -
+ - - e sua capaclidade C, quando a distancia
F -
M~ entre as placas e X,
+ : R
rs - - € A
+ - o
. - ¢ = ’
+ - x
* -
Flge 162 sendo A a area das placas. Portanto:
1
W = Qa X ,
2 €o A

e (14-6) nos dara a forga procuradaj tomando o eixo dos X como na

bo S Lva
Fig. 14-2, com origem na placa smpwishes, temos:
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.(OW) ¢ . -0
F = aj= E - ; F_= = .
X .
dx Q

Esta e a forga sobre a placa negativa (que se move gquando x varia),

que pode tambem ser calculada por:

F . = .[ (-0) B, ds, Fy = Fz =0,

onde aparece o sinal - porque F Fea forga que atua sobre a placa ne
gativa, e af a densidade de cargas e negativaj E_ e o campo eriado
pela placa positiva (a placa negativa nao produz forga sobre si meg

ma), e vale:

E, = > e
+ - ~ = .
2 ZI%,A

Portanto:

A A

J‘ q Q? I Q¢

5 A 2 € A 5 2 € A
gque coincide com o resultado anterior.
14 - 4. Fo e co ore 5 os (e s0 do tep~

clads). Aqui, os condutores em que se localizam as cargas livres
sao mantidos a potenclais constantes por meio de baterias. Se umas
das partes do sistema se deslocar de d{ , sob a agao das firgas me~

canicas que equilibram as elétricas, o trabalho mecanico realizado
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I
sera ainda:

= -
d Wpee = = F-dly

- ~ »
mas a equagao de conservagao da energla sera:

aw=dw,  +aw ,

onde 4 Ws e a energia fornecjda pelas baterias. Ora, a energié e-

letrostatica de um sistema de condutores carregados 5, como sabemos:

W=

WV N

2 9 Yy
1 .

onde Q1 e Vi sgo a carga e o potenclal do 1esimo condutor; assim,
quando alguma parte 4o sistema e deslocada, permanecendo fixos todos

o8 potenclais, a variaqio de energla borrespondente sera:

1
dw= - Y Vv,dQ, .
> 1 i
i
Por outro lado, a energia suprida pelas baterias a cada condutor o
o trabalho necessario para mover a carga desde o potenclal zero ate

o potenclal do condutor, isto s
aw, = 2 v,4Q, .
1 .
Portanto:
dwb='zdw,
e assim:

dW=-aW_ =F. .4,
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tendo-se finalmente para a forga, correspondendo a (14~6) do caso
anterior:
F=(Vw,. T (e

Como exemplo, calculemos a f3rqa entfe as placas de um conden

sador plano, mantido a potencial constante. Sua energla e:

1 o
W== cvé=— y2
2

e portanto a forca que atua sobre a placa negativa sera:

oW €, A > QZ
Fe =l = - Ve = - y F_=F =0,
\OX / ¢ 2 x2 2 .

resultado 1d5nt1¢o ao do caso anterior.

Outro exemplo & o de um condensador plano retangular com um
dieletrico parcialmente 1inserido
entre suas placas (Fig. 14-3).Se

ja d a distancia entre as placas, ,_ x |

a e b suas dimensoes, AV a dife~

(AL EETIEG P TSI E TS I EF T IR R FE o

TFir ¥

renga de potencial fixa a que sao

mantidas, € a permitividade do di

TR T e e am e =
lllllllllllllllllllllllllllllllll

eletrico e x o comprimento da pop P

¢ao de dieletrico que esta entre

as placas. A energia do condensa

Flg. 14=9

dor, desprezando os efeitos de

”»
bordas, e:.
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l ( 1 /Av 2
- adx + = € [ — ad (b-x) ,
2 \ d c v a .
e portanto, por (14-7):
- 1 : : avZe
- — E - B ——
2 I

(no sentido de x crescente). A forga tende, portanto, a puxar o
dieletrico para dentro do condensador, como era de se esperar (veg
ja a Fig. 14~3). No calculo foi usado o fato de que O campo nho
interior de todo o condensador e constante (AV/d), mas o vetor deg

locamento varia da regiao I para a regiao II, nas quais vale res-

pectivamente D = €& ¢ Do = eoit Tambem a densidade superficial

de cargas nas placas é diferente nas duas regi&'es, valendo respeg

' tivamente o =D = cB e G, = Do = Co E, A densidade superficial de

cargas de polariza't;ﬁ'o no diele’trico, dada por (13-4), vale entao:

3

1 = x g
o ooE’

e portanto:

o =€E = ¢ (l+xe)E=0'°+c' .

Esse mesmo problema poderis ter sido resolvide pelo método da cap

2a constante.



132

P e ostog:

14-1. Calcule a energia armazenada no condensador do problema 13=7,
4 partir da densidade espaclal de energla, quando o potencial
da placa interna ¢ V e o da externa nulo. A partir da expreg

sao obtida, determine a capacidade do condensador.

l4-2. Calcule a energia armazenada nos condensadores dogs problemas

13-8 e 13-9,.

14-3. As eitremidades de 2 cilindros'metélicos coaxiais, de raios a
e b, formando um condeﬁsa@or §}lfndri¢o, sao imersas, normal-
mente a superffcie, num 1Iqu1do dielétrico de suscetibilidade
x, e peso especifico &, A que altura sobe o dieleétrico gquan-

do a diferenga de potencial entre os cilindros & V ?
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CAPfTULO 15

MATERIAIS MAGNETICOS

15 - 1. Magnetlzacao. Em capftulos anteriores, vimos como dis-
trivuigoes de correntes, localizadas no vécuo, geram campos magné
ticos, e calculamos as induqaes'magnéticas produzidas por algumas
dessas distribuigoes. Nesse capf{tulo, veremos de que maneira a

presenéa de meios materlais altera o valor da indugao magnética.

Degde o tempo de Ampére (v. Introdugao) Jé se admitia a exis-
tencia de correntes at3m1cas - Pequenas correntes circulares ou
dipolos magnéticos - presentes em toda matériq; a cada uma das
quais se associa um momqnto magnético m =1 de =1 E'E'; sendo 1
a intensidade da corrente elementar, s a area do circuito e n  a
normal a ele, orientada da maneira usual (Fig. 10-§). Sabe-se ho
Je que 33395 dipolos elementares sao eonstitufdos por elétrons que
giram em torno dos nﬁcleos, e 0s momentos magnéticos assim geradcs
sao chamados momentos magneticos orbitals. Mais recentemente des-
cobriu-se que ao prépr;o eletron esta associado um mgmgg;gﬁgggnégi-
gg_;n;zﬁnaggg, gque nao eorresponde a uma rotaqao de cargas.

Em algumas substancias, as mals numerosas, os momentos magnét;
cos {orbitals e intri{nsecos) dos elétrons cancelam-se entre si, em
cada atomo. Estas substanclas (como a agua, o mercurio, o alcool,

0 cobre, o carbono, 0 ouro, o zineco, o nitrogénio, o helio ete),
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que nao apresentam dipolos magnéticos permanentes, sao chamadas Q;g—

”

magnetlcag.
Em outras substancias (como o alumfnio, a platina, o sédio, 0 eg
tanho, o oxiganio, o ar, ete), os momentos magnéticos nao se cance-

F - . »
lam nos atomos; sao as chamadas substancias paramagneticas, que a=

presentam dipolos magnéticos permanentes.

Se ja qual for o tipo de substancia considerada, se sobre ela a-
tua um campo magneético externo, aparecerao nos atomos dipolos magne-
ticos induzidos, em consequgncia ao fenomeno da 1ndug§o-eletromagné-
tica, que sera estudado no cap{tulo 16. Os momentos magnéticos induy
zidos tendem a enfraquecer o campo magnético externo: a este efeito
se denomina dlamagnetismo. Se a substancia considerada o paramagne-~
tica, a aste efeito se superpoe outro mais forte, que & o da orien-
tagao dos dipolos magneticos, Ja existentes, no sentido do campo (tal
como ocorre nos dieletricos Que apresentam dipolos permanentes, es-
ta orientagao num sentido preferencial e dificultada pela agitagao
termica). Os campos dos dipdlos magneticos assim orientados enfra-
quecerﬁo ainda o campo externo: a este efeito se denomina paramagne-
tismo.

As substancias em que o efelto de paramagnetismo e particularmep

~te grande dizem-se ferromagneticas; € o caso do ferro, do niquel e.do
cobalto.

Bstes fenomenos de formagao ou de orientacao de dipolos magneti-
cos recebem a denominacao generica de "magnetizagao”. Uma substancia
magnetizadﬁ Pode ser visualizada como uma distribuigao de dipolos

magnéticos localizados no vacuo. Estudemos o campo criado por tal
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~distribuigao.

108, no véggg. Admitamos gue se bohheqa o momento m de cada um
dos dipolos. Chama-se "vetor magnetizacao” M ao monento de dipo~
lo resultante, por unidade de volume.

Teremos (Fig. 15-1):

B En
MW=ilim & = — (15-1)
Av >0 AV dv!

Entao, de acordo com (11-6)y o poten-
clal vetor criado no ponto P pela dig

- Fige 1501
tribuigao de dipolos, limitada ao vo-
lume v, sera: - -
. - Jo MA(T ~T7)
A(r) = — 3 dv?* ,
4qr B gl
v -7t
pois M av' = dm; ou ainda: ; oo
- Ho f 1
Kr) = — | MAV ——— dv' . (15-2)
4w v =-r']
d .

Em virtude de (5-46), vale a identidade vetorial:

— —

— e 1 rot M M

th — g = —— —p - rot — ?
lz=-71] T=-T1} |r=71]

que A4 para (15-2):
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- Mo rott' M Fo '
A(r) = — = dv! - — rot! ——m—— dv?' , (15-3)
ar iT-T1} an |r=rt]
v v

Vamos agora transformar a 22 integral de (15-3) numa mtegral de
superficie, aplicando-lhe o teorema de Gauss para divergencia. Pa

ra 1sso, consideremos um vetor constante k de diregao arbitraria.
Pondo —-E—'

| = U, podemos escrever, em virtude de (5-44)
r -r'

i’f rot Tyt =J‘div (TAD) dv =J'-<?m.w ,
v | o

v ) 8

onde s e a fronteira da distribuigac, isto e:
k-I ret Udv! = k -\[ds'AU. (16-4)
s

Como a relagdo (15-4) e valida para qualquer kK, temos:

— — —
frotUdv' =f S'AT . (15-5)
v _ 5

Utilizando esta cqnseqﬁgncia (15-5) do teorema de Gaugg, (15-3) po

deraf ser escrita:

)‘o rott M Mo —_ N
A7) = == av! - — |35t A e
4n Ir-21] an 7= T
v - s | '

Se fizermos agora:
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rot M =

+ - : (15-6)
._* 'w ,- e \
sendo n & normal a superf-'i?bie‘no ponty "cb'n-siderad’o-; teremos-ainda

COmMO exXpressac do potencial vetor:

- Mo J av* Po [ Jg ds’
Alx) = — | o ¢ = | e,
- am lr T ar J |r -7t )
- ' . 5

da"qual,' no 2% 'mémbro, o 12 térmo corresponde ao potencial vetor
devido a uma distribuigac espacial de correntes, em v, de densidg
de J"; 8 o 2% tarmo, &0 po'cencial vetor de uma distribuigao super_

ficial de corrantea,sobre s, do densidade J '

gonelusao:! uo numa regiac conslderada, de volume v, exlate uma
distrivuigao qualquer de dipolos magneticos tal que © vetor magng
tizagao seja 1gual aM (contfnuo), antao ) eampo oriado por essa
distribuigao 4 © mesmo que © de uma diatribuiqao espacial de eor- '
rentes, contida_em vy de densidade J' = rot M, mais o de uma dis-

tribuigao superficial de correntes, sobre a fronteira s da reglio,
de densidade 5': = .}?A'ﬁ':

Do mesmo modo que no caso de dielétricos, podemos visualizara -
origem dessas corrontes, pela analise das correntes elementares
(no caso de momentos magneticos intr.{nsecos, CELT Y visualizaqao nao
e poss.{vel, porque nao ha correntes elementares associadasys e o

racioefnio segulnte vale apenas como analogia).

Consideremos, por aimplicidadé, uma subatancia magnetica pola
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rizada, sendo ﬁrtangencial a superffcie no ponto considerado. Ag
mitiremos todos os dipolos lguals e com momento m na diregao de
ﬁ? sendo N o numero de correntes elementares por unidade de volu-

me, teremocs:

M=NT.

Ainda para simplificar o raciocfnio, tomaremos as correntes elemep
tares como circuitos quadrados de lado %, sendo um dos lados para
lelos a superficie. A Fig. 15~2 representa um corte do material,
normal a .ﬁ.(ff'aponta para cima). A reta A representa a superffcie

do'corpo, e B um plano paralelo a ela, e dela distando de 1; va

rias correntes elementares préximas a superf{cie estao af repre-

A : 3 : .
9‘”‘ _._.‘__|
gy e A _
_’:.— I

l' 1 y —

| Y [} |
—= = -t

-~ | - Iy

Fige 15=2

sentadas. Vemos que, entre os planos A e By as correntes slemen-
tares tangentes a superficie 820 todas da direita para a esquerda,

somando-se,_portanto, e determinando uma corrente superffcial i
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nita. Fora dessa camada, as correntes tangenciais de circuitos pré

» - -, ”
ximos se cancelam em medla; correntes normals a superfcie tambem se

cancelam em média, mesmo nessa camada.

Calculemos, agora, a densidade superficial de corrente. A cor-

rente que atravessa a linha PQ (paralels a 33, de comprimento h,

ou melhor, a corrente que
atravessa a superffcie PQRS,
de dimensces le h (Fig.
16-3), € igual a J. h. Na

Fig. 16-2, a superf{cie PQRS

esta representada pela 1li-
nha dupla PR. Cada um dos
dipolos com centro no quadra |
do tracejado de lado R (Fig.

15-2), ou melhor, no parale-

1epfpedo que tem essa secao e altura h (Fig. 15-3), da a corrente

superficial considerada uma contribuicao igual a

Portanto, a ,corrente total através do retangulo PQRS e:

m
h=KNyo~—,

22

Is

sendo v o volume do paralelopfpedo acima referido. Levande em con-

ta que v = 2211, temos:



140

Examinando a Fig. 15-3, vemos que e vélida, de fato, a relagao ve-
torial (15-7).

A origem da corrente espaclal de magnetizaqao pode tambem ser
compreendida por uma analise semelhante a do caso de dipolos ele-

»
. tricos. Consideremos uma area

}

s de contorno Cy no interior

da substancia magnetica; por

simplicidade, tomaremos C qua-
drado, de lado L, & os momentos’

dos dipolos paralelos a um dos

lados (Fig. 15-4). As corren-

- x tes elementares (tomadas de

circuito quadrado de lado §,
Fige 15-4

por simplicidade) cujos centros
estiverem dentro dos prismas de eixos AB e A'B', de lados ! e com-
primento L, atravessam a area s uma 80 vez, contribuindo para 8
corrente atraves desta superffcie. As demals correntes ou nao a-
travessam s ou a atravessam duas vézes, em sentfdos opostos, cancg
lando-se. Portanto, a contribuiqio para a corrénte que atravessa

s na diregaoc z, devida aos dipolos proximos de AiB! e:

m
(Niv)i,p = (N E L "2> x4 =L (Opyp oy

sendo X a coordenada de A e By e x+L a de A' ¢ B!, na diregao de

A A', A contribuilgao das'correntes_de centros préxiﬁos a AB é, a=
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nﬁlogamente, L (Hjx. Portanto a corrente que passa atraves de s

~ »
na direcao z sera:

s= a2 =1 [0y - o0,

1sto e:
gto o (H)x-l-L - (H)x

g = .
.

Fazendo L tender a zero, e lembrando que J = Jz’ M= M&, vem:
L
JZ = ee— ’
dx
que & a componente z da equagao (15-6), quando M, = 0. Como tambemn
M, = 0, a equagao (15-6) aa:
aﬂx aMz

iy - m— = 0
y 0z dx

o que confirma o fato de que a distribuigao indicada na Fig. 15-4
nao pode produzir correntes de magnetizagao na diregao Oy, porque
as correntes elementares estao contidas no Plano xz. IFinalmente,
a repeticao da analise feita no plano xy mostrara que, para um
circuito no plano yz, resulta:

%,
R

oz

J! =

que da exatamente a componente x da equacgao (15-5),

Na realidade, as expressoes (15-6) e (15-7) para a densidade
espaclal e a densidade superficial de correntes de magnetizagso

nao sao independentes. De fato, admitamos que a densidade super~
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ficial & dada por (15-7) e consideremos um volume v arbitrario, 1i
mitado pela superficie fechada s. A corrente total.sabre a super-
ffcie, produzida pelos dipolos cujos centros estao no Interior de

vy e dada, pelo mesmo racioecinio anterior, pory

'jJsds=f§'AE?.
- |

Como, porém,a corrente total de um dipolo magnético e nula, a cor-

rente superficial em s & 1gual e contraria a corrente espacial em

\[EA&-;:-J. Fd?o
3

v

v:

Aplicando (1l4-5), vem:

—IJ'dv:jKAdS":-I rot Mdv . -
v - ] '

v

Como as duas integrais de volume sao iguals para qualquer volume,
08 integrandos devem coincidir, isto e, vale (15-6). Reeiprocameq

te, mostra~se que a expressao (15-7) da corrente superficial e

consequancia da forma (15-6) da corrente espacial de magnetizagao.

15 - 3.

qui, estudamos a indugio magnética E; Produzida, nonvécuo, por wum

slgtema de "correntes livres", em que cargas livres descrevem cir-
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cuitos mabroscépicos, com densidade de corrente J. O vetor E; sa-

tisfaz entao as equagdes diferenciais:

b
div B, = 0,
- _ —
rot B, = J.

Come fol visto no capftulo 12, a 12 equagao exprime o fato de que
o campo E; e solenoidal, isto &, suas linhas de forga sao fechadas.
Isto equivale ao fato f{sico de que nao exlistem monopolos magnéti-

cos. A 22 equagao exprime o fato de que T & a fonte do campo.

Se agora colocarmos um material magnético na regiﬁo onde exis-~
tia a indugao 5;, esta orlentara os dipolos megneticos do material,
de tal maneira que as correntes elementares contribuirao para a
corrente de magnetizagao J', na superffcte do material e eventual-
mente tambem no seu interior. O campo produzido por essas corren-
tes de magnetizagao & o de dipolos magneticos, como fol visto no
pardgrafo anterior. Entio, para que a equagao (12-1) descreva a
indugao total Ehproduzida pelas correntes livres e de magnetizagao,
devemos - analogamente a0 que foi felto no caso de dieletricos - 4
dicionar-lhe o térmo J' = rot M (ja vimos que nas equagoes difereq
clais nao entram as correntes superficiais). As equagSes diferen-

clais satisfeitas pela indugao magnética resultante serao agora:

rot 5—=}1° (&‘"‘3") )

-
div B =0 ,

A dltima equagdo decorre do fato de que B também ¢ solenoidal. U-
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sando (15-6), vira para a 12 equaga.o diferencial" N

(3 )

. Tal como em Eletrostatica fol conveniente introduzir o vétor

deslocamento D, pela definigac (13-7), agul tambem 6 conveniente

definir o vetor "campo magnetico" H pela relagaoc:

He -~ - M., o (15-8)
Po
se
escreven entao!
divE =0 (18-9)
-
- rot § = F (18-10)

&8 quals, jJuntamente com (15-~8), permitem datorminar -B"e ﬁ-quando

se conhecen T e M. o© CARPO magnetioo o med 1do, no sistema MKS,

om A-espira 'nm "1 (ver paragrafo 15=6).

Verifica-se experimentalmente que © vetor magnetizagdo ¢, em
geral, proporcional ac vetor indugac magnetics resultante no in-
terior 4o material, sendo a constante de proporclondlidade negati-
va, no caso de subatancias dlamagneticas, e positiva, no de subs~
tancias paramagneticas. Entao, em vista de (15~8), E tamben o prY
poreional & B e, inversamente, B 6 proporcional a Hj podemos esors

vert

—
B

= }-lﬁ.’ ' | (15-11)
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analoga a (13-12), que vale em geral. Se, entretanto, o meio con-
siderado e anisotrépico, em lugar da relacao vetorial_(ls-ll), em

que ;i(a "permeabilidade" magnetica do material) e um escalar, apg

rece a relagao:

B, = ST Ky, H

J=14293
anQIOgamente ao que se passa em Elotrostitica, em que agora "13
880 as componentes db-tensor permeabilidade magnética.
A permeabilidade magnética tambem pode ser escrita:
H= knl Ry s (15-12)

em que km’ adimensional, e & "permeablilidade relativa" do material,
em analogia com (13-11). A permeabilidade magnetica é medide em
1

“henry - m —, sendo "henry" a unidade de “1ndut§ncia", no sistema

MKS, conforme veremos no cap{tulo 16.

Da relagao de proporcionalidade:

b —p .
M=X H, (15-13)

em que X e a "suscetibilidade" magnética do material, resulta evi

dentenente:

Ky =1L+ : (15-14)

analoga a (13-10),
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- A tabela ao lado fornece va
Materfal -, X
| . lores de suscetibilidade pg
Alum{nio 233 Xx 10-5 ra algumas subszmcias dia-
. X o
Bismuto =1,66 x 1075 magneticas ) ¢ para-
. . o>
Cobre ~0,98 x 1075 magneticas Yy na teg
Diamante =242 x 107 peratura amblente, para me-
Mercurio -3,2 x 1075 didas feitas em unidades do
Magnesio 1,2 x 1070 sistema MKS racionalizado
Tungsténio = 6,8 x 1070 (R. M., 1960, pg. 194),
- ST -8
Oxigenio (1 &tﬂ) 209 x 10 De (14"8) e (14-11)’
Hidrogento (1 atm)| -0,a21x 2078 | .
— xll 1" ——
M "'"' — B ’
'km Hy

correspon_déxita a f5rmﬁla (13-9)"da Eletrostatica, sendo que i, a-
parece em denominador, ao contrario de €, As formulas da Magnetos
tatica seriam mais semelhantes as da Eletrostatica, se se substity
.'fua yo POT -J; « A convengao atuslmente adotada tem origem histg
rica, devida a tentativa 1nic1-.1 de se estabelecer a teoria do Mag
netismo & partir de polos magneticos fictfclos. Nesse tratamento,
havia uma analogia entre os vetores H eEe entre -ﬁ'e 5.; daf s®

ter definido a relageo entre ﬁ.b -I'I.'como dada em (18~11).

v

No cago de aubstanoias ferromagno'ticn, as relagoes entre M o
"B*o entre E'o oY nao sao lineares. Apesar disso, costuma~-se usar

ainda definir uma permeabilidade relativa
B

- teveme—

b B
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que depende, no entanto, de H, ou usar uma tabela ou grafico que

da B em fungao de H.

L

15 - 4. ZIeorema de Amvere generalizado. De (15-10) conelufmos,

pela aplicagao do Teorema de Stokes para rotacional, que a expres-

sao do teorema de Ampere em um meio material €:

H-ap = ¢ , (15-15)
c

onde C é um contdrno fechado mergulhado no material e 1 o valop to
tal das correntes Jlivres (ficande excluidas, portnnto, a0 correntes
de magnetizacio) que o enlagam no sentido positivo (ver pardgrafo
10=4); (15=15) exprime o teorema da AmpSro generalizado, valido ra
ra um meio mat§r1a1 qualquer. Se o meio ¢ imotrdnico, vale

(15-11), e teremos:
© se 0 melo & Lomogdnea, isto ¢, se M= constante, teremos ainda:

§i’- al = at . : (18-16)
o

£ muito importante frissr que (15-18) vale senpre, mag que (15-16)
deixa de valer quandc u varia na regiio em que C se situs, 8 o
que occorre, per exemplo, quands O atravesss a superf{ois de separg
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gao de dois melos de propriedades magneticas diferentes, onde M

i
sofre uma descontf{nuidade. Veremos a seguir como variam B e H

atraves dessa interface.

~

15 - 5. Condicoes a¢ contorno. Suponhamos que na regldo do es-
pago em gque se situam os mate.fiais magnéticos haja uma distribui-
cao volumétrica de correntes livres, de densidade 3‘: e que na Iin-
terface dos materlails haja uma corrents livre superficial, de dep
sidade 3;. Sabemos que nas equagoes diferenciais (15-9)e (15-10)
' nao comparecem c.orrente.s superficiais; mas elas terao gque ser le-

vadas em conta quando azjustarmos as solugoes gerals das equagoes

diferenclais nas superf.fc.‘les de descontinuidade.

A equagao diferencial (15-9) significa que a componente nor=

mal de B o cont{nua, ainda neste caso (ver paragrafo 12~3):
AB_ =o0. (15-17)

A descontinuidade da componente tangencial de ﬁhpode ger obtida =
partir' de (15-10), analogamante ao que se fez para ?no para’.grafo
12-3. Obteremos équ{z
— g - — |
Aﬂt =¢- JsAn . (15-18)
Se na su.perf.{cie de descontlnuidade nao ha correantes livres, isto
¢, quando ésses materiais nio estio em contato com condutores por

onde paséam correntes, 3:_ = 0 e a componente tangencial de 'I:Ih se-~

rat contfnua:
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AH, =0 . (15~19)

Seja, por exemplo, o caso de uma corrente iinear infinita 1

envolta por uma capa cilfndrica de material magnético, cercada de

1 1 vacuo (Fig. 15-5). O exemplo & o
CE a rg de um flo elétrico comum. Devemos ad
""‘"r—'" ? mitir para B e fi'; nas duas regices

@_ @ distintas, as formas:
-

Fige 15-5
- e —
Ee K, & a<h
B = < —p _H.'= —t
L £
K2 Po 2 K> & a>R

e

onde R e o ralo do envc;lucro, 8 a distancia do ponto P considers
do ao fio, & To vetor unitario tangente em P ao cilindro de raio
a com e1xo no flo, orientado, em relagao ao sentido de i, pela

regra do saca-rolhas.
A condigao (15-17) verifica-se obviamente.

Como nao ha correntes superficials, vale a condino (15-19),

que da:

w- | 5

2
= -;- ——-*-K:L:KZ:K.

O valor de K ¢ fixado imediatemente pela distriduigio de correntes,

pols o valor de 'I?e' © mesmo que no vacuo. De fato, a equagao
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.

(15-9) e equivalente a:
piiv H+ H-Tu=0 .

Nesta equagac, o 2% termo nem sempre ¢ nulo, e pode dar contribui
950 numa regiﬁo de descontinuidade de a. Porém, se na superficie
de descontinuidade, a componente normal de Efﬁr nula (e este & o
caso de nosso problema), o 22 termo se anula pois ?p e um vetor

normal a superficie. Entao vale a equagao:

—

div H =0 ,

tal como no vacuo, satisfeita pela solugao:

=i = -7
=H, = — ¢,
° 2ra

Assim encontramos K = '211? sy @ 0 problema esta resolvido.

15 - 6. Melos indefinidos. Se as correntes estao localizadas em

meios indefinidos homogéneos, para os quais p e constante, as e-

quagoes diferenciais (15-9) e (15-10) podém ser escritas indife-

rentemente como um sistema de equagoes diferencials em.Bt=

divB =0 ,
rot B = }IJ_': - - (15-20)
pois rot H = rot E =,'1' rot -1;, ou como um sistema de equagoes difs

rencials em -I;I*: -
div H =
H =

0
rot J '

]
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pols ¢ = divy

i . guagoes (15-21" permiten enunclar um teerema imnorueqtes:

. . - ' - - ‘).
‘Se as corrent 3 livres forrm as osmas numa digiribuigao no va-

. - —- e ad
cuo ou : rum radio ¢ 2rltoy o8 vatores H, e H correspondentes se-
T80 1guajs {uto é"ég = E- e como = km tem-gse sempr..
A Sy T e ™ p e M )&,;__ _ ] s
neste ¢c8sgo: .
: _ - -
B = ko B .

“ntao, se as digtribuiqoes de correntes dadas nao estiverenm locg
lizadas no vacuo, sim num meio magnetico indefinido e homogeneo,
a indugao magnetica gerada por elas e a mesma que no vacuo, a mo
noa do fatopr k N Assim, por exemplo, a indugao magnetica eriads
por uma corrente linear infinits i que passa através de um melc
magnetico indefinido de parmcabilidada ;tos

— ML _
B®—— ¢, | (18~22)

- . » . . * R . »
'@ O campo magnetico correspondsnte e:

He= t

1 .
a2ra
Cutro exemplo & o de um solencide cilfndrico infinito, com n espy
ras por unidaede de comprimonto._ 0 campa magnético no seu interior
vale: | "
H=nt ’
e o8 partir desta formula que se define a unidade de CAMDPO mage

netieo no slstema MKS. Chama-se “ampero - espira por metro", e e
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definida como a intensidade do campo magnético exlstente no inte-

rior de um solenoide cilfndrico, infinito, que contenha uma espi-

ra por ﬁetro, e pelo gqual passa uma corrente de 1lA.

Se te-~
mos uma distribuicao de dipolos magneticos com densidade gcons-
tante num volume esférico, seu campo_é equivalente ao de uma dig

tribuigao espacial de correntes, com densidade:

—p

sendo R o ralo da esfera, orientado para fora.

Essa distriluicao de correntes & exatamente da mesma forma
que a que ocorre no problema da esfera em rotagﬁo, estudado ante-
riormente no parégrafo 11-5, e sua densidade superficial coincidj
ra com a obtida naquele paragrafo, se fizermos:

N
-. -—
R

Tw=

Com essa substituigao, todas as formulas obtidas 14 servirao tam-

bem aqui, isto 5} & indugao magnetica da esfera uniformemente mag

netlizada é:
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(1 5 MAT
. -FOR rot 3 r >R )
—
B = < -
2 -
g}loH, r <R )

expressoes anaflpgas a _(__11-12) e (11-13), Isto e: o campo no ex-
terior é o mesmo que se todo o momento magnético X = v M = %n'_RBI?
~estivesse localizado no centro da esfera. De (15-8) calcula-se

-E-[‘- ) obtém-se :
r

1 5 MAT
= R rot 1y r>»R
3 .

AN

LY T TLIET DN T
AL HIEANETT AT,
LRt TN
ANINREATE T T
LTI TR TS
L e TR 1 TITTTITTR
LR T TE T T
LT B TR
QLLHITTTTEUETETITEY
(TR

'lllllllllll"'

H =<

-
-

Wik

-

A Pig. 15-6a mostra a confi-
gura¢ao das linhas de faf;;u

i . N
de B: observa-se a conserva-

M

T e
RO
At N
oA

""'lllllllIl.lHIIIIII"'"

Fige :s-‘ | Pode-se verificar a cone
tinuddade da 'compdnant__e _nolrmal de -ﬁ.'e da componente tangencial de
H, caleulando: '

gao das linhas de forga. A

Fig. 15~6b mostra a configu-

ragao das linhas de firga de

H: observa-se a criagio e a

divergéncia de linhas de fa;r_

¢a na superficie da esfera.
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Conside

remos uma esfera constitufda de material para ou diamagnético,

i

i
colocada num campo uniforme Bo' Determinaremos o campo B em to-

do o espago.

Podemos prever desde logo a forma do campo pelas consideragaes

seguintes. Ao colocarmos a esfera no campo uniforme, produz-se y

ma magnetizaq&'o Ho uniforme na mesma, por ser F{hproporcibnal 8 B
(desprezamos ate aqui o campo produzido pela propria magnetizagao).

Egsa magnetizagio uniforme produz no exterior da esfera o campo de

o~ -
um dipolo colocado no centro, de mesma direcao que Bo’ e no inte-

e o)

rior um campo uniforme de mesma diregEo que Mb;-e portanto qneiif
fisse campo adicional da nova contribulgac para ﬁrggm alterapy go
entanto gua direcao. Prosseguindo com éste raciocfnio, isto &,1s
vando em conta a nova contribuigao para o campo dessa magnetiza-

cao adicional, mais a nova modificagao de magnetizagao por esse
campo, e assim por diante, concluiremos que a distribuiqio final
correspondera.' a uma.magnetizagao uniforme _bfda esfera, a um campo

uniforme B1 no seu interior e a um campo Bo + B2 fora da esfera,

—

sendo B2 0 campo de um dipolo magnetico ® localizado no centro da

esfera e igual a sua magnetizagac total. Portanto, a solugao do

nosso problema e da forma:
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- —
Bl = A o = const. , r <R,
B= 4. K BAT
B, + — rot —=—, r >R.
4 r3 :

Verificamos que -ﬁsatisfaz as equagoes diferenciais do campo,
tanto na regiao interna quanto na externa. Vamos agora impor as

condigoes de continuidade na superficie, que sao:

a ~ : =
4= condicao - AB, = 0.
Sendo n = % a normal a superffcie da esfera, devemos ter, pa
ra r = R:
: K B
—r — — -t Fo —r 2 o 3 —t— — —gp
AB,-n =B ,.a+—— n.|=—— - — RA(B,AR)| ,
an 3 &
. R R

onde a expressao entre colchetes nada mais e do que 0 desenvolvi-

-

mento de rot %: s Para r = R.

Como o duplo produto vetorisl e ortogonal a 'r'f; vem:

Kpo

)\Bo cosB=B° cos O + 3
2mR

onde 6 & o g.ngulo entre n e ﬁ;. Portanto, a condigao de continuj}
dade de B_ implica na relagdo entre Ae K:

Kpo
A=1 +

» ( 15"25)
2TR°

”»
Observe-se que, comoc no caso da esfera dieletrica, essa con-
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digao independe de 6, e pode assim ser imposta a todos os pontos

da suparf.{cie da esfera.

22 condicao ~ AH, = 0. :
Consideremos agora um vetor unitario tangencial %. Sendo:
(" -
B
}-" 3 riLR »
H= <
B
- >R,
Fo
.
vem:
O ST S S ;"-B**]
-— . = v .  — e T+ 3 - L « G Y
g o o 3 o
r, an R 3
Como n -t =0 e, em geral, -B; t # 0, obtemos:
A Kpo
kn 4 R3

Resolvendo as equagoes (15-25) e (15~26) tem-se:

5 ky

A=
2"‘15:[I

K arR> Ep~1
Ho 2tky

Levando @sses valores em (15-24), tem-se a solugao do problema:



-

157
3k, -
BO ’ r<R’

2+km _

B = 1 km -1 ——
— 3 BOAI'
Bo + R rot -y r>R .

2+ ky 2
.
Calculemos

agora a densidade de magnetizagao:

- —- Bynt
¥ =% Hing = *a no?
isto e:
- Oy .
M= o ? (15-27)
2+km
—-— B,
onde H, = — ,
0
Yo

Outro modo (mais simples) de encontrar a solugao deste probls
may e o seguinte:

Pelo racioc{nio do infcioc deste parégrafo, B no interior

da
esfera e igual a E; acrescido da indugao produzida pela magnetiza
¢ao uniforme M. Portanto:

—p 2 —_—
B-B°+—

3%

isto €, a indugdo magnetica no interior da esfera & aumentada do
termo ‘32 By M. Por outro lado:

r <R,

H =

\l‘-'lwl

i
M
"_x"_a
m

r<¢R.

Elimiando M entre estas duas equagdes, vem:
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x
=g g '
B=B°+-H°""B’ r <Ry

isto e: |
3ky
- B

b2 °F

que coincide com o valor anteriormente obtido e do qual'decorre a

B =

r< R,

expressao (15-27), j& obtida para M.

——

Na regiao externa, como foi visto inicialmente, B & iguala B,
somado &0 campo de um dipolo de momento igual a magnatizaggo total, co
locado no centro da esfera. Rsse campo coincide com o dado em

(15-24), porque o e de fato a magnetizagao total:

1.8

N

0 campo magnético no interior da esfera e:

-—H.-. - _M.-
.= H -
int o 3
Bste efeito pelo qual o campo magnetico H e subtrafdo de %, em

consequsncia da magnetizag'é'b da esfera, ¢ denominado "efeito des-
magnetizante", sendo o fator% (que depende da forma do corpo)

chamado "fator desmagnetizante®.

As figuras 15~7 ilustram o comportamento de B e H nos casos
de materials paramagneticos e diamagnéticos. No caso (a) de esfe
ra paramagnetica, B no interior da esfera 6 maior do que -ﬁ:, o que
se traduz pela maior cozzcentragé'o das linhas de farga; no ca80

(b) de esfera diamagné'cica ocorre o contrario. Pode-se dizer que
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o~
&
ot

}

{a) Esfers paramagniticas . (b) Esfera diamagnitica

Fige 15=7

a esfera paramagnetica "atrai" as lJ_.nhas de _B'; enquanto a dliamag-
netica as "repele”. No caso (a) de esfera paramagnetica, hd rare
fagao das linhas de fSrga para § no interior da esfera, o que cop
responde ao fato de ser " menor do que H (efeito _desmagnetizante );
embore as linhas de H sejam tambem "atrafdas" pela esfera neste
caso, mantem-se mals concentradas fora da esfera, porque ha li-
nhas que se originam na superficie, ao contrario do caso de B, que

»

e un campo de dj.vergeneia nula. Isso porque:

——

div H = - div M

ey sendo ﬁ'uniforme, sua divergsncia e nula,; exceto na superficie
da esfera (lembremos o caso do dieletrico em que, sendo P constag
te, - div -f;-corraspondel & uma distribuicac superficial de cargas
de polarizagdo ¢ = P -n), e linhas de forga podem originar-se af.
Essas linhas de f3_rc;a tém o sentido de ﬁ; fora da esfera & o sen- |

-
tido oposto dentro dela, contribuindo assim para diminuir H.
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‘No caso da esfera diamagnética, ocorre a situagio oposta, sep
do as linhas de ﬁh“rapelidas" pela esfera, mas mais concentradas
no interior da esfera, porque as linhas originadas por - divirtém

P

agora o mesmo sentido que ﬁ; no interior da esfera5 pois M tem a-

gora sentido oposto ao do caso anterior.

15 - 9, ﬁé&QQQJiag_lmgggga. Este método, com as devidas adapta-
gaes, pode ser muitas vezes usado com exito em Magnetostética. Ve

Jjamos um exemplo.

Seja um fio retilineo infinito, conduzindo corrente 1, locall
zado no vécuo, paralelamente a face plana de um meio magnético in
definido, de permeabilidade u.
Queremos calcular a indugao
magnética e o campo em todo o

espago (Fig. 15-8). Por motj

vo de siﬁetria, a corrente sy
perficial de magnetizacao so-
bre o plano tem o sentido da

corrente 1:

3= AH.:Jsk,
onde ¥ 6 o vetor unitario da diregao da corrente 1. Por outro

lado, e nula a densidade volumetrica de corrente de magnetizagao

no interior do material; de fato:
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—t — B —— H —p
Jt =rot M=rot ([~ -H |= | — -1 rot H=0,
Yo Mo

e

pols B = pﬁhe, sendo J = 0, vé-se por (15-10) que rot H = 0.

Agora, por um raclocinio anéldgo ac que fol feito no parﬁgra-
fo 13-12, tentaremos verificar se a solugao e do tipo: (a) a es-
querda do plano, na reglao I, a indugao & a criada pala corrente
i e pela corrente superficial de magnetizagao; admitiremos que
a indugao da corrente superficial de magnetizagao e equivalente a
da corrente 1 imagem de 1 em relagao ao plano, como se estivesse
no vicuo; (b) na regiio IT, a indugio e a criada por uma corrente
de intensidade i", a determinar, localizada na posigao da pro-
pria corrente i, e representando o efeito conjunto de 1 & da cor-~

rente superficial de polarizag&'o, como se estivessem no vacuo.

Todas essas consideragdes equivalem a admitir, para B, a for-

ma:

r —- —-+ -
Pol kna, Po 1' kAa,
+ y na regiao I,
< Zral ay Zvraz a,
B =
=y
by 1 k/\al )
; s na reglao I1I,
21ra1 illmal
N
A condigao (15-17) da, sobre o plano:
po i "y it }5 i
‘sen® + sen® = sen ,
27a 2ra 2mra

que fornece a equagao:
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L+ 4 o= AN, (15-28)

A conﬂig&o (15~19) da, sobre o plano:

i 1 i
. ¢cos © = cos © = »
278 2ra Zma km

que fornece a 28 equagao nas constantes a determinar, i' e 1":

4 -4t = .  (16-29)

4N
km

Resolvendo (15-28) e {15-29) obtemos:

ill

"

i

o que da finalmente para a inducao magne'tica:

r

" - - ——

i A g k,~1 kas, )
— + s na reglao I,
2 ai ky+1 ag

u
N

o— , na reglso II.
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As linhas de B tem a confi~
'gurag-id indicada na figura

15-9 (dentro do material,ap
cos de circuhrerénéias cen=-

tradas no fio).

Se tivermos, na regiao
I, um meio material de per-

méab;lidade pr, encontrare-

mos para it:

-
o

F!u. 15=9 -' 17 =- 1

km ""'.k' )

(na expressio de 3: na reglaoc I, devemos colocar Ty emllpgar de
'po). Quando km>-k; (6 o caso do Vicup na regiao I), a corrente
ficticia i' tem o mesmo sentido que 1; em caso contrario, inverte-

=-se o sentido da corrente imagem.

15-1. No prqbigma'apresentado no parigrafo 15-9, calcule_a farqa,
por unidade de comprimantog entre a cbrrente & 0 material
magnetico.

15-2. Um e¢llindro de raio R e cqmprimeﬁtp infinito, feito de ma-
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15"3 .

15-4.

16-6-

terlal magnétipp hgmoganbo, de permeapiiidade My e colocado
em um campo magnetico uniforme de_indugio.gz, cuja direcao
. perpendicular ao eixo do ciliﬁﬂrG{ ‘Calcular: (a) a indy
Ga0 & 0 campo magnetico em todo o eépa§o;_(b) o vetor mag-

netizagao no cilindro.

Num meio magnético indefinido, db‘pe:meabilidade My, oexiste
uma cavidade esferica de raio R (no védno), no centro da
qual esta um dipib magnético de momento m. Calcule a indy
Gao e o campo magnetico em todo o espago e a densidade su-

perficial de correntes de magnetizacao sobre a esfera.

Um fio retilfneo infinito, con&uzindo correntes i, & coloca
do paralelamonto a face plana infinita de um material mag-
netico de permeabilidade ”2’ o fio esta mergulhado em o~
leo, de permeabilidadejdl, que ocupa todo o outro semi-es-
pago. Calcular: (a) o campo magnstico em todo o espago;

(b) a forga, por unidade.de comprimento, entre o fio e o
material; (c) a densidade superficial de correntes de mag-

netizagao sobre o plano.

Un magneto permanante tem a forma de um cilindro circular

- reto de comprimento L. Se a magnetizaqao M e uniforme e

tem a direcao do eixe do cilindro, encontre as densidades
de correntes de magnetizagao, Jr e J;. Compare a distri-

bulgao de correntes com a do solenoide (R. M.).
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ELETROMAGNETISMO II - ERRATA

Onde se lé
I(x) = ¢ (2)
gradiente

ds!

leia-se
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Eletromagretismo II - Ryrats (Continumczo)

155 2 a l‘a;

155 9 o[ [

5 . 1n 3 X

155 13 Bo cos@ = J\Bo cos 6=

157 2 2 'ﬁ:

157 penultima B B

158 10 ¢ K
A kAR
ZTl'a.l _ a3

%3 12 k> X, >x

* 88

CORRECOES EM FIGURAS
Fig. 9-22 (pag. 30)

dcrescentar a legenda: *s. que nos 4 quadrantes o produto yldx' ¢ negativo,
86 seguirmos aoc longo de G a orientagio convencional,® '

/ Pig. 13-18 (pag. 113)

Substituir r_ por r, r por Tr_ e ligar P, a q", chamando r, a essa distan-
cla.,

LI B

T o GIADO DO PROB

!11 ~ 2 (pag., 72), pors

Calcular o potencial vetor em um poento qualquer do eixo de uma espira oir

cular condusindo corrente estaciomaria 1. o valor obtido implica em que ?:= 0 89
bre o eixo ? Por que ?



