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' PREFLCIO

As presentes notas correspondem ao curso de Eletromagnetismo
que temos ministrado ha varios anos na 3§ serie do Curso de Fisica
da Faculdade Naclonal de Filosofia. UNele levamos enm consideraqao
as duas finalidades prec{puas ddsse curso, quals sejam, & formagao
de professores secundarios e a preparagao basica de futuros _clen=
tistas e especialistas. Em ambos os casgos, deverao os estudantes
adquirir conhecimentos basicos de Eletromagnetismo e habltuar~sge
a panipula-log.

O conhecimento de uma ciencia e medido nao pela quantidade
de resultados e informagoes que podem ser reproduzidos, de memoria
ou nao, ou pela massa de desenvolvimentos mals elaborados que o.
estudante pode acompanhar racionaluente, mas essenclalmente pela
capacidade que este adquire de utilizar ésses conhecimentos na &=
plicagao a situagdes diferentes das encontradas nos textos.

fste curso caracteriza-se pela insisténcid reiterada na uti-
lizaqu do cilculo, tendo em vista a dificuldade, peculliar a nos=
508 estudantes, de unir a Matematica a Ffsica, e mesmo sus falta
de treino na aplicagao do Cdleculo Integral e da Andlise Vetorial.

. Devido a extensao da maﬁéria,.é publicagao do curso foi divi
dida em tres partes:

.. ELETROMAGNETISMO I  « Movimento de.cargas em campos eletricos e

magneticos. Eletrostatica no vdcuo e em

. | . presenga de condutores.

. ELETROMAGNETISMO II = Magnetostdtlca no vacuo. Dieldtricos e mg
teriais magneticos. ¥

ELETROMAGNETISMO III « Equagoes de Maxwell.

Para referencias suplementares, poderao ser consultados os.-
segulntes livros: '"Foundatlons of Electromagnetic Theory', de
Reltz-Milford; "Electromagnetism', de Slater - Frank; "Principles
of Electricity and Magnetism", de Pugh = Pughj “"Electricity = and
Magnetisa", de Abraham = Becker. . Para dssenvolvimento posterior,



Tecomendam-se o volume, desta mesma série, "Ondas Eletromagneticas®,

de M. Nussenzveig (a ser publicado) e o livro "Classical Electrici
ty and Magnetism", de W. X. H. Panofsky.

| Somos gratos a S. C. B. de Andrade que redigiu estas notas,
tornando possivel a publica¢do ddste curso.

Rio'de Jhnﬁiro,jloxde Dezembro de 1962 -

Je Tiomno

-Qhservaceos A4s iniclais (R.M.) e (S.F.) que se seguem aos enuncia=
' : dos de alguns problemas, indicam que Slqs foran extrai
dos dos livros de Reitz = Milford e Slater = Frank, a=

elma citados.
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' Torna-se 1ndispensavél, a6 iniciarmos o presente curso, g
presentar em linhas gerais a evoluqao historica do Eletromagnetismo
- poia esta evoluqao nos 1nd1cara 0 ‘caminho a seguir -8 demonstrar

& 1mportancia desse estudo no desenvolvimento da Ffsica moderna. o

| As propriedades eletricas da materia e as agoes entre cqg
pos eletrizados nao eram totalmente desconhecidos na Antiguidade,

mas sua formulaqao mais precisa data da 2- metade do seculo XVIII,

-4

epoca em que a Hecanica Ja se encontrava estabelecida como c:.‘l.enc:.‘l.a;.i
Fol esta, alias, que orientou os fisicos na ﬁtilizaqao dos métodos

matematicds e na adogao de' ums' ‘Btitiae’ mecanici#ta, 'que ‘consistia

.i'

essencialmente na 1ndagaqao da' rorqa atuante a substituir na equa- '
¢G0T ° - BT

" [ Lo dv ‘

F 2 —, :

- _ TR d\t“+ '

empregada na. resolugao de todos os problemas.’ Coﬁo rorqas, eram co
nhecidas apenas a’ rorga gravffica, responsavel pelo movimento dos

astros, as forqas elasticas e, nals tarde, as forqas eletricas. l

o ponto fundamental de partida pa;a o desenvolvimento da

ot

El_&x_ﬁjg__gg foi a descoberta da lei delcdﬁlomb (1?85), sucederam-

~se os trabalhos de-Gauss, Laplace @ Poisson, sobretudo no que diz

respeito ao formalismo matematico d& teoria. "
I + J’ L . VR

76 no, desenvolyimente d cRs QUG 8¢ deu.a se=,

n((..
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guiTs encontrou~se dificuldade no estabelecimento de lei anéloga a

. aa Gravitaqio Universal, da Mecanica, e a do Coulomb, da Eletrogta=

ticay segundo as quals entre duas magsas ou duas cargas elétricas‘g

rigina~se uma fSrqa central proporcionﬁl a0 produto delas e a0 in~
verso do quadrado da distancia que as separa. A dificuldade residy
a.nﬁ 1mpossib111dade de isolar "massas magneticas" Mas,da analo=-
gla desde logo evidenciada entre um ima e um dipolo eletrico,resul-
tou & hipotese artificial da existencia de cargas magneticas fictf;
ciasy positivas e negativas, correspondentes aos polos Norte e Sul
de wn {ma. Foi assim estabelecida uma equagaoc para & forqa magngt;

ca (analoga a de Coulomb para forqa eletrica) que levou a conciﬁ-

_ soes acertadas, mas que por outro lado conduziu a erros, por enco-

RV 1

brir a verdadeira natureza dos renomenOs magnaticos.

Para a elucidagao destea fenomenos concorreu 1nicialmen-

-,te & experiencia de Oersted (1819), que demonstrou a existencia de

agoes magneticas ocasionadas por correnteseletricas, medidas fo;am;
feitas de campos magnéﬁicos eriados poi alguns cirduitos. Masy na
realidade, o principio fundamental da Magnetostatica surge com a lel
de Ampere (1820), que determina a forma pela qual un elemento de cor
rente contribui para o campo magnetico eriado na regiao que o gir-
cunda. A 1nterpretaqao eletrica dos fenomenos magneticos ocorrau.ao

Proprio Ampere, admitindo serem os imas constitufdos de dipolos o=

flementares, que nada mais seriam do que pequenas correntes (as "cq;
-Tentes de Ampere") de momento magnetico determinavel. Mais tarde,

" com o advento da Teoria Atomica, essas correntas foram 1dent1f1cadas

i

con as correntes eletronicas existentas no atomo. Mbdernamente dqg

:cobriu-ae, ainda, a° existencia do momentos magneticos ig;rinsaooa
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assoclados as part{culas, que nao podem ser explicados por ‘movimen

pos‘do tipo das correntes de Ampére.

pade entao ser compreendido o comportamento dos materials
dieletricos e magnéticos em presenga de campos_estéticos, mas nadg'
ge conhecia a respeito de campos nao estaticos (dependentes do tems=
po)d, ate a descoberta de Faraday (1831) do fenomeno da'ﬁnduqao ele-
‘tromagnetica"' seynas proximidades de um cirecuito C, por onde nao
passa corrente, fizermos mover=se um {ma ou abrirmos e fecharmos su
; cegsivamente um outro circuito C',conduzindo corrente, apareceré no
¢ircuito C uma corraﬁte eletrica induzida, vgriﬁvel no tempo. 4 lq;.
"fol descoberta experimentalmenté'é‘formulada.de maneira mals ou me-.‘

. nos intuitiva, em termos de linhas de forga. -

Como aplicaqaes dessas descobertasy que constituiam un E=-
letromagnetismo ainda 1ncipiente,-surgiram os motores e os | d{namos,
'gresponséveis«em grande parte pelo progresso industrial ocorrido  na .

2- matade do gseculo XIX.

‘ Deve-se a Maxwell a formulaqao matematica da lei de Farg
;day. Ainda a Maxwell se deve a descoberta de um novo fendmeno: nao
apenas um campo magnetico variavel pode gerar um campo eletrico; tam
bem um campo eletrico variavel pode gerar um campo. magnatico. Mas a
descoberta de Maxwell nao decorreu da expariencia, porque © fenomeno
6 1mpercept1vel para oscilagoes mais ou menos lentas 4o campo elé
trico; decorreu de um procedimento teorico.. Verificando a inconsig
téncia das equaqoes diferenciais do Eletromagnatismo (entre as quals
ja se 1nc1ufa a exprassao matematicw da lei de Faraday) e para tor-

na-laa_copsiste tea, adicionon Hhxwall mais un termo a uma dess&s
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squaqoes. 0 que corresponde a admitir que um éampo elétrico%;63¢1-<
_ lante produz um campo magnetico em todo O espago, exatamente como: o;

. paz uma Carga elétrica (ou um dipolo elétrico) oscilante.:

Una vez obtido um sistema de equagoes coerentes,’ = . pode
| verificar que o campo elétrico o © campo magnético’satisfazenm a eer
tas equagoes ja entao conhecidas 'na Fisiqa (usadas. sobretudo em Gty
ga e om Acﬁsﬁica),,chamadas "equagoes de Onda“-bu de D'Alaﬁbentv-u'

da formas

satisfeitas, por exemplo, quando a'fung§o<¢ repreéenta as amplitudes
de vibragao num meio cont{nuo. As soluqoes dessas equagoes descreo-

- vem ondas que se propagam no espago conm velocidade igual a constan- ;
"te v que figura na equagao de D'Alembert.w Esta_fato levou .Max;ell

a concluir da existencia de Qn@aaﬂelatromagnéticaé, gﬁja'kelocidaqe‘.
calculou: o resultado encontrado colincldla muito prééisaﬁente com-a'
velocidade de propagagao da luz. Por Jﬁigar'improﬁéVal a existéncia
na Natureza de dois tipos diferentes de ﬁndas'propagandorse'éom veld
cidades idénticas e tao conslderdveis (vE3 x108 %,Lno vacuo), “cop

cluiu ainda Maxwell (1867) do carater elétrgﬁaghético da onda’lumi<

_nosa.

Entretanto,a demonstragao experimental da existencia 'de
" ondas eletromagnaticas so fol realizada por Hbrtz (1888), que con-
segulu, atraves de oscilaqoes muito rapidas numa bobina, obter on-

das de radio (as chamadas onaas hertzianas). De rato, sendo c (ve-

lncidada de propagaqao da onda eletromagnetica no vaouo) mnito gran
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dey 0 termo _E S—E e desprezivel em face .dog outros, a menos que
¢

a fungao ¢ (no caso o campo eletromagnetico) varie muito rapidamep
te com o tempo. Alias, a8 equagao de D'Alembert, sem 0 ultimo tormo,
Ja era conhecida na Eletrostatica & na Magnetostatica como "equaqao

de Laplaea "

Dols fatos importantes ficaram assim demonstrados: 12) &
validade das equaéges diferenciais de Maxwell; 22)o carater eletrgo
_magnético da luz, ¢ que deu nova 1ntarpreta950 aos fenomenos otlcos

- @ situou a Qj;gg entre osg capffulos do Eletromagnetismo.

Varias foram.as aplica§395 préticas daquelas descobertas:
rﬁdio, gulas de onda, radar etc. Tambem as propriedades eletromag-';
néticas dos materials (cristais, isolantes, ‘condutores, semi-condu- ;
tores) foram sendo estudadas, e constituiram o ramo da Fisica 'que
hoje se denomina & F {sica dog S6lido y de grande 1mportancia no de-
senvolvimento 1ndustrial, principalmente no que se refere ao uso de

transistores, que revolucionaram a ciencia eletrdonica.

Outr6 ramd:da Efsica que teve por ponto de partida o Elg
tromagnetismo foi a Teorig dg.Relatividade. Dentro de uma regiao
" bem delimitada de renSmenbs, as leis de FNewton sEo‘parfeitamente cop
retas: Mas sua aplicagao aos fendmenos eletromagneticos. poTr. exem=

plo em equaqoes do tipo.

,F_.,_' B o
. _,em, dt -

revelou 1nconsistenc1a entre as equaqoes do EletrOmagnetismo e &as
_da Hecanica, por uma mudanqa de sistemas de coordenadas, e eviden-
clou outras contradiqoes, o que conduziu Einstein a formulagao da

Teoria da Relatividada Restrita (1905)._ Um dos resultados fundamep



6 | o
tgis desta teoria fol a substituiqao da equaqao:

..I‘-‘_zm—-l.

_pela equagao mals gerals =

Fe — (V)
at

onde & ngassé. ‘depende agora. da velocidadeyna formas

1.5
. @@

em que cea velocldade de propagagao da luz no.Vécuo, ve a -veloc]
dade da part:fcula @ m, sua "massa de repouso'.', que -éoinoido com‘ a
massa da part.{cula cldssica. Cumpre observar aqui que & equaqaoqun_

damental da Dinamica, como Newton a escreveu, se oxprim.taz

?’-""’ ) Onde p ?,
dat : T

e que Newton admitiu a constancia da massay posto que em’ todo:; | os_
fenomenog observados ate entao ela se comportava como tal. Realmen-
te, quando a velocidade do movel e muito pequepa. em comparaqao com
a velocidade da luz, o fator de co:rreqao relativfstico e praticame;}_
te igua.l a 1, © permanece valida a equagao classica. Neste senti-
do, a Teoria da Relatividade Restrita (a Generalizada 6 uma teoria
d& gravitagao, nao tao solidamente esta'belecida . Quanto a Rastri-‘
ta) nao veio derrubar a Mecanica Newtoneana, sim generalizar os seus
resultados. Esta hoJe largamente comprova.da 6 em grande pracisao. o

P°dﬂ~se, por axemplo, acelerar um eletron a energias tais. que tore
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nem sua massa superiér a do préton (e a massa de repouso do préton.é
1.836 vezes maior do qué a do-eldtron). Por essa generalizagao, a
Teoria da Relatividade Restrita engloba a Mecanica Newtoneana,znvos
. fendmenos m canicos antes desconhecicos e que nao poden ser explicyg .
_dog pela Hecanica ‘olassica, e malg a teoria Eletromagnstica (que,

alids, permaneceun - 1na1terada). T | -

.. Ainda a partir do Eletromagnetismo, expandiu-se a Ffsica
em outro sentido: o do estudo das propriedades eletromagneticas dos
‘atomos, posto que sao estes constitufdos de cargas eletricas, posi-
.tivas e negativas, em movimento. Mas a Teoria Eletromagnetica,apll
cada a essa reglao de renSmenos,continha grande humero de Inconsis~
tencias; aldue primeiro se evidenciou foi a da distribuicao espec-
‘tral da radiagé&o do corpo negro. - A curva espectral obtida experimen
“talmente nao coincidia, de um lado, com a obtida do Eletromagnetis-
m;, de outro lado, com a obtida da Termodinamica.  Planck (1901) ve
rificou que uma nova equaqao, representando uma curva em acordo com
& exﬁeriancié, serla obtida modificando as ideias fundamentais con
'cernentes‘a trocas de energia. ‘Se, classicamente, quantidades de g
'nergia arbitrariamente pequenas podem ser trocadas, para Planck CRL
sas trocas so se’ poderiam processar por quantidades discretag de e-
nergisa, multiplas de uma quantidade elementar a que ele denominou
"quantum". Pouco dépois (1903), Einstein logrou explicar a emissao :

: foto-eletrica, incompreensivel em termos classicos, por uma''quantie

- zagao" da energia.luminosa, e chamou "fotons“ as partfculas de luz.

Continu&va, entretanto, inexplicado 0 fato de que esse ng
~vo tipo de teoria fIsica rosse tao somenue aplicavel a regiao limi-

" tada dos fenomenos atom¢cos._ So cn 1926, com & Hbcanica Ondulatoria
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a0 gehrodinger, e que se pade estabelecer uma 1hferrelaq§d' de todos
, 05 fenomenos f{sicos. Concluiu-se entao: 1%) que ‘a luz tem compo;;
yamento ondulatorio em certos fenomenos, corpuscula.r em outroa, 22)

que 8 materia tem tambem propriedades ondulatorias: fol medido o

comprinento de onda assoeizdo ao eletron; fendnenos de interferéncia

Ja foram verificados com eletrops, protons e até com moleculas. '

Do mesmo modo que os fendmenos relativ{sticos néo sao ob-
gervavels quando as velocidades em estudo s&0 muito menores do que
a velocldade da luz, valendo entao as equaqé’és classicas s assim tag
bem na Mecanica Quantics s6 sao encontrados resultados diferentes
dos classicos quando as partfculas’ em"considéraqao tém massa bastan
te pequena e estao limitadas a fegiSGS do espago bastante reduzidas ’
'.'qu‘e"a' quando-ganham ‘énfase as propriedades‘oﬁ}ihlﬁtéﬁas; ~A @m cop
po macroscopico corresponderia um comprimento de ﬁ:}da extremamente

'-paqueno, nao verificavel experimentalmente.

Faqamos notar aqui que o estudo da.s propriedades quimicas
da materia esta relacionado com o Eletromagnetismo no ‘que se refere
a atragoes e repulsces entre atomos o moleculas, mas liga-se princ;,
palmente & Mecanica Quantica. Podemos mesmo afirmar que & Quimica .
.nada mais e do que umabaplicaqu da Mecanica '_Qt_zé_'ntica as propri.eda--

» F
des dos atomos e das moleculas.

Tanto a Teorfa da Relatividade quanto a Mecanica;. _Quaﬁti-
ca sao genera.lizaqaes da Fisica cla’ésica; am'.bas se aplicam a certas
l‘esioes da Ffsica., a outras regioes, ora uma, ora outra s&a0 aplica-
Vais. Una general.tzagao ainda maa.or, abrangendo agora a ma.ior par-

te doa fenomenos f.fsicos, e 3




ria de carater quase universal.

Alguns fenomenos recentemente descobertos tom apenas re- -

iagao remota com o Elatromagnetismo, como € o caso daqueles

constituen a E{sica Nuclear ¢ a Eﬂwm;um_;w

on oujo desenvolvimento a Teoria Eletromagnetica, a quatividade;{
. & Macanica Quantica tivoram 1mportano1a tundamental- '
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capfruLo 1

FORCAS ATUANDO SOBRE CARGAS
1 =1l. Campo e;é;zlgo &_campo magnégggg. Quando uma partfcula

»

carregada (isto e, possuindo carga elotrica) e colocada em pra-
senga de outras cargas e de correntes cletricas, sobre ela atuanm
forgas. Estas fércas sio de 2 tipos: uma que nao depende da ve-
loéidadel?' da partfcula, chamada £35 ele ; outra que de-
pende de Vv e lhe e sempre perpendicular, ‘¢hamada ﬁm_gne’_t_igg
880 ambas proporcionals a carga q contida pela partfcula. A ror-

ca total atuante sera ehtao

= +
Fem Te m *

 Para medir. carga eldtrica, escolhemos uma carga unitaria e -
medimos a farga que atua'sabredéla; em éeguida medlimos a rSrqa

que , nas mesmas condigaés,_atda sobre a carga q a determinar. A
razao entre a 22 f0r¢a o a 1% dara a medids de q em termos da u=-

nidade escolhida.

A "intensidade de campo eletrico" E (ou, abreviadaments, o
“campo elétrico™ E), num dado ponto, ¢ definida como a razio en- ‘
tre a forqa que atua sohra uma carga, puntirorme aI colooada ex

Tepouso e & cargas



Ee —,

—
Fe;
q

Observacdes:

1)

Nesta operaqao e indispensavel que © campo se mantenha inalte-

. ravel eém presenga da carga. Para isto ¢ mecessario que a car=

ga~teste seja suficientements pequen@, pPorque em caso contrario

aparecerao cargas induzidas sobre 08 CcOrpos em que estao as cax

‘888 @ correntes geradoras do campo, que modificarao apreciavql;

‘mente o,campo.' Uma definiqao mais rigorosa de E seria entaos ‘

. &
e

. R F .
E= lim == ,
q—~0 ¢

- Entende-se por "earga pﬁnﬁifbfme" aqueia que esta localizada

. num corpo de dimensces muito pequenas em' comparagao com as die-

mensoes dos outros cCorpos presentea e com as distancias consie

deradas. '

P » : ’
Para medir a forga magnetica, colocamos no campo a carga

en movimento, medimos a r3rqa'total, e dela subtraimos a farqa elé=

trica. O vetor "indu¢ao magnetica" B (assim denominado por razoes

historicas, quando na realidade deveria chamar-se "campo magnetiqoﬁL

'o definido pela equagao.

%; = Q?-A;o

A diregao de.B e determinada fazendo variar a diregao da

_velocidade,aue Que seja nula a fu ¢a magnetaca sobra & cargas a .any
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1agao do produto vetorial da~se quando B &, paralelo a ol

0 médulo de ghpode ser caleculado pela formulas -

F = q['?'l B gen o
oz_nde 8 oo angulo entre B e v. Escolhendo v de tal maneira que 0 se

la. igual a 90 y teremos:' 7
' " '-I- o

B
- | o |
S 5;9.segtidolﬁpuﬁdplﬁetgrmipadp;pe}o_p;odupq_yepq:;g;, utill,
zando as regras usuais (por exemplo, a do saca~rolhas) (Fig. 1-1).
” iiiz --"i e Evidentemente, o sentido assim es-

; . —_
.»rcolhido para B e puramente conven

elonals seria igualmente valida a

e ~ ‘escolha contraria: desde’ que’ se 13 |
- t- T ‘s  vertesse o sihal do produto‘vetors, |
S —~ ~B: BT I
: S noA ale
- |
Flge 1=1 v

.Observggéo: para a determinagao completa de E e de B, medidas deve
onLser feltas en . todos os pontos do espago,:o gug_go §e£a_real@za-
ve%, na préticag se ife ﬁtnﬂo depgndereﬁ do tggpp,(cggg qstac;ong-,'
;Lo),,.anndo Ee ﬁ”var;gq;cgm o tempo! sobretudo, quando variam muj
to ranidamente com o tempo, outros métgdos (igd;;gpoglhgegﬁb*gﬁgdos

para sua determinagao.

- Neste curso empregaremos ¢ sistema MKS de unidades, no
qual ‘a unidade ﬁe:cdrgéhé”éo madd comd fundamental's: e o gou;om b (C).
como s pOI‘u‘.n; a un..aada u.eu.s' racilmén’ca detsrminaval experimentalmen
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te nao 6 o coulomb e sim o gmpere (A), unidade de intensidade de cor
rente eletrica, define~se coulomb como sendo "a carga que atravessa,
por segundo,uma segao normal de um circuito eletrico,pelo qual passa

-contlnuamente uma corrente de intensidade 1gua1 al ampere"

AS. unidadaa ‘de oampo elotrico e de lnduqab uagnetieu lao.

respectivamente, neste sistema:

_— N (newton) V (volt)

U (B) =- : — . .
Y o n {metro) -

" ' - ‘ Nxs (segundo)' . Web (weber)
U (B) = — B

princ{plo da conservacio da carga: nao se pode produzir uma carga
eletrica nao nulaj podem-se apenas'ggngzg;'cargas>posit;v,_ le.ca;r'

gas negativas.

Esta & uma consequgncia do fato de ser toda wausria cons=
'tituida de cargas ddanticas, umas positivas outras negativas, e de

nao poderem ser alteradas assas cargas plemegtargs, Seu valor 6:.

e ¥. r1,6x107.¢c,

1 - 2. Eletrodina dag car ntiformesg. Para a determing
¢ao do movimento de cargas sujeitas a aqao de campos eletricos e'mqg
neticos, ¢ usada a equaqao rundamental da Dinamicat

'F = -—cm_v)'f,
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gepdof T I o
. .- .t 5 -"’? [
S 3 FagqkB+ AT KB {1:2)

|
'

que oa chamada "forga de Lorentz"; m 35 podera’ ser _retiracio do. opera
dor de derivaqao, por ger consta.nte, no caso na.o relativfstico
-'(7 << c), ou ne caso relativfstico quando I'.] na.o va.riar co:n o tem-_

20 (como no movimento circular: u.nirorme).

A aquac;ao fundamental da. Dina.mica tamhem- se ascreve

- dp , |
JE = o— L (1-2)
cae e e

::'. ~ *»
gabe-se que, para & Mecanlca classicas
— }. e
p =-mo Y- .

'-\‘-

o L . -

‘e para a He_cg.nica relativisticas

ey

Af1s

e

e que essas duas expressoes se tornam identicas para v << ¢y confor-
ue fol visto na Introduqé'o. |
Classicamente, dois conceitos 1mportantes foram estabele~:

cidos. 0 de energia cinetica e 0 de momento angulagr,,, .. Vamos refor-

nula.-los ‘aqul usando 0, tratamento relativfstico.
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1= 3. w. 0 caminho seguido na Mecanica clissica
. para a conceituagac de energia cinetica foi (a) multiplioar escalap

mente por v ambos os membros da equagao (1-2):

F'v_=1r'—
at

e (b) proourar obter no 33 membro uma darivada tdtals

dp | dv | B |
?o = 1B mo ?.l St B mou - e v.-d [ . -— ] ° vz
at a6 % 2 b 2

e
Oray © produto escalar F - ¥ representa o traba.lho Tealizado,por und

dado de tempo,pelas t,&rqas_presentes, lsto 53_ |

. —_—
, 4l . 4v
-.;?g ?_'_ —— 2 —5. ;
o a L e

por '-&onsqauinta._.chamando N
Woin .-"'5___ z By VZ
B energia oinetica da partfcula, oonclui-ae qQue & variaqao da ener=

gia oinetica e J.gual a0 trabalho realizado,por aegundo,pelaa rorqas

prasentes; :
dwcin N av
at dt

8e a unica rorga que atua sobre a partfoula ¢ U rorqa magnotica; en

tao, por ser ola sompz'e perpendioular a velboidado, teremos

dwcin

to— = F'?' O,

dt



0 mesmo raciocfnio podera ser feito em Relatiyidade; po-

rem aqui o trabalho realizado,por unidade de tampo,sera dado pela'g’
quaqao: '

u-

Vamos procuran obter no ultimo mémbTro- de«(1-3) uma derivg

da total:
el
- °;_‘fdt




B .'5.17

+ ..

Chamandq
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% sua QEEEELQ_QQQQLLQQ (que cresce com V- @ 88 annla para v=0), co=
cz -] uma.canstanta, obtemos resultado analogo a0 obtida clas-_

po B,
i , ' -

gicamentes

aWoin aT

L]

Alias: mesmo classicamente, a. energia einetica & dafinida a menos de

una constante (correspondente an cz), borque 'y grandaza -2——- a

0

parece no teorema $Hb o operador de. derivada..'
o I
) i qnanti@ade

Wo=m &, ™ (1-6) '

que Dao depende da velocidade da part{cula, chamou Einstein sua "e="
nergla de repouso®, Afrigor,qualquer constante poderia ser adiclo-
nada a energia cinética. mas Einstein demonstrou que & aquivalenr
cia entre massa e energia, evidenciada na equagao (1-6), e verdadel
ra. E essa conclusao encontrou prova definitiva no estudo da Radig
atividade. Certos elementos como o ridio, chamados_"radioativosﬁ
sa0 capazes de liberar contlnuamente energia, violando assim o prip
cfpio en vigof classicamente da conservagao da energia. Na realida
'dé 0 que vigora e o princfpio da conservaqio de-energia @ massa. MQ_
dindo a massa do micleo de um desses elementbs, antes da emissao de
part{culas o ou B obtém-se um numero malor do que medindo a mas-
sa do nucleo, depols da emlssao, e a ela adicionando a massa f;“das |
part{culas emitidas. = portan?o wna perda de massa, que correspopn
"de a energia liverada. Na bomba'atsmica;'energia 6 produzida  as-
-custas de uma parte da massa“do etomo. & transformagao fotgl . - de

‘hasga em energla 80 e_possiv:; AD procqssb'da gniqﬁilamento da par;
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t{cula por colisdo com a anti-zartfcula, como, por exemplo, do elé~

: »
_¢ron com O positron.

A expressao felativfstica de P se confunde com a clissica;

para pequenas velocidades. o mesmo deve da.r-se com a energia cine--

‘tica. De fato, daaanvolvando (1-5) am aario da Tayler. VGEI

2

[3V)

°m=-——-—--n°c ﬂmoc 1+-—-+--—+-u -
1-1.. L e ‘Z e ..8 © _
.° .' ‘ - T : : - L
S . - L . 41
-m cz_z - m ‘vzb-:‘-l- =Wy, =+ T
2 . 8 c4 :

. Para v<<c, todos os termos de ordem mais alta do que o 12 podem ser

desprezados, e obtem-se a expressao classica da energia cinetica.

0 22 termo do desenvolvimento, logo depo.‘La de 1905, fol
_:testado para altas veloclidades e werificado correto. Experiéncias
mals receantes com os grandes aceleradores e os rad.os cosmicos con=
»t.tmaram a rormula relativ.fstica (1-4) com precisao extraordinaria. :
Da equagdos © - A ” ) o o . ___._.,“,_:_j;
e |

at ‘ -

conclui-se que’y também no caso ralativfstico, a energia de urma par-

t.{cula su;le:.ta a forqas puramente magneticas e conatante- E -

. w0 Wl e

1 - 4. ento angular. - Multiplicando vatorialnenxe por T ° am-.l

bos os nembros da eoaa.r;ao (1-2). vem. )



d"
el (TAD) = r/\F-i-vApu

s
T

. . ’ )
- Tem=36 nd caso classicos |
— ._..."O-'-q:.!-....'__"!.
PO, VI JiWApP =0 Yy,

]

. av
~~=2FAF , onde T = TAD
.. 4t | |

.Consideraremog agora -alguns exemplos 'de Estudo‘ do movimep
to de cargaa eletricas, tanto no caso cla.ss.lco, quanto no relativ.fa

tiCOo . :

l~5. Movime uma ‘car untiforme ¢ o mapnetico B
Riforme (de mesmo valor c= todos os pontos do éspaqo) a_const g,gjg

(hdependenta,do tempo) 4 no 11,1_1];*'9 “,no rel a;;v,j:qﬂ 1) (v <<C)e To

memos o eixo Oz paralelo a B. Se uma part.{cula ror colocada em’ re-

LR L



, A [4 A
pouso RO Campo magnetico, menhuma firga atuard sdbre ela, potss,
o ] — =
Em 45 qv ‘—A_.B '

grela parma.necera em repousa. ‘ Consideremos, entao, Que sua valocj,

dade Lnicial o v O, —

. Em um instanto qualquer, a equagao do movimanto sera:

wED = e AT, (12

ondavav1+v3+vﬁ’;ea Bk.

' ‘ No lim.‘l.te nao rel&timfstico ’ a.l,q;g'qs\_g‘_het.__gqn,s;pgnpe » e (1=2)
sa dosdobrara nas tres equagoeS° |

r dv\

m-——"-; vB
at Vv

J - dvy r= B
— ¥
dt q

M.
i

A
noen
65 &
o

"

L

L -

o
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4 terceira equagao de. (1-8). se-integra.imediatamentes .

z'=v t + & y ’ . | | | ' (1-9)

onde Vo .6. a componente segundo 'z da velocidade .dnfelal da paft {ou~-
lay © 3, & componente segundo z do ralo vetor de'sua posigo ~ infe:
clales .

Vemos assim que a pai-t.fcula tem movimento retilinseo unj_-.
forme na diregao z, o que era de se esperar, pols nenhuma rorqa age

gobre ela nesta diregao.

O sistema das duas primeiras‘ équa§ges de (1-8) pode " ser
resolvido pelos métodos usualss Utilizaremos. aquf, .porén,0 artirf
clo do emprggo de va.r_.i.é'veis'complexas,:nao.a'penas ‘por- se tratar de
netodo mals tompacto, mas ta.mbé_m por ser f‘reqiientemante- ﬁtiliz_gdo o
Eletromagnetismo. . | ._ ' ' }

Multipliquemos por 4 =+ -1 a 2- equagao de (1-*8). e 5o~

memos membro a membro com & 1-° teremos:

b an e e s

dZ . 4 - | . h
(z + 1}') E - iw —— '(x"...*iy)‘" . = . .(1-10)
até ag A o

Introduzindo agora a.varia:vel complexﬁ_

e sExesy,.

.8 equagao (1-10) tomara a forma:

e . . ®

§=eiv}

¢ tera para solugao geral



§= a o™Vt o , (1vld) :

. onde & e uma constante, em geral complexa. Ponhamoss |
| a<=b e;'im ,

com b e o reals, sendo b>0 e_;irs'oos 7y determinavels a 'partir-l

das condigoes iniclais 4o problema. Estas afo duas constantes de |

_integragao, resultantes da primeira intagraqao de duas equagoes QL:}

forenciais de 22 ordem.

Expandindo (1-11) em suas partes real e imaginaria, vems
" { = b cos (wt +a)

(1123
¥ ==D sen(wt + u.), | .
- Quadrando (1-12) e _'a'ounando membro & membro, verifica=-se que

2,.2
AR »e ,

isto 6, que em cada instante a componente tangencial (no plano xy)
da part{cula ('i";t) tem modulo constante (voede Da{ conclufmos que
b = v..» 6 portanto as equagoes (1-12) se escrevems .

x = Vo €08 (wt + )

- __ g (1-13) -
y =B - Vot S6R0 (wt + Q’-)- L 3 ;
] _Ipfegrando_ agora (1-11), obtemos:
ia b
b e tag g oM, Gag

onde ;o';.:.' wRa constanta,’ em geral cOmp:l..a:a'._._'- - Ponhanosgs

. . : c
Fo = Xg MRS
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eom X, @ ¥, reals, determinavels a partir das condigoes iniciais
do problema. Estas sdo as duas outras constantes de.. integragao,
resultantes da segunda 1ptagrag§o das duas equagoes diferencials

de 2- ordem.

Expandindo (1-14) em suus partas real e 1magina.r.1.a. vem

L 1b _ L . :
Eex +1y = xo -+ iyo"-'-'-: cos (wt+a) =1 sen (wt+or.)]-=

, - b,
‘,-:-‘E:&-Meaen (wt-!-'os!] .-l-'i-Ero'.-l-:-;. cos (\_ft +ar-)],

Listo e’: ) ‘ : .‘I‘ * f ) I I B .t
N . Ot .

X & — gon (Wt + o) +.:
. W (]

Vot '
y=-—cos (wt + d-)-l-yo
w

o ) y e
e - - R LRt ) L ¥
. - . .

Quadrando (1-15) e sOmando membro a membro, obtemos a equaqao  da

raJotoria: ' ' ‘ v \2 |
' e 2 ot 2 ’ 0% . b -
(I-Io) + (Y"Yo) = —— I (1-15)
. y W

kN R
‘que & a equagao de uma circunferenciay. centrada. no ponto (xyr ¥5)s
de- raio igual a —93 e« A circunferencia sera descrita no sentido
horario, isto o, contrario ao do sa.ca-roluas que ava.nqa no sentido

de B.

Podemos tomer mais intuitivo .o uso da varisvel complg
xa neste casoy visualizando os-eix.. d0s w e dos y respectivamente
como 0s elxos real e .‘Lmag...nario do plano complexo. Tomando 50 =0,

£ representa um ponto do plano cqmplexo qua dista da origem de
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1l . Bste valor constante e o raio do c.frculo de giragao do pon-

Combinando (1-9) e (1-15), vemos que o movimento da par-
t{cula serd helicoidal, tendo por eixo uma reta paralela a 0z, pag
 sando prelo ponto (xo, ¥o)e |

Em particular » 5S¢ tomarmos para condiqoes inlcia..‘l.s: (a) '
a part{cula parte da origem, (b) com velocidade v_ paralela e ° de .

Resmo sentido que o eixo Oy, essas condiqoes se escrevefn' v

L]

x (0) =0 I. vx(O) =0
y(0)=0 : Lo vgl0) = v
-z (0) =

o v(0)=0.

A equagao (1-9) nos ‘dars entlos z, =O vy = 0, 1sto o)

|
0 movimento da particula sera circular unirorma, no Plano xy. l?or
_outro lado, de (1-12) tiramos: o

v,.(0) =bcosa=0-—-+- cosa.=0 oo sengr. 5:1;'

v
uﬂl--

(0)=-baeno:.-v°——*b§_'voa 3!

(] obtemoq_ para v, ® vy:

v

x =V, (co8 wt cos o= sen wt sen o) = Vo 8en wt-

v

v 8 -r,(sen wt cos @+ cos Wt sen o) = 'vo cos wt."-

45 equagoes do movimento se:_';._'o“;qzjztzog_:
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° ' . o]
v o v
vo ]
I B . ceod Y
» ... .ot . [
Isto e: ST v

. . o ,
w o

v

O oo
y =~ sen wt,
W .
) Yo
equagoes parametricas de uma circunrerencia de railo 1gua1 a =2 N

W
v
ca_ntrad_a. no ponto X, = -—Q, yo= 0) « A partfcula descrevera, por.

Cim, . tanto, um movimento circular

uniforme no plano perpendicy

‘% .. lar ao campo magndtico (Fig. .
———e Y .
Toomnr 1-2), com velocidade angular_
S gB | :
v ﬂ ——
z °

.‘ .- R H .

1 - 6. Caso relativistico. Estudaremos agora o mésmo.problema na

regiao relativistica, mostrando que a.frequgncia w deve mudaé, a .
medida que as-partféulas sao aceleradas. Consideraremos o caso de

protons acelerados num ciclotron (a uma energia W igual, por e-

cin
xemplo, & 500 Mev), encontrando a razao de variagao da ' frequencia

‘durante a aceleragao, ate & velocidade mixima atingida.

-

o c}iclotron @ um acélerador de ‘part{culas formado essencs '
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_almente por dois eletrodos em forma de "D'. (Pig. 1~3), acima e dﬁ;i
xo dos quais estao os dois polos de um elefrqpagneto. ‘No interior

“ . dos eletrodos, {ons estao su-.

.~ .Jeitos,. . portanto, a um campg

. magnetico oonstante, como no pr,g

. ..blema anterior, sendo a-veloci-ii'f
. dade 1ni?ia1 do {fon adquirida

" entre os eletrodos por meio de

.um campo qlétrico oscilantes per

Fige 13 | o _f'peﬁdicﬁlar & diregio de B. o
interior dps eletrodos, portanto, 63 {ons descrevenm semi-circunfe-}-
renciasycom ralo e velocidade angular ja determinados mo  problema

_ anterior. A rrequgncia angular do oscllador elétrico,_wb, e ajustg

da de tal maneira que, a0 atingirem os ions o intervalo entre os e-

letrodos, o campo elotrico tenha sempre o sehtido aproprfadoy de mg

neira gque derao novamente acelerados. Assim, enquanto as vbIbcidaf

ldes dos {ons forem pequenas em comparaqgo com a velocidade da -luzj
kalqn"og resultadoa'dlﬁssicos ja obtidos.no'problema anteriors .

".:.' - qB.l‘ _ I

o . ;watg :::' = gonstante..

Y . ‘ ' a' » - !
A rrequancia de ressonancia v, procurada gara'entao aquela para &

Cal |
ualt S ) :
W, =W = -y

"o cl o

e o ralo da;samiécircunfofahoihi&éécfita pelo Ioh'%efikd'ialor &
caloulados _ o o
v L
R oS == 5 ey
<> Sl LA
T Vel L qB
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rescend® portanto,. com a velocidade v com ,que.._ém_fén, .8,-:1:_.1,;1_-&0,,0 .ele=-
lc ) - - L + " v . LR » - - H -y

tr°d°l-d°ppis de cada impulso,,

Como j)or‘ém;‘ﬂdepois de um certo m;mero de voltas, as velp
c1dades atingidas pelos {ons: tornam-se consideraveis, sersa entao ng, '
;essario-user’o tratamento. :nelativistioo no ca],d'ul,o,da ~velooidads -
mular e do ralo.da tra..‘]etor.ta. A equaqao do,,nﬂvﬁ.mentOf s.eré:

.

. aee Co- ' " | SLomes.
, . Como._a enérgla total.da particula valaz W B ———— DOz

denos.. subst.ltni;c p,.em (1-16). em termog de.W: o 1.-'3;-2-‘- '\

— 'Wv"‘

P.% 7 2., 8:teremos:s, ! |
' ca" T . - o E i_.';:',. o )
. SRR AP B ;
d Wy W&V b o ... N
—_— =-—- -~ = av AB 4. P (1-17)
at 2 2 .4t o ST ot

pois a energia. de uma part.{cula num campo puramenta magnetico e ‘eong

tante no tempo. A equaqao (1-17) pode ser eseritas’

d;'.. qB - _._‘ _ Pas '.“'-‘
— = — ¥ AL, ' (1=18)

at m

—
onde B & BX s.6 o @ a massa relat:::fstica.:

To o
B ee——— . —
k2 &
VU o8 .



- 29

-Mas a equagao (1~18) :¢ formslmente a mesme equaqao (1-7)*

-

do problema anterior, onde m era constants. . Valera.aqui, portanto,

"

a mesma soluqao, isto e, o8 Ions descreverao traJetorias circulares.

Com as seguintes direranqas, porem:

.' 1-) a velocidade angular 40 moviment&-diminuira eom v, de aeordo

com a rormula:

- . l-
QB c '_
el T T G4B —— - 'a "2
m : m :
A + ] \
) © ralo da traJetoria erescera com. v mais rapidamante do que

o ralo classico:' . K __-?_,

..'I vm.

f‘ =

Enquanto a velocidade dos Ibns ror bastante baixa; ' nao

difere de m,rew e 1ndependente da onergia da partfcula. Porem, com

_-o crescimento de v e a consequente diminuiqao~de Wy sera necessario.
para manter a ressonancia. diminuir concomitantementa Vo para qug
“se tenha sempre: | ;‘ -

3
Yo ¥ Vrel *

Seja Vp 8 velocidade maxima atingida pelo fon. Entao, neste momene
to, a rrequencia do oscilado. eletrico devera 1gualar a rraquencia

do movizento circular, saJa LA

l\fo \rm 'Y
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yre

za0 de variagao da frequenclia.do o3bllador,:desde © repouso ate
ua‘velocidgdé paxitia, sera entao: - -

3 8

Jazos caleular a razao pedida no caso particular do problema. 08
. . . 1 . ' - . o .
dados numerlicos saos

[+]

m,  ¥1,67248 x 20727 xg,
pré_ton B

Ry c® T 931 MeV (1 MoV = 108 ev = lOé.’-‘%..lss *,10-:,"933'
- & ensrgla de 500 MeV corresponde, no nosso problema, a diferengas

wn -m ¢t = energla cinetice db-*praton.'

o
f Asgims . o
: S 931 :
T E e 70,658 o

Vo - 5009371

ses,
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Dar a equagao 4o movimento de uma carga-puntiferme q, sujel

" ta a &gao de um campo ele't.r{l.co 'E':"unifbrme, constante, 'sendo

Vo @ velocidade inleiel da partfoulas Partioularizar o Te-
sultado para as condiqoes iniciais segu.tntosl x(O) = 7(0)-0;
v (O) = 0, sendo E paralelo a Ox, »

Un eletron move-se em um campo elétrico uniforme constante,

dirigido segundo o e1xo dos X, e um campo magnstico uniforme
constante, dirigido segundo o eixo dos y. Parte do repouso,

na origem. Mosgtrar que o eletron se move nu.ma trajetoria ci

cleldal; encontrar a velocidade de arrastamento V;_ (isto e

a velocidade do centro do cfrculo que rola ao longo do eixo

dos z). Se o campo eletrico e de 104 L o’ @ ° campo magneti-

om
co de 10% gauss, .calcular o valor da yglocidade de arrasta=-

mento (S..F.). R

'Nota: as equaqoes paramatricas da c.‘l.cloide sao da forma

(Fig. 1"4)3
2 =R (P ~ sen ‘P)

24

xaR(1 =cos ¢)
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0 RILETROSTATICO NO VACUo

-Trataremos inicielmente de determinar -a~£orga que age go=
bre una carga puntiforme q enm repouso, em presenga de - | uwn sigtema
Qudlquer dé cargas. 'Em segulda determinaremos o valor em todo © ez
paqo do campo aletrico gerado por algumas distribuiqou que nao va-
rian no tempo. Chama=ge. wm a0 egtudo -dos’ problemu ‘que
L envolven oampos eletricos .mdepondontoa-do-tempo..

.Z «l., Lai de Coulomh, Cejam duas cargas IR PY ‘geparadas por
we diztancia . sobro alu ntua uma rorqa ?, atrative ou :-epulu-
vé) ooni‘ome sojam o8 oargns 8o sinals contrurioa ou de ROERO gle
zsly dada pola lel do Coulomb.. 0 module dcun rorqa ol
Q@ 8 | |

FEE m——, . (2=1)
¢nds K ¢ uzma sonstante de proporoicnalidade que 'depj_andb_ do sictema
4o unidades usado. No glctema M K 84.F ¢ medids em newton, Qg o )
q, om ‘squ:.omb. o3 metro.. Assim & uniiade do K oo »a1 A
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Ko sistema 6ham.dq MM 'K.8 racionalizado® toma-se para K o valors
—1 T
x g e—ee—— ‘ :

ATy |

0 fator 4 e inolufdo aqui para que posteriormente desa=
parega em numerosas o mportmtes formules de Elotromagnetismo, oo-,
mo, por exemplo, as oquaqoes de Maxwell, que assim se exprimirac de
manoira mals simples. O fator f: ndo 6 arbitrario, e fioa;-n det:r:'
ninado pelas medidas em unidades M K-8 das outras grandezas que com

parecen na equagao (l-l). Chama-58 &, &, "Eermitividada" 3o vaouoao
a equagae (1-1) 86 ¢ vallda quando a8 cargas G © 43 ostao situadad

o vncuo.‘r Os velores oncontrados para K e €, 5801
K®m9x 107 m——e—,
; el
L . - -12 02 ; -12 farad
° 8'85 X 10 — 85 X 10 ’

X g2 | |

scndo "fared" a unidade de "capeoidade eldtrica", neste sistema (v.
perdgraso 8=3), No sistoma C G 8. de unidades eletrostaticas, fas-se:

K = .'L,(adi::cnsioml)i

oa oguagao (2+1) go-esorcve cnﬁ&fél
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. A forga entre as duas cargas puntiformes tem a d.treqé.'o da

1inha que as une, e seu sentldo depende do sinal das cargas. Chamap

do:'f-;._,a 3; a0s ralos vetores das
k. 13..13* ' posigOes das cargas q e Qs em
7, e ' .;-elaq&'o ao referencial escolhido
T, T (Rig. 231);i:terémos:"
0 - —
Fige 21 \ _ . L
O . 5 et

_'__.""""'-v——-_._—-—-—-—-"""'__'—"“'e_‘—..l
Pl S o U
"17. .e:o llra_-rlls C . . ] v

_ : : i

a 1.
sendo F a forga que atual,_sa_bre_ a carga q,- . Em (Iz-p_z_),,_as.gargas q1 e
q, comparecem com seus respectivos sinais; se éstes  forem ‘4=

gualis, ?teri © sentldo dai’a -,E-;,; isto 5, séra' repulsiva.

A equagao (2-2) ¢ a expressao vetorial de led de Coulomb.

2 -~ 2. Princfpio de superpogicao.  Se uma carga puntiforme q es—
.ti,-em presenga de um slstema de cargas juntiformes. ql’. Qpy »ee Quor
21 fﬁrqa,que atua:sobre.a ‘CArga q e dada pela soma vetortal -das: : t‘o‘g;
¢as que cada carga q; (Fig. 2-2) exerce sobre & carga qi | '

n 7
e ‘

2. Fy,v octor

18] :

F =



- Bq q4 r‘}:
F'. = Z ™ . (2-3)
i=1 4""60 |¥= 5713
Cd o
!

Flge 22

2 -3 wmmwﬂmm Colo-

"' cando em evidencia & carga q que figura no somatorio de’ (2-3)«, “tom~

g0 . I L iy )
e, . B @ TeT,
DY |
- 1=1 4Ts, IF-71° -

Mas como, de acordo com o que ficou estabelecido no paragrafo (1-1),
F=qE, ‘ - (2-4):
vemos que © valor do campo eletrico E’criado pelas ca.rgas ql, Qpéee

40 O ponto onde se situa a carga 4» € dado por

B Q- F=Ty . '
E= Z 'I ' ' B . (2"5) )
1=2 47E |TLFP |

olr em oada cago = wwﬂm 2-3, a)s




i .d-l
(a) - Az um = = ""?'
AL——0 AR d!.

'=1ma densidede superficial de cargas (Fig. 2-3, b):

a
o= 1lim ﬂa—g’

Aa—+0As . ds

='umg @ensi,dkda 5#61@51::1:;5{&6 targag (Fig. 2-3, el

d
p= .lin é-q---s

Av—0av  av '

Nestes casos, & rormula (2-5) e substitu.fda por expréssges

mtegrais 38

- 1 A art N
-4 r Ir-r|l3 . '

et [ e o -

E(F) = — — F-F) ou (2-7)
L 4vey I'z'-"-'i""l3'

s

1 | P(TY) av e _

BE) s —— | TPy (2-8)
47 €, . IE-T3

 quo ' &y en cada cas0y 0 7alo vetor do ponto em qus se situa o
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elemento de integragao, e Te o ralo vetor do ponto em que se calell
" la o camnpo. As integrals se
estondem a0 longo de toda' &
curva l-' y de toda a superfff
cle a ou de todo o volume v,
.onde se lqc_alizam ag cargas,

- respectivamente (Fig. 2-4).

Seja uma dls tribuir;ao

| espacial de cargas, de dens,1
Fige 2-4 | dade p=p(Tt), localizada ng
ma’reziao f£inita do espago. Entao o campo eletrico criado em um

-9
ponto P, caracterizado pelo raio vetor ?; e dado por (2-8). Se o

L}

ponto P esta’ no 1nfinito {0 qua, fislcamente, significa que r e mu_:L

to grande em comparagao com as dimensces da distribuiqao de cargas)

entao poderemos. no desenvolvimento em serie da runqao _..l_._ |3’ deg
‘prezar os termos em '’ (v. paragraro 2—6), o assim teremos para ©

podulo do campos

- Co 1 . q :
l‘Em I = 1lim , p(r') vy, -f ‘lim =0,
' T® 4 €y T & o iv eorz

r>>Tt,
onde ¢ é & eI Tga total da distribuigao. : e-se, portanto, que © cau-

po eletrico devido a wmna distrihuiqao limitada. de -cargas cal a zero
no infinito.

Celculenos agora < campa- c“_atz'osta.tico devido & algumas disg
tribuigoes.



38 - —
2= 4+ Caupo de wuma gargg;pghgifnrhéi « Tomando para~origém &b sig

tema de referéncia-a posigao da carga q (Fig. 2-6), conclui-se  de
(2-6) que se. tems neste .caso:

onde 0-sentido de E depende do
. 8inal de q.

t

.0 féfo de fomarmos onde

' quisermos a origem do sistema

Fige 25 | de referencia nao e .trivial:
decorre da circunstancia de ser T um vetor, que e caracterizadg pe~
zlas coordenadas de seus pontos extremos e gue tem, portanto, todasas
suas proprledades invariantes para qualquer mudanga de sistema de.
-coordenadas. Isso nos propicia a liberdade de escolha do referencial

qua nos purecer mals conveniente.

Chamamos "linha de farqa"‘iqueia que, em cada ponto,.’ tem
por tangente a direéao do campo neste ponto. K fagil verificar que,
no caso do campo criado por uma carga puntiforme, as linhas de campo
sab retas que partem da carga, segundo os‘raios de uma esfera centra
da na carga. Se orlentarmos as linhasg de farqa de acordo com O sen-
tido do campo,.entgbmgpdemop;d1zer_ququelgs "saem". das. cargas positl
?gs-e “entrap“ nas. cargas negatlyas (Fig. 2=6),

y
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2 - 5. Lsmpo ge _carga tiform é Pelo princfpio de supel

posicao, vemos que 0 campo criado num ponto P qualquer seras

{
LS
l . oty i
-1
i

P . 1 - T=Tp
| B = "'"__”‘2""_.._.":_ ?
eTe Ir "1‘3 At

% de acordo com (2-5). Neste caso, em ge;

ral, nao havera simplificaqao das formu-

las, se tomarmos a origem do silstema de

Fige 37 coordenadas no ponto medio do . segmento
que. une ‘as duas cargas (Fig. 2-7)} a nao ser, evidentemente, em cac

. go de simatria, isto o, se as duas cargas forem 1guais em modulo..

Para tragar as linhas de rorqa_devemos calcular o campo

‘em cada ponto.

Chamam-3ge “superﬁ.cies de n.ﬁ'el“ ‘aquelas quey em cada pon-
'to, sao ortogonals a direqao do campo;‘ RepresentandO‘ por ‘'linhas
¢heiss as linhas de forqa, o por linhas interrompidas as 1ntarsegoes

.das superf(cies de nivel com o plano do papol, teremoa,' no caso de
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carsas de mesmo sinal,a configuragao indicadd na'Fig. 2-8, em que eg
tamos considerando cargas iguals positivas; vemos yue o ‘plano i sepa

ra exm duas partes as 11nhas de fOrga, que nunca se encontram, e, no

caso de gargag de ginaig gontgapgom Teremos a configuraqao 1ndica.da
ga Fige 2+9 om que éstamos considerando cargns'.de mosmo rqodulo; vow

\'I/'/

\\qu/

—q\ -+ } Yo\ } -
R \ 5
\ / \ ;
e \\
I 1\
l"ig';z-a'

nos que as li.nhas de forga comegam na carga positiva e terminam
negativa.

2 =6, Campo de um dipolo eletrico. ; Chamatse *dipolo eletrico" ao
conjunto de duas cargas de mesmo modulo € sinais contrarios, separa=-
das por uma distancia muito pequena. Chame-se “"momento de dipolo e-

letrico® a quantidade:

onde @ ¢ o segmento orientado da sargh nsgative para & positiva. - O

- e —_—
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dipolo & obtido como o limite da situagac em que se aproxima inde-
finldamente uma carga de outra, ao mesmo tempo que se aumenta indg
finidamente a carga, de maneira & manter constanta © produto gd. o
memos & origem do sistema de coordenadas no ponto medio de d (Fig.'

.2-10). Neste caso 0 canpo eletrico en P gerat

Ter -, .
- 1 2 : -
Te — g - =13
i Ir-?l.l- l""rzl- y
L ’

Fige 3-19
Para desenvolver em serle de Tay10r a expressao do E, lembremos que:

s |
Tlztegy 74y, 5“3)-:(:"7’2“ cl(-i) ‘1 2,’63’:0 "% (_ay °1s62’€3=°t

. T ] ‘ /
+e( $lem2(x,7,2)+ Egrad £+ iuiy
¥5 az 1’ Z’e =0 e x,y?z g ‘l??’

- e - : ' .
onde "grad £ é wm vetor, dado em coordenadas carteslanas pors



. [of Bf Br

grad £ = | —, y ;
, dx BY bz

“-ﬁ conveniente definir o vetor simbdlico ou operador vetorial V';

.(snabla“) aplicavel a fungoes de ponto, pors -

- 3 ;..a .y X .
: ox Jbr o2 ’ ' : .

onde 3: T; ?sao os vetores unitarios segundo os eixos dos X, ¥,
'y, Tespectivamente. O vetor grad U é o Tesultado da aplicagao do

operador nabla a& um escalar U = U (x,y,z):

U .30 ..U
gradU= VU=1-—+3—+k—.
ax oy oz

Voltando a expressiao (2-10), podemos desenvolver:

1 % 1

3 ',""; ";‘lé'. gratf'x -t seey
r-rll T B

onds T = [rls 'Ora,' |

"
.

af(r)_.. A(e) o aflr) o

grad £ (r) = 1+ 3+ k=
ox - dy 0z
' dfar-‘- qaf ar...-d.far-o-
© dr Ox dr. ¥y © ar 0z '
. 4af .
ar ' '

sendos
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gradr-sz"— X +yz+z i-i--—a/"z-l-yz-l-zz J-I--- xz+yz+z
x

x
r r

valendo, portanto, as relagoes:

_? |
grad v ==, | (2-12)
r
a P —
gra.d f(r) B -t - (2=13)
dr T
No nosso caso, teremogs’
=y e
1 1 1 1 -
_""__‘I-'_"l"-rl""—" — +ooo=—'+3——_+ooo’
|?6;313 o P 5
. , 1 '
e analogamente para =T Como rl, ra« b 2 podemos desprezar
l?' r2‘3
no desenvolvimento 0s termos em i"'i« e-_i"'z-...do’r-‘ﬁg -.gfﬁ'u_;, em diante. Dea
(2-10) vira entaos- | '
e i o D —
- q f1 T o1 Fen ¢ f1 3T
E=a r. — - —— . - rl omns p Sp—
| 47 €, 3 B 3 5 4we I S
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o campo do dipolo elstricor sera dado ,po_ri

e 3 7T L P
— ——— 0 - ’ -
ir e = :'3' | _‘ (2~14)

o r

Determinando o campo em cada ponto (com suas duas compo-

nentes,uma radial e outra paralela a -') podemos tragar as. linhas de'
forgs correspondentas (Pig. 2-11). 03

'lﬂu' 8-11

2=-7. Campo de um fio reti {neo 1n.f.1.n1to om densidade line e

igargag A constante. Fisicamente, um fio e considerado infinito .
quando seu comprimento é bastante grande em comparaqao com as: dis=.
tancias dele a0s pontos considerad‘os. Vamos calcular o valoxr do cag
o num ponto P. qualquer, nessas condigoes. Tomemos péu:a. orizem do
slstexa d-e, coordénadas © pe da perpendicular baixada de P ao fio, e '
Para eixo dos x o propric fio (Fig. 2'-ia). De (2-6) vemos que a con

LN

tribuiqao d El para O cauUpoy deviaa 20 elemento de carga - dql E

‘.




45

. A dx1;. e da@a'por N - T

—u-' -ty
dEl = - 'Y
C o ATe TP

Flgo 212 .

Se considerarmos agora a contribuigao d'ﬁé devida ao elg
mento dq, = A dx,) simatrico a dq1 em relagao ao ponto O, verifica=- ]
remos que as componentes de d El e d ﬂ, paralelas ac fio se cancelan
(Fig. 2=12).. Como o filo e infinito, a cada elemento dx tomado na por
qao negativa do eixo dos X' corresponde um elemedto simetrico na por-~"'
¢ao positiva. Assinm as componentes paralelas ao fio, dos campos elg
tricos elementares, se cancelam duas & duas. S0 contribuem, portan-
to, para O campo,as componentes normais ao f£io, e o problema podera
ser resolvido escalarmente, com apenas ums 1ntegraqao, tomando agora:

para médulo do campo elementar, normal ao tio,_a_quantidada:

Adz ‘1_ . T e WA oh e
d B = ' - 0_08,9 y

4ave, .iz+r2

o _ - . | | .
onde = @ a d;stﬁncia &o olemsnto consideridd g_orlgemq..Utilizaremos
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om0 variavel de integraggo o-angulo 6, e teremos:

-

‘!\ X2 % :aaa.fz .1;g2 6,+Ar_,2 = ra-r se‘cae

~

x=rtg 0 . dx = rsec @ go.

Integrando desde € = - Late 0=+ E (1imites. correspondentes a x =
2 2 e —

s~ 6 X=+0) e fazendo as substituigoes, vems..

.4 L , . ' ‘
| z : — B
A AT 18
B = — cos 8. d68'---— |sen ©: e
. 4#502' y z éreor ‘ L
-z S "2
Finelmentet
E = - . o (2715)
Zre,r T
.»—“/.- g

4 .
x - _‘; »
Vemos a_ssim(que O campo, cal como T ¥ © nao como -LZ $ que e normal e
.~ L4 . r ’ L] I 5 -

constante ad longo de superffcies cilfnarioas (superfi’cieé de nfvel)

com e.‘lxo no f1°x @ as linhas de rorqa S80 0s raios dessas superffcies
(Fig- a-13). '




¢hamamos ra distancia entre dx’e P} da 60

onae, por simplicidade,
6 dx (Figs 2-14).

angulo do qual e viato de P o eloment

'Iﬂo"‘l“i

roﬁaﬁdo: pt.-'comovariﬁval-‘de'-_iix_tegraqao"'ej‘-fazendo as sub‘s'_ci..tuiqoes:

adw

a
. cO8 “cos<al

-
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o' campolielBBentar Len modulo’ - derd .AadD poii

@' = R aw. 216y
4T € 8 ,' “ . B

Tomemos agora a origem do nosso sistema de coordenadas sabre o ponto
P, e calculemos 0s modulos das componentes do campo segundo 08 eixos_

dos x @ doa Y tomados no. plano determinado por P e pelo f.to 5}?;3-_
2-14):__

dB =-4 R se_n"&b 2 -

sen«ri‘d« 1,
- 41re°‘§'., -

'a'B_ = d_--B'_ cos o = ‘cos ol dafs

LLN

integrando sobre <« desde o _;gto' "‘o ;'ir 'Gy_f.l‘y_em" |

WA

. B - [eos_oz..g- cog (o, -+ 0) ] ’,
i 4dTe, ar oo -°; e
E,= : -[son (ﬂoie)--_._sen,uo] .

y. 4‘". eoal . T ' !

Por conside:gaqaes de ‘simétria, va-se imediatamente qne a
componsnte. do.,canpo. sggundo-z, & rla... 0 angulo 7. que 0 ,:0ampo E faz:
com O @ixo’ dos 7 (Fig. 2-15) sera dado pore -

e R EL Y
tgcy u--—- o tgé -bs--)
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 Fige 818

' T T T ———
e portanto o campo tem & direqao da’ bissétriz de 8. 9 mddulo do cap

po, rina.lmente, sera._ |

A A
E= Ef:'f-Ea B — 1/2 (l-cose)ﬂ — 4senl-g-,
: o arcga e 4mega I
 dsto &1 . .
B == - - sen = DN ¢ 1))
. -Zweoag,_?.'

0 mesmo resultado podara ser sncontrado mais facilmente,
mediante raciocfnios de simetria. Como enm (2-16) o coeficiente de
de o constante, vemos que gE' gso depende do elemento de ‘angulo. )%, 4
vidindo o angulo 6, do qual o visto do ponto P todo o fio, em uma in-
_finidade de angulos elementares iguais a du. , verificamos que as con-
tribuic;oes para o campo dos elementos ' .Adx corespondentes sao todas

iguais em mddulo. . 0g elemeontog situados nas ‘extremidades do fio, por
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gxomploy contribuem com campos .elementares que

bissetriz de © (Fig, °gunde 4

2"16): 0 mesmo ‘8@ pa
o p ssa. com o8 2 31

emanto -
t{guos)y e assia Por dlante.’ ,;...- E 8 con

U S
- P

Fige 316 .
Portanto, o campo resulta.nte tera a diraqao da bissatriz
de 6. O problema podera ser resolvido escalarmente; integrando so-_
bre todo o fio as componentes, segundo 8 bissetriz, dos campos ele-

mantares:

A
AE &, e cosp daz .

41:'1-:0
Dd Fig. 2-14, vemos ques:
— | |
o - 13 = uotconstanto /. du = 346 .

0 campo B-sera entao:



&1

8. —
= e 8 -
e A . a .' A é] 2
- P —— 008 — ‘18en
'I-Ia . - 1 ’\.'27
| A e
| . 2ve, a 2

que coincide com (2-17). Quando o fio tlver comprimento infinito, E
sere 1gual*m y © obteremos a mesma exproasao(z-ls),do paragraro 2=7.

Para tragar as superrfcies de nfvel e as linhas de £or=
Gay construfmos, com vertice em cada ponto do espago, angulos apoia-‘
{dos nas extremidades do flo, traqamos as bissetrizes désses angulos
@ fazemos passar, em cada ponto, planos normais & ossas bissetrizes.
As curvas tangentas, em cada ponto, as bissetrizes sao as linhas de

20r¢a; as superrfcies envoltorias dos planos sao as superffbies de

I3

— i —

‘Flge W17
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'n_{vel. Demonstra-ze que elas constituem uma ‘fam{11a de eliﬁso,ides de
revolugao, com i‘ocosl nas ektremidades do ;,ftio;_,(,Fig. 13-;.?-)-.- i
.
Obseryagoes: 18) o campo e sempre normal, mas z{&o tem

Sobrt od
valor constante . superf:fcies de nivel; 22) para ponw

tos Bastante préximosﬁp/ éé su.perf glon d;& n&iﬁuﬂ:wg;ﬁ;timm sada vax
mals de superficies cilfndricas, no limite de pontos infinitamente
pﬁé;;imos-,- ‘oW de fio 1nfin1tameﬁte donges. recaﬁnos no problema- . apra-
sentado no paragrafo antenidn {ver, Eige.2<13) 3. ~3:) Para pontos, basn
tante afastados, as supen,ffcies de ,n.{vel se‘aproxima.m cada vez mals
de superi‘.{cies esfericas. no limite de pontos infinitamente afasta.-

dos. ou de fio inrini'tamenta curto, recaimos no problema da carga p@n
tiforze (paragrafo 2-4).

e RO L

2 - 9. Campo de uma distribulcao finits de carg: densi-
dade gggerficigl__ g _constante. Queremos calcular o valor do campo num
ponto ‘P qualquer do esp&go. Tomamos para origem ‘do nosso slstema de’
coordenadas © pe da perpqndicular |
baixada dq ponto sob;-s P plang, e-

Para eixo dos 3. uma reth qualquer |
do plano, pass$ando pdr 0 _(Fig._z-‘ﬁlafj..

Podemos usar ‘}cQmo .élemaz;to_._dq',.-.in-

Yegragao uma fdixs dé laifgiira in—- -
finitesimal 4x, paralela ao eixo -

dos y. Dé (2-15) ve}hq_s-que 0 mo=
dWo do campo eriado por umaripg |

finito, num x‘:ont;_o P 'qualquer,._.-‘.';"e' ,

. Fige 313
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or:

'dado por A

B8 - . ?
g e°. r

onde © 6 & distﬁncia db fio ao ponto, @ A a carga contida na. unida=
" de de comprimento do fio, Querémos apliﬁar este resultadb a0 noséo
problema. Ora, a carga contida, por unidade do comprimento, na fal-
xa de largura inrinitesimal vale o 1 dx.' Portanto o campo ele-
pentar criado por ela em P serat '

i

dE =

’il"lj_

41re° 'Jzz-i'z

i)uas integragoes deﬁqrao ser feita.s, das duas componentes do- campo

ségundo X e segundo y, separadamente. Poderemos, entretanto,' redu-

zir nosso trabalho a apenas uma intagraqao,. por considaraqoes de si-

metrlia. Da Fig. 2=19, vemos que, X

a cada faixa elementar na porgao -
g

positiva do eixo dos x, correspep

de uma simetrica na porgao negati .

va, pols © plano ¢ tambem infini~

to na diregao x. Assim as compo-

nentes dos campos elementares, pag . =

. 3"
ralelas a0 eixo dos Xy se cancelam - . .
duas a duas. So contribuem por- ' o Fige 319

tanto, para 6 campo, as co:nponentes normais ao plano. 0 campo iresul
tante sera norial ao plano. o0 problama podora ser resolvido esca-
larmente, com apenas uma Intograqs,o. .0 modulo do canpo elementa.r 8g
__ *d éntdo dada post



o dx .
aE =, " . COSG ..

TE, \/;Z'P—zz

' | _—____“__‘_*_"—_"“-—-—-
Utinzaramos 6 como variavel de 1ntegraqao, ‘fazendo as aubatd.tniqoos:

. _ P . 548
‘e=ztg o 0 .‘dx-g;-:',so‘o;. ,9'_d9"'_l e ;

.. cosz, e

. - :
_ :Z+,zz--.! r = .
. . cos®

_lavando 8stes valores na expressac de dBj vem:

L+

aE = - 40

Integrando em e, dosdo - Ié’- ate +_"Izr' ',_v:l_ri jiara":iqi,q:'.alge'bricof © 4o

'. campo eletricox

E &8 o =, ' . - - (2=18)
Cozeg el o oo

Vemos assim que © camplo criado por uma‘distr_ibuiqao ﬁlm;a. 1n.f1n.'¢_.ﬁa da

cargas e, em todo O ©5pagos constante e normal ag planc das cargas.:.

2= 10. Campo ¢riado popr uma espira ¢circular, com densidade liﬁeg
as A_co m_po o- ey eixo. '73-'-50 imediatamep

te da Fig. 2-20 que as. componentes dos campos elomentares, paralalas
W plano da espiray .se,cancelam duas & duqs_. Portanto so darao con=

tribuicao positiva as .componentes dos .ga.ﬁ:p_oh elementares, norzais ao



.'plalno de espiraj eo c_a;mpo total seria“ \

!

Adl | ; AR 4\ 2
- B = L — : ‘co8 0= I '
o Came (ef+R®) T J ave (z?-+33)./

[ 0

r

isto e, © campo num ponto do eixo .
da espira e normal ao plano da eg

pira, o seu valor algobrioo o da=-

‘do pors

Ty - v (2429)
a7ve, (324-32)3/:2--.; _ )

.onda q= ana o a carga’ totaJ.

da espira. ' o _ .
2 - 1ll. o de um disco circul densidade superficial de can-
o _gonstante onto_do . Tomando como elemento de még,

gragao uma espira elementar de la.rgura dr (Fig. Z-Zl), vemos do (2419)
tque O campo elementar sera dado.

pors - :
dq z

&= : , _
476, (zz+r2)?/a‘ e E_ - -
ondes '_ _
" dgm 0. 27rdr. n.é,i-’iz

- Integrando em 2 ..363‘,1‘..:9 :pte' -R:, vems
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56 ) ) - ¥, FLI W

R R, T ‘ — gy
[ o 2wr drsU 2 oz J‘ r dr oz 1
BEY " 2¢ 2" ‘: )
.. Jp 4-;red,ﬂ(z2+rz)3/2 °Jg (zz-t_z_r.%)yz Ztol 2S+ ¢
o3 1 ,
B — -— . A— '

26, ’T’?
ou aindat
. | e Eq ' . S,

B =
T 2wey ‘B2 |’| /28 +RZ

---/’ T (e20)

‘opde q =% RE G 6 a carga contida ho disco. O cHiipo n6 e1xsdo d4s

co‘ , evidentemente, normal ao f,ulgno do disco.

2 = 12.° Campo de uma distribui oe {rica supe ' m
gengidggg g _constante, Centremos ° referencial no ponto 0, 0 tome-"
mos para elemento de integraqao_u_.ma _- ’l

espira, sendo seu plano nprmal a0
elxo dos Xj seja Yy © ralo da espira -
(Pig. 2-22). Entao, de (2=19), tem

-so para o modulo do. campo alemontar:

. d z-l .
2.2 — q l_ S
R S

onde dq =gds=0.27R dx. Por simplicidada de notaqao, USATenos
epenag 2, querendo representar lzl  neste paragraro e.nd seguinte, -

2-13. 0 modulo 40 CAmpO ViTa ‘dadé, ‘entao, pors



S
R¢ z
E o e J ; _ dx .
2.‘0 =R (za + 12)3/2

Det X ® r=2z, vems dx = = dz. Integrando por partes em z, e gubs-

tituindo o8 limites de integragad em X pelescorrespondentes em . 8.

vem$ =R
, RO‘J zdz .
B = -E;- - X -
©  /RC -1+ 2:33/&
PR '
Re | 1 - : z '
v | = ABerfer - ' .

2% L= . r/ﬁ Z_ x4 2rs B
‘2wRe &R . o
me—— =, logot

47 €5 2
Es= . 4 -"." l' >R. _ ‘(2‘21)
4re, v rFooo : -

_ . Ow)tdb&;ido- Nt ¢ , . v
onde ¢ = 41rRao‘ L I carggm-nn'-—fuporrfcio osferica. Isto o.’

0 campo num ponto exterior a distridbuigao tem o mesmo valor que te-

ria se t0da a oarga estivesse 'localizada no ‘centro &a esfera.

De maneira analoga, demonstra=-se que o campo criado
Por uma distribuigao superficial esferica do-_pgrga_;g“_o'. nulo no sey
datexdors

Eu0y, TF<Ro (2-22)

-

67
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, - 13 o criado por uma dfgtribulcao esfer! e car o

degsidade volume'trica.- 2 constante.

. ﬁw - Integremos sobre camadas esfericas, utilizando os rg
' qultados (2-21) e (2-22) do problema
sterior. A contribuiqdc ‘pira & cem®

go da camada elementar de ralo £ &

axpossura d¢, num ponto.P.. exterior a
.1; (Fiz- 2=23), sara.: ‘

dq oy

dE = . S
- > ! : Fige 323

41re r

onde T ea distancia do ponto “ad centro da esfera, e dq = 47 Rz dR P

. ca.rga da camada’ elementar.

- ww-. . 8e © ponto P e sxterior. a esfera. (r>R), _taremod

' R - + R
2 l'_-3
B'J 4T h dlp' AT p - Q_.

. y -1Ogot
o 41:'39* e dve, r"'-_: _'.’-3‘

- -

- 4
E

n oy

) r > R,y ' (2"23)
47 ¢, & .

tnds q = 4/3#339_ e' a 'ca.rgg totai contida na esfera. Isto.e‘, 8_‘_6@“

0 criado por uma distriduicao esferica de cargas de densidade cons-
tate 6 0 mesmo qué se ‘toda a carga estivesse concentrada no ceniro
dosstera ,~se° & ponto P ¢ ‘externo.

Se o ponto P & intorior & 'estern (r < R), entdo va-



&9

gey por (2-22)y que as camadas exteriores a P nao contribuem para O

Icampol o campo em:P gera dado entao pori

arif agp . P r?
2" ¢ 12 3

’
0 ar S b

15t0 &y © campo num ponto interior & diptribuiq.go ¢ diretamente pro
- poroional a.- sua dis'l;anoia a0 ocentros '

ol
—f Pr r ST
3€, T Co ‘e

2% Processo = Integremos sabro'diaoos,.'circularop‘(ri'g.; Z-ZA?. atild
gzando o resultado (2-20_). Temwss - - .

imsdiatamentss
dq

4 o
l = » !
Zreoya n/zz-i? :

onde dq =1rrzp dx e a carga cop

g =

tida no disco elementarj vira por

tanto para ° valor do campo externos Flge 24
: _ : O / .
B = —’;— J 1 - ax o

Mas x = r =1z, donde dx.%: 7 dz. Tomando z oomo 'varia'_vol de Iintegra-
¢@0, o. substituindo os limites para.x pelos: correspondentes valores
para x,.a integral ti_oa(



. p J S .maz . P .[
. E= —— - — - - : dze.
'zeo +R - rz 4'21"2 . a§° ) 4R

Integrando por partes, a 1% integral das

zdz “ z — v 1 : o3/2.
— .=l - VRE - 18 torg m; e (B,z--rztaz_) -
o valor do campo externo sera entaos
' e T
z — N - Ce ! ) . . .
g = -ﬁ- - '/ga -rz +2rz ] - f— [——z-,_(Rz- i'z.-l- Zrl,)yz] -
. 2€ € e : _
%o . 4R, o =3r : r-{-R
Y. 2.4 I
[] —— - 5 logot
:-+m 3 e rz 4avey T
. q T
Eas —— -“‘ T E >Ry
- ave, 1'z

onde q & ainda a carga total contida na esfei'i;

Para © calculo do 'campo interno devemos considerar se
camadas a esquerda. &o ponto (reo~-

paradamente ©0s campos criados pelas
2+25)

{120.I) e pelas camadas & direita &o ponto (regiao II) (Fig.

0 ‘mdulo de EJ.’ campo criade pola regiao I, saras

Zeoj_n ( ./,'2+—,“> ax
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'~ Mag dx & - dz e yz=Rz- (r-z)z
- (Fig. 2-26)y & teremos uma integral

exatamente do tipo da anterior, ago

Ta entre os .'l;.imit"ag_g_'_-_[-_n e 0. Pore’

tantos ! . :
E-l-'—[ o/ﬁ-a-z} +2rz:-
b . - 0
Y RerRe ¥ ]l -
i —— -z =
[ ’ 2 . \
. ‘31- ' B"‘r

2 [‘R"r)zﬂ (R2-:2)%/2. (R+2)> {I

S SR
- 0.modulo de E, seras

e e AR AR R

"

Fise 07 " Mas x = xi?v'z- ° portanto dx = dzj por
outro lado, y‘a = Ra - (.'r-l-z)z (Fig. 2-27)y ¢ a nossa intogral en 2,

entro 08 limites O 6 R=T, ‘sera entaoz




[

Repy

-2 a_____‘%aﬁ‘zrrzw 21,3)3/2
By = or— [z'*- = 3.:-»?--2:.-....: +* =
2" 2¢ ~Jo L . 3;:.2 | =3

-

2 —— -
2

L 2eg T 3p8 3%

P [ (R~ r) & ) £a?--r-2>3/":] |
o A N .

pinalmente o valor daicampo, interno serai

E‘EI-EZ‘#_—Q—?’. :_Logo:_.
o 2e, 3

3 IT- F ~ :
3.:0_ r

que coincide com (2-34)_0 o S

P;:oplem_a_g propostog
, ____________'___m___—_hh

2=l. = Calcyle o .eampo eriado pun ponto qualquer do espag¢o por wma’
distribuiqao plana infinita de cargag, de densidado superfi-
clal constante o 1gual & 0y integrando- sdbre espirds circula=-
reg.

‘. LY
[P ———— ________-_-—

€2« . Calcule o campo criado por “uma espira qnadra‘da, de lado'R) Bo;n

densidade linea.r de gargas A constante, om um ponto de seu
eixq, - | |

3.  Demonstre que o campo criado por uma distribuigao superficial
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_ cilfndrica .‘Ln.finita de cargas, com densidado snperricial -cons=
tante Ty de raio Ry ¢ dado pors |

E*. z.“' | ‘rl . L . n | !

i B eSssesaaay - S . . r > , -
erer = 7 o (2-25)
E=0, T< R {2-26)

onde A= 27Ro ¢ a oarga por unidade de oompr.‘..mentb, 0 T a
distanola do eixo do oilindro ao ponto considerado.

2=4. Demonstre que o campo ariade por uma distribuigao volumetrica
adl{ndrion infinita de cargas, com dansidade volumetrica gons=
tante ) de raio Ry ¢ dado port

B W om——— -, r >R ' (2-27)
: Ztrtor-;_l'- ’ ' : S o
I-c- pT | E‘* - ‘
E oo = TCRy - (2-28)

ey, T ' :

onde As vy R.?'P ¢ oarga por unidade de “comprimento, «r &
distanoia do eixo do ollindro ao ponto considerado. '

2=8¢ Unm oilindro ocdroular roto de ralo R.e altura A gonten uma dis=
tribuigao upnoial do oargas com densidade p congtante no
seu interlory rou dele p =0, Datormine o oa.mpo eletrico

- em todos o8 pontos 4o elxo 4o o.tiind.ro.

2-6. Dotom.‘.no a !orqa que 8¢ exerce,por unidade dc comprimento,on=
tre 2 fios .tnﬂ.nitou paralolos,a uma distineia do 20 om, sdbre
Ol quals oxuten duﬁr!.bu.lqou unl.tprnu de CATEA} com denslds

- ——
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2=7. Um cilindro ecircular reto de..-raio Re altura Ae or:lentado ao
~*longo do eixd' 6o z. No seu Ants i‘ér ’hal una distribuigao volu=
metrica de cargas de densidade dada por p = Pot pz, en rela=
(88=! qao a uma origen “tomada no centro dor ¢111ndro. Encontre a fore

¢a que atua sobre uma carga q- colocada no eentro do cilindro
5T (R.M.). | |

2-8. (a) Mostre que & f5rqa que atua sGbre um dipolo de momento 3"

colocado'huni Iganpo 4816t §6" extarne E'r &P E 3 (Y *mos‘bro gt
JE00%0 INGHEREY 'gtuando gobye 9 difole e sts - campo e
ﬁ- — —lp o ot -é’- — e

=ra(pn.- V) s * P AE
. 1 ..

- < 1 v - - O o — .
onde (5’-?) E = (pxgaf?-iipy:y“' p, —‘-i-:b)E seT e a'dis-

tancia vetorial ao dipolo,.de ponto em- torno do qual o momanto a____
. medido. A quantidade p A Ee’ que e"independente do ponto en |
torno do qual o momento e calculado, e chamada momento de rota= -

80 U U EODID elgigelo KR.M&> e

e

B T
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~ CAPfTULO 3

IEOREMA DE GAUSS  ~.__
3= 1. Eropriedades de simotria do osmmpo olétrico. - Fo odloule’
- direte do ocampo olitrico, ocorre sempre & quostao da escolha da Y&
riavel de integragaoj ocomo & escolha pode ser varia, ora . Pecalndog-
sobre un angulo, ora sobre una distanoit, podera 0. mesmo problama
lor resolvido por dlferentes processos, uns mail simples, } outros
; oaminho |

mals simples a seguir. Sondo 0 campo eletrico um vetor, devenoas

nnis elaborados. oxporieneia indicara, em cadsa ocaso, 0

on goral Integrar separadamente suas 3 componentes, a menos que se
 possa conhscer & priori a diregao 4o campo, por raéiocfnioq de si-
metria. -Bases raclocinios decorrem da propria-definigao do campo,
° oonduzenti torﬁulagao de propriedades de sizetria, que enumerarg
mos & seguirs '
| 12%) 0 valor do campo eldtrico, num ponto de um plano de
simetria para as cargas, 6 um vetor contido neste plano. ﬁ o Que
ocorrc, por exemplo, nos pontos do plano mediador do segmento quo

1iga’duas bargas puntiformes e igusis (Fig. 3-1). .

.28 o valor do campo elotrico, num ponto da reta ds in=
tersegao de dois planos de simetria para as cargas,-¢ um vetor cop
tido nesta.reta. ¥ o que ocorre, por exemplo, na intersegao de .2



g6

_ planos de simetria de um conjunto de ' |
_ .4 cargas lguais, dispostas nos

Fige =1

. ’ . ‘ ' . ’ I .
.*vortices de um quadrado '. .,(!F.‘Lg. F=2) e

<]
T

»~

';""i _'

Vv

Flge 3o

3-) 0 campo eletrico e seupre aimatr.lco e relagao a um
| plano do sizetria das cargas (Fig. 3-3). |

Fige 33
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En caso de simetria esferica paTa & distribuigdo de car-
gas, isto 5, quando a densidade de cargas ¢ da forma p= r(?)e tem,
portanto, valor constante ssbre‘qualquer superr{cie esferica _ de
ralo Ty centrada na origem (Fige. 3-4). tOdo plano paaaando pela o- '
rigenm @ um plano de simetria da
distribuicao. Tendo a interse=-

¢ao de 2 (quaisquer) désses plg
nos a diregac radial, o  campe

eletrico sera tambem radial.

- Em cas0 de simetria of - N
1{ndrica para a distrivuigao de |

cargas, 1sto @, quando a densi~ .

dade de cargas ¢ da rormafw~1>'-.' - - - = Cor e

-, : ,
= £f(r) e tem, portanto, valor

. . -~ ' ' .
constante sobre qualquer super=- . ;ET:S 3
L an - e
flcie cilindrica infinita de - ; |
valo T, com 6ixo no eixo dos E . . Mleeds ??“

(Fig. 3-5), to@o -plano que contem o eixo, ou normal a éle, ¢ um .
plano de simetria da distribuiqao. .4331& sendo, o—campo_teri, ain

.da neste caso, diregao radial.

. . » l : .

fsses racloc{nios de siumetria, que Ja nos auxiliaram =no
~caleulo direto do_oampo_elftrico.'terid ainda maior utilidade - no
7 e;lculo.dOjoampo por un'novb nifodo.-do.qup_tratgremos a gegulr.

3 = 2., Jeorepa do Gauss.; BeJa Bmcempo s19trice By qualques,
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definido numa certa. regiao d:a .espago, €. seja, nesta reglao, um ele
_mento de superr.{cie ds tomado sobre.uma .superficie qualquer s. .. Se
orientarmos ésse elemento de acorde -com a. sua normal, atrihuindobgl
nsls positivo e negativo assuas duas races (Fig. 3-5)a entao da meg

1 ]

ga paneira estara orientada toda

ds Fkhe

a superticie s. Definindo o ve= - ... . - . ~
" tors | : - L feee ”‘“'“@ faee positive

.; qﬁ&ntidade (IFig; }3-_-7')3 L - R _ oo |
iﬂ??- 4 =
=EeX ds = -
& E 'cog'e“as ,
° ng; o do campo eletrico
P R

a quantidades

$ .= J B cos0 ds .. o -_-(3'?7.2.

-0 taorema de Gauss rerere-se ao valor do 1’, quando calculadod atra=

| vés de uma superf.{cio fechada.

Vamos inicialmente demonstra=10 e enuncﬁ-lo no caso par
tleular do campo eletrico criado por uma carga puntiforme, tomando

& Origem do sintema do refarencia na posiqao da carza. Depois gen@_
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raliéaremos o resultado para uma.;di_atribui.ga'o qualquer de' cargas-.
Do (2-9) & (3~1), vemos que © B
fluxo do campo criado pela .
carga q, atraves da superficis

elemontar 48y sera (Fige3=8)1

. T
dpm—— — Tg =
ATEy, 5
q 1
= — dsr *
are, o2
- .. Fige 3-8
'sendo ds; = ds cos® = 1‘. .35 a projet;ao do olomento ds sobro ‘um

i plano normal a diret;ao de r.

. Masy por definiqao, ds e um elemento de superr.{cio B de

. m esfera de raio Ty centrada em (. -.I.Ogo: .

ds cos ©

ds, = = aQ y . pois afl =
. S -

e dQL ¢ o ﬁngulo solido do qual se 73, da posiq&'o da carga qy & ;5
ce negativa da superf.{cio ds. Convencionamos, neste casoy, que . ©

" angulo sdlido AN 6 positive. -t

Tem-se, entao, para o fluxo elementar:

; | q
dp = = d&Q,
4ve, o

e ‘para é_,rluxo total at:'rav,e'_s do 83
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¢ = —j . T TG

Se s & uma superffcie fechada, hd 2 casos a consida*ars'

12 caso: a carga’ q o exterior a suporrfcie. ‘

Neste caso, o angnlo solido
dl fura a superffcie 8 em um numero !
par de elementos de superffcie (Fig..
3-9). Orientando a normal- sempre de
dentro para fora da supefrféie, vemos
-que. 0s angulos s611d0s assim determie,
nados ssrao 1guais, mas de sinais cqnf
trarios .2.a 2. Enpﬁgugq,épteggalg )

| T Yy

| J Q@ - L r,-'ri'a.s-a o

os angulos solidos se cancelarao 2 a 2. [ de (3-2) vem para o va-

,lor do rluxo atravos de 83 ‘

b =0 (3-3)

22 cagos ,ﬁ.carga q 6 interior a supert{cie,

Neste caso, ha uma correspondencia biunfvoca entre os e=-
1emantos de 3 e o3 de uma superrfbie esforica envolvendo -q (Fig.
-3-10&). o asaim o angulo solido correspondente as 'Y lgual a0 angn

110 lolido oorrespondonto a osrora, 1sto os



- T | LT

al %4#02

Se a superticie £or reversa kF;g.3r10b)f'

vale 0 mesmo resultado, desds Que_se fa=
¢a & correspon&gncia entre cada-elemento

| da superffcie esrérica e 0 Engulo 3511d9

. determinado pela 18 intersegao com a su~ -

perticie reversaj os outrog gngulos 3611

dos se cancelam 2 g 2,

Neste caso, de (3-2), vem para

© valor do fluxos . o (e )
‘ q : q - ::-_;aqt-j;'“ = E
¢ = ‘4T B e ] (H) Fige 319
are, - A SR PR N ‘

Isto e, (3-3) e (3-4) mostranm que para uma carga puntiforme, °
fluxo do campo eletrico que "gai™ (dizemos 'sai“ quando n e orien~
tada para fora; "entra", em caso contrario) de umé superrfbie fo=.
chada e nulo se & carga estiver fora, e dgual a'it' 890 a carga es=

tiver no interior da superffbie.
Bste ¢ o teorema de Gauss para uma-carga puntiforme q.

Para uma distribniqao qualquer de eargas, seja ola coLi=
tinua ou discreta, tempso ainda para ° £1uxo que sal de s T (Fige
3-11)s -

o [ wa

i
1 T
8
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como o campo total 5, pelo princfpio
de superposigac, igual a soéma dos .

- campos criados pelas cargas, temoss

| - = -t -l- ) .-O' F;‘.m'..
#II(EEi).-daij-z(ﬂitlds)ll!.]‘ni !l!ﬂt_,

- onde E; 1 0 campo criado pela carga'qia Aplioando_(B-B) e (3~4),

- yem .
' Unt

¢=z—=
, €
kint o (v

onde Qnt e a carga total interna a superffqie 8.

Entdo na sua forma mais geral, o teorema de Gauss e g

nuncias

o G
€ ' . .

0 teqrema de Gauss e util no cilpnlo do campo eletrico
enm certos tipos de problemas em que a disgribuiqﬁo de cargas a-
presenta propriedades de simetria. Quand;.se pudef,_a priori, a--
firmer que o modulo do campo eletrico e constante sobre uma supex ,
'r{cie féchada, o que tem diregao normal a ela em toda a sua extqn .
aao, o teorema de Gauss pemitira calcular, de modo simples, °
campo sobre essa superricie. . Da aplioaqao do teorema, neste caso, .

roaultara:
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.? IJ’ 'ds -JE-QSBEIds .Eﬂg-———“

c0
) s 8 ' B ‘ " .
isto o” -r LT .-“> : .
| ' Unt : )
5= o o + {3-54).
t-‘o 8 |

Ja no caso do fio de comprimento finito (p;régrdfo 2-8),
por exemplo, o teorema de Gauss nao e aplicével para @sse calcu-
10, mesmo que Se escolha para superficie de Gauss uma superficie
de nfvel; polis, embora sobre ela © canpo eletrico seja seﬁpre noxr
maly Seu moduly varia. Entretanto, poderemos ainda aplicar. esse .
petodo 8e, na parte da superf{cie em que.o modulo do campo 1Pr1a._

" ele £Or tangencial a supert{cie.

- Ve jamos qlguna exemplogs.

'3 =~ 3. -Campo de uma carga puntiforme. . Havendo simetria esférica,
0 campo é radial e constante em modulo gabro-Pma-suﬁertfcie esfa~
rica de raio r qualquer, com cene '

tro na carga q (Fig. 3~12). Neste

‘caso, 8 = 47r%, & (3-5') dard ing ‘Exf’

‘ . | : s

diatamentes ( N \
- q \¢* . 7
B= 2! ==
L amey T e
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resultado que confirma (2-9).

3 = 4. Campo de uma distribuicao plana infinita, de dengidade su-
e i e_cargag o cO 0. , Como toQoi 08 planos homis.

- de s!.metria para a distribuiqao, copq -

" Como a distribuigao apresenta simee= Z

a0 plano da distribuicao sao planos

N

2N

7

clui-se que 0 campo em todo 0 espa=::

¢o 6 normal ao plano dado (Fig.3;13).

\_.\

~

tria de translagao, conclui-gse gque P

&

o campo elétrico e constante ao lop

go de planos paralelog ao plano da=-

', do. Como, finalmente, o plano dado -, : Fige 3-13

| e' éle proprio um plano de simetria da distribuigao, conclni-'%:e que

¢ campo e simetrico em relat;ao a ele.

Podemos, entao, tomar. para superrio.to do Gauu um ¢iline

dro normal ao plano, cujas basea sao

paralelas &0 plano e simgtricas enm

relagao a ele. O fluxo que sai dasy / ke / \
.1‘& ’ §re
) perricie cilindrica. e ilgual (Fig. ';,_ -
%-14) a soma do fluxo que sai de sua. ‘ } n
KA e | ol ¢
superrfo.to lateral e do q,ne su. du . N *1

=g+ P

. Plae 30

Hu, &0 longo da supert{cie h.toral. 3 1 porpendioular a n. do que

L— o R

. R —_—e J—

t.
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ST e PRIV UEAR T

o Y _,_H_\_l
2] E-nds =0,
N

= 2Eg.

Pelo teorema de Gausg (3-5)y o fluxo & iguél;i carga oy
tida no ¢ilindro (nq C&80,y ‘os ) dividida. por ;coz'-i‘

2B m—y
. ' co -'
Logos -
R : o
,-E i IR ——
— e . e .2¢. - ’,
AL A

resultado que confirma (2-18)e



3 - 5. Campo de uma distribuicao esgér;gg de cargas, de densidade
vo g o . Como o problema apresenta simetria €3

ferica, sabemos que, em todos os pontos do espaqo, 0 campo sera b
dlal e constante sdbre superficies es- ' |
fericas com centro no centro ds distrl

buigao. Estag serao » portanto, ag , 8U= .
'perffciea gausslanas convenienteg . ao;

. Problena.

a) Para pontos externos. Fagamos pag
Sar por Pe unma superticie esferica de - e Flge 35
ralo r (Pig. 3-15); o 't;eorem_;l;__de Gauss (3-5) nos dds .~

.. . . . ‘ q

onde q = % L] 33 9 ¢ a carga total contida na eafora.‘

. Portanto:

. . E ..- __-_-; ) . r' > R‘-’ B

R

que confirma (2-23).

b) Para pontos internos. Faqamos passm.i ﬁor P!. uma auperffcio eg
'terica de raio Ty (Fig. 3-15); - taoroma de Gauss (3-5) nos dat.

1 B} °
Portantos o ~
. e P@
B.# =y ..pdRy .

3%



que confirma (2-24).

3 = 6. Ainda como aplicaqao do teorema de Gauss, demonstremoa que

COnaidefemoa um pequeno ci-.
lindro de base As e .altura Ah .nor= -
mal a superrfcia, com bazes de cada
© lado dela, e seja Ah um .m.rinitesimo
" de ordem superlor a As. Orleatemos -

a normal & superticie s conforme ind{ " -
cado na Fig. 3-16. Ca:lculomos 0 flg-*

xo0 do, ca.npo olotrioo atraves dog c.i.lin o

“dro: s * Fige 326

. .'.'fi';. T as }jfi':‘.--_crﬁ‘}“as:-f«p,_.

onde ¢I. © 0 fluxo atraves da superficie lateral do cilindro. CO-'
wo Ah 6 um infinitdsimo de ordem superior alds, ¢L e desprez,‘[
vel em’ face dos outros dois termos; como ainda as bases do c¢ilin -
'dro sao bastante pequenas, podemos considerar que o campo ¢ cong =
tante ao longod de cs,da una‘delass'e que o ¢ constante em A s.

0 tlnxo quo gal do ‘eilindre sera entao:

".? ,,.nfds E jq--(x-x)-d--As As.
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- Aplicando © teorema de Gauss (3-5)1

AER. 6_. 'P""""" s

. L3
:
L
&t
€
, {
.
LT3 .

3 « 1o " Caloule, pelo teorema de G(u-i;. 'dléiﬁpb oriedo pori |

a) -'\_m fio retl.lfnno-_in:iﬁ;ﬂﬁ_.'oog densidade 'J.;_.n_u;-' de oap

~ gas A corstante. o | | | |

D) uma superf{ofe esférion, oom -doné.‘ld_ade superfiol.el.-‘ deo
~oargas < oonstante, - D |

' o)' uma aupe:tiqia eil!ndrioa'ihriaita.‘con~denaidade‘;gu.
- perfiolel de cargas o oonstante. o

~d) uma dlstrivuiedo volundtries otif{ndrisa infinita, cea
- densidade volumdtrioa do oargas p .ocastante.

_?_,!-.é-‘;.qﬁleule © oampo oriado em tode © eapago pela distribuiqde
, 48 eargas eaférleanente aindtrica representada Bs figura
Ju19s - o Sahetih

Flgs 317 °



3.

3-4

.50'.
: qao de cargaa oillndricamante simotrica, cuja secqao trang

79

3 = 3, Dada uma distribuicao esferica de cargas, na qual a densi-

dade ¢ uma fungao de r, provar que o campo em qualquer pog
to e o que seria obtido imaginando uma esfera passando pe-
lo ponto, com centro na origem, estando toda & carga 1nte-
‘rior.a ©ssa esfera localizada no sgeu centro, 9 sendo remow
vida tdda carga oxterior & esfera. (S.F g

0 campo elétrico da atmosferg na Superrfcie da terra ¢ ap~-

' Proximadamente 200 V/m, dirigido verticalmente para baixo,
4 1500 m acima da superricie, 0 campo eletrico da atmosro-
ra 6 apenas 20 V/m, tamben dirigido para baixo. :- Qual ¢ a
'-densidade meédia do cargas na atmosfera. abaixo de 1500 &’ o7
" B4 nela predominantementa Ibns ‘Positivos ou negativos ?

(R.M.)
Calcule o campo eriado en todd © espago por uma distribui-

vorsal pode ger representada pela Fig. 3-17.
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 CapfTUL0. 4.

OTENCIAL ELETROSTATICO

4-1. Co ore o] 05, Ate' © presente momento, restringf |
gos © estudo da Eletrostatica a0 das cargas, sem nos preocuparmos
com 0S8 corpos em que elas se sltuam. Ras situac;oes fisicas reals,
entretanto, essas cargas nao estao suspensas no espago vazloy sim |
colocadas em melos matariais. - Por ora classificaremos ésses meiocs .
em dois grandes gruposz o dosI condutores e o dos- -1solantes, baseag.
do essa classificagao no seu comportamento relativo as cargas ele=-
tricas neles colocadas. Nos condutores, as cargas se moven rapidg,
zente e 10go adquirenm posigao de equil.fbrio; nos isola.ntes, as cap
gas se movem com diriculdade © podem neles conservar-se durante um

longo tempo (como no ambar, por exemplo).

. Esta classificagao nao _e' rgida; pois na realidade todo
¢orpo material apresenta ambas as ﬁropriedade‘sf assim, em vez de
condutores e l1solantes, devemos dizer de preferé‘ncia "bong" e "maus"
cohdutores e 1solantes. Na regiEo ﬁtermediiria entre os bons cop
dutores e os bons isolantes situam-se 0s_maus condutores (que tam~-

bem sao- maus isolantes).

] O problema de zradat;ao da condutibilidade, alias ’ Y irre .
'hnnto em Elotrostat.toa, onde 8¢ ten .‘l.ntorouo a aituagao ea que .
/l—h. __-_-_'___—“————-——___._______________“‘_____________-———-—'_ _— —



as cargas 1& 86 encontram enm equilfbrIO, pouco ;mportandq a malor o
menor dificuldade que existiu para que esse equilfbrio £sse atinga-'
do. Trabalha-se em Eletrostatica com condutores ideals, nos quais
~a carga atinge instantancamente sua posigao de equilfbrio; mesmo um
bom isolante, pore'ﬂ_lu poderda ser considerado un'g;hdutor idealy wuma -
.ves atingida a situagao de equilfbrio. Alias, nao existem na Natye
.reza condutores 1déais; nem mesmo o 8ao ouro e Platina, em que as
' cargas podem mover=-se atd a0 equilf{brio em interva;os_de tempo ex- .
traordiniriamente pequenos. Os malhbroqﬁpoﬁdhtoros 880, de modo F&)
‘rai,os_petgis. - o '
0 cémportamento dos_condutqrés e dos isolantes ¢ perfeityg
mente explicado pelas teorias modernas. Sendo a materia constituf-’
‘da de atomos, com nucleos positives e eldtrons negativos,.a carga .
total dos corpos é nula em geral. Poda‘acqntecer que Os'qléirqnssg
“jam tao ligados aos E%bmos, que nunca-saiam-de uma regiio proxima a .
‘posigao de equilfbrio, nio podendo, portanto, mover-se livremente no
interlor do material. Materiais d8sse’ tipo s3o os isolantes, ¢ mals
ainda os dielétricos, cujos itﬁmos podem polarizar-se » Ja nos ng
tais (condutoresj, a maioria dos eléetrons mantém-se presos aos ﬁto-_
1“03: porem alguns deles 580 livres, com a posgibilidade de mover-se
atraves do meio, sofrendo ainda ag aqoes dos.nucleos, embora insuf]l
clentes para prenda-los aos atomos., Assim, se um campo eletrico a-
.tua aum condutor, os eletrons livres movem-se em sentido oposto ao
do campo (os {ons pOsitivos de solnqoes elatrolfticas - que tamben
'aao_condutorqp = mOovem-5@ no sentido_do,campo), O que ja se eviden=
ci-a em {(2=4). De fato, o sentido da forga eletrica (igual ou con -
trdrio ao do campo gédggymgggygpuﬁ;sabra.pggingrgg‘45,6 £ixado pelo
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Por definigao, & situacao de eguilfpgio num condutog*é a=
3ingdda guando o campo eletrico ¢ nulo no geu interior; - 'porque,ew

_ xistindo eletrons livres, se houvesse £orga elétrica em algum ponto

sinal (positivo ou negativo).de q.

do condutor, 6sses olotrons se moveriam #0b & agao dessa forgay’ o
deixaria de existir equil:fbr.to. |

Vale aqui uma observagao importante. Temos desde o infe
-010 do curso admitido um princ{pio que ¢ fundamental no Eletromag=-
netismo e que nao foi enunciado explicitamente: "qualquer que seja -
o melo material considerado, as agoes eletricas e magnéticas, em.
presenga d8sse melo,ficam inteiramente determinadas quepdo se  co-
nhecem as distribuigdes de cargas e de correntes nésse meio,{a oos
campos eletrico e ma'gne'tico (-ﬁhe 33 S80 03 °MESMOS que Se "-. essas
distriﬁuiqSed estivessem no vacuo®. Isto 6, o fato de haver mate -i

rla nao tem influencia sobre as agoes eldtricas e magneticas, 'qﬁe

80 dependem das cargas existentes, desde e Jlevem em ¢o era~-
L _a F)
¢go todag as cargas e correnteg, JIncluindo as intra-stomicag. A cop

firmagao deste princ{pio estd no fato experimental de que a forga
que atua sobre a carga elétrica, qualquer que seja o meio material

en que ela se situa, e realmente a forga de Lorentz, dada por (1-1).

Dentro de um condutor em equil{brio a carga'é nula, isto;

5,'t$da carga eletrica nao neutralizada esta situada na superffcie
do condutor. De fato, apliquembs o teorema de Gauss a uma superff-
:cie fechada quaiquer no interior de um ddndﬁfof carregado,”sajai-’a
“essa supdrficle (Fig. 4-1).° O fluxo do campo elétrico atraves ds & -

P - L. - A
@ igual & carga contida’'no gsew interior,dividida por €,3
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:campo no interior de um condun - .

© 83

Masg:

 Flge 4a)

- .
‘P j B:ds = Oy pols E =0 " P
_no interior do condutor, Portanto’ qint = 0, qualquer que seja a su=

parrfbie 8 considerada._.Lm_;

Calculemos agora o valor do campo eletrico nuz ponto ex=-.
terlor ao condutor, muito prqzimo do sua superrfhio. +(?1¢. 4-2). .

A T

‘De acordo com (3-6) temos:

Byy ~E_ = — .

Qra,_E_n e nulo, por ser nulo ¢

tor. Por outro lado, o campo

Fige 4=2

elétrico em P, nao pode ter cog
ponente tangencial, porque, como veremos a seguir (paragrafo 4-4),"
a superf{cie de um condutor ¢ sempre uma suporrfcie de nivel. Por-
tanto o campo eletrico num ponto muitg pgoximo a_superticie do con~

dutor, e externo a 6le, ¢ dado pors"
. e -, + : '

Sl o - - —_
3 B = — n, . (4=1)
.- T-. -I-“ ) ... ] c

o .

Ogdo o6 a donsidade;superficial de cargas no ponto considorado,“ ®

Ef'a.nprmal a superrfgio do condutoé. para fora, tomada no ponto.
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. r

4 - 2, Pot ggiﬁl e;e;;ogtét;go. 0 conceito de potencial e impor-
tanfe,porqua nos val fornecsr mals um método para'égibulo;ég campo,
mais simples em geral do que o calculo direto, sendo o potencial u="
ma grandeza escalar; e também porque desempenha fungao essencial no -

couportamento de condutores e de pilhas eldtricas. '

Seja uma carga puntiforme -¢' que se desloca em presenga

de um campo de forgas qualquer. Dizemos gue Sste campo & "conserva-
1 0“-

. j;gje_tém. . 88 ¢ campo 5; conservative, -pt;demq,_a sempre dqfinir uma
© fungao escalar W (energia potencial) e mostrar que a farq;;da -¢ampo
- pode ser ovtida simplesmente , pe'llas derivada‘qj_da W, mediante a equg
. gaos | - | o
F=-graaw, (4=2).

" onde grad 6o operador diferencial - j;&' definido na'“péra'graité (2-6).
Demonstremos agora que '_mgmm;wm; g
tilizaremos, de infcio, um campo c¢oulombianc, e pépo:,p_._g.qne_;g;;zarg
| mos os resultados, aplicando o | o
princ{pio de superposigao. S,e:_-_.;
" Ja o campo coulombisno criado
.-pela carga q. O trabalho, por .
- unidade de carga, rlealizado e -'
las forgas de campo para des- "'.

locar a carga q' desde A ate By

_: ao longo da curva _[-' (Figid=3),.
. geray e -
' " IE_.' 4R 5 ; (4-})'
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.ondes q —t : _
— T —
r.Eegli = - e+ Qi =
- _ e r '
— 4T & T
) e T

- Logot

ek i ' :. ) i e _ ar .
A 1 = . -
L a3 47€q Jm 2

Qualquer que seja ] s © que aparece como variavel de integragao e a

distancia r do ponto ao centro. Isto 5. a-integraqio na verdade sg
' )

- ra felta desde T ate rpr © todos os. percursos possfveis,entro A e.

!B coaduzen ao mesmo rosultadoz

re . R
B ar,-[l]’n 1 1
. r < r " e TNTR
r LA
R Y e .

Istoué; na axprossab oﬁtida para o trabalhoi};.,___-
e f 1 .i

ive, \*a B

O (4~a)
nio sobrou vest{gio do percurso de integragao, e portanto o campe

‘coulomblano 6 conservativo.

¥
Se em vez de apenas una Carga ¢y tivermos varias cargas

criando o campo. oalculnromos uopnradanento as. contribuigops para



8 o
) grabalho devidas a cada carga§ sendo cada contribuigao independep
;g 40 PeTcurso, a soma delas - que da o'“'t‘ra%balho total - sera tambdm
mdapendente do percurso, e assim 6 campo total e ainda congervatie
(0. Se agora a distribuigao de cargas que gera O Campo nao ¢ dis~
etay @ 8im se estende oontlnua.ménte’l_; | | |
jor uma certa reglao R do espago, de-
rolumé vy entao o trabalho, por unidy.
‘d, de cargsy, realizado pelas farqas

4o campo para transportar uma . carga

desds © ponto &’ ate o ponto B seras
N ) ! .‘ “'_ ' .__. * ’

—fp » - J LI L . LY . _’,',, P - .
onde ' O vetor posigao do elemento de carga, p(r') a densidade -
' ds carga na posiq&'q do eleménto, e dv' o'voluma.ldo,- elemento, dado -

w coordenadas carteslanas por ax’ 'dy"dz' (Fig._'4-4_'). ,

‘Chamaremos diferenca de potencial entre A e B (V,=Vy)
i trabalbo, por unidade de carga, realizado pelas f_arqaa_ de- canm-
o para transportar uma dada cargs desde o ponto A até o ponto By

1ot0 o3

' u{"- V3= Tp I €0
Ichmando P a0 ponto A e Po a0 ponto 3, T ao_v,e_;gm,‘"ii e 5*0,._93,‘-0 j'i';?
% (4=5). @ (4=6) vems
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v ! 4‘-P(r')-:‘1"= Y S ¢ O X T
Vp = Vp, = — —_— . (47
RLAEREL 4ve, Jy. . |F=F1] = dwe, Jy lr "1"| “. )

26'1' oﬁ&o lado, ge ._(4.;3) ;"_(4-'6;). vems B

' | Po > —
'P“’Po 0 Bk

» 18%0 o (Fige 4=5)t B

" (4e8)

- 0 ponto P o escolhido arbitr&riamante; em particular, se tomarmos
P no infinito, e sa para T, -—roo o 22 termo do 2- membro - de

»(4-'7) se anular, entao. podemos impor que a constanto VP seJa rq

ta r_mla., e @eriniremos como m}_v_m)_ngml a exprossao:
| SRS S ’p(?") av'.. o
V= T {4=9)
P : S Aweg lr =T T
L
. Fige &5 ‘

Feste caso ainda. (4-8) dat . )

P ©
v -J‘ E.al -.J. S Eealy (4+10)

e assim o potencinl do ponto P sera definido como O trabalho, .por
unidade -de carga, roallzado palaa :rorqa.s de canpo para transportar
waa dada carge desde.o .__pqntq.,,I_', a,to._._;o'; Lnf;n_i_*;o, .mantendo-se £ixa &



B o
d;gtribuiqao de carga.s responsavel pelo campo. i

' Se as. cargas s distribuem cont.'muamente gobre uma su-
' perffcie 8y con densidada superficial o(r'). entao o pgtencial em
un ponto: qualquer do espaqo sara dado por:

_‘_’—(1“‘/
v > o(Ti) dst v ( ,
. = L — —-. o . (4=11). .
Cdwey, g IT-7|" ool

. Se as cargas se distribuem continuamente ssbré m eup
va [ » com densidade linea:r A(TT), entao o potano.‘Lal on um ponto
qualquer do espago. serd dado pos | ‘

L

VR v
-t 1

¥ P A a0 T
v.., .- Lo .-f “w, (1 )-.- - (4;;2)‘

4Tey! l -...;-sl‘f

..D. i

- Para uma carga q's
Ve qlv . L f (4.13)

¢ 0 trabalho realizado pelas £3r<;as de campo para transportar &
carga q! desdo o ponto P ate o Minito. ‘W ¢ a "ensrgla potencial
& ocarga q' no ponto P. on _presenga da diatribuigao fixa de cargas

tonsiderada.

De maneira geral, sempre que & distribuiqao de cargas .
ttradora do campo se estende” 4" uma rezih.o finite ¢o° 85pago) o - 2%
termo do 22 membro- ‘do-{4=7) 8¢ annl‘i pars " F, 0 y'e podenos o
W un ponto "no i.h.tinif.o _;pm or.tgam _qu _pqtox_;o{iais,‘ Qnu;dp, ’ “pow
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réﬁ, 4880 nao se di,'isto 5,'quando a distribuiqﬁo de cargas e in-
tinita, ent&o utilizamos (4-7) para o calculo do potencial no pon=

to Py o obtargmos,_dopois da 1ntegraq§o,-uma-oxpraaaio do tipos
i

Ve Y;E,-. £(x), = 'r(r,_;). (¢-14.

onde Veo valor do potencial em Py e Vo'o'talor do potencial en
Pb.- '

Sendo P, un ponto . arbitréfib,,‘podemos escolho~
lo de tal maneira que £(r,) = 0, e entao 1mpor'#b = 0.. ‘Neste caso,
(4-14) dara o valor do. bdténéial‘Ielotrostﬁt.‘l.&&'x;o‘ ponto P, em rela
gao a.origequo."

S 05 2 ! Ja vimog, de

(4=8)) eome ge pade galeula:' 8 pgtgneial; sendo 4ado o eampo elétry

08} Veremes agera eeme obier o campo elétrice a pariir 48 petemi&:{
Gonsideremcs a vardagdo sofrids pelo velor do  potenoial

quande se passa da Posiqée ¥ para |

8 posigae T + 'd?'(i'ig. 4-6):

&V = V(F+d7) = 7("5 s

o E) +

2!' dﬁg*uoﬂ
_'M ? El xé 7

"

- 7(?)) '
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18t015&

4z, (am15)

pols os infinitesimos de 2% ordem em diante sao desprez{velis. - De
(4-18) e da deflnigao ‘de gradiente” (2<11), vemos que & diferem;a

de poteucial entre douls puutus infislLanentie proxlmus, de xalos ve

tores Ter+dr respoctwamente, e dada pors .

L -—

B (4-16)

Vamos identificar {4=16) com a definigao de ‘diferenca )
de potencial expressa por (4-8). Da Fig. 4~7 . o de (45-&) vixa.

. L S
WF+TD-V(D) =aV = ~B-d8 = = E-dr.

Identificando.aste wesultadoicom G4416)r

Uv-ai = - E.ar (4-17)
isto 4z
— w—rp -
(VV + E):» dr = 0.
. Como dr © arbitrario, conclufmos: - Flae a7
—p ==
Erfw VV ) . (4‘18)

18to ¢, as componentes do campo elétrico,.em’ termosﬁ'iiza\:ﬁ}xiqad po=- .
‘tencial, sao dadas por: o
ov oV _ oV

-

Bt epndrt tge Bme
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Por outro lado, como?
-p togs
F = Q'E,
o por (4-13), teremos:
- "
F=apgrad Wy
que ¢oincide com (4-2).

Em geral podemos escolher um ponto no infinito como
-origem dos potenclals. COmd,porém,o infinito e inaccessfvel, usa-
~-38 na prética tomar como origem o potencial da Terra, o potencial
"terra". 'Essa escolbha se Justifica pelo fato de ser a Terra um o}
joto de grandes dimensdes e, portanto, o de condigoes eletricas
mais estéqeis; de fato, qualquer quantidade de carga que a atinge
logo se distribuil por seu volume (pois a Terra ¢ um bom condutor)
.@ nao produz nenhum efeito’ sens{vel, mantendo-a assim a uﬁ potencl

-al sempre constante.

Chamamos "superf{cie equipotencial"™ ao lugar dos pon-
"tos de mesmo potenclal. Mostremos qu§ as_superrfcies equipotenci~
ais colncidem com as superficies de nivel, ja estudadas no paragra
fo 2-5. Seja s uma superf{cie equi- |
potencialy ¢ P um ponto qualquer de~
la; seja.iro valor do campo eletrico -
no ponto P (Pig. 4-8). Sabemos, de
(4-17)} que a variagao AV sofrida 2§ 
'lo potencial ao passar do ponto T pa '’

.Ta 0 ponto §r+-i;:}qualdneruqne.seja
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rgs o dada por:

dV=-E-d?.

Se tomuﬁos d?ta.ngente a superticie equipotencial, dV sera a difg_
renga de potenclal entre dois pontos da suparf_fcié, ® portanto tee
remos AV & 0. ZLogo:

E -t

-d = 0’

» - & g -
‘§sto ey E sera normal a um vetor dr qualguer, tangente a superff-

cle 3 em P. Portanto s ¢ uma superf{cie de nfvel. Recipro’camenté,
por procedimento anélogo;'demonsti-a-s'e-‘ quo-‘-tada 'suporf.feie d¢ pi=

: ve_l'aT uma sﬁperffoie oquipota:iciil."

4 = 4. Potencial de um condutor. Sendo nulo, por definigao (pa
- :E'grafo 4-1), o campo elétrico no interior de um condutor, a d:l.fa_-‘

renga de potenclal entre dods (quaisquer) de seus pontos e nala,
por (4-17). Entdo todos 6s pontos _daf'conciutor, inclusive os da
- superffcie, estao 8 um mesmo pq#encial..- - A ésse valor constante se
( chama "potencial do condutor®.. | |

S¢ o condutor for ligado a ter

ra {(Fig. 4-9), as cargas se ’.-

‘distribuirao de tal -mameira =
que, ao atingir o equiifbrio, o 'n;.. &9 .
condutor  estara & potencial. zerd. Assim sendo, a su=

per£{cie de um condutor em aquilszyio,‘a' S€MPre Uma superf{ciq 6=

quipotencial, o poi"-tanto una, guperf-ipi.!!;-.d?. niveY (pardgrato 4-3).
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Vale portanto (4-1), e o campo eléotrico num ponto eitgrior imedia~
. tamente prc;ximo a auporf:fcie ‘sora diriz.tdd Ip‘a:‘a,' fora, se >0, e
‘para dentro, . se* o <0{ .
Por ‘outro lado:

ol
,.-3. c ¢t =0,

onde ¥ ¢ uz vetor unitdrio tangente & superffate do condutor. Um
rclultndo geral on ElotrOIt;tlo;, que vale aqui en partioular. )

4o que A_g . i 8 an
mwmﬁuummmm isto &y

Azt = Et,,_ - Rt- =0, (4-20)

fato que decorre imediatamente de (4-18) e da continuidade do poi-
tonolal através de una superfiole qualquer) carregada ou nio,  *-

Caloulomos agora © potenalal o:etrontiueo devido a )
guzmas dutrnutqou.

mbanalia m A\NEA RURHKL Sanma !omando pars origonm
€0 referencisl a pouqao da oarga'g (Nz. z-a). o & origen &os pom=
tenclals no mﬂnlto. (4-4) o {4=6) nos daot

VE e, (4=21)

As superfloles lqu.lpo'aamuu ado.auperz{olies sssérions
sentradas na pomb de ¢

e —
— o

I —
A ——— e
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Se a carga q 6 positiva, o potencial em P ¢ positivo e
gecrosce até o infinito, onde tem valor zero; se q © negativa, o
po;encial e negativo e cresce ate o infinito, onde se anula. 0 seg
;ido das linhas de campo num caso e no outro (Fig. 2-6) indicam que
, seatido do campo ¢ dos potenciais mais altos pars o8 mals balxos,
fstoy aliis, o um fato gleral que decorro"imediatamento de (4-17_). R
gsando (4-18) o (2-13), obtemos .pard o campot o

_ . -71 q - ?
- — . ] _ .
B u-vv - v - = -
‘ - 4We, F)  dwe, = ¥
4~ 6. Pote e um dipolo elé 0. Tomando para origem L do

referencial o ponto medio de d (Fige. 2-10), vemos de (4-21) que| ©
‘potencial em P & dado pori
h | 1

4Te, $3 -rll Ir-rzl

V=

quey desenvolvido em serie de Iayl_‘.'or, darét
q 1 -/1\ 1 =1
.‘:.”" - ["'-'.i';'v - 1 P '.o.‘--'r"-"."‘!.l.-';" v-(""' +‘6'bo 'Y
4iv <, r | ° \ > T r/ |

Dosprezando os termos em ':'-'i e’.?é-',-.eab *2SFgrav-envd tante y-viTas

r* | (-7
‘.~' . ° l‘ :::: e ...’ q" L - z 1-

éw N L 3.3 | T ATEy oI
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Der
ve - — (4-22)

3
4veor

Para obter o campo do dipolo, usando (4+«18), devemos-

caloular o-gradiente da fungao n—r- + Demonstrasse facllments que:

grad (uv) =y grad v + v zrad s
grad (p.7) = 3. |

Usando astes resultadOS, e mais (2=12) ¢ (2-13), vira:

gr\ad-—- = (p.-‘) Erad . == + gra.d (p,'l'::);

r? 3

a f1\T
T

e portanto teremos para o campot

- 2 P 3

—— . F [ .

E - . . _.- ? ;:h—- ’
ive, 5 _ r3

que coincide com (2-14). -

4 « 7. Pote e _uma dupl adg. Chama~-se "dupla camada®
a0 conjunto de duas camadas péralolas, separadas por uma distancia

a mﬁito pequena, ® contendo cargas superficials, con densidades de
mesno modulo,)o]y, e de.sinals contrarios,em cada. pont6 (P1g.4=10)."

Chama-se "potencia" da dupla camada a Quantxdade:



=od, (4~23)

-

onde 4 © o segmento orientado
que val da camada negativa pa=
sa & positiva, perpendicular =
ente a elas. A dupla camada
2 obtida como o limite da sity
sca0 em que se aproxima indefl

pldamente una camada da outra,

0 mesmo tempo que s aumenta

mdefinidamente a densidade superficial de cargas, de maneira a ma.g
ter constante o produto od . Neste sentido, a duplae camada  nada
pais ‘e do que uma distribuiq&o cont{nua de djﬁplqi, eujo momento '_

correspondente a superticie ds e:
dp=dq-T=odsd . | (4-24)

\ssim & poténcia m da dupla camada pode ser Hefinida como a den_st@g'
de de momentos de dipolo (momento de d:_Lp_oio por. u.n_i'dade. de 'a'ro_g)._
pols por (4=-23) @ (4=24) tem-se:

— e ap.
ds

 Diz~se que uma dupla camada e uniforme quando l-ﬂ e constante, @ ?

¢ normal & dupla camada, em todos ds seus pontos.

Seja uma dupla camada apoiada num contorno c (Fig. 4-11),
‘¢ caleulemos o potenclal num ponto P qualquer do espac;o. Tomemos s_q,
bre a dupla camada um olemento de superffoia 4gy © suponhamos que O

ponto P, distando > de ds estejs. ma.ta proxino ‘da camada- positivaj
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neste caso, o.angulo © ‘Sormado entre
T e b (orientada sempre da camada ng
gativa para a positiva) e menor do

| que 90°. A contribuigao para o po=-

tencial em P, devida ao momento = de

dipolo dF, sera,por (4-22):

|  Figeen
d’f)’- T dp cos® = m ds cos® mae

AV 8 e B ———ee— = . = .
are, o 4ve, P2 4Te, g2 | dre,

onde dQ .é o angulo solido (positivo, neste caso) do hauai. 6 visto de P
"o elemento dsg.. 0 pqtencial en P, dévi_do 5 :"duplé, camada , .se_ra' entaos

Y 1
Jo ndf.
- 4ave, J

. %,{qa .. % nstante, e.teremoss.
v ut el *

) _ (4-25.)

onde 2 € o angulo solido do qual se va, de P, o contorno C; isto a,‘
para um dado my O potencial em P 6 0 me Smo para todas as duplas camg

das .apolando-se _80bre um mesmo contorno. -

Para uma dupla camada unifor=-
pe_fechada, da Fig. 4~12 vemos imediata -
mente que o potencial num ponto externo

»
sera dado porg..

2 9
ire, 47e,

(=Q) = 0,

,vg'.
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, 0 potencial num ponto interno sera dado por:

m .
[ 4'- ﬂ-i
41reo

v - -

i - ‘eo ’

opie O sinal I+ ou - sera usado conforme seja positiva ou negativa a

canada interna. |
Estudemos agora as descontinuidades do camﬁo e do poten-

cjaly atraves de uma dupla camada._‘ |

‘g0 considerarmos dois pontos $nfie

0 : =Rk

.pitamente proximos da dupla camaday . - .
sondo um de cada lado (Fig. 4-13), o et &
onta0, nas proximidades dos pontosy | "-"? --.:-i,. _
ela s comporta como uma dupla ca=- _ Heme= L do
aada plana. Aplicando o teoremade b
fauss & um cilindro cbm bases apoly \ ' Fige +33
das nos pontos, toremos:

E,-nds-E «nds=0,
jois a carga total contida no cilindro. sord nula. Assim:

E, =E_  (4-26)

¢ portanto a componente normal do campo, atraves de uma dupla camada,
0',_ cont{nua. | ‘

- Kum ponto Pi’ interior a dupla camada, © canpo seri. an=
't_u da passagem ao“u:'ut_;e (& —0)3 | |

- a6y ,. 29_0 €
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A descontinuidade do potencial atraves da dupla camada sora entao da

da pors
P_ . °
AV =V, sV o "Bycdlm | o= | 8 —, {5t0 gt-
N € !
P - ~o-d °
L
m
AV 2 — , (4-27)

A componente tangencial do campo na face regativa geri:
3V I
B B o=

=t - at’

-

onde dt ¢ um vetor tangente a superficie, e na face positiya:

2 ' (:éV' om 1
ot et ¢/

- ”» am
como se conclul de (4-27). Entao, se a duplas camada ¢ uniforme, —=

= 0, ¢ a componente tangencial do campo sera tambenm conffnua.

Vemos assim de (4-26) que, atraves de uma dupla camada,
a conponente normal do campo 'Y contfnua, e 0 potenclal sofre uma deg
 continuidade dada por (4-27), a0 contrir}o do que se passa com  uma
‘camada simples, atraves da qual o potencial ¢ cont{nuo, e a componep
te normal do campo gofre uma descdntinnidadé dada por (3-6), fatos
estes {lustrados na Fig. 4-14. |
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Camsda sisples T _b-ph'pd-u--
fige st
4~ 8. Pote 14 o retilfneo infinit om_de e
de cargag A constante. Tomemos para origem do referenclal o pe .

da perpendicular baixada do pbnto P, em 'q"ne se quer calcular o potep

‘¢ial, a0 flo. COmo neste caso as cargas nao estao limitadas a uma.

regiao finita do e8pago, nao podemos tomar como nulo © po,tencial no

; infinito. Vamos entao usar (4-12),° e calcular & direronqa. de potenw
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¢ial entre o ponto P e um ponto P,

n
qualquer (Fige 4-156). Temos f
al
C Aagr : . .
Ve¥?_ = e . T . 4
°© 4f‘° lr '-rfl' s \
' f1o : - I
- r
@t
| J' At
- ‘ = —r --.""-.
Yrto 4u'e°lr° N r‘_l | Fige &15 |

0. - o0 |

2a [’ . ax 22 J’ Cax
W m—— - ‘- =
. 4rT¢, J o /z_Z+r3 .«Im'co.__ o /xz,,,rs' “

o) o]

- Zreo

[li.n log (r. +/__> Jog T = 1in log. (x+/£—>+

X =00 1, X -0

Zr €
.+ log ro] o

Portanto:
A
Val, = = ——- (logr-lozr).cmt

2vey



A

r
VeV, = = log = ., (4-28)
o S ” ey L= g
! . .?.'rreb To . o 5

4sto @, obtivemos um resultado da forma (4-14). Se, 080011101‘:[103 o
ponto P, de modo a tornar f£(r,) = log r, = 04 iato ¢y se escolhormos

5 ® 1n, entao podemos tomar

Vo log r O (4=29)
Z:reo , .
como © valor do potencial no ponto P em relagaa a um ponto--Po, ¢uja

distancia ao 1o ¢ uniteria. | .

Para o calculo do campo elétrico. podemos utilizar inde-
pendentemente (4-28) ou (4-29), pois o campo @ calculado a.partir do
potencial por derivaqao, ea derivada:de uma consta.nte 6 nula.l A=
, ucando {4-18) viraa

A o A T
— -
Ee V Qg ) s =
4 TE, CCeme,r T
que coincide com (2~15).
4~9. Pote it W AT, Jun vonto do_eixo. Da

Pig. 2-20 vemos ques .

J‘ AdQe ; AR, 1 | ae,
V= _ = : B,E—-z
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uto_,o't- :
AR’ . q ' ( ;
Y = = ] 4-30
2¢, -/ﬁa"*zz, - 4rwe, /ﬁz"' z '
sendo: g = 2w RA & carga total da esplra, o’ ton=se pu:a‘ 0 campor
— AR d "i' -t
EeaVVese — — B8+ 3%) ¥, ou:
- 2¢, Az ' .
ARz | - q %
x = = .

2¢, (B2452)32° 4ge (8B4 2)/2

que coincide com (2-19_)3

-4 = 10, Potencisl de um _disco circular., num ponte do eixo. Toman-

4o como elemento de mtegraqao uma espira ci.rcular de ralo r ¢ largy
Ta dr (Pig. 2-21), vemos do (4=11) ¢ (4-30) -que o potencial 20 ponto

' P sera daﬂo por:

R . R
V'I | o dr r S a~.[-/r2_+‘z]
R 2 €, ,/1.2 + za , e e°.. . 0

isto &3

Ve — (ﬁ-lzl)

ARV 4 (4=31)
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por (4-18) tem~se imediatamente a expressac do campo (2-20)..

4-111

penos como elemento de"integra.g;o uma espira circular elementar, cepg

trada no pe' da perpendicular baixada ) /

go ponto ao plano (Fig. 4-16). <Coro

pao podemos tomar como mg.o ° poten= | yA e .

cial no infinito, calcularemos a di= ./ . p—— R
| ferenga de potenclal entre o poni_:o P ) X = ~" -

o un ponto P, qualquer.. De (4-;.1”) e . :

(4-30) vem: | R 4

: - . _ '
V V - _f‘_ - T dr o . * dr a

ZG ° /rZ + ‘2 Ze-° I_O’ 1'2- + 2‘:'

- [m-m] . .

2.

- Ny ' )
— | un. AEe e -lsl - 1n /E v 5 lsol].
‘26, r.~>-00 . % B : |

isto @3 .
Vv, . (lzl -lsl).

z_co
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resultado que e da forma (4-14). Se escolhermos o ponto P dado por
2, = 0, ontao podamos tornaxr Vo lgual a zeroy o teremos:

-
Ve e— |zg| (4=-32)
. 25

como o valor do potencial no ponto Py on relaqao {9 plano da distrl
'bu.‘lqao.

O campo vira imediatamente, usando (4~18):

— bt g . d
E=wVV & — |5 &, istoos
Zeo dz
- 2
E B —— A
2¢, Izl
, qQue ¢oincide com (2=18). |
4 - 12. Potenc de uma distrib 20 g 121 esféric ar=-
Eﬂﬂ.- N Intogrando s0bre espiraa ‘elementares (Fig. 2-22),

(4=30) nos dara. para ponto externos

1 dq

V'_-.

47é, /;2.,,_8"

esfora

onde d4q ® 2vRUdx ¢ a carga da espira. Entdos



nR r=-R
OR. . dx R - :

Vn—- —— 5l gy S— — -

26y | PR 2% ) Azf.'?~¢,-2r‘.m :

LR |
2o rlaime |
. B '..’.f;:..‘:_".f_’..‘. 4 logor
2¢ » ST
0 r-R
Vs = — . r >R - (4-33)
€ T 4aTe, T .

gond0 q = 4w RZ 0 a carga da superf.{cié esferica. Isto e y O poten= '
~clal de uma distribuicao superriciia.l esrérica, para pontos extere
10y @ O mWesmo que se toda a carga estivésse localizada no seu :cen=

tro. . 0 valor do potencial sobre ,a.snperf.{cie serat

q
)
4#603

v, = r =R, _(4;34)

' 0 potenclial num ponto interno sora dado 'nela soma. das contribuigoes

- das espiras situadas a esquerda e a, direita de P (Fig. 2-26)3
v=v ."'77::"" - TeA "':,

“onde vy e dado por (Fig., 2-26): v o

Rér | "
oR ' dz _oR (n-u- Rz-rz)
vl.. P S— ; — . =’ I _. ‘- “. " .
- %% d ;‘é_z"rz'* 2rs 29 \\* x
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¢V, ¢ dado por (Fig. 2+27):

' A » R=p _ B
. oR iz = ‘oR (B-r R2 Z)
va 2 —— " - - - -

0
Logo:
: oR . . q ‘ - _ '
Ve e, . *r<Ry (4~35)
€q ey, B ' '

isto ¢ ’ olpotenc.‘lal ‘iaternc ¢ Iconstan,ta"o’ igual ao potencial na su=
_peredcid, (4=34). “

4 - 13. : b e 1 fepl Q c
A= Progegso. Integremos sobre camadas osrericas, ntilizando 0s re-

sultados (4-33) e (4-35) do paragrgro 4-12. Para um ponto P extor=
no teremos (Fig. 2-23): | '

BO
o : 41{60 _r | fl;a'cor

. .
. J Csamifp A | 4/3wROp

1sto 6, o potencial externo ¢ © mesmO que 86 toda a carga estivesse, .

concentrada 1o centro da esferas

, .. | :I.' >Ry . @

4dwe, ¥ -

._‘v .
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onde 4 * % L3 339 e a carga total da esfera.

3

Para um ponto interno, a uma dis_tancia. r 40 csntro da
psferdy &3 camadas interiores a P contribuiri'o.bara; o _potmcial'com
tornos do tipo _
. dql

dVI——.
1 47e, T

como 88 conclul de (4-33), ao passo que as camadas exteriores a P

contribuirdo com termos do tipo’

- dq
4V, = ’
4'lrc-:.°'l

o0 8@ conolui de (4=36). Eatao © valor do 'pot.encial em P seras

i

r .
' P 2 p [ 2%2ar ,
VeV +Ve=oo | YR+ 2 ko &1
Cegr | 1 -

I ' re |
.v-;:o- Rz__; . r &R

Verifica-se facllmente que (4~36) e.(4-37) rprr_secem'o mosmo resule -
rado para © = R (potencial na superr.‘[cie).

0 calcnlo do campo mterno ¢ feito, a partir de (4-37),
stilizando (4.-18):

-o-

x--;Vv.-—- V(rz)-—t- - (rz)-
6 6e, ar _

.eo -
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- OT - X
. _Fo'- T
que coincide com (2-24J.
22 Procesgo. Integremos sobre discos circulares, utilizando (4-31).

‘Para um ponto P externo tem-se (tomando z por |z|):

Ze

° J g
onde x = r « z (Fig. 2=24). ,Tomdnﬂd Z como variévé; de integragao e
‘modificando adequadamente os limites de integragao, vem:

|
, p r-B.I p _1'-3 | ’ +
V= —J y E u - -—-J\ (nzs-r2+2rz) 'd._‘ =

- 2€ 2€
©J rr %V r+R
_ r-R
._.__- il ’18t908

Zco ‘g_ o . 3r | }eb:j;

' irﬁB '
q | -
V= 9 . 3By

4% ¢y T C

que coincide com (4-36)-
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Para um ponto P interno, devemos somar a contrib'uiqao Vl’
jas camadas a esquerda de P, com a VZ’L das-camadas a direita de. P.Da
Fige 2-26 vemos -que, para a 12 regiao, ix =~-dzyz=r~-xe yz'-'-Rz-
. (2= z)z. da Fig. 2-27 vemos que, para a 2- regiao, dx = dz, z = x-
or © yz = Rz_ - (r-u)z. Temos entad para © po'cenoial. naando E corno
nr.la’vel de mtégraqao, ¢ modificando adequadamente os -dimitess:

2¢, 2¢ :
N .
p Rep p Ry \
* -2——‘[ ‘4z vRE =x% = 21z -'--z-: 2dz | =
€ ,
9V o Te Jg
s R=x
p | 22 (Rz-rz+arz)3/2 - P 2% R (R8 -2 2:-:)3/2 .
-Zeo e S o ) . zeo 2 3r |
ﬂn . R & 0
‘taleulando, venms g 2
Ve L BZ.;-. — < 3.
Z_‘fo \ 3.
We coincide com (4-37).
&r_q_c&m. 'VYamos agora caloular o potencial da distr&bnigao esfg_

Hea utilizando (4-3). Lato ¢, ¢aloulando O trabalho do oampo. ' Para



N [ ’ - ot
us ponto P, externo teremos (Fig. 4-17), em virtude de (2-23)s -

Q
Ps 'i @
B - —
oo 4ve, rz "
. : . -
= y . © Fige 417
. 4:re° T | S

que coinclde com (4~36). Para wm ponto P, . mterno teremos y em vir=
tude de (2-23) ) (2-24): ‘

B . —-b Pr dr _
v, = Ei-.dﬂ. + E cdk - dr =
- , _ ) . 4!’ “o
. -Pi o _

que comcid.e. com (4=37), :



112
.g;ohleggg Propostogt -

4 = 1. Admitindo, no problema 3-4, que ¢ campo varila linearmente
| . com a altitude, determinar o potencial eletrico a 1000 m,

em relagao ao Meerral, (RoM, ),

I'_4',-? 2« No espago entre dois planos paralelos Sl e Sé, distﬁndo
" entre si de D, ha uma distribulcao de cargas dada por p=
Po +.a.x, sendo Po ® & constantes, e x a distancia a um
dos planos (S;)} no espago fora da reglao assim definida
P 5 nuloe. Calcular, por iht:egraqao direta“, 0 potencial
em todo o espago, tomando como nulo © potencial da super-.-
| f.fcie 81. De terminar o campo eletrico em todo o espago. )
4« 3. Partindo do Rotencial de uma distribuigao superficlal de
| .cargaa‘ 8dbre uma esfera; determinar o potencial, om todo o
espago, produzido por uma distribuigao eéﬁagial de ‘cargas
" c_om'ls.tmotria 'qs_rérioa de densida.de. p,'.dada pors:

p.== , para r <R
. r
| P ‘; 0 ] parl > R. (R.H.)
4 =4, Um campo eletrico tem # di regao do eixo dos z numa reglao R |
en qué n&o ha cargas eletricas.. a) Exapine a dapendsncia em .

'x e y do potencial e do camnpo élétrico; b) emprogando o te-

oréma de 8auss para oilindros retos de eixos segundo s, de=
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termine;a_depandgncia.emjz~do:caﬁﬁofélétr1co e do potencial.

4 ¥_5. Para uma certa distribuigao esferica de ‘eargas, o potencial
. -ar

e dado por V = Z%;——- y onde qe a $80 constantes. Achay
eor

a distribuiqao de cargas que produza, osta botenaial, dater-.

minando Q(r). Verificar se uma carga puntiforme na origem

e tambem necessaria para produzir aste potencial. A distrl

buigao de.cargés resultante representa grosséirémegte a dig

,tpibuiqio de cargas no 1nto:10r“do itomo.q(S;P.)»

4 =6 Como sera visto no pdrigraro-é-l,o potencigl nsoipode  ter
maximo nem mfnimo em uma regiEb'qO espago em que nao ‘baja
Icargas. Provar, entgo; que uma carga puntiforme naoc  pode
estar em equilfbrio estdvel sob a agao de £orgas eletrosta-

ticas’) em uma reglaoc do espago em que hao haja cargas. (S.F.\

4_-'7. Calcule o potencial, enm todo O e5pagoy devido a uma distri-
buigaoc de cargas superricial cilIndrica inrinita, com dens)

dade ¢ constante.

/4 = 8¢ Calcule o potencial, em todo 0 espago, dovido a uma distri-
: buino de cargas volumétrica oilfh4rica,1nt1pita, com dens]
dade . p constants.

‘4 = 9« Resolva 0s problemas 4-7 ¢ 4-8 pelo caleulo do trabalko do
campo, usando (4=3).
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4-#:10+ Alnda usando (4=3), calcule o potencial; em todo o espaqo;

devido as seguintes distribulqdes de -carga:

a) fio retilineo infinito.
b) plano infinito.

¢) espira circular.

d) disco circular.

~#) superticie esférica,
4 * 1l Un condutor tem uma cavidade no seu interior. Se uma oar-

ga puntiforme q é introduzida na cavidade, mostre que &

‘carga ~q é induzida 8Sbre a superfitie da cavidade. (R.M.).

ae e
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CAPTULO &

EQUACOES DIFERENCIAIS DA ELETROSTATICA

Ate aquil tratamos campo e potencial ele’tricos por m;to-
“dos 1ntegrais: conhecida a distribuiqao de cargas, somamos as contrj..
buiqoes de todos os elementos dessa distribuigao, para obter o campo ‘
total e o potencial total produzidos num ponto qualquer do espago. T
ma vez conhecidos campo e potehc'igl, poderemos saber como variam de,
un ponto a outro. Entretanto, o conheciménto dessa variagao pode ser
'alcanqado,mesmo quando nao se conhece & distribuiqao de cargas em fo-
403 os pontos do espago, mas apenas na-regii'ohem que essa variaqu‘J
estudada. £fste fato esta ligado a propriedades locais do i:ampo el't;-
trico e do potencilal, que 880 expressas por ef;uaqb'és diferenciais.
Tais equagoes devem, alias, surgir como 'consequefﬁcias das lels ja co -
nhecidas, e conduzir a resultados que coincidam com 08 resultados il
obtidos. |

6 - 1. 12 oguacao diferencial. E satisfeita pelo campo elétrico

e_oXpreossa pﬁi‘t . . P S
div E-' . @ '
) .' Go ]

-l
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onde P = -dn ¢ o valor da densidade espacial de cargas no ponto em
que se estuda. a variaqé’o do campo, e div ("diverggncia") um opera=
dor diferencial cjue sera conceituado adianfe. E claro que esta e=
quagao 50 tem sentido em regices onde se possa definir uma densidg
go volumetrica de cargas; se a distribuigao for superficlal, ou 14
pear, ou puntiforme, devemos substitu.{-la, respectivamente, por u-
pa camada de expessura‘inﬁnitesmal "-iSL‘(tomando o= p8R), ou
por um ecilindro de segao infinitesimal §s (tomando A= pss), om.

por uma pequena esfera de volumé d v (tomando q = pév).

0 operador diferencial divergenc.ta, presente on (6-1),

aplica~se apenas a campos votoriaia y © define-se por:

dh’l"= V'Fti'—— -I-J-— '.'k‘—" .
0x 2 oz .

rafion

onde V o o operador nabla id conhecido, de (2-11). Ghmando Fy

,r, ® 1’ as componentes de Te desenvolvendo (5-2), vems

L F ary or,

ox .9y 0z :

éuh (5‘71)_. 'ém coordenadas "cartesiands, se exprime:

aEx "aEy_. aEz : P __ .
ox oy o0z €,

Ob.dé. em geral, os trés termos do 12 membro'sio diferentes de zero,

Pols as tres componentes de B sa0, em geral, fungoes de X, 7 © Z.

tida & partir do “ow_hmmmu o teorema
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e_Green, que.relacions uma integral de volume, numa carta regiao, com

integraiq de superrfcia,nessa mesma. regiao.

Seja um ¢ ¢ vatori 1.-.- . gu %) 9 no Iinterior

- » . . »
» 3 L H z wyr < Tymf: . e - W

de un certo volume V.. A expressao m

‘onde 0 12 membro e uma 1ntegra]_._ de voluma aﬁbtg 'v.‘g ° 23" membro ro-
presenta o fluxo do #etor ?: qué' sal da | |

- superf{cie fechada s que limita o volu-
-me v. (Fig. §-~1). Se num volume v &
definido um campo elétrico. ‘-n“: entad, pa

.10 teorema de Gauss. (3-5), temoss

- g "qint, 1 "
4 - L :
Vs °  PJy

Como uma integral se refere a superf:féie 8 06 a outra.ac volume v que
ela llmit‘.a, nao podemos comparar seus integrandos, & menos que apli- ‘
quemos a 12 delas o teorema de Green, expresso por (5-35); naste ca-

!-

180y teromoss

j E-ds _-I d.‘l'rEd_v-—-J pdv
. . -eo
: v ’

8 v

n'l.t&g qualquer que seja v. Sa.duas in-teg':{ais de duas fungoes sao 4
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guais, gualouer que gela o dom{nlo de integragao ‘a que ambas se egw
tendem, entao as duas fungSes sao necessarlamente iguals, o que, a=~

plicado as igualdades acima,demonstra (5-1).
A equagao (5-1) e, portanto, a oxpreasao diforencial do
toorena de Gauss.

§ - 2. 2% oquacdo diferenioial. ¥ satisfeita pelo campo elétrieo

‘e expressa pori o | |
' " g ) B :

_I _ TotE=0. (5-4)

0 operador diferencial "rotacional", presanto en (5-4).

apnca-se apenas a campos vetorials, e dorine-sa por: ‘

T 7T x.
- == N
G=rotPm VAars= "a'? ﬁ- 2 (6=5)
: ox oY 03

"nu
vy
oxg

Hostra-se que: se Py, Foo F, sao as componentes, nua sistema cartesi

4no, de um vetor ?', entao G » G, @ Gy dados. por:

¥y
[~ _
e o oF; .aF.'r' |
= oY 0z ’
e an OFS_
B = gy e
Ty 2z ox _' (5=6)
3Fy an
G B e g ———
£ 2x oy
- N
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sao tambem as componentes da un vetor (o vetor ::aracterizado pelo
fato de que suas componantos num dado sistema Poden ger obtidas a
partir de suas componentes em outro gistema por uma transformagao 11

near apropriada).

& oquagdo (6~4) ¢ uma decorrénols imedista do fato de Qe
£ se tem gempres |
’ rot grad u = 0, - (8=7)
qualquer que seja & rnnq_i'o osealar-n’_. De fato, sinbalicamento tome
‘se3 | |
rot grad u = V A (Vu)..

Como V ¢ wm_operador d:l.ferene.tal,
VAW(V u) = (VA a)- n;' |

°ray © produto vetorial de um vetoy por gi mesmo ¢ nnlo, sa sm con

-ponentes comutam; de fato:

L -

: . - e . —m
80 Ay 4y = AJ 41? entad AAA = 0. No caso do operador V, suas cog

ponentes sao operagoes de derivaqao com relaqao a x, yez, ®, Dpara

a classo de runqoes consideradas na F.‘fsica, & ordem em que se proces

san as derivagoes e irrelevante, valendo portanto (5-7).

' 'é"_ ?V(H omo_o_campo eletrico de iva de um potencisl es : na

- ”» * -

fo - (2]

8xprime, pois, o I.f&to de que © ¢ 0 3 ‘1 'der‘iva. fio un P-o"

teno °
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"6 = 3. Sentido o_dos operadores divergan otaciona . V.ﬂ.
: nos estabelecer uma analogla entre a Eletrostatica e a Dinamica dos
'Fluidos, supondo, em primeiro lugar, uma certa massa de agua no intg
' rior da qual exlste uma fonte ou um ladrao, por onde brota ou escoa
oontinuements &guas Disz-se que no interior da mamse Liquids esti

ndivergindo" agua. Neste caso tem=-se unm canpo de velocidades v, vYsea

L)

quantidade de agua que atravessay por
unidade de tempo, a superficie ds) sy
pondo a densidade da agua 1gua1 a 1.
sora (Fig. 6-2): |

e e——

dtb- veds .

~ Consideremos o caso em ‘ ' | 'n';s.: |
que & fonte (ou sorvedoure) seja muk S
to pequena (puntiforma): o campo de velocidades sera entao rLdial -]

com simetria esferica (Fig. 5=3). MMMM
tampo,que sel (ou entra) de uma supey= -

t{cle esferica de raio r, teremoss . o )V,
. . _ - "’ /
B ! N
¢ = veds = v(;.")"lrrz, dondes - v !

s Lo
\\' /
. \"‘n... -.":
"7Y) = s isto o3
4wy Fige 53
TP TECR D
- $ T
Wr) @8 — —
4 rz

 Hoste caso se obtém, para r > O



o 1 fx\ 3 [y\ o [z\{
divyme— | = | = 4= | == | b — = 0,
o que significa que nao ha fonte (ou sorvedburo_) para r > 0. Para’

r = 0, div ¥ nao ¢ definida.

 .Consideremos agora 6 cASO em Quds numa reglao ssferica
de raio R, haja uma distribuicao uniforme de fontes .td;n'cicas, de
modo que 0 fluxo que sal de uma esfera d¢ raio r < R e. proporcional’

-

a0. volunes -

. 4 '
$ -I L d?l_l x-";r" r3, dondes .

v(F) 4"",'1'2 = K_-;w :_.-3, 15t0 e

. _ K
;'(?)'- ?’ ' r(Ro

_____.--"'".-.'.-‘ .

e

Aqui, cmo.ahtu, ton~ge aindas
dlvv =0, r>Rj.
poro'_n para r < B tem-ge}

x .
div ?’-_ - div ?i comqs,



- 0X 0oy .0z .. )
avTe—+ZiZug, S (s=8)
x'9y 03 |
segue~se ques o ~

div v =K 2 0,

Isto &) a divargﬁnoia de ve igual ao fator K, que repruanta'o flu=
30y por unidade de tempo, emitido pela unidade de volume da regiao

P que estao distribufdas as fontes.

Entao ©_fluxo atraves de uma suporffcio rechada 80 sera .

gploy se dentro da suparf.{cie nao houver fontes nem sorvedmoa; ca=

10 baja fontes, dizemos que _div v >0; caso haja sorvedourosy ~ que

Ay ¥<0., 0O LOSmo se da dom div ?em reg_oes _em que - haJa. cargas -

_po_;tivas (fontes), ou negativas (sorvedouros).

. Suponhamos; agora, uma esrta quantidade de agua girando
oy recipionte, com velocidade, angular w. Neste vaso, & vclocidado )
ds agua em um certo ponto sera Fig. 5-4): .

. B Ve AT |

Entao, de (6=47), apendice 5-IIIy
vems |
rot ¥= VAGEA D V(T -,
AT

Oray de (5-8)s

. redivr s 3,

. L - e :
R ] - AP e an ¥

* g

(e —*) Tey 5% (xT+ gT74 2X) = Wi0 = V3



portanter = = —
| rotVE3VeT=2WE0, T~

ue o campo das velocidades. o -

_sv, tem rotacional nao n ' '_ 0 ma nétigo "ara.
© qual (como veremos no eap{tuis 12); .

.rot B= u 7T

onde }lo ° uma oonstante e Ja densidado do Qorrente ele'tr.loa. , fo_::
. o e— T

outro lado:

—p
div B = 0,

isto ¢, o campo magnetico ¢ do tipo "1{quido girando®, e nio apreseq

MMMQQMMQW 0 _campo elotrico e do tipo "1.£

guidg.fluind o", e pode apresentar fontes ou_sorvedourog. Ou-por ou=
;ra. existen oargas eletr.‘loas. Bag nao ox:.stan "eargash maino't_icu..

et

-y

6 =45 Co oes a0 contdrno. Na resolugao dos problemas ele;zgst.g"
ticos pela integragao de equacdes. diferenciais dos tipos (5-1) e (5-4),

ou de_eguagoes diferenciais da Z- orden (equagdes de Laplace e Pois=
20D, que serao estudadas no paragrafo 5-6), surgem constw
Erac8o que poderao ser determinadas po:_r certas condicdes, chamadas

"condigoes ao contdrno" 2 8 que devem satisfazer as solucoes encontrae
_das, Essas c.ondiqaas dependerﬁ'o‘om parte dos dados particulares ..de

qada problemaj mas tom validade geral as-saguin'ted condigoess 18) pno

‘cOnstanti (que em . g2
ral tuomos igual a zero). 50 & distribuigao de. carg_u se limita a G
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pa regiao finita do espacoj 28') potencial ) campo 520 finit

tos em pop
tos_onde nao se situsm cargas puntiformes. 32) _Potencial e campo sdo

£initos mo longo de 1inhas sdbre as quais A= 03 42) o potencial &

Lpre cont {nuo atraves de superf{cies carregadas ou nao; 58

) o cam
po eletrico ¢ eont.{nuo atravas de uuperrfciu gobre ag guu! gs 0y

62) a componente tahgencial do canpo. ‘eletrico e sempre . eontfnua, de

Iacordo com (4-20); 72) a componente normal do campo e eont.fnua atra-
vos de superf{cies sobre as quais o = 03} quando o # 0. © campo sofrey
pa degcontinuidade igual g zz- » do acordo com (3=~6).

_ o . .

| VeJamos agora uma aplicagao das equagdes diferéncialg {5=1)
L] ( 54).

§ - 6. Campo de uma camada plana. .Saja‘umd-ragiao 11m1tar¥a'§§;i2_
.planos Infinitos, sendo §=0 foray ¢ P= Po = cte. dentro da re-
glao. Calculemos o Campo elatrico em todo © espago. Vemos, por simg

.I tria, que o campo @ perpendicular &’ 2§
distribuigao, isto 6, paralelo &¢ | 1r 0)
elxo dos z (Fig. 65=5); ‘c‘omo,. alem’
disso ,‘ o sistema apresenta simetria . % / / / / /@//

‘l_tmnalaqu._o\campo deve ser fup -
a0 apenas . .de  =. Seja £ & dise /(//////

tanoia eptro os planos. Calculemos:

fllt’% y
—r - ok ,dE - 4
div B .v ° -v.-k‘-x B e & e
“ b,:,\ ds.



pe (5-1) vira. ontao, nas rog.toes 1. 77 19 TII:

'dEl . : 'dEZ Ps 3 . ‘
——— I L I L — . .
dz dg € ’ dg (6-9)

A oquagao (5-~4) esta satisfeita sutomaticamente:
—e -t .
‘rot EE=VA(KE)=-FAVE=oO,

pois na expressio (5+6) do rotacional s interferem derivadas de eompo
nentes .relativas-a eixos de nomes diferentes, ¢ E = E_ 85 depende ~ do

%] . — _ dE
‘ ‘ ' VEli——q
dz -

A integragio de (5-9) dara:
fo . T - T e

El = Ai’ ' EZ 'r."-;- P -l--Aé, ' 'E3 = 53’ (5-10)
[+ ' .
onde A,y Ayy A, 820 constantes de integracap. Para determins-lag, de-

vemos considerar as gondit;aes de continuidade 4o campo nos planos de

descontinuidade da distribuigao (condicoes ao contorno), gue sao : duas,

e mais a condigao no infinitos 3 equagoes para - determinagao de 3 cons
tantes., | o '
Condigces a0 contornos

12) Q_cmm_qm&uo atraves do plano z B - (nao ha cargas supere
Liclais sObre ogte pl o). Entao de _(5-10) vems

5 (-4 ) =55 ‘g“) *‘%)*"z".-‘“‘-‘_“
’L5."-P: - '(5'113
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;8) 0_campo ¢ cont{nuo através do plano g =+ L (nao ha earju super=

ficiais sobre este plano). Entgo de (5-10) vems

-‘_E_l (+ t) ~a =z, (é)-% f%} + Ay dondes
Pt |

AI—- +I . - L p=
1t e | _. e

38) Condigao no_ infinito:. para pontos infinitamente afastados da dig-
~ tribuigdo (s ==+ ®), 0 potencisl deve ter o mesmo valor em ame

bos os 1ad0s, @ O campo deve ser simdtrico, isto €1

Veoo®™ Veoo? Bego™ = E_o | | (6-13)

De fato, sendo a distribuigao de cargas slmetrica. a simetria do campo

e obviaj mas mesmo que & distribuigan nao £osse aimetrieaLtuncionaria
‘como um plano para pontos suficientemente afastados.(expessura & _ des-
prez{vel em face das distancias aos pontos)s

!

De (6-13) vem imedlatamentes

A == L, »

Do (6=11) e (5~12) virao aindas

A,=0y, A= Eo_". ’
: €.
¢ teremos finalmente para ©.campo:
| - -P-?-!- -‘P—o = 2-?1:
By " 2 » Bp.® < . By 1'3 - 2_00',.
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‘ mww”- Frequentemente se torna
pals conveniente calcular o potencial em lugar do campo. Serd, para
1380, nscessario substituir o sistema de equagoes diferenciais de 18
ordenm (5-1) e (5-4) por uma °qu393° de 22 ordem, satisfeita pelo po- '!
“'tencial ele tros tatico.

“Para transformar um sistema de equaqoes de l— ordem num
sistema de equagoes de 22 ordem, toma-ge a classe mais geral de aoly, .
goes de uma das equar;oes, -] snbatltui-se nas outras equagoes. Ho nog

50 tas0, a classe mais geral do_ golugoes de (6-1) e dada pors

- -
E = agrad Vi

substituindo em (6-4), v_iraf:

div E = ~div grad Vw «a Vo (V V) = w g7 = — ,
. . ' " €
[+ ]

onde o operador A = V 2 (chamado "laplaciano®) signifioas.

- - _ Ia_a 22 92
'V sldms -4 + . &-12>
dx2 3Y2 oz

Absim as equaCOe l_(5".ll)li {6=4) ficam sﬁ.bst.itufdu gorm unica:

P N
Aveo——,
€, -
nde e 0 val a densidade espacial de a onto e, @

estude a variagao do potenciale A equagao (5-16) ¢ chamada gquacao de

__Ruma regiao em gue A0 hd cargas, p= 0, e (5-16) go ..;
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creve:
L Av=0, .. |
que gggggo de Lgnlggg As solugoes da_equagao de I.aplace chamame-
_mns_e...hamsn;s.aa___runqao » Por exémplo, ¢ uma fungao harmdng
' eay polss | .
' 1 o 1\
>~ ® divgrad |~ ) =
g t
-
r
-diy — =
3

ox (xa,’.yZ,FzZ)B/Z a,’ (x ,,,rZ.,,zZp/Z al (xz.',yz.'. 2)3/2

1 322 1 3 3 22

1
B P B 5 s

3

B - —l.l — II_‘O.
£ 3

Ve jamos agora algumas aplioaqoes das equat;oas de Poisson

A I_-aplace para. 0 calculo do potencial e do caumpo olotrastat.tcos.

:6 - 7_. MRMUMM- ' !ri_\ta-sro‘. do meauo Problema re=



golvido no parigrafo 5-5, agora por'outro me todo.

0 potencial satisfaz a equagao (6~17) nas regices (1) o

(III), o a equagao (5~16) na regigo (II). Tem-ge entaos

2 2 2
, d Vl o d VZ Po d V3 o .
az® ag® o dz? '

'Estas equagoes integradas uma vex 4ao:

dvl dvz . fo | dv3
- I e B e — . L o A S— - - ]
iz ’ ds 2! 33 ’ : | (6 19)

equagoes que, a menos do sinal, dao as componentes do campo elétrico, e
hquo integradas novamente daos

Po | 2 ' ) -
V, = Az + By, 'VZ--E;; x +AZ.-.+BZ,V3=A_3.-.+_B3., _ (s-zq)

‘Sendo (5-18) equagoes de gegunda ordem, as condigoes ao contorno refe-

' rem-se nao so as proprias solugoes dadas por (5-20), como ainda as suas

——

- derivadas 12%, dadas por (5-19). Temos assim 4 condigoes ao contdrno

(duas para cada plano) e uma condigao no infinito, para 6 constantes s

determinar. A arbitrariedade sobre uma das constantes podersa  ser .
lunrimmda pela escolha do uma particular origem dosg potenclais.

COndiqao no 1nf1n1to: devenos ter alinda aqni:

Voo™ Veoo 7 Bo™ = Egg

o que da ‘1 =& 13.-|A. -
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Origem dos potenclals: tomando VZQO) = 0y tem-ge imediatyg

Com as subatituiqsos"devidaa, as condigoes ao contorno tog

peceraot |
L) um) R

— B — . ; ' m— .. -21 ]
Y as fy s g “ 26, n 163
& 4 ds + N ze thpo o a2

P .
Ds {(5=21) ¢ (5-22) ton-u uodntmntu *z 2 0¢ A --E--.

) ¥, (--g). v (;ﬁ,) __...‘.:. .’:‘.z..%; s 1 |
) v,._-(i-) uy, (%) ___...? ‘*_‘,_,1_.,',%_;.‘.':

~ logor By =By .

Vird assim para o potencials

. Pol Po"z v LI Pt - Po A2
B o = L = . - T

1 a¢°1 3;0' & 2 ¢, .“ > 2e¢, 8o !

. § PATA’ O QARPOC Pt p; L | wPok
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expressoes que coincidem com (§=~1d).

&= 8 MMMMMWM

om idade 0 . Como o probiem_a tem simetria esfew
rica, devemos usar o laplaciano na ‘
 forma (5-55) do Apendice §5-I1I, e @ * . ,
as equagoes do problema serao en= ‘
taos
r
. av
1 a 1 :
rZ dr dr o
4 (6-23)
| av; \ o
N R - DL T 4
r - =
!,2 ar ar €
o
A 18 das equagoes t5-23) das
— rz-—- = 0 s P07 s ‘1 »
dx dr . - ar
§ gvl Al ' -

Vg mie= +B (5~25)
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o 2% das equagoes (5-23) dat

o av e | av | Pp3
2 2
LI (S R A . et T Y
dr ar /€ - dr- . 3¢,
dVZ Pe . -‘&2 .
e e L Lo Y R N (5"26)
- 4ar 3¢, M |
P2 Ay o |
II 7 B e m——— @ . :" Bz . o \ . . & ‘5.27)

)

Para determinar as 4, sonstantes, d1spomos de duas condi-
goes ao contorno sSbre a superficie da esfaré (Fig. 5-6), uma para ©
potencial, outra para a derivada 18 (que, & menos do sinal, da o cam=
- po eletrico), uma condigao no infinito (que pode aqui ser tomado como_'.
or.‘lgem dos potenciais), 8 uma conﬂi.t,;ao na origem como nao ha . carga

puntirom na‘origem, o potencial (e o campo) deve &I ser rinito. o

‘ COnd_;gao na origems
V,(0) = finito == 4, = O..

‘Condigao no infinitos .

V4(c0) =0 ———i-B,_-O-

Condigdes ao 0ontornos

A -av, o 00 PR op3
1-)._ A e e—— S—) -:- S— P "-.-._’
. 4y R ar R : nz ;3.‘0' _3.'. 4
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Z-ar) . 71(32 = vz (n) — e e .‘-‘ —~— + B.. . - el
| B e R
pRZ
logo: B2 B —
' Zco

Substituindo o8 valores de Al' Aza Bl ] Bz nas axpressabi
(5-28) ® (6-27)) obtemos as £ormulas (4=36) o (4-37I);Ja'"t'=pnhoc£du. |

5§ ~ 9. Potencial 1 endo P 80 line

de I Sejam a @ b 03 ralos interno e externo da camadaicilindriéai
9 80jJa p definido por (Fig. 5=7): |

p=0, r¢a ¢ r>b,
| pPexr, acr<b.

Como o problema tem simetria cilfn~
drica, devemos usar o laplaciano na

forma (5-68) do Apéndice 5~III, e as

equagoes do problema serac entao

[ d avy
- - — .o
r dr Y
4‘ 1 4 dVZ s _
= =] 8 e (5-28)
r dar dr €

il
|n-
”~
L
a
|2
a
o
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. A 18 das equagoes (5-28) dat

q av,;\ . . d -
— PA— = o —— Y — Al'
dr . dr /] ar X

av, A

dr 4

Vy = 4, log r'f‘Bl.

(6=29)
£.3% das equagSes (5-28) analogameute dar.
Wy A
ar r
V3 = Az log x + Bye (6-30)
4 2% das equagces (5-28) da:
d a7, x Ay ?
ar dr % dr- 3¢
{
Cav, w? A
—— W . B 9
ar 390
| 3 o o
Vo®e— "+ Alogr+Be . {6=31)
Ve, :

Para determinar as § constantes, dispomos de 4 condigoes
A0 pontdrno sGbIe as superf_foiu cil{ndricas de raics a @ b, o wma



- 1%
condino na origem: o potenclal deve af ser finito. A arbitrariedade
gobre uma das constantes podari sor suprimida, pela escolha de uma pag -

ticular origem dos potenciais..

Condigao na origém:
V5(0) = finito —wi; = 0

Origem dos potenciais: tomando Vz(b) = 0, por exemplo,

terenosi ¢ 3
S kb ' _ _
B, = 9_5_ - 4 log b. (6=32)
("}
Condigoes a0 contorno: | |
av, ' av, N A 2 A,
18) — - — i B — — (6~33)
dr /p ar /y b 3¢, b
av vy kal - A
2&) S—— M e— P - % o=m = 0,
ar a ar /o 56, a
ka3,_
logos Ay = =—
3¢,

° j:ortant‘o y de (5=32)1

. kb>  ka® o b
= ——— — og -
e 9¢, 3¢ |

32)° Vy(b) = Vp(b) w=—w &) log b+ B; = 0 o

(6-34)
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: - , Xao o . .
8) Vy(a) = Vila) ——- 5o * 4y log a+ B, = By »
| (-
N . kad b
logot 33 B e— (b:' - 3) - —L' log =
9¢o 3¢, &

Resgolvendo (6-33) e (6534) ¥kiat,

k .
Ay == — (b3 - l3.)j

360.

_ X o
B = — (b3 = &°) 1og b
3¢, '

Teremos finalmente para ¢ potencial,. substituindo
(6=29), (6-31) e (5-30) os valores obtidos para.&s constantes:

| X - r Ll
Vg === (bz’-"—-'_ 3y 20g. = 5 r>by
3

k - k B
V, = — ,(b’ -r’) - -—?- log =3 &<T<Dy.

9e, e, o

k b. - "1‘ g
Vym =P ey — 2og =y | Pea

e, g & '
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Avendice §-I.
A b
Teorema de Ga erge s Saja P um oap
po vetorial diferenciavel numa certa reglao de volume v, 1imitada

por uma superf{cie 8y © suponhamos que se conhega o valor de ﬁiv ;'

~ em cada um dos pbntos da regiao. Entao se tem:

divFav = | Feds, G-=35)

v v

—
onde ds = nds, sendo o orientada para fora da superticie. ‘Isto

-
significa qua- "a integral da divergencia de F no volume 'y e 1gua.1
ao fluxo de F que sal atraves da fronteira & da. regiao®. Sste e o
enunciado do teorema de Gauss. | '

-
Para demonstra-lo. mostraremos iniclialmente qne div )
pode ser tomada como o 1m1ta do. quocienta do fluxo de F que sai de_

um volume Qv ,pelovolume Av, quando Av =0

div ¥ = lin i I F-ds, (5-36)
ae - - Av =0 |

onde A_s ¢ a fronteira do volume A v (Fig,
6~8). .Vamos escolher para A Vv uma celula
retangular de arestas Ax, Ay, 4z, pa~ :

Plge 5o8
' ralelas aos elixos coopdenados (Pig. 6-9), o
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calcular o fluxo total ‘Px

que sai de O s gegundo a

diregao xs

‘.1’:- « J “ E“.‘(x £A x) -
AylAz

z Fige 59 - Fx'(z)] dy dz.

Como & x ¢ pequeno, podemos tomar:

| 2F L R |
F(x+Ax) - Fo(x) s P (x) + — Ax 4 = —u (A x)z'-i-...-?x(a':)#
x . X . a; 2: axz \
- OFg
= — A Xy .-
ox

onde foram suprimidos os termos de ordem superior a A 'x, que fare-
mos tender a zero. Daqui por-diante, em situagdes aha’iogas,_orpitl
remos automaticamente 8sses termos. '

. Teremos ontao para o fluxo:

oF
.‘P:-' —— A:’r.,,dy dz,
dx .
Ay 85 ©
[ '_por conseguinte:
_ q’z . 1 - _an_ .
1im —n 1Mm - - AXxdy dz =
¥ Av ox
Av=—ro Ay = 'Ay ﬁ__s
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an Ax Ay Az an
ox Av ox
JF . -
pois, quandc Av —— 0, 3-15 fica praticamente constante em A v.

Da mesma maneira se demongtra que o limite do fluxo, por unidade de
oF

volune, que aal na diregio y ¢ 3-,1 y ¢ pa diregao 5 =& Assiz

o linite do f,‘l.uxo total, por unidade de volume, que gsai do volun.

Aver
| q - arx' 'éFy b?‘_
1‘_‘ -_— ;.h _. r .d. - _+—-—?-—- s
Av | Av _ ox ' 9y B:

dv —o0 v =0 Y
o qub demonstra (5~36).

Consideremos agora uma regiao do espago de volume v,
limitada por uma superffcie s, e vamos divid{-la num certlo numero
n de celulas retangulares de volume A vy, limitadas por. 'Isuperr':[-
cles A s;. Entdo se tem, da definigip de integral de volumet

I div F &v = 1lim Z:dirFAvp
v n=> 1=l

o .
onde div F o calculado num ponto qualquer de cada volume A Vye I,
sando (6-36) e tomando Av como o proprio volume 4 *1' teremos '
para a integral:
n 1 '
—p e e ) .
Jdivrdv-mz lin K === F'da]pnf

AV
v n == ia] vy~ 0 L8 ‘;'1



n r

nm Z J F.ds.

(&v,~ 0) 151 Jas,

oray NO ultimo somatério,' 0s fluxos atraves de cada parede ‘comum a-
duas regloes adjacentss se oanoelai','-porqiid ‘a8 normals a'ma parg
de sao orientadas em sentidos contrafr:los‘, par? umée ‘outra regiao.
gntdo 0s fluxos através das paredes internas das celulas se cances
1smy & restara, do somatorio, o fluxo atraves da 'lupor.rfc.‘l.o-exter-

oa 8, 40 conjunto de celulas (Fig. 6-10):

Jdiv Fav = 1im F’.&'i“-j ¥,

. : v BT Js 8

pois 8 @ o limite de_'sn' quando' n = oo . e

assin fica demonstrado o teorema.

Flg- 510

[

_'ugnﬂj,gg 5=11

MM_MLMML ' Seja F um campo )

vetorial diferenciavel numa certa ‘reglac, e seja, nessa regiao, u=-
uuporf.{cio qualquer s, apolada num contorno C. Dando a C um
éentido de perocurso, orientaremos a normal a cada elemento de su=
perf.{ci'o ds, de acsrdo com o sentido es=

- colhlido para C, pela regra do- saca-ro-;
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e e . -
f " rotF:ds =@ F-qq , (6=37)
8 el H |
S
isto a, o fluxo do rotacional do campo F, atraves da superticte 8
——

e igual a circulagao do campo F ao longo 4o contorno C, sobre ' o
qual se apola a superffcie”. fate € o enunclado do teorema de 8to
kes. '
Para demonstra-lo, mostraremos iniclalmente que a cog
ponente do rotacional de F, sogundo uma certa diregao &y pode ser
tomada como o limite do quociente da eirculagao de F ao 1ongo de
um contorno C, pela area As limitada por .. -
C» quando A g =0 (Pig, 65-12)3 4

B 1 e A : (2
rot F = 1im .-A-:_ fc Fea. (5‘33)_ /I@/

A0

Fige =12

Vamos escolher, para A s, um retangule de lados Dy
e Az , normal a x, tomar a diregao g como a do eixo dos x (Pig.

6~13), e calcular & ¢irculagao de F ao léng_o de C:

f ;31.-‘{ {[Fy(z.)’.-.?,(g ..-9.-_9;)1 dy + [ F, 27 * P‘(r-!- Ay)]dz} =
¢  Je o - .

ary o arz - ,
- «=——Az dy+ — Oy az |} .
c oz .~  ay /.

Por conseguintes
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q
!

(6. -~ lim — = T ——
F y As =0 As |
£ ? e 1 oF , . oF,
= e— ydz - — Azdyl®=
/1 y( As—>0- 53 c oy oz s Y
(royon) 74y - T oF BF,, Ay bz
=% B - -
oy 0z " As
_ bFz 3?, -
» Pige 528 - . E —— =——ngot, F,
0y Oz |
oF, arz -
‘'pois quando AS -~ 0y = o —= ficam praticamanta constantos em

oz
As y © agsin esta demonstrada (5-38).

Consideremos agora a superr:fc.‘le s indicada nd infcio de; _
te parégrafo, o vamos dividi-la em pequenos elementos de superrfcie
bsi s que podem ser tomados como partes dos planos tangentes assoclados; sejam
‘as fronteiras C,» dessas super?{cies, orientadas de acordo com & orien

ta.qao de C. Entao se tem, da doriniqao de integral de suporf:fcios

| .
‘[rof.?o?ﬁ'- 2w Y rot F-dspy

onde rot F o calculado pum ponto qualquer de cada suparficio Asi

Usando (5-38), e tomando &8 como & propria superricio Asi s teremos

para a integralt : )
rot Fods = " ln. Z Feal | =

A
Vs n—rgo im) A.-—O 91



= Jim F d9.
n —rom 1=1
(As ---0)

Ora, no ultimo sq:lnatc;r,io, as c!l,;-culaqaes ao longo de cada lado comum
a duas superf{cies adjacentes se cancelam, porque é€sse lado e orleg
_tado, ora num sentldo, ora em sentido'contra'rio, para cada uma das
duas superffcies. Entao as c.‘l.rculaqb'es a0 longo das fronteiras in--
ternas das suparr.{cies se cancelam, o rasta.ré', do so:natério, & cir--
culaqao ao longo da frontoi.ra externa c do conjunto de superr.{eias
elementares (Fig. &=14): ‘
;-J'rotr-ds = 1im F-dﬁ=§ Fodl 5
n=*-00
s Cn_ c
Pois C @ o limite de C, quando n =, o

fica assim demonstrado o teorema..

Algunas_prouriedades dog overadores diferencials.  De-
'monstra-sa facilmente, usando as _&ot_‘in.iqé'as dos operadores grad, div,

rot ¢ A, que:

grad (u + v) = grad u + grad v, (5-39)
grad .(u v) = u grad’v + grad u, - (5-40)
el (B-7) = () 7= (@.V) Vo ity ¥ Vatv (5=41)
dlv- (T + V) = div u + div ¥ R o | (5=~42)

div (u V) = grad u.¥ + wdIeV, (6-43)
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aiv (EA?) =Y . rot W =1 - rot ?’ (5-44)
rot (W+7)=rot T+ rot vy (5-45)
got (u ¥) = grad uAv + u rot v, ' (65~46)
rot (TaV) = (7.0 & - (3 ‘7) TR dlv T =¥ div 0y @
ondel |

Os oparadbres de 22 ordem resultam da aplicagao sucea-.
siva de 2 operadores de 12 ordem. Além do laplaciano, '.3"" | conhecido
(6=15)1 |

s ol

div grad n--,.v-'VS‘! Aﬂ ,

demonstra-se facilmente quo:-

‘rot grad u = €A€u= 0 ‘ " (5=a8)
div rot T = V VA?- +] - | (6-49)
ot rot U = FA (VAT) = ﬁE'v" D - D Ty |
rot rot @ = grad div 3 ~AW, {5-50)
ondes ) ) L )
se= Zeelenly e

sondo u = ux(x, 7y 2) T + uy (xy ¥y 2) T + Q, (xy vy 2) K&

Quando as fungoes de ponto consideradas (escalares ou
votoriais) tem simetria esferica ou oilfndrica, 6 conveniente co=

‘theger alguns resultados, freqiientemente usados nos calculoss

). Puncfes cop simetrie esfdrfca. 5§&0 as fungSes da forma £(r), :
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onde T e a distancia da origem ao ponto considerado (Flig. 5..15),':3'

sao resultados conhecidos (2-12),(2-13) e

(6-8)1 —
| S T
grad ¥ = = ,
r
& T
grad fr) 8 =— =,
dr r
Fige 5-1% Aiv T e 3,-
Demonstremos ainda que: _
atv [¢x) ;"] 3e0e) + v — (
v |f(r) o | =32&(r) +2— -
| | 't ! 5~52)
rot T =0, | (6-53)
rot {£(z) 'r"'] = 0, (5-54)
- ~ ‘ .
- 1 4 2 af :
Af(r) @ = | p* =}, (5-565)
' 2 d4r dr .
De (5-43) vemos quet
- a T o
diy[f(r) i‘j = grad £(r). 7z + £(r) div Tee— —=eT+£(r) 3=

dr Y
. ) as
- fir)+2~—
_ 3. .
que coincide com (5-52).

De (5-6) vemos que:

»

0z |
‘rct?- -—-H Te e.f.,..?.f T /_B_J:_E =0,
oy o=z - oz ox ox oy/
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o que verifica (5-53).

De (5-46) vemos que:
rot[f(r)'rj = grad (AT + f(r)sot T = ; rAr =0,

0 que verifica (5-54).

Finalmente:

' ' e
: af r
A £(r) = div grad £(r) = div l-— _l ©
. ) ~ r

1l ar 1l ar '
*= grad l—--;]-?-t-- = div T.»
b o ,‘ ) : .
_1‘/.
1ar 182\ ¥ _ 3 ar
[ ] - s s e e EEe— —or.-}— — I
28 ru2/ r 4ar
1 a¢ &% - 3 ar ar 2 ar
r dr L2 T dr are T dr

que confirma (5-55)‘

Para fungoes que nao apresentem simetria esferica, mas

da forma r(r, 6, ¥), onde r, 6 e ¥ 8a0 coordenadas esfer.‘lcas. tem
“80 para a expressao do laplacianos

1 92 af 1 d ot
42(:.0.")-—-_ — :'2— + —— e gen® — %
g2 or B[ 2 gene 00 - 98
. L1 &
- r2 gen29 92
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‘Sao as fungoes da forma .

£(r), onde agora r & a distancia do eiro 0z ao pontc considerado

(Pig. 5-16). Sé e fum;ao apenas-de’' ¥y nao--sera funqao de z,

o/ teremogt’ - | o
. , dr r .
| < | rad £(r) & = o 3
| il L dr »
| { grad © = = ,,
: : 3_-'
= —
div r - 2 8 \ (5-56)
x Flge 5=18
pois agoras
ox .9y
daiv’ r B o —
Ix oy
Do mesmo modo, verificam-se formulas anslogas a

(6=63) o (=54}, sendo que em lugar de (5-52) teremos aquis
div[r(r) i-j =22 2(r) 2= (6~67)

Pinalmente 0 laplaciano de f(r) sera:

A £(z) = aiv grad £(r) =

1 df ar 2 ar
--I—Q--—-—-Q-I_v_—l
aér 1 ar

._+—_

u&rd.r
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isto o 1 af ar
— A_r(r)-_-; w\TT (5-58)

Para fungOes que nao apresentem simetria oillndrica,

zas da forma £(ry 8, 2)) onde ¥y O ¢ 5 sdo ocordenadas ollindricas,
tenm=s0 PATE & expressac do laplacianos

d [ | 2
A f(ro O 8)m i o= ( “) 1 ¥ &
| P )

b 14

Expblapas Dronogiont

“8=le'* Resolva, usando & equa¢ad.de Poisson) 08 problemas 2=4; 3=2,

5'2 .

BaB) 4=2) 4=3) 4=5.

Ua certo tubo de vdoud contdn um oftedo olifndrico de  rale
& Ea volba dele h{ uma camads oo arga ospasiel de densis
dade = p (onde p ¢ conatante positiva)) estendendoese atd
9 ralo by O &node ¢ um ollindre de ralo ainda malor o "t

0 odtodo estd & un potencisl Py 8 & &nodo a um potensial Yy

deternina o potencial oomo :unqi‘o de #y daatrq ¢ Sfora da dig
tribulgio de oargas (8.7},

Entre dols condutores plancs infinitos) 81 ¢ 52. existe Wz
8lstribulgdo espaolal de cargas de.densidade « p (onde p é
oonstante positiva)e  Tomendod 6 eixo x normal aos planes) o
eondutor 8, {odtods) em, no plans X ® 0, a diatrivuigdo de



5=4,

6=6.

e ‘dado por:
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cargas se estende entre os planos. x =0 e X = ay ©.0 conduto;',
S, (anodo) esta no plano x = by sendo b > a. Se o ca’todo“ e3
ta a um potencial ¥y eo0 anédo a um potencilal Py determli~
ne o potencial como fungao de x, em todos os pontos entre

Para uma certa distribuiqao esfer.‘lca de cargas, o . potencial

Tr) = [5- (o 4-.'-2-) ."r]

3 r. . r
a’ €, .\

onde a e Po 520 constantes. Calcular a distribu.‘lqao de cap

gas que produz aste potencial.

Una valvula cilindrica ¢ formada por um condutor interno de
ralo a, a um potencisl Vo,. e por uma capa condutora com su-

perffc:le interna c.‘l.l.fndrica, eoncentrica com a superf:fcip do

_condutor internc, de raio b, ligada a terra. No espago en=~

tre estes dois condutoras, oxiste uma distribvuigao espaclal '
de cargas de densidade P ='p, eu% :‘_h » onde P, é cons-
tante. Calcular o poténci_.al ‘aum ponto qualquer entre - 08

condutores ( suPOI‘." 08 condutoras' infinitog).:



0 .
o cAPfTULO 6

IMAGENS ELETRICAS -

' |
6= 1. opriedades do potencial. . Demongtraremo8, iniclalmente,

' duas propriedades do potencial eletrostaticoi

15)_ "0 potencial nao pode ter maximo nem minimo numa
reglao em que nao haja cargas" (assumiremos gempre distribuigoes eon
t{nuas de cargas, procedendo en relaqao a distribuiqoes discretas c_Q-

go f£icou indicado no paragrafo 5-1).

Demonstragao: Seja p = 0 numa certa regiaoc, e x um
ponto dessa Tegiio, e suponhamos, por absurdo, que % seja um ponto de
gaximo (ou m{nimo) para o potencial. Isto aighifica que, aum ponto
dado da vizinhanga de E,_ o potencial ¢ menor (ou maior) que V(x), ou
eveni.u;lmente igual a V(X). Se o ponto x 6 tal que V{x) = V(x), pa-
ra todos os pontos x da vizinhanga .de ;, neste caso tomaremos um ou=-
.tro ponto x! s mals afastado, onde o botencial comece a decrescezf (ou
8 crescer). Entao a derivada de V, calculada num ponto proximo a X,
¢ menor (ou malor) do que zero, ou eventualmente igual a zero, mas
ndo 1dénticamente nula (se escolhermos adequadamerite I). Tomando em
‘torno de X uma pequena esfera, ¢ apl.tcﬁn;lq a ola o teorexa do Gauss,
viras
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. Ung
¢i= E-&:‘Jh-Erdl'—— .

L °
8 a8

Has‘f; E, ds >0 (ou < 0) porque E, = %%v e como Unt = © por hipo-
tese (pois, por hipotese, p= 0 no entorno do ponto x), entao chega=
mos a uma contradigao, proveniente do fato de termos suposto x um
ponto de maximo (ou mn{nimo) para o potencial, Esta propriedade cor-
- responde ao teorema matematico que diz.que uma fungao harmonica (so-
| 1uqao da equaqao de Laplace), definida numa certa regiao, nao _pod._

| a.{ ter max.lmo ou mfnimo.

28) wo potencial nso pode ter m;{ximo nen ninimo num
condutor déscarregado" (isto ¢ s contendo carga total nﬁla, ricandoin
'clu.{do aqul o caso em que exista uma densidade de cargas 0‘# 0 sobre’

a superf.{cie s do condutor, tal que I ods = 0).
: s

Demonstragao: admitamos, por absurdo, que V seja ma=-
ximo (ou m{nimo) no condutor. Ora. 0 campo elétrico num ponto exter

no, muito proximo &0 condutor, @ normal a sna superffeio, e por (4-1)

tom=-got :
o ov g
—— E E o v g ; -n'-' v’
€4 on

_ - - -
e'ﬁ’. VYV sera sempre £ 0 se Vefmﬁximo, e >0 se V e ninimo - no
condutor. Aplicando o teorema de Gauss & uma superffcia extorna. ao

condutor e i.nﬂnitamente proxima do sua auperf.{oie, vem

= -‘- q
¢-J‘ E.“-J‘ xdgl—-:.'
T T e
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Ha-"j Eds »0 (ou £0), e como q = 0 por hipdtese (pois, por hipo=
8 F ] ) -

. yes0y © condutor e descarregado), entao chegamos a uma contradigao,

groveniente do fato de termos suposto o potencial maximo (ou m{nimo)

go -condutor.

§f = 2o Teorem ade oter . "Se, para um sistenma
de condutores e de carﬁas (dadas), sao dados, seja © p-otencial. se ja
g carga de cada condutor, entio.-sé existe uma funca® potencial V tal.
que se anule no infinito, e que fornega para cada condutor, seja o

potenclal, seja a carga dados.™

Demonstragao: seja V, o potencial de 12 condutor, q,
' carga do 22 condutor, etc. Entao a fungao V, solugaoc do problema,
- que da o potencial em qualquer ponto do cspgqo; deve satisfazer ‘a8 .
ondigoess o

1) v(o0) = 0,

28)AvV .= - -;— » onde p e a densfﬁade de cargas em cada

° .
ponto do espago,

— .
45) qal'eo E-a?'-‘-c I grad 7-33",

¢tec. Suponhamos que V nao seja ﬁn.’Lco, isto 6 ’ ;qno exista uma outra
lolngao 7_' y satigfazendo ;s mém cond:lgSosl
12) V() = 0,

2)AY mady
4 .~



38) v'(1) = v 163

42) a9 S - Co‘[ grad V'! E;r,
. BZ !
etc. Seja agoraiuma outra distribuigac de cargas, em tudo identica
2 12, exceto pelos sinals das cargas. Entao, ao'V e 8olugao do 1-‘

problema, V" = & v' sera soluqao do 22, e devera satisfazer as con.

aigoes:
12) ve (qﬂ = |
p" ?
& n = e S = ———
2% vn = - o a3

32) V1) = - ¥,
48) - s = - cof grad v* '_E?;
2 |

etc.. De acordo com o. prinefpio de superposicao, se existe uma dig-
tribuigao de cargas em equili{brio num condutor, entio adicionando
cargas ao condutor, correspondentes a outra distribuiqio.da'aquilf-
brio, o campo e o potencial resultantes serao a soma dos campos e
pptencléis dados; e como 0 campo e nulo no condutor,‘aJo potencial
constante, mesmo para as cargas guplomantaras. a gistr;buiqao o de

cargas total & ainda uma distribuigao de equilibrio.

Vamos entao superpor as duas distribuigSes considera=
dasy correspondentes as solugoes Ve 7'; 0. potencial resultante 6~
ra:

V=Y +yn “.-V.‘_:‘gl;_..e’

* deve satisfazer as condigSess



18) V() =0, | | (6-1)
_ 28) AV =0,pois p=p+ pr = 'p- Ip= 0,
32) V(1) =0, | (6=2)
42) 0=« cof grad V. @3,
s ' '
2
etc. Como V nao pode ser maximo nem minimo em cada condutor cuja ecar
ga era dada (22 propriedade), nem em qualquer ponto do espago em que
antes havia carga (12 propriedade), entao so podera ser méx:imo ou mf
pimo no infinito, ou nos condutores em que o potencial era dado; mas
af, por (6-1) @ (6-2), o potencial ¢ mulo. Logos |
Vadx = min = 0,
e portanto v £ 0,y isto e',-. V =V, em todo o0 espago,y @ © teoremal fica

demonstrado.

£ste teorema se aplica, em particular, aos casos em
que V e dado sobre tada a fronteira de uma certa regi;o; neste ¢aso
ficara miv_gq_am deteminacfo no interior de toda a regié'o. 0 caT;_l,
culo de V no interior da reglao 6 em geral complicado, a nao ser que
s8¢ possa desde logo reconhecer, pela forma de V na frontelra, a dis-
tribuigao de cargas que o produz.- Assim, se V na fronteira s e’ da
forma %‘ sy onde T 6 a distancia de uma certa origem ateé um ponto qual-
Wuer da fronteira (Fig. 6~1), entao sabemos que V so pode ser o po-
tenclal de uma carga puntiforme q = 4 me, localizada na origem,eneg
te caso o potencial num ponto P qualquer da regiao sera ainda da for
na-}: . Problemas mais complicados podem ser resolvidos por mtodos

txperimentais, ou por um método muito elegante, imaginado por Dirich
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let, metodos esses que transcedem os objetivos deste curso. vere-
mos, entretanto, no préximo caﬁfxulo que

se for dado, além de V sobre a fronteira,

o valor sobre ela de sua derivada 12 (da-

-4

do, portanto, superabundante),  pode=-se
calcular mals facilmente o potencial na

r§g1§o interior a frontelra. 0

0 teorema da unicldade do Fige &2

potencial, por outro lado; assegura a posslblllidade de descobrir . a
solugac de problemas complicados, usando solugoes conhecidas de pro-
bieﬁas mals simples. Sabemos; por exemplog que as superffcies de
nivel do campo criado por um-fio de comprimento { carregado (com depn
sidade linear de cargss A constante) s£o.q11ps$ides confocais, es-
tando os focos nas extremidades.do fio (paragrafo 2-8). Como sobre
'gsses elipséides 0 potencialfé constante, podemos calcular seu valor
em qualquer ponto do elipséide,-em particular nos pontos A ou B (Fig.
6-2), para os quais o caleculo ¢ mais simple#. Para o caleulo em 4,
por exemplos podemos integrar diretamente o potenclal devido a um o="
lemento de carg# Adx, desde = £ até;

+ £( =2f), e encontraremoss

A x+f ,
VA = " 10g . ( 6"3 )

4#60 x=f

Para o potencial em By podemos calcu=-

lar,usando (4-10), a integral do cam-

Flﬂ. =2

po elétrico dado por (2~17) num per~

curso retilfnso, normal ao fio, que
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val desde B ate o infinito, e encontraremos:

A f+/y_2?

log .
2w €o y

£ fdell verificar, usando as propriedades do elipsSide:
X =01, y2+f2=x2 3

que V, = V5, 0 que é necessariamente verdadeiro, pois o elipscide ¢

uma superf{cie equipotencial.

'Se agora materializarmos este elips5ide por um condu-

tor earragado com carga q = AR, entg'io demonstraremos que se tems:

1 2 e :
Vg = Vy =7y Vo = Vg » (6-4)

onde V' & o potencial criado pelo condutor carregado (Vs' sobre a su-
perficie, Vi em pontos internos, V; em pontos externos); V, e o po-
tencial sobre o elipséide,dado por 1'6-3;),,0-Ve o potencial em pontos

externos: a0 elipsoide, ambos devidos ao fio de comprimento f.

De fato, sabemos que V' deve satisfazer 3.5 condigé'es:

12) v'(w) =0,
28) AV, =0,

a) - ¢ _‘-.
3) 9=~ ¢ grad V - ds ;
s s .

. L . -
ora, se mostrarmos que V satisfaz externamente as mesmas condigoes

que V' , entac, pelo teorema da unicidade do potenclal, teremos ne-
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L
cessariamente:
' ]

vev',
‘em t5da a regiao externa ao elipsdide,

A 12 condigao ¢ obviamente satisfelta por V; a 22 tap
béﬁ, pois nao ha cargas externas ao fio. Filnalmenta, o fluxe que
sai do elipséider _devido.; carga q = AR con.tida no ﬂo e » aplicandd o
teorema de Gauss, | “ | o

¢=-J gradV-E?=J E-ds = —,
’ €

s s o

e assim verificamos que V tambem satisfaz a 32 condigao.

Vemos , portanto, que o campo criado por um conﬁutor en
- forma de elipsoide de revolugao, contendo carga q» e O mesmo que o
crlado por um fio retilfneo de comprimento L= Zf sy com extremidades
'nos focos do elipsoide, contendo a mesma carga q, distribufda unifq;
memente ao longo dele - para pontos externos ao elipsoide. Esta con
clusao poupa-nos enorme trabalho, que consistiria (se Quisessemdsca;
cular o campo devido ao condufor elipsoidal) em procurar a distribui
gao de cargas o que tornasse a superrfcie do condutor wuma equipoten
cial, e em seguida aplicar a formulas _
v :
o=~ € ;; . (6=-5)

Usando os resultados TG-@), entretanto, e supondo 1=
gual a g o semi-eixo de rotagao do alipsoida, achamos lmedliatamente g

solugao do nosso problema, que e-
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onde X @ 0 semi-eixo de rotagao do elipsdide sdbre o qual se encone
tra 0 ponto P, externo ao condutor. O valor de o, em um ponto qua}
quer 4o condutor, sera caloulado & fostariori, por (6=~5), onde Ef
ton & direqao normal ac elipsSide no ponto, 1sto &y & diregdo da

bissetris do tngulo @ (Fig. 2-15).

prema_da _hlindarer fposkatic 1Se num eendutor hi
uBa aavidade. ne interior da qual existam cargas distribuldas do T
ta naneira, ensac gqualquer medifieagao impesta & eala dlstribuiqao
(sen que g6 altere o valor de 8ia 6arga taﬁal) n2o influird slere o
- potencial eletrostdtico na regifo externa ao sondutor. Doy outre 15
doy se o sonduter estiver ligade E_terrag gualquer medifiesagde impeg
ta & distribuigdo de oargas sxternas ao condutor (sem que ss altere
¢ valor total dessas cargas) nde influird sdbre o potencial ne intes
rior da cavidade."

Assin o gonduber funelons eeme uma blindagem para &8
duas reglces| éste 5 o p» Lnnipie da gaialﬂ de Paraday.

Para demonstroy & 18 parte do tesrema. auponhamaa qus
6 petenoial na regllo sxterns g9ja inialalmente Vy o qus; dopols de
alterada a distribuigao de sargas no imtericr da oavidade) pagss a
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ser V,.  Suponhamos ainda que o condutor esteja isolado, com carga
[} ~

total constante, seja Q ; entao, se a carga existente na cavidade for ;

-igual a +Q (f‘ig. 6-3), aplicando- -

se 0 teorema de Gauss a uma superfﬁ

cle s qualquer, tdda ela contida no

condutor, vemos que a carga total

induzida na superf:fcie da cavidade

e - Q (pois o fluxo atraves da su-
perficie de Gauss 6 nulo - por ser Fige 63

nulo o campo no mter;or do condutor = ¢ portanto é nula a soma das
cargas internas a ela). Entao sobre a superf.fcie externa do condubé»r‘
havera carga Q + Q"-. _ﬁstes resultados valerao antes (12 siﬁuaqao) é
‘depols (2% situagao) da redistribuigdo das cargas Q existentes na ca
vidade.

Consideremos agora a situagao simetrica da 22 situagio,
“isto €, uma 32 situagao de equilfbrio, com tédas as distribuigdes de
cargas idénticas as da 2§, apenas com os' sinals trocados. E vamos sy .
perpor a 12¢ a 35-l situaqses, 0 que dara ainda uma situagé.'o de equi~
1{brio, em virtude do princ{pio de superposigao. Teremos entao: a)
potencial igual a V; -~ V, no exterior; b) carga nula no exterior e |
no condutor. Ora, nao havendo cargas na regiao externa nem no condy
' tor, o potencial so podera apreseﬁtar paximo ou minimo no infinito,
mas al é nulo. Entao 6 nulo em tdda a regiao externa, e teremos V)=
= Vz.

Para demonstrar a 2% parte do teorema, suponhamos que
o poténcia.l na cavidade seja micialmeﬁte Vl © que, depols de alterg

da a distribu.‘lqé.'o das cargas q externas ao condutor’y passe a ser VZ.
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Como o condutor esta ligado a terra, o potencial na superficie da ca
vidade sera sempre V = 0y, e como a distribuigao de eargas Q no in-
terior da cavidade nao sofreu alteraqao, o potencial no interior da
cavidade estara univocamente determinade (teorema da unicidade do pg

tencial), e teremos'vl 3 V

Seja agora um condutor com uma cavidade, no interior da
qual existe: um outro condutor contendo carga positiva. Se ligarmos
os 2 condutores por um fio, toda carga fluirsa para a superffcie eXe
terna do condutor externo. De fato, suponhamos que alguma carga tee
nha permanecido no condutor interno; entao havera carga negativa copr
respondente na superficile da cavidade; e linhas de forga ligando es-

sas cargas. Ao longo de cada linha de férga teremoss

-l —

que dara a diferenca de potencial entre 0s dois condutores. Mas se
os condutores estac 1ligados e em equilfbrio eletrostatico, estarao a
un mesmo potencial, e portanto Vl =V, isto 5, E?= 0. O mesmo fato
poderla ser demonstrado usando 6 fato de que, se ET; 0 na cavidade
(pois v, = Vo)s entao o = 0, 1sto 6, nao harerﬁ cargas nas superf{-

cles internas.

| 0 princfpio de funcionamento do gerador de Van der
Graaf e estabelecido com base nésses fenomenos. Consiste em carre-
gar por dentro um condutor que apresenta uma cavidade em comunicaqaol
com o exterior (Fig. 6-4). Qualquer quantidade de carga levada pa-
ra dentro da cavidade, e posta em contato com o condutor, se distri-

buira sobre Bua superffcia extarng. Isto_permité af acumular grande
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quantidade de carga; o que nao se conseguiria diretamente, porque a
.fOrga de repulsao que so estabeleceria entre
a carga adicional e a Ja existente seria -e-

norme.

Com base nos teoremas pre=
cedentes o que se fundamenta um impor-

tante método para caleulo: do campo elétrif

€0, que veremos a seguir.

6 - 4. Metodo das imagens elétr;cas. : Certos problemas=em Ele=-

trostatica sdo difleilmente resolvidos pelos métodos estudados atd
agora, em que campo e potencial saoc caleulados a partir de distribuj
gaes de cargas dadas. E o caso, por exemplq, de problemas em que
aparecém condutores carregados, para os quais o nao pode ser dado a .
priori, sim calculado simultaneamente com o campo. Em problemas dées
te tipo, vale-nos o método das imagens elétricas, que &, alids, unm

metodo de aplicagao muito restrita.

Quandc um condutor descarregado @ colocado em presen=-
'ga de cargas, ocorre um fendmeno de 1ndu9ao no condutor, isto e, cap
gas negativas sao repelidas ou atrafdas
pelas cargas presentes.conforme seu si-.
nal, e se redistribuem no coﬁdutor fte

que se atinja a situagio de equilfbrio,

qQue € aquela em gque o campo no inte-

rior do condutor e nulo (Fig. 6-5)f En=- Fige 65
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tao o campo em todo O espago sera, agora, o produzido pelas cargas
presentes e pela distribuigao superficial de cargas, antes inexis-
.tente, no condutor. B clarg que a carga total do condutor, neste
caso, continuara nula. Ea alguns casos deste tipo, a distribuigao
de cargas no cOndutor.poder£ ser substitufda por éargas ficticlas
que produzam © mesmo campo, fora do condutor. Vejamd& alguns 9-.

xemplos.

6 = 5. ar ntiforme em presenca de cO utor limitade or

uma face plana ;gdef;nidg. Se a ca}ga + qvé colocada en frente

a face plana do condutor, sobre esta aparecerao cargas negativas,

distribufdas com uma certa densida.c'le

oy fungao de pOSigao, quantidade e -

quivalente de carga positiva se dis-

LB AN e |
i |

{

tribu1r5 sobre a face oposta do con~

[ 8

dutor, © mals longe possfvel da car-

ga g+ ©Se o condutor for ligado | a
terra (Fig. 6-6), essas cargas posi- Fig. 66
tivas.“fluiraoﬂ do condutor para & terra (ou melhor, serao neutra-
lizadas por cargas negativas qué fluirao da terra para o condutor).
0 condutor estara assim carregado com uma certa carga = q's sendo
q' positivo. Para a determinagac de q', consideremos uma superfi-
cle de Gauss s passando pelo interlor do condutor e fechando=-se no
infinito (Fig. 6~7). Como o campo ¢ nulo sobre toda a suparffcie,

0 fluxo dO'campo atraves dela sera tambem.nnlo, e conseqientemente
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do teorema de Gauss viras

QUnt .
0=¢ = =q-=q"
o

do que se conelui que a carga total - —
induzida sdbre & féce-plana do con :
‘dutor ¢ - q. - :‘

A face plana do condy .
~tor divide o espag¢go em duas ' re= : Lo
 gi5es. Em qualquer ponto da re- o '
IgiEo a esquerda, o campo e nulo. De : Fige &7

fato, em tdda a fronteira desta regiao o potencial € nulo (nulo na
face plana e nulo no infinito), e como nao ha cargas no seu *“Inte-
riory o potencial e nulo em todds os seus pontos. Na regiao a di-
reita, campo e potencial sao determinados pela carga puntiforme po-
sitiva q e pela distribuigao contfnua de cargas negativas induzidas
sobre a face plana do condutor. Se quiséésemos calcular diretamen-
te canpo e potenciél nesta:regiio, ter{amos de calcular primeiro a
densidade superficial ¢ de cargas induzidas no condutor, problema
~de grande dificuldade.- 0 método das imagens elétricas, entretanto,

fornece solugao simples ao problema.

Vimos no parégrafo Z2-4 que © plano mediador w do seg~
mento que liga duas cargas puntiforﬁes'delmesmo modulo e sinais eon
ﬁrérios! +qge - gy @ uma superfféie dé nivel, e portanto, equipo-
teneial (Fig. 2-9); Mostremos agora que sobre éle o potencial ¢ ng
lo. Se ja entio P um ponto qualquer ddsse plano. (Fig. 6-8); o poe:

tenclal‘'em P sera:



q q
Vg2 ———— = ——— = o,
P ame, T, 4me, T_ -

pois T, = T_. 0 potencial ¢ ainda
nulo no infinito, e seu valor em

un ponto P qualquer do espago e:

q 1 2

T -~ - ———

<
"

. (6=6)

Se agora materializarmos o plano w por um condutor 1i
gado a terra, e se retirarmos a carga - g, mantendo na mesma posi-
¢ao (a uma distancia d do plano) a carga + q, teremos o problema pro,
| posto no infeio deste paragrafo. Vamos mostrar que (6=6) ¢ uma so-
lugao deéste problema. De fato, (6-6) e solugao da equagao de La-
_place, fornece potencial nulo sobre o condutor & no 1nfinito, por-
;tanto em toda a fronteira da regiao 2 direita; e tende as

' qQ
V=

41rc° ;‘,,_

1 ,
ao fazermos r ~— 0 (porque, neste caso, — se torna desprezivel-

’ ’ ’

em face de #L'): isto ey da o valor correto para o potencial criade
+ .

por + q em sua vizinhanga., Entao se (6-6) é solugao, pelo teorema

da unicidade do potenclal, é unica. .

0O problema do condutor e de carga pode assim ser idepn
tificado com © problema das duas cargas, com as seguintes restri-
qoes:

18) A expressao (6-6) vale em todo o espag¢o para o

problema das duas cargas, mas so vale no sémi-espaqo a direita, pa=-
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ra o do condutor e da carga; neste problema, como ja vimos, v=20

'a esquerda.-

22) a carga - q, no problema do condutor, ¢ fict{-

cla; chama=-se "imagem elotrica da carga ¢ em relagao ao plano.

22) sSbre a face plana do condutor ha uma distriby

19&0 de cargas negativas reais; no caso das duas cargas reais, o

plano e 1mater1a1 e portanto descarregado.

- A solugao do nosso problema ¢ entao (Fig. 6-9):

1sto €, o campo a direita do plano 6 o mesmo que o criado

r~

q 1 1l

4re° T, by

V =

, & direita do

< ‘ , ~ eondutor,

-

. - - .
V = 0, no condutor e a sua esquerda.

Nestas mesmas regioes,.respectivamente,o

campo € dado‘bor:

- -
— q 1’+ 1'_
E = | gy m— 9
4T e 3
4 | ° r7 rz ,
-
E = 0,

pela‘

carga q e sua imagem - q (fictfcia), localizada na posigao simé-

trica a de q em relagao ao plano.

Para calcular o, devemos usar (4-1):

= ’ .
o COES"
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e portanto calcular E s® Da figura 6~9 vé‘-se_ imediatamente que o

L
campo em P seras

q *yen  T-n q
Es = - ete— T ow  e— 0089,
i7e, E‘? ' ?2 2we, %

onde r = r ¢ = T . Chamando x a distincia do ponto do plang &0
ponto nédio do segmento. que liga as cargasl, teremos finalmente:
qd

o= - - ’ - (6=7)
2w (x2+d2)3/2 :

isto e y a densidade de cargas ¢ maxima no ponto'do plano mais pr_é
ximo de q (para x = 0), tem valor constante ao longo de cada cfr-
culo de raio x centrado nesse ronto de méximo, e cal rapidamante a

zero {(como -13-; ) a medida que nos afastamos désse ponto.
r

LY

6 - 6. Carga iforme em pregenca de egfera condutora. Havera
polarizagé’o na esfera; sendo cargas negativas atrafdas e cai'gas po
sitivas repelidas pela carga puntiforme + q (Fig. 6-10). Se a eg

- “ )
fera condutora for 11 a g terra,

as eargas positivas serao neutrali *Q
zadag por cai-gaS' negativas que fly |
iréo da terra para a esfera, e es=
ta ficara negativamganta carregada

*q

(Fig. 6-11). Campo e potencial no

interior da esfera condutora --4ao

nulos; no exterior, sao os produzi
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dos pela carga puntiforme q, mals a distribuigao de cargas de den-
sidade o localizada na superficie da esféra." A mesma dificuldade
‘do problema anterlor surge no calculo direto do potencial e do cam

L4
poy e mais uma vez vai-nos valer o metodo das imagens eletricas.

- Para usé-lo,_ devemos antes resolver o seguinte Pro=
blema: sejam duas cargas puntiformes + ge - q'y sendo g' # q.
Qual ¢ a superffcie equipotencial sobre a qual V = 0 2 A assime-
tria do problema indica, desde logo, que ela nao podera mais ser
0 plano mediador do segmentd que une as cargas. . Pode-se demong-
trar, aliés, que neste caso nao havera nenhuma superffcie equipo=~
tenciai plana. Vamos agora demonstrar que a superficie procurada,
isto e, aquela para a qual V = 0, ¢ uma superficie esferica, e de-

terminar seu raio e a posigao de seu centro.

Seja s essa superficie,

e P um ponto qualquer dela; escolhen

do um ponto O qualquer do espago para
origem do sistema de coordenadas (Fig.

6~12), teremos para o potencial em P:

1 q q!

Vp = — - ——— (4=8)
P are \IT-T,] r-T.] | , Fige 612

Impomos agora a condigao de que s seja uma equipotencial_a poten-

cial nulo; entao sua equagao sera dada pors
'VP=‘0 »

isto é, s 6o lugar geometrico de todos os rontos que gozam da prg

4
L]

Ppriedade:.
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AL (f—) -T2 (69)

2
q
ous chamando (-—) = A:
| q

-rz‘ rf- -27. 5:_ = /\(ra-l-r_ - 2T-T.),

que € a equagio de uma quadrica. Esta equagio também pode ser es-

eritas |
T=AT\% | F-arm |2 ar?-r2 |
* L} * -
Fe — - —— | & D (6-10)
1eA 1 v1ea 1ea o
Cha.mando:
T, -AT. At -rf
s < 2 2
=r e .+ r_ = R",
1-A o 1-2a 0 ’

a equagao (6=10) finalmente se escreve:

l?"i‘-zlz = RZ ’

1sto & y existe um ponto C (Fig. 6-12) de raio vetor 'i':, tal que o
quadrado da distancia de C até o ponto P ¢ constante; logo, o pon-

to C & o centro de uma esfera de ralo igual a [?—?;lz.

Se tomarmos, agora, a origem do nosso sistema de coor

denadas no prc;pri.o ponte C, teremos ?-o =0, e portanto:_

e i
650 = - - r+ = Ar H (6-11)
. r, .9 : - '
o ™ il : .
e ot D e o e e o como A o um escalar, os raios

- vetores '1": e -:E: tém mesma dire

Fige 6=13 ga0, e o ponto C esta alinhado
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com asposigaes das cargas q o = q'; como além disso A > 0, os dois
vetores tem mesmo sentido, e o ponto C e exterior ao segmento que

liga as duas cargas (Fig. 6-13). Por outro lado,

Apl ol
ArS - r

R =

1-2 y . (6-12)

e as aquagOes (6~11) e (6-12) fornecem & solugao de nosso problema:
pols a primeira fixa a posigao do centro da esfera, e a segunda o

seu ralo.

Chamemos agora (Fig. 6-13):

r = a, r+'=_=d,'-p=d-a.;

‘entao de (6~11) vem:

d= Aa .. a+p-= (—-) as
. iy

e portanto a esta:r.-a daterminado em fungao de qs @' e p (dados do

problema) s por:

- (6=13)

Como a > 0, tem-se necessariamente q >q', .tsto e, a esfera esta

envolvendo a carga de modulo nenore .- . .

Do (6-12) vem:

R 2 m—— — = al = Mz;

l1=-A - 1=A

come Aag = d:
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Z — . .
R~ =.ad : (6-14)

isto 6, O ralo da esfera ¢ a média geometrica entre as distancias

de seu centro as duas cargas. Do (6-14) vira ainda:

B2 2 1 [fqr\®
— T wm = = = - | 3 @ portantos
dZ d A q

R g0 _

d q

Entao, dados gy q' & P (d;s,_,tancia entre as cargas), por (6~13) de-
terminamos a e -consequentemente dy pola @ = p + a3 finalmente, co-
nhecendo a e dy R estara determinado, e o problema resolvido. 0 .
~potencial eﬁ um ponto P qualquer ‘dc espago, criado pelas cargas q
e = q'y sera (Fig. 63-14_) da forma (6-8): |

« [1 B ,-
Vp = e | — = &= ), (6-26)
r-

: »
- ATey \ Ty :

onde q' fol substituido por ‘g q
em virtude de (6~15); e onde es~

L
tawog agora chamendo r, e r_  as

N, Ve | _ distancias do ponto P as cargas,

por simplicidade de notagao. Se

Fige &14 ' " Peum ponto da esfera; e '5.,, o

r_ suas distancias as cargas q € ~ qF raspactivamenta, vemos de

(6-9). (6=25) ¢ (6-14):
(6~17)

il %\
i
ol
u
Wile

q
B e =
q

+
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e aplicando (6-16) ao ponto P verificamos que V3 = 0.

‘Se agora materializarmos a esfera s por um condutor
ligado a terra; e se retirarmos a carga = q'y mantendo na mesma.po
sigao (a uma distancia 4 do contro da gsfera). & carga + q, teremos -
© problema proposto no infelo dste parég:afo. Vamos mostrar que
" (6-16) € uma solugé'o déste problema. De fatb, (6-16) & solugao da
equagao de Laplaca 3 fornece potencial nulo sobre © condutor @ no
infinito, e portanto em toda a fronteira da regiao exterior a eg=-

feraj e tende as
q

4.1?50 Te

V=

ao fazermos r, ——>0. Entao, se (6~16) & solugao, pelo teore_:ﬁa da

unicidade do potencial, € unica.

0 problema da esfera condutora e da carga + q pode as
sim ser ldentificado com o problema das'duas cargas =~ gqt. e + gy deg
de que sejam feltas réstriqSes ané.’IOgas_ as do parigrafo anterior.

A golugao do nosso problema sera entaos

[ R |
q 1 d '
V= — . s fora do condutor,
4re, \T, T ' S

V=20, no condutor.

A

.

-~ »
Nessas mesmas regices, respectivamente, © campo e dg

.do .pors
—p q. r"’ § r"
E= - $ 5 )
47me, ! 1'2 ré ( -18
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1sto €, O campo externo € o mesmo que o criado pela carga q e sua -
imagem - q* = -~ & q (ficticia), localizada a uma distincia a = 2
do centro da esferay sobre a reta que liga q 80 centro da esfera,

¢ entre q e éste centro.

Para déterminar oy devemos calcular Es’ 151_;0 o y o
valor do campo num ponto exterior muito pré'ximo a superfi'cie da
esfera (.‘15 sabemos, de (4-1), que o campo ¢ af normal e igual a
- ;2 )o Para isso; ou usamos (6-18) e calculamos .iiiretamente Eg»

o ”
ou partimos de (6-16) e calculamos 2V | Usaremos o segundo meto-

on
do: -

Es - e — . - - W 3
on/p=R 9T /p=R

sendo r a distancia do centro

| - da esfera a un ponto exterior

vizinho a P, sobre o© mesmo

raio. Da Fig. 6~15 vemos que:

Fige &=15

T, = ~/1:é+d2-2 rd cos eﬁ,_ r_ =,‘/zz+aé-2racos 3 ’

e portantos | "R
' : qQ -] 1l 'd
47e, | OF T, T_
' r=R
q 1 °T% R 1 or_

4T, rf‘ar a rZ_br

r:
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q 1 R 1
= —-(R degse)--,—:- (R-a cose) | ..
ame, -3 d' ¥

Substituindo agera r+ per 24 d ZRd cose e r por

n/g-'-a -2 ad cose » 8 usando as relagoes (6-17), obtemosz

. Q aé Rz
s © , :
4TS R (R244%-2 Racos ) 3/2
@ portanto: '
q - a - g8
T E = el

, _ (6-129)
47R (p2:42 .2 R d cos6) 2

De (6-19) vemos qus o valor absoluto maximo de o & dado para 6 = 0O,
. dsto e, no ponto da esfera mails proximo da carga qj e seu valor a_'p,

soluto mf{nimo & dado para e =7y isto es no ponto mals afastado.Pgo
de-se imediatamente verificar que s

J G'ds=-'-q",

' -
A

isto 5, a carga total fnduzida s0bre 2 esfera condutors e igual a
carga imagen, |

A forga atrativa entre a esfera o a carga q 6 a meg
ma que existiria entre q e a carga ficticla - gy 1sto és

= ~q.q° -qZRd'

= -

4mey (a -g-‘).z 47e, {3% - §%)%
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Calculemos agora © trabalho realizado |
-~ -
pela forga Fyquando se transporta =a

carga q desde sua posigao inic;al-até

0 iInfinlto (Flg. 6-16)3 - Flge 616
o © -
.'u-f r-'&'i’-j F(x)dx =
v a a
~ )
e°R xdx ¢ R
| - 2 = )

4W€° a (xz -RZ)Z awao(dz_.aa)

is%o é. ¢ trabalho por unidade de carga aarét

zl B - q R »
81 co(a2 - RE)

Entretanto, o velor do potenclal ne posigao da oar=
ga qy devido a ¢arga - q' (o potencial de uma carga puntiforme no
ponto em que ela se situa nac tem sentido t{sico) @, em 'virtude

de (6-16), dado por:

! g qQR.
v | — o - ’
4 Go(d 'a) 4 eo(dz -RZ)

que vale © adbro de ¢'y resuliadp em aparente contradino com &
definigao de potencial eldtrico, introduzida no parigrafo 4-2. 4
contradiqio desaparece, todavia, qﬁando‘lembramos que © potencial

5 definido como o trabalho reallzado pelo campo, quando se = trang
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porta a carga unitéria‘desde o. ponto até o infinito, desde que se
mantenham fixas as cargas que geram o campo. Ora, = qf no &  wma *
carga fixa: nao s6 se desloca aproximando-se do centro da esfera
quando q se afasta (pois a € inversamente proporcional ad)y como
ainda seu modulo diminul quando q se afasta (pois q! ¢ inversamen-

te proporcional a d).

Ate aqul supusemos a esfera condutora ligada a terra.
0 mesmo-método-de_soluqio poderia ser usado nos seguintes casos:
_esfer&‘isoladg e neutraj esfera isolada com carga total Q; esfera

a um potencial'dadb, Vo. Vejamqs‘cada caso isoladamente:

12) Esfera isolada e neutra. Podemos partir do problema ante=

rior, no qual‘a esfera estd ligada a terra; contendo carga total
- g', numa disztribuigao de equilibrio. Se Isolarmos agora a esfe-
ra, nada quederﬁ, a nEp ser que acrescentemos carga a esfera. Neg
te caso,y a carga_adiciqpada se-redistribﬁiri sobre a.superffcie da
esfera; ateé que se atinja a situagao de equilfbrio para as cargas
adicionais, que ¢ a da distribui¢ao uniforme. Como as duas aistri
buigoes de carga, a primitiva e a adicional, sdo distribuigdes ds
: equilfbrio,-uma nao interfere sobre & outra; e pelo teorema de su-
perposigao, campo e potencial em todo o espago serao a soma doé
campos e dos potenclals devidos as duas distribuigdes. Se'quere -
mos que a esfera este Ja neutra, isto e, com earga total nulé, de=~
vemos acrescentar=lhe carga q'; esta carga adicional dara campo
nulo e potencial constante Z?&é;?f no Interior, ¢ no exterior pro
duzira O mésmo campo e O mesmo potencial.que uma cargs + q° localj

' zada na origem (Fig. 6-17). © potencial em todo o espago sera en-

.taos
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-
& R
_ 9 1l d da _
VEem———— | —a e b = s fora do condutor
47e€y \¥, T T
4
R
aa |
v= - y 00 condutor,
, 4re, R
L

A densidade super-

ficlal de ¢argas ¢! ,_valera' agoras

R
dd
oY= o+ = ’
41r32
onde ¢ & dada por (6-19). ' Fige 617

22) Esfera com carga total Q. 1 situagao anterior, bastara a-
crescentarmos nova distribduicao de equilfbrio, resultante da . adi-
- gao de carga Q a esfera (Fig. 6-18). |

Teremos para o potencial:

;i -
g\ Sa+e

q 1 d d
vV = | —-— | # —m,
4T€e, \T, T_ 4Te, T
\ fora do condutor,

. Sq+a |

V= : s no condutoxr}
. _4ireD R
FIGQ G-;B . -

e ‘para a densidz_xde, superficlal de cargass’
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g‘q'ﬁq
o = o+ —
4a 7 z

32) Esfers g um potenciasl Ve 1 esfera isolada neutra, bastara

acrescentarmés carga Q, tal que o potencial no seu 1nta:".to:- aeia

(Figo 6"19)' 4 _ -
| Q

v |- i S
°.
4Tey R

dsto 6y Q = 4me, R V.

Teremos entao para © potenciali

Flge 29
_ 1 g RVO
YV = owe g omn | oo, POrs Ao oOne
‘ ' : dutor,

'
V= Vo. no cendutor,
-

¢ para & densidade superficial de ocargas:

drey RY,. € Vo

¥ | °'+ ———

TME g -
47 Re

cargsa
(Fig.

uga carpa puntiforme. Sejam R o raio da cavidade e q uma

puntiforme situada a uma distancia a do centro da cavidade

6-20); e seja o condutor ligado a terra. Por sugestao do piroblema
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~ anterfor, tentemos a solugao:

”~

R
q 1 a ),
v = ~= = == | y na cavidade,
£ 4wre, \r, r_ o .
(6-20)
V = 0, no cordutor o fdra.dale,
L ‘

isto 5, admitamos que o»potenciél em um ponto qualquer da cavidade,
criado pela_carga q e pela

| distribuigio - de cargas ip
duzidas na sﬁperffcie da ca
vldade, seja o mesmo que
0 criado pela carga q e por
sua Imagem « q! = - § q,sg,:

tuada a uma distincta a=

* oA

' do centro da cavidade;
Fige e20 | ~que o potenclal se:ja.' pulo

ne condutor ¢ fora dele.

De (6~20) e uséndo_as relagoes (6-17), vemos que o

potencial na superffcia da cavidade sera:

R

q 1 a
41T¢ r, . -
0 + B3,

_.qua_é uma das condigaés_a que deve satlisfazer nossa solugio. Por
outro lado, quando r, — 0, (6-20) fornece o potencial da car~-
ga puntiforme q. Finalmente, sendo o potencial mulo sdbre o con=

dutor e nulo no infinifo, e nao havendo cargas externas ao condu=-
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-tor (a carga - q!' e fictfcia), entao o potencial & nulo em todo ©

‘_espago, e (6=20) ¢ solugao para o problema. Logo, € unica.

Aplicando o teorema de Gauss a uma superficie intei-
.ramente contida no condutor, sendo nulo o campo em toda a sua ex-
tensao, vemos qué a carga Iinterior a superffcie de Gauss considerg
da e nula, e portanto a carga induzida na suparffcie da cavidade e
- 1gual a - q. O mesmo resultado poderia ser obtido diretamente, cal

culando J; ¢ ds s3bre a superrfcie da cavidade, sendo que:

— - R . a8
T - - (6-21)
4TR (g2+a%-2aR cos6 )2

-pode ser calculado por processo analogo ao usado no paragrafo 6=6.

Podemos , ainda aqul, calecular a forga afra}:iva. entre
& carga & o condutor, e finalmsnte estudar os diferentes casos: cop
dutor com carga total nulay condutor com carga total Qs e condutor

& um potencial V dado, o que ficara deixado como exercicio.

6 - 8. Flo Infinito uniformemente carregadc paralelo a face pla=-

na de um condutor ligado a terra. Seja A a dens‘idade linear de
cargas sobre o £io, e & a dlstancia do fio ao plano (Fig. 6-21).

Cargas negativas com densidade ¢ serac induzidas na superffcie do
condutor, de 4iffcil determinagio. Poderemos, ainda aqui, utiii-
zar o método_ das imagens eletricas e admitir, por sugestao do Pro=~

blema resolvido no para'grafo 6=-53 que o© potencial na regiéfo __3. ai-
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reita do plano & o mesmo que serla produ=~

zido pelo fic con densidade linear A o

L]
L |

por outro f1o com densidade linear = A,

i
Jl‘ll"

¥
I |

paralelo ao primeiro; e a uma distancia 4

para tras do plano. ¥ clare, por razoes

Ly Lgsata b by
. TR B 1

]
T

:

amflogas as expostas no parafgrafo 6=55 que

o campo & o potencial 830 nulos em toda a

reglao a esquerda do plano.

Vamos entao admitir que o. Fige &2

potencial a direita do plano e dado pelo potencial dos 2 fios (Fig.

6-22); '
A 1l 1

Vp = log = = log — |+ C,
P 2Te, r, T_

~ em virtude de (4~29), onde C° &
wna constante arbitraria dependeq
do da escolha da origem dos poten
elais. A escolha que convem a0
nosso problema e aquela que | faz

nulb © potencisl s3bre 0 plano, ig

to & y aquela para ‘a qual:

A 1l 1
Vg = =~ | log ==~ ~log=— | +C = 03
Zre, oo, T, :

ora, r, =T_, e portanto devemos tomar C = O, ~ Entao a fungao:

A fao
log =™’y a direlta do condutor,
T, . -

YV =

Zweo

(6-22)
V = 0, no condutor e a sua esquerda,
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satisfaz a todas as condiqoes exigidas ‘pelo nosso problema, e e_'
portanto unica. Isto &; o potencial (e o campo) ceriado por um fio
infinito com distribui¢ac linear uniforme de cargas A, paralelo s
um condutor plano ligado a terra,y na regiao a direlta do condutorg
¢ 0 mesmo que o erfado pelo f£io (1) e por sua imagem (=~ A) em re-

lagao ao plano,

6 - 9. Fio infinito gnifo;gemente carregado paralelo ac eixo de
um_cilindro condgtor ini‘ig_ito 1izado a terra. | Pa.ra resolver es-

te problema, vamos antes resolver 0 segulnte: quais sao as super-
ricles equipotenciais para o campo crie.do por 2 fios paralelos, in
finitos, com densidades lineares uniformes de carga +A e =A res-
pectivamente, separados por uma distancia p -?__(uma_ delas 'e' o plano

paralelo aos fios e equidistante déles, como vimos no paragrafo

o ' - 6-8). 8ej)a s uma dessas superfi
N ;

cles, 6 P um ponto qualquer dela;

escolhendo um ponto qualquer O do
espago para origein do sistema de
‘coordenadas, (Flg. 6-23), teremos,

para o potencial ém _P:

Fige &=23

A 'li'v’ i-“'l._
. log

Vp =

entad a equagao di Suiaérffci’e ‘equipotencial ‘Passando por P  sera:
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VP cte ’
isto @:

¥ |72, | (6-23)

IF-7,1°

Mas esta ¢ formalmente a e sma equagé'o (6=9), com as diferengas de
que agora |r¥ - ;:_I e |T- T_| representanm distancias a uma reta o
nao a um ponto, como no paragrafo 6-6, e que em lugar de A, que
tem valor fixo, nela aparece k 3 sendo k um parametro. A Fig.
6=23 representa ass.i.m a segao norma.l a superffcie equipotencial,

felta pelo plano que contem P. Vemos que tddas as superficies e=
quipotenciais sao eilfndros de revolugao com eixos paralelos  aos
fios, cada um determinado Por um valor do parametro k. Continua a
valer, ainda aqui, a relagao ( 6-10), com as restrigoes acima, e
tambem (6-11) e (6-12), quando a origem do sistema . de coordenadas

¢ tomada sdbre o e1xoy no plano que cr.xtem Py normal aos fios. Fa-.

zendo neste caso ry =der_=a, teremos.

L =

d=k2a, p=d-~a e R=

-Assim, fixado um k, teremos determinado a-posigao do eixo do  ci=-
lindre equipotencial,-

¢ 0 seu raio:

Inversamente , poderemos determinar qual o valor de X para o qual
56 tenha um cllindro equipotencial de raio R; éste valor sera:
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k== (6-24)
R _

sendo d calculavel em termos de peR. Seja P um ponto dessa

equipotencialy @ chamemos "5+ e f-'_. ,3.5 distancias de P aos flos (Fig;

6-24). Entao o potencial -em °

. P sera:
’ -
- r—
.- Vp = "log == +C,
- P‘ 27 €, T,

ou ainda; em virtude de(6=23)

: ‘\ - 7 b e (6-24)s3
\\ P .
R | A R .
_ V= log — *+C.
Fige 28 a2n €0 '

.IIYI.UJ.O g do=

Se quisermos entao que s seja uma superficie a potenclal |

vemos tomars
A a.

c.=—'_—" log = .
2TE,

Escolhendo esta orlgem para os potenciais; o potangial en um ponto
P qualquer do espago sera dado pors |
A : 1‘_ a

log
2re, . r R

VP = $ | (6"25)

e se P ¢ um ponto da superficie s, valem as relagdes:

T, R d |
:'— S =R - (6‘26)
T_ a R . P

Se agora materiallzarmos o ¢ilindro s pdr um condu=-
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tor 1igado a terra, e se retirarmos o fio de densidade ~ A, mantengo
na mesma posigao (a uma distancia d do eixo do cilindro) o fio de
densidade + A, teremos o problema prqpos;to no infeto do parégraro.

Vamos mostrar que (6-25) ¢ uma solugao,
portanto I;nica, do problema. De fato,
(6-25) e solugao da equagao de Laplace}

_fornece potencial nulo sobre o condutor

e constante no infinito, e o potencial |
de um £i0 nas vizinhangas de + A. En-

tao a solugio do nosso prodblema sera: Fige &25
r
A .r_4a
vV = log y fora do condutor,
< am €, T, R

(6-27)

| V= 0, no condutor.

Isto ¢y o potencial (e o campo) criado por um f£io infinito com dis-
-tribuigao linear uniforme de cargas A, paralelo 2o eixo de um con-
dutor eilfindrico infinito ligado a terra, em pontos externos ao con=
dutor, € o mesmo que o criado pelo fio e por sua imagem§ que e umfio
com densidade linear de cargas (rictfcias) - A, paralelo ao fio da=-
do,_e co0locado a uma d.tstancia a = B— do eixo do coilindro, sendo R
0 raio do ecilindro e d a distancia de seu eixo ao fio dado.

6 « 10. Esfe onduto ampo eldtrico uniforns. ~ Seja um

- tampo elotrico uniforme 'ﬁ: paralelo a0 eixo dos x. As linhas de fs;;
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¢a sao entao retas paralelas ao elxo dos x. Se neste campo colocar-
mos uma esfera condutora isolada e neutra, ela continuara dascarregg
da, mas suas cargas se redistribuirao,
deslocando-se as cargas negativas em
sentido contrario a0 ‘campo, até que “e
atinja a sitﬁaggo de equilfbrio, para

a qual a esfera ficara a poﬁencial"éong

tante, diferente de zero, e tera campo
nulo no‘seu interior (Fig . 6=26). 0 Fige 626 °
campo externo se modificara, e portanto & configuragio das .linhas de

fsrqa.

Podemos resolver sste.problema pelo metodo das imagens
utilizando o seguinte artiffcio: consideremos duas cargas + Qe - §
.muito grandes, colocadas sdbre o eixo dos x, nos pontos -X, @ +x°
respectivamente (sendo Xy muito gra;zde em comparagao com o raio da eg
fera), em que estamos tomando a origem no centro O d& esfera condu=-

tora (Flg. 6-27). Entio, ;o ponto 0, o campo v‘aleré:_ "

L
4me, xg

de acordo com as hipc’;teses
consideradas, nas proximi= . "
dades do ponto 0, 1sto &, ——e— = —~53 ——

- . C——— e AN e e
na reglao em que se situg ‘ - %
a esferay, o campo e aproxl -
madamente uniforme (ver £1 a Fige &27

gura 2-9); e se queremos que ale ‘valla Eo s. devemos impor:
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Q =2rme, x§ E, .

Ora, a distribuiga;a de cargaé resultante sSBre a ésfera deve ser‘ tal._
que O campo que ela produza externamente seja 0 mesmo que o produzi-
do pelas cargas - qe + g, sltuadas nos pontos - ae ay ima.gené das
cargas + Q e = Q, respectivamente, em relagé.'oua esfera. ‘Varﬁos mos=
trar que essa hipétese é valida. Em primeiro lugar, vemos que'-a car
ga total da esfera e nuls, porqué a = q. corresponde carga - ¢ sobre

& esferay @ a + q, carga + q sobre ela. Em segulda verificaremos se
o potencial da distribuigao assim obtida, que 6 um dipolo elétrico'l,gl
calizado na origem, fornece na regiao externa um potencial que satig -

'faga a todas as cOndiqoas exigidas.

O momento do dipo_lo elétrico constitﬁfdo; pelas carg'as‘

- imagens é '3

' RZ RQ
pTqd=2agq= 2— ~—, 1isto &:
o %o
_ 3 o £

Tentemos agora a.solugao:

~ ’ _,,,__i.,_
Vp = = on Ky 5 + Ay fora do condutor,
4me, T :
. ° (6-29)
, L.Yi‘? B, no-condutor,

ondé A e B sao constantes que dependem da origem escolhida para o.
potencial, e em que.o 12 termo de Vp da o potencial devido ao cam~

po externo,_e 0-2% termo; o campo de um dipolo localizado na oOri-
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gemy calculado num ponto de ralo vetor T = (xyys 2). Como o proble
ma tem simetria cilfndrieca e_m_tarnq do eixo dos xy o potencial e ape
nas funqé’o de duas coordenadas, que podemos tomar, por exemplo; como

T e 6. Nas novas coordenadas, e usando (6=-28), as equagoes (6~29)

se escrevems
[ | R> -
vV =E =%~ | cosd® -+ Ay fora do condutor,

R N |
(6=30)

V--=.B; no condutor.

e

Mostremos que as ‘.f‘unqSes (6-30) dao a solugao do nosso problema. De
fato:  12) -satisfazéem a equagdo de Laﬁlace; 22) a 12 fungao, que
representa ¢ potencial externo, da o potencial: correspondente ao can
po elatrico Eo quando r = c0; e 3-) para r = R tem-se potencial

cons tante na superf.{cie g

33
Vs =Eo -B-l-'—- cosO + A = A,
. R2

Vemos tambem que, pela continuldade do potencial para r = R, temeze:

A=B.

Calculeros agora a densidade de cargas sobre a superri

cle da esféré:

- av - R
C=Z € E = a' € = =E. € 142 — cos @,
0.s 0 ap I AR R B3

isto e
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Vemos entao que o tem va R, ' .
lor absoluto maximo nos . . ' - -
:Pontos da superi‘fcie do —_\\/Q
condutor para, os quais W -
- 8=0e 8 =1, ¢ tem vaw == S o —>
lor nulo nos pontc;s e = Lt .

.trar' « As linhas de fop -_/\

c;a tersao a configuragao g

presentada na Fig, 6-28,

saindo das cargas positi T e —>

vas e entrando nas car= - Flge 620

gas negativas induzidas ns superficie da esfera,

Probhlama oposto

-y

6=1, Demonstre, d partir de (6-7), que a carga total induzida 50=
~ bre a superficie do plano condutor € =g o -

6-2. Caleule & férga de atraqao entre o condutor e a carga q (pa-
ragrafo 6-4), e demonstre que o trabalho, por unidade de car-
g&y realizade por esta forga, quando ss transporta & carga g
desde uma dada. posigao ate o infinito, ¢ a metade do valor do
potancial na posigao inicial da carga q. K Explique por qué-

6~3. . Démonstre, usando (6-29) e integrando sobre espiras oirculares
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6"'50

6"'6 .

6-7."

A

que a carga total induzida sobre a esfera condutora e = q

- s . .
Calcule a forga:atrativa entre uma esfera condutora e uma car

ga q externa (paré’grai'o' 6=5); e o trabalho, por Junidade de

- earga, realizado por ;esta-farga para transportar a carga q

desde uma dada pOSic;Eo até o. infinito, comparando-o com o va-

lor do potencial na posi¢ao ‘iniefal da carga Qs nos seguintes-

- gasos: 1%) esfera isolada e neutraj - 22) esfera com carga tg

tal Q; 3%) esfora & um potencial Ve

Un condutor esférico de raio RZ tenm uma cavidade esferica, eon
centrica dom a superficie do condutor, de raioc Rl 3. na qual e-
Xxiste uma carga gy situada a uma distancia a do centro do con
dutor. Calecular o poteneial em todoo espago e as densldadesde
carga sobre as superf.fcies interna e externa do condutor, nos
seguintes casos.-- '12)- ~condutor Iigado a terra; 22) condutor
isolado e: neutro‘ 32) condutor com carga total Q; 42) condu=-

tor a um potencial V .

Demonstre, usando (6=-22), que a densidade de cargas induzidas

sobre o plano condutor - igual a ~ 4‘-4-2- »onde r ¢ a distancia
r .

do ponto considerado ao fio, e que a carga total induzida por

unidade de comprimento e - -A.

Calcule, usando (6-25) e (6-26), a densidade superficial de
cargas induzidas sobre o ¢llindro condutor, e demonstre que a

carga total induzida, por amnidade de comprimento, 6 = A.
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6-9 [

6-10.

6"_11. .

6-12.

Calcule o potenclal em todo o e_spa'go criado por um cilindro.
condutor infinito, paralelo a um fio infinito com densidade 13
near de cargas A= c¢cte, nos seguinte:s casos: 12) cilindro
isolado com carga total nula; 22) cilindro isolado com densi
dade linear de cargasA; 32) cilindro a um potencial V.

Calcule o potenclalemtodo o espago devido a um condutor; i
gado a terra, com uma cavidade cilindrica iInfinita, no in-
terior da qual existe um fio infinito com densidade linear de

" cargas A= cte, paralslo ao eixo do e¢ilindro, e distante de-

le de a.

Calcule o potenclal e o campo em todo © espago devidosa um ci
—t

- 1indro isolado que € .colocado num campo externo uniforme Eye

Uma esfera metalica,com carga total nula e de railo igual a Ry»
tem uma cavidade esférica de raio Rl » cujo centro 0O esta &
uma distancia D do centro O da superf{cie externa do condu-
tor. Coloca-se uma carga q a uma distancia a<R;-de 0!, so-

bre a reta 00'. Calcular o potencial eletrico em todo o espa

GO.

Un condutor metalico tem a forma de uma camada ©sferica de .

raios ﬁterno e externo lguais a 10 cm e 12 cmy e er_st:-{ isola-.

‘do e neutro. -No seu interior existe uma esfera n':etaflic_'.a de

~raio igual a 5 ecmy com centro a 2 ¢m do centrd da camada esfe

R

rica. Sabendo que & esfera interna tem carga igual.a 10719 ¢
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6-14 "

- 8 uma carga puntiforme q,

191

& que, em dado momento, os 2 condutores sao postos em confa-
to: a) calcular numericaments a distribuicao de cargas nos
condutores, apés o equili'brio; b) determinar a forma do PO
tencié.l sm todo o espago, e calcular numericamente seu valor

no condutor externo. -

Uma carga puntiforme g =l_10"9'c € colocada a uma distancia de
10 cm do centro de uma.gsfera'cond_utora. de raio ifgual a 3 cm,
isolada e neutra. Calcula:"a.ré‘rqa atrativa entre a esfera
e a carga. |

Se ja uma ecamada esf_érica'condutora de raio R e espessura des-
prazfvel. A uma distancia |

P> R de seu centro colocz= -

e no seu interior; a uma

" 2
distancia p!' = B; de O; ¢

Flﬂo 629

loca-se outra carga punti-

~ forme q' = % q (Pig. 6-29). Calcular o potenciél em todo o

espago, sabendo que o condutor.esta' isolado e neutro.
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cApPfruro 7

METODO DE GREEN

E um metodo geral para a resolugié de equagoes diferenciais
lineares (como & equagao de Poisson, por exemplo), e com outras apli-
cagoes na teoria dos campos. Vamos estuda-lo aqui sem grande desen-
volvimento, apenas como uma aplicaqao d05'conhacimentos adqiiridos de
Analise Vetorial. |

Suponhamos que se queira encontrar a solugao V da equaq&b
e Poisson, (6=16), e examinar esta solugao numa regiso limitada por
ama superficie s (a regiao nao e necessariamente conexal; sejam nessa
reglao distribuicces de cargas p (as distribuiqoes puntiformes, li-
neares ou superficiais por ventura existentas serao substituidas por
iistribuiqoes espaciais), e sejam LA (T) - potencial sdbre s - & even-
tualmente E -( gg ) fungdes conhecidas de 7 T =(xy 5, 2). An-
tes de procurar a solugao V em qualquer ponto da regiao, demons tremos
am lema preliminar, o chamado "teorema de Green', que € uma consequqn

’la imediata do teorema de Gauss.

7= 1. Igorema de Green. X expresso pela equagao:
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j (Pgrad ¥ « ¥ grad ¥).ds = J (PAY -3 A9) av, (7-1)

< _ .,v

onde s € a fronteira da regiio, v o seu volume e G5 = %L ds, sendo B g
rientada para fora da reglao (-Fig. 7-1). Usand_o 0 teorema de Gausg
| _ | para dive::gépcié., (5-35),0s
2 t8rmos do 12 membro  de
(7-1) poderao ser transfor-

mados da seguinte maneira:‘t

J‘PF¢-€;=J‘_V'-(‘P a;b)'dv.

s v
Mass | | | |
. {}b '(-,oﬁbtp)b; i<¢i’)+.?_(cpff) +-9- (‘P?-? =PAY +F‘P'a¢,
© ox ox /- "y \ 9y / oz oz :

e assim o 12 pmembro de (7-1) daras

,.'gsoﬁ';v- ¥ 7). E;=J (soAMN;-%A'P -'FNM &,
. )y ,

-«
S

© que demonstra o teorema.

7 -2 Fc?rmula de Green. Vamos agora usar (7-1) parsa a dateminagé'o
de potencial no ponto P,interior a regi&'o, de raio vetor '5;.-
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Tomemos para fungao % o potencial V, cujo laplaciano o
dado por (5-16)e do qual conhecemos V, e eventualumento ( gg) y @ toe
-~ ' L4 B
memos para ¥ uma fungao cujo laplaciano também oonhegamos, . oomo
por exemplo i: s para a quals

(%) =0, ane = |Fp-Fil A0
T y dejce que I Tp=T .

Chamando dv' = dx! dy!' 4z'ao elemento de integragao, determinade pele

ralo vator ?' y teremoas

', r-/(x-x')a-i-(y-y')z'l-(z-z')é\:

onde X) ¥, & 820 as oomponentes do ?;. Nost0 080, % roprosonta o pg
tenolal oriedo em &v! por uma cerza igual o 4me,y oolosads em P, Qg
no no ponto P & rungé.'o v aepresonta ume gingularidades vanos ezelula
1o da reglao, sareando=o por uma osfera de ralo R que faremos dopols
tendor & zoro, Chamemos ﬂ'a & fronteirs da reglao o 8g & super?{sicda
oefore (FPig. 7=2)s 0 22 mombro do
(7=1) dards

Flge M8

o o 1% mombro constara do 4 t3rmosi
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f‘ V(E‘;)ff’-({:)-ﬁ?-J l%KV-E?*J. Va’(%)'w‘f%%'-&;

Se fe o \ o

' (7-3)

Fazendo R > 0, o potencilal em qualquer ponto de Sg tende
.a0 potenclal em P, e V(r ) £ica obnsta.nte e igual a V(") Assim o 12

'térmo de (7-3) se escreves

V(E”)J‘ "5'(%) ds = 4wV (™) | (7-4)

Que o valor da mtegral do- :L-"1 membro de (7-4) € 47 gy verifica=-se cale
culando~a diretamente,' ou enté.'o Por um racioefnio £isico: ela vale o

fluxo,que sal da superffcie esférica de raio R, do campo gerado por u
ma carga q = 47 €, situada em P (pois, embora V( )-_seja igual a - &,
em s, a normal esta ori;ntadag:sga dentro). Mas, pelo tecrema  de
Gauss,‘esse. fluxo vale -é-; = o°

0 22 térmo de (7=3) se escreve:

1 el _ 1 4
-~ Vv.3 =-— -2 ®p ,
R J " .Reo 3

Sa

- = a7 .

valendo aqul o mesmo ra.ciogfnio feito no caleulo da integral ante-

rior.  Quando R —— 0, esta integral tende a zsero.

Finalmente, igualando (7-2) e (7-3), a equagao (7-1) se togp
nas

1 dv' 1 C— -1 : o (1
v(r) j o +—j - ds-—J vV-(-)-'d—sh, (7=5)
_ 41Te° T r 4 r

v So So
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‘que 6 & chamadaformula de Green", Vejamos sua interpretagao fisica: o
'valor do potencial num ponto P, interpo a regigo, ¢ dado bor uma song

de 3 térmos:

12 térmo: representa 0 potencial erisdo pelas distribuigSes de car--
gas existentes no interior da regilfo.
Os outros-dois termos correspondem ao potencial em P,devi

do as distribuigdes de cargas exteriores a regiao:

22 térmo: representé. o0 potencial criado por uma distribui_gé’o superfl
clal de cargas fietfcias, localizadas sobre a fronteira da regiao, de
densidade:

**
0'F=-<-::°E-n

(sendo ?orientado .para fora da regiao), pois:

gl

l 1 - ~€ E-n

r ' 47e, T 4Te, T
a8 8

° )

2 termos represen’ca. O potencial criado por uma dupla camada fict.{-

cia, a0 longo da rronteira da regiao, de potencia.

De fato, o ultimo t8rmo de (7-5) se escreves

1 gt | ‘ - = ‘ 1 : .
- - J‘ vv(-) as = -J (e, v,)n.V ) ds. (7-6)
47 | r i . 4‘ﬂ‘€°1' .
so 8_ .

o
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.De (4-22) vemos que .
| (Govsn ds )T

1l
-le. V. nas).V
(_o 5 ) 4mwe r 3

. € _
(o] | 41701‘

e o potencial de um dipolo, de momento c-i-;= < V n ds, e | assim
a integral representa o potencial de uma dupla camada (paragrafo
4-~7), de potencia m* = g'n n=e Vv, n, levando em conta que a nor

mal fol aqui orientada da mesma maneira que no paragra.i‘o 4~7.

Com essas interpretagoes, a fc;rmulg de Green_também se

escreve: ) :
— —t
1 dv ¢ o'ds m'.r
VT = f 2"—- + J‘ + f ds |. (7-7)
- 4Te ;o r 3 : -
9 L. s _ s T '

" Demonstra-se Que V(r), dado por (7-7), sé anula quando estendido
analiticamente para ﬁ regiao exterior. Na realidade, o potencial
nao e necessﬁri_amente nalo fora d.a regié’o considerada; isso signl
fica apenas que a formula de Green (7-7) sd & valida no interior

da regiso.

Nosso desenvolvimento foi feito com uma determinada es-
colhsg da funqiolp; em verdade, poder:famos ter tomado qualquer fup

¢ao que satisfizesse as condigdes:’

A¥= 0, ser #0; — :-rl- »y Sepr——=0, (7-8)

0 desenvolvimento para a obtengao da formula de Green seria, en-
tao, inteiramente anilogo ao anterior, e conduziria a formula de

Green generaliza.da :

e 1 = ——
V(r) S m— fq‘pdv' o+ — Yyuv.ds = — |V V{¥%ads.
4T '
s s (7=9)
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7 - 3. Problema de Dirichlet. Sabemos que 0 potencial fica univg

camente determinado em todos os pontos de uma reglao, quando S8
conhecem sen vaior sobre toda a fronteira da reglao, e as distri-

buigoes de cargas existentes no seu interior. Assim, o valor do
campo elétrico sdbre a fronteira ¢ um dado superabundante, cujo
conhecimento se faz, éntretanto, necassério, para a aplicaggo da.
formula de Green (7-5). Uma escolha adequada para a fungac ¥ em
(7-9) poderé SUPrimi; essa superabundancia: se ela se anula sobre

a superficle s, 0 22 térmo de (7-9) nio comparece.

Exemplo: seja um disco condutor mantido a potencial Vb,
blindado por uma lamina infinita, mantida a potencial nulo (Fig.
7-3). Queremos determinar o potencial e o campo num ponto qualquer
do eixo de simetria. Seja R o raio do disco, e P(x,0) o ponto mno
qual queremos calcular o potencial. Usaremos o método de Green a-
| plicado a regiao que inclui:, P,
limitada, a esquerda, pelo plano
x=0 o, a direita, por ‘uma super
£{cie no infinito. Devemos aqui

escolher, em (7-9), uma ¥ que sz

¥vx

tisfaca a equagdo de Laplace,

1l
que se comporte como ;' nas vizi

nhangas de P, e que se anule SO-

"
A ~ bre o plano: podemos entao  to=
= - mar, para ¥, o potencilal devido
Fige 73 a carga 4me,; situada em P, e

- mais a.carga - 4mre_, situada em

o
P!, imagem de P em relagao ao plano. Neste casoy 0 potencial enm

um ponto genérico Q da regizo sera (Fig. 7<3):
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v 1 1 ?
Q r, T
Como p =0na regiao, em (7-9) anula-se tambem o 12 té‘rmo, e O po=-

tencial em P sera dado por:

A
vp=-—- A -..— ds=-"' v3 = _=).a
. e r2 o

(esta expressao seria valida mesmo que P nao estivesse sobre o ei-
X0 de simetria_).. Como VS =0 enm todos os pontos da superf:fc.te, ex
ceto sObre o disco de raio Ry e como sdbre o plano x = 0 tem=se

Ty =r_=0rye r-ds = ':'-'-'z'fds =r cos® ds (Fig. 7-4), vira:

1 v 2¢0s58
Vv, = — ds
P. 4 o rz
‘ disco
_ 3 .
e - Como P esta no eixo de simetria:
- * L
s - .
A\ - Vox 27 riap!
P * P ' VP:. T — s
N e '
R
Fige T=4 = vx [_ 1 i
«/:;:2+r'2 0
E, portando,

da o potencial num ponto P qualquer do eixo dos x.
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cariruro 8

ENERGTA ELETROSTATICA

8§ -1. E 1a de istema de ca ntiformes. Seja um
sistema dé cargas puntiformes Qs Q3 *o* Uy todas positivas.

Quando colocadas em proximidade, nas posigoes F&, ;é, ...{F;, ro-
pélem~se e tendem a afastar-se o mais possfvel umas das outras.PQ
demos, portanto, retirar trabalho désse sistema de cargas. Chama-
se "energia eletrostatica" do
sistema ao.%rabalho miximn ' que
dele pudermos retirar, Iisto é,
a0 trabalho realizado pelas faz
¢as elétricas, quando as cargas

se afastam tanto, que sobre e-

las delixenr de atuar fsrgas.

0 meétodo partlicular que u

saremos para calcular esse tra
balho (qualquer outro método conduziria ao mesmo resultado) sera
mantermos inicialmente fixas todas as cargas, exceto 4y que afag
tz;remos © mals poss.{vel das oz;tras. Em seguida afastar Q> manten

do as outras cargas fixas e assim por dlante, até permanecer em
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sua posigiQ :Apenas: uma cargs. q,s da qual 5ao poderemos mals reti-
. Py -

rar trabalho,.porque &obre ela nenkuma Iorga atea. O trabalho to-

tal obtido sera entacs

¥= q- Z ) + qz E + 090+
izp 4T €, Tyq n=3 4T €, Ty
9n
*+q
21 4 €6 Tponel .

Em forma compacte.s éste trabalioc -que 6 igual a energia |

-
eletrostatica Ao sistems = ge escreves

A Qe 9. ‘ [£] gs Q o
y = Z B = % - _ 1_ __:!__ . (8-2)
1,3=1 49 €g rii & 5-3-3=:1 41r<-::° rj’,;
iy 173

onde o fator %‘ apargcea peyrgas a rest:rif;ga .1. > 3 fol substitu.{da .
pela restrigao 4 # Js que permite o aparecimento de cada parcela

] - . >
contada duas vezes. Desdobdrarido ¢ somatoric:

. _1' o . n . 4. :
e = 30 g 2 . (8-2)
& gm J=1 47 € Ty
AL
Chamando,
. ‘ q.n
o
~ [ T Y
j=1 4T €, r”

5.*1.
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a0 potencial, na posigao da carga qj» produzido por tdodas as  ou~
tras cargas (o potencial produzido pela carga q; sobre si mesma nio

tem sentido risico), (8-2) se esereveras

n

1 '
W e - Z q’i V. o (8-3)
2 =1 |
8 = 2. Ene de uma tribuicao continua de cargas. Neste cg

s0, devemos substituir qi'por pav, q; por p' dvt e o somatorio por
una integral; (8-1) dara entao:

1 | ppt dv @dv? _
W=-= — ) (8"4)
2 4m g, |r-Ti| - -

onde p e p' sao as densidades de carga nas posi¢des I e T, onde

estao localizados os elenentos dv e dv! (Fig. 8-2). Na  integral
(8~4) esta mclufdo, sem inconveniente, o caso da agao de uma car-
ga- sobre sl mesma, pols sendo o volume proporcional a r3 s cal a 28,
ro (quando r — 0) muito mais rapidamente do que o denominador.

i expressao (8-4) para a _energia. pode tambem ser escritas

=
"
VK

J‘ P V(T av, (8~5)

v
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® aqul aparece sem inconvéniente, pelo mesmo motivo anterior, o po-

tencial de uma carga elementar.atuando sobre si mesma.

8 - 3. Energia de um sistema de condutores. Sejam n condutores a

potenclais Vl, Vaf cesy Vh, contegdo cargas ng Qz, veny Qn reépect;
vamenteé. De (8-5), e lembrando que agora as distribuig¢des de cargas
$80 superficiais e nao volumetricas, teremos para a energia do siste

ma.. :

1
W= oV, ds = = A o ds,
2 1-—1 2 |

onde s, ¢ a superficie do idsimo condutor. Isto e:

NIH

Zviqi’
1

em que nEo_comparece V;, como em (8-3)} sim o potencial do préprio
;condutor que contém a carga Q;» Analisemos, em particular, o caso
de um gondengador, que e um sistema de 2 condutores (dos quais um en
volve geralmente o outro) tals que um deles contem carga +Q e 0 ou=-
tro carga -~ Q (Fig. 8=3), estando &sses condutores a potenciais res-
pactivamente iguals a V_ e V_. Defins-se gapacidade C de um conden
sador comoc sendo a razab entre a carga Q contida en uma de suas'pla-
c95" ou "armaduras", tomada positivamenta, e a diferenga de potencial

V entre eias, isto &
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Q
== .- (8=6)
Vv

No sistema MKS de unidades,
capacldade se mede farad.

Tem=sa:
. C
l£f=1—-.

A energia eletrostatica ~do

condensador ¢ dada por:

1. 1.
2 _.Q(v.'.'v_) == QV;

el e 1] -

N

da definigao (8-6) de capacidade, vemos .que, ‘em t8rmos da carga, 4o

potencial e da capacidade, a energla do cOndensador .8e exprime . dasg

segulintes’ manairas possivels:
2

1 i Q° - S

W==QV 5= == = ez, (8-7)
2 . 2 ¢ :

VI

‘Un metodo mais £isico para o caleulo dessa energia seria
o] indicado pelo fato de que ela representa o0 trabalho que podemos re
tirar do condensador quando © descarregamos, 0 que se podera fazer,
seja levando toda a sua carga até o infinito, seja transportando cap
ga de uma armadura‘para outra, Utilizemos o 22 metodo, e Imaginemos
que, no decorrer do Processo, num dado instante t, a carga existente
nas placas seja q(t) = CV(t). Entao o trabalho elementar realizado
para transportar a, carga dq da placa positiva para a nagativa sera.

a(t)
av V(t) dq = —g— dq ,
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onde dq esta significando a quantidade elementar positiva de carga

petirada da placa positiva; entao a variagao no tempo de carga na
’ d ;

placa serg - =a (porque nela a carga esta diminuindo), e o trabalho

4t
total realizado para descarregar completamente o condensador sera:

t

f (t) a
. q i q
W=%T= | — ..;- at =
L t
\
L /
0
1 o X Q®
Eo-- QG = = — .
C 2 C
Q
Se tivermos um sistema de n condutores, aceitaremos sem

demonstragio os seguintes resultadoss 'q potencial do 1ésim9 condutor,
em térmos das cargas de todos os condutores, o idsimo’ inclusive, ¢ da

do por: n

Vg= D a9
. J:l
onde os coeficlentes &ij S0 dependem dd’geometria dos condutores; a

carga do i€simo condutor e dada por:
n

Q = Zcij":‘
J=1

os coeficienteg_cij, chamados "coeffcientes de capaclidade® do sistema
(para 1=} Elesurepresentam a capacidade do i¢simo condutor), so depep
dem,'tambéh, da geometria dos ébndutores; e finalmente a energlia do

sistema sera dada pors
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o

8 = 4. Digtribuigao espaclal da energia e;etr0§tétigg. Jé vimos

que a energia de um sistema de cargas pode ser calculada, indiferentes
mente, pelas formulas (8-1) ou- (8-3), se a distribuicao for discreta,
e pelas formulas (8-4) ou (8-5), se a distribuigao £or continua.

Existe ainde uma 32 maneira de exprimir a energia de um sis

tema que encontraremos agora a partir de’ (8-~5), usando (5-1) na forma:

. - '
= aiv (¢, E) ».

pols €, o constante. Assim (8~5) se escreve:

o
W= = J\ V div (e, E) dv , (8-8)
' 2

'v
sendo‘agora. necessario observar o seguinte: a integral que comparece
em (8-5) estende-se a reglao em que existe cargaj mas nao ha inconve-
niente em estendé~-la a todo 0 espago, porque, nas regides em que P =
= 0, o integrando o automitica.mente nulo. J4 em (8-8), V e E nao se
anulam necessariamente nas regides em que p = 0, e portanto af v es-

ta significando o espago intsiro.

Aplicando agora (5-43) a (8-8), viras
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1 . 1 - |
W=- div(VeoE)dv-- € E-VVadv ,
2 S 2

e aplicando o teorema de Gauss, (5-35), a0 1% térmo do 22 membro: -

_ 1 i 1 I 2 .
> o 2 ° o
Sep o Voo

Ora, a 12 dessas integrais ¢ nula, 'por_que nas situagoes fisicas

reals né'_o ha campo no infinito. Eﬁtgo teremos para-a energias

1 | > |
W= - €, E5dv y | (8~10)
2 , : V

Voo
onde a integral se estende a todo o espago.
Aparentemente, (8-10) em nada se distingue de (8=5), e dela
resultou mediante um simples artiffecio matematico. Entretanto y -
(8~10) tem sentido f£fsico prc?prio, e contribuiu enormemente para o
desenvolvimento do Eletromagnetismo. Com efeito, (8-10) permite ag
sociar energia aoc pré’prio campo elé’trico, e definir em cada ponto do

espago em que .?ﬁ 0 uma “"densidade de energia®:

aw 1
— = . Co EZ . (8"11)
av 2

Assin o-campo elétrico 'déixa. de ser -apenas um vetor matemé’tico, )

adqiiire sentido £{sico, como alguma coisa que existe realmente no es
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pago (independentemente de cargas - testes af colocadas), e a qual
esta associada energia. Isto sugere a posslbilidade de propagagao
desta energia de ponto para ponto, e o desenvolvimento dessas 1=

deias conduziu a formulagao da teoris eletromagnetica de Maxwell.

0 caleulo da energia eletrostaftica, em cada caso, se fara
iridiferentemente pelo emprego de uma das 3 formulas, e a escolha de
véra ser feita por um eriterio de simplicidade. Vejamos alguns e-

xemplos .

8 ~ 5. Condensador pland. & const.ttufdo de duas placas condutoras
: pla.nas © paralelas, separadas uma da outra por uma distancia d mui-
to pequena em comparacao com as dinensoes das Placas. Desprezando
os efeltos de bordas, ou colocands un anel de guardajou considerando g

bpenas a parte central do condensador,

&
]

podemos admitir & campo no sen interi

- +
or constant:e, dado por duas parcela.s I 4
- E- N
do tipo (2-18), de mesmo sentido (Fig. - Tt N
8-4). Isto és : . —
= +*
o . .
E = —, . !
€5 —s?
onde o = % é o médulo da densidade de

. Flﬂb 84
cargas em qualquer das placas, sendo '

Qa darga total contida na grea A conslderada. Valem aqui as rela-

goes (8=7), que deveremos rencontrar noi_ramentd neste caso particular.
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Sendo nulo o potencial da placa cafreg_ada negativamepte (ligada a
terra) e Vo o potencial da outra placa, teremos para a energla do

condensador, usando (8-5):

1 : l .
W= = o)ds + = Vods== V oci== Q7. .
- 2 0 2 o 2 [#]

C4 ' 4
Para determinar C, capacidade do condensador, calculenmos Vo como ©

trabalho do campo:

o o
> e . od
v. = EBe-gl == | Ej‘dx=Ed=—0

1*] e
) (R °
- d a

Substituindo V, na expressao de W:

1 o©d 1 > 4
?I = --'. Q — = = Q :
2_ o 2 Aeo

Como, por (8~7), sabesmos que W =% %— » conciufmos que a capacida-
de do condensador plano -é dada por: |
A €5

C = . (8-12)
d

Esta mesma expressao pode ser obtida de (8~6), dividindo Q = o4 por

0 . A . v
A energia do condensador plano pode ainda ser determinada
por (8-10). Neste casos

2
‘W== | e ESav =: Ad = = -~ = ==,
2 -2 2 g2z 2 " ea 2 C
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8 ~ 6. Condensador esférico. K constitufdo de um condutor interno,

" linitado por uma superi‘.{cie esférica, envolvido por um outro condu
tor ‘de superficie interna tambem esférica, concentrica com a 12
(Fig. 8-5). 8Se o condutor
'inter;zo estiver carregado’
com uma carga Q, entao so-
bre a superf:fcie interna
do ocutro condutor aparece=.
ra uma carga - 9. Sela Vo

2 potencial da armadura in.

terna, e nulo o da armadu~-
ra externa (ligada a ter-
:'.ra), e sejam respectivamepn Flge 85

te a e b os seus raios. Aplicando o teorema de Gauss a uma sqperff—
E.ie esférica de raio-r, concéntrica com as armaduras, sendo a<r<b,

. : . rd L4
vemos que O campo eletrico enire as armaduras sera dado por:

Q

2
41:'(-:.01'.

Calcularemos agora a energia do condensador usando primeiramente

(8-5):

1
w_=-2- Vo Oy ds + = c_ds ==V, o ds=3:;aavoq'+ .

, temese o resultadé ja conhecido:

Como o, =

% Y



oz 1 @
w=."' QV = = .
2. 9 2 c
Por outro lados
LI Q ba Q@ b-a
vo a= E'dr": —2- - 0 b 9
47T € 4re a
a o a T o
e portantos
‘4w%>u
bea '

que da a capacidade do condensador esferico.

A energia.do condensador esferico pode ainda ser determing

! L]
da por (8-10). Neste caso:

2 2

rJ- 2 Eo Q 4T T d-r
w== | ¢, B av = — =

2 2 16#255 4

Q%(b = a) 1 §f

8we, ab 2 ¢

. » - ;o
8 - 7. Condergador gilfnd;ico. E constituido por dois condutores
ct1f{ndricos concentricos, sendo seus ralos pequenos em comparagao
com a altura dos cilindros, de mangira que se possam desprezar OS

efeitos de bordas. Seja A & carga por unidade de comprimento da
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armadurs internas

pols

T A
Chamande C =

b
, . A
Edr =
o J‘ _ 21rcb

W a

= A a da armadura externa; e sejam respectivaw-.
' menfte a e b 0s rajios, e Vo e
0 os potenclais dessas armady

ras (Fig. 8-6).

Tem-se, de (8-5), que a
energia por unidade de compri-

"
mento do condensador seras

a
R
B -
—
o
0n
n

= - T
2 +

b .
dr A b :

. —— - log = ..
r Zveo &

a

o

capacidaede por unidada de'comprimento do condep

sador, teremoa Iimedlatamente:
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2m €5
'
Cc = 3 (8-14)
h . L.
log 4
e alnda: -
L1 @
w - - _l- -
2 ¢C

. . 2 b -
. 1 €0 A 2wr 4r

w'= = eoEzdv=—- ' =

2 2 2.2 r

arw eo a
1 Al b 1 a2
= - log — = = -
2 Zreo a 2z C

'8 - 8. Condensador con itufdo por dois eilindros paralelog de mes-
po _raio. Seja A a densidade linear de carga de um dos ¢ilin -
‘drosj colceando-se o outro cilindro nasg proximidades do primeiro,
cargas negativasd serao induzidas na sua superffcieJ com déﬁsiﬁade
- A, se £le estiver ligado a terra. Seja R o raio dos cilindros e
D a distancis entre seus eixos. A
capacidade aéste condensador, por
unidade comprimento, sera 'calculg

’ da por:




cl4

sendo AV =V -0 =V, potencial da armadura positiva. Ora, para
determinar ¢’ em termos das dimensdes do‘éondensador', precisamecs dg
terminar o valor de Vo, problema extremamente complicado se for teg.
tado o calculo direto. Mas podemossneste caso,usar © metodo das i
nagens, aproveltando os resultados encontrados no pardgrafo 6=9. Sa
bemos que as super‘f.{cies-sl e s, sao superf.{cies equipbtenc’iais ra
ra o campo crlado por 2 flos)com densidades lineares de carga = A e
+A, coloca.dos_a distg‘ﬁcias iguais a a = B'd?' de O e 0', respectiva~
mente (Fig. 8-8). "Se o potencial ¢ nulo em Sq» entao em s ,»  por
| (6-25), valeras |

A C r_ a
vy .= log — =
"% 2me, . T, R
A az
.= - log T »
Fige 88 27e, . R®
ou aindas .
B A a-
Vo = = log R
T €, R.
@ entaos \ T €, I
C = — 9 ’ (8‘15)
2
: A log
W — %
2w €o

Para exprimir C' em tormos dos dados do problema, que sao D @ Ry,.cal



culemos: .
D a+d a d R 4
- ee— = = o == - el »
R R R R d R
De (8~15) tiramos: : Te
e 0
: d o T
logm = =— " == ¢
R - ¢t R
- Te
R ™o ., R -z
log ~ S «=—— |, =xp ’
C! d
isto es
- = cr _
=e + @ = 2¢05s h — ,
R Gt
e -finalmentes
o, T €, _
cos h~* -Z.Qﬁ

8 - 9. Carga puntiforme em frente a um condutor plano. A expreg

sao (8-5) para a ensrgia dara neste caso:

1 .
ql'Vo.-l- :.2- ocV-ds ,

W=

N

onda- Vd. é o potencial eriado pela distribuigac: o do copdutor, na po

sl¢ao da Eérga q.- Se"o condutor estiver ligado 'a_ terra, como no pa
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rggrafo 6-5, a 28 integral e nulaj por outro lado, o potenclal Vo.é
0 mesmo gue o cria@o:pela carga - g, imagem de q em relagao ao pla~-

no. Entao se tep: ,
2

1 =q ' q
w = wa q o - S =3 - e t—
2 are, (2d) lbre, @

que representa o trabalho realizado para lransportar a carga gq des-

de sua posigao até o infinito.

8 - 10. Distribuicac esférica com densidade uniforme de cargas. Se

Ja R 0 ralo da esferz e p & densidade volume"tr_ica de cargas. Tem=-

se para a energia, usando (8«5) o (2=37)s

R _
1 f-’R2 prz 2 . Y
U -~ — - —— + 472" dr, isto e:
2 o 2€, 6e,

QZ

2 : (8-27)
5 41rc° R

onde Q é a carga total da .esfera.

O mesmo resultado pode ser obtido usando (8-10), (2-24) e
(2-23): | |

. 0 2
47 r- dr +

w =2 e —
2 |} \3
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onde tomamos o valor do campo externo, dado por (2-23), em térmos da

densidade de cargas

Q a/37 BOp P &3
E = = . = e——
47 e, e 47 ¢, © ‘ 3e°r2
¥ ¥ %

Problemas propogtos

| 8=1. -

8‘2 ] |

8"’3.. .-

8—4.

Caleule a energia eletrostatica de uma distribuian esferica

dé cargas dada pors

‘Calcule-a energla eletrostatica da- distribuiqao de cargas a-

.presentada no problema 3-2,

‘Calcule a enérgia eletrostatica da distribuigio de cargas a

presentada no problema 4~5.

Calcule, usando (8~5), a energla eletrostatica de um sistema
constituido de uma carga puntiforme colocada nas- proximidades

de uma esfera metalica: a) ligada a terra; b) isolada e ney

--traj '¢) isolada e:com carga total diferente de zero; d4) a

um potencial dado.
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8-5.

8"6.

8‘7-

8-8-

Uma carga Q = io*ac esta distribufda em todo O €s5pago com gie

metria esféfica em tarno da origem, com densidade:

- e"n.r

Pz A ——,
by
onde A ¢ uma constante e g = 0,1 em™2, Determinar a energia

eletrostética do sistema,

Admitindo que o elétron seja uma particula esférica de raio
Ry uniformemente carregada, e que sua energia de repouso, mc2
(onde m ¢ a massa do eldtran e ¢ a velocidade da luz), ¢ de
origem eletrostatica, determine o seu "raio classico" R(R.M.).

(m 29,1 x 107 kg, o =1,6x 1029 ¢),

Sabe-se ‘que as superf{cies de nfvel_do campo eletrico de uma

distribuic¢ao de cargaélde densidade linear constante, num seg

- mento de reta 4B, sao elipsdides de revolugao, com focos em

A e B Determinar a capacidade de um condensador enm que a sy
perficie externa da armadura interna e a superficie interna
da- armadura externa 580 elipsoides de revolugao, confocals, de

distancia focal.fs sendo a e b os semi-elxos de rotaggo des-

‘ses elipsoides, respectivamente (Sugestao* usar o matodo das

imagens elétricas).

Demorstre que a capacidade C de um sistema de n condensadoress

de capacidades clg cz,:... cn¢ assoclados e paralelo, 6 dada

pela formulas .
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n
cC= 5 cy - (8-18).
i=1

8=9. Denonstre que a cabacidade C de um sistema de n condensaaores
de capacidade Clg Ca, eeo C s associados en séiie, e calcula-

vel pela f5rmula:

n .
P2 .



ELETROMAGNETISMO I — ERRATA

Pag. Linha Onde so 18 leia~-se
W . 9  coatida pela da '
17 7 iotal intrinsecq
8. 20 ninoro valor
A ' 4
19 7 3n L. inp »
_ 8 o 04 8 o °2
21 1 qQVy B -q v, B
21 15 vI -WX
27 1w , *D* 3co
27 7 dade inicisl do {on adquirida dade do fon aumentada
28 8 total intrinsece
3 4 x(0) =y(0) =0 ‘ x(0) = y(0) = z(0) = 0
31 5 vz(O) =0 v (0) = VS(O_) =0
36 b ] aw!
3?? 37T,
1 —rg—l - ——r-s—z
&3 12 _ .2._1_“.] m— .3_1_."]
47e, 7 . dare, r
— - -
4 1 alry-ry) q(ry=-7,)
45 11 tomando agora para médulo sendo o modulo da componente
46 10 ao longo de sobre
50 . 2 com os 2 elemontos contiguos » com 2 quaisquer elomentos oing-
® assim por diante, tricos ¢z relagac a biaaetriz.
ao longo destas sobre as

»
.



Elctroxagnetismo I - Errzta {Continuagao)

Pag, Linha Onde se 1o leiz-go

52 5 per;mos, g:té::;:.zgza g:;fio e afastados daa.
53 8 4e, _Te,

54 1 4e | | - 2we

54 9 E B

55 2 E Bz

55 7 E | E

5 15 - daE ¢E,

56 1 E ' a E

56 . 4 B Bz

57 4  VB%r%ars | (Rz-r2+2i-z)3/2

57 8 contida na | distribuida sobre a
& 9 TF-E o E-DE

6 12 (Px'a%" py%” (pxa-a'x"'py;y-;ps'%)

2 - -
. Py L k ‘ B a_;_;_

69 12 dQ = .4y ARZ eee =__--;3— ,
74 10 a0 longo de sotre

77 7 As A8 (rai_c_» Ar)

77 As Ar |

7 17 Aa Ar

T7 N 20 a0 1ongb de sobre
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77
83

83

87
91
91
93

9% .

97

97

97

wWtima
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& ¥ &k

wltima

19
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Elotromagneticzo I - Errate  (Contimuagao)

Cude so 16
Em"'n-a'"(xi-,n-)n
B, -8,

L

na

pr")

set volune
gexpre

By oSy

O
¥

...

"}

?
|8} & constente, e p & nore
pal & dupla camada, ¢m tOe
dos os seus pontos.

dp 0039

hre, o

'mdQ

hg,
positivo
h

p———

J'nrcDﬁ

lola=s6

¥ -t
En--og;co.{n -5 )n

no
p(x)
sua supexficie

praticamente

&

t

o)

|&] = m & oonstante, en todos os
pous pontos.



Elciromsgnctismo I - Errata (Continuagao)

Onde ce 12 leia-se
m & nQ
411:0 ' 41rco
97 15  couboruo. ocntorno, docdo quo a £a00 Vige
ta de P teonha sempre o mesmo 8}
nal,
97 Wtima V_ -
| . ..
98 17 E*n = E_n _En = E;
99 6 E, .Bt'
Y
P9 8 E,. Et
103 5 E Ez
-_105 - 8 E , Ez
, 2_2 . S22
106 {dltima - 3—;—}'—) | Y )
107 2 - ﬁ:‘f ) - ___.I‘..W
| T r
' " R T R R
‘ pr dr qQ _ pr &r q
. & § ] 7 " - 2 dr 3 - | 2 7 dr
. € Te X € Te T
r © o €° rj, [+] ® o
116 10 O operador A operagao
ns. 20 poder pode
118 9 - 0 cperador A operagao -
’ panule '

E . B

g
LT "okt
Wby by



Eletromagnetismo I - Errata (Condinuagao)

Pog. Ilinha Onde se le loia~se
122 7 atraves que sai
—_— — —_
123 6 rot B=pJ rot B = pJ
27T 9 (5-1) (5-4)
127 1 (5-4) (5-1) _
127 16 AV 2 o — ;«s*n'=-2-’--2'i-+-@-‘%+32=-—P
° az"’ dy 03 €
L .
128 6 == b(l}_.-.
T r
1 | 1
139 é im = lim =
v= 0 AV Av =~ 0 A&v
VA 9 c, ¢, situado mm planoc normal a a,
4l 11 rot T rot F
n n
U2 12 S_ rot P-ds, Un S_.rot. F As
n o i " & i
i=1 1=1
2 16 F.al]l= ¥.al|as, =
151 9 tor | ger
'151 17 ° E B,
151 Gltims ‘[E ds J E ds
8 B
152 5  da unicidade do unicidade
153 &  20) WV 20) AVE
158 10 imposta & essa doessa
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163
168

170

172

188
191
195

196

201

Onde se le

imposta &

nos

dentro)

ao longo da

Eletronagnetismo I = Errata (Continuagao)

lola-oe

da
q-q'
[

o
—
PR

o
€
potencial
6=5),

entre os

dentro da esfera).

sobre a
o
P
i=3
b
.ﬁ J. 4 [y
a

10~ C, o = 3x10° n/s).



Elotromagnetismo I - Errata (GOﬁtiﬂﬂ&f};O)

CORRECOES FM FIGURAS
Pig. 2-26 (pag. 61)

Substituir a letra x colocada entre x e P pela letra z.

Fig. 2-27 (pag,: 61)

Substituir o 2 colocado abaixo de II pela letra z.

Fig. 5-9 (pag. 138)

-
' Inverter o sentido de ?x(z).

Fig. 8-5 (pag. 210)
Substituir +1 e ) por + Fe - o

N B AN

SUBSTITUIR O ENUNGIADC DOS PROBLEMAS

3 ~ 5 (pag. 79); por:
Calcule o campo criado em todo o espago por uma distribuigao uniforme
de cargas entre duas superfi¢iés cilindricas, coaxisis, infinitas, de
raios a e b {(a<b). '

6 = 10 (pag. 190), por:

Calcule o polencial e o campo em todo o easpago, devidos a um cilindro
condutor, infinito, isolado, que a ¢olocade nun campo externo unifor.
ne i:, perpendicular ao eixo do cilindro.

% % %



Eletromagnetismo I - Erratg (Continuacso)

ACRESCENTAR AQ TEXTO

Pag, 203, linha 2, em seguida az " .., sobre si mesma,";

No caso geral, em que ha cargas puntiformes e distribui¢des continuas
de cargaa (linearea, superficiais e volumétricaa), tew~-po para a eneyp

gla aletrost&tica do sistemg:
w=%§qiv;+%§f1(§) V(F)d2+%§fo(¥) V(¥)ds +
. -] ’
' i

i

*%Ef §E VEer.  (8-51).
J |

i



