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INTRODUCKO

As presentes notas constituem uma introdugio & eletrodinimi-
ca quantica, como curso oferecido, em varias oportunidades, aos
estudantes graduados da Faculdade Nacional de Filosofia, do Cen-
tro Brasileiro de Pesquisas Fisicas e do Curso de Verao do Cen-~
tro Tecnico de Aeronautica de S. José dos Campos. 0 método se~
gulido é o de Feymman e permite que o estudante apligue, sem demo
ra, a téenica de caleulo dos diagramas a processos elementares de
radiagao e espalhamento. Seguimos, assim, tanto quanto possfvel,
:a apresentagao de Feynman nos seus trabalhos: Physical Review wol.
765 pag. 749 (1949); vol. 76, pag. 769 (1949); vol. 80, pag. 440
(1950), bem como em suas_notas -de curso, Quantum Electrodynamics,
California In§$1tute of Technology, 1953. Outras rererénciasque
© leitor podera consultar com utilidade 350, dentre outras, as se
gulntes: G. Wentzel, Quantum Theory of Fields (Interscience);
Schweber, Bethe, De Hoffmann, Mesons and Fields, vol. I (Row, Pe

terson); Jauch and Rohrlich, The Theory of Photons and Electrons
(Addison-Wesley). :

Uma vez apreendida a técnica,\deveré ¢ estudante demorar-se
no estudo dos funamentos da teoria quantica dos campos. Bste se-
rda o objetivo de outro volume desta serie.

Agradego a colaboragao dedlcada. de A. Luciano L. Videira,
Que reviu o manuscrito e cuidou da edicao destas notas. B

Dedico este volume aos estudantes da Fisica do Brasil.

__ J. LEITE LOPES
Rio de Janeiro, Julho de 1960
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capfruLo 1

A Equacao de Paull

A equaqao de ﬁovimento de uma partfcula de carga g num cam-
po aletromagnético e:
d ‘ -
e (m;'-i- 'g'z) =v(-eﬂ+%‘robo ' (101)
dt

A equagéo de Lagrange que descreve 8sse movimento &:

d 2L L 0
at 7x, ?xi
ous
a 2L oL o dxy (1.2
— —— = em— onde YV, = X, = ™ , 1.2
at dv, ix, 171 4
Logo, segundo as equagoes (1.1) e (1.2), devemos ter:
&’
-;'-;=mvi+-g-3.i; L=2%mvo+2 70403, (1.3)
< L ? ——
— = (~ef+ 2 V.E)} L = -ef +3 VL + £(¥) (1.4)
1:1 2x,

donde:



f(;5 ==-ap,
f(¥r')=%mv2 ’

sendo X e # fungbes de X e t & ndo de T Assim, a Lagrangeana

nao relativista do problema &
v -
L=%mv2+%?.A-eﬂ-' (105)
A Hamiltoniana e:

K =z Py 1.11-1. = H (qi, Pi) ’
b

ohde
[
44y = 7
1 3P1
< | (1.6)
.o 2H
Py =7 % = =
2q;  2q,
Levando (1.6) em (1.5):
H = ﬁ (-p*--g- D%+ ep. _ (1.7)
A equagao de Schréedinger da part{cula é a seguinte:
HY = in %’é |
isto &
- J
Z (P-2 D% = (1 5-a0) 0. (1.8-a)
ou »
% (-5’2"'_:" -A’Z - '2' -'O-A—"'% Ioi-)y’ = (ih % - eb)¢o (108"'}))
em que: T =an T

Mantendo apenas os termos de ordem % (em prinieira aproxima-

¢a0), temos: '
%ﬁ (T2. % 5’:1’_.2_ DY = (1n % -ef)¥ . (1.8-¢)

(¥ = T.DW+TT W) .
Portanto:

& Ehv2+%ﬁ LV+4gh 6".;,? = l:ih %-eﬂ#” » (1.9)

~ Ora:
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que é a equagé'.o de Schroedinger do problema e onde: I.Fe’ a In-
| teragao entre a corrente e o pﬁtencial; ;.K'é a parte da intersg
gEo em que existe_; uma variaqao de § com o temp'o; pois segundo a
condigdo de Lorentz V.A = - % ?T%' Vé-se que a equagao (1.9)
nao conteém a descrigao de spin, e sim, apenas a do momentum an~-
gular orbital. Deve-se a Pauli a introdugao de uma equagao de
onda (nao relativista) para descrever o momentum angular intrin

seco de part:[culas- como o elétron e o proton.

AR 0L 10 _
O'x = (1 0), O‘y = (_10) y G‘z = (0 _ ) (1010)

as matrizes de Pauli. Como e facil verificar: o 0 = -0, 0, 0,0,=

Se jam:

» Xy y x? "x"z
—— — - 2 — - —
= =00, crycz = - crzoy, o, = c:ry = c_zz = 1, portanto:
2= (e.p)° . ' (1.11)
Contudo: |
i 2
L (T-2D2 24 [T(T-&
m P -c DA |0F-2D) . - (1a2)

De fato, designando uma fungao com duas componentes ¥ = (gl)-
‘ fed
sF-2D|[EF-2 D -

bl 2 L —rp L — —t
= Ecr.f;')a-l-? (a.ma-%(o'.;)(an&)- g(c-.m(o.;):l@ =

c

- 2 2 2 =] -t — -t — |

= 72+ S T09- & [ENEDY+ EDE) (1.13)
Mas:

[(&’.B’)(&'.i’)]?ﬁ = $v1p1 O-jEJ Yo = O‘ic-jpi(Ajw) =

cricrjEpi Ay + (A'jpi)ﬂ . (1.14-a)
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lembrando -que pj =. - ih 5-;: . Tambem:

[(EDEN]Y = oyoyals? = coadly (1.1a-b)
Somando (l.14~a) e (1.14-b):

E;-D(?-F) + (a-l;)(am:lw = vicj(piaj)fﬂ + (°1°J' + UJGI)AJP1¢=

=y tadp + 2aphp ={% RS } .

i

in
=_E_o.o.j 2 133053 Y=1n(2 A +24, 2 LHyp-=

pois a indugao magnetica B e tal que: B, = atad o jipt

Paull admite a equagdo:

- 2 .
A FE-2 D v-n & - w00, - (1.16-a)
istoaeza e2 -2 eh __ ____ ieh
i + 5 A° + ef - — . B+ — (V.X+2 1. v];p-m-—-
2m 2me 2me 2me it
(1016-1'))

como a equagao de onda ndo relativista para descrever uma part:[-

cula carregada, com spin g o. Temos:

1 -2 a1 938 4 y 29
[ Gin aJ Aj)( ih 3 AY) - B +en]¢ 31; .

(l -16"'0 )

Assim, a Hamiltoniana de Pauli e:

Hp=% E;-(-ih\_f-%):la +.eﬂ =£E,: ih ¥/ - I)Z-Q-r-lo'.l_?»-_l-l-eﬂ.

-

(1.17)



cApfTULO IT
A Eduacao de Dirac
II.1 Eguagao de Klein-Gordan

Em mecanica relativista classica, tem—se' _ .
H = Eza(p - % I)2+m ¢ ] +ef . (2.1)
Ao fazer a passagem 2 meeanica quantica, em virtude da raiz

quadrada, a Hamiltoniana nao pode sér obtida diretamente de
 (2.1). Desta dltima resulta:

(H=- eﬂ)a- cz(;-% 1'52 = nCe? ,‘

fazendo:
H —ih % ) o
obtemos: |
C c—lé-(’ih 7 - eDZY- (T - £ D2y =Bl p,
oﬁ, em notaéan covariante.. o
(ih i - 2 AF)(ih oh- 2 AP = P2 Y. (2.2)

Esta & a equagio de Klein-Gordon. Sendo uma generalizagao
relativista da equagao de Schroedinger, ela também nao leva em
consideragao o spin, descrevendo apenas. part.‘fculas de spin nulo,

como o ‘meson-r, em interagao com um campo eletromagnético (a fup

¢30 ¥ tem uma sé componente).

11.2 Equacao de Dirac

Consideremos a equagao de Klein-Gordon:
1 e |
(7 n -0 - (n T+ 2 DYy = ey,

Vamos agora introduzir uma decomposigao que dard lugar a uma



nova equagao:

[%‘ (1in : - of) ~ o.(~1n V--— 1')][ (ih =¢ -ep)+o-.(-1nv-31‘) y=

=n® €Y. (2.3)
Chamemos '
2
=ih— e #
o 2t ¢ 70
(2.4)
T = -ih 7 - £T.
Levando (2.4) em (2.3):
mw T
(-_-c‘-’--E'-'.'Tr') (_E_o +3:1'-r')§0=m2 & Y. (2.8)

Bsta equagao e distinta da de Klein-Gordon porque, em virtu-
de da nao comutatividade de T, € T entre si: -
2 deh
T T, =W, T = - B

----- - > (2.6)

ocorrem novos termos na equagao de Klein-Gordon.
A funcao de onda ¥ em (2.5) tem duas componentés.
Definamos uma nova fungao X pela relagao:

(%-11'0 +'3:.m§0=mc X .
(2.5) se escreve entao:
(‘l‘ wo-g.;)x =mel.
0 par de equagoes: o
(% vo-?.'r-r')@ =meX.
(2.7)

(% TFO-;.‘F’)X = mc UJ‘
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é uma forma da equaqgo' de Dirac. Tanto ¥ como X tém duas compo
nentes. O par de equagoes envolve, portanto, quatro fungoes de

ondsa.

Outra forma da equagao de Dirac obtem-se introduzindoe as

fungoes Y, e %+

b, =x+9,
(2.8)
b =x -9 .
De (2.7) e (2.8) resulta:
%ﬂ'o ¢a - (g¢m¢b = ne ¢a 3 '
(2.9)

- cl“o by, + (&':ﬁ?*a me %, .

Observe que, por reflexac espacial, %—'nr + &.% se transfor-

o

; - —p
ma em T W, = 0., portanto, para que o sistema (2.7) seja inva-

riante em relagao a reflexao espacialy X deve transformar-se em

¥ . Por conseguinte, ¥, —> %, ¥, — - ¥, quando X -

A equagao de Dirac tem nsualmente uma forma compactay obti~

da de (2.9) pela introdugao da fungao de onda de quatro componen

tes:
Ya1
Ya baz L
Y= Py 1|y _‘~(2.1o)
(2%
e das matrizés: _ I 0o - 0 T
| . 7o = (0 nE 7= = o (2.11)

~ onde os elementos destas sao matrizes de duas linhas e duas colu

has:



| 1 0 0
I = 0 =
() (,
e T dada em (1.10).

Obtemos, entac, de (2.9):

l - - = =
4 s % "o Yetwd ¥ me ¥ . (2.12)
Definamos:
- TS
¥ = 2
¢’ 770 } (2.13)
¥ = ("YO) ) 3
6 — —
7””}‘,:%‘7()#0“?-170
A equagao de Dirac se escreve:
7}" ﬂ-;“ "% = me y y (2.14)
ou,
M d - & =
7" (4n pray il Ay )V =mec ¥. (2.15)
Observe que:
" S . J = R >
;‘;;L- (WHVJ,A-(:&,A),
(2.16)
““‘?'“=(—a_;’-6),ﬁp=(ﬂ"'i).
Bxﬂ %y

IIl. 3 Algebra dag Matrizes 7 de Dirac.

Na segio anterior obteve-se a forma (2.15) da  equa-

gao de Dirac:

YT =S ap)Y = mey (2.17)

juntamente com uma representaqé'o particular das matrizes L al



oK

y k =1,
0

X
0

o

2y 33 7 =

’
-1

(2.11)

as quais, como se ver%;ica facilmente, satisfazem a equaqﬁo:

onde:

gh?

aty¥ + 77 H
1 o
0 -1
o o
0 o

= Zg"w

0 -1

(2.18)

O numero de matrizes 4 x 4, satisfazendo (2.18), 1linearmen~

te independentes, & 16 e elas sao as seguintes:

I

vl 7%
723 7341
717275 71,20

7192957 =5

Pode~se verificar que:

2
712
77

,ro
7190 72)P 23,0
72939°

0'J=€jk£7k7;, |
onde €Jk£ é 0 tensor de Levi-Civitta (ijﬁ = 0 se dois Indices

7 (2.19)

(2.20)

s&-igmjs;:q_'kf:-!-lapﬂb!émapermtaqio par de 123; -1, se a per-

mutagao & {mpar).

Define-se uma matriz

por:

~ [0 7T

o = - =7
-_'6—"0 o

(2.21)
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E conveniente introduzir a notagao de Feynman:

Verifigue que:
AZ =8y al ,
An=-nA+aan" .
A75="75ﬁ ?
Tx AT ~A +2a, 7, - (2.23)
1F'a'F=4 )
B’FA?'F:—ZAQ

7p£57P=4an“,
ngAbt'fP:-a.é}SA.

I1.4 Forms Hami)ltoniana da equacao de Dirac

A equagao é:

?’P wk Y =me ¢, . (2.24-a)

ou:

% 7, (1n % ~e 0 ~7.(-1h T-2 )Y = mc y. (2.24~b)
Daf:

1“‘%: cTy7(~-1h T -27) +epy+ 7, nc®¥=8Y, (2.25)

chamando:

H=cdu(-th T=-2%) +ep +mc2p, (2.26)

onde

e =
=TT P:%
sao hermitianas: '

— -
o = O

» BT =P (leews By = Pyy) - (2.26-a)



Da equagao:

ih ':_f = (C:o;"' mczp)}f) 3y 5'= - Inh F s

i.e3
29 . »
ihﬁ—-—(cakx.p-ﬁmc Pkﬂ)w‘c 3
vem em virtude de (2.26-a) e de p* = -p:
ap¥ * *
TR S-S 2
) in ” e =-p ?ﬂ . gy ¥ me ¢1 Pﬂk)
isto e3
2
- 1h-5%? = - e B"¢+ .ot + met Pt B
onde:

= W1 Y5 U3 U

Gragas a (2.27) e (2.28) podemos escrever:

oy .
iyt gx = e ¥ T T nl Pt pY,
7 - - +
32 Y = cp?ﬁ"-ac[b"'mca@fsw‘
Subtraindo: +
g BB = e ¥ o, 22w e 20 byt =
#) = (c ij-;;j- cé-i;oeja (~1n) =
- 2 +
= = ih 5;; c ¥ '“3-@
portanto:

2
9-[; (¢ ?)"‘ jc¢+a’d¢—0

que & a equaqao de continuidade §§-+-5r.3"=-0 onde

p=¥d,
T=cvtay.

11

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



12

II.5 Interpretacao de ot

A derivada no tempo de um operador A &t

H=c& (-1t ~-2D+ep +me B

Temos para a coordenada x:3

Como:

2
[Hyx] = ¢ _o:xL—ih 3% * X| =-dhca, ,
logo:
T=cd. (2.32)

=1, que (%)% = ¢ e os autovalores

»
X = o

Daf resulta, por ser oti

de x sao + ¢. Procura-se interpretar &ste resultado dizendo que
uma determinagdo exata da velocidade implica determinacao exata
da posigao em dois instantes vizinhos. Pelo prj,nc:fpio da incer-
teza, a quantidade de movimento & indeterminada e, entao, pela
relagao:

mv mAv m vCAv
’ vem: A4p = ———ee—— ¢ '-E

v i:-#z/ ? ~/1-fv2/ c2 c v -vE/ cz

Como Av ~ 0, para que nao seja Ap~0, deve ser v~c. O argu-

p=

-~ , » -
mento nao e satisfatoric vorgue x comuta com Py pois %o coruta

com p_»
Outra relagao que se obtém e a seguinte:

agf (px'% he) = [H’ Px] [H’ Ax] 'E--—;JE =

.,_J

=4 ] iig —— e 'x _
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) 2 %A 2A
- ? Q—i —&- —Lx .—-—-- !
'"eﬁg"ca tel®x 5x Yoy 9x t %2 7%

hem-e&u@y%-ﬁ) mz(aA‘ ?Ax)]=

7% " ¢ 3% X~ 7y 9x " Tz
=9Ex+e(&’l’i-ﬁ.)x=Fx 3
portanto: . ‘
£ (FT-2D=eF+e@F) = F (2.33)

onde F 6 a £Or¢a obtida substituindo v/e por > na forga de Lorentz.

Nao é o analogo da equagao de Newton por causa da falta de relagao

entre esta equagao e x.

I11.6 O_Spin do eletron
O momento angular orbital e:
L =?A?=?A‘(F-%D ,
daf:

=TAG«2M+TAF (F-2D -

20
L

= cxXA(T -2 + TAT. (2.34)
0 dltimo térmo corresponde ao torque classico, que se anula

para uma forga central. Neste tltimo caso, ve-se que:

= AP -2D £0, (2.35)
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1.6, o momento angular L nao se conserva mesmo para forgas cen

trals.

Vamos agora considerar: ® = (g 3) e caleular ¢ -

Por (2.20) e (2.21):

T, =1y, o 7Ry = 10y & o

portanto:
oy =* [H’ G's] = .* [H’ -“xo‘ﬂ = § [ xy Tt qy”y’“x“y]
mas:
_[O& o9 ak a?l = a& Ty + o& Ty = ZG& Ty 9
oy myr o &) = %y T %y T R Ty

logo:

pa{: B |

2 h F = - o(TAT) . | (2.36)
portanto, por (2.38):

t+dné=o, (2.37)
. para torgas centrals. O operador L + % & & o momento angular

. total do eletron: L representa o momento angular orbital e
%6’ o momento angular intringecos o spin do eletron.
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[T S o ne o P P S L
P LERNI T A0Ba0 nadenglativis 53 oo

Consideremos, por simplicidade, estados estaciondrios

v o= o %Etp (x) , (3.1)
HY = Ekw (3.2)
e ponhamos
E = meS + W, ‘ (3.3)
isto 53 | o
(c&. 7 +mePp+ e )Y () = (meP+ W) ¥ (%) . (3.4)

Analogamente as equagoes (2.7)s podemos escreve=la como ym
par de eguagoes: |

(me + Wy, = c?.ﬁ-"pb + me Y, + e Ya

(mc‘a + W)-lpb S ¢ 0N ¥a - mcawb + eﬂf{'b, :
Daqui resulta: .
1 -
Zme~+W-a P : o

Vemos que, quando W_(( m_ca. e e« mc‘?’, é'ﬁt'go :.'_

YT P

15
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Por 1sso; as duas componenteg de ¥ a sao chamadas as ¢componen=

teg grandes e as de ¥ ,, as gomponenteg peguenas.

Substituindo (3.6) na 12 equagao (3.5), vem: _
- 1 -
W = o & o) o AT Ty, +efy _. (3.7)
Ya 2me+ W-e P e a

No caso em gue se pode desprezar W e e diante de

Wy, == (Fy  vedyv, .  (3.8)

£ a equagao de Pauli (obtida retendo o termo em L em

¢
Ve (ver (1.17)).

- - - - -—

‘ITI - 2. Aproximagao em & ordom (termos em vo/cOh

Interacso spin-orbita.

A egquagav de. Pauli fol obtida de (3.7) desprezando W
e e@ diante de chz. Podenos desenvolver (Bmc2 +W=-6ef )'1
em série de poténcias e conservar o 22 termo:

1 : L ¢ Weed =1 _
2 ‘. 1 + -~ ) -
2mel+ Wee § 2me 2mes

"LZ {1 - E——'-Q-éa— + ...} . - (3.9)

2me ame

A 'equaq&'o (3.7) torna-se agora

QI,,&:éjll;(ar.a)a ¥, - 123Z (&5 (W=op N FFIY By,

4(m“c®)
(3d0)
A condigao de rorualizagao:
]([Wala + ’ u'b‘.lz) ax =1 ’ (3.11)

escreve=se:
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1+L<1£—-g- » a’x ¥ 1 (3.12)
\f ﬁh 4n-c a
se retivermos sé o termo em v%/cz. Observe-se que das relagoes

(2.8):

L]

x=% (Y, +¥)
b=2 b, - %)
x:%E.-I-SE-'ﬂ-... ;ba,
Y= %E. N

A condigao de normalizaqgo (3.11) e

se tem:

(3.13)

2J(Z*Z+¢* P) x = 1 ,

*
e e exata.

Introduzamos a fungao y, assim definida:
. o Vad
sa: l+-(géﬂ? ¢a; _ (3.14)
' 8m"~ ¢

entdo, a condigao de normalizagao (3.12) escreve-se (retendo 8o

termos até vo/c2):

JP* P Px =1 . (3.15)
Desde que desprezemos o8 termos de ordem superior a vg/cz, a e-

quaqao (3,10 & a mesns que 2 scguinte:

1+ ?%2] (w-em|:1+ :|? 2 (T2 Y, +



1l
RALW-0f) =
oz L °f

 AFTF) (Hmep N FF)+ (W-0d XFH)E) Y,

ou pela (3.14):

w-omp = [1+ 5T ]“1 L2 e CLL l-l

»aT ¢

21=L R
¥ [ ¢

&
+(w—eﬁ)(F.¥)2}[l+%§%§]-l? )
ou: .
(w-‘em50=[1-$8-?§%3]{£(33)2[ -.8:2; _2]9_"+

-y 2 i
+ [1 . L&) ] {(q-.mzw-em-a (@)W~ e DFF) +
8 dm c

ama c2

+ (W= eﬂ)(rﬁ)z}[l-mﬁ]go : (3.16)

Retendo, novaménte, sé os termos até v&/ef s

e+ Em%? (s}o+ .o
(3.17)

(W-08)¢ = (a"ﬂr)?"

Mas: ASB - 24BA + BAZ = A(AB - BA) - (AB - BA) A

entao:
{8} ¢ = @) { BANU -0 0)=(U-epXF)} Pr {(FF)U—p) -

- (W= ep XT) | (7.7 )=
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(FH) { o@ED B P+ ep @Y} - [ a2 )ggren @Dk~

(rer) {100 B (F.) ¢ + the ((F.$)2]9- mep(EH)Y)} -

termo .~
- { :ldgntico} (Zor)p e

(P { ~1he(FE) O - {- the(REN (T ¥ .

Logo:

nois}y = [<€“.§>mm - @AED]Y =
= [(B. & NFurr) - (7. UFT.E)]Y =

= [(E) ~ (F )] P + (o (B mymBowy + moBy = wmE ) o

"'-ryrz(Ey'ri" Ez“'y + ‘rrzEy- 'rryEz) + a"zq'x(Ez'lTx - B+

+ B, - szx)]‘P =
= iNTLE)VP + L1 F.(EAT) -~ (FAE)]Y

Isto 61 {8}7= en[-n(T.B) + TumE) - C(EAM]Y .

Entao, voltando a (3.17):

ced? =l (F2o L 4

(W-e®Q >0 (F)= P m(?-w) Y +

"'a%-n? {0 (T +TFAD-TED}Y . (3.18)
m ¢

Ou:
(W-ep) ¢ =~é7i-2§0 +2££6(5".§)? -8—-31?(3.3)2 +
| n-c

. 8_3132 {_ 2. E+ (FaraE) - (FEAMLP . (3.19)
me
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Interpretacao dos termos da equagao de onda (3.19):

-aJ; 72 s energia cinetica e interagao com o potencial .4 3

-Qn-(ﬁoﬁ)s interagao do uomento magnetico de spin com B ;

—L-z (P 3) correqao relativista & owrh einotica,poiss

E = o(n®c® + pz)§= mc2(1+—£—z)* =
: me
-2 . =4
mc (1+ o h + ooo) -
Zmzca % m G

0 dltimo termo da a interagao spin-orbita. Seja E um campo

centrals B ~ e -%- ; entaos
r

(FTAE) = (FEAT .= =2(FE AT,

logo:
_%D_ (rerAE) - (¢EAw) ==—L§n§_: L A"=——eizﬂ
calc-r ™) 4m°e _rr? PR mEE 3

que é o termo de spin«é’rbitao Desdobra os éstados degenerados
com um dado { e afeta a todés, melios os estados S3 estes sao
afetados pelec termc em 3’ eﬁ o

Classicamente,ecarga que se move em campo eletrico E

com velocidade ¥, cria um campo magnético B = % FAR = -ﬁ% TAR

Logo:
-l 2 -ty
5. B = 3y AL,
c

que, a menos de um fator 2, explica classicamente o termo
2(FEAT) E;%% « BEntretanto, Thomas mostrou antes de Dirac
que este argunento classico é incompleto, havendo derivado aex

pressao oorreta.



21
A ordem de grandeza da interagﬁci, spin-orbita (Eg.qy) e
facil de obter-se:
. . e B ] —_ ﬁa
o Y - A . 2L L ~
3 3
2m¢ 2me > 2me Zmc I Sl

onde Frepresentaomomento magnético. Tomando para ambos ©Os
i ¥

momentos ¢ magneton de Bohr 2 distancla de um raio de Bohr, vem:

2 2 2 2
eh y2 (me=\3 _met .2 5@ . L2 ¢
By~ (e)” (B2 =B S (T =<5

2 .
onde: ¢=i- NT%; 9y & = ralo de Bohr

Epp ~ 1072 Wy v 1073 ev.

i
-

0 desdobramento dos n{vels dd-se porque:
i+1) =2+ L(2+1) + T2

logo:

]

o
+

L S

$.£__ f_ y bara § =
' -f -1 y Para J

- - - - - -

il
P

]
ﬂa

III - 3. Forma guadri-dimensiocnsl da corrente.,

A equagdo de Dirac pode ser posta sob uma das formas
alternativas:

'J’I.Jpl,b =me Y . (3.20-a)
Puldh 3%; ~2 AP )Y =mey,  (3.20-b)
ous VI VH - £aR)Y =mey y (3.20-¢)

ou ainda: (in 'v -2 L)Yy =mey . (3.20-d)
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Vimos, (2.31), que:
p = ¢'+ Y,
T= c v+;¢o

Para empregar notagao relativista, definamos:

s _

v=19 P ’
a2 agdjunta de ¥. Entao:

p=Tpyr

T=cPa3v=c¥ 7y,
pois ?=P&' e[dz'-'I.
Portanto, a corrente se escreve: -

Jp =P (A
‘e obedece a equagdo de conservagao:

=0
Vp

II1.4 Equaczo de Dirac adiunta

De:
% A §p=me P .

ous %y (m%-ep) ~T -V - P =me p ,

vem, tomando o complexo conjugado:

* 2 * ¥ *
L7 -thgg -e)p -7 (MT -2 =ne

Mas:

- AR A L = <. =
Tik = P1y % - Ty =Py “ﬁ =Gy = ‘Pkﬂ"‘fi

(3.21)

(3.22)

- (3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

A



23

—-

isto e', v e anti-hermitiana:

-4+ —
r =7

enquanto que (veja (2.26-a)) 7 é hermitiana: -

* + _
Tosk = Totx "Poxs 7% =7 °

Lego, tomando o trangposto de (3.26):

T -
19" (-1 ';T - e, + P (T -2 ) F =me §T

c

1‘(6*ﬁ(-1n 2 —ep) + P (V-2 T = me ¥,

c

ou multiplicando por ﬁ:

=% c-m% -en)p-iuh'?-“f)-%’wc?? )

e
isto e:
P(-an¥y -8 AF)’J’F =me § ; (3.27)
a flecha sObre as derivadas significa derivagao de A
0 _adjunto de wm operador (W), é obtido revertendo a ordem dos 7's

e trocando o sinal de i. Por exemplo, seja:

N=7x’a'y 3 entao: N =’3’y’a’x = -‘Jx’ry = =N 3

= 1’)’5 ’ entao:s N = =1 7o7z?§'3§c = -19’5 .

Tem~-ses
N = (A N 7
e
* - =

P, Y = (B N Y) (3.28)

I11.5 Solucao da equagio de Dirac para partfcula livre
Neste caso (4 = 0):
P o . Iwy=me¥. o (3.29)
acanos Vv
Y=ue" 1/h p,x (3.30)

" .
como ¥ @ uma fungao de onda com 4 componentes, o que se tem o
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z"J. 4
Yo vz - $nx
- a (3331)
¥3 uz
(P Uy

isto €, u,, A= 1, 25 3, 4 sao as componentes de uma colmuna e u
chamado um spinor de Dirge.
Para que (3.30) satisfaga (3.29) deve-se ter:
Y =mec ¥,

My

ous
(f ~mehu=0.
As 4 equagoes saos
E == —
(7, S =70 -melu =0

ou, na representagao (2.11):

1000 0001 o-og-i 0010
0100|E (0010 _[oo1o _{ 0001
00=10/ ¢ 0-1 00 | & 0100 |Py"{ 1000 |Pzme
0 0 0-1 =100 0 4000 ‘0100 |

B .
c - RMC 0 -pz -( px ul T )
0 E u
¢ ~me =-(px+ ipy) 2 -
B =0,
P, Px-ipy ~(3 + me) uz
Petip,  -p, 0 (£ + me) ta

(3.32-b) B



25

(%-mc )ul - PZUB‘ (px"' 1py)u4 0’

(E-mc)u - (p_+ip_Ju,+ p_u, = 0,
c 2 X 'y z "4

i - (3.33)
p, Uy + (px-ipy)uz- (% + mc)u4 =0,
(py+ ipy)nl- P, U= (% + melu, =0, )
0 Determinante deve ser nulo:

% e 0 _ ip, ~(pg~ipy)

0 % - me ~(p e+ ipy) P,

D, Py-1py (£ + me) 0 =0.
Pyt ipy ~p, ° -(% + mc)

Desenvolvendo:

(%-mc) {- pﬁ(%-‘-mc)ﬂ% + mc)a(%' - mc)-(% + mc)(p§+ pf,)} -
- b, (ff- = me) p, (% + mc)wpz- P,(py+ 1Py )(py - J.py)} +

+ (og=tpg) {= (§ = meXEvmedp + 1) + (ner 1p,3p2 +

+ (pet .-1.1:33,)“'a (px-ipy)} =

o2
(:—2- - moe?)e - 2p§ (;Eé - macz) - Zpg (-f; - mzcz) -

B 22

- Z(pg-'-p?.)(c? -mc”) -

Zpi(Pi*'p?.Hpﬁ*-p?)Z +p2 = (f§ ~p2-me?) =0 , (3.34)

que @ a conexao relativista entre energla e quantidade de movi-
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mento. Esta ultime equagac da as ralzes ‘duplas:

E= +c¢ \}524- n%c?

E = -0 pz-l*ch2

Havera, assim, quatro solugoes, duas com energia positiva e duas

‘com energia negativa. Estas solugOes sao:

u.1=0

lu, =0 'u=1
2 22 2 2

E = 4+¢YVp ¢ cp Cp~
. x «36
U mzz— (3.35) uz —— (3.36)

- E+ mc E+me
onde: p, = px-!- ipy, P. = Py~ ipy-
T . . .bcp
Uy = = ﬂ—z Uy = = _'2-
1 |E|+me o1 |E | +me
B = =gy 3%+ n%e? u, = - bt (3.37) u, = “9'25—2 (3.38)
. | B | +mc? |E| +me ,
u, = 0 u, = 1

Qual ¢ o significado das duas solugdes (linearmente
independentes) com E>O0 ? Deve haver um operador gque comute
com P e tal que u seja auto-solugao de p o desse operador.

Isto €, deve existir uma grandeza fisica (a ser especificada),
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que determine de modo unico a fungao de onda.

Tomemos a partfcula movendo-ge na diregao de P 1

px=py=0,
ILdgo;

b= %P0 = % Py

e 0, =19 7y gomuta com P .

Definindo, entac, u de tal maneira que satisfaga tanto B u

= meu , como ¢, U = Su , @ fungao de onda fica completamente
especificadae.

Assim, as solugdes §a0 (se p, = py = 0):
EMO  E<O
uprs=+lt pupgss=-Ulupy:a=+1 juyra=l]
. o
1y 1 0 _. Pz 5 0
' |E] + me
upiy 0 50 Pz
|E| +mc®
T
u B .01 ﬁcpz 0 1
4 - B+me
(3.39)

Neste caso a particula esta polarizada na diregao do movimento.
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III ~ 6. Normallzacaoc das ﬁ_mgSes de onda.

Na teoria nao-relativista impoe-se:
vty =1.
Mas aqui, na teoria de Dirac, y*¥ ¢ a quarta.componente de
+
um quadri-vetor (Ju = (Jzs 3y2 Jp0 P = v ¥y ), de modo que
esta normalizacio nao seria covariante. Podemos fazer a norma-
1izagao covariante se lmpuzermos: |
uwtu = ZE , (3.40)
onde E o & energia e 2 e escolhido por conveniencia.
Tomemos a solugao (3.35) para E>0 e s =+1 :
1-
- i
0 5 X

u =¢C ’ e
1 cpz(E+mcz)'l

-1
ep (E+ mcz)

" . (3041)

onde C,; & o coeficiente de pormalizagdo. Temos, pols:

i
_ 0
wha = CE( 1,0 ,cpz(E + mcz)'ls cp_(E+ mcz)-l) _ cpz( E+ mcz)-l =
- op, (E+ ne®) -

2.4, 2.2, > .25

2.2 2
(14-__%_!?)2) c§_= E_.'?..M_ﬁ_%.z_ms_-c§=

]

(E+me (E+mec~)
- 2E 2 _ ,
= m Cy 2E , segundo {3.40). ZLogo (a menos de um fator de

fase): C; = (E"'mca)*



Logo:
E + mca
Wl s —2 0
(E+ ne®) ep,
P, . %
e:
0
1 E+me
uII =
(E +me? ); ep_
&
Para E <0 sy 8=¢%1, encontra-se"

azora, exprimir a normalizagao em

.

29

y E>O0, 3 =++1 (5042)

2

sy BE>Q0y 5 ==1 (3043)

Cy = _(|E|+mc2)*

- +
termos de uun = 1u cyou.

« Quer-se,

2

Temos, para E>0y, s=+1, pondo E¢ = E+mc™s
1000 E'
- 1 . 0100 0 <
uu= = (B, 0, cp,y cp_) =
B 0 0-1 0 ep,
0 0-X ep,F
1 ' B
1 -
= — (B'y 0, eP, s ep_) _,0 — {E'2. 029 ,) =
E! Pz E
_ -cp+
< .;L. 2 2y _ 2mc2(E + me%) 2
= (E+mc+2Emc Zp)= > = 2me” .
. E + mc
- (3044)
Anélogament;e, para E > 0, s = =1, temese:
Tu = 2me? {3.45)
Para B<0, s =1%1, tem-se:
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Tu = -2me® (3.46)
(verifiqus.)

uy E + me® 0 “cp, . -epl
uz | 0 ~ E+me® ~CPy CPy
— (B + mcz)'*l{
ug ep, cP. |E| + mc? 0

| ' 2
u, CP, -cp, 0 ~|E] + me

spin | I 1 :

23,8 | oFNE,E) | wl(P,-18b| uti(H,-1E]) |

Normalizagao:
D W _ . +
| E>0 3 | E<0, (3.47)
TFuS = 2mc® § 7S a7 u® = -2mc? §TS
rys = 1,11,

'
i
'
i
t

IIT - 7. Pésitrons.

Concluimos que a equagic de Dirac para um eletron 1li-
vreo admite quatro soluqSes oﬁdas planas. Duas_delas descrevem um
elétron de momentum ps; energia positiva E >0 e spins opostos:

- % (Et - B.%)

I~ -
¥;I = ul{f,Ele D = ul(F,E)e
1 Lgt - 3-%) (3.48)

- EET - - LD 4 .
W+II= uII(ﬁi Ele RPE_ U.II(,ﬁsE)e n d )

e duas outras descrevem um eléetron de momentum P, energia negati=

va E = =-|E|]< 0 e spins opostos:



Al
%(IEIt"'P'XJ)

g
?E = uI(ﬁ”lﬂije pp I(p, - IEI)e
| L l(]n|t+5.i)

(3.49)
pIt = H(ﬁ,-lEI)e pr “(p,-lml)e
Todos os 4 spinores u satisfazem a equagao
(6 ~ me)u = (3.50)
e sac 4ados na tabela (3.47).
Elétrons com energia neéativa nao podem ser descritos ti

sicamente., Dirag propaz uma interpretagao que utiiiza o princ{pio

de Paull. Admiﬁiu ele Qua todos os estados de energia negativa es
tao normalmente ocupados, de modo que um elétxon com energia posi-
tiva nao pode passar a4 um estado com energla negativa por causa do
princfpio de Pauli. 0O viacuo & definido como o estado em que todos
os estados de energla negativa estao ocupados e og estados de ener
gla positiva estao desocupados. A segunda hipdtese o que 0s ele-
trons que ocupam os éstados de energia negativa nao contribuem a
carga, ao spin, a energia, nem a quantidade de movimento observa=-
veis. A terceira hipotese o que um campo eletromagnético ou outro
que interaja com eletrons pode atuar sobre os elétrons que ocupam
estados de energia negativa.

Consideremos agora um eletron num estado de energia ne-

gativa, com momentum B, energia E = -|E|, carga e, spin ( componen-

te z) tnh.

Como, pg}a segunda hipétese, © canjunto Infinito de tais
elétrons (o "mar de eletrons") contribui para as resultantes des-
S&s grandezas o valor zero, se retiramos o eletron conslderado do
Mar ¢ o fizermos passar a um estado de energla positiva, o mar que
Permanece, deveréater um momentum -3, uma energia - E = [EI, uma

carga -e e um spin -#h. A lacuna ou furo, que era ocupada pelo
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_alétron retirado, comporta~se, pols, como um ﬁSsitron com ener
gia |E), momentum -3, spin ~%h e carga -e.

J"'m . 1+°
' ESTADOS | e —
- - — DISGRETOS —
_ +me2 i e +r
= - (o] » - " 0
2

N

S YL, A}ESL‘% NUos . %%/","W -
B(E-El) 1 ' l v¥( -7, IEI)

ANTES DA TRANSIEAO | ~ APOS A TRANSIGAO
| FIG. 3.1

Assim, podemos dizer que a fungao de onda que descreve um elé
tron com energia negativa =|B| e momentum 55 corresponds un
positron com energia |E| e momentum P.

Consideremos, entao, um eletron de energia ~-|E] o mo

mentum <p e de spin +¥h. Pela tabela (3.47) a fungao de onda

s "
F;I = uI(éﬁg-lEl)e*(lﬂlt’p‘x) (3.51)
cp,
ohde: '
1 1 c(px+ipy)
n(" "‘E)= (952)
BB " et | 1meme |
0

Tinhamos visto que:
(6 - me)u'(F-lE]) = 0,

isto e:
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(7 B -53 - meXuXBym[ED) 2 (v, LBL-7.5 - ne)al($,-15]) =
10g0, NO NOSSO CASO:

(-'70 'I-EJ' +§o$“m0)u1("-ﬁ’-IEl) =
oul | -

(P +me) uI(-ﬁ,-|E|) =0 . (3.53)

Pode~se dizer que a fungao v(P,|E|) = ul( «Py=|E| de=
screve o pésiﬁroﬁ de mémentnm p e energia |E|, mas na realidg
de ela descreveJo Qlé%ron-do_mﬁr, de energia -|E| e momentum
Dy a_cﬁja'§ﬁ§3ncié"60frespoﬁde o positron. O spin do pésﬁzon
& o oposto do de tal eldtron.

Podemos, entretanto, achar a fungao com energia posi

tiva que descreve o positron., Ela se chama ggggao conjugada na

carga e a operagao que transforma a funcao que descreve um ele
tron com momentum -p, energia -|E| e spin #h, na fupgao que
descrave o positron com momentum P, energla |E| e spin «*h yeha
ma-se gonjugacad da carga.

Seja w(ﬁ;IEl) a fungao do positron. Como éste deve

obedecer a equacac de Dirac de um corpusculo livre, devemoster

-JKI E|t-B.X)

“’Pésmacm = w(Py|E |3e (3.54)
&
‘ (2 - ne) w = (3.55)
ou:
|Elw = (¢ .7 + mczﬁ)w. (3.56)

Por outro lado, a fungdo do eletron com energia -|Ej
tun ~p e:

e momen

1( |B] t-5.3)
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coms:
(6 +me)a® =0, (3.58)
isto é:
|Bju? = (e &F - mel p)uI . (3.59)
- -
Comparando w e %“Elt-p'_;b com ut e %(lEIt-p.B’ vemos que a

primeira esta relacionada com a complexa conjugada da segunda.

Ponhamos: ) .
WS IED) =8 ! (T, -IED) , (3.60)

i1sto é:

*
Pe6s =€ ¥ertr (3.61)

De (3.59), lembrando-nos de que agoi'a p & um nﬁmero, tiramos:
* *
%
IEluI = (e &'*.?-mca ﬁ )uI (3.62)

De (3.56) e (3.60) concluimos:
IEIR ul® = (c B +mc? [3)'3111*. (3.63)

Comparando estas duas _ﬁltimas equagoes:

Ed*g-l -3 o ug(a* gl = -@ . (3.62)

Mas: -k *x * *
= "otl!Q{Z! = f'“zswa _q3, r3 "|3'

Uma matriz @ que satisfaz a:
-1 _ -1 _ -1 _
gdl@ -ql ? 86(26 ."'. -u2’8¢38 -

=o£3, 6@6-1 = - p,

1: 28
s
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4 = o

2( 1 ﬁ ﬂa) 3 (3065)

logo: . -
62 1, - (3.66)
Observe que esta matriz # transforma, de faio, uI(qﬁ}-IEI),
com spin + #h na fungao uII(Eﬁlﬁ})g com spin =3h.
| Resta provar que a fungiao assim introduzida, descreve
um corpisculo com carga positiva, Temos:

¥pés = 6V e s 6221, (3.67)

' ’ » t N
Na presenga de um campo eletromagnetico ¢ que a car-

ga Se'maniresta,'logo devemos considerar a equaqaos

AN~ )y =mey, (3.68)

e a equagao adjunta:
| e (<%= k)= mec B, , (3.69)
isto &,

- . M B _ -

Vo (+1n " - 248y =me §, (3.69)
Agora: '

P =Wy, =y gy (3.70)

Ve Tr =% %N =¥, 7 oy A3

logo se %, descreve um eletron e ¥y um pééitroni:
| wp= by, , ¥ =4k v = v (3.71)
paf:

T
- *
Ye % = ¥ Y% % = VJPT 6" 7, Yy o

Substituindo na equagao adjunta, ohbtem-ses
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T,T » w & - T ,T
Yo 6 T, Y ('-aih',v'*,-:-fhv) = me ¥, 6" o, .

Tomando a transposta deste equagao:
' T
e w =

Multiplicando & esquerda por g1 A

: T
(-tn 7, - a6 a0 A0k ame y . (3.72)
Mag de (3.64) resulta:

G'}ﬁ?’a .'Y‘o &“1 = - ?3 (3'%)

Por (3,72) & (3.79) :

(g +8400F yo=mey
ou |
URY + R ¥, =me i, (3:74)

. O que PFAVA @ RA8ETGAN,
Maltas vezes define-se a conjugagac da cargs pela
transformagdo: |

Vemos entan que

de onde!
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cArf{TULO IV

INVARIANCIA RELATIVISTA
Iv.l . Invarisncia Relativista
Estudaremos agora a invariancia relativista da equagao

de Dirac. Evidentemente, queremos que ela seja invariante,
pols as grandezas r{sicas descritas por uma equagao relativig
- ta devem independer do particularreferencial de Lorentz usado.
- Existe uma transformagao linear entre as fungdes de Dirac de
uma particula, relativas a dols referenciais de Lorentz, de
tal modo que ambas satisfazem, em cada referencial, 2 equagao

de Dlrac.

A transformagao homogénea (1.6, sem translagoes espacio~

temporais) mais geral de Lorentz e:

= > atl, x’ a}’f reais, (4.1-a)
v=0
ou em forma matricial:
X' =AX, “ (4.1-b)

onde 08 coeficlentes satisfazem a:

i Y =
2 B B T Be
em virtude da invariancia imposta sdbre xH x, ¢
i H LA v eﬂ A_E
L 1 = =
' X xP ahx"g 8 x g X X
Quando ha uma transformagao linear das variaveis x, uma fun¢ao

»
escalar dessas variaveis se transforma da seguinte maneira: se

£(x) é a fungdo e se a transformagdo no espago dos x &:



R mAX, ‘entao; a fungio transforma~-se de tal modo que:

£¢x) » r(a~2x).

"Istec porgque- queremos que a duas transformagdes sucessivas apli-
At uuma certs ordem sSbre os x correspondam duas transformg
qou 80bre Ly DA mm ordam. '

Bajts
ryx) = T =)

isto et :

- | mf(x) = £t x)
Aplioa.ndo &gora uma nova trannromqao ’z'
ou substituindo f£' pelas deriniqao iniolals

Tp Tyftx) = £1azl x) = r(af" Azt x) =2( a0 x

No caso da fungao de Dirao, ela tem 4 componentes e
& transformagio de Lorentxy A, deve oorroqpondor ums combinagdo
linear entre as componentes do }6 + Pomos, portante,

Kixt) = Ze ey (004 W71 2y (4.3-2)
‘que pode ser sacrita agsin:

Pl xt) = sww:). - (4.3-b)
ony lbﬂvuduantu

pregy , (9103-_0).
onde 8 ¢ uma nAtris 4 x 4 que 1nd§pindc das coordenidasy-pos=-
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sue inverso S™* e depende unicamenté dos ab

SQEL,, ) S(A)

Queremos que a eq’uagao de Dirac ne espego dos x

- e |
(T, - S £Y = w6y, (4.9
se transforme numa equagao com a mesma formas no espago dos x':
ANy - & A1) ¥ = mop . | (4. 5)
Comot. - : g '
Y=gty , (4.6)
es
vpyv: 8#4 VAR =}:a,.v v,
= (4.7)
Ay = ; a‘}‘ a5 .

Por (406’?)’ (404) ficg:

S 1 . e -1 .4 -1
.ERP?(H‘IVA -5a st s me sy,

como og &L  s&0 rmumeros, comatam com S .. Portanto, multipli-
cando por S & esquerda:

A
Assim, (4.8) tem a mesma forma que (4.5), desde que:.

E;.?a‘u'r" =s1ts ., | | (4.9)
Esta equagao impSe uma condigdo sdbre S. Ela decorre do fato

Z. 8 ;.a’;‘ ot S"l.(ith' - ‘3’ A,_'A)IPH- me ! (4.8)

de que se as matrizes obedecem as relagoes de anticomutagaoc:

entio.,_ _t:Sda matriz _'7}" que obedece as mesmas relagaés provem de

Y% por uma transformagao de equivaléneia:



40

a1
Y =5 %S, (4.10)

A relagdo acime & consistente com a condigao de hermiticidade,

pols:

(Z Myt o (aao,ro_ ; a"k-vk)"' = a:_\oq,o + ; D ok

k

= (5™ et
pois os a*p sdo reais, 7o & hermiteano e Py é anti-hermite-
anos (’J’F)+= v rRhro.
Multiplicando a direita e & esquerda por 7°:
s e 2 S OP R et

- -.I' . " ' a -
5 99051 Pyt o = a0gt(w? )T(sTHHT o 02'vgt o S 70(571o° <

= (st o) ot (%t 0L, (4.11)
pois: . ‘ ‘

(?* )t = @y 'v° y, (vl =0,
Mas, Z a'y g~2a’ S 5 de modo que:

(7° s""r°,)‘7 (v° sto )=l & g=lo? g,
oui A
(8PsTPy ot (gPgta0) L =™ ‘ (4.12)
ﬂ Toda matriz que comuta com as quatro 7's 6-mﬁltipla da idep
tldade. Logo: |
g Pste® = vI, b = constante. (4.13)
Dai:
. . I . .
8 st ape®, - - (4.14)



41
st #° = pofs~1 . | | (4.15)
Como 7° é hermiteana, também o & sPst, logo b be Se im-

puzermm que Det 8 = 1, deveremos ter:

gafl e de b= bs b =t (4.16)

Determinaremos agora quando 6 b = + 1 e guando & b = -1. Pa=-

ra isto, consideremos a seguinte 1deni:idade:

sts = s*fr‘?v"s = pPs 1o = b~>9 ) a% o® =
: v

= b(a I Z. a° k ) . ' (4.17)

8"'8 e o produto de uma matriz nao singular e de geu adjunto

'hermiteano, logo seus autovalores 880 reals o definidos positi
vos, de modo que:

Tr(sT8) > 0 .
Como o trago de @, & nulo:
r(8%s) = 4bal>0 ., (2.18)
A?sim-, se a°°<0, b=« e se a%>0, b =+1.
Quando aQ<0, temos uma reflexio no tempo: t'= ~t.

A’seguir, consideremos a propriedade de transformagao do spi-
nor adjunto ¥,

Comos Yyt =8y,
Yem:. (s ytgt ’
lpgo:

Fr = yteteP = pyteogl = g s

isto éﬁ

i

1 -= E S‘l (4.19)
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pera transformagoes que nzo invertem o tempo, e:

pr=-7%st (2.20)
para as que incluem a inversao do tempo.

| 0 significado de (4.14, 15) ¢ melhor compreendido se
considerarmos as propriedades de transformagso da corrente jF =

=y 'a'/"fﬂ que devera transformar-se como um quadrivetor:

ol =T al 3 =7 o § %)= (por (a.9) =Fs s y= ptrPslof sy,
v

Por outre lado, temos:

pH

Traly = ytshorlsy=v 3P lfsp= 0 T ok . (a.21)
S L
O que mostra que j ¢ um quadrivetor para transformagdes de Lo-

rentz sem inversao do tempo e um pseudo vetor para inversoes do

tempo: _ _
P >pP, T-’-‘-T, para ?-—*‘Sﬁ t >t . {(4.22)

As transformagdes de Lorentz sem inversao de tempo chamam-se or-

- .
toeronicas.

IV.2 xpressio de §

£ preclso mostrar que para toda transformagao de Lorentz

prdemos constouir caa matriz 3 qua savisfaga a:

-l A v

'-b 17 % z aAy v ’ (4-9)
14

st 9% 32350 (4.14)

7

~ . ' - v ”
Conslderasuos o cioe  fus Uz Sornagoes proprias:
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det(8)= +1, a°°>0. Basta, entio, estudar as infinitesimais:

a':, = 8"1) +A E% ’ (4023)

onde A é uma constante infinitesimal.

Tem=ge: _
x* = x4 3 Z; eh ! (4.24)
Como: -
;x'PYL =§xﬂy“‘,
vem:
e’ L e, (4.25)

S e fungao de A. No caso atual, pondos:

S(A) =TI+AT, (4.26)
ven -
g7l =1-Am, (4.27)
desprezando AZ e poténclas superiores de A . |
intao:
§7hots = (I ATYY (T+AT) =0*4a(H oty =

v
= Z, a.':J")'u = o's Z,;‘G.Fg")’
v
Devemos, pois, encontrar uma 7, tal que:

re-rol = 7 e o? (4.28)
v
Obtem-se:

T =§ FZNEW.__(WPW‘, - % ) | (4.29)
(Obtenha (4.29) ).
Logo, por (4.26):

_ _ TRy
s(4) =1+ % ?&,{:‘f (%% =% 0;.)(4.30)
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Iv.3 Operadorsg de Dirac

Sao os dezesseils seguintem
I,7Fy % P avV-o¥ah), L v Agte, 'f"717213 =7,
Rxaminemos as propriadades de transformagac destas 16 ma-

.rizes quando iInterpostas entre ¥ e Y.

1. P1v.
Py =b§ stsyu=% v, b =+1  (4.31-a)
1.6, ¢ um lnvariante para transformagoes ortoeronicas; contudos

P v =% pp=-1, | (4.31=b)

quando ha inversao do tempo.
2. ¢ 7ty

J4 vimos antes, (4.21), que aste produto se comporta como
um quadrivetor para transformagdes de Lorentz sem inversao do .

tempo & como um pseuhovetor para inversoes do tempo. -

3. B ol ps o =3 (rF¥= 7o, (4,32)

ety =p P S"la'/“’ S¥P=b E ag a’é ) O'QP% (4.33)
oc,p
o que mostra que este produto se transforma como um tensor antl-

simetrico de 2% ordem.

a. Bag¥.
Escrevando ?’5 om sua forma covarlante:
1
Tg == €, 7777 (4.34)

4! myvyos0 FVPT

onde Epvpcr & o tensor completamente anti-simétrico de 22 or-



dem: "
+1, se pvpo & uma permutagao par de 0, 1, 2, 3,

QFVPO_{ ~ly, ¥ " noan " impar de 0, 1, 2, 3 (4.35)
0 " dois Indices sio iguais .

her

Assim:

P % =P 5o, sy, (4.36)

A Civpo (8710l 8)t8™L #7508 4P ) (5" 1y %) =
My ¥ 0 |

= L g i gM
P v PP g

Mas:

7“#% 'J'F’ael ?Yz a¥ ff§.

5

.det]Al = -ag a{ ag ag'éjwpo_-

donde

, - al a” af T
detlA[@dF,qg I‘s’::P:G o a8 ag a’f e/wpa‘

Logo, gragas as equagoes (4.34) o (4.36):

¥ 7g ' = b aet|alf 3 ¢

Portanto, para transformages Préprias ortoerdnicas (det|a]| =
=41, b = 41): |

P rsy =% % y. (4.36-a)

Para reflexoces espacials (detiA] = 1) com b = + 1.

IZ.' 75 ?{)' = - -;Z 9’5 T" (4-36—1'))

4

L
€ um pseudo-gscalar.

5. 1P 7;{9'”)'”&.

Devemes apenas examinar as 4 'possibilida;des dadas por:
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-2\<F<""u"£em-ses
" P ad A |
’5-“ o'’y = Z_ ap af dp | ® P° v %y, (4.37)
- Fraz: & sl _
que é a transgormagab de'um tensor de 35 ordem, antivsimétrico
nos 3 {ndiees. Tem 4 componentes que podsm ser representadas

pors : '
AN AN I | (4.38)

nao=relativista.

Antes de exeminar a grandeza dos ¢lementos de matriz
estudados ma sagio anterior, consideremos o caso em que Y e
uma onda plana, de momentum Dy energia E>»0 e spin s = + 1,
a menos do fater de normalizagaos
1
0

_ (4.39)
Pz /( E+mes)

e~

P, /( E+mo®)

que no limite nao-relativista, 1.é, gquande a velocldade da
partfeuls & muito pequena compareda 4 da lugs tem as duas Ul-
ftimas componentes da ordem de v/c. . No.limite de pért:[cula em

repouso tem-se (introduzindo~se a normalizagaa)s
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1\ 0
0 ; 0

| o0 i R , .
1

|  (4040)
Esbudemog agora os diversos cesos u® [ 'nn,mn= I,II ’
T uma das 16 matfizqé-da-nirqc.

;g"‘n'li n =1, II: z_mzm . (4441)

.Dt fato,m=I._ L |
9 Iu 2 (1,0, 0y 0 ( ) (0 = 1.
1 <ur® i1y 0, 0y 0) o 1 '(8)

ta—..L.. -I =gk

um‘rkun . o, m=1, II, mng_ggl (3) (4:42)

Ve fato, m = I: o 70 B 1
" S 0 lao.
- 15 )
ok lu'o_pla conpb_nantu 'glra'ndes. com pequenas.,
n 0 | L |
Uy "up 821, m=I,II, grande - (4.43)

Do fatd; m = I:

87 up =8 (5 Dy = 1.
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= 19’3 11‘ = e:jk O'L(C Jkﬂ’z s{mbolo de Levi~Civitta). Em qual-

quer caso existe pelo menos um elemento de matriz, E-[" W,y Wy =
=1, II, que 4 grande:
-1, ete. grapdesg (3) (4.44)

Uy o’ u =1, .;II o) ol

i“nfr“qk = oy 3.3"71‘ w, =0, my n = I, II, peguenos (3) (4.45)

[= 1 7% = (:i _:1)

0 mesmo que para 1 ] k, 1.6, grandes (3) (4.46)
0 I\
C=15%%3 = (-I o) B, 1777w, =0, mn =1, II
pequeno. (4.47)
I =:[§ -Emfrs 'un = O, My N = I’ II pequens (4048)
5

Como 7° & pseudoescalar, uma transformagao de Lorentz que

faga a velocldade passar de zero a valor finito, deixara u, r° w, =
= 0, logo o valor médlo der° é nulo para qualguer part{cula 11-
vre. '

Assim, hd 8 operadores grandes e 8 pequenos em estados de
onda plana com energla pdsitiva.

Consideremos agora as transigdes entre estados com energla
positiva, uI ou un (u_,,), e estados com energia negativa, uHI
ou utv (u_)y por mele do operador v°.
mcontra-n ques

Tl o u, =1, (4.49)
r® muda, portanto, o sinal da energla da partfcula e isto & ver-
dade para gqualquer velocidade da part{cula.
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Ate agora, congideramos apenas transigoes nas quais o

momentum P era o mesmo nos estados inicial e final. Considere-

mos transigces de um estado.n,P; para um estado myPye
u ™ (By) 7 P (B . (4.50)

¥o espago dos momenta, temos:
(15-1- mehu® = o }

U™ (g~ me) =0

Destas duas equagGes tiramos:

(4.51)

2me ﬁ'm(}’a_) o5 un_(i:"l) = glob By u + Empz 75 o,

ous
UR(F) 7 B = TR (4= p,) ul e
= ; _a_ T0 5. 0 . .r
ﬂ=0 anc { 7"“ )’ - (40..)2)

© que mostra que u®° u® = 0 para f;l = EZ’ ‘como tinhamos visto
(4.48). |

Quando a energia e negativa, pz LO0enu (pa)frsun( pl)
. particularmente grande.

IV - 5, Métogog de op;angio dg alguns elementos de matriz.

Existem, por vezes, metodos para o cileculo dos elemen
tos de matriz, mals simples.e mais uteis as nossas finalidades,
do que o calculo usual.

Wu=2m4% E>0 ,°

é a condigdo de normalizagao. Daf:
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(Wdu) = me Fu= 2n%e3 , : (4.5%)
Tambem:
(nov? gy = ne{u o u) *
{ : - (4.54)
(0 go'u) = me(W o y)
donde .
W g+ 9% = 2ne(T o™y, - (4.55)
Como:
AB =)y 44+ 23,0
e: . '
Y =1,
vems e
9"+ ot g = 2pt. | a - (4.56)
Assin:
2tt (2 u) = Zme(T 7 v)
_ (E '-YHU.) = pr C. (4057)
Vems, pois, que:
- 0
Lrw . 2 (4057)°
{(uu ) me
IV - 6. Operadores de projecdo. Soma de elementog de matriz
ﬁabre §Ein§o

Frequentemente, devemos somar estados intermedia-
Tlos de spin e além disso, dentre e3ses, somar apenas os de enep
gla positiva oy negativa,

Ja vimos ques
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-ﬁr( ESIEI ) .'lt;s (i’,IE‘I) =. chz Brs'g? 18 = 1, 1II, (41-58)
?r(ﬁ,_lmllvs(i:',lmi_) = —z2mc? §¥%; r,8 = 140, (4.59)

onde: . : .
T (By|B]) = uF(Fs={E] 4.560)

.uT(P,1E|) v¥(P,|E]) = ¥7 (551&| )u%Cp, JBL) = Qizys = I,II,
| " (4.61)
Procuraremos determinar operadores de projegao covari
aates, de modo que a soma qae so cobre os estadds ﬁe Tys = I,1I,
se extenda aos gquatro estados: :Lsto e, procuraremos obter uma re

lacao de completamento.

Seja ¢ um spinor combinagZo linear dos quatro usv:

i= . Sl ) B vE
74 rézx%n' SRS s i

onde:
¥ == @), o= 3T, (4.62).
'Logo= :
= 7 =5 {@Tend '-*('?f,?)'vf)},
isto e |
- =r Ty j I
L [“1; o -7 Lovial
| o L (4.63)
Portanto.devewse tari _ )
: { uz";_(p) "&'; (!p:_)‘;,vi(.p)?g(p )}= 2me® 6 19° (4.64)

r=I,IT



CETu® = 2ne2 878 , FT ¢S = -2nc2 679
Logoi
2. {Z0 ) - T () = (4.68)

el

Chamemosy por conveniéncias

r T(p)y T eIy II
AR s swn Cor R } : (4.66)
vV (p) =T (p)y, r=1I,1I
entao: ’ | |
g:,[ -si,(P) ;'g',(p)er éZmu?&i\J:,.
;.'T. ' ZI‘ "é'f {p) si" (€, = 8mel (4.67)
onde: - : . ' :
+1,y, r=1I,1II -
€. = { (4.68)

=1, =111, IV .

Nos célculos, teremos de lidar com matrizes, obtidas
para elatrons com spin definido (1.&, polarizados) o depols ca)
eylar secgles de choque; somando os quadrados dessas matrizes s_q_

bre os spins iniclal e tinal._ Assim, a expressao que 8o deseja’

e do tipos i = inlclal

M, - a7 Quf, { ) (4.69)
£ = final
o
M, 12 =l oM, m (udT QT T (FFQul ) =
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= ( $.° gta° u?) (qu us ), | (4.70)

pols:
r s r r¥
uj 9y= vy v T3
Bm (4.70), * e s representam solugoes corresponden=
tes a um dado spin e ambas com energia positiva. Ponhamos:

Ql = 'Yo Q* '70 4
M 12 = (35 Qup) (U7 Q “1 ) (ag0")

Primeiro, somamos gobre o spin final, de modo que:

-

-8s Tyl ‘S

ey
-

» ) Pl
e 0 gue queremos calcular.

Nao podemos usar a relagao de completamento porque
ela se refere a soma sobre as quatro funcoes e em (4.71) a soma

e para r = I, II. Contudo, como para energlas negativas, se tem
(15+mc)v=0, ;(é-l-mc):
podemos substituir a soma acima por:
: oo .
e rZ_I (3%, Q' WENEE (P + me)E L Quf )y (4.72)

pols: -7
- 2me up 9 T F I, II
g (3" + me) = {
. 0 b ) T = III’ IV

Efetuamos, agora, a soma sSbre. r e aplicamos a relaqio de com-

pletamento (4.67):

: c(us Q(p? + mc) Q ui) = Z IM',',.,E'I2 . (4.73)
r
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Se o spin inicial ndv & determinado, devemos tomar a sua medias

‘I'I ey I . -
% ‘):L_.f i::r |5'!1,$|'2 = ég e (W3Qe(p+ me) qQ uj) =

v '
. G\:ET auj QLKL+ aac) Qs+ mc)esu ) E-%; =

I {5 [artans we) q (g + mo)] g, (uf)ec} -

A S |
= ;i %PL&, {[q- (#' + me) Q (4 + me)] a,aze"(u ("'“‘)a} =

. ' 2
£ i [Q'(ﬁ'+mc)Q(:§+mc)] Tr {Q'(ﬁ"*mc)q(p + mc)) 92-- .
Finaimenfnq Low-ge 0 cesultado dese jado: >

Ii Il S :
% fi 2 Mrsi? = 1 {gio (g0 + mod q o(g + me)} . (4.7a)
=1 3% ) |

W~ 7% Trages g2 Matrizes.

O trago de wu rimero fmpar de matrizes o ¢ zeroe Qb=

serve~-se gua:

Tr(ABC) » 1A B) = Tp(BC &) (4.75)
Agora, de:
T8 Y MY R0
Isto a, de: v, %, ?5'-1 - - 7!‘
regulta:

vy "'ll._ vua '
e " Tyeon O "75 = (~1)R T Tyt 7y (4.76)



onde n € o numero de matrizes F’% ,...-7?\.

Logos
Tplo ) eoem )= (=17 Tlouey o0u %, )a (4.77)
¢ que prova o enunclado acima.
Agsim: _
T2% = 0. (4.79)

E claro que Tr(I) = 4.
3

Tem-se: _ _
o ‘(0 VA
~s Sk, V=g o= 1,253

Destes resultados, vem: ,

Tr(4) = 0; . . (4.82)
gse a e b éomutam:

Tr (A B) = Tr(A % + B A) = dapd” = qap " (4483)

Tr (436 £) = 03 _

Ir (A ¥ 8 4) = 4(abcd - acbd + adbe): (4.84)

Tr { (8, + mi) (ﬁa- ma)} = Tr(jl_ta) - Tr(my m;) =

. y .. ‘(4-85)
T4 Py Ppmo4m myj

= { (B m By mp) gt no)(8,- my) ] =



L
o1y

:-m mn,) .
+ 4(py) py - my o) (py p3 - 1, Wy

(4.86)
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capfruro v

A TEORIA Do POSITRON

Com a finalidade de simplificar os célculos-que_envolvam
postitrons e eletrons em 1nterag§o com campos externos, Feynman
em 1949 (Phys. Rev. 26, 749; 1949), desenvolveu um novo trata~
mento taérico, o qual abrangiéias 1nterasaés entre partfculas
(Phys. Rev. 76, 769% 1949). Logo a seguir (Phys. Rev. 80, 440;
1950), 8le proveg- a equivalgnela entre o seu metodo e o forma-

11smo usual da teorfa dos campos.

prataremos, aqul, apenas do caso de interagdo de elétrons

L4 »
e poslitrons com campos eletromagneticos externos.

V.1 Teorfa Nao-relativista

Propagadores de Feymman

Podemos, como sugeriu Feynman, rTesolver a equagao de Schro
dinger:

HY = T
2%

transformando=-a em wna equagao integral:

—pr -
K é a fungao de Green da equagao de Schriedinger ou propagador

do corpusculo de _(_i'i, t1) a (?2', t5). Suponhamos H independente

do tempo (problema estacionario). Podemos, entao, expandir

¢(§;, tl) no conjunto ortogonal completo das autofunqaes un(§3
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dea.Hy ¢com autovalores En‘

H u, = E L (5.3-a)
fu; () um(':E') a’x = (un,um) = sn,m’ ' (5.3~b)
) Uy B up (F) = s(F 1) . (543-c)
Logo: P
- ~&EB ¢
plEat) = ) "o () e P oAl (5.4)
com: o L Entl
¢, = f“n (B)) ¥ (Z,%,) o & x, . (5.5)
Entao: .
. . -2E ¢
V{xpst2) = )" e u(i,) e D B2,
- i
: (t,=t.)
| (5.6)
Isto a:

- - 28 (t.-t.)
MEptas %1at1) = 37w (Z,0u) (£))e Bonl 27]
| T (547)

Observemos que, para tl = ta = t:
'

MEpti %1,8) = ) wy(Eduy (%) = a(2,- %) .
| (5.7)1
Feynmen salienta que um sistema em mecanica nao rela-
tivista so se Propaga para o futuro; Togo estamog interessados
apenas no seguinte propagador ((;ow_di“r;.lélc' cl.!e" cansalio, el

{ K(izitzi ilstl) o 1?2_? tl

K(ié’ta; £, ;l) = (5.8)

° » Bty
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0 novo propagador &, portanto:
- E t L
K= Z_ u,(X,) e mn 2 u(%;) e

onde 6(%t) e a fungao salto unitério:

b | ol

g
! 0 (t,- 1)) 4 (5.9)

1|8 1 , t30
-

(5.10)
" T 0 4, t<0 .
(fig. §-1) _
E claro ques g—%— = 6‘(_1;) .

Qual & a equagdo diferencial a que satisfaz o K assim
definido? E claro que o K definido por (5.7) satisfaz a equagao
de Schrodinger. O K definido por (5.9) satisfaz a:

o . 26 (b=t <
- : 2

(- )
LT iy oF B2

.
ih 8(t,=tqy) ) u (R )u (X)) =
= 1h 8(t,~ t;) 8(X,- X;) =

= 1h 8k, - x;) & (5.11)

Em geral,quandc H e dependente do tempo, impomos:

2
(5.12)
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onde §(x) = () 8(X) e escolhemos X tal que se anule para

t, < ty @
2
~{1n 3t - H (3 8)] K (Xp b5 B3y ty) = 106(x, xp),
< o oy paras b3ty (5.13)
[ K(X.»t,5 %45 %) =0 -, para: t> < %y

Agora. devemos provar que esta definigac de K e equlvalente 8

forma- integral: _
- Oov - Lo - 3
Ul-(ng tz) = / K(xzs tz’ X0 tl)V’(xlatl_)d 11'
£ claro, que esta equaggo'integral implica em:

[1?1;&- - B(2)] K (25 1) =0 , para t, # t,

K{ng ts xlg t) = 8(22"' xl_)o

Integremos {(5.13) de: t, = t,-€ a ta = t1-+€ ;5 vem:
e
f 3%2 R(2,1) at, = | H(2) K (2,1) at, =
b1t tv€
= in 8(X,- X;) 8(t,=- t,)dt,,
ty-€

dondes
K(X5, £1+€ 5 X798,) K(Z,,t1=€ 5 X;5t9) = 86 %)

porque a segunda integral do primeiro membro tende para zero, deg
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de que H permaneg¢a finita.

Mas: ‘
K(X3s t1-€ 35 %15 t;) 70y pols §,-€ < ty 0

logo:

como se querla. (Veja ApEndiceﬁﬁ)%

v-2. Teor{a das gggju;gggaego 0 pégitron segundo Feynman e
Stuckelberz.

Suponhamos que a Hamiltoniana se. possa escrever:
Ho= By 4N | (5.14)

e que salbamos Tresolver o problema com Hamiltoniana H,. Seja K
o propagador éorrespondente aiH, e :sefa K o correspondente a K

Mostra~se facilmente que &s equagoes (5,13) sao equi-
valentes a. seguinte:

w
K(251) = K (2,1) = 3= X (293) V (3) K (3,1) d*x5 « (5.15)

De fato, multiplicando ambos os lados por [ih ;%E - HO(Z)]

Lem-se:
W25 - B0 7 (th s~ By 2))E,(250) -

- i~ Bg2]r(2,3) v (3R (3,1) at xy .

=0

[ih-—;z - H (2)] Ko(23) = 1h 8(x,- x5) = 11 8(2,3),
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logo: 5 _
(1 h 3 - B (2)] K (2,1) = 1n §(2,1) ~

¢ -
=Q0

= 1h8(2,1) + VW(2)K(2,1) ,

[tns? - m2)]K(2,1) = 1n8(2,1) . (5.16)

A vantagem da equagﬁo integral (5.15) sobre as sgua~
goes (5 13), alem da ja conter ag gqg@;;ﬁps de frontelra, § 8

de poder ser resolvida por aproximagies sucessivas de ume sipie
de¢ Neumann-Liouyllle:

Kga’l) = Kq(asl) + (i‘%)[ KQ(E,E)V(3) KQ(},}.) ﬂ‘xz?
/-

® r®

+ ( Ei' )2/ / Ko(223V (3)K(3:4) ¥ (4)K,(4,1) ‘lix.sd*}* ¥ oere
o - | (6417)

interpretagao fisica desta equaghos

0 12 termq representa a paﬁtioula desloecando~se liyeg
mente de 1 para 2;

0 2° termo represents a partfoula deslocsnda-ge livas
mente de 1 para 3, sendo espalhada em 3 e gontinuando como parki
cula livre de 3 para 2 - integrando-se alhre %todoa as penbos 3
possiveis (dominjo de V(%) ).

0 32 termo representa um espalhaments duplo nos poates
3 o 4, ate.
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V~3. Teorfa Relativista.

Passiremos. sgora a teorfa Felativista, )
Considere 'a equagao de Dirac, para uma partfcula livre:h
(LA ¥ - me)y =o. (5.18)
Exige-se, como antes, que P{X,y t;)-seja obtida de ¢ ?‘(i*i,tl) ,
através de K(2,1), onde K & agora uma matriz 4 x4, que deve sg
tisfazer a equagaos
(1nY , - me) ¥ (2,1) = 11 8(2,1) , (5:19a)

ou:

(ihg%z' =3ihe a.va - mézﬂ)K(Zsl) =3ih cp 8 (2,1). (5.19b)

Procedendo como no caso nao-relativista, podemos expan
lir ¢ em termos do conjunto ‘completo de éﬁfofﬁﬁtgeé;un@>
Seja:
H=1heds T + mela; (5.20)

B = B u” . (5.21)
Onde u™(F) & um ‘spinop ey



Zﬂ;.fn:m(':':) ug (%) a%x = 8m3 - (5.22)
-z B t
tﬁd_(f’t) = ; C, ug (X) e % -, (5¢23)
Optemos:
> j W(2) g (£,8) ¢x = fc u*”(xmg(m SANCH
B - 3
' t
= C, 8 E *a ’
donde: . s
t
=B Z‘/:li* ("x") I-Pc_(fgt) & B Em d3x ’ (5.24)

Logos nsra tp > %y

Yo (Xpst5) = /Z_ al (xz)e h "n"2 Z (xl)ﬁ" Cxl)eﬁEm 1d3
(5.25)
Queremos:
b (Zpatp)* Zf we (o t23 i) fln ¥y (Fpat))0%x,
- . (5-26)

Logo,y deve ser:

> = nSy . n¥o -
F.Z,X Kae [3‘;\ ’1";\"‘1’“13 Zx; uaz?:. u, (%) ¥ (x5:%9)

- %En( t -ty )
)
donde: 1
. . (to=t,)
Z: ¢ (Bpotps Rty = g_ug(xz)u;‘_‘"(atl)e Ria P27 |
- iz (¢ =t.)
Z KGG (2’1)837 t% ui(iz)u;*(-xtl)Paqe hn 2 "1 ,
isto é:

(t,-t;)
K(2,1) = 3wt (Rp) T (e P R Ealtt) (5.27)
n .
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0 propagador K deveria ser, entao, por analogia cem o problema

nao-relativista:
([ n,-» >, " % E,(tp=ty) +
> u (xa)ﬁp(xl) e
EE?O
-~ BB (t =%, )
K(2,1) =< + %un(iz)ﬁn(%) e éﬂn 2"l para t ¥t ;
R para tz(tl.

De fato, o que se tem nesta equagio & Ko(251) (propagador da
part{cula 1ivre).

Esta escolha nao ¢ satisfatoria. Corresponde & teoria de
elétrons com energia negativa e se um eletron num instante tl P4
um pacote de ondas P com energias positivas, em instantes t>2 %,
por causa do K acima, ¥ contera ondas com energia negativa, ha-

vendo uma probabilidade finita de encontra-lo num estado de eney

gia negativa.

Pela teorfa dos furos, os estados de energia negativa devem
estar ocupados. Para t2> 1:1, deve haver dispon.‘fveis para o ele-
tron somente estados com energia positiva. Podemos, porém, do K
acima, subtrair ume solugac da equagdo de Dirac homogénea. Uma
tal solugao &, por exemplo, un(;a)ﬁn(i?_)e- % Enltz-t;) para to-

dos os valores de t>: Devemos, entao, subtrair de X

- § By (tp=ty)
TG (T e R ey
ECO

para todos os valores de t,. Obtemos, entao:
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Vemos ques quando um eletron se propaga para o futuro,
s?:mente ondas cwt energias positivaes contribuem para ¢ propaga-
dor. Segundo Feynman, um positron, com energia positiva E, pro=
' pagando-se de ty pare ty>ty ¢ um elétron, com energla ~E,
p;opa.gando-se de ta a tl< ta

Eata interpretagao de Feynman e Stuckelberg é suge-

rida pela equagao cle.ssic,a.

625' -zv ( y
me~—s = @gF =¥ ’ 530
° dsz ald ds _

segundo a qual uma inversdo do- tsmpg?p.réprio. s ¢ equivalente

a-uma troca de slnal de carga.

Quando esta presente um potenclal (agora uma matriz

4% 4) a formula das perturbagbes aplica-se. agui também:

KV(2,1) .= K,(2,1) + (- &) f K (2,3)V(3)K,(351) ¥y +

s (- iz;,5)2//’ K, (23) V(3) K,(3,4) V(4) K (4,1) d4x§d4x4:+
" (6431)
0 12 termo, K,,,(Z,i), representa um eletron livre pro-

pagando-se de 1 a 2, se tp> ty |
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.

(figo 503"3.)

» 85pago

ou um pésitron propagando-se de 1 a 2, se t2'<' t, (fig. 5.3-b).

—» @Spago

(fig. 5.3-b)

0 28 termo. representa unm . espalhamento comum de um ele
‘bron, ée 1: > t3>t

'.)"espago
(figo 04"'3)

Representa ¢ espalhamento comum de um -pésitron, se t2<t3<t1.
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2
=3 espago

(Fig o Sed=b)

>t
Representa uma aniquilagao de um par em 3, s Z) e (£ig.5.4-c).
1

Yy

1 2

- 8aspago

'

(Figo 594‘="c )

0 28 termo representa, ao mvés, uma, criagﬁo de um par em 3, se

t- <t
{ 3 1 (figo 504“’(1)&
‘b3<t2

\

= espago
(Figs. 5.4-d)
0 32 termo representa um duplo espalhamento com as duas possibi-

lidades: t,) ty3.. 1'3)1:4 (fig. 5.5=a).
vy

v

= eapago

( Fig “ 5.05"8.) :
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e um espalhamento comum em 4 e outro em 3. A segunda possibilida
de: t2> tli t3> t4

* 2

- 88Dpago

(fig. 5.5-b)

corresponde 2 criagﬁo de um par em 3, do qual o elétron com ener
gla positiva segue para 25 o pésitron do par segue para 4, onde

aniquila o elétron que veio de 1.

Como K+(2,3); K, (3,4) e K, (451) sao as somas positivas do
primeiro caso e como K _ (3,4) é a soma negativa no segundo caso,
as amplitudes dos dois processos tem sinais opostos. Isto esta
de acordo com o princfpio de Pauli, pois no segundo caso houve uy
ma troca de um elétron de energlia positiva com um elétron de ener

gia negativa, dando lugar ao espalhamento de 1 em 2.

V.4 Campo ELet;omaggétigg :
No caso em gue o campo externo & A ’ Kﬁ obedece’ a equagao:

(i, - £ 4 (2) - me) Ky (2,1) = 4h6(2,1),  (5.32)

e tem somente energias positivas para t23>t1 e apenas energias

negativas para t2-<tl. Alén dissos

KN2,1) = K,(2,1) + (- 48) J1<+(2,3) A (3) K,(3,1) d%; +
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+ (- h) f] K (2,3) A (3) K+(3,4) A (4) K (4,1) at 13 taoe
- (5.33)
A '-no_ssa--escolha de p::_"crpagador faz com que as compo-
nentes positivas de energia se probaguem para a frente no tempo
e as negativas para traz. Assimy vpar.a se obter a 'funqao de onda,
deven.-ge especlficar suas componentes positivas (negativas) em

alguma superficie anterior -(ulteriar)s- Logo, em vez de se ter:

| p(2) = fx (z,:np yzm d3x1 ,

tem-se como relagao correta R o .

W(2) fK+ (2,1)p W (L) d3x1 {['K "'.(Z,If)j&¥'(1'-)d3xl,,
t1<t; >tz (5.34)

i)

onde: t1< t2<t'1. Podemos prova-lg- do seguinte modo:

~
Ja sabemos que:

(1h¥ - me) K, (2,1) = 1n 8(2,1). (6.35)

K, (2,1) também satisfaz a: .
K+(2,l)(-‘ihvl" me) = ih 8(2,1) , (5,36)

bastando multiplicar (6.35) a direita por (-in¥;- me) e obser-
var que Jggm3(2,1) = -V, 8(2,1). Multipliquemos, entao, (5.36)
por ¥ (1):

[1{,{(2,1)(--“1)#1 - me)]Y(1) = 1h8(2,I¥(1) (5.37)

e multipliquemos:

(11§, = me)Y¥(1) =
por K+ (2’1) :

K,(2,1) [(1 0V}~ me) ¢(1)] = 0 (5.38)
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-Subtraindo (5.38) é_(5.3?) e lntegrando sdbre d%x.:

¥ (2) =-‘f"4"1 [xu(2,10W, ¥ (1) + 0y (2,200 (1)) =
) -,[ a9 K20 Rapn)] . (5.39)
Aplicando o teorema de Green: |
F (x)
[ = fFF(x)n“ d_T(X), (5.40) -
S ' -

onde § e uma superficie que envolve ¢ volume quadri-dimensio-

nal vV e nt ¢ & normal externa ao elemento da‘(x) no ponto x,
temos:

$(2) = fx (2207 g1 ey - L (5.41-a)
- S L
Se quizerumos que nr- seja a normal interna:
¥ (2) = f K,(2,1)7" ¥ (1)n Wy . (5.41-b)
51
Tomando a superfieie coqp dois planos perpendiculares
a0 eixo dos t, de um lado e do outro do ponto 2 e considerando
© ellindro que fecha a superficie, mito afastado do ponto, de

modo a dar contribuicao zero a integral, vem:

$e2) = f K,(2,1) 8 4(1) ¢3x, f K,(2,10)8 ¥(x)sty) adx,
tety Tty (5.42)



72

!

(rig. 5.6)

Quando dermos a representagac de K.(2,1) no esapago
des momentos, provaramos que esta matris decal sxponencialments
quando a distancia entre 1 e 2 & de tipo e3Pago © orasce,

¥o férmula acima, sé componentes de energia pesitiva
(eldtren) de Y (1) coptribuem & primeira integral e sé componsp
tea de energia negativa (pdsitron) contribuem & segunda. Iste
¢) & amplitude para encontrar uma carga em 2 6 determinads pe=
1a amplitude de encontrar um positron depois da medids. Iato
quer diger que, mesWRwie na0 houvesse elétron em ty9 ua pap né
deria ser oriado na medida e a amplitude dfste aoonﬁec;aantd‘é
determinada pela amplitude de engontrar um elstron de enepgia
negativa (pésitren) no future. |

L 4
YL (£1g. 5.7)

V~8.  Amnlitudes de trangicso.

A formula (8.41), ou sua forma compacta (5.42), da a

amplitude para encontrar um eletron em 2, que & determinada pe-
las amplitudes de um eletron no passado e um positron no futuro

Suponhamos, agora, dado um eletron num eatado f£(X),
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nun instante t = 0§ qusal e a anplitude para encontra=-1o com uma
fungao de onda g(X) no instante t =

Temos,y evidentemente:

£(F, T) = f1{+('§, T; 2, 0) B £(X) a’x (5.43)
@ a omplitude é: |
= [T, Dy (5y44)
isto e,

= [[E@ NP, 1 T, 0B xSy . (5.8)

Se houver um campo AF,(potencial e_x‘enﬁre 0eT), devembs usar

o propagador K (ver V-4 )1
f[ g (F DPEL (F, 15 %, 0P () a°x, d3 . (5.46)

Se g e f forem ortogonals (nao ha transigao dire-
ta), entao o primeiro termo ds M dé_zero, pois (usando o 12
termo de (5.33)):

o f[ g (FDRE, (F, T35 T,008 £(H) ax &’y =

E.f g*(f,T)f(Sr', T)d3y = 0.

A transigao por efeito de 12 ordem do campo e:
= ffﬁ/ e(FDIPK(FHT5 3) £ (3) K (3;%,0)p f(_'ﬁ)ded3y_ld4x3
(5.47)

Esta formula pode ser escrita de modo mals compacto e com lnte-~
gragoes 4-dimensionais. o | “
Definamos f(x) tal que f(x,O) = f(x)
‘Entao: ._
£(3) = fK+(3; 2,008 £(%) a°x , (5.48)
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E(3) =f-E'(§sI),@ Ky (7573 3) &%y , | (5.49)
logo: | _
M= -8 (TG A3 203 abxe ' (5:50)

A transigdo de segunda ordem tem amplitude:

32 [[7 @ & @ (2,0 & (1) 22) abeydty,

(5.51)

de gréfico: g (2)

A(L)

oo £ (1) (fig. 5.8-a) ’
" £(1)

7

1) |
(figa 5-8-b) (fig. 5.8"'@)

-6 . Repregentacao de K,.no egpgggigoglgogeggg.

Em ‘grande mimero das aplicagdes da teoria é bastan-
te mais faoil efetuar 08 caloules no espago dos momenxa.

Tomemos = q:mnar-ri

(1%, = mo) K, (2,1) = 11 8(2,1) . (5:35)
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Sabemos que:

§(2,1) =

+oo _ i (KX ) ‘
J e NPV 4 (5.52)

2 J <00

(2wh
Introduzindo a transformada de Fourier de K,» que denotaremos por

8,(p):

&
- po(x =X )
K, (2,1) = ‘J\S+(p) e N 271 d4p ’ (5.55)
(arn)?
obtemos:
{($ - me) 8.(p) = ih , (5.54)
| in
S_!_(p) = ) ° (5055)
D =~ me
Também, podemos escrever:
' B+nc P+me
S+(p) = ih = ih p = ih .
B ~me {p+me ¥ p-me) Paamzcz
Asgim: :
in Ay T +me o % p.(xawxl) 4
K.'_(Z,].) = e : a * (5.56)
(2rh)? J -0 pa--m'a-ca2
Definindo: - 4 ( )
w2 atoo T R Pei¥amXy -
1,.(2,1) = j a* . (5.57)
(2nh)4.Juoo p2=~m2c2
podemos reescrever {5.56):
Ky {251) = & (ing, + me) I,(2,1) . (5.58)

Da{ resulta, em virtude da e3uacio (5,35)s

2.2
<E} + “‘; ) 1,.(2,1) = =§(2,1) , (5.59)

2
P
. s . * o
que e uma equagao inhonogenea dz Klein-Gordon.

:

0 fato de que a equagso para 3_.p); (5:54), tem mais
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de uma solugao, traduz-se no fato de que 1/(pH-me) é singular se

p2 = mgca. Devemos dlzer como tratamos ommfolos nas integrais:
- l - - i - o
( : ne e " h ¢ Poltp tl) e %p.(;é 1) 3o 4 (
I,(2,1) = ' P dp, (5.57)
(zrn)? pg -"52 - u® 2

P~ra definir a Integral, devemos dizer como calculamos o resfdue
do polo:
ca)%

P, = % (pZ+n° =+E . {5.60)

Feynman impoe que a massa tenha uma parte maginéria negativa in-
finitesimal:

m—nm e« i8§, 6>0 (5.61)

e toma 8' limite para § —O. Esta imposigao da o X, correto.

Ponhamos:
+00 - i -
3 - h pt xa-xl . e S o
I,(2,1) = d’p e dp,, .
(2rn)® o - &

=0 (5062)

Como m —m - 18 , vem, desprezando termos de ordem 62 ou superior:
| 2
- 2 mi 6C

+ Ep= :(5'2+m2c2-2m16 ez)%=;l_- (p 4 maca)‘ la- .

-2 22
PmC /5.63)

L4
Lngo, o polo Py = -Ep esta agora um pouco acima do eixo real e o

polo Py =+ Ep um pouco abaixe:

l %
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Vamos integrar primelro para tz-tl positivo. Devemos, en-
tEo, tomar o con‘b_Brno de integragao por balixo deo elxo Py s consi
derado como variavel complexa, fechando-se no semi-plano infe-
ri.r e ficando + E; envolvido no sentido dos ponteiros do reld-

glo. O resfduo da integral em P, O3

-erd e-{;c[Eplth-tl) ’

t.>¢ (5.64)

Integremos agora para ts - tl negativo. Devemos completar o con-

torno por cima e obtemos para o res{duo:

E ™
“2rl ™ - & o|B_[(t,-ta)

e M PEY L tp<t o (5.65)
ZlEp[ Lo

Assim, vemos que para tz-t1> 0 sbo polo de energia positiva
contribue a integral em Pyl pa.fa ta- 1:1< 0 so contribue o polo
de energia negativa. Podemos tambem dizer que o contdrno de in-
tegragao é o da flg. 5.10, que deve ser fechado por balxo para
t2>t1 e por cima para t2<t1.

& L " hpo

-5 | fsi

(fig. 5.10)
Sey 80 invés de (5.61): m —»m - i§ 3 §>0, fizéssemos:

Do =*D, * 185 550, (5466)

isto &, se tomassemos o contdrne da fig. 5.11:
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h
» o -
- + B Pa
P P

(fige 5.11)
entao, para ta—t1>0, ambos os polos (ambas as energias positi=-
va e negativa)ecorreriam; para t,- t, £ 0 nenhum polo contribui-~

ria. £ o K da teorfa do eldtron; "one electrons theory".

Encontra-se para I :

1 1 me/h
I(x) = = — §(s%) + — (2) ( me g (5.67)
+% 411'68 8r s Hl h ’ 7

onde I-L_(LZ) e uma fungao de Hankel (veja M. Schénberg, Boletin de
la Union Matem. Argentina, 1948; W. Pauli, Rev. Mod. Fhys. 13,
203 (1941), part II, onde I, = g% (Dy~ 1D); Courent Hilbert, Me-
thoden der Mathematischen Physik, II, pag. 443);

-h/cztz- xa ’ para ct>x

-1 xz- ¢ tTy vpara ct<x .

8 =

A forma assintética de I, para grandes valores de s 6

2
X
I+Ne-imos ~ o-imolet - 5ot Ne-—imoct’ para 22 » ¢ 5.8
5.
- - f2_ 2.2  em,lx) |
I,~ve imes , gmimp ¥x7=c7t™  STRoit para ¢ct2« x% ’
onde. m =m§ sy x = |X].

Vemos, que fora do cone de luz, I, decae exponenclalmente

a grandes distancias, o que prova o que dissénos na secas V.3,



Outre forma de I, dada por Feynman, &:
e

I+=-g1]::2—/dd. exp{n%[iczéhg + & (242 o 2)]} .
0o (5.69)

V-7. Elementos de matriz no espac¢o dos momenta.

Vimos, (5.53), que:

1
- & p(x,=x,)
K,(2,1) = P /s+ (p) e B 772717 44, (5.53)
onde: 1 ( ;
p(x,~x
8,(p) =J K, (2,1) f 77271 a*x, =;—1=b— (5.55)
Y ... Pp~meC

é a transformeda de Fourier de K, (2,1).

Podemos, ,também, definir a transformada de Fourier do

campo eletromagnético por:

i
A,JL (x) = G"J;l—)zfaH (p) e h d4p ’ (5.70)
onde: h
. X
ay (p) = f Ay (x) eh P a*x . (5.71)

Exemplos campo coulombianos A = 0yp = A o

Temos:

A (p) = 8r°ze i%‘_’%éh.l % R (5.72)

Consideremos a amplitude de transigao de 12 ordem:
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M = - 32 [ A3 £1(3) a5, (5.73)

1sto e, o eletron com fungac de onda inieial f, sofre um espalha-
mento pelo campo A}* e passa ao estado g. ©Sejan p, © p, 0©Os mo~

menta (4-vetores):

it
s
-
o
o
~—
@

f(x) (P h

glx) = u(ﬁa)e
Introduzindo em (5.73) estas expressaes e a transfor-

mada de Fourier, (5.72), de Ay ) vem:

1 1 1
- P = =PX _ - PyX
My = - ie _ 1 ffu ('p"'z)lafrl 2 Aple N u(i:'l)e h P17 g4y d4p.

he (2rn)t
(5.74)
A integragao em x da uma fungao § :
w & p=p-p;)x '
1 [y o BFRTPTRLE 4
= Po>= P~ P) .
(2mn )% 4**2 "1
Logo:
| M =~ 2T, 4 (e ) u (F)). ~ (5.78)

4 fungao 8§ exprime a conservagao do 4-vetor energia-
momentum total (ineluindo o campo extermo) no ponto de interagao.

A amplitude de transicao de 2% ordem &:
— le2(f = : 4, 4
My = (- 3 B2 & (@ K20 K (£ a%y a%x,e (6.76)

Obtemos; neste caso:

. i '
2 - . . FP 1 -dpx
‘MZ = (- %g) f_[ d4xld4x2 u{p,Je f sz{( )4j£(p)e L= d4p} X

i L
1 - falxy=x) 4 }{ 1 - R KXy }
X 5.(q) d (k) a%k ) x
{ (alrh)éj +17° : (Errh)'*j Ak)e
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2 pox
x u(Fpre P L. ‘ (6.77)

Integragoes em X, © X, dao duas fungoes § :

1 ; -
(q=k=p,)

(;h)4fd4xl eﬁ R 54(q-k-pl) ’ (5.78)

1 o B P-dE_ - -
(mﬁj atx, o = &(p,p-a)s (6.79)
portanto s

q=pp +k =p,~-7p (5.80)

e * .

-— '\ie 2 ___1____ 4 4 o e, . ih — .
My = () .(m)4fj[d p d%q dfk u(p,) £ (p) y— A(x)u ()

» 8,(q-%x-py) &(pymp-q) =

c-in? 2 [k T (F,) 4 (pympym k) —— 4 () u (31D,

(4, +k-me

fiste termo pode ser interpretado do seguinte modo: o eletron, de

momentum inicial p'1, recebs momentum k do campo e se propagacom

fator —~  com momentum p,+ k. Interage novamente com o
Bl-i-k me | 1

campo externo e dele recebe momentunm Po= plf-k, saindo com momen-

tum p,. A integragao $dbre k o porque todos os valores de k
P,-Py&

830 poss:fveis. AME-"'F{‘

le1+k

(fig. 5.12)
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Como nos estados inieial -~ final, o elétron o livre se tem:

pi = pg = nf %,

Entretante, o estado intermediirio ¢ virtual e nio & necessario

que seja:
(pl + k)z = mzcz .
Lo
1 $1+¥ +me
= 3
b tX-me (a2l B .

a importancia de um estado virtual & inversamente proporcional

a0 grau de desvio da lei de conservagio.

Els pols as regras para a obtenqio do elemento de matriz M =

= (WB)2 ulFy)):

1) eletron num estado virtual de. momentum p contribue conm a am-
. plitude 3——

2) um campo de.momentum q contribue com a amplitude - %%'A (q);

3) integram=-se os momentos virtuais sébre ( d4§4 .
' ‘ 2rh

e vl el - it

Py W —

= R e ke Sl
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capfrurLo vI

APLICACOES DO FORMALISMO DE FEYNMAN

VI-1l. Probabilidade de transigao por segundo.

-

Seja M a amplitude de transigao, logo-u%EE € a
probabllidade de transigao por unidade de tenpo quando fazemos &
transigao de um estado inicial conhecido para um unico estago —ie
nal. Mas se se deseja a transigao para um grupo de estados fizn__ .o
poss{veis, com energia entre EF e EF + dBp e densidade deestadc.

fp» 8 probabilidade de transigao por unidade de tempo :

A =/%— IH‘ZFF dEF ° o~ (6.1)
Mostraremos que: _
A= EHL ﬁlﬁ IHIZPF’ (6,2)

.onde:

TINe o produto dos fatores de normalizagao de cada fun-

¢ao de onda ou partfcula no estado inicial - e no

estado final:

” j— k-
N = 2E para eletrons, porque fizemos u u = 2m, ou u u=
= 2K, Pp e a densidade dos estados finais.

Vimos que, (V.5 - (5.44)), se num instante t o sig

. tema e deserito por uma fungao f(ii,t), a amplitude de probabilj
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dade para que, num instante t', ele seja descrito por g(fi,t') s

M =/ g (Z,t1)1(x),8) &7x, (6.3)
onde f(X,,t!) resulta de f(X,,t) pela equagao de-movimento. Em
geral, f(X),t) e g(X,,t') sao auto-estados de um operador, por
exemplo, ostados estacionarios. Suponhamos que sejam auto-esta-
dos de H, (Bamiltoniana sem perturbaqio).i 2?nhamos, entao:
"Rt

E(EE) = ¥y = e

n (6.4)

Podemos, pols, expandir a solucao ¥ (%) da equagao

de @qvimento, para o instante t, em termos do conjunto completo

dos auto-estados f(£),t) = ¥

p
- - 2E °t
Y () =) bty =) b)) @ (Kl P2, (6.5)

com: . , .
B, ¥, =E2Y -  (6.6)
No instante ' teremos: : _ . L
Ve =) b () y, | - (6.7)
e sa g(X;,t') e Yo entao M e: : ,
. * 3 = :
M= jtp,g Pltr) a’xy = by (t*). (6.8)

De modo que a amplitude de probabilidade é igual ao
coeficiente da expansao no tempo final t'.
Logo: .
]2 = |p, (£))5. (6.9)
Se no instante inicial temos: P (t) = [ entao: |

b (t) =1, by(t) =0, m # n. (6.10)

A evolugao no tempo ¢ dada pelos b(t) e sua equagao se,obtem sub-



85
tituindo ¥(t) =2 b ( t) S(Jn ems

2W(t) .
in at. = B ¥ (%) , (6.11)
onde :
Hp = B +H, . = E+H. (6.12)

Entdo, por (6.4), (6.5), (6.6):

iy b (), =L b ()R Y, . (6.13)

. :‘L"Ot
Multiplicando (6.13) por ¢£ = Wﬁ(xl)eh a esquerda e

integrando:
T b (8) =Y b ()WY &Ox, =
m -n n' m n % =

= § b_(£) J'Pm HY, e L (6014-a)
ous ; (?0_ )t
-] i ) h -Jm
inb (%) = ] (miH|n) e b (t) . (6.12-b)
n

Se no instante inicial (¢ =0). 0 sistema esté no estado a:

ba(o) =1, bn(-O) =0, nAao.

Depols de algum tempo %3
ba(t). £l bn(t) £0O 2

Mas, por (6.14) as b,(t) 580 proporcionais a H = H, ,» &
qual supomos nao ser muito grande, de modq que as bn(t) também
nfio o s3o, e em primeira aproximacao, para t nao muito grande,
podemos escrevers

bn(t) = A, ba(t} =1 ,

Q)¢

Logos . A8
ihbm(t) = (mjHla) e%( _

(6.15)
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. | L (BO- %) ¢
ih b () = )n:_ (aIIHIn) b (t) e 2 "n (6.16)
Em vezrde: L' para o tempo final, ponhamos t, Integrando
‘ '- %)t
(6015)3 %(Eg- Ea -
bp(t) = (n|H]a) &= =L, (6.17)
. EO - EO .
a m

Briva~, usando (6.9) vemos facilmente que:
0 L0 :
2 2 1l - cos(B - E®)t/n -
Ibm(t)l = I(mIHIa)l 2 -"—'——E-Il-—-g-—-— ° (6.18)
(B = ED)2
Admitimos t pequeno em relagdo a vida média do estado a,
mas vamos su%or que t seja maito grande em relaqé.'o a —2— e —3—-;
. ' - B
Isto e: | o L a
B Dk < (vida média do estado a), (6.19)
o

o
RoOE
Isto significa que, comos

8(x) = Klim l 1-00§ Kx

ent:;o:_ | _ 0_ g0 -
l-cos[t-E-;.i-rT—?-"» Eg-E""
O.o -—iwﬁ(-—;—%-gparat»—%,-%. (6021)
£ ( Em"_Ea )2 ) B Ey
h
Logo: _
2 2 | 2
T M7= 3 a6 < B (e 5(58 -82) . (6.22)

A fungdo § indica que s6 hg transigoes entre estados com a
heswa energia (a— m; E§—+E:) nao perturbada,
Finalnentes
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2 -
b (t)
7\-=/ | mt | PFdEF=ahI l(mIH“)Z/PFS(Eg“EZ) dEF=

2
= ahll(mlﬂla)l Py + | (6.23)

ss as fungoes de onda sao normalizadas.aunidade, Se forem normali

zadas & TTN(TT N 60 produto ZElu.ZEa. K

A=80 L [alElad]® rp (6.24)

Esta relagdo fol chamada por Fermi "a regr: de ouro".

VI. 2 Espalhamento Rutherford.

O espalhamento de um ?létron por um campo externo, em pre-
meira ordem & dado port |
I @/ 2
1 ) __L- - o - e e
| > N == -::; W (P,) £ (pp- py) u (P
(f1g. 6.1) | (6.25)

Se o campo externo e o campo. coulombiano de um micleo de carga 2 e:

P - &3
£ (p) =f‘.l'(x) ohP* a¥x = 2#8(_—&9-)-70/-@1%9% h =
| L 5(p/m)
= g g eh_z foz/ ) Yo (6.26)

Jomo: P

& o B Po%0 axo = §lpy/n) = b 8(p,) = 1 8() = ne 8(B),
ven:

E,~E 2
R R LA e AR
P2mP1
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Da{:

2 =
e i? = (8H° | 7 5,

onde escrevemos:

que € uinlinito devido a

B )7 - Ry 5o

§(0). Contudo &(0) e interpretado como:

| T/2
§€(0) = 1dm  1im L. et gt = 14p 4m Lo
T—w =0 2N . Tem x-0 ¥X
~T/2
0y
= 1im =few 3
T—+m 2w

onde T & o tempo de duragao da interagao.

| Logo:
b | (ﬂJ

u (pa)

(6.28)

2
:L_Lau_l? ou(pl,, 5( J—)T.. z,

vemps que a probabilidade de transiqao por unidade de tempo o2

' - 4 2
% IMlla = ‘%T"u(f’.z) :ZG_ZP

pz-

> 7o )| 8- mp)
Pll

Nesta fd}mula, devemos agora dividir por TN porque 0os uU nao sao

normalizados a 1:

%

A

% ““1[2 = L%

que € a probabilidade de transigao por unidade de

>=D1 |

R (2B, X2E,) u (P2) % u(pl-)l IQMZ'“EZEJL)’

tempo, para um

ﬁnigo estado final., Se se quer a transi¢ao para um grupo de esta~

dos 'finals possfveis, com densgidade Ppr tem-ge:

o 1 2
A '/'f 1% ag,, = u

2,2
an_ze%
4E1E W) rgu( By | I =2 ,

Fr e (6.29)

[ A,
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Mas:
e N
/7as, (27h)>4E,
Como:
Eg = 32202 + nfc?, e - PR
dE, P2
. _ E2p2d11
ilca: F= m :
nge: o | ‘ ,
A= AL L slrfatelnt Tgift (6.30)

— ‘ E(ﬁ’)yu(ﬁ')'a.

R OaEiB, [Bp- Ppl* oS(2mn)? | 2) 7on (91}
Se somarmos sObre spins finais do eldtron e tomarmos amedia

dos spins iniciais

_ 20 _1 T 161 %2%% 2P2 1 {

B g = Traco c +m +
A h 4E1E2 l'ﬁ'a_ﬁilﬁ cZ(a"_h)B 2 S ')’o (ﬁa c)')'oc(zil mc)}
(6.31)

"Mas: [

Trago { VolBot+ me)a (g, + mc)} = Trago {ﬁé Bt we’ }; B = By g s
?r(éé 3) = I; { Yol YoP20" 7 *Pp) vologP10" 3*3'53_)} =

= 4(pzo P10 * P2 * F1) -
Portanto:

—%— Ty {ryoc(,ﬁa-'- me) oy (g, + m‘c)} = . !

202

e< ==, 22
5 4Pz P1o * P2° Py

+ m“e€) = 2(BE, + cap_i B+ nled) ,

que levado em (6.31) da:



' 2,2.4,4 E,p,d )
A = 2N 1 16 T 5Z%e"n 2r2 -, 24
W% ip,- Bylt (2mn)%e (6.32)

o’
Como o campo & estacionario:

2 2

%
e 4) =Eipl=pa'

E, =B, = (e PE+ ¢
Chamando @ o angulo (Fyy F) @
& fl' 5-2 = czpi cos 9 = '(Ea- nle?) cos ¢ .
Logo:
E.E, + cz Pa.0 + m2c4 = Ez-l- (EZ- mzc4) cos 0 + m2c4 ’
i~z 1*%2 -
Conmo: 2

me

E = —_— y temos:
(1-%2)*

E.EB 4+ ¢ s Dot mTC 2.4 2.4
2 2
EIEZ B E

2 2 2
=2 -i-z-b_%z cog @ =2 -yc-z(l-cos ?)'—'
2
=2(1-Yc-zsen2%).
Donde: ' '
A = 2r 2z2°4n4 Eégg 0 (1 _ z; sen® %) =
R (p sen 2) cS(2mh) c

2.4 2 ‘4
- 2 \ @
'ZZL E.:zd.il (1-%253;. %)/(p sen 3 ) . (6.33)

Agora a secgao de choque 82

G"' = -%. . (6.34)
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By
P = cz y
do 2234 1?'-2 vz 2 e
—= 1 had 7 sen - ° (6935)
aQ 4 {ep sen g)4 ¢ 2

E a segao de choque diferencial de Rutherford.
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capfruro vix

Q Campo Eletromaggético

VII.1 Amplitude de emissfo e gbsorgac de um foton

Em mecanica quantica, as grandezas risicas sao representsg
das por operadores. Isto é verdade também para os campos assoclig
dos as partfculaa e em particular, para o campo eletromagnético.
As componenses do campo, ou do potencial de que deriva, sao opers
dores que, em geral, nac comutam entre si. A introdugao desses g
peradores se faz considerando o campo de radiagio e provando que

2le & equivalente a uma superposigaoc de osciladores lineares.

Um campo de radiagso € deserito por A = (0, A) e se tem:
ﬂo ‘_V‘- —‘-’ (7!1)
-] —b
A
‘E" """é" ‘,"_t' s (702)

-
Podemos desenvolver 4 em serie de Fourler:

1‘=§{qz(t)1:u?5 + q;(t)i‘; @}y T, =dard GelK 1 (9.3

A

X satisfaz as equagoes:
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L L2r - o
2*-'& - i‘é’- = - =
) VA -5 pv: 0, V-a=o.
Se os_Ah satisflzeren 2:
2 sl JER >

entao:

. 2 .
q1+uh qa-o

H=g;f<aa+1r2)m=
¥ ek % . . . & ._';;-_»_._
aﬂcZZ——pﬂ%qa At &, 48 Aue qq i, q, 4.4 -4, *

. —t - — i i -—p
+ Pa, a (TARD-@ARY + lql(T A TD-(TALD +cPq)q, FA T

(7.5)

A energia e:

* (UAR) + cfq, a (UK -(VAID } e, (7.6)

Os X, sao ortogonais:

thox*pdt = 411'0283}4.’ (707)
T . —v*
fi K, at= [T, .%, 47 =o.

Como:
JOAT) TR at= § ar [{TA T+ [£, . TnTar et

e se supce que A, e periodico sobre a superffcie que contorna o

volume unidade, tem-se:
fae (K TALD], =

Alem disso, como:

.2
—t - . e - w —-

resulta. . = i3 >

Wy e
f(V/\ 5)-(VaLy) at= CZ/AA. Ay dal=o.
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Logo (7.6) reduz-se a:

H = l {41rc (q q_1+ q qQ )+ 411'020)5 (qA A +q q*)} =
81rc A A AA

=1 AT 2 )} (7.8)
zlq Za T eat q;\ A
NO caso classico:
2 *
B=7i88, %o 0,1 (7.8")
Como solugao da equacgao de movimento {7.5) podemos tomar:
-:lo.) t
q, = lgle ’ (7.9)
de onde: ' |
aq =- ico’k 4 » (7.10)
portanto: ‘
H=22w2 q* q4, (7.11)
A A A A |

Introduzindo as variavels canonicas: |
.
@ =4a, +4, :
Aoy (7.12)
PA = —ihﬁ(qa = QA»H i .

obtem~se para a energia: /
= l 2+Q)2 "‘2 . .
E=3 ZA (PA A cea) (7.13)
& passagen a teoria quéntica e agora feita, considerando PA
e -!-.‘;A como operadores que satisfazenm as relat;&'es de comutaggo:
- -
@y 4t = =ihb, -
AR (7.14)
™ by o=,
A SR U J

Substituinos, entso o complexo eonnjugado pele hermitiano conju~
galo en (7.12):
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Q, =a, +aj
1 - A A % (7015)
Py, = ~tw,{gy ~q,)
A energia (7.8) se escreve:
N 2eat q + g ofy = % 2 _ 2 52
=3 wilay ay ay af) < 32 (0 -y A (7.16)

que coincide formalmente com a expressao classica. Os autovaloe
res desta Hamiltoniana sao, entao:

By = (0, + Phow s (7.17)
onde n, ¢ um inteiro. As autofungoes sao as do oscilador harmg

nico com massa m = 13

?n :¥n1, nzgooog n ., oou(::l, QZ’ eee? QA’.“’) =
"% “’__Qza
- w )
II "y %A\/FEQ’\ ©

0 elemente de matriz § pode ser obtido como o de x para o

(7.18)

oscilador harmonico ordinarios

. !F 2% (n, + 1), m, =n,+1,
CTO - :\J?n ;;;A?Pm dyo00d? oo -4 S, »m, = ny-1,
i_ Y s Wy A0yt
(7.19)
Também:
(Q;)nz_,_l yny T O, n e e (7.20)

logo, as amplitudes romplexas ~. Q'T-, cue nao sao hermitianas,
tem 0s seguintes elementos de natrizs

* LY EWCR
- - H ( ;1 ll L
qn*l 9l1 qn 2+l 2

¥
In+l,n © %ynel

para cada A. (7.21.

| S
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Tem-se: |
[qasq:] 2‘9 San. (7.22)
Unm estado do campo de radiagao e agora descrito pelos
numeros n, para todos os osciladores de radiagao.
Pode-se mostrar gque,; quanto a sua energia e momentun,

L
uma .. _.lana se comporta exatamente comc um felxe de n partici

) . .
las, cada uma das_guais_som energia hw, e momentum k, : o3 quan

te_de luz ou fStong (& energia do ponto zero-% hw, & omitida).

VII - 2. O vetor de estado do campo de radiagac.

Apos a quantizag§¢3 as componentes do carpo A (e conse-
el A.
quentemente & e 6?) tornam-se operadores que dsvem atuar soore

um vetor de estado Y , que obedece a equagao:
ing =HY. (7.23)
Para o campo de radiagao, H e dada por (7.16):
- 4 2 2 A2y = :
_%Z;wh+wh%)-§m. (7.24)
Como cada oscilador linear representa wm. grau de liber
dade, o campo de radiagao tem um numero infinito de graus de 11

berdade. Se a Hamiltordana & (7.24) nao ha interagao entre ©s

osciladores e um autc-estado de H deve ser o produto:

gl y2) @)

‘P(A) sendo um gute=estado normalizado de Hys com autovalor

Ey =nhw,; n, ¢ o numero de fétonglde energia hw, s
(A) - C = o0.- . =
Q’ -.an}’ n;‘ “"09.!.9291;0., Hl'p n.hw an)‘

(7.25)
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A solugao geral de (7.23) e:

| (t) = EE C,. seen 2a.lt) .o cer
ll’ n ’. - .n e .nl na w nlwnz \Pna
1 A
(7.26)
onde o8 C sao as amplitudes de probabllidade de estados com

Dyveellyene fotons. Um autoestado de (7.23) com energla E =

LB, ¢
= e:
= A __ -iE,t/h - 2Bt

i
. " FERt
ne ‘[Jn'-_-e HE q’nlo-oe l},naoo.

A A
(7.27)

Os elementos de matriz (7.21) sac satisfeitos pondo-se:

qtpn=’\/72TToEiIn-l |
’ (7.28)

* = L‘ »

q ‘Pn \/aw 'Jn-i-l \pn-!-l
1.é, o efeito de q,q"' sobre ‘l’n a produzir os estados q’n-l’
‘Fn-i-l’ que sao 0s estados gque tem um foton a menos e um foton a
mals, respectivamente, do gue '(Pn. Assim, q, descreve a absor

gac de um foton, e o operador de absorcao de um ic?tog A3 .q'; deg

-~ F F ~ rd
creve a emissao de um foton, e o operador de emissao de um fo-

ton A’
Substituindo agora o valor de (q, )O,l e levando em con-
ta a normalizaqio de Ifn » podemos escrever que a onda gque repre

senta a amplitude de abgorgao de um foton de comprimento de on-

da A é: T2
. 7 B . Herth,
[A)\ (x ’t)]O,l = 41!'02 ZUA EA e =
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2.2 -
e n -3{w, t=% . X)
2h Wy

Observe=se que tomamos o campo encerrado na unidade de volu-
me, de outra maneira teriamos o fator L°3/2. Observe-se tambem

» condigao de transversalidade, na teoria quantica, é
V. 1;) Y= 0 no nosso caso em que tomamos Y= 0 (Coulomb gauge).
Em geral, temos, para o quadrivetor:

|4, @)y, = /&R € o~1(w, t - E,.X) (7.29* )
? 2hw, H aal+)

A condigao de transversalidade é, na realidade, —L‘P= Ce
-~ afh! (+) » » ;ax".
nao Py qf = 0, onde Au e a parte de AF que so contem operador
x
de absorgao. Para prover a transversalidade observe-se que a
amplitude para encontrar ne estado 41 um foton de momentum fc'; fre

quencia w= ¢k} = ¢k, e polarizagao €p as

(1) N
fF (k) = (@oa AH(R)EP) y

; _ 2w
| AP‘k) - "'"h_' q GFO
ReS

?
De L !lI = s resultas kP ftl)F(k) = 0.
axH

Vamos escolher:

onde:

k
10 L (1) ARG S P
fP (k) = fF (k) - £ (kD
o
i3to ey fazer uma tronsforrasso de caldbre, mudando J‘;P assim:

L
H d"‘ axf" ’
U
Al ==yt ¢ wy ATy A = = 2D 00

nitaoy a transversalidade <

Y e = o
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-

A amplitude (7.29)' foi normalizada a 1 féton por cm>.

Podemos normaliza-la a 2hwly fétons por cm3 e neste caso ela é:

= 2 ~1 (Wil oX) "
[Ap(x)]o L 1/45c2h EH(k)e . (7.29)

3 .
No espago dos momenta, a amplitude para absorver um foton de po-

larizagao €, e momentum hk es

£(p) = Varc®®E (k) (2rh)*8,(p - nk), (7.30)

onde: "
€n€=1, k,e"=o0.

Esta normalizagao de potenciais de fotons a 2hw fotons
por cm3 torna qualquer elemento de matriz invarlante, mas para
se obterem as transiqSes corretas 6 necessario que se recolo-

que um fator (tha)'l para cada foton nos estados inlcial e fi-

nal.

VII.3 Efeitc Compton.

Estudaremos agora o espalhamento relativista de fotons

por eletrons. AY foton 2

foton 1 |

’ Fl
eletron em recuc

0 elxo dos z & perpendicular ao plano desta folha de papel.

(Figo 701)
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2 F - -~
Q foton 1 incide sobre o elétron 1ivre, em repouso; este recua

com momentum p, e o foton sai.

- %‘11"

Fﬁton 1. Al"‘z el"‘e ,
il
Peton L.  =F ;ﬁqz x’
e
i
3 = RP1LX o
Eletson iniclal: q;l = u; e
i
- * o ﬁpax
Fletron final: Y > = ue .

4 luz esta polarizada perpendicularmente a direggo de propaga=-

caos
€l°ql = Ea"‘lz =03 q]a_ = qg =0 . (7.31)
Tem-se:
2 _ . 2.2
&y ¥y, = nmcu,y, p = m*~¢™,
171 17 A (7.32)
;52 Uy = mens pg- = me?.
Conservagao de energia - momentum impoe:
S (P T A - (7.33)
Como o eletron 1 esta em repouso (vér figura (7.1)):
2
¢ $ = me~ o,
1 ° } (7.34)
c P, = Ey v, - cpycos ¢, + cpasentpﬁ;,
. (7.35)
¢4, = hw(7,~ YCOs 6~ '?y;sen 8) _

0 foton incidente pode ter doisg tipos de polarizaqao

independentes, oun combinaqao linear deles:

(4): €y =

£y =

Wy,

(7.36)
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com o vetor. elefrico na diregao z e ¥ respectivamente. Do mesmo
modo para o féton 2% _

(A ): ¢2 =7, (B*): €, = Ty cos® - 7, sen® . (7.37)
Se nao nos interessa conhecer a diregao de recuo do elétron, eli

miranns Pos obtendo

b =6, + 4y -4, »

o5 = nPe® = (py+ q;-q)7 = o“(p+ a3 +2p, 9= 2P19," 291 9 =
ha hw haw, hw
=c2En‘2c2+0+0+2mc-—-l 2me —< 2-—-1'--—2(1--cose)]
c ¢ e ¢
ou:

mczh (wl-mz) = ho; ha, (L-coso ) ,

me® neS
= = = ] - cosO, (7.38)
hma hqu

que ¢ a formula de Compton.

Densidade de estados finais.

A densidade de estados finais de ur sistema de energia total

E e momentum total 3', que se desintegra em duas pa.rti[culas é:

2
dnp Pl dpy dpy

PF - - »
dz {2mh )3 aE

Se jam pl e pz 08 momenta da.s duas pa:rt.{culas finals, de massas

mlemz

ca% ) 2
E=cap1+m1 +ct'5§+m2c2)%=El+E2
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Id‘

=5 + 5 -

Tewos (chamando € o angulo éntre P e 8,):

€3 - 2P, 2Pm P oSS o EpPyt Eypy- BypeosG
o - e :
--:—"; - a...i 14_,2
_ o SBym &P cos @
-C ?
E,E;
dpy 31E5pq

onde p; = Bl .

Portanto: 3

B E -5 Tr— o
(2rh)3 L2 H(ERR - B Bo-B)

PF=

No nosso caso:

B, =1 wz(féton 2); E, = B, (elétron 2)

dl; = angulo solido dentro do qual sai a particula 1 (£éton 2)=
=afl,.
Assim: hw, 3
2 an
PF = ——2'_.3. hwaEZ . c W °
(Zwh)

h w]ﬁms 123

o2 [( mcZ+ h""l ) (P-:LZ» )Z-h W,

Mas de (7.38.) resul:ia:
rnc2 mel hwl hwd+ mcz(hwzm hwl)

cos @ = 1+ =
Logo:
o1 (hwy)? an,,
Foam)? T3 X W g? ARG = i)

2
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- 3
:.Z(h (.02) de

-
whe

= . (7.39)
(E.‘rrh)3  ome? huy
Propabilidade de transicacs por segundo, por gm3.
=3ta provaviiidase &
A= hdl = [ IMIZ dE, = IMIZ dn .(7 40)
J ;v fF e yv  F ’
onde, no nosso caso (efelto Compton):
63 @ d3 Bo
dng = p = n2 de part{culas com momentum entre qp e
(2mn)
qQy + daps Py © T, * dp; | | (7.41)
Ponhamos: . s Bs + ap =Py =83
M= (217) 8 K Y (7-42)

temos, entao:

m12 = (28 3* IKIZ §% (0)
" (7.43)
Mas: | T . VTe
@ 7 a7 ok = e
Voo (2T
logo: ve =(2r)% 8% (c)e . (7.44)
Introduzinde (7.41), (7.43) e (7.44) em (7.40), obtemos:
A= (;h)z HIKIZ ¢ 64(p2+q2-pl-ql)d3p2 d3qz ‘

Como a conservagao de monentum deternina o momentum final da
particula 2 umo vez conhecido o da part{cula 1, necessitamos a-

EY 2 o
penas Integrar scbre d”qy, eliminando a fungdo delta tri-
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dimensional. Assim:

2.2
A:f-m—c— §(E.+ Q, - E -Q)d3p (7.45)
Para eliminar a fungac § restante, integremos sobre dBpZ:
|I__|2 2 r dap
A= Co Jop oy 222 45 =
(2rh)e Tt g, OF
2.2 d3p !
- ile 22 | | (7.46)
LS D e
Insarindo o fator de normalizagao : TN = By Qq By @y vem:
(]2 2 a3 p
p= KD e 5 ., (7.47)
MN {2rh) d(E2+ QZ)
dn 1 3 %
Mas: fF = ——Ev = «-------3 '-—Q'—'-Eg‘-‘- (7-48)
dBp (2nh) d(E+ Q)
€ pondo:
= L,
K= _ : (7.49)
vem: )
h = ..‘2\7.'1., ..;m 52 (?-50
n oy (Y PR

Portanto, para o efeito Compton:a nrobabilidade de transican g

. 3
A= &L > ty 12 1 EZ‘“"“’;) an,,

2B;2B 2hwi2hw, | (2wh)> ¢?me” n w4

(7.51)

Ha dois gréficos parsa o espailkbamsnio Compton (rig. 7.2):
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£1

P4 (R) - (8)
1 g,+ 4y +

!
,f}*ﬂdsx\\fl £2

¢
(Fig. 7.2)
Assim:
M= HR + Hs ’ (7-52)
pl 4 (7.53)

i 4
e / T (p)(33) Ax(ppopy* ‘1’;—;.:;;‘ fie) Ap(@ulpy)diq .

(7.54)
Usando (7.30):
_ _dn ie 2 2.2 8 _
= g (1) 4o 2mn) f W p,) 8% by -ppma*IE, xs1+4-mc£1'

o 64(q-»ql)u(p1)d4q

e an510gamente para Mg. Logos

Pty -me
1 (7.55)
MS = -'411’16271 (Zlfh)4 uf pz)ﬁé(paﬂp]_“ql"‘qa)ﬁl ""-"’:'_:""'(211( pl) .
51 42 mne

(7.56)
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Ponhanos:

R=¢ €.,
21”1"' A1~ me 1
) (7.57)
Q = & .
Cl e o ¥ om A ez ‘
L SV ‘ /
Vem: _
Zﬁ 4 .4,
M = «4rie“h (2rh)* 8 xp-+qlwp2~q23u (pa)(R-*S) u (py). (7.58)

[M]% = (4mn)@ 4(2rh)8|u(p2)(84-S)u(pl)l 84 (p,+ ;= Po- q2)64(0).

(7.59)
Portanto, levando {7.59), (7.42) & (7.49) en (7.51), vemos que:

2.2 2 2
Mg E2T (E5) 1 E ®+s) w I d ey (7.60)

Caleylo de (R + 8)¢
S AT
® #1¢ gy~ me L (By+ 4;)%- m"c?

- e 2.2 2 _ = =
Mas: _,f,l = mTeTy A7 = 0, plql+ qlpl = Zplql = thwl

loge: R = ﬁacﬁl"' 41"' mC)ﬁ—;
2mh W

1
De: i x = Zﬁﬂ'ﬁ - Eis resuita: ¢2¢ ¢1 = ¢2(2p1 l) ga 1ﬁ1 v

Masg Py s0 tem componerte me {elétron em repouso) e € 1 S0 wna com

ponente espacial, assim Py 6_:‘ = Qs B como zﬁlul = meuy , vem:

Este termo cancela com o ultimc de R, ogo:

— ~ @A) £y
uZRul=u2 th“’l

ul. (7061)
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Com S acontece a mesma coisa:

- _ £ > £

s ¥y = ¥z 22w (7.62)
Assim:
ome(R + §) = £ 2hwl(f?g- ')'x)ﬁf_l . ¢lhwg‘('yo—vxcosg-fry sen@)ﬂ'z _

hwl hwa

t

= ea( 'yo"_ ?x) ¢l + ¢1( qo"' ")‘xcos o- ‘VYSQD. 9)£ 2°

hgora: £y = -4 gl’ porque €10 =0 e .4, = -4, £,
pela mesma razac. LOgo:

2mec (R+8) = = ¢2 ¢1( ‘YO-WX) -fléa( Vo= Vg COS G-Wysen )=

= = 2(6 261)(0’0' (rx)" ﬂ’l re’Z[')'x(l-COS 9) - ’yy sen © ] .
| (7.63)

Para a polarizac;ié existem apenas quatro possibilidades:

(AAr), (AB*), (BA') e (BB').

Agora supohhamos que as polarizacoes dos fotons 1 e 2 se-
jam (AB'), isto é:
¢l= fyz, f2= "YYCOSQ-'szenQ-
Como 62 61 = 0,
2me(R+8) = -7, (¥

cos 8 -y, sen :9_)["rx(l-cos 8)- <_ sen 6]

J y

=_-")'z[ryy'yxcos 8(1l-cos ©) + Uy ')fy se_gn29_+ sen & cose +
+ sen © (1l-cos )] =
= - Yy 7,{1 ~ cos 8) -, sen @ . (7.64)

Para polarizagoes (A A'):
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e"Zl.zt"'z ’ ¢2== L

tem~se:
“Z2me(R+8) = 2( Yo ‘)'x) + Wx(l - cos 0) - Yy sen 0. (7.65)
Polarizagdes (BA'):
¢1 = ')'Y ’ ¢2 = Q’z ’
vem:
2me (R+8) = -7y ¥, g (1-~cos ) + v, sen 6. (7.66)

Polarizacoes (BB'):
¢1'='7y ’ ¢2 = ')‘Y COS © = Y Sen 6 ,

2me (R+8) = 2 cos 0 (- %)+ cos 8~ o sen ®)[r (1-cos0) -

y
- Yy sen6] =

= 2cos @ o - 7,{(1 + cos &) - 'ry sen 9. (7.67)

Vimos ques

1=3(2%)° = (22) A0, | TR +8) uy|” 122

(7.60)

a secgao de chogque e:
2 2
A g 2.2
Top = 3 % (Ez) h%'—?( ) dﬂmaluz(ﬂ-'-S) ull h%e (7.68)

Devemos ainda somar sObre os estados de spin finals do elg

tron e tomar a media sdbre os spins inicais:

2 Wo2
021 =__%(#) ('in) d.ﬂ.wa %Tr{(3| + 8') ¢ (#,* me)*

(R4 8)e(rma)}, (7.69)
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onde: R' + 8' = v (r+s)t Vo -

No caso da polarizagao (AA'), por exemplo, temos:

2me (R'+ 8') = 205 = vy (1 + cos 8) = Yy sen 8 = 2me (R + S),
logo:

(ch)2 Trago = Tr {[245 -y (1 + cos 8) = Yy sen €] ¢ (52 + mc) .

[Z"ro -y (1 + cos &) -cy_ sen 9] ¢ Qsl + me) ] .

y
Agora:

!i'

[ Vo 2vo¥ } L (BB + ,F)) = me®E, ,
c? Tr{ b2 } b (Byoopay + Epepyy) = lme? cp, cos ¢,
{ |

r\’oﬁz’Yyﬁl LI- (EIOCPZY + EZOCP:LY) = = Ll-mcz sz sen \P ’

q’xﬂquﬁl

2

¢ ]

2 2
he (pygpox * P Pp,* Pox P1x) = bme

2
1 = W]
2 o [’in’z"yél = Le? (pyPoy * PoxPry) = 0 -

Da{:

L L Trace = 20 a2 - 2 '
- Trago -8;%:’1 16me“(me™ + Ez) 1éme cpacos*f(l + cos O) +

+ 16mc2cpasentp sen 0+ lch (E, - me?) [(A + cos 0)% + sen” o ] =

E p P E
_ 24y._5-2 22 _a_)_
= 2(1 + a) 2 - cosp{l + cos ©) + 2 —& seny sen e +(m2 1}).

me

(1 + cos ) .
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Agora, as leis de conserva iu dao:

-
Ez-t-hmz-mc +hc.:1,

Cp,Cco8 ¥ = hwl - hwzcos e,
0O = - pyseny+ hwzsene/c.
Daf:

S e B
1 'i' 2 - 2 + 2 - 2 y

me me me
B i} h
me? me mc2 X

Cpycosy = nul e hoazlcos 0,

cpyseny = hcoa sen © . )

Além disso, a férmula de Compton das

2 e
%%=%§—=1—cose,
pad 1
ous
2 2
_ me me
1+°°36"2+hw1"hm2°
Logos
e Tic h hw
-%-Ltraqo=h+2—%m2—%-Zt—iz--—-gcose).
cc 2 me me me me
K o hw
0 (1+cose)+gTzsenae+(—%’-—§)(1+cosB)=
me me me

w ho he ho Hw
=u+2—-léa-a—g_-——l(1+cose)+2-iz+—-—§cose-
nme me me me me
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hw h h o4 hw 2 2
e Mol g Sal
me me me 1 “1 V2

2
- E..G:.Z. - Ll + &j)_ o
me? vy ¢
(7.70)
>ortanto, para a polarizagao (AA'): 5
2 (o, =w,)
- 1 w2 17 2.2
T, = 5 (-£3) (=%) dnw, | 4+ e . (7.71)
21 | ﬁ me2 hZeS w1’ | 2 [ wqy @, ]
>ara as demais polarizaqSe; o fator [ ] e:
(w,=0,)
(AA"): [u+a—3~l—fz—] : (7.70)
2
(W, =0,)
(AB'): ~Aa (7.72)
12 R
(wy =)’ .
(BA')s —51—3—.— .- (7.73)
1%
BBY) : ——]'— + cos® @ . (7.Th)
w uz
A formula geral, para qualquer dessas polarizaqSes e:
(@qaw,)E
1 2 2
e 4 ) (€,.€,) (7.75)
l 2 1° 2 ?
i,s‘to e:
T =ﬁ(-—‘£)2(2) an <£+-—-2+h(€ )2 - {7.76)
21 mc‘2 e "2 “2 )
que é a formula de Klein-Nishina para fétons rizados.

No limite em que hwl <L mca, temos, pela formula de Comp-

ton:
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ch hw, - me? hw, = he 5““’2 (1 - ¢cos 6) y
hies hw hw, hw
——1-2..-—;2=-—%—-—g(1"0036),

mc me me™ me

dando: Wy A Wp

isto é, a formula de Klein-Nishina tende para:

2\% 2 '
= e ' T1

me

Gue € a de Rayleigh-Thomson. Neste caso, hw ainda é muito maior

que as energias atomicas.

Suponhamos que tanto o feixe incidente como o emergente nao

oo polarizados. Tem~se:

= ZNAR' + AB') + & (Ba' + BB') =

2 z “ '
2\ e
-3 (25) (&) onufR-2- ser o], (7.78)

me (”1

que é a férmulg de K.N, para fotons 1neidentgs e _emergentes nao
polarizados.

Se o foton incidente & nao polarizado e se mede a polariza

¢ao do emergente, entdo:

» (7.79)

. 1 .

Probabllidade de polarizacao A'_ 2 [ (aa') + (BAT) ] =
Probabllldade de polarizacao B' 1 [ (aB') + (BB') ]

2 _

Sz, 91

w1 2

)

5

+ 21 - 2 aenz ©

b

[
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A radlagao para a frente, ® = O, é nao polarizada. Algu
a polarizag.zo é encontrada para © # O, Para balxa frequancia,

1~ polarizagao completa € encontrada a 6 = 7/2,

Gecoo de ghoaue total .

Integrando a secgao de choque (7.78) sobre o angulo 3611

dl= « 2Wd(cos 68) = 272 4o .QE
we 2 h?
2
2 2
ols: cose=la%%-+%9+ 3
2 "
- _
meZ
nde s varia entre 53 € wy; quande cos © varia entre
Zhul } me
le+l,
ntao« 5
T =l(..§_2.)21r.“_19_2. dw 2’2.'."21_@9.2-1-@921. mzcll- +
T 2 meZ . th 2 W, @y hm‘2 hml 1'12‘922 .
2 <
| mZolt 2z 2. )
2,2 2 °
h ) h Wy Wy

» integragao das

2 3
2 2 2.h 2 2how
- : am_c¢ 1
P = -n-( Ez) [f_mw - 2 5 - 2 gﬁ ) ] log \1 + 2)+

me 1 “y 1 me
2 3
2 2 2
+ B 4 (ES—) - (me™) » (7.81)
21ml h'"'l Zhwl (Zhwl + ch)Z

lo 1imite wy ~» © , &p—> O, isto e, o espalhamento Compton tor-
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na-se desprezivel ¢ o efeite importante fica sendo a produgao de

pares.

VIT.4 Anlduilacac de um par com emissao de dois fotons

- - . .- i ” -
Coprimaire dlagrams para este processo e (fig. 7.3):

4 | 4

4 -
2 ﬁl "'Al

% '
{fig. 7.3)

- £ x
Vemos que e ar2logo ao do efeitc Compton,

(Fig. 7.4)
a dlferencs goedae =) 4 gentids de 41, b)ﬁz = = momentum de um

roritren.
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0 outro diagraz. e o da fig, 7.5:

(fig. 7.5)

que corresponde ao seguinte do efeito Compton:

£,
\\ ¢1
"\—\'h’\-
.z 351‘42
dg*u\ﬂbk
Eé\‘\\\
&

(flg. 7.6)

Assim, fagamos:
#1 % By = Broy

‘ (7.82)
2 = =By = Bay )

J
onde E_y e E. y 580 as energias do elétron e do positron, ambas

positivas,



A conservagao e:
152=51"42"41somﬁz'*‘iz'_'él‘dl-

0 elemento de matriz é obtido do correspondente do efei-

to Compton:

1
®): Lo (apy) £, A e ), (7.83)

¢ outro:

L _
(8): - 4mi e%m (ﬁ(pa) ¢y A S £, u(pl)) o (7.84)

i I L]
Tomemos o sistema em que o eletron estz em repouso e o

positron com velocidade Veay - Entao s

- . 2r _: s 2 doF
A=V =% aE(_)zz(+)2hoalzhm2| Uy (R+S) w35
onde: .

‘ L )
R = E2 Bi - 41 -me *1 ? | (7.85)
1 |
S = gl ﬁl - 42 - me Ea . J
Aqui: ’
i 3
Uy 1 B 5 P ey -
T @)’ 12 2mp %k 5.5,)
| o \3
[ B,
_ Doy ho, (_cl) aa,

i C?ﬂh}B o2 [che_»l + nwa)(f]—:l)z- hoy (2;1 + 5:’-2- . 32-1-] )
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f’_"’l)3 0
B ﬁw] 'ﬁw% cz d 1 ]
¥ W - =
emn)® (2 [(mz(ﬁé—l - 1oy 3.4
hw, hw (ho, )% an
- —L—2 4 boder (7.86)

N (erh)3 c3 hwa hul - cz 62'-61

el

he ”
—ci = momentum do foton 1, i = 1,2 .

onde: Q,
Agora, de:
By - 8= 4y + 4
e ‘como:
Biay == 82>

obtem=5e:

ﬁ1+5(+)=41+42-

De{ resulta que

Ztnch + 202 p1. p(+) = qu . qa cz )

ous
/

L‘ a _ 2 - —e
Assim a probablilidade de transigao &1

_ 2
_oPy zm [ER < Shu] oy B
E(-!-) h . 16me” E(+) Ty ﬁcaa ('Zﬂﬁ)3c3

-

A= owv (+)
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(he, )2 dn 1
) Z%mc2 v B, 7 hey 16 = (zthe)’
me (+) me? Ecy) ¢
1 - 2
meZtme? + E(+)) 2 ll

Quante zo trago, dev: ser o do efelto Compton substituin

do:»l por ~wy 3

2 2
Z ot 2
%‘(mca) CP¢y) (E(+) + mc"’)(“’l w2 1 E,._ (7.8

que diverge quando a velceciinde do positrcn — O oomn crw;%—)
+
caracter{stico dos process: 4e absorcas de partfenlas inciden—

tes.
Num melo de densidade de elétrons p, definimos:

'r\:ﬂ"ﬂ' )Pa

(+
d E «.2 -I-n-g'-gs
Ruando 1!(+)—9 0. (+j'-" me 1“’1_""2'_’ EN
logo:
2
1 2
A= TV P = (mc )fc sen & 40 (7.88)

A dependencis sen2 8 1ndica que os dois fotons tem suas
polarizagGes em anguls reto (probabiliaade maxime para O =‘§ )e

Probablilidade total para qualquer direcio (integre sobre

dN) e para qualquer polarizagao (tome a média em O: sen® 8 = %):
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A=mpelte?/me?)? - 2] . (7.89)

VII.5 Bremsstrahlung.

Quando um eletron € desviado pelo campo coulombiano de
um nicleo, 6le & acelerado. Classicamente, esta aceleragao da 1n
gar a radia¢ao. De acordo com a eletrodinamica quantica, existe
uma probabilidade .de que ésse eletron, sob a agao désse campo, e
fetue uma transicao para outro estado emitindo um foton no proceg

S0a

elétron 2

eletron 1 — ' ¢ /\

, (fige T47) \

Existem duas possibllidades indicadas nos diagramas (R) e (S) da

zs?_ 4

foton

¥(Q

* ﬁl (fig. 7.8)
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e a conservagao de energia e momentum da:

P R =By t4 (7.89)
onde Q representa o quadri-vetor da energia e quantidade de movi
mento que o elétron recebe do campo coulombiano. Mas como a
transformada de Fourier do potencial de Coulomb contem uma fungao
§ na energia Qs G(Qo), isto quer dizer que devers ser Q, =0, is-
to €, a energia se consnr . cnive o eletron acidente, o emergen-~
te e o foton emitido:

Ei = El -:E2+ how = EF .
No estado inielal o sistema & formado pole eiétron 2 Wi na-

*

P . . o Ty
eleo atumice (caino conlombilano). No estaes it ni e o 12600

#

um ndcleo e um foton. .. probabilidade de teansigao e

D 1 dn-:—,
A‘-“O’le-'- . I}:ia“‘““" N
h ZE]_ ZEZ 2ha Ba

# »
agora o nunmero de estados finais e:

dnp = pp dBp = dn, dn, = (2mn)~6 p;_,2 dp., 4 “ aq 4@ d.Q,q

Logo: q n,. q ng

Pup = = ’
ds,  d(B, + Eq).

fEs cono para cada gy B, v const., te w30
\.fl
an dnp
PF D et D e ""‘1( B P‘) ‘-]‘.'..Il,‘ h]

(.1‘::2 dj.l? H oo



121

2
E, 4N dqdfl

E,  (2m)32 ' % (2m)3

londe:

{(2™h) ¢

‘m NCesSso casos

2
qZ-_:(h‘—”) ,dqﬂgdw,

c

ortantoz

1 2 -
Pp = —=—z P, E, (ho)* hdwdfl , 4N .
F (2vhc) 2z z q

A energia do foton pode tomar valores de O a El' Como
intes, ve-se que 0 elemento de matriz correspondente aos dlagra-

&
nas acima e:

Mg + Mg =T ‘fz’[("'%% lsmo2n2 ¢) 7 o M@+

@ £ '%l ~ mc (“ %% \Ihﬂczhz ¢ )]u (3,).

Como vimos na equagao (5.72)s

§(Q. /1)
¥ (Q) = 8m? Ze——EQZ—-hZ'Y
Q (o]

=V(Q) S(Qo) Yo o



Logo:
O, + £ + me
P> - £ + me
ro e £ v(Q) u (py) . (7.90)
szoQ-a

A

onde levamos em conta que:
(;51 + £ - me) (151 + f +me) = p:'_2 + QZ- macz + Zpl Q = Qz'i- 2p1Q=

=—|-2_-0

- - 1.3,porqueQ°=O .

Depois de somar sobre a polarizagio do fdton, sdbre o
spin do eletron final e de tomar a médla sobre o spin inicial do

L
eletron, encontra-se:

2
2 2
= & [4e & dw D2
4o = = cZQZ e Py sen 82 dezfsen 91 del dd .

i [pza sen® 8, (llBJ‘2 - ¢ ) plz sen® el(hEzz - ¢? tf)

+
(1!'.2 - ¢p, cos 9-2_)—2 (El ~ pq cos 91)2

21>;lpa sen el sen'ea cos £ (b'E].EZ - GZQZ + 2 (!’1@)2 _
(E, - cp, cos 6,) (El ~ ¢p, cos 8;) |
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Zhelel (pl2 senaql + pzasenzez) _
- ZEZ - ¢p, cos 62)(31 ~ ¢p; cose,)f"

(7.91)

Uma expressac aproximada -e de facil interpretagao -
obtem-se para energias do fdton Pequenas em relagEo a mca, porém

grandes em relagao as energlas de ligagao do elétron,

Escrevendo (7.90) em fungao de 4 ao invez de £, tem-se:

- 1 . 1
Mo+ Mg~ By [‘5zﬁimc7’(‘”*”m) ;sl.-q-mce]“l"“

; ['g éa + 4+ me P - 4 + me

i § U, .
25, ¥ Q) +¥(Q) ~Zpy4 ¢] 1

¢é2=-§2£+2€. pa’

b =-£4 +2¢.p

L

e desprezando 4 no numerador, por Ser pequeno diante de mc, vem:

- ¥y 2e v
MR + Ms = ﬁ,ﬁz [-u(q) {_EZE oY E@:é_i mct;g +
2p,+4

'wﬁfél + zep]w + me’, £
- apl-q

+ ]ul'u



124

- "Y .
N-ﬁaq(q) E_._p_a__‘?._ €& N

Pp-d p-q | M1
(7.92)

polis:

U, = me G,

ﬁlul = me .
Obtemos, assim, para o :

2,2 12 E p an
= ar mg__L

do = ITLEE" z"’oul‘ | l 2 onmyd

[g.pa : 5.131] (5' d“"d'(lq
Po-Q P-4 (2“0)3

(7.93)

gque & a probabilidade de transicdo no espalhamento elastico mlti
plicada por uma expressao que pode ser interpretada como a probg

bilidade de emissdo de um foton no intervalo dw, an, .
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cariroLo vIIX

Interacao entre Elétrons

VIII.1 Propagador de dois e;étrogs

Apesar de a equagao de Dirac nao quantizada descrever so-
mente o movimento de uma partIcula, alnda podemos obter a ampll
tude para a interagao de duas ou mais partfculas dos princfpios

&a eletrodinamica quanfica.

Consideremos dols eletrons a e b movendo-se atraves de um
potencial e suponhamos que éles ndo interajam entre si. Assim,
a amplitude para que o eletrons g passe de 1 a 3, enquanto o

elstron b se move de 2 a 4, K(3,4; 1,2), pode ser escrita:
K(3,45 1,2) = K, (3,1) x,(P)(a,2) , (8.1)

onde o primeiroc fator opera sobre as varlaveis de a e o segundo

sSbre as de bh.

Contudo, pela indistinguibilidade dos elétrons, é poss{vel
que o eletron a va delad4e o elétron bpasse de 2 a 3, sem que

possamos distinguir este processo do primeiro (ver fig. 8.1).

Pelo princfpio de Pauli, a funqgo de onda do sistema de ele-
trons mudara de sinal se permutarmos dols eletrons. Assim, a

amplitude que descreve ambos os casos e:

K = K (3,43 1,2) = K(4,3; 1,2) C (8.2)
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ou:

k=520, £, P)a,2) - 5, (8)a,1) £, (P)5,2) . (8.2)
E obvia a generalizagao para o caso de varias part{culas,
3 4 3

ou

(fig- 801)

Estamos fazendo a hipotese de que ambos og elétrons se movem
em um potenclal comum. £ posafvel que neste potencial um ele~

tron, ao deslocar-se, 48 lugar & criagio de um par. Teremos, ag

sim, os dois diagramas da figura 8.2.

1 34 1 2
ou
v Y.
2
(fig. 8.2) 2
Consideremos apenas uma das possibilidades. Para obter a ame

plitude total dave-se fazer & troca de variéveis, fazer a trg
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ca de sinals e somar as amplitudes obtidas.

VIII.2 Interacdo entre cargas - Propagador de um Fdton

Consideremos em primeiro lugar o case nao-relativista:

m 4=y,

A aproximagao nao~relativista, de Born, da amplitude para

~ L
uma interacgac e:

K (3,0 5 12) = x¢©) + x() (8.3)
onde,como se viu na formula (8.1): |
KO = KO.(&)(B’l) Ko(b)(h,z') y (8.4)
K =-3 SK("’)(B,L; 5 5,6) V(5,6) K°)(5,6 5 1,2) Pxsdxgat,
' (805)

Como  mno . caso - nao-relativista, a interagao é simul-
tanea a ambas as partfculas, tS = tg. Aenergla potencilal (Coulom
blana) da interagao e dada por:

| 2
Ve (546) = g - (8.6)

56

Incluindo-se a fungao 8(1:5 - té}, pode~se pSrz

2
V5,0 5 1,2) = 3 [x,65,5) Byl 6528 (b5 = 1) K, (5,1)K,(6,2) .

. dixg abxg (8.1

Poder-se-ia pensar que o propagador relativista poder{a ser
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cbuido; substituindo-se K, por X e o potencial (8.6) por um poten

c1al retardado atravez da substituigao de S(t - tg) por S(t - tge
*"é ). Entretanto, a transformada de Fourler desta fungao contem

tanto frequencias positivas como negativas:

(v o]
§{(t) = e 3 e-iwt dw

T 3
2 o0

enguanto que um foton tem apenas energia positiva, Somos, assim,

levados a introduzir a fungao (efr. Apéndice B)
1 (P aiet -
5, (£) = = .jcj Sl T (848)

a qual contém apenas frequéncias positivas.

Pelo fato de tanto a atuar em b (a emite um quantum abscrvi
do por b), como b em a (b emite um quantum gbsoiwido por a) devemos
conslderar tg < tg (12 caso), bem como tg < by (22 caso), l.e*, to

war a medias

2. T T,
. 56yt _
55,60 - 56{8+(5't6'jé)*8+ t6't5'c)}'
2 r5 riﬁ
N E—— 6
-Zress{ 5, (tSG" c)+8("’ t56 = c)\ °

(8.9)
Como (Apendice B, (B.25') ):

o212 ' Teg | f_s,’)
84 \° g - "56) 2 oge { 8y (“56 - ‘2’) * 8+<““56 - ]‘«‘*

vem para & energia couliombians

Ve(5,6) = efe §, (s50), - (8.10)
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onds: 526 = cztéé - r?s, unm invariante relativista.

- » . * -

Como na eletrodinamiza classica, tewhen eiiste interagdo

com o campo magnetico, & necessario introduzlr ne potencial um
térmo que dé conta desta interacéo.

~aDEMOS Que 0 potenclal vetor produzido pelo eletron g em b e

— g-&
Ay = va/rah

c
-

7 que a e¢nerzla de int-ragao correspondente entre os dois oipus
. — i
ot v z — Y 2 V. .V

cRios se esu‘eve.VH = o % Ab' 7, = 22 a'’b .
r

¢ ab

Na teorf{a de Dirac: v — ¢ o, assim:

- e 2-& —
VH---—C e7e, . d'b/rab'
Como vimos:.: vo:
2
e 2 2 -
Vg = Feg ec b (s 56) ,

e nstural eseravermos para a interagao magnética:
. 2. - = 2
A . interagao completa a:

V(5,6) = Vg + Yy = (1 - &, . &) efe 5, (sEp) .

(8.11)
Como no propagador relativista, K, y aparecem B's, pomos:
. V5,6) = (gl = (&, (& 1e%e 8, (s5,)  (8.117)
ous
= ab 2
V(5,6) = 8c 8_'_(3 56)“’&“ Mb* (8.11")

Loge, para elétrons relativistas:
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\l} . aiez X . .- 2
KM (35l 5 1,2) = Tz \V K, (350K, (Bs6)VF Vi 8,(8%54) &
K+b(591)K+-b(6,2) duxs dhxé -

, 2
= . e (( [K+(395)'VPK*(S?I)]aS,,(sZ%)[K+(h96)'VpK+(6,2)]_gh ah_

o
(8.12)
que pode ser representado Pelo diagrama da figura 8.3.

Tt

K, (5,1)

quantum virtual
(fig. 8.3)

A equacao (8,12) e fundamental na eletrodinamica quantica.
Ela descreve o efelto de troca de um foton virtual entre dois ele~
trons. O foton virtual pode estar polarizado em qualquer das qua-

tro diregoes > S indicanao vuvHt a soma sobre estas quatro possi-
bilidades.

2
VIII. 3 Representscio de Fourier de 8+ % )3

A representagao de Fourier de 6+(sz) es
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0 .ix xP

- 4‘" e

6+(sz) = f a a%ie y €=—>0, (8.13)
(2r)* 3 k% +1e

De fato, ponhamos:

00 ® -1k x
00 o=k, xF T o 00
I-e-J —2——-d4k=- e °xdkj > dk, =
oo X HeE =00 -ooko'izﬂe
X L. % o-1ko xo dk,
(k +4/k;2-1€)(k -.fk;é- ie)
Seja: R =ik x ok x| ~yx
e ©° © e % %e " 9 qliytiy)
I, = dk .+
1 2 © 2 .2 2
-R ¥o-w c, ko= ¥y +2ik y-o

1
onde C é o semi-c{reulo da figura (8.5). Aqui ko—-v-ko - 1y, ¥20,

e guando x°> OeR—+>o, y=>+e, a 28 ihtegral se anula. Pelo

teorema dos res;{duos H

oo =ik x ' -inx
. e 00O o o
= dk,. = « 2w i
1 (o} ?
b4 2 26
-00 1'*'o -

(o sinal negativo provem do sentido do contorno Cl), onde o=
= (K2- 16)% = |K] 1-% e | Quando € —»0:

b —
%]

e'ilmxo
Jp = =71 ——m—, x >0 ¢
[k|
Entao:

= e,
eikox e“‘ilmxo

i

Iy =m
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fl

[flzdk send @8 4¥ =

o Ser gﬂ Soo g-ilklxg ei!k[ r cos ©
) 1%|

L+] o

e

2 L+ o] 14 2
20 S ax [e-ilkl(xo +r) _ -ilkl(x, - r)] .
T
o
‘-3 da fungdo §, dada no Apéndice B obtemos:

= 4w “é‘ [6,,,(:(0 -r)=-3%,(x, + r)] =

o

-indo a formula (B.15) do Apendice:

mﬁ{% [8(x°-r) - 6(x°+1‘)]+ i [P 'o( ) ]W

Pela formula (B.23) do Apendice B:

 [Pe2) ) | 922

_1,4
z2r

L8(:%-- r) - 3(x + r)} = €(x,) S(x% y

como x>0, €(x,) =+ 1= 5 (x5) = 8(x2- %) = % [a(xo- r)~8(x_+r )}

- - . "
Ef._xo} ¢ o sinal de ¥ . “ver ipendice Al

o]

A integral (8.13) possue dols polos, +a e -x , aclma e abalxo

do eixo real:

o polo positivo; + a = k| -

ol

% icestd abaixo do eixo realj

o polo negativo, - o =ok] + % ic ests sbbre o eixo real.
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e e ]

(rig. 8.4)

'omo estansinteressados em integrar sobre todo o eixo real, pode-

08 usar qualgquer contorno que contenha + & OU ~ & Assim:

L) X,> 0 — deve-se integrar usande o contorno contendo + « , pois
) contorno envolvendo « o y quando x,> 0, faz a integrai divergir:

=R

> — R

(fig. 805)

10go 3

[, = mr3{ 5¢s%) + %C@(fé)} = 4w 5 (s%), x,>0

(8.14)

B) x,K O— deve-se integrar o contdorno ¢ontendo - o (Lig. 8.6).

Assim:
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quando € — 0
' 1)¥|x

J ..=__-T!i el X <O
Dop@e:
: | 2 o
I, = %I‘T_ S dk @11:(1’ + x,) _-ik(r - X, ) ) =
‘ o

= I % [3_(1- - %) -8, (r - xo)]=

= un’ {-&l | 8rex) - sr-x)]- & & ) +‘§3(,—_%0)]} :

Mas:
F [vxy) —srexp]s - Asex,r)- stxgm]= €ix) 86 =

= S(xcz,-ra), pois x < 0 =>€(x°) = -1,
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I, = 4w { 8(xZ - r?) +‘P(;é-%~;-2) ] =40 5,(s%), x <0 (8.15)
[ .
c.q.4d,

Assim; de (8.13) vemos que no espago dos momenta, a transformada

Yo 50) de 8, (s2) 4

§,(k%) = - g : (8.16)

Cumpre observar que 5+(52) € & mesma fungﬁo I+(sa), que aparecls
na derivaqu do propagador de uma particula livre,'com m igual a

zero (massa do foton).

VIIT.L4 Espglbhamento elétron~elétron,

Obteremos, agora, a secq&o de choque para o espalhamento elé

tron-elétron, Existem dols diagramas indistinguivels | 0. 8.7);
ﬁ3 ﬁh
4
(R) W e (s)
b2

4 = bybs = b8

(fig. 8.7)
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Consideremos dols elétrons deseritos no estado inicial por:

£,{5) = u, &% e fplxy) = u, e~ iP2%p

e no estado finsl, por:

83(x3) = ug eipr3 e gu(xh) = uy e~iPyx,

Por (V.n,, (5.43), sabe-se que:

SH+(5,1) Pul e'iplxi d3x1 =uy e"iplxs ’

SK+(6,2)[3 u, e~ iP2%; d3x2 = u, o~ 1r%g

| S 5 ¢P3%5 px \3,5) Py = 6 5 o1P3%5

(B, 0% B, 0,6 o, = 5, ot .

Cinerallzando (5.45) para duas partfeulass

My = f E5E), B, by, k1 (3,131,2)p NERA d3x1d3x d x3a3

Logo, levando (8.12) em (8.17)s-

. (8.17)

L]

¥y = S é3éhPan [-—1e SS[g?(3’S)W#K+(5,1)Ja&_(8§6)[K+(h96)"IFK+(6,2)]S

. "d“is d”xs] Ba Bl d3x1... d3xh . (8.18)
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Mas:

[Sgs!‘alﬁﬂﬁ’d}";} "’“[‘+‘5’1’Paf1d3x1] = &M

{SEthK"'(u’s)deLl} 'VP[K+(692)be2d3:2} = Eé'YFfs 9

onde:

|
n

i :5\15) = ﬁ-j' Bip3x5 9 EG(xé) = au eipth ’

f5(x5) ul.e‘iple, fé(x6) u, e'fpzxé o

donde:

8
- 2\ ;= o .
= -1e S(’uB'V"ul-)(uh"vpuzJ8(p3«-p1+k)8(ph-p2=-k) (22) -C'-’fg— abx =

Ty

-

= ~ie® €ﬁ3w9u1)(ﬁhfv“uz) Lm(au)h 5(p3—p1+ph-p2) -—--:-l—-)-é . (8.19)

(P;-Pl
Disgrama S:
Anﬁlogamentea
2 - - y 8(pz-py+p)-ps)
Mg = =1e™ 4T (4)7v,u, MH v, ) (2mb3 - o
S8 . h l‘ul 3 2 (ph_p]_)z

Pelo princfpio de exclusso:
(1) _ (1) (1)
K = Kh o= KS

?

donde

M=l’h=’Mso

: Entgo, por (220’-'-6)9 (220!47)8
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o iezz 'v"ug)fua Eey ~ (u!'vl "u;)(ug?p.;gl
( 3 = Pl)‘ (Pu = pl)
Calcularemos & no sistema centro de massa (S.C.M.) por simplicida-

des

-2

pf =§1 =“_ﬁz 9_ﬁ3=‘“p&=_ﬁf 9 lﬁil = H).rl

dng = Pp GEp = PRdE = dug

i,6, o mimero de estados finafs ro sistema de laboratorio (S.L.),
no qual um elétron tem ensrgia Egq é igual ao mimero de estados no

S.CoMoy no qual um elstroa tem energia E,

Comgq:
Bp =B+ Bpmlgr By =28,
P:;f‘:e}; E dn )
F Z'E 2 (2103 o3
logéz

_ . .2n 23 pE4Q
A= Oy, = 1L o
17 em)t 2 (2m)3

F-%
Tomando a média sobre os estados inlciaic de spin e somando sobre

os estados finals de spin, ohtem-ses

It ,
2e %“* + 208 & 4 (1 = Eal + I co, )
B - 1= cas § *+
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4::2- 8x cos® + 2(1l~ cosze) -4 cosb 4(1+4x)(x=3)
+ . - ?
(1+cos® )2 (1-cos® )(1+cos®)
. {8.20)
onde: Ea
x = -E s+ h=c=1,
P

A (8.20) € a formula do espalhamento elétron-elétron, de Mdller.

E,p

E,p - - E,p

B,p

VIII.5 Bauivaléncia da soma sobre as guatro polarizacoes com &

agao das ondas transversals mais a da interagao de Cou-
lomb

Sabe-se que na eletrodinamica classica as ondas longitudinais

sao equivalentes a ondas transversals mais uma interagao Coulom-
blana. Demonstraremos, que na eletrodinﬁmi_ca quantica, an510ga-
mente, existe uma equivalencia entre "soma sobre ‘quatro polariza

goes" e "ondas transversais mals uma interagao Coulombiana ins-

tantanea".
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Em vez de escolher as diregoes x, y, z, tome~se a direcao
paralela a E’ (momentum do foton) e duas diregoes transversais a

esta.

O elemento de matriz L, contem termos do tipo:

I | q
0s quais fazendo~se a substituigao indicada, se transformam em:
. ,

1 - - 1
(n4'a’ uz) (u3’a' u,) - (uéfquz)(%rqnl) ;2 -

- - 1

onde o s{mbolo )S representa a soma sobre as duas diregSes trans-
versals, q'q éa componente da matriz ¥ na diregao paralela a E e
Vir ¢ a componente da matriz em qualquer uma das duas direcoes

transversais. Em geral (por gauge-invariance) o elemento de ma-

triz de: 4 = QT = ?.7 ¢ zero. No nosso caso particular isto
ve-se facilmente:

Assim:
q

[Ed

('154 Ty u,) = (u4')’ ) . (8.23)

Introduzindo (8.23) em (8.22):

(u47’ u,) —z (u3'a’° 4 )= E (“4%1-“2)(“371:1' uq ) 2 . (8.24)
’
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Como ;EE e proporcional a um campo coulomblano no espago
dos momenta e Yo € als componente da densidade de corrente, o 19

termo de (8.2)) representa wma interagao coulombiana, e o 29 con-
tém a interacdo por ondas transversals,

VIII.6 Interacao de Breit,

Para elétrons de velocidade nio muito grande, a interagao
relativista da alguns termos de corregio do potencial puramente

g:ou:l.bmbianoo

Vimos nos dois pa:cafgrafos anteriores que a amplitude da in

teragao de dois elétrons & proporcionsl a

(EB'Y"‘ul)(i'iu"YP uz)_ -lé 5 q = (qo,'ﬁ) € o momentum trans-

ferido entre os dois elétronso

De 4 =5, ~ 353 resulta, como ja vimoss
(iz duy) =0,
0 que nos permite escrever:

8 = - 3-1-2 (87, u,) (50, ) =§2(ﬁuwtru2)(i'i3wtrul) jé . (8.25)

Tomando-se a transformada de Fourier do primeiro térmo vé-se
que &le representa um potencial coulombiano puro,. O segundo termo

L "~ <« - [
constitue, entao; uma corregac a interagao coulombians.

No caso de eletrons lentos:
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'.0=El-33v_g(mc +—l> (mc + ) =

—

+_p* o J — —— — — _—
>m . (Pl"p3)~ Ve (Pl'p3) = Veq ,

—
1

@2~ L2
o2
Assim, podemos desprezar éste térmo diante de qa € subs-
tituir, com pegueno Erro9 qg por q ({recordemos que qz 9 _(12)
Logo a corregao ao térmo coulombianc em S &3
v—r_L(.. - . '
& =5 (T o~ _u,) . (8.26)
T3 A A KA Ay

Agora:

(Egvyuy Muzo ) o

u
Vimos em (III.1) que: u =(Pa) e que:
b

1 3 =

na aproximagao nao-relativista.

v—
o O
=-—b
g o
segue-s8 que:

ul _ ‘
(3 &, uy) = (u a’u3b)( )(u1:> uz, Oip By * “31: Tr g

Como:
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= % u;a [&'tr(-& o-:ﬂ. 1)‘ + (&. o-_n-3) .a!tr] ula.] . (8-27)

Chamemos:

a-' = a:q + o-tr H (8028)
onde: _

- — e

| - = L]

7, =( ) Ttk (8.29)
e
Opp = (o'.el)el -|-”(t;:'.‘e:2)e:2 = 048 + 68 ~ (8.30)
05 vetores ?l 2 ea sao definidos pelas relacoes:

-2 _—=2

: (E&.Eé) = (Eiiﬁ) = (3%(&) =0;6°“=6 =1,
E claro que:
(6.7) = Oy + G+ G, .
Assim, a componente j de Sir (Siﬁi) + (6253) g;r é (observe-se que
T=p):

O3 (OgP1g + OuPry * OyPre) * (Oypsy + OuPgy + GPgy) Oy =

= By + By v 1 | (B - Fyy - O By - Ty, |

Temos, pols:

Py+P AP = D
DI R R [1_3_-1 gal’l B)Jtr“la'

u.
1,2 q? 3a 2n .
< uuﬂ [ aﬂ - i an ]tr uza b ©

L (8.31)
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Os primeiros tgrmos dos dois paranteses representam corren-
tes devidas ao movimento dos eletrons, transversal a 4, e o3 segun
dos representam as componentes do dipolo magnético. Os térmos de
corregao sao, pols, devidos as interacoes corrente-corrente, cor-

rente-dipolo e dipolo-dipolo. Sao os termos de Breit.

A nmatriz da 1ntéraq§o dipolo~-dipolo ¢ (lembrando que

—r

a=p1“—p.3=-ﬁu‘-ﬁ.2)3

Z(ﬂ/\ -ﬁ)m.:oa (0'2 A a)m_
1,2 q

. (8.32)

Como & A G € zero para a componente % de &, pamlela a

G, éste termo pode ser escrito:

(EAD . (AT
q .
cuja transformada é:
(G, AV) . oA 2, (8.31)

interagao de dois dipolos magnéticos.
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cAPITULO IX
© Problems da Renormalizacao
IX.1 Self-enerzia do elétron

A troca de fotons virtuals entre dois eletrons conduz-nos
ao seguinte dlagrama possivel (fig. 9,1): um eletron, que vai
de 1 a 24 troca um rétqn com um eletron do par creado em 3, Mas

pela concepgao de Feynman, a linha pode ser consi
derada como a de um eletron que ca
minha para o passado entre 2 e 3.
Somos, assim, levados a concepgao
de que um elétron, vode emitir e

reabsorver um foton. B consequan-

cia da interagao do eletron com o
seu proprio campo de radiagac. 0
(fig. 9.1) dlagrama acima 6 de primeira or-
dem (um s6 foton virtual). Assim, o propagador de um elétron

livre, de 1 a 2, pode ser escrito:

2
K(2,1) =K, (2,1) -ﬁg—ﬂ K+(2,4)7PK+(4,3)9PK+(3,1)6,.,( sg3)a’x, d%s.
(9.1)

(Fig. 9.2)
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0 primeiro térmo énrepresentado pelc diagrama da fig. 9.3.

2
K, (3,1)

1

(fig. 9.3)
0 segundo térmo,‘K(l)(a,l), esta relacionado com a energia propria
do elétron da segulnte maneira. Suponhamos que em 1 o elétron te-
nha fungao de onda f(1). Depols de um longo intervalo de tempo, a

amplitude para que em 2, a funcao de onda seja £(2), e, como vimos

antes:
1) =SS r @pEt1pr (1) Ox o3x, =
162 . P N T T
» w 1 PX oo
Se £ (1) e uma onda plana ue” H P*1, obtem-se:
2 . 1 | 2y Al Lo
M) o 8% (L eanmm, (1, 5)0u) o & PR35 4 (o)) axy dly
(9.3)
Como K, _(4,3) s6 depende da diferenga das coordenadas, &
claro que a integragac sdbre X), da um resultado independente de
X3 Logo, u(1) g proporcional a VT se f £or normalizada a 1 na
unidade de volume. Como a normalizagao que adotamos @:

Sr*f Ox = 313- v,

cm
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devemos dividir u(1) por esta expressao.

Por outro lado, o efeito da interagao do elétron com o seu
campo de radiagao 6 mudar a fase da fungao de onda,lcom um fa-
tor de fase proporcional ao tempo de duragao da perturbagao, de
mcdo quey se en 1 a funggo de onda € proporcional a e Etl, em

, - F —h
_2 sera proporcional a e h Bty o -h QBT

= By-B.
Como a perturbagao e pequena:

e-ﬁ (AR V1 - & (AB)T

y onde T = t,=tyy AE=

Assim: _

i 1% & pulx,=%z). ;.2 a4

» (AB)T = - ;';— J(n 'B’FK+(4,3)TF u) e h PeiXgX3 E O] x5 d4x4,
de onde:

y i
- : pe(x,=%xz)
2EAE = - o° J(H7FK+(4’3)7F w e % I (s55) %y 5 (9.4)

pois a integral sobre X3 da VTe.

Como:

22 = o2p2 + nlet

2EAE = ZmAm 04 ’

sendo p o mesmo em 1 e 2, a mudanga em energia pode ser atribuida

a uma mudanga na massa do eletron.

DaI, passando para o espago dos momenta, obtem-se:

e2n2 = p_ i ar  a%
u’r q}'l u — . (905)

2me? H-X ~ me k% (2rn)?

Am =

Agoraz



VR(B-Kme )Y, 2(acei)
ﬁf\r"B-?J—-"Y u =i u=i u
- p-keme ¥ p2-2plorkCimol k%zpk

WPV = - 25, fu = meu .

Portanwe: ¥

ME?K _NQ:K.. 2 (9.6)
(2nn) me o-2pk | Kk

Esta integral diverge. Peynman introduz um fator de corte:

' 2 »
ct®) = A, (9.7)
- KT=N ' :
de mpdo que o propagador -% é substituido por:
: k
cud) AN T  (9.8)
- - - ’ »
12 KoUBAS) kB B .

qQue corresponde a subtrair do propagador -'12 doféton, O propagae
k . :

dor de um foton de massa A/c. Podemos escrever:

() 21 A2 :L
< 2 = - S S5 (9.9)
k o (k° -1 )

Assim; a integral de am ac:l.ma, (9.6), $ substituida poT 3

Sﬁ apk ?ng . . (9.10)
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Integracao de 1

Consideremos a seguinte integral:

d3k ak
S- 16-1.)3 i 5 Cote- (k%+L)]3

(9.11)
Para € <<k° + L, os polos da integral sao k, = b ( \]T:Z-i-l.-:le ) .

Integrando no semi-planc superior:

~ QO dk o
S-co -fﬁfﬁe -%]:%:L)] ) -agﬂ:'i':zﬂ, N & ]'
o

Derivando duas vezes em relagao a L:

——— = = I Y 7 " e
Soo [kg-i-ie-(i + L)]3 i%’: (1:2+I..)5 e
Assim:

a
%’ S L)s N %111'2 Sm )52 31.

o

Substituindo k por k-p em (9.11), vem:

b4
N e Bl I v
-o (k -Zk.p+i€.-A)3 p+a
pols a integral & a mesma ¢ A= L-pZ ,

E claro que: s
w k 4
I = —. o}
o o (kS+ie-1)’
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Daf resulta que:

5(20 — k duk _ S‘CO (K +£g)dhK i} P 2 ‘
- b (K%+1e -1)° 2 po+d

© (k -Zk. ptie€ -A)

B &

o (13 kig alh n2 (13p.)
I l: = 8 s TL e 12
(Lirg) Soo (k 2-2k.p+i€ A) i p+h (9.12)

Ora, a integral da energila propria do elétron, com o fator de corte,

como vimos em (9.10), 6 da forma:

;. "2dLS_ (11:) '_dLiE (9.13)
(- ka)(k 212 (zm) - ‘

Utilizando a integrals
\

J._.-.Sl dx__

ab o [ax+b(l-x)] g’
don§a=

1. S‘- - :

ab® o [ax+tb(l-x)]°

podemos por:

2(Q=-x)dx
2kpx=-L{1-x)]°

1
S
EmTEs
(%-2kp) (6°-1)% I [P

Portanto:

A2 (13k )2(1—x)dx
-0 « Ztlh) [k kax-L(l-x)]
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Integrando sobre k segundo o resultado obtido para
I (15p4); onde se substitue p por px e 4 por L(l-x), vem:

.
A 1 (1s;xp.)2(l-x)dx _

7 = dLS o nde p2 = mZe2. (9.15)
So o 32W [FPpPerL(iemy] T ¢ 19.15

A irntegragao sobre L da:

1 A2y 222
J = dx(1: 1 -Q-_Z.J_E.IL . .16)
: A So. (15%p5) 1og [ nZx%c? ] ®

Para NG > mzcz, podemos desprezar ma'::ax2 no numerador. Quando x

6 vizinho de 1, isso pdo & mais verdade, mas o &rro cometido nessa

aproximaqgo e pequenc porque o intervalo em que x ~ 1 ¢ pequenc.

Como:

1 1
i=% = ~X = _
S log 2 dx 1 _,S xlog ;2— dx -}‘- ’

o 0 X

vem, de (9.16):
2 2 :
~ ] A A 1 2.2
J = [Zlog +z-p(lo——-—- )]A%)mc.
32T 1% nZe? * Yo & mee® _ 2]
Logo:

ton e g8 8 (o200 20 1)+ H( 2ee - 1)] ]

c
(9.17)

Agora: fu = meu; fu = 2me” ,

‘logos » »
om . 1 e~ /(3 A
m 27 he (a log 53 cg*f) J (9.18)
que da um pequeno valor para Am/m, pois ez/.?.'rrhc ~ 10‘3’ e isto, .
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mesmo para A D> mec .

IX.2 Henormaligaggg de massa

Interpretamos, agora, a expressao (9,.18). Qualquer que
seja o valor de A4m, ele Jé deve estar incorporado na massa medi-

da . ., ¢.imentzlhmente, Assims

Boyp = Biode* 4D ' (9.19)

e @ .claro que no valor de m D ja esta incluida a self-energlaj a

ex

Mtedr (sem energla prépria) ‘nao pode ser determinada, Isto nos

conduz a considerar que umg tegrig dque use mteér e calcule a
self-energia e equivalente a uma teorfg gue use mg;n, ggggigg;g.g
self-energla e subtraiag A m comput ara um elétron livre. No

caso do elétron livre, a self-energia cancela c%ﬁm e ficamos cmm

&

> £ -~
uma teorfa correta; onde a massa é "exp. Quando o eletron nio e

livre; a diferenga entre a self-energia e ame?

diativas.

@ r
da correcoes ra-

IX.3 Correcoes radiatlivas no espslhamento por um potencial exter-
no,

0s dliagramas sao: '

1) sem corregao radlativas

(fig. 9.5)



iig
.S 2
B T2 / b-¥
Bk 2 ¥
i
—_— 4____ A____ %
l’l‘x
,h (a) o ¢B) (c)
p
5 3,1
(fig. 9.6)

A amplitude do dlagrama (A) e:

My~ (G 3’;-*:55 £ i’;ﬁfm—c"l‘“l)'i"z ggﬂ =

= S-(Ezwp(ﬁ;;f-hmc)d(ﬁ%-k-bmc)ﬂ\.m _2222 EIJ;‘]: . (9.20)
(k -szk)(k -Zplk) k™ (2rh)

A integral tambem dlverge para pe quenos k (catastrofe do
infra-vermelho), mas 1sto pode ser resolvido sem dificuldades.

Substituimos k° no denominadr (ao lado de (znm)t) por k2-n2

min ?
onde A .4, < me , que 1nterpretaremos depois.
Agoras
2 2
A _aL 1 i} "m A -
2 112 | 2 .2 2 2 2‘"2“‘
min
2 ¢
w e 1
= -]
z_AE K2 22

nin
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As iptegrais de (A) sao, pols, da forma:

A2 (13k) 5 kk) a
dL 5 —L'KE .
S 2 (kZ-kal)(k =2kp,)(k>-L)2  (2mh)

Amin

Usando a identidades ' -

-1 =Sl dx

ab ) lax+b(1-x)]% °
vems:

v - S,

(k%= 2p, k) (kE-2p k) (kz--Zp k)%

ondes :5? = W‘z + (1l-y) ;52 °

0 resultado da integragao para o elemento de (A) e:

-~

S N - —me 29 .
T lz(“gamm "V GEw) et gl

) 2 r
,l-bx.tgxd,x a + %%iﬁ;(#ﬁ*dﬂ)s—eﬁg—e +D£J_,_(-992;_L)

onde D depende de A 3

D=logé\3 + -E-Za.og amin

ez - (91:22)

2 o .
2. _ . Sl e
sen~ @ = —S— qQE Py = Py e
lumac2 ’ 2 1

Vemos, pois, que:
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M, = M.+ < e° DA (9.23)
A ACT 2% % o
€ que MAC converge para A— o, pols nao depende de N3D é a parte
divergente. Notemos que MAC tende para zero quando q—+0 3§ como D

nao contém Qs vemos que a parte divergente de MA é a que sobrevive

quapd: fazemos q— O, Isto é de esperar-se, Em MA temos o fator

% 1
d e o
e “mod due podemos escrever como ﬂi+(ﬁ2-ﬁ1)-3;mc

Agora o teorema:

O O | 324+ 4d i
A+B A ABA*AB%BA=~oos (9.24)
cuja demonstracgio ¢ a seguinte:

A

i

A+B

L,81pl _
1=-BA+BABA“‘009’

B =+ BluB%Bl-o-

A+B A A ces .
donde:  (A+B) —X== =1
: A+D J

L]
F 3
da lugar a que possamos por:

1 - 1 1 1
51+(§2-#17 -K=-me = pi-¥eme ~ tiéf;mc (6-¢,) BI-E-mc Foees

0 primeiro termo do segundo membro, substituido em (A) da uma inte
gral em k logaritmicamente divergente; 03 restantes térmos dao in-
tegrais convergentes, proporcionals a potencias de ﬁz-ﬁlo A parte
convergente da soma M = HA + MB + Mc pode ser escrita da segulinte

maneira aproximada, quando q é pequenoc.

MCN-;JJ—?% [é;(dd-dd)+-3—m%§ d(log ﬁin-g)] o (9.25)
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0 termo em A4 - A4 representa uma contribuiqgo do momen-

to magnético do elétron. De fato:

M - 4‘ =qpfw(a}l(1.v' Qpav.) »

A4 - 4F = 2 (VR SV V) (apg,- Quav) =

L idl‘v(apvlv -VH av) = = iO'lWva.
2 ' :
Agora, sendo: o = Fo , Vem:

i .
e 22 - 40 =- 82 & 3 o (apa- avg) . (%)

Por outro lado, vimos qgue uma interacgao ek contribue uma amplitude

!

de espalhamento, em primeira aproximagao:

- 228 (p,) 4 (B, - ) u (py)
entao, uma in_teraggo AP-E.% % o™Fsv contribue, em primeira aproxi
magao, uma amplitudes |

- «ﬁ% ot (pz)m% -’% ot (apgy- avqp) u (py), (**)

porque a transformada de Fourier de Fpv e 3
Fuv {x) = gdhqe“’i':nt Fuv {q) = _1Sduqemiqx (qpav = Quayp) ,

se:
Ap (x) = S dhqe-iqx ap () o

Comparando (*) com (**) vemos que -2 contribuicdo do termo £4 - AL
ao espalhamentoy pode ser interpretada como devida a um homento

magnético andmalo do eletron:
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Até segunda aproximagio, o momento magnético do elétron 6, pois:

2
L zne (1 + e %?) ¢ (9.26)
IX.4 Renormalizacao da funcso de onda,

Vimos no parégrafo anterlor gque quando uma part{cula é
espalhadd por um potencial, o efei}to principal € o de £ e do dig
grama (A), que forneclam o termo de correcao (9.21). Resta-nos,
ainda, considerar os dlagramas (B) e (C) e levar em conta o prin-
c{pio da renormalizaqaoo Bste Ultimo diz que de cada gréfico com

self-energia devemos subtralrAm. Isto se ve da equagao de Dirac:
(iﬁv-mc)+=%l

posta em termos da massa experimental Doyp = B +4m ,

(MY-m )= SUL-Am)Y .

Assim, aos dlagramas (B) e (C) devemos somar os seguintes:
£

4 _

Bt
5, (B')

(fig. 9.7)
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A amplitude de (B) e:

2
= 1 d =\
e (5, e o v v s 2 (9.21)

z
= Amin
e de (B') e: ‘ | *
A soma de (B) e (B') da lugar a 0/0, porque A m cancela a integral
em Mp, mas por outro lado BI%EE ‘aplicado a u, da zero no denomina

dor. Analogamente para (C) e (C'). A ambiquidade e eliminada

considerando quey; como um elétron runca e livre, p2 # maca, pode

mos por:

p2 = m%® (1 + 6)2',
onde

mcc = B

T

e T ¢ o intervalo entre dois espalhamentos sucessivos. Quando

T—"’CC), e_’OQ

Fagamos:

f o= (L+€) 4,

y

onde g se refere a um eletron'livre. 8Se £ e ¥ sd3o as transforma-
das dos potenciais que realizam espalhamento nos pontos a e b, en-
tao a amplitude para o eletron ir de a a b, sem espalhamento, e:

- +me - +me
ﬁz}ﬁgi-ﬁpz Zé-xj_,_f-éza,

-| C

a menos de EZ .
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Levando em conta os diagramas (B)y (C),(B') e (C')y a am=-

plitude é (pois entre £ e B os dlagramss (B) e (C) sio indistin~-
gufveis)

‘wez
1 ek A o JE“T 2 -

1
- Z-mcdm -nc £ .
(9.29)
¥ 9.29
x.

-An
£

£

Com perturbaqao de self-agao
e corregao de massa.

(fig. 9.8)

Sem perturbagao

!

Pelo resultado do teorema (9.24), a matriz (9.29) fica:

. .
Bl b g 2 —ﬁzka T

min
2 35 2
e L + me rw L+ mc —/\
) ¥ oZs e(VPB =X 3 ¥ - - K2 A2
nin =

.—;—E-B Emcm%d.
{2vh) 2nces

2mT¢ €
(9.30)
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Resulta:

2 .
1 4+ mc é + me
55 35 DK “—-z—ac - bz A (931

Zmac
" definido em (9.22).
No numerador podemos substituir p por Po» pols estamos

considerando no desenw lvimento até térmos de ordeme, e obtemos:

(8, + me) &, (3, + me) = 2n%? (F_+ me) .

Assim, de (9.31):

2 p. + me
)
- F ==DP L g , . (9.32)
2r he amzcze -
;So + me s . .
Mas ¥ F £ e a amplitude do diagrama nao perturbado da
c &

£ig. 9.8. Logo, o termo de corregao dos diagza-amas (B), (C), (B')

e
o (C!') obtem-se, substituindo-se £ por - e DA .

Portanto, o térmo completo de corregao, devido a self-agao e E'co;-_

~ L4
regap de massa o:

| 2
- e me | N2
Mp ® Mg+ Mg + Mg, + Mg, % & {Z(RQMM :9(1 f:g—z%’)*.

o | 2 |
R ERE 2 I =‘=8m}“§%¥5 e 44 - 40 BE5 .

{9.33)

O diagrama (A) chama~se o Jiagrapa-vértige. Os diagramas (B),(B'), *
(C) e (C') chamam-se os dlagramas da renormalizacao da funcio de

onda .que e cla¥o pelo método de caleulo utilizado).
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IX.5 Solucao da catéstrgfe do infra-vermelho.

A secgao de choque para espalhamentc pelo potencial £, in

~ [
cluindo as corregoes radilativas em ?ﬁ-, sera:

2 termos inde
o=0 1+ 4= & 2(log L | 1-—L_e—+pendentesc’5
© 2w he A min tg2® Amin

"M

]
O
(Y
+
g

2 térmos inde
3 [(2 log —B&— . l) (1 -t (pendentes d-é)] y
- A min tg 2 © min

(9.34)

onde 60 € a secgao de choque sem corregao radiativa, ¢ diverge lo

garitmicamente para A —+ 0. BEsta divergéncia resulta do fato

min
de estarmos responden&o a uma pergunta mal felta: qual é a proba~
bilidade de espalhamento sem emissao de fotons? Na realidade, co-
mo a carga muda de momentum ao ser espalhada, seu campo eletromag-
netico muda, o que ¢ acompanhado pela emissio de radiagac. Na ver
dade, a pergunta deve ser; qual é a probablilidade de espalhamento
sem emissao de fotons com energila malor que k, ? Pois abaixo de

k,» @ Tesolugdo da experiéncla ndo permite sua detecgdo.

Assim, o que devemos calcular para responder a ultima

pergunta e:

secgao de choque de espalhamento sem emissao de fotons +
+ " " " " " com " " 1 féton de ener-

gia < ko +
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+ secgao de choque de espalhamento com emissao de 2 fotons de e~
nergla <k, + etc o« e

2 -4 & .
Em aproximgqgo % 3 devemos calcular so os dois primeiros termes.

Ora. no estudo do Bremsstrahlung, vimos que a secc}Eo de choque pa-

ra emissao de 1 foton com energla << mcz es .
2 ' 2
2 w= dnN Dy € DPoo ©
= e i 1 2 dw
€ = OR ¥ T [P E” pe E | w (9.35)

Somando sdbre as polarizagoes, integrando sébre f{le w, obtem-se

(integrando de A, a k )s

2 k
o =5 827 L 9 —
O1 £6ton “ % he” W ( " %g 2 6) log o (9.36)

Logo, a probabilidade de espalhamento sem emissao de foton de ener
gla > ko ez

2 kK
o" - o- 1 -+ .a_ .!.'.— (lo 9( ) %{s !""-- log '_'_o- L}

2 termos in-
28 = a8 me L 2B\
° (1 - %5 2 9) O‘O 14+ Fos log ko (1 Tz 2 e)-r(dgginldnizr:ms) 9

(9.37)

que e o resultado desejado para a “eatastrofe do infra-vermelho".

IX.6 Diagramag:Fechados. Renormalizacao da caTrpa, Eolgriggggg
do vécuoo

Um diagrama que fol omitido no estudo da corregao radia-
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tiva ao espalhamento de eletrons por um potenclal dado € o seguin

te:

Ba=py + 4

A(q)e———— “1

(fige 92.9)

0 potencial £, em vez de atuar diretamente no elétron
cria um par elétron-pésitron. fiste par se aniquila e emite um £6-
ton que é absorvido pelo elétron inicial, que passa ao estado fi-

nal.

Outro diagrama possfvel & obtido invertendo a ordem no
tempo do diagrama do par e considerando que este primeiro e criado

com emissSo de um foton e depois anigquilado pelo campo externo.

/

£(Q)————>— “ b4

(fig. 9010)
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Tals diagramas de pares chamam-se diagramas fechados

(closed loops).

A amplitude do processo pode ser escrita lnspecionando o

diagrama e e igual a:

Lae %&_; [('ﬁzw,. u;) ;12 (i‘i oV gl 4 u) dp (—ZJ,,,T,-E .

de spin
depu (9.38)

A integragao ¢ sobre os momentos p do positron virtual e a soma sd
bre os estados de spin déste, A soma sobre os quatro estados de

spin leva em conta os dois disgramas, Logo:

L%;ng(ﬁz'\“ u,) ;12 Tr [B:Lm—c-"’rl‘ m A ](—Z%\'—‘h?i dhp .

' (9.39)
que contem ambos os diagramas. A integral diverge. Subtrae-se qg
la a integral obtlda substituindo .a massa m por uma massa auxiliar

L

M > ms | o

, 2 2 ' 2.2, 5.2
Gpvrny sp gl [ - § 0 () - (2 - ) TR - 4]

il

qz = hmzc2 sen2 0 . !

0 termo divergente é:
2 ' 2
- = 3 M
hev | Auy | ['31°g(m} ]

Como o termo de espalhamento sem coffeqﬁo radiativa e (6, 4u,) ve-
mos que o potencial efetivo para o espalhamento, incluindo a corrg

¢ao radiativa e:
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Ay = A [1-% 1 103({{-)2] .

isto e, o termo divergente pode ser incorporado no t&rmo de ordem

Zero '??:' » Isto pode ser interpretado como renormalizagio do po-

tencilal externo. Como a equagao do campo externo e:

ext
’bFPy

- ext
'axv - hTr JI-I ; |

vem, no espago dos momentos:
(Bpv qz = Qq qv) ap = bwy, ,

ou: .

'

(gpv € - Qu o) 8 = bw i

onde:

o= v [1-8% e (4) ]

Isto significa que ha uma rencrmalizagao da carga:

Coxp = %tedr * B
onde:
‘ 2 2
2 _ M
Ae - bt a_whc J.Og( ) -}
. 2 , . a2 g2 2
0 termo j% %.- Q"4 representa uma perturbacio i v v Vv,

que da lugar a uma contribulgao ao "Lamb-shift" de 27 megaciclos.

: -~ &
Chama~se a polarizagao do vacuo,
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Apéndice
A. PFuncoes de Green.

Se j&’

[+ -2 ] @ ae =0,
(4.1)
k() (q,t 5 ajt ) = 6Cq-q") .
1,8 ¢
Chamemoss €{t-t') = sinal (t-t') ={ ? .
- -1,t < ¢!
Definamos:
’ = 1 +¢(t - t") o |
Kooy (% 5 q',8*) = > K_(°)_ (qyt 5 q*,t") =
- | | K , t>t!
. = o ? (A.2)
0, t<t!
e
. 1l +€ (t; - t')
Gap (081 0148 = P, o K ot 3 0

= S(Q'Q') « (A.2')

Definamos aindas
leeg(t~1t')
2

) K(o).(‘ht 5 Q',t') =

| o0, t>tr
= (A.3)
- O’t<t'

K.y (q,t 3 q',_t‘) B -
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82

K.y (G5t 5 @'5t) = {0 Ko gyt 5 a'yt') = = §(q=a') . (A3')

Equagoes para K, . e K__

[1% -~ H (q) ] K‘ret (q;t 5 q',t) = 15 (q,t 3 ql;tl) ,
A

[1F-n@ ] K, €ot;a,60.218 (at ;5 a',e0) .
(A.5)

Vemos que:

K(O)(q,t ; qﬂ,tG) = [IS'et (qgt ; q',t')-Kav(q,t"'Q'st')]-
o ’ (4.6)

Pode~se ainda introduzir o K-'lig asgime

I':11'.3 (9,t 5 a'yt') = % [ Kret * Kaf] . %_G(t' &) K(O)(q’t;q"t' )
| | “(ALT)
K(O) tem limite para t — t', gue e 6(q q'); Kli nao tem limite

para t ~ t', (pela direita e l 5(‘1 q'), pela esquerda o

-2 8(q-q")) .

No caso em que H nav Jepende de t, K("_") depende de t e t!

na diferenga t=-t':

k(o) (qyT 3 é',o), onde T = ta=t* (A.8)

e temos:

[t F-80)] & (qrarat,00=0 . (a9)
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Mude T em =T

[- .153;- H(é) ] xto) (q =T 5 q*,0) =

=0,

k(o) ¢ simétrica-em qgeq'y logo:
[" i%- H(q')] x®) ¢q', -T35 9,00 =0 .

Daf: : .
[ 12 - Ha') ] ) (¢',T 59,0 =0.

. | . .
Como para T = 0,-K(°) (4,0 3 g'4,0) = 8{q~-q') = K(O) (q',035 q,0)

0 )% - -

e como K(o) e" K(O) satisfazem a mesma equagac, temos:

(0) ()",

K'°’ (qyT 5 9',0) = K% (g% -1 3 q,0) . (A.10)
Em geral: , :

(o) (o)

K% (q,t 5 q',t') = K*°/ (q',t'; q,t) . (A.10%)
Isto pode ser ﬁisto também pela expressao de K(O)(q,t $ 4',t') no

F2
caso estaclonario:

k{°) (gt 5 q',t*) = 5 v (@) up (a' yemiB(t-t1)
Vemos qné:
‘o) {(qyt 3 q@'yt!) = K:.(q",’t'; q,t) . " (A.10')
Vemos ainda que:
SK(O) (q,t 5 q',t') K(O)*(q,t ; Q",t') = 86(q'- q")

(A.11)
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1 - B | K (gt st =0,

_ (4.12)
-t 37 - B (0] Kast 5 qryEn) = 0,

- 2 *

--l-:l 3EV H (q')] K(O) (qlett; qyt) =0 , '

- i'%% - B (q) ] K(°) (gt 3 get) =0 . '

»

Admitiremos essas relagdes quando H dependd de t.
Det '

ey

- 1+e(t = g1)
K.otldst 3 q'st?) = : _

k$®) (g4t 5 qrpt1)

2
- 1-elt~tt)
Kav (@0t 5 g'st?) =-— — 49 (gt 5 gty ,
resultas
¥ 1 +e{tr=-¢) e
C Breg (as8! § qst) = ———em— KO (quer § qyt) =
1 =c(f~ t1) '
=T ' K°) (a8 § q'htt) =
= - K (gt 5 qtytt),
" isto e:

.

K:et.(q"t' ast) = = K o (ayt 5 qtsti) , (4.14)
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K, (a',t75 apt) = - Koy (% 5 @'t") & (A.15)
Como:
[12 -8 @] X, Gat 5 a'tt) = 15 (qt 5 @'t
e como:
Ko (Bt 5 q',t') = - K:et (q't'; q,t) ,
segue-se que:
(12 -0 (@ | K, @,t'50,8) = -15(q,t 5 a',t).
(A.16)

Obgerve-se que a eqnagio em Kav vale para t<t', logo esta ultima

também. Anﬁlogamente, de:s

[1‘5% o H (Q)] Kret (q’t ; q"tl = iS(q’t ; q',t') ,
segue-8e:
[1%" H (q)] K:v (g',t'; q,t) = =18 (q,t 5 q',t') .
(A.17)
Integragao da equagaos
[ 1 %2 - H (2) ] Kret (291) =1 5(2,1) ’ (1.18)
onde:
H (2) =H  (2) + V (2)
e onde:

) ) | ,
[1 g - B @ ] K, (2,1) = 15(2,1) , K, (2,1) §

conheclda e € funcao de Green retardada nao perturbada.
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Temoss | _
[’- ?-%‘:,‘; - B, ‘3’] Keog (351) = 13(3,0) + V (3) K, (3,1).
Multiplicando por Kb (2,3):

Koi7,35 [2 T63 = o ()] Ry (351) = 4K, (2,3) 8(3,1) »

+ KO (293) v (3) Kre‘b (3’1) -

e integrando em 3:

-1 SKO (2,3) [t 7 - (3)] Ky (3,2) = K, (2,1) -

-4 SKO (2,3) V (3) K. (3,1).

E
Mas; e

SKO 2,3) [t 3{-3- - B (3)] Koy (3,1) a3 =

-r

= X{ [ '3%; - H (3)] x: (2,3;]‘$ret (3,1) 43 =

= 2
= { porque [ i 3T

;- 1 ‘(3')]- Ky (2,3) = 18 (2,3)} =

j -18€2,300T Kooy (331) &8 = 1 K, (2,1) .
Logo: :

Kret (212) =, (1) = 1| X, 2,3,V 3) Ky (3,1 .
(4.19)

Pod{amos tambem ter eserito:

3.
Ky pet (203 [ 4 S B O] Ky i) &



_ - 1
2 _
= S[- ] i -SE; - H (3) ] 'Ko av (3’2)] %et (3’1) d3 'Y

porque:

= Kb av

t :
(3,2) || = K, 1oy (23) (A.20)

enterdcndo por +, conjugagﬁo complexa e troca dos argumentos.

Da o mesmo resultado.

J& =a fungao de Green-Feynman da equagao de Dirac pode
~—
ser escrita assim:

K, (2,1) = Zg: a, (x,) & (x) o- 1B (- tl){l +€(t-t))
n 2

1-¢€(E)
2

=20 u, (xp) G, (x)) e'iEn(tZ"tl)[ €(2,1) +€(B) ] ,
n

2
(a.21)
ou ainda:
1-€(t-t,)
B u, (x5) 4 (%)) e n 2772 { TS +
n
1+€(E)
+ '—'—_'B" ..
2
(A.22')
Vemos que ela ¢ a soma da fungao de Green retardada no tempe com a

avancada na energia. Ou a soma da gvancgda po tempo com a retarda-
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da_na energia.

Ou ainda: a soma da funcao de Green ligada no tempo com
a ligada na energia.
Bol FeY fung@u § 2

Definimos a funcao imprépria:

Sxmdk 4 lim choskxdk=

§(x) = 21r K- ® ¥ x+ JoO
_ 1 um 3R KX (B
¥ Koo x

Seja £ uma fungdo regular para x = 0. O teorema de Dirichlet

F
nos da:

1 1im [b.K yyseny
 K-o00 J-ak 4 (-fc_) dy = f£ (0), - a<0<b .
y
(B.2)

,

A troca do iimite com a operagao de integragao que nao e

poss:[vel, 3 simbolizada pela fungao'ée pela relagao*

.

b .
{ r smax=r ©) . (B.2')
-

Se £ (x) =1, temos:

b
S 8 (x) dx =1 (B.Z“)
-l . y

J

§ (x) pode ser representada de diversas maneiras. Todo conjunto
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completo de fungoes de onda ortogonais u, (x) fornece uma represep
tagao de §(x):

*
E_‘ u, (x) w, (x') = d(x-x') , (B.3)
§ (x) tombem.pode ser definida por meio de integragao curvil{nea
no plano complexc. Seja C um contorno fechsdo contendo x = 0 e
que nao contenha pontos singulares de f (x). Pelo teorema de
Cauchys

1 f(x)
£(0) = — §
2l JC x

Comparando com (B.2'), pomos simbolicamente:

1l 1 _ ‘
§ (x) 28 —— = . (B.4)
271 x c

Como &(x) e uma fungao par de x:

+1,x>0

x 1l :
S 3i) dk = — e(x), €(x) = (B.5)
0 ' 2

-1,!(0

De fato:

b 4 -iX P 4
1 =S 8(k) dk = lim (X s ac+ oo dk) .
-X o

x—0 -X

(s 4 x
= 1im (S §(-k) & (~k) + S §(k) dk)- in .
x oK

a=0 a—+0

(-g: b i) de +S:6(k) ax) .
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" Un x
=2 S 8k) dx .
o0 Jx
Algumas propriedades da fungao & :
d(x) = &(-x), (B.6)
x¥x) = O (B.7)
. 1
% (ax) = — &8(x) , (B.8)
lal
8(x-a) + $(x-D1)
§ [(x- a)(x-b)] = , (B.9)
| a=d |
donde: - S(Ki-a_z)- = [6(:: -a)+8(x+a) ] y (B.9')
g8 J 2 lal

d (x-a) 3(x-b) = B(x-a) dla-b) = §(x-b) §¢a -b)

(B.10)
. | |
—_— §(x) = & =— §(=x) (B.11)
ax ax |
a IR _

x — §(x) = - §&(x) (B,12)
- £ (x) §(x-a)= f (a) §(x-a) (B.13)
(8 8ex-®) ax = 8ca-v) N\ (B.14)
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Definamos agora:

1 o0 1 K
8 ‘*’""g X Gk =~ 1im g e~ x gy =
+ v 0 T kosee 0
e'in 1 1 1 l= o~ 1Kx
= 1lim -_— = — lim =
v =1x L Ti K> X
3 1l -~ cos Kx sen Kx 1 ~7 1
= ~= Lim ( + )E —— CP(-.-)Q- S({x)
Ty K- x x i X
(B.15)
Analogamente:
1 ® 1 1 _
d _ (x)= = S oM g o —-CP(-—-)-r 5lx) . (B.16)
Ti x
Ondeg
1 , l - cos Kx
b 4 K—o00 b 4 K- @
1 o0 .
2z — el¥X e ()) ax ., (B.17)
21 J=vo . .
De fato:
K 1im - ¢0os kx K 1 ~ cos kx
1im S sen kx dk = K 0o = lim .
K-o0 0 x 0 Koo x

¢ 1
@(—i—)e chamado o valor principal de T ° Comporta~se como —i—- pa

ra todo x # 0 pols cos Kx oscila rapidamente e nao contribue para

nenhuma integragao sobre

x; ¢ amula=se para x = O.

P .
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Pelo teorema-de .L,'Hopitalj;.

'} X swicos K l4m X sen Kx
. X—=0 X—0

= 0 .

Assiug

b - b. 1. Kx
[ £ ¢x) (P(d) ax j £ (x) lin —— ax =
Jeg ~-a K0 X

e £ (x) b £ (x) |
= f —— dx o+ I . dx ’ € —»0 ., (Bola)
-a x € X

C‘P(-xL)_e' uma fungdo {mpar de x.
>

-
.*..'

De (B.15) e (B.16):
[ 5¢x) = —12'-{s+cx) + s_(*)}’ (B.19)

H0E) E{aw - s} @2

Daf: 5, (x) = 8(x) + %9(%’) 3

Aleumas_propriedades de TO) |
P@)- P@) \ e
P-4, T em
Az2): o [FE) -9 |emneon
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por (B.15), (B.8) e (B.zé)s

1
5 (ax) =

* Tal

a(x) R {B.2lL)

‘Por (B.15), (B.9') e (B.23):

1l
8+ (aZ_ xz) = -—i—"l' {8.._ (a-x) + 8+ (a'.'x) }, (3025)
2la - _

ous

1
2y =2 e— =X = '
h6+ (XZ- a ) - zla| {8.'. (x- 8.) + 8_'_ ( X a)} . (Bozs )



