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PREFACIO

0 principel objetivo destas notas § salientar idéiae
e relagoes usadas na'eletrodinamica quéntica e que jé tenham ori
gem na teoria clédssica. Tais a fungio de Jordan-Pauli, as fungdes
de Green retardada e avangada, os paréntesis de Poisson do campo

eletromagnético.

A fim de melhor compreender a teoria quintica do elec
tron, é de importé@ncia conhecerem-se os esforgos desenvolvidos ra
ra degcrever 8ase corpisculo clédssicamente. Discutimos, por isso,

a teoria de Lorentz ¢ a de Dirac-Lorentz.

No apéndice, discuto o problema da inversdo do tempo
na meclnica cléssica, na eletrodindmica e na teoria do electron.
Demonsira-se ali que & teoria de Dirac-Lorentz & inveriante quan-
do electrons com energie positiva evoluindo pare o futuro sao subg
tituidos por electrona de carga oposta, com energia negativa e e-
voluindo para o passado. A imagem obtida & andloga & da teoria
quéntica de Feymman-Stuckelberg.
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CAPTTULO I

A FLETRODINAMICA DE MAXWELL

PARTE A: PFUNDAMENTOS DA TEORIA

1. Equacoes de Maxwell.

A eletrodinémica cldssica de Maxwell estuda a intera-—
géo entre um campo eletromagnético e distribuigtes contfnuas de
cargas. Uma distribuigdo contfinue de cargas § definida por duas
fynqﬁea cont{nuas e derivédveis, a densidade de carga p(%,t) e
o vetor densidade de corrente J (X,%t) . Estas duas fungSes sso

obrigadas a satisfazer a uma relag&o, a equagao da continuidade:

R4T.T = 0, (1)

que fisicamente exprime o principio de conservagao das cargas.

As leis fundamentais da eletrodinfimica sac as bem ce-
nhecidas equagées de Maxwell. Representando por E e H um cam
po elétrico e magnético em interacao com a distribﬁiqﬁo de cargas,

estes equagbes sao as seguintes:

\VA P (2)
v.ﬁ 0 (3)
Vx®+ %%—E-no (4)
ViE-13E . 14 (5)
onde supomos &£ =1, u=1; ¢ €a velocidade de propagageo

das ondas eletromagnéticas no védcuo.
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2 - Potencials eletromagnéticos.

0 estudo matemdtico das equagdes de Maxwell é facilita-
do pela introdugfo dos potenciais eletromagnéticos, £ (%,t) e

X (%,t) . A equagio (3) permite-nos emcrever:
H=Vx % (6)
e a relagao (6), inserta em (4), conduz a:
v} x{f§-+-% -%%.} = 0
0 gque nos permite pdr: -
F--5-123% (7

Levando (6) e (7) nas equagdes com 2¢ membro (2) e (5),

2
VQ %Q‘é—g = =90, (8)

2
V2% - %2”--—-3’ (9)

obtemos:

desde que X e £ satisfagam a condig@e:
@’.Iq-%% =0 (10)

Assim o problema de determinar ¢ campo eletromagnético
produzido por uma diatribuigao de cargas conhecida'(p e 3 y fun-
¢bes dadas) se reduz a integrar as equagées (8) e {(9) e escolher
as solugBes que satisfazem & condigdo (10). Os campos E e B
880 ent3o obtidas de A e 4 pelas férmlas (6) e (7). As equa-
¢oes (8) e (9) sBo equagGes em derivadas parciais, de 2a. ordem,
de tipo hiper®élico e ngoc homogéneas. A uma solugao particular

destas podemos sempre somar uma solugao geral das equagdes homo-



géneas: 0
2 1l 9
VEh-nE -0
2»_1 A& ()
I- = 0 .
v €2 ot

Bstas tém a mesma forma da bem conhecida equac8o das ondas.

3 - Transformacsdo de calibre. Invarifincia de calibre.

Uma propriedade importante das relagdes (6) e (7), que

definem o potencial eletromagnético, € a seguinte. Sejam E ’ _H",
X e 4, que satisfazem as equagdes (6), (7), (8), (9) e (10).
Seja, agora, /\ uma fungao derivdvel arbitrdria. Formemos o poten
clal:

L' = L+VA (12)
Como:

VxVA= ©
vemos que o csmpo magnético H' correspondente a A' coincide
com H :

B =x '=Fx A=H

Ve jamos, ent@o, que tranarormaéao no poteneial ¢ a trensforma-
¢&0 (12) induz, de modo que o ndvo campo E' também seja igual

a ¥ .

Estamos impondo:

ou
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Substituindo nesta equagao A por (12) obtemos:
, Ve s3ste 39 =it H
o que dd:
g =4 -394 C ()

Assim, os potenciais A' e g', obtidos de A e 4
pela transformagao (12) e (13), correspondem ac mesmo campo eletro
magnético que 8stes. A transformacao definida por (12) e (13)
chama-se uma transformacso de calibre (em inglds, “"gauge transform
ation®). Ela deixa as equacoes de Maxwell (2), (3), (4), (%) in-
variantes. Bste fato nos mostra que o que tem uma significagae fI-
sica imediata § o campo E , H . Numa observagdo, o que se mede 4
0 campo eletromagnético e n&o o potencial.

Como o campo E ,'3' é invaniante em relagac & transfor
magao de calibre, é natural considerarmos A , § e A' , £' da-
dos por (12) e (13), como fisicamente equivalentes. Devemos, pois,
imp8r & A' , ' que satisfagam taubém as equagoes (8) , (9) e
(10). A condigéo suplementar (10) eerd satiafeita por 1i' , g'

(e por X , £) se .

2
I _ 032 TN, i
TN o2 0t 0 {14)

Bm virtude de (14), (8) e (9) serdc satisfeitos automaticamente
por A' e #' . A equagio (14) restringe a arbitrariedade da
fungao /\ da transformagao de calibre (12), (13). E de verifi-

ca¢gao imediata que as transformagdes de ecalibre formam um grupo.
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4 - Transformagio de Lorentz, CSne de luz e conceitos correlatoes.

Para todos os fendmenos em que nao intervém a graviia-
¢8o, devemos construir teorias relativisticamente invaridntes, is
to 6, cujas equagtes sejam invariantes em relagéo ao grupo das
tranaformagoes de Lorentz. A eletrodinAmiea de Maxwell foi o pri
meiro exemple de uma tal teoria. A invariénecia relativista terna-
-pe evidente quando usamos o formalismo guadri-dimensional. Sejam
X1y Tpy Xy 14 as coordenadas de um ponto do\espago-tanpo, onde
x, =det = ix, . Uma transformagao de Lorentz & uma transformagao

linear e ortegonal:

» (15)
8 A8 6“9 . (16)

Os elementos a,, e 8y (onde Xk = 1,2,3) da matriz A =

= (a“ﬂ) sao imagindrios puros, 08 demais saoc reais., Resulta de

(16) que:
(Det. A)2 = 1, Det. A =+ 1 .
Uma' transformacéo de Lorentz chama-se prépris se: 1) Det. A = + 1;
2) 8,,>0 .
Das transformagoes préprias eatdo, portanto, excluidas as refle-

x0es:
a) reflexao espacial;

b) reflexao 4o tempo;

¢) reflexio espacio-temporsal.

Uma interpretagdo fisica das transformagbes préprias

de Lorentz é obtida mediante a nog8o de c8ne de luz de um ponto.
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Resulta da definigio (15), (16) da transformagso de Lorentz, que

esta deixa invariante a forma quadrdtioa xﬁ ='§2 - c2t2 » 0 lu-

gar geométrico dos pontos para os gquaiss

%

0 (17)

é o éﬁgg_gg_;gg da origem, e é obviamente invariante. O cdne dai-

vide o espago-tempo em tré8s regites: a regifo

I , dentro do edne

(econtendo o eixo dos tempos) para a qual:

\—-————-z!—i-l—q/

III

III X,

Pign 1l

x2<:0 ’

M
é o semi-clne do futuro; a re-

x,> 0 (18)

gido II, dentro do cdne, tal

ques

xﬁ<0,

é o semi~c8ne do passado; a re-

X, <O (19)

gido III, féra do cdne, para

a qual:

IE:\»O . (20)

Uma transformagao de Lorentz

geral deixa invariente a regigo III e a regifo interna ac céne.

Mas pode, é&identemente, transformar I em II ou vice-versa. Uma

tranaformageo de Lorentz prépria transforma I em I e II em II;

nie muda o futuro no passado ou vice-versa; por assim diger, dei-

X invariante a lei de causalijidade.

Um ponto P(xl,x2,13,x4) adbre o cdne, isto &, satias-

fazendo a (17), representa a passagem pele ponto do espago tri-

x
-dimensional (11'12’13) no instante t "I%

y de um sinal lu-

minoseo que foi emitido da origem (isto &, da origem tri-dimensio-
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nal no instante inicial) (pois (17) é a equagio de uma superficie
esférica de rales ct ;, no espago ordindrio). Podemos exprimir is
to digendo que os pontos slbre o céme sdo atingiveis da origem por
sinais luminosos. De (18), v8-se facilmente que um ponto qualgumer
dentro da regifio I § atingivel da origem por processos T{micos que
ge propaguem com velocidade v <c . Em particular, o movimento de
um ponto material pode ser representado por ume tragetéria passan-
de pela origem;, contida dentro do cdne e dirigida de II para 1.

Finalmente, os pontos da regise III, féra do cdne, nio
poder ser atingidos da origem por nenhums agao ffsica.

Un ponto da regido III chama-se um ponto de tipo espago
(iface-like poipt); un ponto da regisio I ou II chama-se ponto de
‘tipo tempo (time-like point)., Uma superffeie € denominada de t;p?

espago quando para dois guaisquer de seus pontos se tem:

(:wu - yp)2>0 (21)

® de tipo tempe quandos
(x, - y,)%<0 (22)

Definig@o anfloga se aplice a linhas e, em particular a vetores.
l-elgro, que 8stes sfo conceitos relativisticamente invariantes.
Uma particular superffcie de tipo espago, que niio é relativisti-
camente invarlante, € umplano perpendicular ao eixo dos tempes.

Tode® estas nogoes sao correntemente usadas na eletro-
dinfirica quintica. |

- Suporemos conhecida do leitor a andlise tensorial no

sspago-tempo e em particular que:



e) o gradiente de uma fungdo escalar u (invariante) ¢
um quadri-vetor:

Ja = (au . i , da , Jn )
Fii Xy 712 613 514

b) a divergdrcia de um quadri-vetor € um invariante:

avA _ 371
axA Jxl

+ LI N = im. ;

c) por consequéncia, a divergéncia do gradiente & um ope-
rador invariante em relagso as transformagdes de Lo-

rents:

- 2
D=-§£2 = vz —izg—tQSin.Va;

S Y e
d) o retacional de um guadri-vetor § um tensor aentissimé-

trico de 2a. ordem:

g
- LA _ \M . oo :
p ax? ax, Y

e) o elemento de volume quadri-dimensional é um invariante:

5 - Porma covariante da eletrodinémica de Maxwell.

A invarifincia relativista (ou covariéincia) da eletrodi-
némica cldssica é posta em evidéncia usando-se o formalisme qua-
dri-~dimensional.

Pagamos:

14 = Jie¢p

a equagéo (1) pode ser escrita da seguinte forma:
33

TfE = 0 (23)

M
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Que J, = (J;, 350 J3» 3;) se transforma como um quadri-vetor em
rela¢ao as transformagdes de Lorentz, resulta dos dois seguintes
fatoe: |
1) a carga eldtrica é um invariante, o que & admitido com
base nas medidas experimentais; daf a da igualdade
dg = p dxl_d12 913 rasu}ta que ¢ , logo 14 y Be
transforma como dx, , isto é, como a 4a. componente
de um quadri-vetor;

2) sendo v a velocidade de um elemento de carga, podemos

esegrever:
e = Py
ou \ ) .
Ix = I 7

© que mostra que J, se transforma como a componente
k de um vetor,
Fagamos agora:
AL =14
ag equacgoes (8) e (9) se resumem nas seguintes:
Qa, = - g3, (24)
Que A“ é um quadri-vetor, resulia do cardter invariante do o-

‘perador [ ] e do cardter vetorial de J

B
A condigao suplementar (10) assume a seguinte forma:
)

qQue é uma equag¢éio invariante. Esta condig@o & compativel com a

equagao (24), em virtude da equaclo da comtinuidade {23).
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As equacgoes (6) e (7) s8o sintetizadas nas seguintes:
aav oA

7}
= - 26)
By bx“ 3x9 ’ (

F

desde que definamos:

k = 1’2’3.

0 cardter temsorial do campo eletromagnético rgv resulta 4o
cardter vetorial de A“ e do operador gradiente,
A8 equagdes de Maxwell (2), (3), (4), (5) sao sintetizadas em dois

grupos. As equacdes naowhomogéneas (2) e (5) tomam a forma:

IF
= A (27)
as equac¢tes homogéneas (3) e (4), a forma
P P oF
¥ A YA
T“_IA + -a—'-&xv + T—"'xp =0, RByYy, A =1,2,3,4 (28)

As transformagoes de calibre sao definidas por fungoes
escalares /\ , tais que:
A, = Au+§£\—";D/\=0 (29)
E evidente, que as transformacags (29) deixam as equa-
goes (24), (25), (26), (27) e, portanto, (28) e (29), invariantes.
Concluimos, assim, que & eletrodimfimica de Maxwell 4

relativisticamente invariante e invariante em calibre.



PARTE B. [LNTEGRAGXO DOS POTENCIATS

6 - Teorema de Green generalizado.

Afim de conhecer o campo eletromagnético produzido por
uma dada distribuigdo de cargas Jy » devemos integrar a equagdo
(24) e substituir em (26) a soluglo obtida. 2 desta integragao
que trataremos nesta Parte B. Comegaremos daﬁdo ume generaliza-
¢80 trivial, ao espago de quatro dimensdes, do bem conhecido teo-
rema de Green,

Seja o uma superficie de tipe espago. A sua normal
em um ponto X € definida por um quadri-vetor unitério n , de
tipo tempo, cujas componentes dependem do ponte e que satisfazen
a relacaoc:

2

n, = -1, (30)

Em particular, se a superficie £8r um plano perpendicular mo ei-
X0 dos tempos, n ¢ um vetor comstante de componentes (0,0,0,1).
0 elemento de drea da superficie o & definido por um quadri-ve-
tor, com a diregdo e o sentido de n (portanto, de tipo tempo),

e cujas componentes s8o:
do = (612 ﬂx3 dxo, dx3 dil dxo, dxl'dxz dxo, dx, dxzdx3
i (31)
0 fluxo de um quadri-vetor £, (x) através de o & definido

pela integral de superficie:
I £, do, (32)

[+]

No caso particular em que tomarmos pars 6 um plano perpendicu-

v

lar ac eixo dos tempos, as componentes de do sao:
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1
de modo que, fazendo 14 = ifo y 0 fluxo se reduz a

hffo dxl dx2 de s
Vemos que a integral (32) é a generalizagao covariante da inte-
gral, extendida ao eapag¢o ordindrio, da 4a. componente de um qua-
drivetor. _

Representemos por w a ragiﬁo do espago-tempo compre-
endida entre duae superficies de tipo espago, g, e 02 s © cha~
memos:

dw = dxo dxl dxz dx3 ° (34)
O‘teorema de Gauss, da divergéncia, ¢ facilmente generalizado ao

espago~tempo e tem a seguinte forma:

gf_ld.g_ff do +fr_aa (35)
w Y 7oy " B 62 B K _
desde que f“ se anule sdbre superficies de tipo tempo no infinito.
Muitas vezes indicaremos uma integragic na regido w pele simbolo:

[+
{72 aw (36)
1

pare indiear que ela se extende ac espago~tempo compreendido en~
ire as superficies o, e o, (ol precedento o, no tempo). Em

particular, se o, corta o elxo dos tempos no infinito passado,

temos;
o
awiian .
—eowaxa ‘L-f“ do, (37)

desde gue fp se anule no infinito.
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Pars brevidafe, escreveremos também (35) da seguinte forma:

g
hj'z 5t d{ |
dw = fu dcu- (35)

x
oy A al-lvae

obtemos:

. 4{“2 e ) )
(52 Y 4, unv) dw = j u 5 do, . (38)
o, 7Ex T o, +0, X, A

Trocando u com Vv e subtraindo de (38) a relagao obtida, te-

remen: h

o
2
j (wOv - vOu) dw = j (a -3—!— -V-;——)daa (39)
oy o1+0, A _

que é a férmula de Green. Pode-se verificar facilmente que, se to-

marmos para o, e 0, dois planos perpendiculares ao eixo X, 0

(39) é id8nticamente satisfeita. Se, além desta escolha para o,

e o, , supysermos que u e vV ndo dependem de x_, , (39) coin-

cide com a férmula usual de Green para o eapago de tréa dimensdes.

7 - Integraglo da equacio homogénes dos potenciais. Puncdo de
Jordan-Pauli.

0 campo eletromagnético no védecuo (tembém chamado campo

de radiagdo) satiafaz a equagao homogdnes

DAIL= o . (40)

Mediante uma aplicagiao do teorema de Green, (39), vamos moatrar .
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que o campo de radiagaoc é univocamente determinado em todo ponto
do espago-tempo se, sObre uma superfieie de tipo espago, forem da
dos Ap e sua derivada normal (problema de Cauchy). Pare isso,
precisamos de introduzir uma fung@o imvariante D(x) , definida pe

las seguintes condigGes:

a) Jp(x) = 0 ;
®) D(x) = 0 para todo ponto tal que xfl> 0 ;

D (41)
¢) do =1 , ¢ sendo superficie de tipo
J; Tx: H ’ espage que contém a origem :

Beta fungéo é de grande importfincia na eletrodinfmica quintieca,
onde foi introduzida por Jordan e Pauli. Tal importéncia estd as-
sinalada na teoria cléssica pelo fato de, como dissemos aeima, a
fungdo D reduzir e determinagio do campo de radiagiio ne ¢apago-
-tempo & um problema de valores no contlrno. A condigio (b) eas-
pecifica gque D(x) se anula féra do ecdne de luz da origem. No
pardgrafo 13 econstruiremos explicitamente a férma da fungSe D(x),

mostrando que ela é singular sdbre o clne de luxz da origem.

Consideremos agora, a férmula (39), tomando ¢; mo in-
finito passado, e fagamos u = D(x) , ¥ = A“(x) . Temos:

fa [])(I-x') O A“(x') - "Il(x') my D(x_xl)] dw' =

-0 (42)

= jc- [D(x-xl) 3-?‘—5 Au(xl) - Aﬂ(xu) 3%5 D(x—x')] do,

onde x ¢é um ponto fixo do espago-tempe e o ¢ uma superffcie
de tipo espago no future de x . Como D(x-x') ¢é singular s8bre

o cdne 1luz de x , devemos excluir &ste edne da regifo de integra-
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Lo

g#o. Isto pode ser feito considerando duas superff{cies de tipo es
pago, ©) € I, , que coincidem exceto na vizinhanga do pomte x,
que é por elas circundado (fig. 2); em seguida, ladeando o ecdne de

ambos o8 lades por uma superficie, e excluindo a regido que contém
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© clne do dominio de integracho (regific marcada na fig. 3). A in-
tegragio no 1% membro de (42) se extenderd as regiBes I, 11, I1I,
IV, V, VI (fig. 4) e, no 2% membro, as correspondentes superficies
de contdrme. Como A, o D satisfazem as equagbes (40) o (41,a),
respectivemente, o 1® membro se anula. Quando fizermos as superfi-
ciees laterais que rodeiam o cdne tenderem para éste, as integrais
de superficie correspondentes se cancelam no 11mite. Ficaremos

assin reduzidos a

b ] D x—x?
-f _[D(x-x') iix_) - Ap(x') )—3(:—;-—) do!, =0

?1*%2 "X
onde o1 + 0, é a superficie
fechada que envolve x (fig.5).
Fagendo, finalmente o, 0 0,
tenderem para una superficie

- - - de tipo espago, psssando por
- o, X, arhitr&riamenfo pequena,
® teremos:

~—~— 1 JA (x")

lim I‘J(x-x')-—g;;— da; =
1%
Fig. 5 = 0 porgue & fungie D ge

anula nésse limite. XE:

oD - §
1inj A (x*) —gt:-f:ida', = AH(X)

al-l-c
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sm virtude de (41,c).
Portanto, ebtemos, finalmente:

. 3(!) Lo
A (x) = HJID(x-x') —f};;}—- AP(I')”ggiT D(x-x')]dcg (43)

]

Ssta férmulse mostra que Au(x) é conheeido em qual ueg ponto deo
JA (x?
gspago-tempo desde que sejam dados Ap(x') e —;ﬁir—-ng sdbre
una superficie de tipo' espaco.
Una integral de superficie do tipo

J; £, (x,x') do,

é,em geral, nio somente uma fun¢fio ordindria do ponto x , mas
também depende da superficie de integragdc ¢ , iste §, & ma fun-
clonal de o :

P[x;0] = j L, (x,x') dot, .
o
Vamos mostrar agora que no caso partiewlar da integral (43), ela

nao depende de o ; isto é, o campo Ap(x) determinado por (43)
86 depende do ponto x e ndo da superffcie de tipo espago.

8 = De funcional de um funcional de superficie.

Seja P[o] um funciocnal de superficie de tipo eapago.
Seja o' wuma superficie do campo de definigdc de F , que dife-
re¢ de o apenas numa vizinhanga de um ponto y que & por elas

enyolvido (fig. 6).
Aw
o-l

Pig. 6
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Chamemos Aw o0 volume quadri-dimensicnal da regisdo
delimitada por o e o' ., A derivada funcional de F[o] me pon-
to y & definida pelo limite do quociente entre a variamgfo de

P correspondente a ¢ e o' ;, e 0 volume Aw , guando &ste ten-

O s e T (44)

Uma aplicagdo do teorema de Gauss (35), permite-nos encontrar uma

de a zero:

expressio simples para a derivada funeciocnal de funcionais do tipo:

Plo]l = .qu 4o, . (45)

De fato, temos:

S =pm & - D) ey -

T ) 223(x) (46)
\J I {x
-y [ e S

9 -~ A integral (43) nio depende de o .

¥ediante (46), podemos esorever para a derivada funcio
nal de (43):

A (x) . IB(x-x')
_?_yj [p(z—=") 0!' - 4,(x) Hx ] 4oy =
oD(x-y)
r (y) ._._7_.] = 0
= 3y, [B(I-I) —% - 4,(y) 37,
enm virtude de (40) e (41,a).
Portanto, (43), é independente da superficie de inte-
gragao. BEste resuliado era antecipadamente esperado, pois na pre-

sente eletrodinimica, um campo eletromagnético pode ser caleulado
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dum ponto x Qo éspago~-tempo (ecampo loecalizdvel nunm vonto) e nzo
depende de nenhum out?o elemento geométrico.

" Prdemos, agora, escolher como aujerficie de integrgqﬁo
en (43), uma superficie de tipq espago que passe pelo ponte x .
Néste camo, em virtude de (41,b), tem-se:

A“(x) = ‘ijp(x;) 3£3-D(x'-:)db; . (47)
o

Esta férmula, Juntamente com (41,c), nos mostra que podemos con-
Biderar ,E?éfl_ Como uma generalizag@o covariante da fungao

e
8(X) de Dirac.

Em (47), usamos uma propriedade da fungdo D(x), a saber:

-

D(-x) = -D(x) (48)
cuja demonatragéo & a seguinte: a integral Lo s

I= J [D(x-x') T% D(x-x")-])(x-x");%; D(x—x-')] do,

- (-2 &
nac depende de o ¢+ COMO 8¢ pode verificar calculando 3;{;7 e
usando o teorema de Gauss e e equagdo (41,a). Tomando, ent@o,

para' ¢ wna superficie de tipo €spago que passe por x* gy tem-ge:

}-an-. = Tty
I == hl-n(x-x ) —f§§;§—)-dou - D{xt=-x") ,

Tomando outra superffcie de tipo espago contendo x% s vird:

I = Ml-n(x-x') 4D i;x. da“ = D(xf-x')

Comparando estas duas relagdes, obtem-se (48).
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10 - Integragsio da egquacio nio-homogénea dos potenciais.

Fungges de Green (definicdo).

Passemos agora sc estudo da integracao da GQUATRO:

1
D4, - (24)
O problema consiste em encontrar uma solugac da equagio (24), sa-

tisfazendo a certas condigGes iniciais impostas s8bre Au(x) e

A
—B n, em ume dada superficie de tipo espago. Veremos que a es~

IxX,

pecificagdo das condigGes iniciais é neceasiria para determinar u-
nivoeapnnta o tipo de solugao que se deseja em um dado problems
Yisico. A integragio da equagdo (24) & imediata se conhecermos a

sua fungéo de Green; esta é definide como uma solug@io da equagdo:

. 0D (x) = -5(x) (49)
onde &6(x) € a fungd@o de Dirac para o espago-tempo:
&(x) = 6(10) 6(:1) 6(:2) 6(13) .

Conhecendo a fung@io de Green D(x) , obtém-se uma solugBo de (24)
pela férmula:
l -
1,0 =2 [Blxxt) 3 (x")aw . (50)

De fato, tem-se:s

Da(x) = 2 j OB(x-x') §,(x*)aw' =
= - g Jolxxt) g lxaw = - L 5 () .

A especifieagdo das condig¢des iniciais determina a escolha da fun
¢do de Green do problema, Para maior generalidade, estudaremos
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aqui a determinagdio da fungi@o de Greea A\(x) y definida pela e-
qnaqatn

_ (O0-8)A(x) = - 6(x) (51)

ande K & uma constante. A(x) é a fungéo de Green da equagio:
(O- 2 ,(x) = - 3 3,(x) (52)

® obtemos D(x) fazendo K =0 em 5(:) . Correspondentemente,
a fungdo A(x) , definida por:

a) (O-)A(x)=0 ,
b) A(x) = 0 para x;‘:>0 ] (53)
IA(X
¢) )33,
generaliza a funcéic de Jordan-Pauli definida por (41).

dau =1 , ¢ contendo a origem

Estas fungdes A(x) e A(x) , com K £ 0 s B80 im-
portantes na teoria do campo mes8nice e na teoria quintica do e-

lectron,

Yamos, néste pardgrafo, determinar a forma das funcgdes
Alx) e /A(x) . Um estudo sistemdtico dessas fungdes foi feito
por Sch¥nberg e a sua representagdo covariante foi dada por
Schwinger.

Comegaremos mostrando que a fungdo A(x) estd ligada
Rpor uma relagéio simples a A(x) . Seja &, um vetor de tipo tem

in
PO arbitrdrio conm €,>0 . Seja x um ponto de tipo tempo., Defi-

aivemos a funcio eingl (x )} pelas condigBes:

+ 1 para x >0

° (54)

- 1 para x°<0 .

Rodemos representd-la de maneira invariante assim:

e(x) = sinal (x,) =
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3 X

e(x) = - (55)
l‘piil
onde x & de tipo tempo.

Vamos mostrar que & relagio entre A(x) e A(x) & a seguinte:
A(x) = - %— A(x) e(x) . (56)

pare isso, devemos mostrar que A(x) satisfaz a equagao (51).

Vemos, de (56) e (53), que féra da origem se tem:

(O-2)A@ =0,x, 40 ,
uma vez que 86 quando atravessamos a origem por dentro 4o e8ne é
a funcsio €(x) descontinusa.
Para v8r a que equacgao satisfaz Zi(x) numa regido gue contém a
origem, commideremos duas auperfieiga de tipo eép#go gy e 0, ,
rcapéctivandnte no pasaado e no futuro 4z origem, ¢ seja Aw @

regldo do espago-tempo compreendida entre ambas.

Rap e (0-8%)A(x) aw =

= Lin [L-fal],’%;aap,

02,0'1'*0' 2

0 limite sendo tomado para oy e’

o5 tendendo a uma superficie de

tipo espago o passando pela o-

Fig. 7 ) rigemo

. Levando em conta (56}, (54) e (53,c) vem:

tn [ (O-EDA() aw= - [UZ) 4o = ;
AW )

(. x“ #

por conseguinte:
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(O-x%) A(x) = - 8(x) ,
o que estabelece (56). |
A limitagéo imposta em (56), & saber, que x & um pon
to de tipo teﬁyo (como o exige & defimi¢Ho imvariante (55) de e(x),
nle restringe a generalidade de (56), porquanto para um pomto de
tipo espago, A (x) anula-se com A(x) :

Alx) = 0, xﬁ>.o . (57)

wata propriedade (57) e (53,b), das fungdes A\ e A anularem-se

f2éra do clne de luz da origem, define o gque se chama cardter de

propagacgéo da equagao hiperbélica (52) (em particular, para K =
= 0, da eguacdo (24)).

11 - Integragfo da equaglo nBo-homogémes dos potenciais( eontinuacho)
Representacdo das funcdes de Green.

Consideremos a equagao (51)t
(Owk?) A (x) = - 8(x) . (51)
Seja:

(k) = dk, dk, dk, dk3

& representemos A (x) e 6(x) per integrais de Fourier:

A(x) "t 1, ffm) e Whiax) , (57)
1 kT,

F = dk) . 58

(x) = —3 je H(ax) 59

8&.(57) resulta:
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— ik x
(0-k2) A(x) = - Ezni)‘f(ki + B)A(K) o F B(ax) (59)

Levando, (59) e (58) em (51) obtem—se:

A(k) X L2 kA + x’ )
Portantos ik,,x,,
- 1 e
* ——— YP dkx) (60
A(x) G f ki+x2 ( )

onde VP significa que devemos tomar o valor principal da integral
Consideremos agora & integral _
€
I(e; T) -J o'l 2 4a

-£
Temos:

He;T) = % [eos Te - 1]

Vemos que podemos representar a fungso 1 como ¢ valor i:fincipal

T
da integresl
T=-3 vPI(ew;T) (61)
Pazendo, em (61)_,.
7T = ki + X2
e St e i I 2eB) . (62)
XS % X2 3 K2 ¢ _.

Levando (62) em (60):

ot 2
Alx) = -4 -1 B gy ai(u""k“f“)oi‘xa (&x) . (63)
Z(mt J,,

A ldentidade: 2

x
a(kp+—2-§)2=ak2+—‘—§-+kx
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permite-nos escrever: 2
Xu
2
ak“ +kpxp &K]‘ —-:a-
onde x
= _B
Kp kp + 58 °
Portanto:
2 y 1 x§ aK2
ei{a XS+k x ) - = X i
-£ R (ax) = ¢ 48 ~£ PlaK) =
g 2
x
2 iz
T a

- A substitulofio de (64) em (63) dAd:

2
00 akK2. x
5(1) = ——2-1 j ei( T% ) ‘dg' °

3on Loo a
Fazendo 1
@ = Za ¢
ten-8e:
: K2 2
1 ©  j(F— - ax®)
A(I) 8—2— f e a . hd(l (55)
ous
_ 1 0o
Alx) =— j ccm(-%fI ax’) da'=
4ﬂ2 ° "
1 3 ’”C K | da
=';;§ P3N A sen(Aa g 7 )-1; (66)
onde:
A = - 11;2‘ o (67)
Pinalmente, pondo: % |
= ey
2| Al /2

yem:
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| 00 1/2
Alx) = 4—1::2- 1%— sen [-K—I—’%——- ( %ey + e-y)]dy
! ~00
ou
’ 00 . .
—4—1—2 'Bgfj sen [Kll/z cosh y]dy, para A >0,
T =00
Atx) = (68)
00
[-ﬁz -a%‘_joo gen [Kll/z senh y]dyg para A<O0,
Agoras

) 00
f [sen K222 cosh y]dy = 2] aen[KAl/z cosh y]dy =
-00 «Ob _

=2 sen(02 v) oo (69)
1 ('2 - 1)1/2
ey + e-7Y

onde fizemos: v = conh ¥y = s

Mas a dltima integral € igual a T vezes a fungao de Bessel J o

do argumento KAI/ 2 g :
fm aen[K Al/z cosh y]dy =T1J°(K 11/2), para A >0 {(70)
-00

Com¢ senh y ¢ impar em y , vé~se que:
00 :
j sen [K A Y2 genn ylay = O (71)
-0

Portanto, (70) e (71) ddc & (68) a forma:

% & & Ik a2, para a>0,
Alx) =
(72)
0 , parea A <O , __

ou notande que:
& J,(x)

x = J |
= 1 (x)
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podemsf§ escrever:

1. (0?2

1
- gr K= 17z pars A>0,
0

para A <0,

A(x) =4 (72)

L
Finalmente, observemos que gquando A—0 , Jotnl/"’)—-l ; por-
tanto, (72) nos mostra que quandoe passamos por A =0, A(x)
passa por uma singularidade do tipo: ﬁ 3(A) . Obvservemos
ainda que:

Iy (K aV2) . pe 31(1) (K 2Y2), para A>0

0

Re B,V (K 2Y/2), para a<o0 .

Obtemos, asaim, a forma da funcio A(x) , a saber:

A(x) =-4%- 6(:3) --&2 R,i:)ls;l/ﬂ . (73)
Fazendo, nesta férmula:
K = 0
Jbtemos & fungéo D(x) : ”
B(x) =3 8(zD) . (74)

As férmulas (73) e (74) d8o-noe a representacao das funcBes de
Green das equagdes (52) e (24), respectivamente.

I

12 - Integracdio da equegioc nio-homogénea dos potenciais (conti-

nuag@e). Potenciais retardade, avapgcado e ligado e fun¢des
de Green corregspondentes.

Sabe-se que o potencial num ponto do espago tri-dimen-
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sional X e num insthtJ x, » devide a cargas que emitiram si-
nais eletromagnéticos no passado grelativo a X, ), é o chamado
potencisl retardado e tem como expressfos

L

Jg (x',x ~-|2=%"') '
Lnt (I b 4 ) = 41'!'0 f 'Fq 31‘-" (75)

Uma expregaﬁo simétrica a esta, no tempo, éd o chhmado poetencial

avancado:s
(x',x°+|i-§ﬂ)

av (- 1 {E
A (Zex) = 6 Uf-

Ambos os potenciais (75) e (76) edo solugtes da equagdo (24). En-

axr.  (76)

| X-X1|

tretanto, nos problemas de eletrodinfimica cldseica usa-ge spenas
o potencial retardado, cuja interpretacso ff{sica & imediata. A
interpretagio do potencial avan¢ado (76) entra em chogue com a
lei de causalidade: &ste potencial seria a soma das contribumic¢des
trazidas ac ponto X no instante x, por sinais eletromagnéticos
emitidos por carges em todo o espac¢o e no futuro (relative a X, ).
VYeremos ne capitulo II, que 8ste potenecisl avan¢ado & importante
ne teoria elédssica do electron, como foi assinalado por Dirac em
1938.

Néste pardgrafo, vamos mostrar gque a escolha entre (75)
e (76) é fixada pelas condigOes inicials do problema. Mostraremos
que (75) e (76) resultam de fungdes de Green da equacgao (24), a-
Propriadas, e, ao mesmo tempo, daremos & forma manifestamente co-

variante dé&sses potenciais. Vamos definir o petenecial ligede pela

relagaoc:
M8 (x) = 3 [a5Hx) + 43T ()] (77)
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Comegaremos mostrando que & fun¢ao de Green (74) cor-

responde & solugdo (77) prara a eguagéo (24). De fato, temos, se-
gundo (50) e (74):

Au(x) -%‘-f]_)(x-x') ju(x')d" =

- v S e lnx? guanaw

Per outro lado, pela definigdo da fungle & , temos (sendo g'(x)>
>0):

(78)

Se(a) gt ex x = [ZHE} 8le(x)] da(x) =

={g. = ] glx) = 0 (79)
no dltimo membro estd indicado que devemos substituir x por
uma das raizes de g(x) ; a2 integracfo em (79) é extendida a um
ﬁtervalo que contenha uma dessas raizes.

O argumentoc da fungdoe & em (78) & (x“ - ::;‘)2 que
8¢ anula para:

(X - 3% = (x, - x2)2 ,
isto é, para:
xa-—-xq—lx-x'l, (80)
Is=xo+|i—i'|o (81)

RBfetuvando a integragao sbbre x! em (78), teremos segundo (79),
(80) e (81):

X L -
am=#1%uuﬂf*f]mduwﬂum=
X

j (':" x3
- ! ' ' __,...._ +
4Me fdxi axz ax3 [ 2|xo-xg} 1I'=1°-|1'1'| g
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[—“—’ ("’x"’)l (82)
X

2|x°-x'°[ ' o x°+|i'-i"|} )

L&

Por conseguinte, vemos que:
= 4 [ ret. ay = alig
1,(0) = 3 [ (x) + 8%(x) | = aV6(x)

© que prova que a fung@o de Green (74) determina o potemcial 1i-
gado (77) eomo solugiio da equagio {24).

Agora, é fdcll de vér, considerando o mémbro interme-
4ldrio em (82), qual a condigdo iniecial, que devemos imp8r 38bre
A“(x) para obtermos como solugdo o petenciel retardado: devemos
exigir que A“(x, *00 ) = Q'. Para o potencial avangado, a condi-
¢lo 6: A(x, +o0) = O . A condigho é'4xpressa de maneira coveri-
ante exiginde que Lu se anule s8bre uma superficie de tipo es-
pago no infinito passado (futuro, para o avangado).

A fungso de Green que determinm o potencial retardado
é a seguinte:

DLat(X) = D(x) [1 + e (x)] (83)
onde (x) estéd definida em (54) e (55).

A fung@o de Green para o potencial ara&ggﬁo éz
D,.(x) =D{x) (1 - e(x)] . (84)

A verificagfo & imediata.
Fica, assim, verificado também que (75) e (76) sE0 re-
lativistieamsnte invariantes, com as seguintes fornaa\nlternativas,

respectivamente:
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K%%x) = ¢ [B (xx) §(x)aw (85)

Y (x) =3 [ By, (x=xt) 3 (x")aw . (86)

¢ leitor poderd mostrar, sem dificuldade, que (83) e (84) satis-

fazen as seguintes equagdes:
OB, (x) = - 8(x) [1 + e(x)] ,

0%,y (x) = - 8(x) [1 - e(x)] ,

B(x) = 26x) _ o

B

notando ques

(pois €°(x) = 1).
Deetas relagdes e de (85) e (86), poderd conecluir que se tem e-

retivamentes: a‘?et

t 1 _ -
OASH(x) = - 5 3,(x); —fxT— 0.

[JA%Y (x) L 4.0 2
N =-?J}lx)'%‘l_p—= 0.

13 - Representacao da funcao de Jordan-Pauli.

A fungao de Jordan-Pauli D(x) & a fungio A(x) para

Segundo (76)s
Alx) = = 2 A(x) &(x) . (87)

Uma representagac integral de e(x) & obtida por inversso de (61):

a i s iatrdr
-I'ET=——~ V;.Pof e a

que d4:
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£ x i % 1£x'fd :
e(x) = ~ z7 =5 V-P. ® T - (88)
M 00

1

Substituindo (88) e (63) em (87), venm:

Alx) = - (ax) da V.P. !-T-
_5 ai ) o

1(x x +¢ Tx.) 1(1:’21 + K%)a

xe EHTRTR (89)
Substituindo em (89) k, por X, - €7, obtem-se
®
Alx) = = =8 pf““’[ ‘*"a”’-f T %

2.2 o 2
~2iae kT iae<1° ik x,/ ia(k® + K2)
x o TrafNT tas, T ikT) ta(ky

2

Como A(x) ¢é independente de €y s podemos fazer ep—*o + No-

o _2iag k T ..
V.P.f e FP g ounle(x)

-00

tando ques

vem, finalmente:
1 ik, x
Alx) = - W"fe M os(x2 + k%) e(x)(ax) . (90)

E a representacao de Pourier da fung@e A(X) . A forma habitual
é obtida de (90) efetuando a imtegragédo sdbre k, . Tem-ge:

AGx) = - E—i)‘,} 3y .1k.x[] f ] -1k x_ )

x 6(k2 + X%) e(x) ax,

.- (2_“_)3 fd3k 1k, fw( ~ik x, _eikoxo) "
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x 8(x5 + E?) ax, .
Portanto:
_ 1 iE. ¥ Pen k. x 3,
Alx) = - fz' —00 45y 91
, 3 E, (91)
onde: _
K, =+ (2 4 RV2 (o)

Fazendo K =0 em (90) e (91) obtem-se D(x) . Em particular,

para esta fungao tem-se ainda a expressdos

D(x) =g [elr + %) - 8(x - x)]!  (93)"

onde:
r=|{2|.
(93) péde ser obtida de (91) por integragio sSbre os Angulos pola-—
res nd e8pago K e notando que, segundo (92), ko =|k| . Esta
férmula mostra que a fung8o D & singular sébre o cdne de luz,
anLlando—se, de resto, fora e dentro do ¢Sne. Isto corresponde ao
fato de que esta fungBo estd associada mo campo de radiag8o, cujas
ondas 8§ se propagam com a velocidade da luz. Além das expressoes
equivalentes, (90) e (91), da fungio A(X) , podemos obter wua ou
tra, que nos ensina sdbre os pontos em que esta tungﬁo é singular
 ou nula. |
De (87)eﬂt72'), vemos que {notando que A = -xi =

= x§ - 32 )2 _ .

) X
Z%T_E:;E;l/z Jl[K(-xﬁ);/zl.c(x), para xﬁ-(O ’

0, para xﬁ >0

ou, hotanﬁo a definicdo de ¢e(x)s
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1 _K 241/2 2
m (52 1 [x(-2y¥2], 2E <0, 2> 121,
| : |

Alx) § 0, x2>0,

1 .
B e [, o, span.

As relagGes (94) nos mostram: 1) que A(x) tem, no cdne de luz,
uma singularidade do mesmo tipo de (93) (como & evidente de (87)
e (73)); 2) que A(x) se anula fora do cdne de luz (o que cor-
responde ao fato de que ela estd assoclada a um campo que naoc se
pPropaga com velecidade major que a da luz, como o exige a teoria
da relatividade); 3) que, ao contrdrio da fungio D(x) , ela nao
se anula demtro do c8ne (e isto corresponde ao fato de que o cam-
po pode emitir sinais com velocidade menor que a da luz).
Firalmente, vé-se da férmulas (91) que se tem:

(28 | =®

o o
0o que oconfirma o que dissemos em seguida a férmula (47).

14 - O poteneial irradiado e ¢ potencial de Wentzel.

Encontramos, até aqui, estudando a integragao das equa
¢0es dos potenciais, quatro tipos de campe (ou potenciais), de si
gnificacaio fisica distinta: o campo de radiasgao, ou campo no vé-
eno, dado pela férwjla (43), e que satisfaz as eqﬁaqﬁes:

04, = 0 (95)

'o campo retardado, o campo avangado e o campo ligado, dades res--



pectivamente pelas férmulas (75), (76) e (77) (ou (85), (86) e
{17) ), e que satisfazem as equagoes:
- 1 JA -
Hh=-2 3»‘1:":# = 0, (96)
Podemos definir um outro campo, o campo irradiado, como a semi-di-

€erenga entre o potencial retardado e o avangados

A;‘ad (x) = 3 [Aﬁ“ (x) - A3Y (x)] ) (97)

o qual, evidentemente, satisfaz as equagdes (95). Comporta-se,
pois, como um campo de ondas no vdcuo mas interage com as cargas,

ecomo é manifesto na ocorréncia de j# na sua expressao integrals

Aﬁad(x) = %-~£;:° D(x=x"*) e(x—x')j“(x')dw' =

1 00
= - '2*—] B(I—I') J (xu)d'l o
¢ . B
-0 :
O campo irradimdo é, portanto, de tipo distinto dos cam
pos retardado, avan¢ado e ligado.
Pinalmente, vamos definir o potencial de Wentzel. A in-
tegracao na férmula dos campos vistos anteriormente é extendida
a todo o espago-tempo, O campo de Wentzel é o seguinte:
e
AV[x;0] = --%— hjﬁ D(x-xt) j (x*')aw’ (99)
B e i
em que a integragfo quadri-dimensional & estendida do infimito
yassado a uma dada superficie de tipo espago. Depende, pois, em
geral de o 3
59a[x50) _ _ 1

-_n-_bcr(y) T D(x~y) Jp(Y)

‘e 88 Be tem:



w

84 [x;0)]
=0 se (x, -z )2> 0.

So(2) “ #

Resulta de (99) que A: satisfaz as seguintes equagGes:
v
A,
0AY =0 ;-Et-. -%-3 lh(x—x')ju(x')da; . (100)

E ainda consequdneia de {99) que o valor de A: depen-
da da posigdo de x relativa a superficie ¢ . Se x estiver

entre ¢ iInfinito passado ¢ o tem-se:

1:[1;0'_] = A:ad(x;o), para -o <X/ <yo(a) .

ret .
. /\f}, x} Se x estiver no future de o,
,f1¥L___Lv_z___~—-———-1 ter—ne-4:
N .
\/arad
by AV[x;0) = AX®Y (x;0) ,
7/ \\ B [

para X, > y‘s(a) .

0 campo irradiado e o campo de Wentzel foram introduzi-
dos,por Wentzel e Dirac na tgoria cléssica do&letron. Mas sio con-
ceitos, como vemos, independentes da estrutura diacreta das cargas
e podenm ser logo introduzidos na eletrodinfimica das distribuicgdes
continuas de cargas. O campo de Wentzel nao 6, a:ﬁretanto, um cam-
po de Maxwell, néste sentido que nfso obedece as equagtes (96) ou

(95), mas sim as equagdes (100).
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PARTE C. PRINCIPIO VARIACIONAL R PORMALISMO HAMILTONIANO

45 - Recordacao do formalismo na mecfiniea dos pohtoa materiais.

As equagOes de movimento de um sistema de pontos mate-
wisis podem ser deduzidas, como € bem conhecido, 4o prinefpio va-
gsiscionals |

8 L(q(%), 4,(%) at =0 (101)
o que L & a fungao lagrangeana, que depende das coordenadas
w1 t), de éi(t)ss %;? e que, para um siatema conservativo, nio
depende explicitamente do tempo.

A variagdo em (101) é tal que deixa fixos os extremos
do caminho de integracao e nessas condigGes (101) & equivalente
as eguacOes de Buler-Lagrange:

dL d 2L
é_q...;_ d—.t- Tfi- = 0; i= 1929090911 ° (102)

Para os sistemas conservativos, a lagrangeana & a di-

ferenga entre a energies cinética e a energia potencials

L = T-V (103)
¢ a3 equagoes (102 sao as equagoes de movimento do sistenma.
0 leitor poderd verificar gque estas equagdea Sao cova-
riantes em rela¢ao a transformagdes arbitrdrias das coordenadas
44 (o tempo permanecendo invariante)g en partiecular, a transfor-
magdes ortogonais das coordenadas de espago (rotagdes ordindrias),
desde que a funggo L seja invariante relativamente a teis trans-

formagoes.
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As equacoes (102) constituem um sistema de n equa-
goes diferenciais de segunde ordem (nas derivadas de gq; em re-
lagéio ao tempo) e gua integragdo, sob condigGes iniciais dadas,
determina a trajetdéria do sistema, iste &, as fungdes qi(t) .
A introdugse do formalismo hamiltoniane econsiste, essencislmen-
te, na substituicdo déste sistema de n equagdes de segundas or-
dem por outro de 2n equagées de primeira ordem. Define-se o mo-
mento py; candnicamente conjugeado a coordenada qy por:

3L

iii
Mediante estss n equacoes (104), exprimem-se os 4; em fungdo

Pi = H i = l,cooo, n. (104)

dos py; . A funcdo hamiltoniana # entfo definida pela seguinte

relacao:
H =.pi ii - L (105)

onde o8 ﬁi 880 substituidos pelas asolugdes de (104). Nessas
condigbes, 0 sistema papha a ser determinado pela fungso H(g,p)
e as equagoes de movimento assumem a forma:

. ?H JH

Y = Ip, By = Ja; (106)

que 880 a8 equacoes candnicas de Hamilton.

Estas podem ainda ser expressas em ume outra forma,

simples, elegante e de importéncia pars & passagem a meWénica
quintica.

Sejam F(q,p) e G(q,p) dume fungoes das varidveis
candnicas; chame-se par8ntese de Poisson de * e G a expresssao:

oF oG P0G
= - O
[*:6] = 3, %31 - 9 7 (107)
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estando sdentendida a soma sdbre os {ndices repetidos,

Se F n#o depende explicitamente do tempo, tem-se:

ar P . P .
at =-7E; q + —751 Dy
_ou, gragas a (106) e (207):
% =7, H] . (108)

Em particular, fazefido F igual a gy © sucessivamente 2 Py o
obtemos de (10B):

éi = [qivH] H ii = [PivH] y (109)
que é a nova forma das equagoes candnicas. S80 as seguintes as

propriedades do paréntese de Poisaon, de vdcil verificacfo:
[F ’ G] = - [G ’ r] t
[By 0161 + ¢;6,] = o) [Py04] + ¢, [Fy5)]
énde o) e o, sao constantes. Em particular:
(P,c] = 03

[01y + ;%) 6] = ¢y [1,6] + ¢, [2,,6]
[#1%50 6] = #; [F;,6] + [71,6] 7,
[(2.010,]= &1[Pi0) « [76)] ¢,

(P10 [P202g]] + [P3o[F0oms]] + [Foe[P307y] = 1215

Se P & uma integral das equag¢oes candnicas, isto &, se:

(120)

ar(q,p)
dt =
resulta de (108) que:
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[r, B] = 0.
Em particular, a hamiltoniana H(q,p) ¢é uma integral
das equagGes de movimento. Resulta ainda de (111) que se F, e
P, forem duss integrais de (106), [Il, ré] também serd ume in-
tegral de (106).
Segundo (107), s&o os seguintes os parénteses de Poisson

dap varidveis canfnicas:

[qi’ Qj] =0 ; [Pil Pj] =0 ;

[agr pg] = 84y -

0 leitor poderd verificar sem dificuldede que se admitirmos as re

(112) .

lag3es fundamentais (112) e as propriedades (110) e¢ (111) do pa-
réntese de Polsson, poderemos deduzir a férmula (10igb admitindo
que F e G sao desenvolviveis eﬂ?aérie de poténcias nos ¢ e

P . Podemos, portanto, dizer que os par@nteses de Poissom (112),

juntamente com a fungao hamiltoniana, determinam as equacoes de

movimentec dg mecfnica.
De particular importéincia para a integragaoc das egua-

goes (106)é o grupo das transformacoes canfnicas. Uma transfor-
macao candnica 6 uma transformag@o das varidvels 9y » Py em
novas, Q5 , P, 3
Q, = Q;(q,p)
oA (113)
Pi = ?1(Qop) '
de jacobiano diferente de zero, em relagio & quasl as equagdes ca-
ndnicas s@o invariantes. Isto &, se X(Q,P) = H(p,q) é a hamil-

toniana expressa nas novas varidveis, a transformacao canlnica
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(113) muda as equagGes (106) nas seguintes:

K . 3 )
61 = 'S'P—i H Pi = = 'E%;- [ | (114)

A condiceo necessdria e suficiente para que uma transformacac se-
" Ja candniea é que deixe invariante o par&ntese de Poisson de duas
fungoes quaisquer das varidveis din&micas,

Para demonstrar &ste teorema de maneira direta, 6 con-
veniente introduzir uma nova notagdo. Chamemos x o ponto |

(47249, Pyoe+py) do espago de fase, isto &, fagamos:

X1 = QyyeeeyX, = 9t Xpel = ProseesZopy = Py (115)

Iatroduzamos a seguinte matriz de 2n linhas e 2n colunas:

00 LN N ] 010 LN 0 ’ 1 .
00 L N ] 001 LE N 3 0 ) ’ ..o

e L) .s e » nlinh”

00 ... 000 ... 1 | b 1
1“23 -10 ses 000 ... O = -h (116)
0—1 L ) 000 [N o . .. 0

. A linhas
00 ,..-100 ... *-
colunas colunas

BEsta matriz transforme o vetor:

L LI ] 'Ioo [+

P JF 4R 4P oF
'3‘;: ( E ooy aqn 35’1 gevey "é’i"n ) (117)
no seguinte:
P _ P _ oF
10'2 ( ap poresy Jpn gq_l' gosey 'aq_n. ) (118)
Portanto, o paréntese de Poisson (107) é o produto escalar de
% com 102%% :

J d(
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e a8 equagoes candnicas (106) se escrevem:

dx JH
a = 1% 7% - (120)
Resulta de (113), por diferenciagdo, gque:
29 el
121
%P3 )

r BP:L
Chamando X o transformado por (113) do ponto x (115):3

X = X(x) (122)

pX .
e designande com S a matriz de elementos 753- s bodemeos egscre-~
k

ver (121) assim:

ax = 8 ax . (125)
Como (114) tem agora a forma:
ax 3K
at = %3 (124)

resulta de (120), (123) e (124) ques:.

2K ;]
o, 3x =185z

ou, notando que ag =1, onde I é a matriz unldade:

d J
¥ = o805 - (125)

Por conpeguinte, se a transformacio (122) é canfnica; a tramsfor- '
magdo S nas diferenciais das varidveis dinfimicas induz a trans-
fOrmagao 0,80, entre -gg— ° -%%— . Seja, agora, PF(x) ums. fun

géo invariante em relagdo & transformegiio candnica, isto é:

Fx)y = ®x) .
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Sessas condigQOes, sabemos que %—% s8e transforma de maneira con-

¢ragradiente & dX , isto &, de:

( X ax ) = (Bx) 4y (126)
o B LE
| I .2 (127)
resulta:
™8 =1 (128)

onde T' € & matriz transposta de T .
A condigdo necessdria do teorema é provada notando que
a transformagao 9,80, (125) deixa inveriante o paréntese de

_Poiséon de -‘3—; com % s

JF JH y _ ¢ JF JH
= (35, 1180, 33 ) = (5% » 10, 53) -

A puficiéneias do teorema € imediata, pois se:

IF 3 d P
(9519 50) = (574 10y 32 )

resulta de (127), (128) e des

K o 1
X = Tx
que:
g = 02 302

© que estabelece (125) e, em consequéneia, (124).
® corolério da invarifincia do par8ntese de Poisson em
relagfo as transformacgdes candnicas gue as relagdes fundamentais

(112) permanecem invariantes:
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[91’93] =03 [1’1’1’:] =03 (112)

BUC AR
as derivagoes em (112)' sendo tomadas em relagio a 4Dy (em
relagac a Q,P , (112)' sdio triviais),
Uma propriedade importante das transformagdes eandni-
oas (113) 6 que a diferenca:

PgdQy - pydqy
é uma diferencial exata:
P,dQ, - pydq, = aw (129)
em que W & funclo de 2n das varidveis p,q, P,Q .
Epta propriedade pode ser demonstrads da seguinte ma-
neira. Seja 611 um incremento de X independente de 4X e con
sideremos as duas seguintes expressodest

(130)
a = (x, is, 8x) = 9, 5p, - p, Oq, .

En virtude de invarifincia do parénteme de Polsson, temoa:
[4, k] = [a, =]

ou, segundo (119):

A K Ja JH
(5% 30, 3x) = 53 10, 37)

J?onde, em virtude de (125):

A
x ="

als

isto & (veja (130) ):
10,8 = T io0,8x . (131)
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Por conseguinte, gragas a (123), (128) e (131):

¢ax, 1o, 8X) = (ax, io, &x)
ou:s
_ ng 6?9 - 4P, 6Qy = dq, 61)9 - dp,; 6q9 (132)
.que exprime a propriedade (129). De fate, (132) significa gue:

l( R, B, Jdg, i3, ( 0B, 4Q, P, 2q,
Ix, X, T Ox, 94Xy ANCEN Jxk Ix; Ixy

)dxiéxk=0

ou, dada a arbitrariedade dos incrementos dx, , 6:1 t

Q, P q P, IP, aqj P, dq, (133)
0xy Iz in Jxk 711 ax, oxy Fx_k .
Has de (129) resulta
4qQ, q, Pl | (134)
1r—- P = 4
P, y Jxk Jz,k
donde:
)P, Q, OB, oq ’q, o2, 2w
?_.?.. -s;— T— )—f-b Pv J 3 Pra = F] (135)
X3 X Xy 0Ty, O O0X, Xy 0Xy

Trocando, em (135), i com k e igualando o resultado a (135),
obtem-se (133).

A importéncis das transformaces candnicas reside es-
sencialmente na possibilidade que nos oferecem de reduzir o pro-
blema da integragio das equagles candmicas (106) ao de uma dnica
equagao em derivadas parciais (mai§ a resolugao de 2n equagoes
2lgébricas). Bastard para tanto impormos que a hamiltoniana seja

igual & uma das novas varidveis dinémicas, Ql , Gigamoss

K(Qy , P;) = Q) . (136)
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De (114) resulta, entao, ques

6150 y ?1”611 s 1i=X2,...on (137)

r

iB:th é, Ql’o.oqn.g ?2,000Pn ﬂao 211 - l conﬂta‘n'ﬁeﬂ e Pl =8 -
-t , onde a ¢é outra constante.

Como B
K(Q,P) = H(q,p) 51;’,8)
e como, segundo (129):

JW(Q .o o JWQ
Py = %1:'-'} —3 Py —S—ﬁ)—qi (139)

a relagao (136) ¢é uma equagio em derivadas parciais na fungdo in-

clgnita W :
H(gq, - _31‘(;%1&) = Q (140)

onde os Q 880 n constantes. A equacao (140) é a equacio de
Hamilton-Jacobi independente do tempo e Q, é a constante da e-
nergia. |

Encongrads uma integral completa desta equagae - isto
é, uma solugao W(q,Q) dejondendo de n constantes Q , a solu-
gao q(t) , p(t) do probleme & dada implicitamente pofﬁ(las),
dependendo das 2n constantes de integragaoc Qs-0eQpy PoypesoPya.

No pardgrafo anterior, foi apresentado sucintamente o

formalismeo dahmeq&nica do# pontos materiais, na'hipéteae;de que

o tempo n8oc ocorre explicitamente nas fun¢des das varidveis diné-
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“jicas, em particular na lagrangeana e hamiltoniana.

Ao caso mais geral em que tais fungdee dependem expli-

:'citanente de t , a teoria pode ser extendida de maneira simples

8 elegante introduzindo-se um novo parfimetro 6 em fungio do qual
podemos exprimir as varidveis de poasigao e o tempo:

9y = q,(8) ;5 t=1t(8) ;1=1,2,...n. (141)

'Indicando com um ponto sdbre uma letra & derivada em relagao a

%t e com um acento a derivada em relagdo a 6 , poderemos escre-—

ver o primcipio variacionals

5 f Lla(t), 4,(t) , t) at = 0 (142)
8ob a seguinte forma:
6_fI=(qi(0), :—.f%?—l , t(@)) t'(9) a8 =0 , (143)
Chamando:
£(a5(8), t(8), aj(8), t(8))=1(q,(8),4L®) +(6))¢e(0)
t'(8)
(144)
e fazendo:
#(8) = a,,1(8); t'(8) = q'_,.(8) (145)
(143) torna-se:
5 [£(q,(0), q1(8)) ae = 0 (146)

onde o fndice p vai de 1 a n+l .,
A equag@o (146) & do mesmo tipo da equagiio (101) e,
Por conseguinte, se a variagao em (146) deixa fixos os limites

de integrag@o, as equeg¢des de movimento sgo as equagbes de Euler-

~Lagranges

YR UV I
- —5—-'-8 ; I.lﬂl'.lt,n"‘l -
g, d8 a
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0 momento cenSnicamente conjugado a coordenada q'll é, ansloga-

mente a (104):
0L .

p[i = W_ H = 1, cemy n+l (147)
B
o que aignifiea, tendo em vista (141), (144) e (145):
3
pi = ';'% H 1= 1,2,.0.!1 ’ (148)
-8 a L] .
Ppy1= D(ay,94,%) -% qy . | (149)

Resolvendo as n equagtes (148) em relaglo aos &i e substi-
tuindo éstes em (149) , obtemoss
%(qus@u) = Pn+l + H(!ﬂ_s@iyt) =0 (150)

onde H 6 definido como em (105).

A8 equacgées canfnicas de Hamilton s&o, agora, as seguintes:

az H = - az =
q;l + Tp_u H P;‘ -aq—ﬁ ¢ B l’aoogn+l (151)
que 880 egquivalentes a:
o 3 2
q'i = —5%1 H pi Z - —a%; i‘l,coon ’ (152)
4n _ 2H
at 9t °

Podemos formalmente definir o par}nteSe de Poisson dependente do
tempo pela relagao:
(r,6) = 2F 6 _ 4P 96
’ g, v, P, %a, °

Convencionando que F(qﬂ'pﬂ) nao depende de Pnil
(o que se obtem substituindo-se esta veridvel por -H em F ,

segundo (150)):
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P

e irer— Y 0
épn+1

F(a,,p,) = Play,D,,t);

elMceto no caso da fungao % s Pa&ra & gual se tem:

9%

i 1
1

TeRO8S ques
. 3
{r,8} =(r,m) + 3% .
Podemos, ;ﬁg.E‘tanto, escrever:

& = {r 2 (153)
Ame é equivalente a

dF _ IF
t

it + [P,H] . (154)

As equagdes (151) ou (152) sdo, entdo, siatetizadaa_ﬁas seguintes:

o = {op2}: pp= {p,,%] (151)°

desde que ge observe que:s

J Q4 o in 0: imi
'a_ = y '5_ = 3 an coa n .,
Un+1 ’ Pn+l ’ e ’

Una transformacgo candnica § agora definida pelas fungoess

Qy = Qy (qﬂ'pﬂ) 5
Py = Py (q“:P") 9 (155)
ﬂ= lgooag n‘.‘l

que conservam as equagoes candnicass < -

= X v 3-3_1.(.. 3 H=
Q;‘ ?P_u -] P“ ‘;Qn 1] I-l 1,0.. n"']. 9 (156)

"onde K 4 a transformada de # definida por:
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J(, = Pn+1 + K(Qi,Qn*l,Pi) =0 , (157)

Analogamente a (129), (155) é tal que

PydQ,~-dq, = - aU(g,,Q,) - (158)
Se, em particular, (155) deixar invariaate o tempo:
QUuel = 9p41 = %
(158) ad: ’ |
(P, 4Q; - Kdt ~ p;dq; + Hit = -4 U )

de onde resulta:
0(q,Q,%) . p _ 2U(a,Q,t) .
pi=J-3-&?l_)-,ri_ = (159)
3U
K=H..+Tt“a
A redugdo da integrac8o das equagdes candnicas a pes-
quisa da integral completa de uma equacfio em derivadas parciais
é feita, no presente caso, impondo-se que a nova hamiltoniana K
aeja identicamente nula. Isto signifieca procurar ume fungée U

que satisfaga & equac¢io de Hamilton-Jacebi:

d )
H(qi’ % %) +35 =0,

§ =0 3 B =0 . (160)
As novas varidveis Q,, Py, serao, nessms condigoes, constantes
e a solug@o do problems & dada pelas duas primeiras relagées
(159), U(q,Q) sendo uma integral completa de (160).

B, pois, evidenie que toda integral completa d4a equa-

¢ao de Hamilton-Jacobi representa (ou gera) uma transformacio ca

ndnica das varidveis do sistema q,p a8 varidveis de equilibrio
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qQ,P .
Uma importante integral completa da equagao (160) & a

acao (ou fungao prineipal de Hamilton):

8

(s=f Las) ., (161)
]
"o

Pare mostrar que 8 & solugio de (160) basta variar (161):
8
(81, 24
L3 _f% [?%; 5q, + th:‘}%‘;\]de (162)

e tomar para qp(e) a fungao que torna S extremal, o que trans
forma, grages as equacoes de Euler-Lagrange:

L _ & L _ 4
Iq, 48 Jqf

{162) em:

o
e 1y
85 [;o a's (3qr 89 ¢

Tendo em vista (147) e chamando P, » q, a8 varidveis candnicas

para 6 = 91 ’ P“ ' Qu

para © = 90 p vem:
68 (q,Q) = p, 8q; - P, 6Q, . (163)
‘A comparagao de (163) com (158) mostfa que:
S = T
e, segundo (159) (supende Q, ., = 9ps1 = t):

p, =35
i Q4

o8 _
Py(%y) 5 Py = - ;= pylty)
K=E+35 .

Além disso, escrevendo (161) na forma eguivalente:
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¥y
(3 = .Qo L(q, (t), 4,(%), W,t)at),

obtemos, conservando ¢, fixo e 4 varidvel:

ds 28 LK deqy 28 .
-  —_— = + P, Q; o

d tl nl 3qi 1 Etl e
Mas:

a8 ' ' . .

_dtl = L(qi(tl)_ ) qi(tl)’tl) ’

H(tl) = Piii - L(tl) ?
portanto:

d ' .
‘%’2_1 + H(qiv "5%; ) tl) =0 . (164)

S &, pois, a particular integral completa da‘egquagao de Hamil ton-
~Jacobl gue transforma as varidveis dinfimicas do valor 94sP4 eogg
regpondente a t = tl a0 valor inicial Qi, Pi o

Pinelmente, introduziremos a seguinte nomenclatura:

quando resolvemos o problema din@mico integrando as equaqgea
(152), e, portanto, quando as varidveis dinfmicas dependem do
tempo e satisfazem a essas equagées, diremos que se analisa o

problema na

quando resol-
vemos o preblema integrando = equagdo de Hamilton—{goohi (160) e,
portanto, as varidveis ginﬁnicaa Qi' ?& , 4o sistema nao depen-

tdem de 1 , diremos qle pe esiuda o problema na representagfo de.
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Mlton-smodigger . A transformaci&o candnica U que reduz uma

‘representag@c & outra mostra que ambas sio equivalentes.

Além dessas, podemos definir uma representagaoc mixtia,
4sto é, uma representa¢ac em que as varidveis dinﬁmicas Qi,?i
dependem de t e em que se iem um equagao de Hamilton-Jaecobi a
?integraro |

Se a hamiltoniana puder ser escrita

H zHo +.V
em que Ho € a parte que degcreve_o giptema isolado e V & a e-
nergia poteneial, a representagao mixta pode ser obtida iampondo
que a hamiltoniana transformada, K , (por uma transformagao ca-

ndnica) seja igual a H, . Déase modo, as equaglfes 8803

2 )
"(qv?%;* ) + 5% =0
. JH . ), (165)
1 =7%, » Fi=- g,

e definem o que chamaremos a representag8o da interagio.

Um sistema de pontos materiails com n graus de liber-
dade é deserito por n fungdes do tempo, qi(t) . Um campo ele-
_tromagnético é definido por uma fungao Apti,t) {com quatro com-
ponentes) que, além de depender do tempo, depende das trés coor-
denadas de um ponto do espago ordindrio. Se pensarmos easas co-

“ordenadas como fndices da fungao A“ 4 .
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(Ap » X195 Xo» IB(t))

poderempa considerar o campo eletromagnético como um sistema mec#
nico com uma infinidade contimma de graus de liberdade (no caso
de um campo encerradc numa regifo de velume finito, a imfimidade
continua é redutivel a uma infinidade enumerdvel). B, de fato, o
‘formalismo candnico dea mecéinica ordindria pode ser generalizado
para o tratamento de tais aiatem&sf

Coem © campo Ap(i,t) e .gsuas derivadas primeiras em
relagio as coordenadas de/ espago e de tempo, formemos uma fungao
L de modo gue seja invariante em relagaoc ao grupo de Lorents.

Isto & obtido mediante convenientes contragdes dos indices p e

JA
Yy ek A, e —i 3
R ¥ A (F,%)

(vemos logo que L 88 pode ser fungao dos invariantes L§ e

dA .
| (j;f-) . Mas como comeiderbmos as coordenadas espaciais Xq9Xp0%,
como Indices do caﬁpo, devemos somar L 80bre ésses indiees pa-

ra termos a fungao L que corresponds & que figara em (101):

I = fx. dx, dx, dx, (167)
de modo que o prinefpio variacional da eletrodinfimica é:
5 [Tat=0 (168)
ou, gragas & (167)s - :
55Law=e, (169)

As equagdes do campo 8E0 ae equaqﬁéa de Buler-Lagrange, obtides to
mando. a variagao em (169) de modo que a variag@o do campo GAH se

-anule na fronteira da regifio de integrag8o.
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Tem—~8e:
6fI.d'=Jdewf[ sa, + "’(ax ]dw =
by
oL 3
j[; 84, v T up] aw
dx,;

o que d4, apée uma integragao por partes:

(L I
| ‘ 3:,)
A equagao (169) é, pois, equivalente as equagoes:

L ) JL -
T, T =0. (170)
(,x )
Y
A densidade de lagrangeani do campo eletromagnético ne védeue é:
dA 2 |
= -'g'(-x-&) | (171)
para o qual (170) dé:
da, =0, (40)

. @a
A esta equagao é necessdrio impSr-se, para um campo de Maxwell,
a céndigﬁo suplementar de Lorentz:
(31. _ )
T{:‘"’

que ndo decorre de (170).

Uma forma alternada para L° é a seguinte:
JA JA 2
- %(TP- =) )2 -3 Eoz) (172)

para a queal (170) d4 lugar a (40). Tanto néste caso quanto no an-
;'terior a condigdo de Lorentz é postulada suplementarmente afim de
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que (40) seja equivalenfe &s equagdes de Maxwell:

;;f? = 0.
(172) é equivalente a (171) aeaﬁe éﬁe ¢ ceampo se anule no contdr-
no de integracéo. As equagdes (170) 880 obviamente covarismtes se
L 28r relativistitamente invariante. Estas eqnagSea poden ser es
eritas sob ume outra forma, que as assemelha as equagdes (102).

Segundo (166) e (167), I é um funcional de A, e A s

| I = L [Apglg] o
Define-se a derivada funcional de I em relacso a Ap pela fér-

malas
)T ¢L Pl 2L
= * 35 A (173)
TIL 'TI% Xy ) ;H
_ . in .
.ondeno'22 membro, L é a densidade de lagrangeana e 1 val de
la3. FE também:

- ' JA
5L ¢L |
D) W ';I; » A, = Y i (174)
de modo que {170) se escreve: _
. ~ o
: :5'
vl L (175)
TR .

A desvantagem destas equacdes § desiruir a sparé@ncia covariante
das equagdes (170).

0 momento candnicamente conjugado a A“ é definldo,
analogamente a (104), pors

Tl(x)=

" 3 x o= (R,t) (176)

dL
e . <t
0k, (x)
e a densidade de hamiltoniana H pors
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B =T (x) A(x) - L (177)

gando:

LF é expresso em fungao T1 ' Ap -7£ﬂ em (176) e substituide

om (177): \
2 - =
H = H(A,, _E:&L" m) s B=F Il
Considersndo as coordenadas espaciais Xy como indices continuos
do campo, podemos definir a variagio &H do funcional E pela
relac@o:
ﬁ__ 3
f( ik, sa, + 6Tlh)d (179)
que generaliza a diferencial de uma funqao ordinéria.
_ S 9
= Zi,,%i ax; . (180)

De (177) e t178) resulta também que:

T o_ 'L _ 25 o2 g 35 =
5H'I[W51u*lu°"u"ﬂ:“u_ﬂ;“u 52 _AEA“]dx
Xy
= (veja (176) e (170))= J[i“&nﬂ -fea] &z . (181)
- Comparando (179) com (181) obtém-se:
. (x) §H
1 (I) m .; Tl" = - 8_;:(;5 (182)

B \
‘que 8ac as equagdes candnicas do campo eletromagnético.

Assim, o formalismo candnieco nos faz passar do funcio-
nal I [Ap,ip] ao funcional ﬁ[}“;n“] e das gquatro equegdes de
2a. ordem (175) as oito equagio de la. ordem (182).
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0 paréntese de Poisson de dois funcioneis ]‘[Au,n"] e G[AF,'nu] é
definido pela expressac:

[*.6] = {Hﬁ%,—t)' 6116 SRRy (! H (i’ t)]“ = (183}

construfda por analogia com (173). Observemos que da identidade:

A(E D) = [ 4, (F.1) 8,ps(3-0)ady
e de (173), resulta:
8A (3, t)

H:-(?-‘ET = 6(F - x)élu ;. (184)

e cpmo &p‘ e 'T'Iu no mesmo imstante, sao varidveis independentes:

SA (X,1)
3%&(§:;7 = 0 obtemos:
54, (2,t) 68HIy) 3y = 8B [x]

[4,(), Bix] = | u;(m) 5T, (7, ) sm (x)

Obs.: B[x] = H[Al(x),'nl(x)]
Por conseguinte, as equagdes candpicas (182) podem ser escritas
agsims .

Li(x) = [a,(x), B]; m,(x) = [n(x), B] . (185)
Os par&ntaadh de Poisson das varidveis cannicas do campo sdo db-

viamente o8 seguintess
[4,(%,%), A,(F.%)] =0,
[.n“(!pt)p T]A(?Qt)] =0,
[A"(zst)n T‘&(?ot)] = 65‘)&5(2'?) °
As equactes (185) e (186) descrevem o campo na representacgaéo de

Hamilton-Heisenberg. Para passarmos a representag¢aoc de Hamilton-
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~-Schrodinger, efetuames uma transformagao candnica, de modo que
ap(!,q) e Qp(i,t) designen as novas varidveis candniecas do

campo; assim, (por analogia com (158)), tem-ne:

- [0 84,(3,1) - T(%,1) 84, (%,0)} &x - Rat+Rat =-350-

3 g 0 3, _ I8 (187)
*  0m -J¥81§T§:¥j ﬁlu(i,t) +‘3E;ri:%7 6ah(i,t)} 4'x - ?E%‘dt .
;Dai tiramosa: .

Tll-l(!’t) = Hf:?_f,_t)_ 3 51(?,1:) 7 - m&%’—t)— 1 K = ﬁ-l--;-g- (188)

sendo:
dy(x) = [ap(x), x]; QF(::) = [9p(x), ] .

Na rqpreaentaqﬁe de Hamilton-Schrédimger o campo é, pois, descri-

0 por fun¢des independentes do tempos

4, =o0. 4",.0 (189)
e pela equagac de Hamilton-Jacobi:
5 8T b):
H [An '“KI;] + 5¢ =0, ~ {(190)

0 expdsto no pardgrafo anterior vale nio somente para

um campo livre, cuja densidade de lagrangeana é (171) ou (172),
mas também pare um campoi em interagio com uma distribuigho econ-

tinua de cargas. Néste caso, a densidade de lagrangeana é a sona.
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de trés termoa: um, Lo ¢ representa ¢ eampo eletromagnétieco li-
vre, (171) outro representa a dlstridmi¢io de cargas livres, Ly,
@ 0 terceiro 4 a densidade da lagrangeana de interagsc entre o

CRmpO e as carges, Lint g

L=L, +L + Lint . (lhl)
Para uma distriduigio centinna.de cargas, as equagoes de mevimen-
%0 poder ser obtidas de primcipio variaelonal, seguindo-ge a con~
cepgao de Mie. A distribuigdo de cargas 6 assemelhada a um flufdo
continuo, que dividimos em elementos infinitesimais; a cada ele-
mento atriduimos uma massa (positiva) invariante (massa de repou-
80), dm  , © uma carge dq , iavariante. A evolugao d&ste elemen
to é dada pof uma linha de universo, owv melhor, um tubo de univer
80 arbitrariamente delgado. O tempo préprio elementar 4T ¢ defi
nide pela relagao: |

at? = —axﬁ (192)

que € invariante. Finalmente, definimos uma densidade de massa

+

invariante, u, , da distribuigao de cargas, pela iguﬁldade:

dm 4T = p, dw . (193)

2

Tomamos “BoC como sendo I-n . Temos, para a agao corresponden-

te a Lm g
Jig aw= - fuc? aw = - [of am  aT - (194)
ou segundo (192):

ax, d4x_  1/2 |
JLhrdw = 1_fc2 am (2 T at . (19)

O prine{pioc variacional é:
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$fL dw=0 (196)
e que L & dado por (191), mendo:
2 1/2
1 31 2 . 2 2[(11” ax l .

(197)
Lint = %— Ju(x) A (x) 5

jy(x) 6 a densidade de corrente elétriea. Variando, em (196), o

Campo Ap y Obiemos, gracas a (197):

1
C]AuS—-c— {1‘

Variando, em (196), as linhas de universe do flufdo de cargas,

obtemosn:
2 1 '
-5 [, aw + 5[5 3, A dw=10. (198)
Introduzindo a densidade invariante de cargas P, tal que
dx
dq T = p, dw 5 J = ¢ p, ?’cﬁ (199)

vem, para (198), tendo em vieta (195):

dx, dax, 1/2
162 & (am (g7 at)d’t +6_fpo?f'-‘-aﬂdw=0

ou, por (199): iczéfdm (;ﬁﬁd—?‘ d'!.’ + Gqu it Au dr =0

1/2
gﬂ 6(3—'&)‘11 +

dx dx
— —B =

o
iate &: ‘26fdm (ﬁﬂﬂﬂ)

Integragao por partes d4 lugar a (considerando também (192)):

dx dx dA
2 a 4% ™S iyar =
~o® [amg g ( gex,ar + [aq(en, g - 5"p gt 4T

dx 2 dx
= -czjd.n,e —‘I%,—(-d—%)éxpdr +qu(;—2?5z,—a-?|‘— ——Eéxu—d—-t)d‘t =
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1

2 4 .Sfp
= | n,e -Ert(dt )bxpdw + 5 Fpujpbxpdw =0 ,

Por conseguinte, devemos ter:

dx
koo H(T) =52, ¥ (200)

que é a equag8o de movimento dos elementos do flufdo de cargas de
Hie:'
Para obtermos a hamiltoniana, devemos calcular dois mo

mentos, um Ti, conjugado ao¢:campo, dado por (176), o outre, con-

1\
jugado & coordenada do elemento de carga e definido por:

p, = (201)

L
HE o
yrea
Temos, segundo (191) e (197): |

o
n =—avL=_—21u } (202)

ax
1 L gt:ll
P, = = ix = iy ¢ i + p A =
TR Jen 3) ° {(dx")j i/ o )
ax
= §,0 '1114- Po A, - (203)

Poxr conseguinte:

dx ' A 2
i 1 2__2
H=ppe d't*ﬂkiA'I"-'?lcﬂu"'(_L)ix“ ] +
(204)

1 2 2 /2
* (p,=Pph )" - 4 [(pp oolu)-] .
As equagbes canfnicas (182) daos

g 2 . _Po, =2, 2
ip:c T‘u'T\u'uo (p“ponuhv A, Jp+7 A (205)
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isto é:
DA ""'J;J .
B ¢ u
Ae equagGes candnicas para as cargas Sao:

dx )H 2(p, -p AH)_ " pl-l-pOAl-l

°FY =gy = —E2 1/2 ®
TTE ’p}‘ ' Ho [(PA*POAA)zl /
s ™ (206)
P,~P,
g—L_E;cTE"‘— -_-—(plpAl) )—--

JA

A

=< 3z axu

que equivalem a (200),
Na representacgo de Hamilton—Heiaenbarg, o8 parénteses de Poisson

fundamentais da teoria sao:

4, =)y 4,5,0)] = [n(Z,0), 7, (7,0)] = 0
[Ap(i!t)t Tl,(?st)] = !63‘96(3 - )

(186)

L e e

para as varidveis do campo, e:
[x“!xg] = [p“! P’] =0 ;
(=, (V) 2y ()] = &uv;
para as varidveis de um elemento de carga. Observemos que, nesta

teoria, usamos dois tempoa: o tempo ¢ do-campo e tempo préprio

T dos elementos de carga.

20 - Paréntese dg Poisson covariasnte de um campo livre,

08 pardnteses de Poisson (186) referem-se a duas va-

ridveis do campo eletromagnético tomadas em dois pontos do espaco
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tri-dimensional correspondentes ac mesmo instante; isto é, em
dois pontos de um plano perpendicular ac eixo dos t+ no espago-
-tempo. Portanto, @sses parénteses de Poisson especificam um
particular sistema de referéncia.

Para um campo livre, isto 6§, que obedece & equagado (40),
podemos construir um paréntese de Poisson covariante, relativo as
varidveis do campo tomadas em doia pontos quaisquer do espago-tem—

po. Temos, segundo a definig¢io (183)s
is ) i"'v ' =
(4,(2,%), &, (2*,")] (207)

.f 84, (,8) 84, (T',t')  8A,(F,t) 61,(5‘:",t')]d3y .
[GAA(?}t) sy (¥,%)  ~ 5“;(?9*) 84,(¥,+)

Mas, no mesme instante t s A, e T s@&0 varifveis independentes:

B M
54 (%,%)
bﬂl(y,t) = (208)
rose 6A(t)61( t)3
x’ xl' ) . 0

Desenvolvamos A,(X',t') em série de Taylor em torno do instante

P

. a‘”(xt’t!
A,(Z0,%7) = 4,3, 0)+(80 %) \ — 53 (210)
2
1y, o2 (A (3,1) L fey and S
+'§1(t )% 1412 tt=t ¥ 3'(t -+ (Jt'S)t'=t

Tendo em vista gque, segunde (202) e (40):

(’A'ti"t'j\ = ony(2e,1)

It Ji=t
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(321,(2',':')\
1612 ey
e notande (184), obtem-se para (209), por Bubstitﬁigio de (210):

=2 P2 A, (2,t) ,

SA,(X',1)
[A,(2,), 4,(%*,t")] =f6n16(1-§') {5“A(7"‘) +

o 8T, R,t
+ (t'-t)c 3‘:,%‘:;)—)4» 1; e ('&'---*I:)2 912,

SA,(2,4).
«* oy (y,t) *

5 Oy (FE',t)
c4(t'-t)3 v'z W-&- con } d3y

isto &, de (208):
[A,(2,8), & (Z,t)] = [surs(2-7) { (£1-t)cs, ,5(-F)+

Qb

1
-y, Z:o ar(t =02 2 52)7 s(z-3).

(211)

Substituindo no 22 membro de (211), &(X'-X) pela sua integral

de Fourier:

1 =) = AE(X-X) 3
8(%1-X) 2“)_1' x'-x) 33y

notando que,

(7'2)" 8(2'-3) =

( _n)3 J'( 52)11 iE(! -!)d3k

vem:
o0 1

[kf‘(x't)' A.,(i'-',t')] = 326511 EO; (—é;l—'b_l)i (t"t)2n+l

ei}_f(i"-i') adx
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) 2
onde ikox 3[.22]1/ 'S
Mas:
. _\a 2n+l
2;; (%E%%TT [(t'-t) °ko] = sen [ko(x;-xo)]
portanto:s

[A,(2,8), A,(2,81)]= o2 6[.19(—2;1173- X

x j eik(i'-g) sen [k, (xf-x5)] 431 .
cko

Comparando o 2% membro desta férmula com (91), obtemos:
[Ap(i’,t), A (X1 ,47)] = ~cdpy, D(X'-F, t'-1t)

ipto &3

[A:(x), A,(x")] = cépy D(x-x') {#12)
em que D & a fungdo de Jordan-Paunli,

A relag@o (212) é o paréntese de Poisson covariante
das varidveis do campo eletromagnético. A deduc@o dessa férmula
faz use da equagao (40) e, portanto, ela 86 € vdlida para wm cam
PO livre.ou para uma repraéentaqﬁo em que o campo obedega & equa
g8o (40), comportando-se como um cempé livre (céﬁp§ irradiado
(97), eampo de Wentzel (99) ).
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PARTE D
PORMA COVARIANTE DO FORMALISMO HAMILTONIANO
DA ELETRODINAMICA DE MAIWELL

21 - Tensor energia-momentum e hamiltoniana invariante.

A eletrodinﬁgica de Maxwell & uma teoriam covariante.

0 formalismo hamiltoniano, apresentado no pardgrafo 18, tem a
vantagem de edificé-la sdbre bases andlogas as da mecénica, mas
sofre da desvantagem de destruir a aparéncias covariante da teo-
ria, dando um papel privilegiado ao tempo.

Bate incon#eniente pode ser remediado subastituindo-se
as derivedas em relag¢ac ao tempo por derivadas na dire¢ac normal
a uma superficie de tipo espago num ponto e as integracdes adbre
o espago. ordindrio por 1ntegra9§o.aﬁhre faia superficies. No que
segue, especializaremos essas superficies a planos (covariantes)
no espago~tempo. Agsim, pars um dado plano o =a normal é constan
te em todos os seus pontos. Para superficies mais gerais,_o for-
malismo apresenta complicagoOes provenientes da variagao de n,
com o ponto de o0 e perde a analogia com o formalismo heamilto-

niano usual,

Consideremos o prinefpio variacional (169):
8 [Law=0. (169)

0 elemento de volume quadri-dimensional dw num ponto x pode

ser escrito:

dw = du“ 61# (213?
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em gque da“ é o elemento de drea de uma superficie o de tipo

espaco, passando por Xx e 6x“ é un deslocamento normal a esta

superficie néste poato.

Sendo 1:;.}1 anormal a ¢ em X :

podemos plr:

<Y
Q
]

n, do (214)

donde:

do =-n, dcp 3 a2 >0 . (215)

Por conseguinte, segundo (213) e (214)s

Podemos, ainda, escrever:

np bx“ B - 6T o (217)

Se interpretarmos T como o tempo préprio, n“ serd:

dx
De (216) e {217) resulta:
dw = — doé T . (219)

A natural generalizagBo da funcional (167) é agora a seguinte:

I=-1(1as, (220)
de modo gque o principio variacional (169) toma a forma, gragcas

a (219) e (220): |
$ (18T = o (221)

que generaliza a equacio (198).

A derivads funeional de L em relaggso a A generalizagso da
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férmula (173), pode ser definida assims

8L _ ¥ _, o . 222)

Definindo ainda:

oL L
4 " TRg TR (223)
6(33?) 3(3;54
ot '
& - oy %, 7wl (224)
o 322)
a

as equagdes de Euler-Lagrange (170) serao equivalentes as seguintes:

8L d 8L
B, "4t _aa_ = ° - (225)
B 6(E?¥)' _

0 momento can8nicamente conjugado a A“(x)' é:

n —
a L 1 8L
T;(x) = - = o

FY W aA
a(3;*5) 5(375)
[« 4

(226)

que se reduz a (176) quando no ponto x a superficie se reduz a
um plano perpendicular ao eixo dos + .
Se introduzirmos a granﬁeza:

1 oL

Twa T Te 7Y (227)

vemos que:

T = =1 77T

" haly  ° (228)

De importfneia na teoria dos campos é o tensaor energis-momentum:
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oA
T oL A L sy (229)
R ok, oxy

a(.‘,_)xp

2 = 0 (230)

como consequéncia das equagBes de Euler-Lagrange (170).

Comparande (229) com (177), vemos que:

H = Tyy {231)

de (230) e (231) resulta, entdo, que icTy, ¢ uma densidade de
corrente de energia {vetor de Poynting). Para o formalismo mani-
festamente covariante, devemoa substituir (177), que é a compo-
nente 4-4 de um tensor, por uma fungfo invariante, que se re-—
duga a (177) no casc particular em que as superffcies de %ipo es
paco forem planos normais ad-eixo:doa tenpos.

Definiremos, pois:

# = o oL n oAq L (232)
==
Tn
Se introduzirmos o vetor energia-momentum pela relaggo:
teremos ainda:

4 num ponto x & a proje¢do sébre a mormal a uma dada superficie

de tipo espaco, nésse ponto, do vetor energia-momentum.
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A hamiltoniana total b2 , que generaliza (178), é:

JG: - ‘J,%da o (235)

[~ )
a integragdo sendo estendida sdbre uma superficie de tipo espago

previamente fixada. Do mesmo modo, 0 vetor energia-momentum total

é, de (233):
FA ® - ~£ PA do = hrnu TpA do

ou, a vista de (214):

PA___'_= L dal‘ Iph {236)

que se reduvuz, quando ¢ ¢ um plano mormal aoc eixo dos tempos,
a expressao usual:
- 83
1J’r‘kax.
A equagho de conservag@o da emergia (230) exprime o fato gue F,
ngo depende da superficie o da integracao. Pois, segundo (46) e

(236): -

&P _ a7 A
_ éaixi_ X,
e de (230) resulta que:

6PA

so(x) * o .

22 - Equagoes canlnicas.

dA
A dengidade de lagrangeana é uma fungao de A“ e ?i%"

2
L=L(Ap, _5%)

que pode ser escrita da seguinte maneira:
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dA A dA '
L=15 (A, 555+ 0m, Hf.naﬁf) . (237)
Assim, para o campo livre a fungaos

1, %4, (2
L= -'§-(-§i%-)
é idéntieca a:
JA JA, 2 3A 2
Lo -3 [ ¢ mng g - (a5 | (238)

t

e é de imediata verficagdo que (225) e (238) dio:

D*p = 0 [
OA
De (226) e (232) eliminamos nu-gii— (exceto se ocorre na combi-

. d4A A
nagao ‘32%—+ n,n, _FEE_ ) e néste sentido, a densidade de hamil-
a ' -

toniana é & seguinte funcgdos

oA JA A
% = e‘n“ II.A -B-ii-- L= ;@ ("“_EE’L"’ n,'naTx-a&—, —nu) ° (239)

Resulta de (220) e (237), de um lado, e de (235) e (239), de ou-

tro lado, que L e ¥ 880, respectivamente, os seguintes fun-

cionais: ‘
- A — dA
L=1 [L“, n1'3§§_] = L [AF,-EE?']; (240)
% = 32,[.4“, 'l'lﬂ] . (241)
Agora, a variagao de i& s que generaliza g férmula (179) &:
7 % 8%
§ % = —j[—gTﬂ GA“ + -g_n—u 61’1“] do . (242)

Por outro lado, de (235) e (239) vems
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2A 24 _
8% = -j[wua(en,n;’t‘:) + en, Hi:"‘—emu] do - 8L =

) > (243)

A A
(por (240)) - j'fnpb(cnk-giﬁo * enA-E;:-GﬂF] do  +

LY
+J'[3% 5Ail+ —3—}- 6(1—#)] do .

Se notarmos que:
dA JA

It "'nx'ﬁa ’

A
oa termos em 6(qu? cancelam-se em (243), gragas a (226). levan-

do em conta (225) e em seguida (226), obtem-se para (243):
- JA _
8% = - [ [(n) (emy 328 - an%f‘—xl;,upl do . (244)

Comparagae de (244) com (242) dé-nos finalmente as equacées cand-

nigay: s
o A
°n) 7z, = L T (245)
B A M
Estas podem também ser escritas assim:
dA an 5
" ,g-j—2 . ' R = %
°qr TEn, ¢ °TT T, (245)

Uma outra forma elegante das equagbes candnicas & obtide se intro
duzirmos os seguintes funcionais de superficie para o campo:
Afo] = - j’ A (x) a0 ;

. 7 (246)
"I_'lp[a] = - Lﬂ“(x) dc .
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Notando (215) e aplicando a férmula (46) s (246), obtemoe para
(245):

84 [o] 73 81 [a]
pot o 8 . o B _ 8% 2
¢ So(x) 6Th(x7 ¢ So(x) élu{x] (247)

E um cdlculo simples verificar que a densidade de lagrangeana
(238) do campo eletromagnético livre conduz & seguinte hamilto-

niana:
A 2
2
7&=— [c 'n +(-5—"—+n,, aéxa) },
As equagBes (245) s@o, ndste caso (lembrando-se a definicao (222)
da derivada funcioneal ):

(248)

en, -3—“— = ezﬂp

a'ﬂp J ] 2
“a ox, T (3x& + BB 75 )" Ay

qQue conduzenm as

C]Ap=0

apée a eliminagao de T, » desde que as superficies o comside-

radas sejam planos (de tipo espage).

23 - EquacOes candniéas e parénteses de Poisson.

O paréntese de Poisson (183) & generalizado & seguinte

expressdo covariante:

re) - - (il B - lm wkw | - (29)

Tomemos Ap(x) para F e b , para G . Da férmula (47) (o(y)
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sendo um plmmo de tipo espago que passa por x ):

A0 = () BG83y Dly-x)de (3) =

y)
()6 2 3 (250)
J;(y) 4,(7)%,, 8,55 D(y-x)ao(y)
resulta (notando a definigBo (220) para o fumciomal (222)):
54 (x) )
33:157i= ~ 5Ap O D(y-x) . (251)

Considerando Ap(x) e ‘np(y) como varidveis independentes, des-

de que y esteja fora do cdne de luz de x :

SA (x) 2,
—5‘-(—55“’[, = 0, (xu-y") 0 (252)

obtemos para [A“(x),z] :

5% | 5
[a,(x),R]= Lgn—u(;y n, 3‘% D(y-x) do(y) = 5m, () -

Por conseguinte, as equagGes candnicas (245) tomam o aspeeto:

2, (x) _ (x) .
em = (4,0, 5 e T a0, %] (253)

com expressao andloga para (245)7,

Na representagao de Hemilton-Heisenberg, os parénteses de Poisson
fundamentais das varidveis do campo referem-se a estas varidveis,
tomadas em pontos que estao fora do cdne de luz, um do outro (ge-
neralizagao covariante de pontos simultfneos).

Sao os seguintes:
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[4,(x), Ag(3)]= 0, (‘u"’u)2>° 3
(@), 7 (D=0, (x302>0 5 (256)

§ 8,02,y (0)] do(y) = -buv (255)

g s8sendo uma superficie de tipo e8pago que passa pelo ponto x .

De (255) decorre, por intermédio de (228):

A,(y)
fc[ (x)ar-L] do,(y) = -cdp, . (256)

Tem-se aindas 24, - -
ja[ﬂ#(y)s i) fa(r) do(y) =
(257)
6“9('5__*1 a™p Ax 7x, ) (%)

sendo Ia(x) uma fungd@o arbitréria. V8-se que se:
£,(x) = n_ f£(x) ,
[y 522 0 2(3) ao(y) =
“ y )xa a y Y H
a .
consistentemente com a segunda férmula (254). Estas relagdes sao
naturalmente obtidas de (249).
As equagGes candnicas (253) podem ser ainda postas sob

uma forma elegantie e sugestiva. Resulta de (247) e (253) que:
n, [d]

egf;,— [4,(x),% ] ”’W?ET (nx),%1.  (258)

Mas, em virtude de (235):

84 (ol

eﬁf—ﬂ— f [1 (x), i (y) ] aoly)

com consequéneia da simetiria dos pardnteses de Poisson (254)-(257):
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-

[, %] () = [[a,(5),%(x)] aoly) = [4 0], %(x)] .
g o

Portanto, obtem-se para (258):

SA [o] '
o-g‘-,l(‘?)—- [Au[a] ,?&[An(x),...]] :

259
énu[a] ( )

e
$o(x)}

= [N, o] ,%[Ap(x),...]] .

Os parénteses de Poisson (254)-(257) e as equagGes candniecas des-
erevem o campo eletromagnético na representagac de Hamilton-Hei-

senberg.

24 - Equacao de Hamilton-Jaeobi covariante.

A passagem & representagdo de Hamilton-Schrédinger & e-
fetuada per uma transformac@éo cendnica. A equagac que generaliza

(187) é:

_ja {9H(x)6@“(x) - T (x)84 (x) ] do - Xavs B gy .

= =50 =j{%‘§(;)' 61“(1) +T(;)‘ 8a (x)} do -JT at

donde:
ORE v O RERACERS w ol (260)
K =H+ e ig o

A equa¢ao de Hamilton-Jaccdi é,pois, a seguinte:

Z[An(x),Ti—(—Eﬂ] +028 -9, (261)
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Se fizermoss

0=~ LU&O‘ ’

-g—qz-jnlaul da=-J-§% do

(261) apsumird a forma:

{i] [+)
76[A"(x), 64, (x ]+ o 605:5 =0, (262)
sendo H, a densidade Hamiltoniana (invariante).

25 - Par@ntese de Poisson covariante de um campo livwre.

Os parénteses de Poisson (254), (255), (256) e (257) tém
forma covariante e valem para um campo livre ou ez interagao com
cargas, na representagac de Hamilton-Heisenberg. Mas tém a restri-
¢80 de que o8 pontos nos quais as varidveis do campo sao tomadas,
estao fora do éﬁne de luz, wm do outro. Para um campo que obedega
a equagiio d4os campos livres, o paréntese de Poisson (212) vale pa
ra dols pontos qualsquer do eapsqo-tempo; A sua dedugao foi apre-
sentada no pardgrafo 20 por métodos usumis. Aqui, daremos uma ou-
tra dedugdo da mesma férmula, usando spenas relagGes manifestamen
te covariantes. Dados dois pontos éuaisquer X e Yy , exprimamos
Ap(x) pela férmula (43) (pois o campo &, por hipétese, livre), o

superficie o passando pelo ponto y 3

34 (x?) 2D(x~x")
£,(x) = ‘L{D(x-x'-) e - M) 5| e}

e substituamos esta relacgéo em [Ap(x), A, ()]
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| N(x) JD(x-x")
[4,(x), 4,(9)]= {' {D(x-x') [—,“;:.:—.A,(y)] -[Ap(x').t,(y)]—:—:;—

dai .
Mas comp o contém y
2
LI ]
(Ii.l yu) 0

logo, segunde (254) [Au(xf), A,(y)] = 0 , donde:

-~ A (x?
4,00 & ] = [ Dax) [P, 0] agg

o gque 44, gragas a (256):

[A“(x), Ay(y)] = ebpy D(x-y) . (262)

26 - Representacéio da interagfio e campo de Wentzel.

0 formalismo covariante para um campo em interag@o com
upa distribuicao continua de cargas, na represeniagio de Hamilton-—
-Heisenberg, ¢ simplesmente obiido substituindo, no pardgrafo 19,
a hamiltoniana do campo por (248). Assim, (204) é substituida por:

oA 3
1§22 Ay, 2
% =3 {c n +(rlx, + nyn "‘a) ]+u°(pp-po AH) -

- i {(pp _ poAg)zl 1/2 ) (263)
Nesta representagao, como foi dito antes, as varidveis do campo
obedecer aos parénteses de Poisson (254) - (257) e nao vale a
férmula (212), pois que o campo satisfaz a equag¢ao inhomogénea.
Podemos, entretanto, usar ums nova representa¢fo, a representagzo

da interacfo, na qual a evolugao do campo é determinada pela ha-
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miltonians da interagio, &sse campo obedecendo, porém, & equacao

do campo livre e a relagdo (212). Porhamos, para (263):

X%, + %
ondes;

1/2

I T 2 _ _ 2
% = i (=P, 4,)° - 1 {(p,-p, A) | To. (264

Efetuemos uma transformagao candnica definida por (260) e imporha

mos s8bre U a equagdo:
T _ '
Z,o-u-cﬁ-o, (265)
EntBo, a nova hamiltoniana seré:

X =%

e portanto, a equagio candnica do campo é:

da (x)
e—8— = [Qa (x),;%*].
ar H
Como (265) é a equagso de Hamilton-Jacebi de um campo livre, admi
tiremos & relagéo de Poisson (121) para (. Resulta de (212) e

M
de (264) que:

a
e E_$£:1.= .[ D(x-x*) jp(x') do' ., (266)
dT o

Integrando (266), vem:

Qh(x) =

Gl

f 0 ‘Ln(x-x') Ju(x') dot 41 =

=00

% . (267)
j D(x-x*) :lu(x'),..dw' 3
-0

(267) é o a8bro do campo de Wentzel definido pela férmula (99).

]
Q-
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Notas e ref as ' 5}

Capftule I

A importfincia de um formalismo manifestamente covariante para
a eletrodinfmica fol assinalada por S.Tomonaga, Progr. Theor.
Phys. 1, 27 (1946) que o desenvolveun para a teoria equfntica.

Enviamos o leitor aos itrsbalhos do notdvel grupo de fLsicos

japoneses: Koba, Tati e Tomonaga, ogr.Theor.Phys. 2, 101

(1947); Kanesawa e Tomonaga, Prog.Theor.Phys, 3, 1 (1948);

Myiamote, Progr.Theor.Phys. 3, 124 (1948); vér ainda Scehwinger
Phys,Rev, 73, 516 (1948); 75, 651, (1949); Dyson, Phys.Rev. 75,
486 e 1736 (1949); Feymnman, Phys.Rev. 76, 749 (1949).

$f1-6, v8r os textos de eletro@in&miea e de relatividade, por
exenmplo, Abraham, Theorie der Elektrizitaet, Leipzig (1908);
também a edigio de Becker; Sommerfeld in Frank - Migses, Differ
ential Gleichungen der Physik, 22 vol.; Heitler, Quantum theory
of radiation, Oxford, Pauli, Encyklopedie der Mathematischen
Wissengachaften, V,pg. 539, Leipﬁié (1921); Von Lane, Das Rela-
tivitaetsprinzip, Braunschweig (1913).

$ 10-13, vér Schonberg, Rev. Un, ¥at., Arg., vel.l2, P&o 238,

1947; Stueckelberg, Helv,Phys.Acta, 1I,pg.225 (1938); Schwinger
ref. 1.

$¢15 e 16, vér Whittaker, Analytical Dynamics 4a.ed.,Dover (1944)

FPrank - V.Mises, Differentialgleichungen der Physik, II,cap.2.
$814, 17-26, vér Leite Lopes, An,Acad.Brasil.Ci., n® 4 (1950).
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CAPITULO IT

S RON P 3]

PARTE A - EQUAGOES PUNDAMENTATS DA TEQRIA

1 - Introducho.

No capitulo precedente, estundamos os fundamentos da e~
letrodinAmica de Maxwell, segundo & qual o campo eletromagnético
interage com distribuigoes de cargas supostas continuas. Néste
eapitulo, estudarenoa'ééno é posaivel oconstruir a eletrodinfimica
cléssica na hipétese de que tais distridbuigGes ndo sejam continuas
mes constituidas de corpidsculo ~ os electrons. Admitiremos, que o
electron nfio tenha estrutura, sendo um corpisculo puntiforme. De-
pois de estabelecidas as equa¢oes fundamentais da teoria, analisa
remos a teoria de Lorentz, apresentando-a sob forma coveriante, e
a teoria de Wentzel-Dirac. Para um electron puntiforme, a teoria
defronta-se cor a dificuldade de que o campo retardado por &le pro
duzido, 6 infinito na sua linha de univefso e, por conseguinte, a
equacfio de movimento do electron nsgo pode, a rigor, ser estabele-
cida de modo a levar em conta a reac¢fic da radiagao.

Uma equaggo aproximada é estabelecida na tevria de Lo-

rentz; na teoria de Wentzel-Dirac, obtem-se uma equag¢io rigorosa.

2 - Densidade de corrente e densidade de massa do elgetron punti-
forme.
Un electron puntiforme tem uma carge invariante e cons-

tante e e uma massa em repouso By o Estas duas grandezas, jun-
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tamente com a velocidade da luz no vdcuo ¢ , constituem as trés
constantes universais da teoria clédssica do electron. Conasiderar
o electron como puntiforme significa conaiderar'a'cada instante
uma carge & uma Regsa el repouso que se anulam em todos o8 pontos
do espago tri-dimensional; exceto na posig¢do ocupada pelo electron,
na qﬁal t8m, respectivamente, o valor e e m o Nessa posgigao,
sendo v a velocidade do electron, a corrente § ev . Embora, ra
re uma tal distribuigZo de cargas ndo seja possivel definir uma
densidade de corrente e uma densidade de massa como fungtes regu-—
lares, é oconveniente introduzir €stea conceitos fazendo-se usa da
fungao imprépria de Dirac. Se;, no instante t , o electron esté
no ponte 2(t) , podemos escrever para & sua densidade de carge e

de corrente, respectivamente:

p(i,t) = eb5(x-2(t)) , (268)

—tp

HEt) = e 78(xE4) ;=8

Aa definigoes (268) satisfazem as duas condigtes:
jp d3x =€ ,
£+T.7 =0,
que exprimem o fato de que a carga total no espago 4 a do elec-

tron, e a sua conservagao. As relagdes (268) podem ser siftetiza-

das numa dnica, que torna evidehte a sua covariéincia:

0D
Ju(x) =ce lm %E# 8(x-z(8)) ds , (269)

em que g éo tempo préprio Ao electron:
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dzﬁ = - d32 5
dz
y e
z, = zu(x) i 3s - O

8(x-2(8)) = 8(x -2 ,(8)) 8(xy-24(8)) 8(x,-2,(8)) &(xy-25(s).

Que (269) & eﬁuivalente.a (268) resulta da aplicac2o & primeira da
£érmula (79), pondo-se g{x) = x, - 24(8) ; obtém-ses

3u(x) = e

®

= %E#ﬁ('x’—i(n)) -
Es L +] Q

- o T2 8(Z-E(1)) .

Podemos também definir a densidade de massa (de repouso) pela re;

lagos
¢ 00

ho=m, [ 8(x-5(s)) aa . (270)

-00

3 - Princfpio variacional e equagtes fundamentais da teoria.

Substituindo (269) e (270) em (197) e tendo em vista
(220) e (221), vemos que o prinecipio variacional pars um electron

em interag®o com um campo eletromagnétieco &:

s{Tar = o, (271)
i = io + im + iint 9 (272)
- 2 2
I'o = %“ _L. (T:%) do 9
L= [ J m, o s(z-a(s)) a0 as , (273)
o =00

00
Iint =-e "£-'i;o %%“ Ap(x)ﬁ(x-z(s)) do ds
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ou, notando (219):

oA dz
1
-6,‘[1:0 e2 ds --5-6_f(;§§)2 dw + e éjiagg A“(z) ds = 0 (274)
De (274) resulta, como no pardgrafo 19, cap. I, a equagao de movi-

mento do electron:

2
2 4z az,
Bo® ;*8—2“ =el, (3) PP (275)

o 2% membro de (275) é a forca de Lorentz.

A equag@o do campo eletromeagnético é:

00
Oa,(x) = - e f 4 5(x-2(s)) ae (276)
-00
A8 equagdes (275) e (276) s@o as equagSes fundamentais da teoris

a8

cldasica do electron puntiforme.

4 - Potencial retardado de Liénard -~ Wiechert. Teorias de Lorentgz.

Afim de determinar o movimento do electron, isto &, a

sua lipha de universo, devemos integrar a equagao {(275) e obter a
fung¢ao zu(s) Bob condigoes iniciais dadas. Para isso, devemos
conhecer Fuy(z) . Bste campo &, por sua vez, determinado pela so
lug@o da equagdo (276). Vimos, porém, ne pardgrafo 12, cap.I, que
uma tal equagdo admite vdrias solugoes, precisamente, o potencial
retardado, o avangado e.o ligade. Na teoria de Lorentz, o poten-
cial retardado é escolhido. Devemos, portanto, nessa teoria, de-
terminar A:et (x) , daf obter Fﬁft (x) e chloular o campo na

posi¢ao 2z do electron. A &ste campo, poderemos somar um outro,
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P:ft (z) , o campo externo, cujo potencial satisfaz & equag@o ho-

mogéneas

DA:’“‘ (x) =0 .

0 campo externo é produzido por outros electrons que excluiremos

da regiao em estudo.
Assim, & equagao de movimento do eleetron, de Lorentz é:

dcz dzg '
me® —gt = o [FIST (2) + BT (2)] o5 - (277)

Como Fizt (2) & o campo produzido pelo electron calculado na po
sicdo déste, chamamo-lo & rea¢g8o da radiagao sdbre o eleetron.

0 potencial retardado do electron & obtidp, substituinde-se jp(x)
por {(269) em (85). Tem-ge: | '

00
Aﬁ“ (x) = e_fdw' D_4(x-x*) j .:_EE 5(x'-=z(s)) ds,

ous © %
A () =gt faw [ s 8([x-x]) (Leelz-x0)) X
-00
x 8(x'-z(8)) %E“ =
d
= I%T_f-oo 6([xA-zA(sﬂz)(l+e(x-z(a)) E;ﬁ ds (278)
-00

Como admitimos %§2d>0 (vér relacBes que seguem (269)), segue-se
que zo(a) é fungao crescente em s ., Quando 8 crepce de =00 a +
o, X, - zo(a) passa de valores positives a negativos., Seja

8, o valor de & tal que:

x, = z5(8,)
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x°<st), pera s>s8_ .
Resulta, entso da definig8o (54) de € que:

2, para B <8,

O, para 8 >8 o

l +¢ (x—z(a))x\
0

Logo, (278) assume a forma:
8o
d
Aot () =22 8(lx-ay(e2) G as, (279)
-00 .

o que d4, utilizande a férmula (79):

2
ATt (x) = - z%[q(;:_—,l;]_zo(a).-.xo-li-i(a)l (280)

no segundo membro eatando indicado gue devemos substituir »
L .

pelo valer obtido da relagso:

daz
- -1 . o=
zo(a) = xo-li-z(s)l, 223 - (281)

Esta dltima define o tempo préprio retardado. (280) é o potencial

de Liénard-Wiechert. De (279) resulta:
aAret 8¢

X = o j £, (x,-2,)8"((x)-2,)°) ds
=00

onde o acento representa a derivada de & em relaglo ac seu argu

mento, mas:

&0 ~z.}2) = 88 1 —
N ((xl SA) ) da dl(xﬁ(e))zl
logo: . ds
24%°" ° g (x-2,)
2 v d 2
it B e LSRR
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%o £ (x,~2y,)
= %% joo %; [_L(—)-EA XN ] 6([xa-za(s)]2) ds .

Vemos, portanto, ques

pret oy _ e [u 1 ry iu(x,-zg)-io(x -z )]

z.(x,~2,) zo(s)=1°43-§&gy)

ret e vizi-

Devemos agora, mediante (282), calcular Iu,

nhanga da linha de universo do electron. Suponhafos o ponte =x

nespa vizinhanga de modo que, 8, sendo arbiftrariamente Pequeno,

possamoa plr:

x, = zp(so) +a,

z“(ao) sendo um dado ponto da linha de universo. Podemos admitir

que a, seja ortogonal & linha de universo no ponto zu(ao) g

(8." 5“ B-—"—ao = 0 a (283)

Suponhamos, ainda, que o tempo prépriec retardado, definide por
(281); e no qual devem ser tomadas as expressdes (280) e (282),
difira de 8, Por uma quantidade arbitrariamente pequensa o , de

mesma ordem que a, (g = 1,2,3,4) 3

8 = 8B, -0 o - (28%)
Poderemos, entao, desenvolver o campe (282) em série de Taylor,

em torno de 8, o Temos:



L 23 Ry o
uzp(a ¢) a, +ov, -50 ';.;4'603711 cen
. 1 -

dz . dv
Vuﬂafa'ﬁ,'rs-—“—

Daf, parando em o> e considerando (283)
£ (x,-2) = -0 ~o(a, V,) +3 % (a, ¥,) -2 & 7,2+ ...

em que usamos as relagdess

2
e: : =
Vu vp 0

" .« 2
vuvu-l-vp,_-o.

Portanto:
[,(x,-2,)] ™" = a2 [1+ 8, %] (1 + L ola,¥,)- 2 6242] (286)

Também (285) resulta:

o 1 s .
a, ~ovae -50° v v +

i&(x,-s,)-i,(x -z ) =¥ m

B R B
2

+ % g ;p a, + % o 'v'u v, = [n—>] (287)

onde o dltime termo indica que devemos subtrair dos termos ante-
riores os obtidos pela troca de u eom » .,

De (286) e (287) resulta:

[] - _1
iA(xA"’A) ko -[14-&2\ 'J\] {c v" a‘,-\r}l a, -

1 - 1l oo 1l 2o 1 o 1 .2 :
SFOVY, +FOVE, +F VY, +5 e VVa~-T crvlvpa,—[p-——w]}.

(288) |
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A derivada em relagao a s de (288), pode, segundo (284), ser

subsatituida pela derivada em relagﬁe a o com o sinal trocado:

o HEEIBO) o [t - iy
+ %‘- ;li a, + -§- a;}‘vl-‘, - %vﬁ v 8, -[p—-ﬂ?]] .
Portaﬁto, vem para (282):
Figt (x) = ﬁ.[lmki’rl]- {-053‘7“3,”%-‘;“%- % cr'ata,,ﬁ:JL Ve, +
+%a‘1 '{rpa‘, +§-Vu v, —[u—w]}o (289)

Para determinar o valor de o , observemos que, segundo (281):
- e .
(z, zu(a)) 0

e, portanto, notando a primeira relagie (285):

2 '
ai - 0% - (aA VA) + 5-03(a1 vx) - 04 v, =0 . (290)
Como &, &6 um vetor dé tipo espago (vér (283)), aﬁ é positivo.
Ponhamos:
2 2
a, = ¢

onde & &€ um nimero real. Além disso, o & de mesma ordem que
€ ;, logo, pondo em primeira aproximag8o o = £ teremos para (290):

L] o0 .2
?-d? e ) +3S3 (e, F) -F et =0,

logos -1
o2 = [1+al ii] [22 + 5—& (am 'A) %; et 'i

isto é:



. =1/2 o .
o=cflea, ;] T [1e Felay, F) - 55 EvE]. (201)
Substituindo (291) em (289), obtem-ses
~1/2
t - o
FSE (X)) = - o [14e,7,] {-e 3vﬂa’,- 3 e Vv, [1-a,7,]-

- 3-z'1 vi v, 8 ¢ % L ?h a, +-§ ?u v, -[g—ﬁvl}.

Portanto, notando (283) e (285*):

-1/2
ret e ° I =1 - . 2 o0
FI-H’ (x)v\, = i [14-9,171] {- Che vp[l-alvl] tyV, o+
+ =3 8, +-%‘£ iiap --%—e %ﬁa - § viv } (292)

Finalmente, para obter o termo e F:?t (z) vy do 2¢ membro de
(277), devemors fazer &, logo & , tender a zero. Vemos que os
termos em &£ de (292) divergem. Na #fdoria de Lorentz, esta difi-
culdade & contornada, fazendo o cdloulo de maneira aproximada:

1l) admite-se ¢ electron instantdneamente em repouso; 2) admite-se

. K -~
8) V)< 15 3) toma-se a média sdbre as diregoes de a_ , 0 que e-—

B

limina o8 termos em a“ .

Sendo, pois: _
Vi = c, Y = i 3
fica-se com a seguinte férga, de (292):
e? 1l 1 u'k

= = (-2 L BE 2

5w

onde: 2
| u,k - %‘;k— 9 u'k = e Zk ’ etc.'
at?

e, portanto, com a seguinte equagcao aproximada:
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2
T2 _ 21 ®x L2 k), . gext
I & 2 2 3 3 k *

piid
(v} dt2

Englobando na massa do electron o terme divergente que ainda per-

manece:;

2
1 e 1
m B o+E — (293)
o 2 4“02 3
obtém-se a equac¢ao de Lorentz:
2 3
| Zy e2 a Zy ext

" _ _
at2  6Me” At

6 - Teorla de Dirac. Cappo de radiag@o do electron.

A equagBo de Lorentz (294) & satisfatéria para situagdes
em que a variacao do campo nao é muito rdpida e a acelerag@o do e~
lectron ngo & muito grande. Seguﬁdo & teoria de Lorents, & massa
do eleetren pode ser considerada como de nakureza electromagnética.
Basta, para isso, fazer em (293) m, = 0 e ajustar & a0 valor
experimental de m . O 2¢ termo de (293) & a energia prépria do
electron resultante de sua intera§§o ecomm a reagao da raediagfo. Pa-
ra um electron puntiforme, ela é infinita.

Como a equagao (294) descreve bem as situagdes experimen
tais nas ocondigdes acima mencicnadas, é natural suspeitar que a e-

quagao exata para um electron puntiforme seja do tipo de (294) com
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apenas as modificac¢oes exigidas pela relatividade. Analizando

(292) vemos que os termos finitos, ao fazer-se a,—O0 s3o %-?h
e - %-%i Tp s de modo que, se admitirmos que os termos divergen-
tes devem ser omitidos, a equagao exata é a seguintes
m_c® EEEE e2 ext azy
° a2 -5 T Y +3 Ifﬁ"A , = e Fiut (2) 3o o (295)

A equaggo (295) é a chamada equacao de Lorentz-Dirac. Dirac a es-
tabeleceu em sua teoria de 1938, admitindo que o campo que reage
sdbre o electron nao é o campo retardado mas & semi-diferenca en-
tre o retardado e o avangado. De modoe gque, nesta teoria, a equa-

¢c8o de movimento (277) é substituida pela seguintes

2
m e 2 %...__E. = e [ 1’ (Fret (z) - FEV(S) + Fext (8)] % (296)
a8

0 leitor poderd verificar, tomando como mod&lo o cédleulo feito no

parédgrafo 5, que, de fato, se tem:
3 (FIF (2) - PV (2) = - § & (Fw -Fyv,) . (297)

A pemi-diferenga entre o campo retardado e o avangado é admitida
como sendo o campo de radisgao, precisamente para subtrair os
infinitos da teoria, deixando uma reagso da radiagaoc do tipo de-

sejado.

7 - Formg hemiltonians da teoria de Dirme. Processo lambda de

Wentzel,

Vimos as equag¢oes fundamentais da teoria cléssiea do

e s —
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electron puntiformes

2
i~z dz
2 y
moc ?E' = @ F*, (x) ds (275)
parae o0 electfon; e:
. ®©  az
UAh(x) = -e'uj— EE& 5(x~z(8)) ds (276)

para o campo produzido pelo electron., No pardgrafe 5, déste capi~
tulo, viu-se que a solugao retardgdh {e também a avangada e a li-
gada) diverge na linha de univerap de electron de modo que as e-
quagtes (275) e (276) nso tém solugdo exata. Viu-se, também, no
pardgrafo 6, que o campo radiados

F:?d = ret Fav ) (298)

%'(rpv = Ty
é finito na linha de universo do 9lectron e que Dirac propds pre-
cisamente inserir-se éste campo no 22 membro de (375). Isto, en-
tretanto, significa abandonar a eguag¢8o (276) come definindo o
campo que reage sdbre o electron uma vez que (298) nBo obedece a

esta equagfio e sim a equagdo homog€neas

| o = o .
A forma hamiltoniana da teoria de Dirae pode ser obtida utilizan-
do-se a representacao da interagao e o campo de Wenizel, introdu-
zidos no pardgrafo 26, Cap.I, e aplicanﬂo-os e um electron punti-
forme. '

Antes, estudéemos o campo de Wentzel de um electron:
e D(x-z(8)) i 48 - (299)
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Se o ponto x estiver no interior do semi-clne de luz do futuro
de z(s,) s

(x)-2(8,))2< 0 , x;-z,(s,) >0 ,

entao, (299) é zero porque D(x-z(s})
se anula gquando 8 varia de -o0 a

8, (£ig.l). Se o ponto x estiver
fora do cone de luz de z(so) (£ig.2),
haverd um ponto da linha de wniver-

80 que & ligado & X por um sinal
luminose e contribue ao potencial re
tardado no ponto x . De fato, se

Fig. 1 tem para (299):
8 dz
- %% =£; ° 5{(x~2(2))?] e(x-g(8) E;E s
(300)

uma vez que (vér (87) e (74)):
B--2pe, 8 L 5(x) .

4T

A parte do dominio de integragﬁo de

(300) em que € € -1 nao contribul

Fig. 2 a integral. Obtem-se, assims
%o dz
g [ o) B -
dz %
o o

ds (x-27) (xA-zA(s))z =0 , x,-2,(8) >0

que é o potencial retardado no ponto x . Se, finalmente o ponto
x estiver situado no interior do semi-c8ne do passado de z(so)

(£ig.3), o leitor poderd mogkrsr sem dificuldade gque (299) é igual
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4 diferenga entre o potencial retardado e o avancado.

Resumindo, vemos que a determinagao do campo de Wentzel
do electron depende da posigio do ponte x em relagao 2o cbne de
luz de z(s ) 3 8

0 4z
e 4{ (x-2z(8)) E;E ds = 0 (301)
-00
se:
(x,-5,(8 %<0, x -2(8,)>0 ;
8

° dz
e _JP D{x~z{8)) EEE ds = Aﬁet(x)
=00 (302)
ses
(xi"za(a))z >0
% dz .
e D(x-z(s))agE ds = Aﬁe (x) -
-® - A7 (x) (303)

1}

(x,-2,(8))2<0, =z -z (s)<0 .

Isto posto, voltemos ao nosso problems. Ka representacac da inte-

ragao, a hamiltoniana de cada electrom é:
2

e =§<)<ph— & A (2021 {(py- £ a,(s037 7,

(303+)
jret onde Au é tomado na posig¢io 2z do
o eletror e as equagdes de movimento

8803
cz= [5p!ﬂb 1y e 5“ = [Pp’ia ] )
ou
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b, = g5 {Pa-gh (855 M"

para © electron; e3
ou

Lp(x) = e ﬁp D(x-2z) ,

8
A_u(x) = ¢ lm u(:sn) D(x-z(8s)) 4ds, (305)
para 0 campo.

Yemos que na representag8o da interag8o a equagd@o de movimen -

to do electron é

2
2 d az
m, e E _
da = @ ?“9(2) as (306)

como decorre de (304), e que no 2% membro de (306) devemos inse-
rir o campo, na posig¢do do electron, que deriva de (305) & multi-
valente s8bre & linha de universo de electron, e que ao fazer-se
x +tender para 3z (aa) y © limite de Ap(x) depende do caminho
seguido pelo ponto. Afim de que o limite F“,(z) seja igual a
(298), devemos portanmto, impdr (ver (301) e (303)) que o ponto x
tenda para z(so) pelo interior do cone déste dltimo ponto e que
gse tome a média dos limites obtidos quando x +tende a z(ao) re
lo semi-cone do passado e pelo semi-cone do futuro, Matematicamen
te, esta impoaiqﬁd é obtida do seguinte modo: considera-se um qua
dri-vetor A de tipo tempo:

2
< 0
Ap :

¢ se modifica o paréntese de Poisson do campo livre no seguinte:

[Ap(x), Av(x')] = % e duv {D(x-x'+h)+D(x-x'—l)} . (307)
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Com esta hipétese, o campo (305) é substituido pelo seguinte:

Ap(x) = % el:: z“(x) {D(x—z(s)+l)+1)(x—z(s)-A)}ds o (3051)

Como A ¢ de tipo tempo, vé-se que ao tender X para z(so) y O
argumento de fungio D permanece sempre dentro do cone de 3z( ao)
e portanto:

1 t
xl—i:(so Au(x) =5 [Aie (z(so)-l) - Aﬁ'v (z(so)-l)} .

Portanto, as equagGes de movimento do eleciron s@c as de Dirac no
limite A = O . No problema de vérioce electroms, as equagdes fundg

mentais da teoria sao:

2
moiv::2 _‘_"__zﬂ-_ = e, P .(2,) E.i ,
“2.1 i“pr' 7 dai
dAy JA
Fp,(x) = -a—x-u—- ﬁ';,l_ ’ (308)

1 84
A“(x) =3 Zi" e, -J:oo. %;liﬂ- {d(x-{zi-rl) +

ext
+ D(x-2,-A) ] ds; + Ap‘ (x) .

No limite, o campo vale:

— W = Zg BT (0 02 T () - (309)
- A:'i (zi)) + A:xt (zi) .
0 campo obedece as equagbes:
Dlp(x) =0, (310)

oA
Tx'i’ = - -]2'- §ei [D(x-g;42) + D(x-z;-1)} ;
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5 ext

Xu

"
=)

ext
EBAp = 0,

Observemos, finalmente, que as eguagdes aéima devem ser compati-
veis, o que é preenchido, se as hamiltonianas de dois electrons
quaisquer, tiverem parénteae de Poisson nulo:
= b 2t

[mi ? %jlz 0 o (311)
De fato, as equa¢des de movimento s&c obtidas (veja (304) e (305))
para uma varidvel dinfmica a , asssim:

da [ ﬁ;]

e = | & .

ds, 'y
Deve~se ter:

dza = d2a
’
dsi dsd dsj dsi

[« 23], %)= [« %] 7] (312)

Mas, (vér (111), Cap. I)s
AR CER R N OREY IN Y
portanto, gragas a (312):

[ %41, a] -0

Isto, para qualquer varidvel dinfmica a , acarreta:
[ j 23] = gonstante.
Em particular, (303') satisfaz a (31l) contanto que:
(2(s;) - 35(8;) 2 2)°>0,
isto é, desde que cada electron eateja fora do éone de luz do ou~

tro e permaneg¢a assim quando deslocades de % A .,
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8 - SignificagBo fisica dos termos da equagio de Lorentz-Dirac,

Segundo (296) e (297), as equagdes de movimento de um electron
-FE G -E ) e Ny,

2
2. _2 e 0 2 @7, 12 ext
e Yy =% Fm Va3 411(vk) v, te F

v (z) v, .

Ponhamos:

ocbtemos, finalmente:

2 . 2 2w 2 .2 2 _ ext
mye” v, -5V, + 5 VIV =e Fu9 (2z) v,. (313)

i

Sgo a8 equagdes de Lorentz-Dirac.

Examinemos o significado fisico dessas equagoes. Tomemos a e-

quaqﬁo correspondente a p = 4 :

2 o2 ext

2 - 2 -
By Vy = FE VN +FE VY, = Py, (314)
Sabemos que: _
dz dz dz 1
= 4 - o . =
WE Ti® tt LA TALRE
o 2 o2
onde ® = %2 o
Pazendos V4 = ivo ?
v 1
0 ;?1-ﬁ2c2 ’
portanto: 2
2° d mc
m e v o=

—
o o Eﬂ- \ /—l - _ﬁ2/'c"2' ' (315)
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o 12 termo de (314) representa o incremento, por unidede de tempo
(préprio}, da energia cinética do electron. 0 2¢ termo de (314),

a menog 4o fator 1 , vale:

2 2 @& a 2 g2 "1-'%’%
o £
-3¢ az"o=afs(-§c—3 2 2 (316)
(1--1?)
c

e é positivo ou negativo segundo a energia cinética diminua ou an
mente; o termo dentro do paréntese é a chamada energia de acelera
¢ao ou nergia de Schott.

0 32 termo de {(314) wvale:

£ 2 (N (327)
e é gempre positivo, pois A é positivo e
(¥)°>0 ,

%p sendo um vetor de tipo espago (v’ﬁp = 0 ). Corresponde, pois,
sempre & uma emissdo de energia (por unidade de tempo préprio) pe
lo electron é representa propriamente o efeito da reagso da radig
¢ao s8bre o corpisculo (efeito amortecedor) (perda de Larmor).
Assim, o trabalho realizado na unidade de tempo préprio pela
forga externa é distribuido, parte na energia cinética e na ener-
gia de aceleragac do corpidsculo e parte na energis emitida por és
te sob forma de radiagBo (por unidede de tempo). Os dois primeiros
termos de {314) sao diferenciais exatas da energia cin&tica e da
energia de aceleragao, respectivamente, que podem ser consideradas.

como energias intrinsecas do electron. A energia de aceleragao PO

'‘dendo ser positiva ou negativa corresponde a uma troca reversivel
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de energia com o campo; a perda de Larmor, sempre positiva, cor-

responde sempre a uma emiss@o (irreversivel) de energia pelo elec

tron.

PARTE B. APLICAGXO DAS EQUAGUES DE LORENTZ~DIRAC

9, Electron livre.

Retomemos a equacggo (313), na qual Fﬁft =0
2 2 .2 o 2 .2 22 _
m,¢ vu -3 € vp + 3 € vu =0
e facamoss 2
m_ ¢
o .
a= 2 b
2¢
obtemoss: _
aiu - ¥H = %zvu =0 . (318)

- . dz
As equagoes de Lorentz-Dirac sao de 3a. ordem em 'EEE" portanto

para determinar sua solugso, devemos dar como condigles de contlzr
no nao sbomente a posig8o e a velocidade do eleciron mas, ainda, a
sua aceleragac, para um escolhido instante de tempo prdprio. Essas
“condigées de contdrno determinam as constantes de que depende a so
lugdo geral da equagao (313), fixendo a natureza do movimento do
corpisculo. Consideremos & equagao (318) de um electron livre. A
solugao geral para A é

v

= A“ exp(C e2®) + B, exp(-C %) (319)

n "

onde Ap ’ Bp s C s8o constantes tais que:

2 _n2 _ 6 . = -1

‘afim de que (319) satisfaga & relagfos !
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2
Tkz-—l.

0 movimento representado por (319) tem as seguintes pro-
priedades: 1) é um movimento plano; 2) a velocidade do electron
sumente com ¢ tempo e tende para a velocidade da luz:

dz 1 dz - 4z

v = = H u = H
) 8 dz t
\/1_ uz o
cE

V“—""m = u—ec,

Portanto, ¢ electron, num tal movimento, vai perdendo energia por
irradiagéo e aumentando repidamente a sua velocidade. Esta solugdo,
chamada solugao de fuga (“run—aﬁay solution") ou auto-aceleradora,
nao corresponde evidentemente, a realidade fisica.

A solugao que devemos obter é a da velocidade constante:

Vo = Dy
sendoz '

2 _

Dl-l —d"‘"lc

Imponhamos a seguinte condigao de contdrno:

[ X 02
v, - vy, 0 (321)
quandos
8 =— 00 o
De (319) e (321) resultas
- _a .88
vy BB exp(-C e~°) .

Pinalmente, de (320} resulta:
c = 0 .

Assim, selecionamos a solugao fisica de (318) impondo a esta equae-
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¢do a condig¢do (321). B fécil de vér nd@ste exemplo, ‘que (321) € e
quivalente a:

%u———vo quando 8 ——+00 .
0 pignifieado ffsico da condigdo (321), que fol propeoeta por Elie
zer e Mailvaganam, é que, no curso do tempo, & perda de energia

por irradiagéo deve ser compensade pela energia de aceleragdo, Es

ta condig8o foi denominada pelos seus autores principio do balan-

¢o do campo.

Vamos examinar noutro exemplo simples 08 resultados ines
perados a que a equagio de Lorentz~Dirac conmduz, quando n@o se im
poe uma condigao extra do tipo de (321). B o problema de wm elec—
tron inicialmente em repouso que, num dado instante, sofre a agao
de uma £8rga, & qual cessa imedistamente depois (uma onda eletro-
magnética passando pela posigdo de eorpidsculo). Supondo a duragao
da férg¢a infinitamente curta (s8bre o electron) e desprezando e

f8rga magnétieca, poderemos pdr:
E, = 11"14 =k 8(t) ; Ez = E3 =0 3
Fik=091’k=1’2’3
(onda polarizada na diregdo do eixe x; ). Como desprezémos o cam

po magnético da onda, o movimento do electron estard no plano

Xy x4 do espago-tempo. A equacao (313) se escreve

a%l - ?1 - %2vi = K 8(t) v, (322)
ondes
K=-3£

2e2 °
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Podernos admitir, para simpliqidade, que a constante k s=seja pe-
quena de modo & velocidade do electron ser pequena comparada com
a da luz e podermos desprezar os efeitos relativistas no movimen
to.

Assim, nessa aproximagao, a equa¢ao (322) vai na seguinte:

Para + # 0 , temos:

2
a i 1 v
¢ dt c2 a.t;2
A solucao geral desta equagao é:
_ act

Como o electron estava em repouso antes da a¢go da férga, devemos

ter

v, =0 para t = -® :
1 ] (323)

o que fixa b2 h2 =0 ,

o

No instente t = 0 , o electron adquire uma aceleragao instanténea
K epara +t>0 volta a ter velocidade constante.

Como, de (323), b, = 0, temos:

act
vl = ble .
Portanto:
dv
1 _ act
iz = acble
es
(dvl) = acb, = K,
at Jo
logos K
b = a¢ °
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Fipalmente, a velocidade deve ser continua para t =0 , 0o que dé

a sblucdo:

_ K _act '
Vl lir & 9 $t <0
. (324)
'Vl = ﬁ ] t>0 ]

Dirac interpreta &ste movimento aseim: em b3a aproximagaéoc, o elec
tron eatd em repouso para valores negativos e grandes de + , mas
a medida que t +tende a zero, &le adquire uma velocidade a acele
ragao (de acdrdo com (324)) teis qus no instante t = O §&le pos-
ave o valor exato da aceleragao a éar cancelado pelo efeito das
£8rga instanténea, de modo que, depols de t = 0 o electron con-
tinua a mover-se com velocidade constente. Surge aqui ume contra-
dicao com as 1déias de causalidade.

0 electron parece ter conhecimento prévio de que uma for
ca instanténea vai atuar sdbre &le no futuro e comegas a acelerar-
-se para contrabalencar o efeito da fdrga quando ela chegar. Assim,
antes de qualquer fdrga, o electron, apezar de livre, estard irra
diando energia. Poder-se-ia, entdo, dizer que, se se desistir de
fazer & f8rga atuar no instante + = 0 , o electron terd irradia-
do, embora livre. Entretanto, como a solucao da equac¢ao j& € obti
da impondo-se condicoes no passado e no futuro, é evidente que uma
dessas condig¢Ges ni&o pode ser alterada sem que 8e altere de manei-
ra essencial o problema. A solugso obtida para o problema tal como
resolvido, O comportemento do eleotron no cursoc do tempo jé foi fi
zad0 pelas condicoes de contfrne. E, entao, pode~se argumentar

que, antes de t = 0 , o movimento acelerado desvia-se muito pouco
do uniforme para poder ser observado.

~
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APERDICE
INVERSXO DO TEMPO

1., Introducaoc - O principio da relatividade &, provavelmente, o

mais importante dos prinefpios de invarifincies da teoria dos cam-
pos, em particular da eletrodinfmica. Sob forma intuitiva, a in-
varifincia reletivista exige que as leis da natureza deva ser in-
dependentes da posigao e da velocidade do observador. Matematica-
mente, as leis fisicas devem ser invariantes em rela¢do as irans-

formagdes do grupo nao-homogéneo de Lorentz:

v -
X, = &, +8a, X

O prinefpio de Einstein se refere a3 transformagdes de Lorentz
prépriass

det Iap9I = +1
e ortocrdnicas:

Z
44>0u

Uma extensao do grupo & obtida inecluindo-se as reflexdes espaci-

ais (em relag@o a um mimero {mpar de eixos espaciais):s
X{ =~ X 3} xi =Xy 3 i=1, 2, 3

e a inversao do tempo:
X =Xy 3 xa ==X, 3 i=1,2, 3.

S6 a experiéncia poderd indicar se as leis fisicas sao
ou n8o invariantes em relacac a estas transformacgtes impréprias.
Aqui, estudaremos as condigdes sob as quais as equagOes

da mecfnica, da eletrodinBmica e da teoria clédssica do eletron
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sao invariantes em relagfo & inverséo do tempo. A andlise do efel
to da reflexao espacial s8bre as mesmas equagOes poderd ser feita

com facilidade pelo leitor.

INVERSXO DO TEMPO NA MECANICA

2. Invarifincia das equagbes de movimento. - Sejam Qo k = 1,2,..,
«»eNl, 88 coordenadas de um sistema de particulas, £, (ql,qe...qn)
a f0rga que atua sfbre a k-ésima particula. As equacGes de movimen
to sg&os

mk Hk (t) = fk (ql(t)v q2(t)9'°°qn(t)) o

Definimos a érbita invertida no tempo pelas fungSes
qp(t') tais gues
gy (%') = g, (%)

onde:
t' = =%

Te;os ainda:
q;(t) = qk(-t) °
A velocidade, evidentemente; muda de sinal quando o tem-

po é invertido:
_ dgg (%) dgy (%) 44 .

enquanto que a acelerag¢do nao mudas
Eﬁ(tu) = m";.k(t) °
Se as fiorgas fk dependeren apenae das coordenadas, como

admitimos acima, elas nfo mudam por inversao do tempos

£rlai(t'), ... ql(%*)) = £,(q;(t), ... q,(%))
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de modo que as equagOes de movimento s8o invariantes em relacao a

esta transformacsao:
m ap (£0) = 2§ (af(s') ... qi(¢")) .
Em geral, as f8rcas podem depender das velocidades:
fé (Qi(t')s éi (t')) = fk (qk(t)’ - ik(t))
e neaste caso as equag¢oes de movimento serfio invariantes somente

quando f, f£8r fungdo par de ik () (contendo, por exemplo, a-

penas poténcias pares da velocidade):

£y (g (%), = (%)) = £, (g (%), q,(t)) .

g8 — A lagrangeansas
L'(qp(tr), ap(t')) = L(q (%), - q (%))
serd invariante na inversso do tempo se, ela também £8r fun¢ao par
em ﬁk(t) , isto &, se:
L(Qk(t)v - ik(t)) = L(Qk(t)' ék(t)) s
Kesta hipétese, o momento conjugado pk(t) mide de sinal:

>Lt _an  244(%) ’L
(%) = SHET T OR(W T ey T~ T, = 7 Al

Portanto, a hamiltoniana:
B (ag(+1), BE(+1)) = 2 B{(+1) d5(+1) = Dt(ai(tr), §(+)
obedecerd a mesma condigao de invarifincia da lagrangeana:

H'(qf(4'), pa(5)) = H(gy(t), p, (%))

L(qk(t)v - ik(t)) = L(qk(t)y ﬁk(t)) .
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As equagoes candnicas:

o aH & JH
a, (t) = Dy = -
k afk ¥k 5qk

sfio certamente invariantes, nessas condigoes,

rmacao anti-canbnica.

0 paréntese de Pqisson:

oF G
[F G] = 2-( Jqi api 2p1 2qi )

onde F = F(qu(t), p(t}), &= 6(q (t), b, (%)), se transforma

quando q e P Se transformams
gt (%) = qfla (t); coo an(%)s P(%)5 oo pu(t), ¢)
PL(t7) = pilay(t)s .oo an(%), By(%)s coo By}, t)
tt = t7(q(1)5 000 g (%), Py(8)s oo p{%)s %)

Teremos de considerar as duas seguintes expressbess

. ' 2Pt Jgt apt oG?
[2roelqe,p0 = Zi(bq'i 1~ 3p'T 9q'L )

1 _ ST (AR g aE a6
qQ,p 4 dai 9Pl opl “dqf 7 *
0 cdlculo direto nos conduz & seguinte relag@ios

) JF' 2G' _ APt 3G
[Froetlg,p = rzg (sgrr wpre ~ spve saT ) [T P'slgp ¢
?

[Pr,c0

Rt 3G P! ar' ae'
+ rzé(aq'r ’p's _ Jp'B aq T )[q'r, ! B]q p T Z(
9 .

)P JG!
- 3p%s Jp'F ) [T B8]y, o
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Se a transformagéo q, p, t —gq', P', t' ZL£6r tal que:

[Q.'rr Q'B]q’p =0, [P;. ) pé]q,p =0 ,

[q; 4 pé] =" 6rB ’
teremons

[#*s o1 ap [#+, o] q',p* °

Quando a transformagio & canfnica n = 1 . No caso da inversao do
tempo 1n = -1 . Esta nso é, pois, uma transformagao candnica. A
mudanga de sinal do paréntese de Poisson pode ser traduzida dizen
do que a inversfo do tempo é uma transformagao anti-candnica. As

ﬁitimas férmulas sf8o obtidas estudando-se a transformagaéo:

ap(t') = g, (1) ,
t' =0y
que d4 lugar a:
ar(s*) = o7 g1 ,
(0 = 072 qv)

P]'((t') = npk (t) .

A condig@o de invarifincis de hamiltoniana mais simples:

2
B=%5

impde que seja:
% =1

o que mostra que n =31, Ocaso 7 =-1 € a inversao do tempo.

l4ssica, — Na eletrodind-

mica cldssica, & inversi@o do tempo deixa as equagoes de Maxwell
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invariantes se o campo se transformar da seguinte maneira:
xi = Xy = -t
p* (X, t*) = o(%,1)

conduzem, pela equaggo da continuidade:
p.) i '
3%*’?0 j=0 _

3'(.f';t') = "3.(_1.;'&) .

Entdo: /. B = p serd invariante se:
E'(R',4') = B(X,t) .
T *E --%- —g—f—- = 7 serd invariante se: '
CH (X,10) = - HE,t) .
E de:
ﬁ. = v* 3 ¢
= 1 3%
£F=-Y $ -5 3%
se obtéms
x'(i'e t') = - I(i!t) ¥
$' (2, ') = ¢ (%, t) .
Obgerve que p'(X',t') = p{¥,t) & uma hipbétese indepen-
dente da transformagdo t' = -t . Se admitirmos que p*(X',t') =

= - p(X,t) (isto &, que a transformagio & & inversdo do tempo a-
‘companhade da mudanga de sinal das cargas) as grandezas acima se

transformam com ¢ sinal trocado.

6. Inversso do tempo pa teoris do electron de Loreniz - Como vimos
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no §3 do capftulo II, as equagoes de movimento de teoria de Loren-~
tz sao (tomando & velocidade da luz ¢ igual & unidade de veloci-
dades) (v8r equagoes (275) e (276)): |

2
4~z az
n —k=¢eF —
v} d52 g+ as

OA(x) = - e jm 22y g(x-2(s))as .
=00

Como a energia de um electron livre é m, %g—, é natural
impSr-se que & inversao do tempo conserve esta energia positiva.

Isto exige uma inversao de tempo préprio:
t' - ""t ] B' = -B ¥ (mo>0)

Ka teoria de Lorentz, a solugao da equagso do campo a ser

posta na equagac do electron & a solugao retardada:

AEEt(x) = ~f]-)ret(x—x") jp(z“) dw"

(vér equagdo (50)). Esta expressao é também igual a:

3, (X° x-lx-x"l) '

{vér equacgao (75)). Qual & o transformado d&ste potencial por in-

versao do tempo?

Temos s e -
ret! 1 j (x*,x5-|X -Z"1) 3.n
ST mj ¥ % a7x

onde

Mas, entdo, como vimos no pardgrafo anterior:

' (X1,t1) = - (3,1)
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pr(X",t%) = p(X,t)
No nosso casos
5'(3",15 - 1X'.X"]) = - J(Xx +1X-X*))
pH{X"xy = IX'=X"]) = - p)X",x _+|Z-X")
e isto nos d4;

Ireth,) = —2%(x)

t
AT%%(x1) = aT®%(x)

Estas relagbes resultam também des
= = aV = =
p¥e (Xr-x", xa-xg) = DV (x-X", xo+x;0
onde

X' = X x, = - X, o

Portanto, por inversao do tempo que conserva positiva a energla

de um electron livre:

—r —
e' = e, 8' =-8, xa =-X 4 X'= X ma =m >0 ,

0
as equacoes de Lorentz:

2
a“z
m, g5t = e [FL%(2) + Fio%2)] 55,
00 daz
DA?et(x) = - ed[ =B 5(x-z(8)) ds ,
M foo 98
se transforme nas seguintes:
dzz av ext
m, —g5t = e [F27(2) + FS (2)] oo
av ® dzg
[jAu = - o, @8 8({x-z(s8)) as .

A teoria nfc é invariante em relagBo & transformacao considerada.



jnvarifincia. - Fa teoris de Dirac-Lorentz, as equagﬁea 8R03

dzz av ext
m, 7 = e [ (F ¥(z) - L0 (z))+F ] da ‘

Estas também n&o 880 invariantes na inversao do tempo,

pois ge transformam em:
a2z
4 ret _ pav ext
m, E——E =e| -2-(1"‘9 (z) Ppo(z))+? ] da
para:
t'=-—t,8°=-—8-
Este fato também pode ser visto com & equagao (313) que se trans-

forma na seguinte:

2
4z az
p o2 2e 2 2042 _ ext L
m, 2 +TeE v, ~FE (71) v, =e va (2z) as *

Admitimos, nestas consideractes, que o cempo externo se
transforme como um campo ordindrio, isto 6,

ext ext ext ext
Fiy — = Fi o Py —Fi5 o

Observe que o campo externo obedece as equagoes sem den-
sidade de carga e corrente, o que nos dé liberdade de admitir esta
transformagao ou a de sinal oposto.

0 leitor verificaré, porém, que as equa¢oes de Dirsc-Lo-~

rentz s&o invariantes para a seguinte trangforhaqﬁo:

t' - “'"t ] 8' ="'B, e. = —B, mé = -Illo

A inversso da massa ( juntamente com a do tempo e & do tem
po préprio) significa que mudamos a energia do electron livre, de

positiva em negetiva, A invariéneia obtida com a transformagao in-

Jr——.
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dicada da massa, carga, tempe e tempo préprio indieca que a eletro
dinfmica de electrons com energia positiva, carga negativa e evo~
luindo para o futuro é a mesma que a de electrons com energia ne-

gativa, carga positiva e evoluindo para o passado.

Esta é uma imagem que evoca a interpretagac qufntica do

pésitron dada por Feynmen e Stuckelberg.



