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0.2 Resumo

Esta tese trata da estrutura modular da física quântica local,
mostrando como ela pode ser usada na análise de propriedades gerais
e na construção de modelos desta teoria. Especi�camente:

- Focalizamos a origem modular da simetria espaço-temporal e
das simetrias de gauge global em circunstâncias gerais e nos ca-
sos particulares das teorias quirais locais e das extensões locais dos
modelos de correntes (álgebras de Weyl dos modelos de correntes
abelianas sobre S1);

- De�nimos a localização modular de estados na teoria quântica
local e na teoria de Wigner e deduzimos suas propriedades básicas.

- Discutimos o uso da teoria modular na construção de mode-
los de teoria quântica local e apresentamos três possíveis métodos
construtivos, sendo um deles especí�co para o caso particular dos
modelos integráveis massivos no espaço-tempo bidimensional.

Abstract

This thesis deals with the modular structure of local quantum
physics, showing how it can be used to analyse general properties
and to construct models of this theory. Speci�cally:

- We focus the modular origin of space-time symmetry and global
gauge symmetries in general and also in the special cases of local chi-
ral theories and local extensions of current models (the Weyl algebra
of Abelian currents over S1);

- We de�ne the modular localization of states within local quan-
tum theory and Wigner theory and we deduce its basic properties.

- We discuss the use of modular theory in the construction of
models of local quantum physics and present three possible con-
structive methods, one speci�cally for the case of massive integrable
models on the two-dimensional spacetime.
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0.3 Prólogo

A Física tem conseguido compreender e descrever várias instâncias da realidade
através de teorias que são ao mesmo tempo simples, precisas e belas. É impor-
tante notar que essas características referem-se a aspectos distintos das teorias:
a simplicidade refere-se aos princípios fundamentais (sendo estes tanto mais sim-
ples quanto mais gerais e abrangentes forem); a precisão refere-se à concordância
entre a descrição teórica e o fato experimental (algo considerado demarcador do
que é uma teoria cientí�ca, e que tem sido veri�cado na descrição física desde
escalas subatômicas até escalas cósmicas); mas a beleza refere-se tanto à teo-
ria quanto aos próprios teóricos - é uma idéia subjetiva, dependente de fatores
históricos e sociológicos - talvez não seja tão útil na prática quanto as outras
noções mas é pelo menos tão importante, porque desperta o interesse e a in-
spiração do físico - talvez seja inde�nível, mas assim mesmo vale uma tentativa
(sem qualquer pretenção de ser original): o belo nas teorias físicas é a harmonia
que se percebe na descrição matemática do mundo1.

O tema, a motivação e a metodologia

Nesta tese discutiremos exclusivamente aspectos teóricos da física de partícu-
las elementares no formalismo da física quântica local, também chamada de for-
mulação algébrica da teoria quântica de campos. O motivo primordial para
tanto é o próprio desejo de obter um entendimento teórico mais completo da
física de partículas elementares, particularmente em vista da falta de abrangên-
cia e fundamentação conceitual e matemática por parte das teorias que atual-
mente descrevem essa categoria de fenômenos.

Atualmente, nossa compreensão dos fenômenos da física de altas energias é
representada pelo Modelo Padrão das Partículas Elementares, baseado na teo-
ria de perturbação renormalizada. É notável o sucesso dessa teoria totalmente
fundamentada nos princípios da teoria quântica e da teoria da relatividade (es-
pecial), que consegue previsões teóricas compatíveis com os dados experimen-
tais até ordem de grandeza 10�11. Entretanto, a teoria perturbativa possui
limitações intrínsecas quanto à sua aplicação na física de partículas e sua am-
pla utilização (talvez por ser intuitiva para muitos) ocorre apenas às custas
da clareza conceitual e do rigor matemático; isso aliado à falta de conquis-
tas recentes (todas as suas principais descobertas ocorreram antes do ano de
1975) talvez seja a razão para que a partir dessa abordagem surgissem tantas
especulações fantásticas tidas por �teorias revolucionárias� mas sem qualquer
corroboração empírica2. O problema parece ser que pela adoção de um formal-
ismo matemático inadequado para exprimir princípios físicos entendidos como
fundamentais, elabora-se artisticamente uma �teoria� que tem aparência cien-
tí�ca mesmo sendo ambígua e obscura, e que fascina ao pretender explicar tudo

1A idéia de uma harmonia no universo tem acompanhado o desenvolvimento da ciência
desde seus primórdios na era moderna, tendo encontrado destacada expressão em Kepler.

2Destaca-se aqui a teoria das cordas e similares, que mesmo sem ter gerado qualquer
previsão teórica ou algum conhecimento novo além daquele referente a si própria, é por muitos
considerada ser a própria �teoria de tudo�.
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ainda que não consigua descrever nada3. Em contraste, podemos dizer que a
física quântica local constitui-se numa formulação matemática axiomática ab-
solutamente rigorosa dos princípios físicos da teoria quântica e da teoria da
relatividade com a qual esperamos alcançar uma descrição tanto mais simples
quanto mais ampla e completa dos fenômenos naturais.

É importante notar que os princípios físicos não são dogmas (verdades uni-
versais eternas) mas sim hipóteses bastante gerais sobre o comportamento da
matéria (abstraídos de situações experimentais descritas por modelos fenomenológi-
cos e semi-fenomenológicos, tais como a teoria de perturbação renormalizada); e
os axiomas que de�nem tais princípios não constituem uma palavra �nal sobre
os mesmos, mas sim uma formulação matemática tentativa, escolhida dentre
as possíveis segundo nosso conhecimento e conveniência. Tendo esse ponto de
vista, di�cilmente somos levados a crer que a teoria física para expliar uma de-
terminada categoria de fenômenos naturais deva ser de uma maneira e não de
outra sem que realizemos uma devida comparação crítica, tal como indicamos
super�cialmente aqui.

A Física e a Matemática da Teoria Quântica Local

A escolha da teoria matemática sobre a qual de�nir a teoria física é tão
fundamental quanto a própria abstração de princípios físicos gerais a partir das
situações experimentais e modelos teóricos particulares. Realmente, estes dois
procedimentos se entrelaçam porque o próprio �fato físico� é uma mistura dos
dois: tanto a elaboração de modelos fenomenológicos que descrevam as situações
experimentais requer um formalismo matemático preliminar, quanto a escolha
desse formalismo matemático se assenta em pressupostos que já extrapolam as
situações experimentais4.

De acordo com o formalismo geral da física quântica, a física quântica local
é de�nida por axiomas sobre uma rede de álgebra de operadores indexada pelas
regiões do espaço-tempo. Nesse caso, o objeto básico da teoria é a própria rede
de álgebras locais e não meramente as álgebras locais que constituem a rede: a
informação física da teoria está codi�cada nas relações de inclusão das álgebras
locais, sendo que nada signi�ca uma álgebra local considerada isoladamente 5.
Aqui, mesmo o espaço-tempo perde seu caráter fundamental desde que deixa de
ser o �lugar� em que ocorrem os fenômenos físicos para ser apenas o ente que
de�ne a estrutura local da rede6. Isso não quer dizer que podemos descartar
o espaço-tempo da teoria, pelo menos se pretendemos descrever partículas nos

3Esta situação parece-se com aquela da alquimia: está fundada numa linguagem poética
e hermética que de�ne a realidade e a verdade, por sua vez acessíveis somente aos próprios
alquímicos.

4Por exemplo, o princípio da incerteza foi descoberto por Heisenberg a partir da teoria
da transformação desenvolvida por Jordan e Dirac, e não por notar que são de certa maneira
mutuamente exclusivos os dispositivos experimentais para medida de posição e velocidade de
partículas atômicas. De fato, ele diz ter sido inspirado pela observação de Einstein de que �é
a teoria que decide o que pode ser observado� [93].

5De fato, sob certas circunstâncias gerais todas as álgebras locais são isomorfas entre si -
ao único, módulo isomor�smo, fator hiper�nito do tipo III1 .

6De fato, há generalizações da teoria quântica local sem que haja um espaço-tempo sub-
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termos da teoria do espalhamento, mas deixa claro que a teoria das inclusões de
álgebras (de von Neumann) revela-se essencial para a análise das propriedades
estruturais das teorias quânticas locais. De fato, encontramos aqui três tipos
básicos de inclusões de álgebras de von Neumann: inclusões canônicas, inclusões
modulares e inclusões cindidas (ou seja, com a propriedade de cisão).

A Estrutura Modular da Teoria Quântica Local

Esta tese focaliza a estrutura modular da teoria quântica local. Esta es-
trutura aparece em duas circunstâncias distintas da teoria: por um lado ela
de�ne uma propriedade característica do setor de vácuo, chamada de covariân-
cia modular, e por outro ela de�ne os estados de equilíbrio termodinâmicos, via
propriedade KMS. Não é então surpreendente que a estrutura modular revele
que as restrições de estados para álgebras locais apresentem propriedades tér-
micas; mas é particularmente intrigante que a restrição do estado de vácuo para
as álgebras de regiões tipo cunha revele uma analogia com a termodinâmica dos
buracos negros, via efeito Hawking-Unruh.

A estrutura modular da teoria quântica local nos fornece meios para analisar
as propriedades da rede de álgebras locais, tais como suas simetrias. Dizemos
que uma simetria tem origem modular quando ela pode ser obtida diretamente
a partir da estrutura modular. Nesse sentido, a simetria de Poincaré tem origem
modular, e possivelmente as simetrias de gauge global também (fato plenamente
verdadeiro no caso de certas teorias quirais). Outra aplicação da estrutura
modular está numa caracterização intrínseca das `perturbações locais do vácuo',
inspirada na qual de�nimos a localização modular, tanto na teoria quântica
local quanto na teoria de Wigner (que descreve uma partícula relativística livre).
Percebemos que essa noção é importante na elaboração de métodos de contrução
de modelos de teoria quântica local pelo fato de ser su�ciente para a construção
de modelos livres.

Modelos de Física Quântica Local

Apesar das muitas propostas para de�nir uma teoria física uni�cando a
mecânica quântica e a teoria da relatividade (especial), até agora nenhuma delas
foi plenamente satisfatória no sentido de possuir sólida formulação matemática e
ampla corroboração experimental. A física quântica local não está fora desta re-
gra, pois os modelos que até agora possui não podem descrever situações físicas
realizáveis - são todos modelos que descrevem partículas livres (sem interação,
no sentido de que a matriz de espalhamento é igual à identidade). Podemos
avaliar a necessidade de construção de modelos não-triviais de teoria quântica
de campos e da física quântica local a partir dos seguintes pronunciamentos:

�De fato, o ProblemaPrincipal da teoria quântica de campos reduziu-
se a matá-la ou curá-la: ou mostramos que as idealizações envolvidas

jascente (como vemos nas teorias quirais locais). Além disso, idéias recentes apontam para
um formalismo que evita o uso do espaço-tempo como conceito fundamental [84],[86],[87]!.
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nas noções fundamentais da teoria (invariância relativística,mecânica
quântica, campos locais, etc.) são incompatíveis em algum sentido
físico, ou colocamos a teoria na forma de uma linguagem prática
para a descrição da dinâmica das partículas elementares.� (Streater-
Wightman, [132])

�O problema principal, a questão de saber se os postulados fun-
damentais são compatíveis apenas com uma matriz-S trivial (i.e.
S = 1), sendo portanto �sicamente inadmissíveis, parece tão difí-
cil que a maioria dos pesquisadores da área julga-o sem esperanças.
Foi possível ignorar essa questão até agora, porque pudemos tratar
muitos problemas solúveis e não-triviais.� (Jost, [97])

�A Física Quântica Local não tem adquirido muita publicidade. Por
que não? Eu acredito que temos encontrado idéias interessantes. In-
felizmente, elas não são tão amplamente conhecidas ou apreciadas
como deveriam. Mas há algo mais. Nós temos focalizado [apenas]
princípios gerais, sua implementação e consequências. Nós apresen-
tamos um formalismo e uma linguagem, mas nenhuma teoria especí-
�ca.� (Haag, [88])

Infelizmente, mesmo a construção de modelos não-triviais a despeito de suas
aplicações físicas, tem-se revelado extrememente difícil. Uma dessas di�culdades
está na conjunção das propriedades de localidade e condição espectral [19, Fore-
word]; outra, pensamos, é a falta de uma relação explícita entre o espectro de
partículas e o espectro de cargas (ou seja, uma correspondência entre a teoria
do espalhamento e a teoria dos setores de superseleção).

O estudo da teoria quântica local nos mostra que sua estrutura modular
deve fornecer a chave para resolvermos o problema de construir modelos com
interação. Além da construção modular de teorias livres, é através da estrutura
modular que estabelecemos relações entre a condição espectral e a localidade,
ou que vislumbramos caracterizações algébricas das teorias com interação. En-
�m, foi pensando em aplicar a teoria modular para construir modelos de teoria
quântica local que esta tese foi elaborada; mas se ainda não alcançamos êxito,
podemos pelo menos dizer que já obtemos vários resultados positivos.
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Sumário 1 A Introdução motiva o desenvolvimento da física quântica local
e do conceito de localização modular partindo das teorias quânticas de campos;
apresenta didaticamente as idéias básicas no caso especial do campo escalar
massivo auto-dual livre e comenta os demais casos.

A Parte I (Física Quântica Local) constitui uma introdução à física
quântica local e à sua estrutura modular, apresentando suas de�nições e pro-
priedades básicas. Nada neste capítulo é novo, exceto a própria apresentação,
direcionada segundo nossos interesses.

Na Parte II (Simetrias Modulares) discutimos a idéia de que a partir
da estrutura modular é possível obter as simetrias de uma teoria quântica local,
especialmente a simetria espaço-temporal e as simetrias de gauge global. Con-
sideramos particularmente o caso das teorias quirais, onde o conhecimento da
relação entre estrutura modular e simetrias é mais completo, e especializamos
nossa análise para o caso dos modelos de correntes abelianas, onde podemos
exibir explicitamente alguns operadores modulares de especial interesse.

A Parte III (Localização Modular) é dedicada tanto à de�nição e análise
do conceito de localização modular em física quântica local e na teoria de Wigner,
quanto à construção modular dos modelos livres da teoria quântica local a partir
desse conceito.

A Parte IV (Construção Modular de Teorias Quânticas Locais) dis-
cute a aplicação da teoria modular na construção de modelos de teoria quântica
local.

Os Apêndices foram acrescentados para servir ao texto principal como
referência para conceitos, teoremas e fórmulas matemáticos. Eles são simpli-
�cados, mas indicam literatura que aborda os assuntos de modo sistemático e
completo.

A Bibliogra�a contribui para que esta tese sirva como introdução à física
quântica local e aos tópicos aqui abordados, contendo referências à discussões
mais completas e a trabalhos originais e de importância histórica, além daquelas
contendo as provas omitidas no texto.

Observação 2 Procuramos mostrar nesta tese as diversas aplicações da estru-
tura modular na física quântica local. A extensão da tese re�ete palidamente a
extensão dessas aplicações, pelo que poderíamos ter nos extendido mais não fos-
sem nossas limitações de tempo. Nossas idéias e resultados originais compõem
dois artigos submetidos para publicação em revistas especializadas:

L. Fassarella, B. Schroer, Wigner Particle Theory and Local Quantum Physics,
Jornal of Physics A;

L. Fassarella, B. Schroer, Modular Origin of Chiral Di�eomorphisms and the
Fuzzy Analogs in Higher Dimensional Quantum Field Theory, Physics Letters
B:
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0.4 Espaço-tempo, Notações e Convenções

Aqui, apresentamos a notação e convenções que serão utilizadas ao longo da
tese.

0) Símbolos Matemáticos

Números Complexos

Dado um número complexo z 2 C , denotamos sua parte real por < (z) e sua
parte imaginária por = (z).

De�nimos para cada par de números reais a; b 2 R com a < b as faixas
complexas fechada e aberta de largura b� a:

st [a; b] = fz 2 C = a � = (z) � bg e st (a; b) = fz 2 C = a < = (z) < bg

Classes de Operadores Lineares

Dado um espaço de Hilbert H, utilizamos a seguinte notação:
L (H) := classe dos operadores lineares (limitados ou não-limitados) agindo em H

B (H) := classe dos operadores lineares limitados agindo em H

U (H) := classe dos operadores untários agindo em H

I) O Espaço de Minkowski e sua Estrutura Causal.

Como ocorre em geral na física de partículas, tomamos o espaço de Minkowski
como modelo do espaço-tempo, com o grupo de Poincaré representando o grupo
de simetrias espaço-temporais. O espaço de MinkowskiM é de�nido como sendo
o espaço linear R4 com métrica pseudo-Riemanniana

� : R4 � R4 ! R ; � (x; y) := x0y0 � x1y1 � x2y2 � x3y3 (1)

Outra notações para a ação de � são

� (x; y) = x � y = x�y
� = ���x�y� ; 8x; y 2 R4

Utilizamos a seguinte terminologia para classi�car os vetores do espaço de
Minkowski:

v 2 M é um vetor

8>><>>:
tipo-tempo
tipo-luz
tipo-espaço
causal

quando

8>><>>:
v2 > 0
v2 = 0
v2 < 0
v2 � 0

, respectivamente

(2)
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Analogamente, temos a seguinte terminologia para classi�car as curvas contínuas
difetenciáveis  : (a; b)!M:

 é uma curva

8>><>>:
tipo-tempo
tipo-luz
tipo-espaço
causal

quando

8>><>>:
0 (s)2 > 0

0 (s)2 = 0

0 (s)2 < 0

0 (s)2 � 0

; 8s 2 (a; b) , respectivamente.

(3)

Dizemos que uma curva contínua  : R !M é completa quando sua imagem
 (R) é um subconjunto fechado deM. Portanto, as curvas completas do tipo-
tempo, tipo-luz, tipo-espaço ou tipo-causal tendem para o in�nito (do respectivo
tipo) quando seu parâmetro tende para �1.

A estrutura causal do espaço de Minkowski é dada pela relação simétrica de
�disjunção causal � entre subregiões:

O1;O2 �M; O1 �O2 , não existe curva causal conectando O1 e O2 (4)

onde `�' lê-se �... é causalmente disjunto de...�.

O complemento causal, o fecho causal e a sombra causal de uma região
O �M são de�nidos respectivamente por:

O0 := fx 2M = toda curva causal completa contendo x é disjunta de Og
(5)

Oc := fx 2M = toda curva causal completa contendo x intersecta Og

Ot := fx 2M = existe uma curva causal completa contendo x que intersecta Og

Vale:

O1;O2 �M; O1 �O2 , O1 � O02
e também

O �M; , Oc = O00

Observação 3 Variedades Lorentzianas e Globalmente Hiperbólicas

A de�nição são válidas para qualquer variedade Lorentziana.

II) Grupo de Poincaré. Nesta tese, chamamos de grupo de Poincaré P"+
o subgrupo conexo do grupo das isometrias do espaço de Minkowski, ou seja as
isometrias próprias e ortocrônicas. Ele é o produto semi-direto do grupo das
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translações espaço-temporais pelo grupo de Lorentz (próprio ortocrônico) L"+,
que por sua vez é o subgrupo conexo das isometrias lineares deM:

P"+ = R4 
L"+ ; (a;�) :M!M (6)

O grupo de Poincaré próprio P+ é o subgrupo das isometrias do espaço de
Minkowski que preserva a orientação. Ele é dado por7

P+ = P"+ _[P#+ ; P#+ = �P"+
III) Regiões Especiais. Alguns tipos de regiões especiais serão utilizadas

sistematicamante nesta tese, tanto por causa de sua geometria simples quanto
pelo fato de serem causalmente fechadas e formarem famílias invariantes sob
ação do grupo de Poincaré.

Cones tipo-tempo. Para a 2 M,

V �a =
n
y 2M = (y � a)2 > 0 ; � �y0 � a0� > 0

o
(7)

No caso especial do cone tipo-tempo com vértice na origem, temos

V � := V �0 =
n
y 2M = � y0 >

p
~y2
o

Cones tipo-luz . Para a 2M,

@V �x = y 2 M = (y � a)2 = 0 ; � �y0 � a0� > 0

Cones tipo-espaço . Para a 2 M e O �M limitada tipo-espaço separada de
a,

C = fa+ sx ; x 2 O; s > 0g (8)

Regiões tipo-cunha. Apresentamos duas de�nições equivalentes para regiões
do tipo-cunha::

W1) Para x0; x1 2M tais que x20 = 1, x21 = �1 e x0 � x1 = 0,

W (x0; x1) := fy 2M = jx0 � yj < �x1 � yg (9)

W2) Para l1; l2 2 @V + distintos

W (l1; l2) :=
�
x = �l1 � �l2 + l? 2M ; �; � > 0 ; l? 2M; l? � l1 = l? � l1 = 0

	
(10)

O caso especial da cunha na direção-x1

W1 :=W (e1 + e0; e1 � e0) =
�
x 2 M = x1 >

��x0��	 (11)

7Lemramos que P#+ = �P"+ apenas em espaços-tempo de dimensão par.
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Diamantes . Para x1; x2 2 M tais que x2 2 V +
x1

Ox1;x2 := V +
x1 \ V �x2 (12)

Coletamos essas diversas regiões em classes:

D := fdiamantesg (13)

C := fcones tipo-espaçog
V := fcones tipo-tempog
W := fregiões tipo-cunhag
K := fregiões causalmente completasg

Temos

K = D [ C [W
Pode ser mostrado que o grupo de Poincaré age transitivamente em cada uma

das famílias acima. A família das cunhas é gerada pela ação das transformações
de Poincaré sobre a cunha W1,

8W 2 W ; 9L 2 P"+ = LW1 =W (14)

IV) W -Re�exões e W -Boosts. Nós consideramos as seguintes transfor-
mações associadas à cunha W1: a re�exão no eixo de W1, ou a W1-re�exão

r1 :=

0BB@
�1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA 2 P#+ (15)

a rotação espacial de ângulo � ao redor do eixo-cx3 , a W1-rotação

r01 :=

0BB@
1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 1

1CCA 2 P"+ (16)

e o grupo um-parâmetro de boosts que deixam W1 invariante, os W1-boosts

�1 (t) :=

0BB@
cosh (t) sinh (t) 0 0
sinh (t) cosh (t) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA 2 P"+ ; t 2 R (17)

Nós �xamos uma família de transformações de Poincaré fLW ; W 2 Wg in-
dexada pela família de cunhas e satisfazendo

LWW1 =W ; 8W 2 W (18)
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Então, de�nimos para cada cunha W 2 W , a W -re�exão, a W -rotação e os
W -boosts correspondentes

rW := LW r1L
�1
W ; r0W := LW r

0
1L

�1
W ; �W (t) := LW�1 (t)L

�1
W (19)

Essas de�nições de rW , r0W (�) e �W são independentes da transformação
de Poincaré LW 2 P"+ escolhida, devido ao seguinte lema:

Lema 4 As transformações de Poincaré que deixam a cunha W1 globalmente
invariante comutam com r1, r01 e �1;

g 2 P"+; gW1 =W1 ) gr1 = r1g ; gr
0
1 = r00g ; g�1 (t) = �1 (t) g (8t 2 R)

Este é um caso particular da proposição 108.
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Chapter 1

Introdução

Esta introdução pretende salientar suscintamente a importância da localização
modular na construção de modelos de teoria quântica local, além também de
colocar em perspectiva a física quântica local em relação à teoria geral dos
campos quantizados. Em nossa abordagem aqui, consideramos primeiramente o
campo escalar massivo auto-dual livre para introduzir os conceitos e resultados
básicos; depois mencionamos os demais casos livres e por �m descrevemos a rede
de álgebras de observáveis de uma teoria quântica local.1

1.1 Campo Massivo Escalar Auto-dual Livre

A Partícula Livre Escalar Massiva

Segundo Wigner, uma partícula relativística é descrita por uma represen-
tação unitária irredutível do recobrimento universal do grupo de Poincaré

u : ~P"+ ! U (h)

onde :
-) h é um espaço de Hilbert e

-) U (h) é o espaço dos operadores unitários agindo em h

No caso de uma partícula escalar massiva, o espaço de Hilbert é dado
pelo conjunto das funções quadrado-integráveis com respeito à medida Lorentz-
invariante do hiperbolóide de massa:

h := L2
�
�+m; d� (p)

�
;

(
�+m :=

�
p 2M = p2 = m2 ; p0 > 0

	
d� (p) = d~p

2
p
m2+~p2

; p =
�p

m2 + ~p2; ~p
�

1Para seguir nossa argumentação é su�ciente um conhecimento básico de teoria quântica
de campos (principalmente dos campos livres), conforme apresentado, por exemplo, em [141].
Conceitos de análise funcional serão apropriadamente (embora sem qualquer pretenção de
rigor) de�nidos ao longo do texto sempre que forem necessários.

7
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e a representação do grupo de Poincaré é de�nida por

u : P"+ ! U (h) ; (u (a;�)') (p) = eia�p'
�
��1p

�
A partir da representação unitária (u; h), construimos canonicamente o es-

paço de Fock associado:

H :=

1M
n=0

H
nsym ;

8>><>>:
H0
sym := C

H
nsym := expansão linear de

8<:'
 :::
 '| {z }
n

; ' 2 h
9=; ; n � 1

e a representação unitária do grupo de Poincaré induzida:

U : P"+ ! U (H) ;

�
U (a;�)'
 :::
 '| {z }

�
n

= u (a;�)'
 :::
 u (a;�)'| {z }
n

; 8n 2 N

(1.1)

O estado de vácuo é de�nido pelo vetor


 = (1; 0; :::) 2 H

O vácuo e seus múltiplos são os únicos estados invariantes sob ação da repre-
sentação U , i.é

U (g)
 = 
 8g 2 P"+

O Campo Escalar Massivo Auto-dual Livre

Como é bem conhecido, o campo escalar massivo auto-dual livre é uma
distribuição (temperada) tomando valores em operadores sobre o espaço de Fock
H

S (M) 3 f ! A (f) =

Z
M
f (x)A (x) dx (1.2)

de�nida em termos de um núcleo2

M3 x! A (x) =
1

(2�)
3=2

Z
�+m

�
e�ip�xa (p) + eip�xa� (p)

�
d� (p) (1.3)

2Ocasionalmente utilizamos a seguinte terminologia: o núcleo A (x) chamamos de campo
(escalar) pontual e o operador A (f) chamamos de campo (escalar) espalhado pela função
teste f 2 S (M).
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de�nido em termos dos operadores de criação a� (p) e aniquilação a (p), os quais
satisfazem por sua vez as relações canônicas de comutação38<: [a (p1) ; a (p2)] = [a� (p1) ; a� (p2)] = 0

[a (p1) ; a
� (p2)] = ��m (p1 � p2)

; 8p1; p2 2 �+m (1.4)

Os campos espalhados possuem um domínio comum denso no espaço de
Fock, a saber:4

D :=
1M
n=0

H
nsym = expansão linear

8<:e' :=
M
n2N

1

n!
'
 :::
 '| {z }

n

; ' 2 h
9=; (1.6)

dado pelo subespaço sobre o qual estão de�nidos os operadores de criação e
aniquilação. Sobre elementos desse domínio comum temos de�nidas as operações
de soma e produto de campos.

Chamamos de álgebra polinomial a *-álgebra de operadores de�nida pelos
campos espalhados (i.e., o conjunto das somas de produtos �nitos de campos
espalhados e seus conjugados hemitianos)

P := *-álgebrafA (f) ; f 2 S (M)g (1.7)

A Localização O�-Shell

Fisicamente, a idéia relativística de localização consiste na propriedade de
que operações (ou medidas) realizadas em regiões causalmente disjuntas não se
in�uenciam (ou são compatíveis). No caso especí�co que estamos tratando,

3Os operadores de criação e aniquilação espalhados por uma função-de-onda  2 h são
de�nidos explicitamente no espaço de Fock por:

a ( )

0
B@'
 :::
 '| {z }

n

1
CA := ( ; ')

0
B@'
 :::
 '| {z }

n�1

1
CA

a� ( )

0
B@'
 :::
 '| {z }

n

1
CA :=

nX
k=0

0
B@'
 :::
 '| {z }

k


 
 '
 :::
 '| {z }
n�k

1
CA

Nesse caso, as relações canônicas de comutação assume a forma8<
:

[a� ( 1) ; a� ( 2)] = [a ( 1) ; a ( 2)] = 0

[a ( 1) ; a� ( 2)] = ( 1;  2)

4Lembramos que os vetores do tipo

e' :=
M
n2N

1

n!
'
 :::
 '| {z }

n

2 H (' 2 h) (1.5)

são chamados de estados coerentes:
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podemos de�nir matematicamente essa noção de localização por uma corre-
spondência entre os observáveis e regiões do espaço-tempo

M3 O ! P (O) � P
satisfazendo a propriedade de que operadores associados a regiões causalmente
disjuntas comutam entre si:

O1 �O2; F1 2 P (O1) ; F2 2 P (O2) =) [F1; F2] = 0 (1.8)

onde `�' lê-se �...é causalmente disjunto de...� (de�nição 4).

O que chamamos de localização o�-shell é de�nida diretamente pelo suporte
das funções-teste:

M3 O ! P (O) := *-álgebrafA (f) ; f 2 S (M) ; supp (f) � Og (1.9)

Por cálculo direto, veri�camos que essa de�nição satisfaz a condição (1.8).5

Observação 5 Simbolicamente:

Suporte das Funções-teste ) Localização o�-shell

Álgebras de Observáveis Locais

A partir da álgebra polinomial (que é uma álgebra de operadores não-
limitados de�nidos no domínio comum D) e da localização o�-shell de�nimos
naturalmente uma rede6 de álgebras de operadores limitados :

5Com efeito, basta veri�car as relações de comutação para os monômios de campos es-
palhados (o que é quase trivial)! Assim, considere duas funções-teste f1; f2 2 S (M) com
suportes contidos em regiões causalmente disjuntas O1�O2; temos (diretamente das relações
de comutação dos operadores de criação e aniquilação (1.4):

A (f1)A (f2) =

Z
M

f1 (x) dx

Z
M

f2 (y) dy fA (x)A (y)g

=

Z
O1

f1 (x) dx

(2�)3=2

Z
O2

f2 (y) dy

(2�)3=2

Z
�+m

d� (p1)

Z
�+m

d� (p2)�

� �e�ip1�xa (x) + eip1�xa+ (x)
� �
e�ip2�ya (y) + eip2�ya+ (y)

�
=

Z
O2

f2 (y) dy

(2�)3=2

Z
O1

f1 (x) dx

(2�)3=2

Z
�
+
m

d� (p2)

Z
�
+
m

d� (p1)�

� �e�ip2�ya (y) + eip2�ya+ (y)
� �
e�ip1�xa (x) + eip1�xa+ (x)

�
=

Z
M

dyf2 (y)

Z
M

f1 (x) dx fA (y)A (x)g

= A (f2)A (f1)

6Por rede de álgebras subentendemos que a correspondência O ! R (O) é isotônica, i.é:

O1;O2 �M; O1 � O2  R (O1) � R (O2)
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M3 O ! R (O) := P (O0)w (1.10)

P (O0)w = fA 2 B (H) = (A';F ) = (F �';A� ) ; 8F 2 P (O0) ;8';  2 Dg
onde O0 é o complemento causal de O (de�nição 5).e ` w ' signi�ca o comutante
fraco (de�nido precisamente pela expressão acima).

Para cada O � M, a álgebra R (O) é uma álgebra de von Neumann em
H (i.e. *-subálgebras fracamente fechadas de B (H)) chamada de álgebra dos
observáveis localizados em O (apesar do fato dessas álgebras conterem elementos
que não são auto-adjuntos). A correspondência O ! R (O) é chamada de rede
quântica local. De�nimos a álgebra universal (dos observáveis quase-locais) pelo
fecho (na topologia da norma) da união de todas as álgebras de observáveis
locais

A :=
[

O�M
R (O) � B (H) (1.11)

Descrição On-Shell

Apesar dos observáveis locais (elementos de A) terem sido de�nidos a partir
dos campos (elementos de P), podemos obtê-los diretamente a partir da rep-
resentação de Wigner, numa descrição que chamamos de on-shell. Para tanto,
será essencial considerar a seguinte relação natural entre funções-teste e funções-
de-onda, de�nida pela restrição da transformada de Fourier das funções-teste
ao hiperbolóide de massa:

S (M) 3 f ! 'f := (p) := f̂
���
�+m
2 L2

�
�+m; d� (p)

�
(1.12)

f̂ (p) :=
1

(2�)3=2

Z
M
e�ip�xf (x) dx

Notamos imediatamente que

A (f) =

Z
�+m

�
'f (p) a (p) + 'f (p)a

� (p)
�
d� (p)

Portanto, é natural considerarmos o chamado campo de Segal (de�nido em ter-
mos de funções-de-onda ao invés de funções-teste):

h 3 '! � (') :=
1p
2

Z
M

n
' (p) a (p) + ' (p)a� (p)

o
dx (1.13)

A partir dos operadores de Segal de�nimos os operadores de Weyl :

h 3 '!W (') := ei�(') (1.14)
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Os operadores de Weyl são operadores unitários que satisfazem as relações
canônicas de comutação (CCR)

W (')W ( ) = e�i=('; )W ('+  ) (1.15)

e a seguinte identidade de conjugação

W (')
�
=W (�') (1.16)

Finalmente, de�nimos a álgebra de Weyl associada ao espaço simplético (h;=)
(conforme o apêndice B.2.1) como sendo a C*-álgebra gerada pelos operadores
de Weyl

Weyl (h) := C*-álgebrafW (') ; ' 2 hg (1.17)

Como conseqüência quase imediata da identidade

A (f) =
p
2� ('f ) ; 8f 2 S (M) (1.18)

obtemos que a álgebra de observáveis coincide com a álgebra de Weyl:7

A =Weyl (h) (1.19)

Observação 7 Temos mostrado que a álgebra de observáveis possui uma de-
scrição on-shell (ou seja, de�nida diretamente a partir da representação de
Wigner); resta-nos mostrar que também a localização de�nida pela rede quântica
local (1.10) possui uma descrição on-shell.

Localização Modular (On-Shell)

Para obtermos uma descrição on-shell da localização, recorreremos às re-
lações do tipo Paley-Wiener que existem entre propriedades do suporte das
funções-teste e propriedades analíticas das funções-de-onda de�nidas pela fór-
mula (1.12). Essas relações podem ser estabelecidas para funções-de-onda com
suporte em regiões arbitrárias do espaço-tempo [112], mas aqui basta-nos con-
siderar a situação mais simples das regiões tipo-cunha (de�nição 9 ou 10)

W1 :=
�
x 2M ;

��x0�� < x1
	

g 2 P"+  Wg := gW1

7Vale o seguinte teorema:

Teorema 6 (Stone-von Neumann) Existe uma única álgebra-C* gerada por operadores
satisfazendo as relações CCR (1.15) e Cdo (1.16), módulo *-isomor�smos.
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às quais temos associadas seguintes transformações de Poincaré (de�nições 15,
16, 17, 19)8

r1 :=

0BB@
�1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA 2 P#+ ; r01 :=

0BB@
1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 1

1CCA 2 P"+ (1.20)

�1 (t) :=

0BB@
cosh (t) sinh (t) 0 0
sinh (t) cosh (t) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA 2 P"+ (t 2 R)

g 2 P"+;  rWg := gr1g
�1 ; r0Wg

:= gr01g
�1 ; �Wg := g�1g

�1

Teorema 8 (Vide seção 12.1.2) A) Se o suporte da função-teste f 2 S (M)
está contido numa região cunha W , então a função

R 3 t! u (�W (�2�t))'f
possui uma continuação analítica na faixa

st (�1=2; 0) := fz 2 C ; �1=2 < = (z) < 0g
de�nida pela extensão de 'f à uma certa subregião do hiperbolóide de massa
complexo.

Além disso, o valor de bordo u (�W (i�))'f de�ne uma função-de-onda no
hiperbolóide da massa com energia negativa:

��m 3 q ! 'f (q) := (u (�W (i�))'f ) (rW q)

B) Vale também que para qualquer região O � M, é denso no espaço das
funções-de-onda h o conjunto das funções-de-onda 'f dadas por funções-teste
f 2 S (M) com suporte contido em O.

As relações tipo Paley-Wiener dadas nesse teorema são expressas na teoria
de Wigner intrisecamente em termos de sua estrutura modular, de�nida a partir
das transformações de Poincaré associadas às regiões cunha. Para de�nir essa
estrutura modular, temos que extender a representação u do grupo de Poincaré
P"+ a uma representação (anti-)unitária do grupo de Poincaré próprio P+ (con-
forme de�nição 105); isso conseguimos simplesmente de�nindo a representação
das inversões rW 's; em nosso caso particular, temos explicitamente:

u (rW ) : h! h ; (u (rW )') (p) := ' (�rW p) 8p 2 �+m (1.21)

8Geometricamente, r1 é a re�exão nos eixos `ox1' e `ot', r01 é a rotação espacial de ângulo
� em torno do eixo `ox3' e �1 é um grupo 1-parâmetro de boosts que deixam a região cunha
W1 invariante.
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En�m, a partir da fórmula (1.21) e do teorema acima, para cada região
cunha W �M está bem de�nido sobre um subconjunto denso de h o chamado
operador de Tomita espacial (vide capítulo 12)

sW := u (rW ) u (�W (i�)) (1.22)

e, �nalmente: se o suporte de uma função-teste f 2 S (M) está contido na
região cunha W � M, então a função-de-onda 'f pertence ao domínio do
operador de Tomita espacial sW e também é deixada invariante pela ação deste
operador :

'f 2 Dom (sW ) ; sW'f = 'f

Com efeito,

(sW'f ) (p) = 'f (�p)

=
1

(2�)
3=2

Z
M
e�i(�p)�xf (x) dx

=
1

(2�)3=2

Z
M
e�ip�xf (x) dx

= 'f (p) ; 8p 2 �+m

Agora podemos de�nir a correspondência entre regiões do espaço de Minkowski
e subvariedades do espaço dos estados h que chamamos de localização modular
da teoria de Wigner :

M� O ! hR (O) :=
\
W�O

hR (W ) (1.23)

hR (W ) := f' 2 Dom (sW ) = sW' = 'g 8 região tipo-cunha W �M
É possível mostrar que para toda região não-vazia O � M com comple-

mento causal não-vazio, o espaço hR (O) é um subespaço real padrão de h, i.é,
satisfazendo:9 8<: hR (O) + ihR (O) é denso em h

hR (O) \ ihR (O) = 0
(1.24)

Então, nessas circunstâncias �ca bem de�nido o seguinte operador de Tomita
espacial associado à região O:
sO : (hR (O) + ihR (O))! (hR (O) + ihR (O)) ; sO ('+ i ) = '� i (1.25)

Essa fórmula generaliza para regiões arbitrárias (com complemento causal não-
vazio) a fórmula do operador de Tomita espacial associado a regiões wedge
(1.22).

9Este é um resultado análogo ao teorema Reeh-Schlieder (18), dado pela parte B do teo-
rema acima.
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Observação 9 Simbolicamente:

Analiticidade das Funções-de-onda ) Localização Modular (on-shell)

O fato fundamental que justi�ca toda essa construção é o seguinte teorema:

Teorema 10 Para toda região O �M, vale

R (O) =Weyl (hR (O))
Observação 11 Podemos resumir os fatos apresentados até agora dizendo que:
não apenas a álgebra de observáveis A, mas também a própria rede quântica local
(de�nida pela correspondência)

O ! R (O)
pode ser obtida diretamente da representação de Wigner (h; u), via localização
modular.

Estrutura Modular

A estrutura modular da teoria de Wigner é naturalmente extendida para o
espaço de Fock:

HR (O) := R-linear expansão de fe' ; ' 2 hR (O)g (1.26)

SO : HR (O)! HR (O) ; SOe' := esO'

Para toda região O com complemento causal não-vazio,HR (O) é um subespaço
linear padrão do espaço de Fock H e SO é um um operador anti-linear bem
de�nido, chamado de operador de Tomita da região O.
Proposição 12 Para qualquer região O � M com complemento causal não-
vazio, o correspondente operador de Tomita SO é caracterizado por:8<:

R (O) 
 é um core de SO

SOA
 = A�
 ; 8A 2 R (O)
(1.27)

Generalizações

A localizaçãomodular e a construção modular de redes quânticas locais livres
estão de�nidas para qualquer representação própria do (recobrimento universal
do) grupo de Poincaré próprio (105) ~P+, embora nos casos de helicidade in-
�nita (�torres de spin�) a localização esteja restrita a regiões do espaço-tempo
contendo cones tipo-espaço. Contudo, essa generalização não é realizada triv-
ialmente; as principais di�culdades são as seguintes:



16 CHAPTER 1. INTRODUÇÃO

1) Para spin/helicidade não-zero, é preciso resolver o problema da presença
da rotação de Wigner na representação de Wigner (se usamos a técnica analítica
descrita nesta tese).

2) Na construção modular das álgebras de observáveis, utilizamos o chamado
Functor de Weyl nos casos de spin/helicidade semi-inteiro par e utilizamos o
Functor de Cli�ord nos casos de spin/helicidade semi-inteiro ímpar (re�etindo
a conecção entre spin e estatística dos campos quânticos).

3) Para os casos de spin-in�nito, a expectativa é de que os subespaços de
localização modular hR (O) sejam triviais para regiões �menores� do que cones
tipo-espaço (sugerindo que as possíveis �partículas� de helicidade-in�nita sejam
objetos extensos semelhantes a cordas semi-in�nitas).

1.2 Física Quântica Local

O fato da rede de álgebras de observáveis de um sistema de campos livres ser
�sicamente interpretada sem mencionar dos campos quânticos associados e tam-
bém por ser construída diretamente das subrepresentações irredutíveis da ação
covariante do grupo de Poincaré sobre os campos, sugere que podemos tratá-la
como objeto fundamental da física de partículas.10 A física quântica local é uma
realização dessa idéia e está constituída sobre um conjunto de axiomas extraí-
dos das propriedades básicas das teorias livres, possivelmente válidas também
para teorias apresentando interação não-trivial. Nossa tarefa de construir tais
modelos de teoria quântica local com interação signi�ca obter uma realização
explícita dessa possibilidade.

A abordagem algébrica da física quântica local se justi�ca por de�nir os
princípios básicos da física quântica relativística num contexto tanto mais nat-
ural quanto mais amplo e rigoroso do que a própria teoria geral dos campos
quantizados.

No contexto da física quântica local sua estrutura modular surge muito nat-
uralmente como consequência direta do teorema Reeh-Schlieder. Esta estrutura
modular incorpora considerável (talvez toda) informação física da teoria; par-
ticularmente as interações, pela fórmula

Ssc = SWS0W

relacionando os operadores de Tomita SW e S0W da teoria original e da teo-
ria livre subjascente (de�nida pela teoria do espalhamento), respectivamente,
de uma região cunha W com respeito ao estado de vácuo 
 através da matriz
de espalhamento Ssc. Nessa fórmula, notamos que S0W e Ssc são caracteriza-
dos pelas partículas e interações descritas pela teoria, donde concluímos que
o operador de Tomita da teoria original SW é determinado por tais dados de
espalhamento, sem necessidade de qualquer outra informação adicional.

10Esse ponto de vista é reforçado também pelo fato da rede de álgebras locais ser intrínse-
camente determinada pela interação (matriz de espalhamento), ainda que esteja associada a
uma in�nidade de sistemas de campos quânticos (pertencentes à mesma classe de Borchers).
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O fato não trivial relacionando os operadores de Tomita das regiões tipo-
cunha com o espectro de partículas da teoria (as subrepresentações irredutíveis
da ação covariante do grupo de Poincaré) e também por trás da fórmula acima
é a propriedade chamada covariância modular :

Para toda cunha W �M, o grupo modular associado satisfaz:

�
1=2
W = U (�W (i�))

Essencialmente, a covariância modular relaciona as transformações geométricas
associadas às regiões cunha a operadores algébricos (modulares) das correspon-
dentes álgebras de observáveis no setor de vácuo, atravéz da ação covariante do
grupo de Poincaré.

Construção Modular de Modelos de Teoria Quântica Local

Os métodos de construção modular de teorias quânticas consistem basica-
mente em partir do conhecimento da estrutura modular da teoria o dada pela
correspondência

(u; h) + Ssc| {z }
partículas + interação

! fSO;HR (O)g| {z }
estrutura modular

(1.28)

para obter (de algum modo) a rede quântica local:

fSO;HR (O)g| {z }
estrutura modular

! fR (O)g| {z }
rede quântica local

Mencionamos três possibilidades discutidas nesta tese para realizar uma essa
correspondência:

i) O Método Espacial, baseado na caracterização dos cones naturais dada
por Alain Connes;

ii) O Método Holográ�co, baseado na idéia de construir uma teoria quântica
local a partir de um conjunto de teorias em espaço-tempo em dimensão inferior;

iii) O Método PFG, que utiliza os chamados geradores livres de polarização
do vácuo.
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Chapter 2

Axiomas e Propriedades

Relatividade e Mecânica Quântica

A teoria da relatividade e amecânica quântica foram desenvolvidas na primeira
quarta parte do século XX, motivadas tanto pela descoberta de incongruências
experimentais quanto por considerações basicamente teóricas acerca da física
clássica, a qual compreende a mecânica de Newton, o eletromagnetismo de
Maxwell e tudo o que havia sido construído a partir desses. Essas novas teorias
foram revolucionárias porque fundamentadas em princípios físicos que levaram a
um entendimento da realidade física radicalmente diferente daquela sustentada
pela física clássica. Esses princípios têm se mostrado extremamente adequados
para a descrição da realidade física, e neles estão os fundamentos da física quân-
tica local e de tantas outras teorias, tais como a teoria dos campos quantizados
(capítulo 5), a teoria causal, a teoria da perturbação renormalizada [141, Chap-
ter 12], o formalismo da integral-de-caminho, a teoria de matriz-S [14, Chapter
14], o formalismo LSZ [14, Chapter 13] e a mecânica quântica relativística (de
partícula) [44],[45],[46],[47].

Rede Quântica Local

A física quântica local se caracteriza pela idéia de que toda informação física
deve estar contida nos observáveis, donde temos que o objeto fundamental da
teoria é a chamada rede de álgebras de observáveis locais, ou seja, uma corre-
spondência entre regiões do espaço-tempo e álgebras-C* satisfazendo as pro-
priedades de isotonia, localidade e covariância de Poincaré.

Numa generalização da mecânica quântica, podemos considerar que um sis-
tema físico é caracterizado por suas propriedades (mensuráveis), que por sua vez
são de�nidas por referência a dispositivos experimentais, os quais chamamos en-
tão de observáveis físicos do sistema1; portanto, de�mos uma teoria quântica

1Um ponto de vista semelhante:

�Um `sistema físico' é um conjunto de `quantidades físicas', que são de�nidas
operacionalmente através dos valores médios de vários tipos de experimentos.
Estes são experimentos idealizados, que medem quantidades macroscópicas por

21
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como sendo uma relação entre a classe dos observáveis físicos O e a classe dos
operadores auto-adjuntos de uma álgebra-C* A

O! Asa

Então, se assumimos que pode ser de�nida uma relação entre regiões do espaço-
tempo e os subconjuntos dos observáveis físicos nelas localizados

M� O ! O (O) � O

esta se traduz numa relação entre regiões do espaço-tempo e subconjuntos da
álgebra de observáveis Asa

M� O ! A (O) � Asa

Nesse caso, o princípio de localidade pode ser de�nido pela exigência

O1 �O2 ) [A (O1) ;A (O2)] = f0g
que implica na compatibilidade (ou independência) das observações realizadas
em regiões causalmente disjuntas. Essa é a estrutura essencial da física quântica
local, e todos os demais conceitos que fazem parte da teoria podem ser entendidos
como meios para extrair dessa estrutura as informações que desejamos saber
sobre os sistemas físicos.

Interpretação Física

A interpretação física da teoria quântica local extende a interpretação min-
imal da mecânica quântica 2:

0) Observáveis e Estados: um sistema físico � é uma classe de
objetos (podemos pensar em partículas) caracterizados por um con-
junto de propriedades de�nidas operacionalmente por outra classe de
objetos (dispositivos experimentais, instrumentos de medida) chama-
dos observáveis. As leis da teoria quântica versam sobre o comporta-
mento de `ensambles' estatísticos de sistemas �, chamados de esta-
dos.3 Uma medida signi�ca a interação (de exemplares) do sistema

leituras analógicas precisas, mas que provavelmente não dão valores de�nidos
para as quantidades físicas do sistema. Neste caso, a quantidade não é medida
`exatamente' e pode ter qualquer um dentre vários possíveis valores, com várias
probabilidades.� (Segal, [128])

2A interpretação minimal consiste naquela interpretação (mais) puramente operacional,
subjascente a todas as demais intepretações da mecânica quântica [42].

3O chamado corte de Heirsenberg, i.e. a divisão do universo em partes observadora e
observada (e o meio-ambiente restante) é realmente necessária quando os sistemas físicos
são caracterizados operacionalmente, ainda que a �posição� do corte não tenha signi�cado
intrínseco (ou seja, dependa de certas convenções). Obviamente, esse procedimento não pode
ser aplicado numa descrição do universo inteiro, mas é conveniente para nosso interesse em
descrever partículas.
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físico com um instrumento de medida e a descrição matemática é
feita por um par estado-observável (';A).

i) Quadro de Haag-Kastler: consideramos que � seja descrito
poruma correspondência entre regiões do espaço-tempo e álgebras-
C*

O ! A (O)
sendo que para cada região O do espaço-tempo, os elementos auto-
adjuntos da álgebra local A (O) e os funcionais lineares contínuos
normalizados e positivos sobre esta álgebra são respectivamente os
observáveis e os estados do sistema, localizados nessa região4.

ii) Interpretação Estatística: a probabilidade relativa dos pos-
síveis valores para uma medida do sistema especi�cada por um par
(';A) é dada pelo módulo dos coe�cientes da decomposição espec-
tral de ' com respeito a A; portanto, o valor médio destas medidas
é dado por ' (A)5.

iii) Simetria Espaço-Temporal: sistemas de coordenadas �xados
em referenciais inerciais são �sicamente indistinguíveis, e o grupo de
Poincaré estabelece a correspondência entre as medidas realizadas
em diferentes sistemas de coordenadas.

Observação 13 Nesta tese, como em geral, chamamos de �observáveis� os
elementos das álgebras locais, sendo estes auto-adjuntos ou não. Isso consiste
apenas numa simpli�cação de terminologia, desde que qualquer operador de uma
álgebra-C* é uma combinação linear de operadores auto-adjuntos:

A =
A+A�

2
+ i

A�A�
2i

En�m, de�nimos o conceito de rede quântica local :

Axioma 14 (Rede Quântica Local) Seja A uma álgebra-C* com unidade e
seja C*(A) a classe das subálgebras-C* de A contendo a unidade.

4Os axiomas da física quântica local se referem aos observáveis (ou mais precisamente, à
rede de observáveis) e não aos estados, pois os estados (ou mais precisamente, as vizinhanças
fracas destes) podem ser obtidos pelo monitoramento ou pela �ltragem, que são processos
de�nidos em termos de observáveis.

5Um ponto de vista semelhante:

�Na interpretação minimal, a mecânica quântica é considerada como uma
teoria física probabilística, consistindo de uma linguagem (proposições sobre os
resultados de medidas), uma estrutura probabilística (um conjunto convexo de
medidas de probabilidade representando as possíveis distribuições de resultados
de medidas) e lei probabilística. Em adição, as probabilidades são interpretadas
como limites de freqüências relativas de resultados de medidas, isto é, no sentido
de uma interpretação estatística epistemológica � (Busch-Pekka-Mittelstaedt, [42]
- traduzido)
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Uma terna (A; �;A) dada por uma correspondência

A : D ! C* (A)

e uma ação do grupo de Poincaré

� : P"+ ! Aut (A) ; � (g) = �g

é dita ser uma rede quântica local quando satisfaz as seguintes propriedades:
i) Isotonia

O1;O2 2 D; O1 � O2 ) A (O1) � A (O2)

ii) Localidade

O1;O2 2 D; O1 � O02 ) A (O1) � A (O2)
0

iii) Covariância

� (a;�)A (O) � A (a+�O) ; 8 (a;�) 2 P"+; 8O 2 D
iv) Propriedade Geradora6

A =
[
O2D
A (O) (C*-limite-indutivo)

Notação 15 Utilizaremos a seguinte terminologia, ocasionalmente com a omis-
são dos adjetivos entre parênteses, conforme é usual:

A álgebra-C* A chamaremos de álgebra de observáveis (quase-locais) e as
álgebras A (O) (O 2 D) de álgebras de (observáveis localizados em) O. Também
de�nimos a álgebra (de observáveis) local

Aloc :=
[
O2D
A (O)

Se (A; �;A) é uma rede quântica local (de�nida sobre regiões do tipo dia-
mante), podemos de�nir as álgebras de observáveis das regiões não compactas
pelo limite C*-indutivo das álgebras de observáveis localizadas em subregiões
limitadas:

O 2 K; A (O) :=
[

D3Q�O
A (Q) � A (2.1)

(A barra denota o fecho na topologia da norma.) Trivialmente, essa extensão da
rede quântica local para o conjunto de regiões causalmente completasK preserva
as propriedades de isotonia, localidade e covariância. No que segue, usaremos
essa de�nição sistematicamente

6A propriedade geradora torna redundante mencionar a álgebra-C* A nessa de�nição da
rede quântica local, mas é conveniente mencioná-la para o bem da simplicidade.
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De�nição 16 (Estados e Representações da Rede Quântica Local) Seja
(A; �;A) uma rede quântica local.

Um estado da rede é um funcional linear contínuo positivo e normalizado da
álgebra de observáveis A, i.e um elemento ' 2 A�.satisfazendo8><>:

' (A�A) � 0 ; 8A 2 A (positividade)

k'k := sup
n
'(A�A)
kAk : A 2 An f0g

o
(normalização)

Uma representação da rede é uma *-representação da álgebra de observáveis
A, i.e. uma aplicação linear � : A ! B (H) no espaço dos operadores lineares
limitados agindo num espaço de Hilbert separável H que preserva a operação de
conjugação.

Para cada estado ' 2 A�, temos a representação da rede de�nida pela con-
strução GNS [22, Section 2.3.3] para o par (A; '), i.e. uma *-representação
�' : A! B (H') e um vetor 
' 2 H' (únicos módulo *-isomor�smos) tais que

�' (A) 
' é denso em H'
e

' (A) = (
'; �' (A) 
') ; 8A 2 A
Nesse caso, obtemos álgebras de von Neumann locais fechando fracamente a
representação das álgebras de observáveis locais:

R' (O) := �' (A (O))00 � H' ; 8O 2 D (2.2)

Chamamos a terna (R';H';
') de representação GNS da rede (A; �;A) gerada
por '.

Para que a física quântica local descreva partículas, é necessário que a ál-
gebra de observáveis admita estados satisfazendo certas propriedades especiais.
Certamente, é necessário a existência um estado descrevendo o espaço-tempo
�vazio�:

De�nição 17 (Estado de Vácuo) Seja ! um estado sobre A e seja (�;H;
)
a representação GNS associada.

Dizemos que ! é um estado de vácuo da rede quântica local (A; �) quando
este satisfaz as seguintes propriedades

vácuo 1) Invariância Translacional: O estado de vácuo é invariante sob
ação das translações espaço-temporais

! � � (a) = ! ; 8a 2 R4

Nesse caso, a ação das translações é unitariamente implementada no espaço
de Hilbert H, i.e. existe uma representação unitária fortemente contínua das
translações do espaço-tempo7

U : R4 ! U (H)
7A representação U pode ser escolhida de modo que os operador-momentum é um ob-

servável: P� 2 � (A)00 [17].
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satisfazendo

U (a) 
 = 

�! � � (a) = adU (a) � �! ; 8a 2 R4

Seja P =
�
P 0; ~P

�
o gerador in�nitesimal das translações (conforme o teorema

de Stone [113, Section VIII.4])

U (a) = eiP �a ; 8a 2 R4

vácuo 2) Condição Espectral: O espectro de P pertence ao fecho do cone tipo-
tempo futuro

Spect (P ) � V +

O estado de vácuo ! é dito ser puro quando satisfaz uma (e portanto todas)
das seguintes condições equivalentes [3, Theorem 4.6]:

puro 1) � (A)00 é um fator (� (A)00 \ � (A)0 = C 1)

puro 2) � (A) é irredutível (� (A)0 = C 1);

puro 3) Todo vetor de H translacionalmente invariante é proporcional a 
:

(2.3)

Apresentaremos agora algumas das propriedades básicas da rede quântica
local

Propriedade Reeh-Schlieder

A propriedade Reeh-Schlieder diz que na representação de vácuo cada ob-
servável local corresponde a um único vetor de estado

Aloc 3 A ,! A
 2 H!
Esta relação pode ser tornada biunívoca localmente, se consideramos para cada
álgebra localR (O) o conjuntoR� (O) dos seus operadores a�liados8 cujo domínio
contêm o vácuo, então

R� (O) 3 F  ! F
 2 H!
Esse tipo de correspondência entre álgebras de von Neumann e subespaços

vetoriais implica que cada teoria modular de Tomita-Takesaki de�ne trivial-
mente uma teoria modular de Rie�el-Daele. Entretanto, o problema inverso
não é trivial e não possui solução geral, embora seja um problema importante
para a física quântica local por estar relacionado com os aspectos contrutivos
da teoria.

8Se A é uma álgebra atuando num espaço de Hilbet H, então o conjunto dos seus operadores
a�liados é dado pelos operadores F em H (limitados ou não) que comutam com o comutante
de A.
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Teorema 18 (Reeh-Schlieder) Seja (A; �) uma rede quântica local, ! um
estado de vácuo e (�;H;
) a representação GNS associada.

Se a representação de vácuo satisfaz a propriedade de aditividade fraca, i.e.

� (A)
00
=

 [
x2M

� (A (O + x))

!00
; 8O 2 K

então o vetor de vácuo 
 é cíclico e separante para as álgebras locais, i.e.

H = � (A (O)) 


A 2 � (A (O))00 ; A
 = 0 =) A = 0

; 8O 2 K (2.4)

Para uma prova, vide [3, Theorem 4.14] ou [52, Theorem 1]. Nesta segunda
referência, temos uma generalização do teorema Reeh-Schlider apresentado aqui:
todo vetor do espaço de Hilbert da representação de vácuo com a propriedade de
ser analítico para a energia é cíclico e separante para todas as álgebras locais.
Além disso, o subespaço gerado por esses vetores é denso no espaço de Hilbert
da representação de vácuo.

Em essência, o teorema de Reeh-Schlieder tem duas mensagens: a primeira
(ciclicidade) diz que qualquer estado da álgebra de observáveis (no setor de
vácuo) pode ser arbitrariamente aproximado por estados produzidos a partir
do próprio estado de vácuo pela ação de observáveis localizados em regiões
arbitrárias do espaço-tempo; a segunda mensagem (separabilidade) diz que a
representação de vácuo é localmente �el, ou seja, que a álgebra de observáveis
não possui aniquiladores locais9.

Observação 19 O teorema de Reeh-Schlieder é o fato fundamental para a ex-
istência da estrutura modular nas teoria quânticas locais.

Propriedade de Cisão

As álgebras locais na representação de vácuo são em geral fatores hiper�nitos
do tipo III1. Esse fato é responsável por diferenças essenciais entre a teoria
quântica local e a mecânica quântica. Entretanto, propriedade de cisão garante
certas semelhanças, tais como as seguintes:

1) existência de estados de equilíbrio termodinâmico em qualquer temper-
atura [37];

2) unicidade do estado de vácuo (para tanto, é su�ciente a chamada pro-
priedade de cisão distal [61]) [26, Theorem 3.1];

9O teorema Reeh-Schlieder tem gerado certas discussões entre teóricos devido a supostos
paradoxos decorrentes do mesmo (vide [90]). Contudo, não existe nenhum paradoxo e o caráter
anti-intuitivo do teorema Reeh-Schlieder deve-se meramente à estrapolação das condições
normais às quais estamos habituados: as excitações locais do vácuo não devem formar um
conjunto denso no espaço de Hilbert dos estados se têm a energia limitada por dado valor -
fato relacionado com o requerimento de nuclearidade e propriedade split discutidos a seguir.
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3) é necessária para se de�nir uma noção de �entropia quântica� [122].

Essencialmente, a propriedade de cisão signi�ca que a inclusão `própria' de
álgebras de oberváveis é �intermediada� por um fator tipo I; precisamente:

De�nição 20 (Propriedade de Cisão) Dizemos que uma representação � :
A! B (H) rede quântica local (A; �) satisfaz a propriedade de cisão quando

O1;O2 2 D; O1 � O2 ) 9 fator tipo I N � H = � (A (O1))
00 � N � � (A (O2))

00

(2.5)

A propriedade de cisão é também equivalente à propriedade de que as álge-
bras de observáveis localizadas em regiões causalmente disjuntas sejam estatís-
ticamente independentes10; precisamente:

Proposição 21 Seja (R;H; U;
) a representação de vácuo de uma rede quân-
tica local satisfazendo a propriedade Reeh-Schlieder.

Então, são equivalentes:
i) a representação de vácuo satisfaz a propriedade de cisão;
ii) Para todo par de regiões O1;O2 2 D tais que O1 � O2 temos que R0 (O1)

e R0 (O2)
0 são estatisticamente independentes.

Para uma prova, vide [85, Proposition 5.2.1].

Observação 22 Embora a propriedade de cisão não tenha uma motivação física
explícita, ela é equivalente à não existência de limitações absolutas para se
preparar um estado localmente [32, section 2]. Ela decorre do requerimento
de nuclearidade que limita o espaço de fase da teoria, evitando os �paradoxos�
do teorema Reeh-Schlieder (vide [85, section V.5.1-2] e as referências citadas).

Dualidade de Causal
10

Independência Estatística: Sejam H um espaço de Hilbert e R1 e R2 um
par de álgebras de von Neumann agindo em H.

Dizemos que R1 e R2 são estatisticamente independentes quando

i) R1 e R2 comutam entre si: [A1; A2] = 0 8A1 2 R1; A2 2 R2

ii) para todo par de estados normais '1 2 (R1)� , '2 2 (R2)�
existe um estado normal ' 2 (R1 _R2) satisfazendo:
' (A1A2) = '1 (A1)'2 (A2) ; 8A1 2 R1; 8A2 2 R2

(em particular, ' é uma extensão normal de '1 e '2 para R1 _R2)

Proposição: Sejam H um espaço de Hilbert, R � R̂ uma inclusão de fatores
agindo em H, e 
 2 H um vetor cíclico e separante para R, R̂ e R0 \ R̂.

Então, R e R̂0 são estatisticamente independentes se e somente se

existe um vetor � 2 H cíclico e separante para R_ R̂ tal que:
(�; AB0�) = (
; A
) (
; B0
) ; 8A 2 R; 8B0 2 R̂0
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A dualidade causal consiste numa versão forte da localidade, no sentido de
que as álgebras locais de uma rede Haag dual são maximais com respeito à essa
propriedade. Outras de�nições de dualidade com respeito à estrutura causal
também são úteis:

De�nição 23 (Dualidade Causal) Dada uma rede quântica local (A; �), de�n-
imos sua rede dual por

Ad : K ! C* (A) ; Ad (O) := A (O0)0 (2.6)

Trivialmente, a localidade da rede A implica

A (O) � Ad (O) ; 8O 2 K
Dizemos que a rede A satisfaz dualidade causal quando ela é igual à sua rede
dual:

A (O) = Ad (O) ; 8O 2 K (2.7)

Dizemos que a rede A satisfaz dualidade essencial quando sua rede dual sat-
isfaz dualidade causal:

Ad (O) = Add (O) ; 8O 2 K (2.8)

Também dizemos que a rede A satisfaz dualidade das cunhas quando

A (W 0) = A (W )
0
; 8W 2 W

A rede dual pode não ser local, mas é fácil ver que ela satisfaz localidade se
e somente se satisfaz dualidade causal!

Proposição 24 1) Se a representação de vácuo de uma rede quântica local
satisfaz dualidade das cunhas, então ela satisfaz dualidade essencial [10, Lemma
1.14.8];

2) Se a representação de vácuo de uma rede quântica local satisfaz a pro-
priedade de covariância modular, então ela satisfaz dualidade das cunhas [20].11

Observação 25 A teoria-DHR e -BF dos setores de superseleção pressupõe
que a rede quântica local satisfaça dualidade essencial. Portanto, também a
existência de setores de superseleção do tipo DHR e BF é uma consequência
importante da propriedade de covariância modular!

Propriedade B

De�nição 26 (Propriedade B) Uma representação de vácuo (�;H; U;
) de
uma rede quântica local (A; �;A) satisfaz a propriedade B quando para todo
par de diamantes O1;O2 2 D tais que O1 � O2 vale que para toda projeção
0 6= E 2 � (A (O1)), existe uma isometria parcial W 2 � (A (O2)) tal que
E =WW �.

11A propriedade de covariância modular será de�nida no capítulo seguinte.
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A propriedade B vale automaticamente se as álgebras locais são fatores tipo
III, e nesse caso, toda projeção de uma álgebra local é dada por uma isometria
parcial da própria álgebra.

Proposição 27 Se na representação de vácuo de uma rede quântica local vale
aditividade fraca, então vale a propriedade B.



Chapter 3

Setores de Superseleção e
Álgebra de Campos

Uma das motivações originais para a formulação da física quântica local [89]
foi o desejo de compreender a natureza das regras de superseleção descobertas
na física quântica, tais como a univalência [142]. É notável que as conquistas
alcançadas nesse tópico tenham corroborado a idéia fundamental de basear a
teoria nos observáveis apenas; de fato, nas análises de Doplicher-Haag-Roberts
e Buchholz-Fredenhagen dos setores de superseleção, o conhecimento dos ob-
serváveis no setor de vácuo é su�ciente para construir todos os demais setores,
estados e campos carregados (satisfazendo os respectivos critérios de seleção) de
acordo com a concepção de Wick-Wightman-Wigner [142], então realizando um
�desejo físico� como um �teorema matemático�1.

A física quântica local é formulada em termos de álgebras de operadores e não
campos, embora sob algumas circunstâncias possa ser de�nida por uma teoria
quântica de campos de Wightman. De qualquer modo, a física quântica local
alcança os sucessos da teoria quântica de campos e mesmo os aprofunda. Para
citar um exemplo, consideremos o caso do teorema spin-estatística: enquanto
na teoria de Wightman o teorema spin-estatística é demonstrado assumindo
que os campos de Wightman comutem ou anti-comutem em pontos causalmente
disjuntos [132, seção 4.4],[97, seção 5.3], na teoria quântica local não há hipóteses
sobre as relações de comutação dos campos e, entretanto, se obtém que um
sistema de campos é univocamente determinado pela exigência de que os mesmos
satisfaçam as relações normais de comutação [3, seção 6, teorema 6.26]; portanto,

1Estas são literalmente as palavras de Baumgärtel em [10, seção 3.5]: �... these physical
concepts [on superselection theory of Wick-Wightman-Wigner] can be established within our
approach [namely, DHR superselection theory in local quantum physics], in other words, a
`physical desire'is transformed into a `mathematical theorem'.�
De fato, essas análises possuem limitações intrínsecas e, por exemplo, não descrevem os se-

tores de superseleção associados à carga elétrica; mas isso é uma característica dessas análises,
e não da teoria em si. Para uma prova de que a carga elétrica de�ne regras de superseleção
vide [134]. Para uma análise do espaço de estados da eletrodinâmica quântica vide [29].

31
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em relação à teoria de Wightman, a teoria quântica local revela que a conexão
spin-estatística não é uma propriedade intrínseca dos campos quânticos mas
uma conveniente convenção (sempre possível de ser adotada quando a dimensão
do espaço-tempo é superior a três)2.

Observação 28 (Cargas e Campos na Física Quântica Local) Em física
quântica local, denominamos de cargas os índices dos setores de superseleção
e de campos (quânticos) os operadores que interpolam diferentes setores de
superseleção. Portanto, dizemos que os campos são carregados e os observáveis
são neutros, pois estes mas não aqueles preservam os setores de superseleção.

Nesta tese, chamamos de campos quantizados os campos pontuais do tipo
de Wightman (de�nidos no capítulo 5).

Genericamente, os setores de superseleção de uma rede quântica local (A; �;A)
são de�nidos como sendo classes de equivalência unitária de representações da
álgebra de observáveis A e as cargas são de�nidas como sendo os índices desses
setores

Setor (A) := representações de A
equivalência unitária

=:
[

�2Cargas(A)
f[(�� ;H�)]g

Entretanto, nem todas as representações da álgebra de observáveis são �sica-
mente relevantes (por exemplo, para descrever partículas); portanto, a teoria
dos setores de superseleção começa por selecionar uma classe particular de rep-
resentações como seu objeto de análise. Dois critérios de seleção se mostram
particularmente importantes [85, Sections IV.1-IV.3]: o critério DHR e o critério
BF.3

Seja (A; �;A) uma teoria quântica local e (�!;H!;
) uma representação de
vácuo irredutível.

Critério 29 (DHR) Uma representação � : A ! B (H�) da rede A é do tipo
DHR quando é localizada em alguma região diamante, i.e.

9O 2 D = �jA(O0) ' �!jA(O0)

Este critério seleciona setores dados por estados ' da álgebra de observáveis
(via construção GNS) que se tornam indistinguíveis do estado de vácuo ! em
regiões su�cientemente tipo-espaço distantes, precisamente: para toda exaustão
do espaço-tempo por regiões diamante fOngn2N � D, vale

lim
n!1

('� !) jA(O0
n)

 = 0

2Em espaço-tempo de dimensão dois ou três podem ocorrer setores apresentando estatísti-
cas do tipo-trança, que não podem ser trivializadas por transformações de Klein [74].

3DHR vem de Doplicher-Haag-Roberts e BF vem de Buchholz-Fredenhagen, proponentes
e pioneiros na análise dos setores selecionados por esses critérios.
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Critério 30 (BF) Uma representação � : A ! B (H) da rede A é do tipo BF
quando existe uma representação unitária fortemente contínua U� : R4 ! U (H)
implementando a ação covariante das translações espaço-temporais

� � � (a) = adU� (a) � � ; 8a 2 R4

e possuindo um gerador P� estritamente positivo

Spect (M�) � (m;1) para algum m > 0, onde M� =
p
P 2
�

Este critério seleciona setores dados por estados  da álgebra de observáveis
(via construção GNS) que descrevem um espaço-tempo com distribuição de
matéria concentrada numa região �nita (caso contrário, a energia poderia ser
diminuída arbitrariamente pelo aumento da concentração de matéria numa
região �nita do espaço-tempo).

Um importante teorema mostra que o critério BF é uma generalização do
critério DHR:

Teorema 31 ([35]) Se � : A ! B (H) é uma representação fatorial4 da rede
A, é do tipo BF se e somente se é localizada em algum cone tipo-espaço, i.e.

9O 2 C = �jA(O0) ' �!jA(O0)

As representações do tipo DHR e do tipo BF são obtidas a partir do estado
de vácuo por endormor�smos localizados da álgebra de observáveis locais; com
efeito:

Seja � : A ! B (H�) uma representação DHR ou BF localizada
em O 2 D ou C e seja uma transformação linear unitária V : H� !
H! tal que

V � (A) V � = �! (A) ; 8A 2 A (O0)
De�nindo a aplicação5

Aloc 3 A! � (A) := ��1! (V � (A) V �)

veri�camos que � é um endomor�smo de Aloc localizado em O, i.e
A 2 A (O0)) � (A) = A

e obtemos que (�;H�; V �
) é unitariamente equivalente à represen-
tação GNS associada ao estado ! � �

! � � (A) = (
; � (A) 
) = (V �
; � (A)V �
)

4� é dita ser uma representação fatorial quando as álgebras de von Neumann locais
� (A (O))00 � B (H) são fatores, para todo O 2 D.

5Temos que � é uma aplicação bem de�nida porque a representação de vácuo é localmente
�el.
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Identi�cando o espaço de representação H� com H! pela transfor-
mação unitária V obtemos

� (A) = � (A) ; 8A 2 Aloc
Se a representação de vácuo é causalmente-dual, então V 2

�! (A (O))00, pois

A0 2 A (O0) �! (A
0)V = � (A0)V = V �! (A

0) V �V = V �! (A
0)) V 2 �! (A (O0))0

Assim, classes de equivalência de representações DHR ou BF mó-
dulo transformações unitárias correspondem a classes de equivalên-
cia de endomor�smos localizados da álgebra de observáveis módulo
endomor�smos internos.

Além da localização, podemos requerer também que as repre-
sentações DHR ou BF sejam transportáveis, i.e. que sejam unitaria-
mente equivalentes a representações localizadas em regiões diamante
ou cone tipo-espaço arbitrárias. Nesse caso também temos uma cor-
respondência biunívoca entre setores DHR ou BF transportáveis e
classes de endomor�smos localizados transportáveis módulo endo-
mor�smo interno

Setor (A) = f[�] ; � 2 �g

onde� denota a classe dos endormor�smos localizados transportáveis.

A análise dos setores de DHR e BF parte dessas observações para então
de�nir composição e conjugação de setores (ou cargas) a partir das operações
naturais de composição de endomor�smos da álgebra de observáveis locais no
setor de vácuo.

Teorema 32 (Conjugação de Carga) Se [�] é um setor irredutível com di-
mensão estatística �nita6, então existe um único setor [��] tal que [���] contém
a representação de vácuo. Nesse caso, [��] também é irredutível e tem a mesma
dimensão estatística de [�].

Dizemos que um endormor�smo localizado � 2 End (Aloc) é ~P"+-covariante
quando existe uma representação unitária fortemente contínua U� : ~P"+ ! U (H)
satisfazendo

adU� (~g) � � = � � � (g) 8g 2 ~P"+
A covariância de um setor sob ação do recobrimento do grupo de Poincaré ~P"+
implica na conexão entre spin e estatística:

6Quando um setor possui dimensão estatística �nita, ele se comporta como um sistema de
partículas do tipo para-bosons ou para-férmions.
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Teorema 33 (Spin-Estatística) Seja � 2 End (Aloc) um endomor�smo lo-
calizado pertencente a um setor irredutível com dimensão estatística �nita e
~P"+-covariante.

Então, se a representação covariante de ~P"+ deste setor possui uma subrep-
resentação irredutível de massa m > 0 e spin s, vale

(�1)2s = sinal (d�)

onde d� 2 R é a dimensão estatística do setor.

Um tratamento uni�cado de todos os setores de superseleção é realizado
pela introdução de operadores interpolando diferentes setores. Essa é a razão
para de�nirmos um sistema de campos locais para uma teoria quântica local,
em analogia à própria de�nição desta7:

De�nição 34 (Sistema de Campos Locais) Sejam (A; �;A) uma rede quân-
tica local e G um grupo de Lie.

Um sistema de campos locais com simetria de gauge G para (A; �;A) é uma

4-upla
�
F ; ; bH; �̂� onde temos de�nido

bH é um espaço de Hilbert separável
F : C !W* (H) é uma aplicação
 : G! Aut (F) é uma representação
�̂ : A! B (H) é uma representação

e também

F :=
[
O2C
F (O) � B

� bH�
satisfazendo:

0) Extensão

Existe um subespaço H � bH invariante sob �̂ (A) tal que:
0.i) F (O) � �̂ (A (O)) ; 8O 2 C ;

0.ii) (�̂jH;H) é uma representação de vácuo irredutível de (A; �) .
i) Isotonia

O1;O2 2 C; O1 � O2 ) F (O1) � F (O2)

ii) Localidade

O1;O2 2 C; O1 � O02 ) �̂ (A (O1)) � F (O2)
0

7A de�nição considera a rede de campos indexada pela classe dos cones tipo-espaço para
incluir setores tipo BF.
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iii) Simetria de Gauge Global

 (g) jF(O) 2 Aut (F (O)) ; 8g 2 G; 8O 2 C

�̂ (A) = FG := fF 2 F =  (g)F = F ; 8g 2 Gg

�̂ (A (O)) = F (O)G := F (O) \ FG ; 8O 2 C
iv) Irredutibilidade

F0 = C 1

v) Propriedade Reeh-Schlieder

F (O)H = bH ; 8O 2 C
vi) Relações Normais de Comutação Dizemos que a rede de campos�
F ; ; bH; �̂� tem uma estrutura graduada quando existe um elemento central

involutivo não-trivial do grupo de gauge, i.e.

z 2 Z (G) = z 6= 1; z2 = 1

a partir do qual de�nimos o operador-twist

Z :=
1 + i (z)

1� i 2 U
� bH�

e a univalência dos campos

F 2 F é um campo
�

bosônico
fermiônico

sse
�
 (z)F = F
 (z)F = �F

Nesse caso, dizemos que a rede F satisfaz as relações normais de comutação
com respeito a estrutura graduada de�nida por z quando

O1;O2 2 C; O1 � O02 ) ZF (O1)Z
� � F (O2)

0

Em particular, se F�1 ; F
�
2 são campos bosônicos/fermiônicos localizados em

regiões causalmente disjuntas, temos

F+
1 F

�
2 = F�2 F

+
1 ; F�1 F

�
2 = �F�2 F�1

vii) Completeza Dizemos que a rede de campos é completa para uma classe
de setores de superseleção � � Sect (A) quando estes setores são unitariamente

equivalentes a subrepresentações de
�
�̂; bH�.

Os campos estão agrupados em famílias associadas às subrepresentações ir-

redutíveis de �̂ : A! B
� bH�:

(��;H�) subrepres. irredutível () F� subfamília de campos

tais que

H� = F�H e �� (A (O)) = F�� (A (O)) ; 8O 2 C
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Teorema 35 (Construção DR [62]) Seja (A; �;A) é uma rede quântica local
cuja representação de vácuo satisfaz a propriedade B.

Então existe um sistema de campos locais com simetria de gauge global com-
pacta satisfazendo as relações normais de comutação e completa para a classe
de setores de superseleção do tipo-DHR.

Além disso, vale a relação de conjugação de carga, i.e. para todo setor DHR
[�] irredutível com dimensão estatística �nita vale

F[��] (O) = F�[�] (O) ; 8O 2 C
e a estrutura graduada do sistema de campos corresponde à dimensão estatís-
tica dos setores de superseleção, i.e. para todo setor DHR [�] irredutível com
dimensão estatística �nita e ~P"+-covariante vale

 (z) jF[�]
= sinal (d�)

Este teorema possui uma generalização para o caso de setores do tipo-BF
em [62].

Para uma análise completa da teoria DHR vide [3, Chapter 6], [85, Chapter
IV], [10, Chapter 2] ou os artigos originais [59],[60]; e para o caso da teoria BF
vide [85, Chapter IV],[62] ou o artigo original [35].
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Chapter 4

Estrutura Modular da
Física Quântica Local

De�nirmos a estrutura modular da rede quântica local (A; �;A) de acordo com a
teoria de Tomita-Takesaki apresentada no Apêndice B.1. Para isso, precisamos
lidar com estados da rede que sejam localmente padrão:

De�nição 36 (Estado Localmente Padrão) Seja ' 2 A� e (R';H';
') a
representação da rede A gerada por '.

Dizemos que ' é um estado localmente padrão de A quando 
' é um vetor
cíclico e separante para toda álgebra de observáveis local, i.e.� R' (O) 
' = H'

A 2 R' (O) ; A
' = 0) A = 0
; 8O 2 K

Pelo teorema de Reeh-Schlieder (2.4), toda rede quântica local (satisfazendo
aditividade fraca) possui uma miríade de estados localmente padrão, sendo o
vácuo o mais notável deles.

De�nição 37 (Estrutura Modular) Seja ' 2 A� é um estado localmente
padrão de A. Então, para cada O 2 K temos que (R' (O) ;
') é uma álgebra de
von Neumann padrão em H', donde temos de�nido o correspondente operador
de Tomita (S';O;H' (O)): S';O é o (único) operador fechado de H' tendo
R' (O) 
' como core e ação

S';OA
' = A�
' ; 8A 2 R' (O)
Nesse caso, H' (O) := Dom (S';O) é um subespaço vetorial denso em H'
(fechado na topologia do grá�co de S';O).

A conjugação modular J';O e o operador modular (�';O;H' (O)) são de�nidos
(univocamente) pela decompostição polar [113, Section VIII.3] de S';O

S';O = J';O�
1=2
';O

8<: J';O é uma involução anti-unitária

�';O é um operador auto-adjunto positivo

39
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Também temos de�nidos a involução modular e o grupo modular agindo em
A, via representação �':

j';O := ��1' � adJ';O � �' ; �t';O := ��1' � ad�it
';O � �' 8t 2 R

(Estes endomor�smos estão bem de�nidos sobre A porque �' é localmente �el e
Aloc é denso em A!)

De�nição 38 (Estrutura Modular) A estrutura modular da rede quântica
local A gerada pelo estado localmente padrão ' 2 A� é de�nida pela corre-
spondência

K 3 O ! H';R (O) := f� 2 Dom (S';O) ; S';O� = �g
Nesse caso, chamamos o domínio H';R (O) de subespaço modular de O 2 K.
De acordo com o Apêndice B.2, de�nimos o complemento simplético de um

subconjunto K � H' por

K 0 := f� 2 H' = = (�; �) = 0 ; 8� 2 Kg
Esta de�nição nos permite traduzir para o espaço de Hilbert a estrutura local
da álgebra de oberváveis, no sentido seguinte1

O1;O2 2 K; O1 � O02 ) Rsa (O1) 
 � (Rsa (O2) 
)
0

Proposição 39 Seja ' 2 A� um estado localmente padrão da rede A.
Temos que a estrutura modular gerada por ' é um lattice simpleticamente

local de operadores de H';R, i.e. satisfaz:
i) Isotonia

O1;O2 2 K ) H';R (O1) � H';R (O2)

ii) Localidade simplética

O1;O2 2 K; O1 �O2 ) H';R (O1) � H';R (O2)
0

Além disso, se ' é invariante sob ação do grupo de Poincaré,

' � � (g) = ' ; 8g 2 P"+
e U : P"+ ! U (H';R) é a implementação unitária de �, antão vale:

iii) Covariância

O 2 K; g 2 P"+ ) U (g)H';R (O) = H';R (gO)
1Então, o sinal ( 0 ) signi�ca respectivamente o complemento causal, o comutante, ou o

complemento simplético quando aplicado a uma região do espaço-tempo, a uma álgebra, ou a
um subconjunto de vetores no espaço de Hilbert, respectivamente.
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Prova. Estas propriedades seguem-se trivialmente das propriedades corre-
spondentes da rede quântica local. O único caso menos óbvio é a localidade
simplética, portanto:

O1;O2 2 K; O1 �O2 ) O1 � O02 ) R' (O1) � R' (O2)
0

) H' (O1) � R' (O2)
0



Mas
�R' (O2)

0�
sa

 = H';R (O2)

0, donde S';O1 � S�';O2
(pelo teorema de

Tomita-Takesaki e propriedades elementares dos operadores modulares)2.

4.1 Estrutura Modular da Representação de Vácuo

Nesta seção, consideramos a estrutura modular da representação de vácuo (R; U;H;
)
da rede quântica local (A; �;A).

Mesmo no contexto mais geral das teorias quânticas locais, temos o seguinte
teorema

Teorema 40 (Relações de Comutação de Borchers - RCB [18]) Para qual-
quer região cunha W 2 W, os operadores modulares e as translações satisfazem
as seguintes relações de comutação:8<: i) JWU (a) = U (rW a) JW

ii) �it
WU (a) = U (�W (�t) a)�it

W

; 8t 2 R; 8a 2 R4

onde rW é a re�exão no eixo do cunha W e �W é o W -boost (def. 19).

2Para clareza, apresentamos aqui uma demonstração da localidade-simplética do lattice
de subespaços modulares diretamente a partir do teorema de Tomita-Takesaki. Com efeito,
dados

A;B 2 R' (O1)sa ; � = A
 2 H';R (O1) ; � = J';O1
B
 2 H';R (O2)

temos

= (';  ) = = �A
; JO1
B


�
= =

�
A
;�

1=2
O1

�
�1=2
O1

JO1
B


�
= =

�
�
1=2
O1

A
;�
�1=2
O1

JO1
B


�
= =

�
JO1

JO1
�
1=2
O1

A
; JO1
�
1=2
O1

B

�

= = �JO1
SO1

A
; SO1
B


�
= = �JO1

A
; B

�

= �= �A
; JO1
B


�
= �= (�; �)

) = (�; �) = 0

donde

H';R (O2) � H';R (O1)
0
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Para uma prova simpli�cada, vide [70].
A primeira consequência das RCB é a invariância modular da massa, ou

seja:

Corolário 41 Os operadores modulares das regiões cunha comutam com o op-
erador de massa M =

p
P 2,

[SW ;M ] = [JW ;M ] = [�W ;M ] = 0 ; 8W 2 W (4.1)

Prova. De�na os operadores (geradores in�nitesimais das translações tipo-
luz)

P k� :=

�
1p
3
P 0 � P k

�
; k = 1; 2; 3

Pela condição espectral, vale

P k� � 0 ; k = 1; 2; 3

Pela comutatividade das componentes do operador energia-momentum, vale

M2 = P�P
� =

3X
k=1

P k+P
k
�

Pela covariância de Poincaré (já que os operadors P k� são geradores das
translações tipo-luz), vale

eiP
k
�s
 = 


ade�isP
k
� jR(W ) 2 End (R (W ))

; 8s � 0 ; 8k = 1; 2; 3

Portanto, pelas relações de comutação de Borchers (lembramos que J2W = 1),

�
M2; JW

�
=

3X
k=1

�
P k+P

k
�JW � JWP k+P k�

�
= JW

3X
k=1

��
JWP

k
+JW

� �
JWP

k
�JW

�� P k+P k��
= JW

3X
k=1

���P k+� ��P k��� P k+P k�� = 0

e, considerando o fato de que P k� e P k+ satisfazem as RCB com sinais opostos
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(lembramos que
�
�it
W

��
�it
W = 1),

�
M2;�it

W

�
=

3X
k=1

�
P k+P

k
��

it
W ��it

WP
k
+P

k
�
�

= �it
W

3X
k=1

��
��it
W P k+�

it
W

� �
��it
W P k��

it
W

�� P k+P k��
= �it

W

3X
k=1

��
e2�tP k+

� �
e�2�tP k�

�� P k+P k�� = 0

Finalmente, �
M2; SW

�
= 0

As relações de comutação de Borchers são exatamente aquelas que deveríam
ser satisfeitas se os operadores modulares JW and �it

W atuassem geometrica-
mente como a W -re�exão rW e o W -boost �W (�2�t), respectivamente.

Notamos que Borchers em [?] apresenta duas propriedades (dualidade-cunha
e condição de realidade) equivalentes à ação geométrica dos operadores modu-
lares dos cunhas; e que Brunetti-Guido-Longo em [27] provaram ser as relações
de comutação de Borchers características de representações covariantes do grupo
de Poincaré com energia positiva.

Covariância Modular

A covariância modular estabelece uma relação intrínseca entre a estrutura
modular e a simetria espaço-temporal, sendo uma propriedade característica
do setor de vácuo das teorias quânticas locais. Em termos gerais, a covar-
iância modular signi�ca que os operadores modulares das regiões cunha agem
geometricamente como transformações de Poincaré. Os teoremas de Bisognano-
Wichmann e de Mund (abaixo) mostram a generalidade dessa propriedade das
teorias quânticas locais, sendo (em algum sentido) patológicos os casos conheci-
dos em que os operadores modulares das regiões cunha não agem geometrica-
mente, tais como nos exemplos de Oksak-Todorov em [108] (com campos tendo
in�nitas componentes) ou de Yngvason em [150] (com campos não covariantes
sob ação do grupo de Lorentz).

Exceto nas teorias com simetria conforme (visto que as transformações con-
formes transformam cunhas em cones-de-luz e em regiões diamantes) não é pos-
sível que os operadores modulares atuem geometricamente para outras regiões
que não sejam cunhas, conforme mostra o seguinte argumento:

A ação não-geometrica dos operadores modulares de regiões
diferentes de cunhas
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Seja (R;H; U;
) o setor de vácuo de uma teoria quântica local.
Para simpli�car o argumento, assumimos dualidade causal e nos re-
stringimos a regiões do tipo diamante.

SejaO 2 D uma região diamante. O teorema de Tomita-Takesaki
implica

JOR (O) JO = R (O0) ; �it
OR (O)��it

O = R (O)

Como O é uma região limitada e (portanto) O0 é uma região ilim-
itada, não existe nenhuma transformação de Poincaré que aplique
uma na outra, donde concluímos que JO não pode agir geometrica-
mente como uma transformação de Poincaré.

Como as únicas transformações de Poincaré aplicando a regiãoO
em si mesma são as rotações espaciais modi�cadas por certa transfor-
mação de Poincaré (aquela que conecta O com um diamante padrão
centrado na origem), o grupo modular (que tem um gerador não
limitado) não pode corresponder a um subgrupo desse grupo (com-
pacto) de rotações modi�cadas.

Também não é possível que os operadores modulares das regiões cunha
atuem geometricamente senão pelos correspondentes cunha-boosts, conforme
[100],[101].

De�nição 42 (Covariância Modular) Dizemos que a representação de vácuo
satisfaz a propriedade de covariância modular quando para todo cunha W 2 W
vale

ad�it
W = adU (�W (�2�t)) ; 8t 2 R (4.2)

A propriedade de covariância modular implica automaticamente na ação
geométrica da conjugação modular de cunhas:

Teorema 43 (Conjugação Modular e CPT) Se a representação de vácuo
satisfaz a propriedade de covariância modular, então a teoria possui simetria
CPT � e para toda região cunha W 2 W vale

JW = U (r0W )�

onde r0W é a rotação de�nida pela equação 19.

Para uma prova vide [80].

O teorema de Bisognano-Wichmannmarcou o início da �revolução modular�
na física quântica local:

Teorema 44 (Bisognano-Wichmann [13]) Se a teoria quântica local é a�l-
iada a uma teoria de Wightman (vide [132], [3, Section 4.8]), então ela satisfaz
a propriedade de covariância modular.
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Esboço da prova. para o caso de um campo escalar � (x) [85, Section
V.4.1].

1) Pela covariância de Poincaré, a prova se reduz ao caso dos operadores
modulares do cunha W1;

2) O teorema Reeh-Schlieder implica que o conjunto de vetores localizados
em W1

D1 :=

�
� (f1) � (f2) :::� (fn) 
 ; f1; :::; fn 2 S (W1)
supp (fk)� supp (fk�1) �W1 8k = 2; :::; n

�
é denso no espaço de Hilbert.

3) A condição espectral implica que a ação dos boosts U (�1 (t)) tem uma
extensão analítica na faixa st (0; �), de�nida sobre D1;

4) Então, podemos de�nir o seguinte operador sobre D1

SW1 = �U (r01 (�))U (�1 (i�))

cuja ação é dada por (r é o número de índices spinoriais não-pontuados do
campo �)

SW1� (f1) � (f2) :::� (fn) 
 = (�1)2nr � (f1)
�
� (f2)

�
:::� (fn)

�



= (�1)2nr (� (f1) � (f2) :::� (fn))
�


sendo que a segunda igualdade segue-se da comutação dos campos espalhados
devido ao fato do suporte das funções teste serem mutuamente causalmente dis-
juntos (localidade).

A conjugação modular e o operador modular são dados respectivamente por

JW1 = �U (r01) ; �W1 = e�2�KW1

onde KW1 é o gerador dos boosts U (�1 (t)).

A covariância modular vale para teorias estritamente massivas satisfazendo
completude assintótica (condições para a aplicação da teoria de espalhamento
de Haag-Ruelle):

Teorema 45 (Mund [106]) Se a teoria quântica local satisfaz completude ass-
intótica e o espectro do operador momentum possui `gap' de massa, então ela
satisfaz a propriedade de covariância modular.

Esboço da prova. Notamos os seguintes fatos:
1) Pelas hipóteses e relações de comutação de Borchers, cada subrepresen-

tação irredutível (do recobrimento universal) do grupo de Poincaré ocorre com
sua representação conjugada, de modo que podem ser unidas para formar uma
representação própria (da extensão unitária do recobrimento universal) do grupo
de Poincaré próprio.

2) Vale covariância modular espacial para representações próprias do grupo
de Poincaré (Parte III) e também para teorias livres (por �veri�cação direta�;
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3) Como a teoria satisfaz completude assintótica e possui apenas partículas
massivas, a representação de vácuo pode ser realizada no espaço de Fock de�nido
pelos subespaços de uma-partícula, de acordo com a teoria do espalhamento [3,
Chapter 5];

4) A teoria do espalhamento estabelece que a interação não modi�ca a ação
da parte conexa do grupo de Poincaré próprio, mas apenas a ação da parte
não-conexa e justamente pela multiplicação do operador espalhamento, que é
Poincaré-invariante. Portanto, a covariância modular da teoria segue-se da
covariância modular das teorias livres (vide Capítulo 13).

Nós reconhecemos que as di�culdades para estender o teorema de Mund a
teorias com espectro de partículas mais gerais devem-se à complexidade da teoria
de espalhamento para partículas de massa zero. Entretanto, teorias quânticas
locais conformes também satisfazem a propriedade de covariância modular [81].



Chapter 5

Teoria dos Campos
Quantizados

A teoria geral dos campos quantizados baseia-se nos mesmos princípios físi-
cos que a teoria quântica local. Entretanto, a física quântica local se mostra
mais adequada do que a teoria quântica de campos quantizados para descrever
partículas elementares e fenômenos relacionados em física de altas energias, pe-
los seguintes motivos:

1) Por sua simplicidade conceitual e rigor matemático, como ex-
tensão da mecânica quântica incorporando o princípio de localidade;

2) Por ser intrínseca, em contraste com a multiplicidade de sis-
temas de campos quantizados relacionados com a mesma matriz de
espalhamento;

3) Por não apresentar divergências ultravioletas. (Lembramos
que as divergências infravermelhas são características da física quân-
tica local tanto quanto da teoria dos campos quantizados, correspon-
dendo ao fenômeno de polarização do vácuo.)

Embora não sejam formulações equivalentes, um sistema de campos quanti-
zados satisfazendo certas condições gerais de�ne naturalmente uma rede quân-
tica local. Isso nos motiva a dizer que os campos quantizados desempenham
na física quântica local um papel análogo ao dos sistemas de coordenadas em
geometria diferencial: servem para �parametrizar� as álgebras locais.

Axioma 46 (Sistema de Campos Quantizados) Um sistema de campos quan-
tizados é uma família f�kgnk=1 de distribuições em S (M) tomando valores em
operadores agindo num espaço de Hilbert H e satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

0) Campos Espalhados. Para cada f 2 S (M), �k (f) é um operador
fechado (possivelmente não-limitado) agindo sobre H, para todo k = 1; :::; n.

47
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Existe um subespaço linear denso D � H que é um domínio invariante e
comum para todos os campos espalhados e seus conjugados:�

D � Dom (�k (f)) \ Dom (��k (f))
�k (f)D � D ; ��k (f)D � D ; 8f 2 S (M)

Para todo ';  2 D, a correspondência

S (M) 3 f ! (';�k (f) )

é uma distribuição linear contínua sobre C .

1) Localidade. Valem as relações normais de comutação:1h
�
(�)
k (f) ;�

(�)
l (g)

i
(') = 0 ou

n
�
(�)
k (f) ;�

(�)
l (g)

o
(') = 0

8' 2 D; 8f; g 2 S (M) ; supp (f)� supp (g) ; k; l = 1; :::; n

2) Covariância. Existe uma representação unitária U : ~P"+ ! U (H),
induzida por uma representação espinorial V : SL (2; C ) ! Rn tal que

U
�
a; ~�

�
D = D ; 8

�
a; ~�

�
2 ~P"+

U
�
a; ~�

�
�k (f) =

Pn
j=1 V

�
~��1

�
kj
�
�
f(a;~�)

�
onde

f(a;~�) (x) = f
�
��1 (x� a)� ; 8f 2 S (M)

O operador energia momentum P � é identi�cado com o gerador in�nitesimal
das translações espaço-temporais:

U (a) = eiP �a ; 8a 2M

3) Condição Espectral. Identi�camos o operador (vetorial) energia-momentum
P com o gerador das translações espaço-temporais:

U (a) = eia�P

A condição espectral é uma propriedade da representação U su�ciente para
garantir a estabilidade do sistema quântico:

Spect (P ) � f0g [ Vm
1Os colchetes [; ] denotam a operação de comutação e as chaves f; g denotam a operação

de anti-comutação entre pares de campos.

Também temos usado a notação �
(�)
k para denotar simultaneamente o campo �k e seu

conjutado ��k.
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onde

m > 0 ; Vm :=
�
p 2M = p2 � m2 ; p0 > 0

	
4) Estado de Vácuo. Existe um vetor 
 2 H satisfazendo as seguintes

condições

Invariância sob Poincaré: U
�
a; ~�

�

 = 


Ciclicidade : *-álgebra f� (f) ; f 2 S (M)g
 = H

este vetor corresponde ao auto-valor `zero' (não-degenerado) do operador energia-
momentum.

Para cada par de estados ';  2 D, temos de�nida a seguinte família de
distribuições multilineares:

N 2 N; S (M) 3 f1; :::; fN ! h';�k1 (f1) :::�kN (fN) i

De�nição 47 (Funções de Wightman) Chamamos de `funções de Wight-
man' ou de `valores esperados no vácuo' as distribuições

S (M) 3 f1; :::; fN ! h
;�k1 (f1) :::�kN (fN ) 
i

O conjunto das funções de Wightman é su�ciente para caracterizar uma
teoria de campos quantizados:2

Teorema 48 (Teorema de Reconstrução de Wightman [145]) Uma teo-
ria de campos quantizados é univocamente caracterizada por sua família de
funções de Wightman. Além disso, o conhecimento de uma tal família é su-
�ciente para se reconstruir toda a teoria.

Para uma prova, vide o artigo original [145] ou [132, Section 3-4],[14, Theo-
rem 8.6].

A teoria quântica local e a teoria dos campos quantizados estão baseadas nos
mesmos princípios e também possuem propriedades análogas, tais como a pro-
priedade Reeh-Schlieder (teorema 18) [114],[132, Theorem 4-2],[14]; o Teorema
PCT (teoremas 44,45) [110],[132, Theorem 4-7],[14]; a conexão spin-estatística
(teorema 33) [109],[132, Theorem 4-10],[14]. Portanto, é natural que busque-
mos relacionar explicitamente as estruturas matemáticas de ambas as teorias.
No que segue, veremos como uma teoria de campos quantizados pode de�nir
uma teoria quântica local e indicaremos as razões que obstruem realizalção do
caminho inverso.

2O teorema de reconstrução de Wightmann é o análogo na teoria dos campos quantizados
da construção GNS da representação de vácuo na teoria quântica local.
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A álgebra polinomial universal e as álgebras polinomiais locais da teoria são
de�nidas pelas *-álgebras geradas pelos campos espalhados:

F := *-algebraf�k (f) ; f 2 S (M) ; k = 1; :::; Ng

O 2 K  F (O) := *-algebraf�k (f) ; f 2 S (M) ; supp (f) � O; k = 1; :::; Ng
(5.1)

Essas são álgebras de operadores não-limitados, mas podemos obter operadores
limitados a�liados, caracterizado pela de�nição de comutante fraco:

De�nição 49 Dizemos que um operador limitado A 2 B (H) `comuta fraca-
mente' com outro operador (possivelmente não-limitado) F 2 L (H) quando

(F';A ) = (A�'; F � ) ; 8';  2 Dom (F )

Se K � F é uma álgebra de operadores com domínio comum, denotamos por Kw

o conjunto de todos os operadores limitados que comutam fracamente com os
elementos de K:

Kw := fA 2 B (H) = A comuta fracamente com todo F 2 Kg

Dizemos que um operador fechado F 2 L (H) é a�liado a uma `álgebra de
von Neumann' R � B (H) quando o unitário e as projeções espectrais de sua
decomposição polar pertencem à R.

Se K � F é uma *-subálgebra, então é quase trivial veri�car que Kw é um
subespaço linear de B (H) fechado sob a operação de conjugação; mas não temos
garantido que este constitui-se numa álgebra de operadores limitados. Por isso,
em geral não somos capazes de de�nir teorias quânticas locais a partir de teorias
de campos quantizados; entretanto, nas condições naturais isso pode ser feito:

Teorema 50 (Campos&Álgebras) Se o sistema de campos quantizados con-
siste de campos estritamente massivos, ou de um campo escalar, e as seguintes
condições são satisfeitas:

CA.i) F (O)w é uma álgebra, 8O 2 K

CA.2) [O2KF (O0)w
 = H ; 8O 2 K
(5.2)

então, a aplicação

K 3 O ! R (O) := (F (O)w)0 = projF (O)00 � B (H) (5.3)

é uma rede quântica local com respeito à ação covariante do grupo de Poincaré
adU . Aqui denotamos por projF (O) o conjunto dos unitários e das projeções
espectrais da decomposição polar das extensões fechadas dos elementos de F (O).
Em particular, os operadores em F (O) são a�liados à R (O).
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Para uma prova vide [31], e para outras considerações do problema vide [34].
A identidade

(F (O)w)0 = projF (O)00

pode ser deduzida a partir do teorema espectral [113, Section VIII.3]e do teorema
bicomutante de von Neumann.3

Observação 51 Não existe uma proposição conversa deste teorema, mas na
presença de simetria conforme existem alguns resultados parciais alcançados,
de fato: a partir de teorias quirais locais é possível de�nir teorias de campos
quantizados [96, e referências citadas].4

A condição de localidade relativa é su�ciente para que dois sistemas de cam-
pos quantizados de�nam a mesma rede quântica local:

3É equivalente mostrar que para todo O 2 K, vale
F (O)w = projF (O)0

É trivial a inclusão

F (O)w � projF (O)0

Para mostrar a inclusão inversa, podemos reduzir nossas considerações ao caso dos oper-
adores auto-adjuntos, já que qualquer *-álgebra é gerada linearmente por seus elementos
auto-adjuntos.
Assim, sejam A 2 F (O)w auto-adjunto, F 2 F (O) também auto-adjunto e fP�g�2B a

correspondente medida-espectral. Portanto, para todos ' 2 D temos

(A';F') = (F';A') = (A';F')

donde Z
R

g (�) (A';P�') d� =

Z
R

g (�) (P�';A') d� ; 8g 2 L1 (R)

donde (simbolicamente)

(A';P�') = (P�';A') 8� 2 R
Como ' 2 D é arbitrário e D é denso em H, pela identidade de polarização concluimos que A
comuta com as projeções espectrais de F ; e como F 2 F (O) também é arbitrário, concluimos
que A 2 projF (O)0.

4A situação nas teorias quirais conforme descrita por [96] pode ser sumarizada pelas
seguintes observações:

- Para qualquer teoria quiral local, pode ser construido um sistema de campos
locais que geram as álgebras de observáveis locais no sentido do teorema acima.
Entretanto, não se sabe se este sistema de campos locais satisfaz os axiomas que
caracterizam a teoria dos campos quantizados (pela falta de determinação de
um domínio comum a todos os campos espalhados);

- Para qualquer teoria quiral local, é possível de�nir um sistema de funções
de Wightman satisfazendo as condições necessárias para gerar uma teoria de
campos quantizados (via teorema de reconstrução de Wightman). Entretanto,
não se sabe se esta teoria reconstruída gera as álgebras de observáveis locais
original - em particular, não se sabe se essas duas construções acima geram o
mesmo sistema de campos quânticos locais.



52 CHAPTER 5. TEORIA DOS CAMPOS QUANTIZADOS

Teorema 52 Sejam f�kgNk=1 e f	kgN̂k̂=1 dois sistemas de campos quantizados
bosônicos sobre o mesmo espaço de Hilbert H, covariantes com respeito à mesma
representação do grupo de Poincaré U e, portanto, tendo o mesmo estado de
vácuo 
 2 H.

Suponha que os sistemas de campos quantizados sejam relativamente locais,
i.e. têm o mesmo domínio invariante D � H e satisfazem:�

�k (f) ;	k̂ (g)
�
(') = 0 ; 8f; g 2 S (M) ; supp (f)� supp (g)

8' 2 D e 8k = 1; :::; N , 8k̂ = 1; :::; N̂ .
Nesse caso, quando os comutantes fracos das álgebras polinomiais locais sat-

isfazem as condições (5.2) do teorema anterior, as respectivas redes quânticas
locais a�liadas (5.3) são relativamente locais� R� (O) � R	 (O0)0

R	 (O) � R� (O0)0 ; 8O 2 K

Em particular, se vale dualidade causal para as redes então elas são idênticas.
Prova. Com efeito, a localidade relativa implica

projF (O) � projF (O0)0 ; 8O 2 K

Portanto, trivialmente obtemos

R� (O) = projF (O)00 � projF (O0)000 = R	 (O0)0 ; 8O 2 K

Analogamente para mostrar a outra inclusão.

Aqui identi�camos uma di�culdade intrínseca para uma teoria quântica lo-
cal de�nir uma teoria de campos quantizados: a multiplicidade de sistemas
de campos quantizados que de�nem uma mesma teoria quântica local torna
necessário estabelecer critérios de escolha; mas a princípio (e até agora) não ex-
iste nenhum critério natural (e efetivo). Talvez isso não seja uma mera questão
metodológica: pode ser que o problema inverso da teoria do espalhamento na
teoria dos campos quantizados seja trivial (só estão de�nidos sistemas de cam-
pos locais livres), ainda que na teoria quântica local tenha soluções não-triviais
(i.e. de�nindo matrizes de espalhamento diferentes da identidade).

Classes de Borchers

A comutatividade relativa é uma relação de equivalência (i.e. uma relação
re�exiva, simétrica e transitiva) na classe dos sistemas de campos quantizados.
Classes de Borchers são classes de equivalência de campos quantizados com
respeito à relação de localidade relativa [132].

Acima, mostramos que sistemas de campos quantizados relativamente locais
de�nem a mesma rede quântica local. Analogamente Borchers mostrou em [15],
na situação em que a teoria do espalhamento de Haag-Ruelle pode ser aplicada,
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que sistemas de campos quantizados relativamente locais de�nem a mesma ma-
triz de espalhamento. Completando o quadro, Schroer mostrou em [121] que
cada rede quântica local é caracterizada por sua matriz de espalhamento. Sim-
bolicamente temos5

Classes de
Borchers
. &

Redes Quânticas Locais
geradas por campos

 ! Matrizes de
Espalhamento

A correspondência unívoca entre redes quânticas locais e matrizes de espal-
hamento em contraste com a não-unicidade dos sistemas de campos quantizados
que determinam uma mesma matriz de espalhamento nos justi�ca dizer que a
teoria quântica local fornece uma descrição intrínseca da física de partículas
elementares, mas não a teoria dos campos quantizados.

5.1 Campos Quantizados Livres

A construção de campos quantizados livres está em estreita relação com a con-
strução modular de teorias quânticas locais livres; de fato, considerando o teo-
rema 50 podemos dizer que aquela é uma realização explícita desta. Ambas
fazem uso essencial das representações de Wigner, construídas a partir das rep-
resentações irredutíveis do grupo de Poincaré pelo método das representações
induzidas.

A construção de campos quantizados livres é apresentada em diversos livros
de teoria quântica de campos , tais como [141, Chapter 5]. Aqui nos limitamos
a apontar os principais ingredientes e passos dessa construção.

Considere uma representação spinorial irredutível do recobrimento universal
grupo de Poincaré com spin s 2 1

2N

ds : ~P"+ ! B (hs)
e seja a representação unitária induzida de massa m � 0 (dada pela teoria de
Wigner)

u(m;s) : ~P"+ ! U
�
h(m;s)

�
ou seja,8><>:

h(m;s) = L2 (�+m)
 hsh
u(m;s)

�
a; ~�

�
 
i
(p) = eia�pds

�
~R
�
~�; p
��

 
�
��1p

�
; 8 2 h(m;s); 8p 2 �+m

5Esse quadro tem sentido se assumimos que podemos caracterizar independentemente as
matrizes de espalhamento que aparecem na teoria quântica local e na teoria dos campos
quantizados; por exemplo, axiomaticamente como na teoria da matriz-S.
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onde �+m é o hiperbolóide de massa m com energia positiva e ~R
�
~�; p
�

é a

chamada rotação de Wigner da representação induzida u(m;s) (para maiores
detalhes, vide o Apêndice A).

Os campos quantizados não transformam-se covariantemente sob ação das
representações de Wigner, mas sob ação de representações que chamamos de
(explicitamente) covariantes. As representações covariantes são de�nidas a par-
tir das representações de Wigner por intermédio de intetwiners, i.é famílias de
transformações lineares6

u : �+m ! L
�
h(m;s); h(m;s)

�
; u (p) : h(m;s) ! h(m;s)

satisfazendo

u (p) d(m;s)

�
~R
�
~�; p
��

= u
�
~�
�
u
�
~��1p

�
; 8~� 2 ~P"+; 8p 2 �+m (5.4)

Tais intertwiners sempre existem quando����j2 � k

2

���� � s � j

2
+
k

2
(5.5)

conforme pode ser obtido explicitamente pelos métodos de Clebsch-Gordon,
sendo j=2 e k=2 o número de índices pontuados e não-pontuados que caracteri-
zam a representação irredutível ds, respectivamente.

A representação unitária covariante agindo no espaço de FockH(m;s) de�nido
sobre h(m;s) é dada explicitamente por

U : ~P"+ ! H ;
�
U
�
a; ~�

�
	
�
(p) = eia�pDs

�
~�
�
	
�
��1p

�
(5.6)

onde

Ds : ~P"+ ! B
�H(m;s)

�
é a representação induzida no espaço de Fock por d;s, e age apenas nos índices
das funções-de-onda.

A partir desses objetos, temos de�nido o campo quântico livre de nassa m �
0 e spin/helicidade s 2 1

2N agindo no espaço de Fock H(m;s) e transformando-se
covariantemente sob ação de U :

� (x) :=

Z
�+m

d� (p)

(2�)
3=2

(
e�ip�x

sX
s3=�s

u (p; s3) a (p; s3) + eip�x
sX

s3=�s
v (p; s3) b

� (p; s3)

)
(5.7)

onde v é o intertwiner correspondente à representação conjugada a Ds e a� e b�

são os operadores de criação de partículas e anti-partículas, respectivamente.
6Obviamente, essas transformações lineres são unitárias com respeito ao produto interno

induzido por elas no espaço alvo.
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Observação 53 Portanto, a necessidade dos intertwiners está no fato dos cam-
pos quantizados serem escritos em termos dos operadores de criação e aniquilação,
os quais se transformam sob ação das representações de Wigner e não sob ação
de uma representação explicitamente covariante do grupo de Poincaré.

Observação 54 (A Classe de Borchers de um Campo Livre) A classe de
Borchers de um campo livre coincide com a classe dos polinômios-de-Wick do
campo e suas derivadas, sendo a matriz de espalhamento associada igual à iden-
tidade [64].
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Simetrias Modulares
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Chapter 6

Estrutura Modular e
Simetrias

Simetrias na Física

Na física quântica de�nimos simetria por transformações dos observáveis e
dos estados que deixam invariantes os valores esperados das quantidades físicas.
Na física quântica local, esta exigência de invariância pode ser especializada no
setor de vácuo pelo requerimento de que as simetrias sejam de�nidas por endo-
mor�smos da álgebra de observáveis que deixam o estado de vácuo invariante.

A invariância das cargas contraposta à permutação das espécies de partícu-
las é a razão básica para a grande importância do conceito de simetria em física
e para o fato dos campos quânticos estarem associados a cargas ao invés de
associados à espécies partículas [85, Section I.5.2], [36, Section 3]. As simetrias
podem ser classi�cadas de acordo com o modo como agem nas álgebras de ob-
serváveis e campos locais, podendo ser simetrias internas (dadas por um grupo
de gauge global), simetrias espaço-temporais (dadas por subgrupos do grupo de
Poincaré) e também supersimetrias (de�nidas pela ação de uma álgebra de Lie
graduada) [32]. Notamos que os teoremas clássicos sobre simetrias em teoria
de campos, os quais são o teorema de Nöther1 e o teorema de Goldstone2, têm
seus análogos na teoria quântica local [32], [33].

Aqui, argumentamos no sentido de extrair da estrutura modular as sime-
trias de uma teoria quântica local. De fato, isso já foi alcançado no caso das
simetrias espaço-temporais em teorias quânticas locais em geral e, na medida

1O teorema clássico de Nöther e seu análogo na teoria quântica de campos [94, Sections
1-2-3] diz que toda simetria contínua do Lagrangeano de uma teoria de campos está associada
a uma corrente local que se conserva. Na física quântica local, para cada simetria (de qual-
quer tipo) são construídos geradores locais, estabelecendo nesse contexto uma forma fraca do
teorema de Nöther.

2O teorema de Goldstone [136] e [131] diz que toda quebra espontânea de simetria gera
uma partícula de massa zero. Na física quântica local, o teorema análogo considera apenas
observáveis e não requer a existência de corrente locais; além disso, há situações (fora das
condições do teorema) em que pode haver quebra espontânea de simetria mesmo na presença
de um `gap de massa'.

59
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em que a estrutura dos setores de superseleção e as simetrias internas estão rela-
cionados, também no caso particular das simetrias internas em teorias quirais
completamente racionais.

As Teorias Quirais
As teorias quirais são teorias quânticas locais conformes sobre S1 que têm

atraído a atenção dos físicos por três razões, pelo menos: 1) elas aparecem como
�fatores� na decomposição de teorias quânticas conformes bidimensionais [11],
as quais esperamos poder aplicar em física da matéria condensada - por exemplo,
na descrição de fenômenos críticos, superconditividade e efeito Hall quântico; 2)
como blocos para construção de teorias quânticas locais em dimensão superior
[115]; 3) como �laboratório teórico�, no sentido de ser uma situação simples em
que os conceitos da física quântica local podem ser empregados (ou adaptados)
e os objetos relevantes podem ser exibidos explicitamente. Aqui, somos basi-
camente motivados pelo último e penúltimo ítens: queremos veri�car algumas
conjecturas gerais sobre a relação entre as simetrias ou a estrutura de setores
de superseleção e a estrutura modular das teorias quânticas locais.

A estrutura modular dos pré-cofeixes quirais fornece uma completa classi-
�cação destes, como acontece também no caso de teorias quânticas locais em
dimensões superiores [99], pelas propriedades características das inclusões de
certas álgebras locais (via �hsm-inclusão em [143] ou �hsm-fatorização em [82]
- no segundo caso, mas não no primeiro, apenas os grupos modulares são usa-
dos). Entretanto, somente nas teorias quirais tem-se provado que a estrutura
modular determina os setores de superseleção [98], [144].3 Então, no capítulo
9 desta tese temos provado que nas teorias quirais bosônicas em sobre S1 a
ação covariante do grupo geométrico Diff

�
S1
�
tem origem modular, e na seção

10.1 nós exibimos as conjugações modulares associadas aos intervalos-duplos, a
partir dos quais se pode obter os setores de superseleção pela abordagem de
Kawaigashi-Longo-Müger.

6.1 Covariância Modular e Simetria Espaço-Temporal

A covariânciamodular permite reconstruir a ação covariante do grupo de Poincaré
na representação de vácuo, caracterizando esse setor. Para o bem da completeza,
apresentamos em linhas gerais como essa reconstrução pode ser realizada.

Teorema 55 (Construção de Guido-Longo [79]) Seja (A; �:A) uma rede
quântica local, ' um estado �el e (R';H';
') a representação GNS associada
(de�nição 16).

3Recorrendo à idéia de hologra�a, tem sido especulado que certas propriedades em teorias
de baixa dimensão podem se re�etir nas teorias em dimensões superiores. Por exemplo, a
origem modular da ação covariante de Diff

�
S1
�
nas teorias quirais implicaria que certas

teorias em dimensão superior teriam outras simetrias (diferentes das simetrias internas ou da
simetria espaço-temporal) tendo origem modular, embora nesses casos tais simetrias devem
atuar de modo �difuso� (ou seja, que não pode ser dado por transformações geométricas -
razão pela qual não podem ser reconhecidas na formulação de Wightman ou na formulação
Lagrangeana) - vide nosso artigo [67].
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Se a representação satisfaz a propriedade de covariância modular, existe uma
representação unitária fortemente contínua eU : ~P+ ! B(H') do recobrimento
universal do grupo de Poincaré próprio mantendo 
' invariante, agindo covari-
antemente na rede R' e implementando a ação do grupo modular das regiões
cunha como boosts:

�it
W = eU(~�W (t)) ; t 2 R; 8W 2 W

onde ~�W é o levantamento do grupo um-parâmetro �W para ~P+ com base na
identidade, ~�W (0) = I.

Esboço da prova. 1) Reconhecemos que o grupo de Poincaré P"+ é alge-
bricamente gerado pelo conjunto de boosts

P"+ = algebra f�W (t) ; t 2 R; W 2 Wg

2) De�nimos (motivados pela covariância modular) a álgebra gerada pelo
grupo de unitários modulares das regiões tipo cunha

G = algebra
�
�it
W ; t 2 R; W 2 W	

3) Veri�camos que G de�ne uma extensão central algébrica de P"+, a saber
(aqui, a covariância modular é necessária para garantir que � é um homeomor-
�smo bem-de�nido)

� : G! P"+ ; �
�
�it
W

�
:= �W (t)

4) Uma análise conveniente mostra que G é uma extensão de Lie fraca
de P"+, o que implica na existência de uma representação unitária fortemente
contínua eU : ~P ! G tal que � � eU : ~P ! P"+ é a aplicação de recobrimento (este
último passo depende de certas propriedades topolóticas particulares do grupo de
Poincaré).

5) Finalmente (depois de alguns raciocínios) veri�camos que eU �~�W (t)
�
=

�it
W . A positividade da energia de eU segue-se de um teorema converso do teo-

rema RCB em [27].

Na situação do teorema, nós concluímos que ' é um estado de vácuo de
(A; �U ;A), onde �U é a ação do grupo de Poincaré sobre A induzida por U .

Observação 56 Este teorema é completado em [80] para gerar uma represen-
tação do grupo de Poincaré P"+ ao invés de uma representação de seu recobri-
mento universal.

Na construção seguinte, a representação covariante do grupo de Poincaré é
construída diretamente, a partir das inclusões modulares:
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Teorema 57 (Construção de Borchers-Wiesbrock, [20]) Seja (A; �;A) uma
rede quântica local, ' um estado satisfazendo a propriedade de covariância mod-
ular e (R';H';
') a representação cíclica associada (de�nição 16) (não exigi-
mos que o estado seja invariante sob ação do grupo de Poincaré e nem do grupo
das translações espaço-temporais).

Então existe uma representação unitária fortemente contínua com energia
positiva U : P ! B(H') agindo covariantemente na rede R', mantendo 
'
invariante e implementando a ação dos operadores modulares das regiões cunha
como boosts:

�it
W = U(�W (t)) ; 8t 2 R; 8W 2 W

Esboço da prova. 1) Reconhecemos que o grupo de Poincaré P"+ é gerado
pelas translações e boosts. Portanto, para construir uma representação covari-
ante do grupo de Poincaré basta de�nirmos a ação desses subgrupos, conquanto
satisfaçam as relações de comutação corretas.

2) Identi�camos a representação dos boosts com a ação de�nida pela covar-
iância modular.

3) Se consideramos uma cunha e uma de suas translações na direção per-
pendicular a seu eixo, a covariância modular garante que as álgebras locais asso-
ciadas de�nem uma inclusão modular semi-lateral-positiva. Isso permite de�nir
as translações espaço-temporais.

4) Se consideramos um par de cunhas distintas com um vetor tipo-luz em
comum e a região de�nida pela interseção desses, a covariância modular garante
que as álgebras locais associadas de�nem um par de inclusões modulares semi-
laterais-negativas. Isso nos permite construir a representação da parte transla-
cional do subgrupo estabilizador do vetor tipo-luz invariante comum (i.e., do
grupo das transformações de Poincaré que mantêm tal vetor invariante), que
por sua vez conecta os grupos modulares das cunhas originais.

A ação covariante do grupo de Poincaré também pode ser construída a partir
das conjugações modulares dos cunhas sob a hipótese de que elas agem geomet-
ricamente como as re�exões associadas (de acordo com o fato de que estas geram
o grupo de Poincaré). Mas a hipótede se que as conjugações modulares agem
geometricamente é menos forte do que a propriedade de covariância modular e
não é su�ciente para garantir a validade da condição espectral da representação
construída, sendo necessário supor condições adicionais para que esta possa ser
obtida, vide [34].

Observação 58 A relação entre a covariância modular e a simetria relativís-
tica é uma característica não-trivial das teorias quânticas locais (algo invisível
para o formalismo Lagrangeano), e nos leva a conjecturar se a estrutura modu-
lar gera outras simetrias da teoria, de natureza não necessariamente geométrica,
tais como simetrias de gauge. A resposta é positiva, conforme a discussão da
próxima subseção.

Observação 59 Podemos esperar que numa rede quântica local (A; �;A) ex-
istam regiões O 2 K e estados ' �éis sobre A (O), tais que o grupo modular
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�t';O do par (A (O) ; ') atue geometricamente, i.e. que na representação GNS
(�';H';
') tenha-se um grupo um-parâmetro de difeomor�mos �t :M!M,
satisfazendo certas propriedades necessárias, dentre elas �tO = O, e uma rep-
resentação unitária u';O : R ! U (H') tais que

�t';O = adu';O (t) e �t';O (A (Q)) = A (�tQ) 8Q 2 K

Esse fato ocorre nas teorias conformes, para o estado de vácuo e todas as
regiões causalmente completas, visto que o grupo conforme age transitivamente
sobre K. No capítulo 9, exibimos explicitamente para certas teorias quirais sobre
S1, um estado !2 diferente do vácuo e um intervalo I2 � S1 tais que o grupo
modular �t!2;I2 age geometricamente em R (I2).

6.2 Estrutura Modular e Simetria de Gauge Global

Na medida em que a estrutura de superseleção determina a simetria de gauge4,
o problema de como obter o grupo de simetrias de gauge global a partir da estru-
tura modular parece que pode ser resolvido através de dois caminhos diferentes,
cada um destes aplicável ao caso de certas classes de teorias conformes sobre R
ou S1: um deles foi proposto por Wiesbrock em [144] e outro foi proposto por
Kawaigashi-Longo-Müger em [98].

6.2.1 A Abordagem de Wiesbrock

A abordagem de Wiesbrock baseia-se na idéia de que estados carregados po-
dem ser obtidos pela ação de transportadores de carga (no sentido de [59, Sec-
tion III]) e que estes podem ser realizados como cociclos modulares localizados
(de�nidos abaixo). Especi�camente, na representação de vácuo de uma teoria
quântica local satisfazendo a propriedade de covariânciamodular, os unitários do
cociclo-de-Connes de uma álgebra de observáveis localizada numa região cunha
com respeito ao estado de vácuo e um estado-DHR localizado numa subregião
limitada daquela cunha, agem como transportadores de carga:

Teorema 60 Seja (R;H; U;
) a representação de vácuo de uma rede quântica
local e seja � um endomor�smo localizado numa região limitada O � M; seja
W �M uma cunha contendo O, �tW o grupo modular do par padrão (R (W ) ;
)
e ut (�) o cociclo-de-Connes do par de estados

�
! � ��1; !�.

Então, o endomor�smo de A

�tW := �tW � � � ��tW
é unitariamente equivalente a � e, se vale a propriedade de covariância modular,
ele é localizado na região OtW := �W (�2�t)O.

4Isso é completamente válido quando o grupo de simetria de gauge global é compacto,
correspondendo aos setores do tipo DHR [62].



64 CHAPTER 6. ESTRUTURA MODULAR E SIMETRIAS

Além disso,

� (A) = lim
t!�1

adut (�)A ; 8A 2 Aloc (6.1)

Prova. A eq. (B.1) da seção B.1.1 implica

�tW � � � ��tW (A) = u�t (�) � (A) ut (�) ; 8A 2 R (W )

Portanto �tW é unitariamente equivalente a �.

Se vale a propriedade de covariância modular, i.é �tW = adU (�W (�2�t)),
temos

A 2 R (�W (�2�t)O0)) ��tW (A) 2 R (O0)
) �tW (A) = �tW � � � ��tW (A) = �tW�

�t
W (A) = A

Ou seja, �tW é localizado em �W (�2�t)O.
Dado A 2 Aloc, seja bO 2 D tal que A 2 R

� bO�. Para jtj su�cientemente

grande, temos que o suporte OtW de �tW está causalmente disjunto de bO, donde
�tW (A) = u�t (�) � (A)ut (�) = A e � (A) = adu�t (�)A.

O teorema nos mostra que podemos recuperar o endomor�smo localizado �
a partir do seu cociclo-de-Connes ut (�). Então, a pergunta natural que formu-
lamos é: podemos caracterizar tais cociclos por requerimentos genéricos, sem
referência prévia aos endomor�smos localizados? Isso nos leva à de�nição de
cociclo modular localizado (generalizado):

De�nição 61 (Cociclo Modular Localizado) Seja (R; U;H;
) a represen-
tação de vácuo de uma teoria quântica local.

Um cociclo modular localizado em O 2 K (com respeiro ao estado de vácuo)
é um caminho fortemente contínuo de unitários agindo em H

u : R ! U (H) ; u (t) = ut

satisfazendo as seguintes propriedades:

i) ut+s = ut�
t
O
(us) ; 8t; s 2 R

ii) 9"O > 0 = jtj < "O ) ut 2 R (O)

iii) 9KO > 0 = jtj > KO ) utu
�
�t 2 R (O)0

onde �tO é o grupo modular do par padrão (R (O) ;
).

A condição (i) é simplesmente uma das propriedades características dos
cociclos-de-Connes; a condição (ii) de�ne o signi�cado do cociclo ser localizado;
e a condição (iii) inspira-se na equação (6.1) do teorema anterior.



6.2. ESTRUTURA MODULAR E SIMETRIA DE GAUGE GLOBAL 65

Conforme discutimos na seção 10.2.1, Wiesbrock em [144] prova que em
teorias quirais fortemente aditivas sobre S1, os cociclos modulares localizados
de�nem endomor�smos localizados pela equação (6.1); mas pouco sabemos so-
bre o que pode ocorrer em situações mais gerais. Por isso, terminamos essa
seção propondo um problema para pesquisas futuras:

Problema 62 Estabelecer as condições adicionais sob as quais um cociclo mod-
ular localizado ut de�ne um endomor�smo localizado da álgebra de observáveis
A pela fórmula

� = lim
t!�1

adut

6.2.2 A Abordagem de Kawahigashi-Longo-Müger

Sabemos que as álgebras localizadas em regiões causalmente conexas não incor-
poram individualmente nenhuma informação sobre os setores de superseleção da
teoria - sob certas circuntâncias, todas são isomorfas ao único fator hiper�nito
do tipo III 1. Então, apenas para sugerir a idéia de que as álgebras de ob-
serváveis localizados em regiões causalmente desconexas do espaço-tempo in-
corporam alguma informação sobre os setores de superseleção da teoria, damos
o seguinte argumento intuitivo (sem pretender que seja verdadeiro nalgum sen-
tido positivo): dado um par partícula-antipartícula cujas regiões de localização
são causalmente disjuntas, das medidas realizadas na região de localização da
partícula não se pode inferir a existência da anti-partícula ou, pelo menos, que
ambas estão descritas por algum estado global; portanto, o resultado das medi-
das localizadas realizadas sobre uma das partículas do par caracteriza seu setor
de superseleção.5

A abordagemde Kawaigashi-Longo-Müger (KLM) analisa certas propriedades
das álgebras localizadas em regiões causalmente desconexas para delas obter os
setores de superseleção da teoria.

Proposição 63 Seja (R;H; U;
) a representação de vácuo de uma rede quân-
tica local, satisfazendo dualidade causal.

Se O;Q 2 K são duas regiões causalmente disjuntas, então os transporta-
dores de carga localizados entre endomor�smos localizados em O e Q pertencem
à álgebra dual Rd (O [Q) (vide a de�nição 2.6).

Prova. Sejam �; �̂ 2 End (A) endomor�smos transportáveis localizados nas
regiões O;Q 2 K, respectivamente, satisfazendo �̂ = adu�� para algum unitário
u 2 B (H) (transportador de carga). Então

B 2 R (O0) \ R (Q0)) uB = u� (B) = �̂ (B) u = Bu

donde

u 2 (R (O0) \ R (Q0))0 � R (O0 \Q0)0 = Rd (O [Q)
5Esta é uma adaptação do conhecido argumento �da partícula atrás da lua�, [3, section

1.7, p.16].
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ou seja: a álgebra Rd (O [Q) contém os transportadores de carga com suporte
em O [Q.

Portanto, quando as regiões O e Q são causalmente disjuntas, esperamos
que a inclusão

R (O) _ R (Q) � Rd (O [Q)
forneça informações sobre a estrutura de superseleção da teoria, possivelmente
su�ciente para determinar completamente essa estrutura. Talvez isso possa ser
conseguido pela análise das propriedades do endomor�smo canônico

O;Q : Rd (O [Q)! R (O) _R (Q)

cuja restrição

�O;Q : R (O) _ R (Q)! R (O) _ R (Q)
é um endomor�smo de R (O)_R (Q). O fato do endomor�smo canônico ser um
objeto modular evidencia a importância da estrutura modular nessa análise.

A análie de Kawaigashi-Longo-Müger da estrutura de superseleção de certas
teorias quânticas locais sobre R parte dessas idéias. Esta análise particularizada
para o caso de pré-cofeixes quirais sobre S1 é apresentada na seção 10.1.1.

Observação 64 É signi�cativo que a teoria quântica local possa determinar
localmente os setores de superseleção, primordialmente de�nidos em termos
globais. Isso corrobora a idéia de basearmos a teoria em conceitos com in-
terpretação física mais direta.



Chapter 7

Teorias Quirais Locais

Introdução

As teorias quirais locais constituem o análogo da teoria quântica local com o
�espaço-tempo� correspondendo ao raio-de-luz compacti�cado _R 'S1 e o �grupo
de simetria espaço-temporal� sendo dado pelo grupo de MöbiusMob = SU (1; 1)
ou por sua parte conexa PSU(1; 1) = SU(1; 1)=fI;�Ig.

Antes de entrar no tema propriamente dito deste capítulo, é válido apresen-
tarmos uma pequena digressão sobre a de�nição do grupo conforme.

Grupo Conforme e
Compacti�cação Conforme do Espaço-Tempo

Ingenuamente, o grupo das transformações conformes poderia ser
de�nido como o grupo das transformações do espaço de Minkowski
M que preservam a métrica exceto por um fator multiplicativo; en-
tretanto, se dim (M) � 3 as chamadas transformações conformes
especiais não são globalmente de�nidas e não formam um grupo.
Portanto, a de�nição do grupo conforme torna-se um pouco mais
delicada, e nós a descrevemos em dois passos: primeiramente, de�n-
imos a chamada compacti�cação conforme do espaço de Minkowski
M como sendo uma variedade compacta contendo uma imersão
isométrica densa de M sobre a qual todas as transformações con-
formes deM possuem uma extensão a difeomor�smos (globais) - a
existência deM é garantida por um teorema; depois, nós de�nimos
o grupo conforme de M como sendo o grupo das transformações
conformes de sua compacti�cação conformeM [126, De�nition 2.1],
[26]. Simbolicamente,

M ,!M ; Conf (M) := Conf
�M�

No caso de teorias bidimensionais, a de�nição de grupo conforme
é feita por analogia aos casos em dimensões superiores, embora todas

67
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as transformações conformes emM1;1 estejam globalmente de�nidas
[126, Section 2.4]. A razão para isso está no fato de que a classe das
transformações conformes que preservam a orientação de M1;1 é
dada por [126, Theorem 2.10]

Conf
�M1;1

� ' �Diff (R)+ �Diff (R)+� [ �Diff (R)� �Diff (R)��
(7.1)

que vem a ser um grupo �muito grande�, no sentido de que as redes
quânticas locais com um setor de vácuo invariante sob ação de tal
grupo são algo triviais. Assim, considerando que a compacti�cação
conforme deM1;1 é S1 := S1� S1, temos simbolicamente

M1;1 ,! S1;1 ; Conf
�M1;1

�
:= Conf

�
S1;1

�
Lembramos que analogamente a 7.1, temos [126, comments after
Theorem 2.10]

Diff
�
S1;1

�
+
'
�
Diff

�
S1
�
+
�Diff �S1�

+

�
[
�
Diff

�
S1
�
� �Diff

�
S1
�
�

�
(7.2)

Este é a razão básica para a decomposição de uma teoria conforme
bidimensional em duas teorias quirais sobre raios-de-luz compacti�-
cados [11].

Lembramos que o grupo conforme de S1 (incluindo inversões) é o que chamamos
de grupo de Möbius.

7.1 O Grupo Diff
�
S
1
�
o Grupo de Möbius e a

Álgebra de Virasoro

Denotamos por S1 o conjunto dos números complexos de norma unitária

S1 = fz 2 C = jzj = 1g
S1 é uma subvariedade de C com um grupo de difeomor�smos

Diff
�
S1
�
:=
�
difeomor�smos de S1 em S1

	
Denominamos por álgebra de Witt a álgebra Lie do grupo Diff

�
S1
�

Witt := Lie
�
Diff

�
S1
��

(7.3)

V ect
�
S1
�
é o espaço vetorial subjascente à álgebra de Witt1, donde obtemos o

seguinte conjunto de geradores da álgebra de Witt:

�Ln = �zn+1 d

dz
; n 2 Z (7.4)

1Diff
�
S1
�
é um grupo de Lie com dimensão in�nita agindo sobre o espaço V ect

�
S1
�
dos

campos vetoriais diferenciáveis sobre S1.
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Estes geradores satisfazem as seguintes relações de comutaçãoh
�Ln; �Lm

i
= (n�m) �Ln+m ; 8n;m 2 Z (7.5)

e as relações de conjugação

�L�n = �L�n ; 8n 2 Z (7.6)

A álgebra de Witt possui uma única extensão central [77] [126, Theorem
5.1], denominada álgebra de Virasoro

V ir :=Witt� CZ (7.7)

Naturalmente, o operador Z é o gerador do centro da álgebra de Virasoro (por-
tanto, necessariamente comuta com os geradores da subálgebra de Witt). A
álgebra de Virasoro possui o seguinte conjunto de geradores

fLn; n 2 Zg[ fZg (7.8)

que satisfazem as relações de comutação8<: [Ln; Lm] = (n�m)Ln+m + �n+m;0
n
12

�
n2 � 1

�
Z

[Ln; Z] = 0
; : 8n;m 2 Z (7.9)

e as relações de conjugação8<: L�n = L�n ; 8n 2 Z

Z� = Z

Notamos que a álgebra de Virasoro é gerada pelo conjunto fL�2; L�1; L1; L2g[
fZg de acordo com a seguinte fórmula de recorrência

[L�n; L�1] = � (n� 1)L�(n+1) ; n � 2 (7.10)

Como fL0; L1 + L�1; L2 + L�2g gera o conjunto fL�2; L�1; L1; L2g a partir das
relações

[L1 + L�1; L0] = (L1 � L�1) e [L2 + L�2; L0] = 2 (L2 � L�2)
concluimos que a álgebra de Virasoro possui um conjunto de geradores auto-
adjuntos:

V ir = álgebra de Lie gerada por fL0; L1 + L�1; L2 + L�2g [ fZg (7.11)

Analogamente, a subálgebra de Witt também é gerada por operadores auto-
adjuntos

Witt = álgebra de Lie gerada por
n
�L0; �L1 + �L�1; �L2 + �L�2

o
(7.12)
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Observação 65 Na literatura sobre teoria conforme Euclideana bidimensional
e unidimensional (como por exemplo [11], [78]), as considerações sobre invar-
iância conforme se referem à invariância conforme in�nitesimal, i.e. com re-
speito à ação da álgebra de Virasoro, e não propriamente com respeito ao grupo
conforme propriamente dito. Entretanto, nossas considerações versam sobre as
teorias quânticas locais sobre o espaço de Minkowski com simetria conforme;
elas são de caráter totalmente geral e devem servir para qualquer tratamento
rigoroso do assunto. Não consideramos em nenhum momemto as teorias Eu-
clideanas, apesar de existirem certas relações entre o grupo conforme do espaço
de Minkowski e o grupo conforme do espaço Euclideano [126, Section 2.4, 5.2].

O grupo de Möbius é dado pelo conjunto das transformações conformes
globais do espaço dos números complexos preservando a orientação, munido da
operação de composição. Esse grupo deixa o círculo S1 invariante e é dado
explicitamente por2

Mob ' PSU (1; 1) =
SU (1; 1)

f�1g =

�
g =

�
� �
�� ��

�
; �; � 2 C ; j�j � j�j = 1

�
(7.13)

com a ação de�nida por3

g =

�
� �
�� ��

�
2 SU (1; 1) ; C 3 z ! gz =

�z + �
��z + ��

2 C

O grupo de Möbius é gerado por fL�1; L0; L1g

Mob1 = grupo de Lie gerado por fL�1; L0; L1g

Mais geralmente, para todo n 2 Nn f0g o conjunto fL�n; L0; Lng gera o

2Realmente, o centro de SU (1; 1) é dado por

Z2 '
��

1 0
0 1

�
;

� �1 0
0 �1

��

a partir do qual temos o quociente

PSU(1; 1) = SU(1; 1)=Z2

3Realmente, esta ação deixa S1 invariante:

���gei���� = �����ei� + �
��ei� + ��

���� =
����ei� �+ �e�i�

��ei� + ��

���� = ���ei���� :
������+ �e�i�

�+ �e�i�

����� = 1 8� 2 R
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subgrupo Mobn � Diff
�
S1
�
de�nido por4

Mobn := grupo de Lie gerado por fL�n; L0; Lng (7.14)

=
n
un : S1! S1; un (z) = n

p
u (zn); u 2Mob

o
Veri�camos que Mobn é isomorfo ao grupo de Möbius Mob1 pela seguinte cor-
respondência entre os geradores(

L0 ! ~L0 :=
1
nL0 +

(n2�1)
24n Z

L�n ! ~L�1 := 1
nL�n

Os operadores L0, L�1+L1 e L�2+L2 são Hermitianos e correspondem aos
geradores in�nitesimais das seguintes difeomor�smos de S1:

L0  R(�) =

�
ei�=2 0

0 e�i�=2

�
; � 2 R (7.15)

L�1 + L1  D(�) =

�
cosh� sinh�
sinh� cosh�

�
; � 2 R

L�2 + L2  D2(�) =

q
D(�) (�)2 ; � 2 R

Nas teorais quirais locais, L0 é chamado de �Hamiltoniano conforme� e cor-
responde ao operador energia-momentum das teorias quânticas locais em di-
mensões superiores.

7.2 Axiomas das Teorias Quirais

Os axiomas caracterizando as teorias quirais em S1 são análogos aos axiomas
da teoria quântica local, sendo a estrutura local em S1 de�nida pela relação de
�disjunção de conjuntos�:5

I1; I2 � S1 ; I1 � I2 () I1 \ I2 = ;
4Que seja bem entendida a radiciação na de�nição deMobn pela divisão de S1 em n partes

sobre as quais temos os ramos da raiz n
p�:

Ik :=

�
ei�; � 2

�
k
2�

n
; (k + 1)

2�

n

��
; k = 0; :::; n� 1

Assim,

u 2 Diff �S1� ; z 2 Ik  n
q
u (z)n 2 Ik

5Lembramos que o sinal `�' signi�ca �...é causalmente disjunto de...�
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Nesse caso, o complemento causal é a relação de�nida por:

I � S1 ; I 0 := S1nI
De�nimos a classe dos intervalos de S1 por

I := �I � S1 = I e S1nI são abertos conexos não-vazios
	

No que segue, considere H sendo um espaço de Hilbert e W � (H) a classe de
subálgebras de von Neumann em B (H).
Axioma 66 (Pré-Cofeixe Quiral em S1) 6 Uma terna (R; U;H) dada por
um correspondência

R : I !W � (H)
e uma representação unitária do grupo de Möbius

U :Mob! U (H)
é um pré-cofeixe quiral sobre S1 quando ele satisfaz as seguintes propriedades:

i) Isotonia

I1; I2 2 I ; I1 � I2 ) R(I1) � R(I2)
ii) Localidade

I1; I2 2 I ; I1 � I 02 ) R(I1) � R(I2)0

iii) Covariância

I 2 I ) adU (g)R(I) = R(gI) ; 8g 2Mob

iv) Condição Espectral: O gerador do subgrupo das rotações U � R é
positivo, i.e.7

Spect (L0) � [0;1) (7.16)

v) Estado de Vácuo: Existe um único vetor unitário 
 2 H invariante
sob ação do grupo de Möbius

U (g) 
 = 
 ; 8g 2Mob

e cíclico para a álgebra quase-local Aloc :=
W
I2IR (I).

Com este vetor temos de�nido o estado de vácuo:

! = (
; �
)
6O conjunto-índice I com a ordem de�nida pela inclusão de conjuntos não constitui um

conjunto dirigido, portanto, em concordância com a terminologia matemática corrente, nós
usamos ao invés do termo rede o termo pre-cofeixe (traduzindo do inglês precosheaf ).

7O subgrupo das rotações fR (�) ; � 2 Rg (de�nição 7.15) realiza na teoria quiral local o
mesmo papel que o subgrupo das translações espaço-temporais realiza na teoria quântica local.
Por isso, esse grupo é também chamado de grupo das translações temporais e, analogamente,
seu gerador L0 é também chamado de Hamiltoniano conforme.
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De�nimos a álgebra universal do pré-cofeixe (R; U;H) por
A := Aloc (fecho na topologia da norma)

Pode-se provar que uma teoria quiral local satisfaz as seguintes propriedades
adicionais:

vi) Dualidade causal [39]

R (I)
0
= R (I 0) ; 8I 2 I

vii) Aditividade Forte 8 [26]

I 2 I; z 2 I ) R (In fpg) = R (I) (7.17)

viii) Covariância Modular [26], [69]

O operador modular �R(S1+);! associado ao par
�R �S1+� ; !� satisfaz

�it
R(S1+);!

= U (D (�2�t)) (7.18)

onde

S1+ :=
�
z 2 S1 = = (z) > 0

	
ix) Propriedade de Cisão [53, Theorem 3.2]

A propriedade de cisão é provada para teorias quirais satisfazendo a chamada
condição da classe tracial :

Tr
�
e��L0

�
<1 ; 8� > 0

onde L0 é o Hamiltoniano conforme (equação 7.16). A condição de classe tra-
cial é realmente necessária, desde que existem modelos quirais que violam a
propriedade de cisão, embora satisfaçam a (mais fraca) condição de classe tra-
cial com temperatura máxima, a saber, para algum Tmax > 0

Tr
�
e��L0

�
<1; 8��1 > Tmax

Tr
�
e��L0

�
=1; 8��1 � Tmax

conforme exemplos apresentados em [53, Section 3.1].

Observação 67 (Aplicação de Cayley) A Aplicação de Cayley é um iso-
mor�smo topológico entre S1 e _R (a compacti�cação de R pela adjunção de um
ponto no in�nito):

C : S1! _R ; C (z) := �iz � 1

z + 1
(7.19)

C�1 : _R ! S1 ; C�1 (x) :=
1 + ix

1� ix
8A aditividade forte implica que o pre-cofeixe quiral é isomorfo a uma rede quântica local

sobre R ' S1n f�1g (via transformação de Cayley, por exemplo) satisfazendo dualidade de
Haag.
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Claramente

C (1) = 0 ; C (�1) =1 ; C (�i) = �1

e

C (0; 1) =
�
z 2 S1; 0 < = (z) < �=2

	
=: I1

C (0;1) =
�
z 2 S1; 0 < = (z) < �

	
=:M+

Usando a aplicação de Cayley, nós relacionamos duas apresentações das teo-
rias quirais: a apresentação compacta, na qual o grupo de Möbius e os campos
quirais são de�nidos sobre S1, e a apresentação não-compacta, na qual o grupo
de Möbius e os campos quirais são de�nidos sobre _R. No que segue usaremos
ambas apresentações, de acordo com nossa conveniência, sem alterarmos a sim-
bologia.



Chapter 8

Pré-cofeixe CW

Por modelo de correntes abelianas entendemos uma teoria quiral dada pelo pré-
cofeixe de álgebras de Weyl gerado por correntes abelianas sobre S1; é ocasional-
mente também chamado de modelo-bU (1), mas aqui usaremos o nome pré-cofeixe
CW. Sua simplicidadematemática permite que sejam conhecidos explicitamente
diversos objetos de interesse físico, tais como os campos carregados e os oper-
adores modulares - esse fato é, na verdade, o principal atrativo dessa classe de
modelos. Este capítulo apresenta as de�nições básicas e os tópicos que usare-
mos nos capítulos seguintes; ele foi elaborado a partir dos seguintes trabalhos,
os quais sugerimos para as provas e detalhes omitidos aqui: em [38] há uma
exposição detalhada do modelo das correntes abelianas de dimensão um (essa
dimensão é de�nida abaixo); em [144] a estrutura de superseleção desse mod-
elo é analisada com o auxílio dos cociclos-de-Connes, que relacionam os grupos
modulares correspondentes a diferentes estados padrão sobre a mesma álgebra
de von Neumann (capítulo 10.2); em [130] é tradado o caso multidimensional, e
nele há também uma discussão de aspectos algébricos e modulares dessas teorias
baseado nos dois trabalhos anteriores. Para uma discusão das teorias conformes
e teorias quirais com especial consideração do problema dos campos se transfor-
marem de acordo com o recobrimento universal do grupo conforme, sugerimos
[123]; vide também [133].

Para o que segue, introduzimos as de�nições e convenções abaixo.

Notação 68 Denotamos por V um espaço vetorial sobre R com dimensão �nita
N e produto interno h; i. Sua complexi�cação (VC ; h�; �iC ) é de�nida canonica-
mente:

VC := C 
 V = fv + iw ; v; w 2 V g

h�; �i
C
:= h< (�) ;< (�)i+ h= (�) ;= (�)i+ i (h< (�) ;= (�)i � h= (�) ;< (�)i)

onde

< (v + iw) = v ; = (v + iw) = w ; 8v; w 2 V

75
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Notação 69 De�nimos o espaço das funções teste tomando valores em V por

LV := C1
�
S1; V

�
=
�
f : S1! V de classe C1

	
munido da semi-norma

k�k : LV ! (0;1] ; kfk :=
1X
n=1

njfnj2 ; jfnj2 := hfn; fniC

dada em termos dos coe�cientes da expansão em série de Fourier

f (z) =
X
n2Z

fnz
�n ; fn = f�n 2 VC ; 8n 2 N

Diferenciamos e integramos essas funções com respeito ao parâmetro z 2 S1 de
acordo com

z = ei�  iz
d

dz
=

d

d�
;

Z
S1

dz

2�i

1

z
=

Z 2�

0

d�

2�

Notação 70 Identi�cando V com o subespaço das funções constantes de LV

V ,! LV

podemos tomar o quociente

(LV )0 :=
LV

V
= ff + c; c 2 V; f 2 LV g

Sobre (LV )0 de�nimos o produto interno

(; ) : (LV )0 � (LV )0 ! C ; (f; h) :=

1X
n=1

n hfn; hniC

(Não usaremos símbolos diferentes para os elementos de LV e (LV )0, esperando
que o contexto indique qual é o caso quando isso não for mencionado explicita-
mente.)

(LV )0 também possui uma estrutura complexa

i : (LV )0 ! (LV )0 ; (if)n =

8<: ifn ; n > 0
f0 ; n = 0
�ifn ; n < 0

Com tal estrutura complexa, ((LV )0 ; (; )) é um pré-espaço de Hilbert. De-
notamos por h o completamento de (LV )0 com respeito à norma de�nida pelo
produto interno (; ):

h := (LV )0 (8.1)
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e denotamos por (H; h; i) o espaço de Fock totalmente simétrico de�nido por
(h; (; ))

H :=
L1

n=0 h

n

h0 := C ; h
n := expansão linear

8<:f 
 :::
 f| {z }
n

; f 2 h
9=; ; n � 1

(8.2)

h; i : H�H ! C ;


ef ; eg

�
= e(f;g) ; 8f; g 2 h

ef :=

0@1; f; 12 (f 
 f) ; :::; 1
n!

0@f 
 :::
 f| {z }
n

1A ; :::

1A ; 8f 2 h

Notação 71 Sobre LV de�nimos a forma bilinear

A : LV � LV ! R ; A (f; h) =

Z
S1

dz

2�i
hf 0(z); h(z)i (8.3)

Essa forma satisfaz as seguintes propriedades:

A1) A(f; h) = �A (h; f) ; 8f; h 2 LV

A2) f 2 LV; A (f; h) = 0 8h 2 LV () f = constante
(8.4)

Portanto, A é uma forma simplética sobre LV e �el sobre (LV )0!

De�nimos a álgebra de Weyl das correntes A como sendo a álgebra-C* gerada
pelos operadores de Weyl caracterizados pelas seguintes relações�

W (f)W (h) = e�
1
2A(f;h)W (f + h)

W (f)
�
=W (�f) ; 8f; h 2 LV (8.5)

A := *-algebrafW (f) ; f 2 LV g (8.6)

En�m, de�nimos o pré-cofeixe CW (R; �;A):
I 3 I ! R(I) := fW (f) ; f 2 LV; supp(f) � Ig00 (8.7)

� :Mob! Aut (A) ; �g(W (f)) :=W (fg) ; fg(z) := f(g�1z)

Facilmente, veri�camos que o pré-cofeixe CW satisfaz as seguintes pro-
priedades:

i) Isotonia

I1; I2 2 I; I1 � I2 ) R(I1) � R(I2)
ii) Localidade
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I1; I2 2 I ; I1 � I 02 ) R(I1) � R(I2)0

iii) Covariância

I 2 I ) �gR(I) = R(gI)

iv) Estado de Vácuo. O estado de vácuo ! é de�nido por

LV 3 f ! !(W (f)) = e�
jjfjj
2 (8.8)

A representação de vácuo (H; �; U;
) é realizada canonicamente no espaço
de Fock H:1

A 3 W (f)! � (W (f)) := ef 2 H (8.9)

Mob 3 g ! U (g) := e�(g) 2 U (H)

A representação de vácuo também as seguintes propriedades adicionais:

v) Dualidade causal e Aditividade Forte

Por cálculo direto, a dualidade causal (eq. 2.7) e a aditividade forte da
representação de vácuo seguem-se da propriedade:

I 2 I; f 2 LV; A (f; h) = 0 8h 2 h (I)) f jI = constante

vi) Propriedade de cisão

1Facilmente veri�camos que esta representação satisfaz as propriedades da de�nição

� � � (g) = adU (g) � � ; 8g 2Mob

U0 (R (�)) = ei�L0 ; 8� 2 R ; Spect (L0) � [0;1)

onde L0 é o operador de Virasoro que gera as rotações.
Para ilustrar, damos aqui a prova de que ! é invariante sob ação do grupo das rotações

R (�) (de�nição 7.15) - uma condição necessária para que este seja o estado de vácuo. Como
! é fracamente contínuo (!), basta veri�car a invariância de sua ação sobre os operadores de
Weyl. Com efeito, dados f 2 LV e � 2 R, temos que s coe�cientes de Fourier de fR(�) e f
satisfazem �

fR(�)
�
n
= e�in�fn ; 8n 2 Z

donde fR(�) = kfk ; 8t 2 R
e consequentemente

!(�R(�)W (f))) = e�



fR(�)





2 = e�
kfk
2 = !(W (f))



79

Para cada I 2 I temos os subespaços

h (I) :=
�
f 2 LV = supp (f) � I	 � h

eh(I) := expansão linear de fe' ; ' 2 h (I)g � H
a partir dos quais de�nimos o fator tipo I

NI := B
�
eh(I)

�
� B (H)

que satisfaz

R (I) � NI � R (I 0)

Isso implica na propriedade cisão (20), pois a representação de vácuo é local-
mente �el!

vii) Covariância Modular

Não é trivial provar diretamente que o pré-cofeixe CW satisfaz a propriedade
de covariância modular (equação 7.18), mas isso segue-se dos teoremas sobre
teorias quânticas locais conformes, mencionado na seção 7.2. Para uma prova
direta nesse caso particular, vide [130, Proposition 5.1.2].

O Centro de A e o Operador de Carga Q

Pela propriedade (8.4), temos que o centro da álgebra A é dado por

Z (A) = *-álgebrafW (c) ; c 2 V g
Em cada representação (fortemente contínua) (�;H) de (R; �;A) de�nimos

o operador de carga Q� por

Q� := �i rx� (W (x))jx=0

donde

� (W (c)) = eihQ�;ci ; 8c 2 V

O espectro do operador de carga distingue as representações de A, razão de
sua importância na teoria dos setores de superseleção.

A ação covariante de Diff
�
S1
�

Usando o mesmo símbolo �, de�nimos a ação do grupo dos automor�smos
diferenciáveis de S1 na álgebra A por analogia à ação do grupo de Möbius

� : Diff
�
S1
�! Aut (A) ; �gW (f) :=W (fg) ; fg(z) = f(g�1 (z))

Claramente, essa ação é covariante

�gR (I) = R (gI) ; 8g 2 Diff �S1� ; 8I 2 I
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Observação 72 (Corrente Abeliana Multidimensional) De�nimos a cor-
rente abeliana de dimensão N como sendo uma distribuição J (z) =

�
J1 (z) ; :::; JN (z)

�
sobre LV cujas componentes satisfazem as seguintes relações de comutação

[J i(z1); J
j(z2)] = ��0(z1 � z2) ; 8z1; z2 2 S1

Mais precisamente, a corrente J é uma aplicação linear

LV 3 f =
�
f1; :::; fN

�! J(f) :=
�
J1
�
f1
�
; :::; JN

�
fN
�� 2 V

tal que

[J (f) ; J (h)] = �
Z
S1

dz

2�i
hf 0(z); h(z)i =: �A (f; h)

Portanto, os operadores de Weyl que de�nem o pré-cofeixe CW podem ser
escritos como exponenciais da corrente J :

W (f) = eiJ(f)

Entretanto, todas as propriedades da teoria seguem-se da forma simplética
A (�; �), de�nida a partir do produto interno em V , sem necessidade de men-
cionar as correntes abelianas, embore seja dessas que tiramos o adjetivo �abeliano�
para o modelo2.

8.1 Teoria dos Setores de Superseleção

Como ocorre em geral na teoria quântica local, os setores de superseleção são
de�nidos pelas classes de equivalência unitária das representações de energia
positiva da álgebra de observáveis universal; e aqui, como ocorre em geral nas
teorias conformes, a teoria dos setores de superseleção reduz-se à análise DHR,
porque as representações de energia positiva podem ser localizadas em regiões
compactas, estando em correspondência com endomor�smos localizados e trans-
portáveis da álgebra universal. Esse fato simpli�ca consideravelmente a análise
da estrutura de superseleção da teoria, cujas propriedades serão coletadas na
de�nição de representações de energia positiva gerada por campos.

Em geral, qualquer representação pode ser dada pela soma direta de suas
subrepresentações irredutíveis; em nosso caso, temos a seguinte proposição:

2O adjetivo �abeliano� refere-se à álgebra de Lie dada pelas relações de comutação dos
campos. Em geral, poderíamos considerar relações do tipo

[Ji(z1); J
j(z2)] = if ijk J

k (z1) � (z1 � z2)� ikgij�0(z1 � z2) ; 8z1; z2 2 S1

onde f ijk são constantes de estrutura de uma álgebra de Lie e gij é uma métrica de Cartan.

(No nosso caso, temos que f ijk = 0 e que gij é dada pela métrica do espaço vetorial V .)
Outra razão para o nome abeliano vem das relações de comutação entre os campos porta-

dores de carga: de�nem uma representação abeliada do grupo de tranças, pois em nosso caso
estas são dadas por fases multiplicativas (conforme equações abaixo).
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Proposição 73 Toda representação de energia potiviva (�;H; U) de (R; �;A)
pode ser decomposta numa soma direta de representações fundamentais. Mais
precisamente, existe uma família � de vetores unitários 
i 2 H (i 2 �) tal que
os subespaços Hi = �(A)
i � H são mutuamente ortogonais e H =

P
i2�Hi;

além disso, se H é o hamiltoniano (gerador das translações espaço-temporais),
temos H
i = 0 para todo i 2 �.

Além do estado de vácuo, conhecemos explicitamente todos os estados fun-
damentais do pré-cofeixe CW:

Proposição 74 Os estados fundamentais de (R; �;A) são exatamente os seguintes

q 2 LV; !q (W (f)) = eihq;f0i�
1
2kfk ; f0 =

Z
S1

dz

2�i

f (z)

z

E as representações fundamentais de (R; �;A) são dadas pela contrução GNS
(�q ;Hq ;
q) para o par (A; !q), para cada q 2 LV .

Para analisarmos a estrutura de superseleção da teoria, de�nimos os chama-
dos automor�smos carregados:

De�nição 75 O autormo�smo de A transportando uma carga global q 2 LV é
de�nido por3

q : A! A; ; q(W (f)) := eihq;f0iW (f) (8.10)

onde

f 2 S �S1� f0 =

Z
S1

dz

2�i

f(z)

z

Portanto, temos que os estados fundamentais de (R; �;A) e as representações
fundamentais são determinados a partir do estado de vácuo pelos automor�smos
q, de acordo com

!q = ! � q (8.11)

Hq = H ; �q = � � q
3É fácil checar que essas aplicações lineares são realmente automor�smos de A, i.e. que

satisfazem as seguintes propriedades:8>>><
>>>:

q(1) = 1

q(W �) = q(W )�

q(�W1 +W2) = �q(W1) + q(W2)

; 8W;W1;W2 2 A; 8� 2 C
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Como resultado das proposições acima, o pré-cofeixe CW possui um número
inumerável (contínuo) de setores de superseleção, pois o operador de carga Qq
possui na representação (�q ,Hq) espectro

Spect (Qq) = fqg

Modelos quirais com apenas um número discreto (ou �nito) de setores de
superseleção são dados pelas extensões locais do pré-cofeixe CW, de�nidos na
próxima seção. Antes, de�nimos a chamada representação universal do pré-
cofeixe CW, que coleta todas as representações fundamentais de energia positiva
do mesmo.

8.1.1 Representação Universal

A representação universal (b�; bH; bU) do pré-cofeixe CW (R; �;A) é dada pela
soma direta (com multiplicidade unitária) de todas as representações fundamen-
tais de energia positiva de (R; �;A):

De�nição 76 (Representação Universal)

bH =
L

q2LV Hq = f� = (�q)q2LV ; �q 2 H; �q 6= 0g

h; i : bH� bH ! C ; h�;  i =Pq2LV h�q ;  qi0

�̂ : A! B
� bH� ; �̂ (�q2LV �q) = �q2LV �q (�q)

(8.12)

R 3 t! bU(t) : bH ! bH ; (bU(t)�)q = U0(t)�q (8.13)

(�̂; bH; bU) é uma representação �el(!) e o operador de carga dessa represen-
tação é dado por

Q̂ = �i r��̂ (W (�))j�=0 = 
q2LVQ�q

Representação de Energia Positiva Localmente Gerada
por Campos

Uma representação de energia positiva (�;H; U) de (A; �) é dita
ser localmente gerada por campos quando existe uma família irre-
dutível de álgebras de von Neumann

I 3 I ! F(I) � B(H)

tal que:
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i) A família fF (I) ; I 2 Ig é local
F(I) � �(A(I 0))0 ; 8I 2 I

ii) Cada F(I) contém os observáveis localizados em I , i.e

�(A(I)) � F(I)
iii) Existe uma ação unitária fortemente contínua do grupo das

rotações (de�nição 7.15)

U �R : R ! U (H)
gerada por um operador positivo positivo H a�liado à álgebra de
observáveis e tendo o zero como auto-valor simples (cujo auto-vetor
correspondente 
 é o estado de vácuo)

U (R (�)) = ei�H ; 8� 2 R
que implementa a ação covariante das rotações

�(�t(A)) = eiHt�(A)e�iHt ; 8t 2 R; 8A 2 A
Além disso, vale a seguinte condição de continuidade:

8I1 � I2 9" > 0 = eiHtF(I1)e�iHt � F(I2) 8t 2 (�"; ")
iv) O vetor de vácuo 
 é cíclico e separante para as álgebras de

campo locais.

v) O operador de carga Q� tem espectro discreto.

Teorema 77 Qualquer representação de energia positiva (�;H; U) de (R; �;A)
localmente gerada por campos com espectro de cargas SQ � LV é unitariamente
equivalente à uma subrepresentação de (�̂; bH; bU), a saber: �̂j �q2SQ Hq.

8.2 Extensões Locais do Pré-cofeixe CW

É possível aumentar de certa forma as álgebras locais do pré-
cofeixe CW mantendo a localidade. Um tal procedimento nos pro-
porciona uma classe de modelos possuindo um número de setores de
superseleção �nito, em distinção ao cado do pré-cofeixe CW que tem
um número não enumerável de setores de superseleção.

De�nição 78 (Extensão Local) Uma extensão local do pré-cofeixe CW é uma
teoria quiral local (RL; �L;AL) satisfazendo:

i) Extensão das Álgebras Locais.

R (I) � RL(I) ; 8I 2 I
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ii) Extensão das Translações Temporais

�L (g) jA = � (g) ; 8g 2Mob

iii) Redução do Centro

#Z (AL) <1
A extensão (RL; �L;AL) é dita maximal quando para qualquer outra exten-

são local
�R~L; �~L;AL̂

	
do pré-cofeixe CW temos

~RL (I) � RL (I)) ~RL (I) = RL (I) ; 8I 2 I
Necessariamente, as extensões maximais devem satisfazer a du-

alidade causal, pois no caso contrário sua rede dual (equação 2.6)
seria uma extensão local não-trivial.

As extensões locais do pré-cofeixe CW serão construídas pela in-
corporação de campos locais à álgebra de observáveis. Entretanto,
os campos locais estão de�nidos no recobrimento universal de S1;4

portanto, para de�nir tais extensões locais, a família de campos que
deverá ser incorporada à álgebra de observáveis deve ser escolhida
adequadamente para que esta possa ser de�nida diretamente sobre
S1 e também ser local. Na construção destas extensões locais, recor-
remos à representação universal.

O primeiro passo para a construção das extensões locais é dado
pela de�nição dos operadores carregados que implementam os auto-
mor�smos carregados de A:

De�nição 79 (Operadores Carregados) De�nimos o operador carregado com
carga q1 2 LV por

�q1 : bH ! bH ; (�q1�)q = �q�q1 ; 8q 2 V (8.14)

Facilmente veri�camos as seguintes propriedades

q1 = ad��1q1

�q1�q2 = �q1+q2

adU(t)�q1 = �q1

; 8q1; q2 2 V; 8t 2 R (8.15)

O segundo passo para a construção de campos locais é dado pela
de�nição de distribuição de cargas:

4Em teorias quânticas locais, os campos carregados locais estão de�nidos sobre o reco-
brimeno universal do espaço-tempo e se transformam sob ação do recobrimento universal do
grupo de isometrias deste espaço-tempo. Para teorias sobre o espaço de Minkowski quadridi-
mentional a sitação é simples porque este espaço é simplesmente conexo e o recobrimento de
grupo de Poincaré tem grau-2 (o que distingue campos bosônicos e fermiônicos, conforme se
transformem trivialmente ou não sob ação do centro deste recobrimento). No caso de teorias
conformes a situação é mais complicada, porque a compacti�cação do espaço-tempo não é
simplesmente conexa e seu recobrimento universal tem grau in�nito [123, sections III and IV].
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De�nição 80 (Distribuição de Cargas) Uma distribuição de cargas em S1

é uma função de classe-C1

� : S1! VC

tal que

z� (z) 2 V ; 8z 2 S1

Nesse caso, de�nimos o funcional

� [�] : LV ! R ; � [f ] :=

Z
S1

dz

2�i
h� (z) ; f (z)i (8.16)

Naturalmente, Diff
�
S1
�
age no espaço das distribuições de car-

gas pela ação dual de �:

�! (~� (g) �) (z) :=
dg�1 (z)
dz

�
�
g�1z

�
; 8g 2 Diff �S1� (8.17)

donde

(~� (g) �) [f ] = �
�
�
�
g�1
�
f
�
; 8f 2 LV; 8g 2 Diff �S1�

Correspondente à uma distribuição de cargas, de�nimos os auto-
mor�smos locais:

De�nição 81 (Automor�smo Local) O automor�smo local de�nido pela dis-
tribuição de cargas � é o automor�smo contínuo de A

� : A! A

(unicamente) de�nido por

� (W (f)) := ei�[f ]W (f) ; 8f 2 LV
Facilmente, vemos que os automor�smos locais satisfazem a pro-

priedade de composição5

�1�2 = �1+�2

e são locais no sentido de que

f 2 LV; supp (f) \ supp (�) = ; ) � (W (f)) =W (f)

Os campos carregados locais serão operadores que implementam
os autormor�smos carregados �, precisamente:

5Pelo fato de que vale

� [f1 + f2] = � [f1] + � [f2] ; 8f1; f2 2 LV
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De�nição 82 (Campo Local) Um campo transportador de carga q 2 LV lo-
calizado em I 2 I é um operador  : bH ! bH satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

 
 2 Hq

[ ; J (f)] = 0 ; 8f 2 S �S1� ; supp (f) � I 0
ad �� = �

(8.18)

Tais campos locais podem ser construidos canonicamente.

Proposição 83 (Construção de Campos Locais) Seja � uma distribuição
de cargas em S1 e q = �0 =

R
S
0
dz
2�i� (z).

Seja �̂ : S1! R satisfazendo

d

dz
�̂ (z) = i

h
� (z)� q

z

i
Se de�nimos

 � :=W (�̂) �q (8.19)

Então, temos que  � é um campo com carga q localizado em supp (�̂), con-
forme equação (8.18).

Observamos que uma função real �̂ realmente existe e de fato é
dada por

�̂ (z) := i
X

n2Znf0g
��n

zn

n
+ l (�) (8.20)

onde l (�) é uma constante e

� (z) =
X
n2Z

��nzn�1 ; �0 = q

é a expansão em série de Taylor da distribuição de cargas �.

Notamos também que para f 2 LV vale6

 �if 0 =W (f) (8.21)

6Com efeito, �if 0 : S1! VC é de classe-C1 e satisfaz

�izf 0 (z) 2 V ; 8z 2 S1
Além disso, ��if 0� [1] = Z

S1

dz

2�i
(�if 0 (z)) = 0

e
d

dz
f (z) = i

h
�if 0 (z)� q

z

i
ou seja, podemos considerar f = \(�if 0), na notação da de�nição (8.20).
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Há certa arbitrariedade no campo local de�nido pela proposição
acima dada pela constante de integração l (�), além daquela oriunda
da multiplicação por fases. Esta arbitrariedade nos permite ajustar
as relações de comutação entre os campos locais de modo a obter-
mos famílias de campos mutuamente locais, ou seja, que também
comutem entre si quando localizados em regiões disjuntas.

Facilmente calculamos as relações de comutação entre dois cam-
pos locais  �1 e  �2 , obtendo

 �1 �2 = Z (�1; �2) �1+�2

onde (a segunda igualdade abaixo segue-se de um cálculo direto)

Z (�1; �2) =W (�̂1) �q1W (�̂2)W (�1 + �2)
�1

= ei[l(�1)+l(�2)�l(�1+�2)] exp
�
�1
2
A (�̂1; �̂2)� iq1l (�2)

�
Como vemos, tais relações de comutação dependem crucialmente

das constantes l (�1) e l (�2) e também das cargas q1 e q2. Então nos
perguntamos sobre como escolher tais constantes e cargas de modo
a obter campos relativamente locais, ou seja, que tenhamos

Z (�1; �2)Z (�2; �1)
�
= exp (�A (�̂1; �̂2)� i [q1l (�2)� q2l (�1)]) = 1

sempre que supp (�1) \ supp (�2) = ;
Tal escolha pode ser feita da maneira seguinte, considerando que
as relações de comutação não são modi�cadas pela multiplicação
de elementos centrais da álgebra: �xe � 2 S1 e de�na, para cada
distribuição de cargas � com carga total q 2 LV ,

l� (�) := �
R
S1

dz
2�� (z) ln� z

�� (�) := exp
�
i
2q
R
S1

dz
2�� (z) ln� z

�
�̂� (z) := i

P
n2Znf0g ��n

zn

n + l� (�)

(8.22)

e

 �� := �� (�)W (�̂) �q (8.23)

Nesse caso, temos

 ��1 
�
�2 = e

1
2T (�1;�2) ��1+�2 (8.24)

onde

T (�1; �2) = �A (�̂1; �̂2)�
Z
S1

dz

2�
[hq1; �2 (z)i � hq2; �1 (z)i] ln� z

(8.25)
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Em particular, temos

T (�; �) = 0

donde �
 ��
��

=  ��� (8.26)

T é um invariante topológico no sentido de que quando os su-
portes de �1 e �2 são disjuntos e não contêm �, então o módulo de T
depende apenas das cargas globais q1 e q2 e seu sinal depende apenas
das posições dos suportes de �1 e �2 em relação a �, precisamente7:

supp (�1) \ supp (�2) = ;

� =2 supp (�1) [ supp (�2)

9=;) T (�1; �2) = �i� hq1; q2i (8.27)

Nesse caso, temos de (8.24)

 ��1 
�
�2 = e�i�hq1;q2i ��2 

�
�1 (8.28)

Podemos também determinar a dependência dos campos locais
 �� em relação ao ponto � 2 S1. De fato, para cada distribuição
de carga � (com carga total q 2 LV ) e para cada par de pontos
�1; �2 2 S1nsupp (�) temos

 �2�
�
 �1�
��

= e��i�hq;qie2�ihQ;qi (8.29)

onde � 2 f�1; 0; 1g depende das posições de �1 e �2 em relação a
supp (�).8

As equações 8.24 e 8.27 bem como 8.29 determinam os valores
das cargas globais e os subespaços de bH restritos aos quais os campos
 �� independem do ponto � 2 S1, de modo que formem uma família
de campos locais. Para enunciar o resultados desses raciocínios na
forma de um teorema, damos primeiro a de�nição de lattice (de�nida
convenientemente para nossos �ns):

De�nição 84 (Lattice em V ) Seja q = (q1; :::; qN ) � V uma base de V sat-
isfazendo

hqi; qii 2 2N ; hqi; qji 2 Z ; 8i; j = 1; :::; N

O lattice em V de�nido por q é o subconjunto

L (q) :=

(
NX
n=1

anqn ; a1; :::; an 2 Z
)

7Em dimensões superiores, T corresponde à alternativa Bose-Fermi (T = 0 ou i�) para
campos. Em nosso caso, a rica estrutura de T deve-se ao fato do grupo de cohomologia do
espaço S1 ser não-trivial.

8De passagem, notamos que os campos  �� podem ser interpretados como seções locais de
um ��brado de campos� sobre S1.
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A base do lattice dual e o próprio lattice dual são de�nidos respectivamente
por

q� := fq�1 ; :::; q�ng onde hqj ; q�ki = �jk ; 8j; k = 1; :::; N

L (q)
�
:= L (q�)

Todo lattice L (q) é um subgrupo aditivo de seu dual: L (q) �
L (q)�; portanto, está bem de�nido o grupo quociente L (q)� =L (q).

Também de�nimos os vetores

�1 := 0 ; �i :=

i�1X
k=1

hqi; qki q�k ; 8i = 2; :::; N

e a seguinte aplicação

�L : L (q)! V ; q =

NX
i=1

niqi ! �L (q) :=

NX
i=1

ni�i (8.30)

Teorema 85 (Extensões locais do pre-cosheaf CW) Todas as extensões lo-
cais do pré-cofeixe CW são dadas por lattices em V : se L = L (q) � V é um
lattice, a extensão local associada é de�nida por

I 3 I ! RL(I) := *-algebra
�
�� := ei�hQ;�L(q)i ��

���
HL(q)�

�
(8.31)

onde : supp(�) � I ; � 2 I 0; q =
Z
S1

dz

2�i
� (z) 2 L

�L (g) = adUL (g) ; UL (g)�� := ��g ; �
g (z) :=

�
g�1
�0
(z) �

�
g�1z

�
A álgebra universal correspondente é dada por

AL = *-algebra
�
W (f) �q = supp(f) � I; q 2 L (q)�

	
O estado de vácuo é dado por (equação 8.21)

!L (��) =

8<: !0 (W (�̂)) ; se
R
S1

dz
2�i� (z) = 0

0 ; caso contrário

Nesse caso, o centro da álgebra AL

Z (AL) = fW (q�k) ; k = 1; :::; Ng ' L�=L
Portanto, AL tem tantos setores de superseleção quanto L�=L tem de elemen-

tos; estes setores são gerados por campos locais ��k de�nidos por distribuições
de carga satisfazendo �k (qj) = �kj ; 8k; j = 1; :::; N .
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Chapter 9

A Origem Modular do
Grupo de Simetria Diff

�
S1

�

1Nos restringiremos a teorias quirais geradas por um campo quiral
primário � (z) agindo no espaço de Hilbert H = S �S1� das funções
in�nitamente diferenciáveis sobre S1 e covariante sob a represen-
tação unitária natural de Diff

�
S1
�
que extende a ação do grupo

de Möbius,

U : Diff
�
S1
�! U (H) ; U (g) f (z) =: fg (z) = f

�
g�1 (z)

�
(9.1)

A propriedade �primária� de � (z) signi�ca que este se transforma
covariantemente sob a ação do grupo conforme [11]

U (g)� (z)U (g)
�
=

�
dg

dz

�h
� (g (z)) (9.2)

onde h � 0 é a dimensão de escala do campo � (z).
Nós assumimos que as álgebras locais do pré-cofeixe quiral são

dadas por

R (I) = f� (g) ; g 2 S (I 0)g0 = f� (f) ; f 2 S (I)g00 ; 8I 2 I
(9.3)

A de�nição signi�ca que as álgebras locais são geradas pelas pro-
jeções espectrais dos polinômios de campos espalhados por funções
teste. Situações concretas em que essas hipóteses são válidas são
dadas pelo pré-cofeixe CW e suas extensões locais, mas acreditamos
que nossas deduções são válidas em contextos mais gerais - de acordo
com o teorema (50).

1Este capítulo é baseado em nosso artigo [67].
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Essa seção consiste em apresentar e provar nas condições acima
de�nidas, o seguinte teorema:

Teorema 86 O grupo de simetria Diff
�
S1
�
tem origem modular, i.e

U
�
Diff

�
S1
�� � grupo gerado por

[
I2I

'2R�+

n
�it

(R(I);') ; t 2 R
o

(9.4)

Nos casos satisfazendo nossas hipóteses, este teorema generaliza o
fato de que nas teorias quirais a ação do grupo de Möbius tem origem
modular - o análogo em teorias quirais do fato em teorias quânticas
locais satisfazendo covariância modular de que a ação covariante do
grupo de Poincaré tem origem modular, no sentido dos teoremas
(55) e (57). Precisamente:

Proposição 87 (Origem Modular da Simetria Quiral) Seja (R; U) uma
teoria quiral com estado de vácuo !.

Então, a ação covariante de Mob possui origem modular,

U (Mob) ,! grupo
n
�it
R(I);!; I 2 I; t 2 R

o
(9.5)

Em particular, os geradores do grupo de Möbius L0, L�1, L+1 têm origem
modular.

Há provas desse teorema semelhantes àquelas dadas para o caso
de simetria de Poincaré em teorias quânticas locais (teorema 55) [82,
Lemma 1.1, Theorem 1.2].

Como Diff
�
S1
�
é gerado pela álgebra de Witt (equação 7.3)

cuja extensão central é a álgebra de Virasoro (equação 7.7), que
por sua vez é gerada algebricamente por fL0; L1 + L�1; L2 + L�2g
(relações 7.11), teremos provado o teorema se provarmos que estes
operadores de Virasoro têm origem modular. Como pelo teorema
(9.5) temos que L0 e L�1+L1 têm origemmodular, basta provarmos
que L�2 + L2 também tem origem modular.

A Origem Modular de L2+L�2

Para provar que L2+L�2 tem origem modular, vamos construir
um estado !2 sobre a álgebra universal A localmente normal e con-
siderar um intervalo I2 2 I tais que o gerador in�nitesimal do grupo
modular de uma álgebra padrão (R (I2) ; !2) coincide com L2+L�2.
Nossa estratégia será reduzir o problema à propriedade de covariân-
cia modular do setor de vácuo. Para tal, utilizaremos a descrição
não-compacta da teoria quiral (7.19): o pré-cofeixe de álgebras de
observáveis locais sobre _R é dado por

R (a; b) = R �C�1 (a; b)� ; 8a < b
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e a ação covariante de Diff
�
S1
�
em _R é dada por

g (x) = CgC�1 (x) ; 8x 2 _R; 8g 2 Diff �S1
�

De�nição da Dilatação D2

Considere o difeomor�smo2

� : (0; 1)! (0;1) ; �(x) :=
2x

1� x2
cuja função inversa é dada por

��1 : (0;1)! (0; 1) ; ��1(x) =

p
x2 + 1� 1

x
= � 1

x
+

r
1 +

1

x2

Agora, para cada � > 0 de�nimos a dilatação D2 (�)

D2 (�) : (0; 1)! (0; 1) ; D2(�) := ��1 �D(�) � �
Pela fórmula (7.15) para a dilatação D, temos fa seguinte fórmula
para D2

(0; 1) 3 x! D2 (�) x = � 1

�� (x)
+

s
1 +

�
1

�� (x)

�2

(9.6)

Claramente, D2 é um difeomor�smo do intervalo (0; 1).

Construção do estado

O estado de vácuo pode ser expresso em termos de funções de
correlação

! (�(x1):::�(xm)) = h�(x1):::�(xm)i (9.7)

cuja invariância sob ação do grupo de Möbius é equivalente à seguinte
equação3

h�(x1):::�(xm)i = [g0(x1):::g0(xm)]
h h�(g(x1)):::�(g (xm))i ; g 2Mob

(9.8)

2Na descrição compacta

� :
�
z 2 S1; 0 < = (z) < �=2

	! �
z 2 S1; 0 < = (z) < �

	
z ! z2

3Utilizamos 0 para indicar a derivada de uma função com respeito à variàvel x 2 R, i.e.

g0 (x0) =
d

dx
g

����
x=x0

; 8g 2 Diff (R)
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Usando a não invariância do estado de vácuo sob ação de D2(�) (já
que esta não pertence ao grupo de Möbius), nós de�nimos a seguinte
sequência �-dependente de funções de correlação (que de�nem uma
sequência de estados normais sobre R)4

'�(x1; :::; xm) := [D2(�)
0(x1)]

h
::: [D2(�)

0(xm)]
h h�(D2(�) (x1)):::� (D2(�)(xm))i

A seguintes fórmulas para for D2(�) e D2 (�)
0 são convenientes para

tomarmos o limite �!1:

D2(�)x = 1� 1=�(x)

�
+ �(�; x) ; D2(�)

0x =
�0(x)=�2(x)

�
+ �0(�; x)�0(x)8x 2 (0; 1)

(9.9)

onde o densenvolvimento em série de Taylor em torno do ponto x0 =
1 da raiz quadrada na de�nição (9.6) de D2 (�) nos dá

� (�; x) =
1

2

1

�2� (x)
2 +O

�
��4

�
; �0 (�; x) = � �0 (x)

�2� (x)
3 +O

�
��4

�
; 8� > 0;8x 2 (0; 1)

(9.10)

Temos que � (�; x) e �0 (�; x) são funções suaves em x para � �xado
e de ordem ��2 para x �xado; em particular, satisfazem

lim
�!1

��(�; x) = 0 ; lim
�!1

��0(�; x) = 0 ; 8x 2 (0; 1) (9.11)

Agora, podemos re-escrever '�:

'�(x1; :::; xm) =

�
�0(x1)=�2(x1)

�
+ �0(�; x1)�0(x1)

�h
:::�

�
�
�

�
1� 1=�(x1)

�
+ �(�; x1)

�
:::

�
Usando invariância translacional do estado de vácuo, temos

'�(x1; :::; xm) =

�
1

�

�mh �
�0(x1)=�2(x1) + ��0(�; x1)�0(x1)

�h
:::�

�
�
�

�
1

�
[�1=�(x1) + ��(�; x1)]

�
:::

�
Usando invariância de escala do vácuo, temos

'�(x1; :::; xm) =
�
�0(x1)=�2(x1) + ��0(�; x1)�0(x1)

�h
:::�

� h� [�1=�(x1) + ��(�; x1)] :::i
4Lembramos que

D2 (�)
0 x0 =

d

dx
D2 (�)

����
x=x0
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Tomando o limite �!1, considerando as equações (9.11), temos

lim
�!1

'�(x1; :::; xm) =
�
�0(x1)=�2(x1)

�h
:::
�
�0(xm)=�2(xm)

�h �
� h� [(�1=�(x1)):::� (�1=�(xm)]i

=

24��1
�

�0�����
(x1)

:::

��1
�

�0�����
(xm)

35h �
� h� (�1=�(x1)):::� (�1=�(xm))i

Finalmente, a invariância de Möbius do estado de vácuo implica
(lembramos que x! �1=x pertence ao grupo de Möbius5)

lim
�!1

'�(x1; :::; xm) =
h
(�1=�)0��

(x1)
::: (�1=�)0��

(xm)

ih
�2h(x1):::�

2h(xm)�
� h� (�(x1)):::� (�(xm))i

Simpli�cando, nós chegamos a uma expressão análoga à equação
(9.8), que de�ne uma nova família de funções de correlação

h� (�(x1)):::� (�(xm))i2 := lim
�!1

'�(x1; :::; xm) = [�0(x1):::�0(xm)]
h h� (�(x1)):::� (�(xm))i

(9.12)

De�nição 88 Nós chamamos de !2 o funcional linear sobre R(0; 1) de�nido
pelas funções de correlação acima.

Os valores espedados h�i2 do dos campos no estado !2 espalhados
por funções teste com suporte em (0; 1) podem ser escritos em termos
dos valoes esperados h�i dos campos em no estado de vácuo. De fato,
para funções f1; :::; fm 2 S ((0; 1)) temos

5A transformação em R

x! �1=x

corresponde à rotação R (�) em S1

R (�) =

�
i 0
0 �i

�
 R (�) z =

iz

�i = �z

via transformação de Cayley, que satisfaz

C (�z) = � 1

C (z)
; 8z 2 S1

conforme pode ser visto diretamente das de�inções (7.15) e (7.19).
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h� ((f1)):::� ((fm))i2 =
R 1
0 :::

R 1
0 f1 (x1) :::fm (xm) h� ((x1)):::� ((xm))i2 dx1:::dxm

=
R 1
0
:::
R 1
0
f1 (x1) :::fm (xm) [�

0(x1):::�0(xm)]
h h� (�(x1)):::� (�(xm))i dx1:::dxm

=
R 1
0
:::
R 1
0
f1 (x1) �

0(x1)h:::fm (xm) �
0(xm)h h� (�(x1)):::� (�(xm))i dx1:::dxm

=
R1
0
:::
R1
0
f1
�
��1 (x1)

�
�0(��1 (x1))h�1:::fm

�
��1 (xm)

�
�0(��1 (xm))h�1 h�(x1):::�(xm)i dx1:::dx

Onde para conseguir a última igualdade nós realizamos a mundança
de variáveis x! ��1 (x) e a identidade

�0(��1 (x))
�
��1
�0
(x) =

�
� � ��1�0 (x) = 1

Se de�nimos as funções

f� (x) := f
�
��1 (x)

�
�0(��1 (x))h�1 (9.13)

obtemos a fórmula simples

h� ((f1)):::� ((fm))i2 =
D
�(f�1 ):::�(f

�
m)
E

(9.14)

que faz sentido devido ao lema seguinte:

Lema 89 A função

S0 (0; 1) 3 f (x)! f� (y) = f
�
��1 (y)

�
�0(��1 (y))h�1 2 S0 (0;1)

é um homeomor�smo com respeito à topologia uniforme, sendo S0 (0; 1) e S0 (0;1)
os espaços de Schwarz das funções teste com suporte compacto no intervalo (0; 1)
e (0;1), respectivamente

A correspondente função inversa é dada por

S0 (0;1) 3 g (y)! g� (x) =
g (� (x))

�0 (x)h�1
2 S0 (0; 1)

Prova. Como � : (0; 1) ! (0;1) é um difeomor�smo de classe C1 cuja
derivada é dada por

�0(x) =
2
�
1 + x2

�
(1� x2)2 ; 8x 2 (0; 1)

Por indução, temos que as derivadas de � são da forma

�(n) (x) =
pn (x)

qn (x)
onde pn (x) e qn (x) são polinômios

Portanto, para toda função f 2 S0 (0; 1) temos que f� é de classe C1 e tem
suporte compacto em (0;1), donde f� 2 S0 (0;1).
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Usando a fórmula (9.14), nós somos capazes de provar propriedades
do estado !2 a partir de propriedades do estado de vácuo !.

Proposição 90 !2 é um estado �el e positivo sobre R(0; 1) que é invariante
sob ação de D2(�) para todo � 2 R.

Prova. A normalidade local segue-se diretamente da construção das funções
de correlação de !2 como limites das funções de correlação de estados normais.
A positividade de !2 é equivalente à seguinte proposição [132, Theorem 3-3]:
para qualquer sequência de funções teste ffjgj2N de funções teste fj(x1; :::; xj)
de�nidas em x1; :::; xj 2 (0; 1) tendo apenas um número �nito de funções não
identicamente nulas, vale as desigualdades

0 �
1X

k;j=0

Z 1

0

:::

Z 1

0

dx1:::dxjdy1:::dyk �fj(x1; :::; xj)fk(y1; :::; yk) h�(xj):::�(x1)�(y1):::�(yk)i2

Então, nós de�nimos para cada função f 2 S (0; 1) uma função (em analogia
com o lema anterior)

f�(x1; :::; xn) := f̂j(x1; :::; xj) := �0(��1 (x1))h�1:::�0(��1 (xn))h�1f(��1(x1); :::; ��1(xj))

Donde podemos rescrever a soma acima por

1X
k;j=0

Z 1

0

:::

Z 1

0

dx1:::dxjdy1:::dyk �fj(x1; :::; xj)fk(y1; :::; yk)�

� h�(xj ):::�(x1)�(y1):::�(yk)i2
=

1X
k;j=0

Z 1

0

:::

Z 1

0

dx1:::dxjdy1:::dyk �fj(x1; :::; xj)fk(y1; :::; yk)�

� [�0(x1):::�0(yk)]
h h�(�(xj)):::�(�(x1))�(�(y1)):::�((�(yk))i

=

1X
k;j=0

Z 1

0

:::

Z 1

0

dx1:::dxjdy1:::dyk
�
��1
�0
(x1):::

�
��1
�0
(xj)

�
��1
�0
(y1):::

�
��1
�0
(yk)�

� �fj(�
�1(x1); :::)fk(��1(y1); :::)

�
�0(��1(x1)):::�0(��1(yk))

�h h�(xj):::�(x1)�(y1):::�(yk)i
=

1X
k;j=0

Z 1

0

:::

Z 1

0

dx1:::dxjdy1:::dyk �fj(�
�1(x1); :::)fk(��1(y1); :::)�

� ��0(��1(x1)):::�0(��1(yk))�h�1 h�(xj):::�(x1)�(y1):::�(yk)i
=

1X
k;j=0

Z 1

0

:::

Z 1

0

dx1:::dxjdy1:::dykf�j(x1; :::; xj)f
�
k (y1; :::; yk) h�(xj ):::�(x1)�(y1):::�(yk)i

Portanto, a positividade do estado de vácuo implica na positividade e !2.
Também pela fórmula acima, a �delidade de !2 em R(0; 1) segue-se da �-

delidade do estado de vácuo em R(0;1).
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Para checar a invariância de !2 sob ação de D2 (�), notamos que

�(D2(�)x) = ��(x)

e

�0(D2(�)x) =
��0(x)

D2(�)0(x)

Portanto,

h�(D2(�)x1):::�(D2(�)xn)i2 = [�0 (D2(�)x1) :::�
0 (D2(�)xn)]

h h�(��(x1)):::�(��(xm))i

=

�
��0(x1)

D2(�)0(x1)
:::

��0(xn)
D2(�)0(xn)

�h
��nh h�(�(x1)):::�(�(xn))i

= [D2(�)
0(x1):::D2(�)

0(xn)]
�h h�(x1):::�(xn)i2

Isso implica na invariância de !2 sob ação de D2 (�).

Dos cálculos da prova, vemos que as funções de correlação h:::i2
são transformadas pelas dilatações D2 (�) em analogia com (9.8)

h�(x1):::�(xm)i2 = [D2(�)
0(x):::D2(�)

0(x)]h h�(D2(�)(x1)):::�(D2(�)(xm))i2
(9.15)

Como !2 é um estado normal, existe um único vetor 
2 no cone
natural P
 da álgebra de von Neumann padrão (R(0; 1);
) repre-
sentando !2:

!2(A) = h
2jAj
2i ; 8A 2 R (0; 1) (9.16)

Como !2 é �el em R(0; 1), temos que 
2 é cíclico e separante
para esta álgebra. Com este vetor, pela fórmula acima, podemos
extender !2 a um estado localmente normal da álgebra universal
A = R( _R) = R(S1).

O grupo modular de (R (0; 1) ; !2)

Como !2 é �el em R (0; 1) e invariante sob adU (D2 (�)), para
provar que o grupo modular de (R (0; 1) ; !2) é �it

2 = D2 (t) basta
veri�car a condição KMS para � = 1, ou seja: 8A;B 2 R (0; 1), a
ação

R 3 t! !2 (adU (D2 (t)) (A)B) 2 R
tem continuação analítica em st (0; 1) e satisfaz a condição de bordo

!2 (adU (D2 (t+ i)) (A)B) = !2 (BadU (D2 (t)) (A)) ; 8t 2 R
(9.17)
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Naturalmente, a condição KMS para adU (D2 (t)) com respeito
a (R (0; 1) ; !2) segue-se da condição KMS para adU (D (t)) com re-
speito a (R (0;1) ; !), como nós iremos mostrar no que se segue.6

Sejam f; f1 2 S (0; 1) um funções teste; da identidade (9.14),
temos o valor esperado

hadU (D2 (t)) (� (f)) :� (f1)i2 =


�
�
fD2(t)

�
� (f1)

�
2
=
D
�
��
fD2(t)

���
�
�
f�1

�E
De�nindo a função modi�cada

(0; 1) 3 x! f� (x) := f (x)

�
�0 (D2 (t)x)

�0 (x)

�h�1
nós temos

f�� (y) = f�
�
��1 (y)

�
�0
�
��1 (y)

�h�1
= f

�
��1 (y)

� �0 �D2 (t) � ��1 (y)
�

�0 (��1 (y))

!h�1
�0
�
��1 (y)

�h�1
= f� (y)

 
�0
�
��1 (D (t) y)

�
�0 (��1 (y))

!h�1
e

�
f��
�
D(t)

(y) = f�
�
D (t)

�1
y
�0@ �0

�
��1 (y)

�
�0
�
��1

�
D (t)

�1
y
��
1Ah�1

= f
�
��1

�
D (t)

�1
y
��

�0
�
��1 (y)

�h�1
= f

�
D2 (t)

�1
��1 (y)

�
�0
�
��1 (y)

�h�1
=
�
fD2(t)

��
(y)

Portanto,

hadU (D2 (t)) (� (f)) :� (f1)i2 =
D
�
��
f��
�
D(t)

�
�
�
f�1

�E
=
D
� (D (t))

�
�
�
f��
��
:�
�
f�1

�E
Da condição KMS para adU (D2 (t)) com respeito a (R (0;1) ; !)
nós reconhecemos que a função acima tem uma continuação analítica
para st (0; 1) satisfazendo a seguinte condição de bordo

hadU (D2 (t+ i)) (� (f)) :� (f1)i2 =
D
adU (D (t+ i))

�
�
�
f��
��
:�
�
f�1

�E
=
D
�
�
f�1

�
:adU (D (t))

�
�
�
f��
��E

= h� (f1) :adU (D2 (t)) (� (f))i2
6Note que os cálculos que se seguem devem ser entendidos como concernindo a funções

limitadas dos campos espalhados.
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Portanto, vale a condição KMS para adU (D2 (t)) com respeito a
(R (0; 1) ; !2) para � = 1. Como dito acima, disso concluimos que
adU (D2 (t)) é o grupo modular para (R (0; 1) ; !2), q.e.d.

Nota Sobre Extensões Fiéis de !2 para Álgebras de Regiões
Desconexas de S1

A extensão de !2 dada pela equação (9.16) não é necessariamente
�el sobre álgebras locais diferentes de R (0; 1), mas se recorremos
à propriedade cisão (de�nição 20) isso pode ser conseguido para
álgebras localizadas em regiões desconexas em R, do tipo (0; 1)[(a; b)
com 1 < a < b < 0 (i.e., (0; 1) e (a; b) são intervalos de R cujos
fechos são disjuntos). Nesse caso, assumindo que a teoria satisfaz
a propriedade cisão (como ocorre no caso do pré-cofeixe CW e suas
extensões locais), temos

R ((0; 1) [ (a; b)) := R (0; 1) _ R (a; b) ' R (0; 1)
R (a; b)

e, portanto, todo estado �el ' sobre R (a; b) de�ne um estado �el
!'2 sobre R ((0; 1) [ (a; b))� que extende !2 para essa álgebra:

!'2 (AB) = !2 (A)' (B) ; 8A 2 R (0; 1) ; 8B 2 R (a; b)

Assumindo que ' é um estado normal, podemos usar o vetor,
chamemos de 
'2 , representante de !

'
2 no cone natural P
 da álgebra

de von Neumann padrão (R ((0; 1) [ (a; b)) ;
) para extender esse
estado sobre a álgebra universal A:

!'2 (A) := h
'2 jAj
'2 i ; 8A 2 A
conseguindo que !2 tenha uma extensão localmente normal para A
e �el sobre R ((0; 1) [ (a; b)).

Observação 91 A tese de que o grupo de simetria Diff
�
S1
�
tem origem mod-

ular foi originalmente proposta por Schroer-Wiesbrock em [125]. Eles imagi-
navam que para provar essa tese era necessário recorrer à estrutura modular de
álgebras de observáveis localizadas em regiões desconexas de S1 com respeito
a estados diferentes do vácuo. Como vimos acima, embora nos tenha sido
necessário recorrer a estados diferentes do vácuo, não é necessário considerar
álgebras localizadas em regiões desconexas de S1 para provar a que o grupo de
simetria Diff

�
S1
�
tem origem modular.

De qualquer modo, o procedimento acima (viabilizado pela propriedade de
cisão) mostra que também é possível considerar a estrutura modular de álgebras
localizadas em regiões desconexas de S1 com respeito a estados diferentes do
vácuo (o que exige �delidade). Fard em [66] também utiliza esse procedimento
para corrigir a suposição de Schroer-Wiesbrock em [125] de que certa extensão
do estado !2 era �el sobre certa álgebra de observáveis multi-localizada, e para
exibir explicitamente o grupo modular dessas situações.



Chapter 10

Setores de Superseleção em
Teorias Quirais

Agora consideraremos a determinação dos setores de superseleção
das teorias quirais, do pré-cofeixe CW e de suas extensões locais de
acordo com as abordagens de Kawaigashi-Longo-Muger e Wiesbrock,
conforme explicadas na seção 6.2. Aqui são utilizados conceitos bási-
cos da teoria das inclusões de álgebras de von Neumann, conforme
apresentado em [103] e nas referências citadas.

10.1 Álgebras de Multi-Intervalos em Teorias Quirais

Conforme mecionamos anteriormente, Kawaigashi-Longo-Müger
em [98] estudam a estrutura de superseleção de uma classe de teorias
quânticas locais sobre R satisfazendo certas exigências adicionais
(por eles chamadas de redes completamente racionais), mostrando
que todos os setores de superseleção podem ser obtidos a partir de
dados locais. Para aplicar tal análise ao caso de uma teoria quiral
local (A; �;A) sobre S1, basta exigir que esta satisfaça as seguintes
propriedades1:

r1) Aditividade Forte

A (In fpg) = A (I) ; 8p 2 I; 8I 2 I

r2) Propriedade de Cisão

8I1; I2 2 I; 9 (fator tipo I) N = A (I1) � N � A (I 02)

1Outras duas exigências colocadas por KLM são a dualidade de Haag e a propriedade de que
os operadores modulares para semi-intervalos atuem como uma simetria PCT ; ambos válidos
automaticamente no caso de teorias quirais devido à propriedade de covariância modular.
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r3) Finitude do índiceh bA (E) : A (E)
i
<1 ; 8E 2 I2

Nesse caso, o algoritmo de Kawaigashi-Longo-Müger para deter-
minar os setores de superseleção a partir de uma inclusão A (E) �bA (E), E 2 I2 pode ser resumido como segue.

Algoritmo 92 (KLM) Fixe E = I1 [ I2 2 I2.
Seja E : bA (E)! A (E) o endomor�smo canônico2 e de�na �E := E jA(E) 2

Aut (A (E)).
Prova-se que �E pode ser extendido a um endomor�smo � 2 End (A) local-

izado em E e transportável satisfazendo

�jA(I) = id ; 8I 2 I; I � E0

d (�) = d (�E) =
h bA (E) : A (E)

i
Então, para cada par de endomor�smos �1; �2 2 End (A) localizados respec-

tivamente nos intervalos I1 e I2, vale

�1�2jA(E) � �E , �2 = �1

e, além disso, pela propriedade cisão, o produto �1�2jA(E) pode ser identi�cado
com o produto tensorial �1 
 �2 que age sobre A (I1)
A (I2).

A partir disso, obtêm-se uma identi�cação da inclusão A (E) � bA (E) com
uma inclusão Longo-Rehren, e também do pré-cofeixe de álgebras locais com
uma rede Longo-Rehren. En�m, tem-se o teorema que determina os setores de
superseleção da teoria:

Teorema 93 Seja f[�i]gi o sistema de todos os setores de A com dimensão
�nita, dado por representantes �i 2 Ent (A) tais que �i é localizado em I1 e seu
conjugado ��i é localizado em I2. Então

�E =
M
i

�i��ijA(E) (10.1)

Além disso, qualquer setor de superseleção é dado por uma soma direta de
setores com dimensão �nita.

2

Dada uma inclusão de álgebras de von Neumann R1 � R2 agindo num
espaço de Hilbert H e tendo um mesmo vetor cíclico e separante 
 2 H, o
endomor�smo canônico associado é o endomor�smo de�nido por

 = adJ1adJ2 : R2 !R1

onde J1 e J2 são as conjugações modulares de (R1;
) e (R2;
), respectiva-
mente.
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O algoritmo de Kawahigashi-Longo-Müger mostra que, nas teo-
rias completamente racionais, os setores de superseleção têm origem
modular, visto que o próprio endomor�smo canônico para uma in-
clusão de álgebras de von Neumann padrão é um objeto modular.

10.1.1 O Caso do Pré-cofeixe CW e suas Extensões Locais

Nesta seção especializamos as considerações acima para o caso
do pré-cofeixe CW.

Conforme comentamos na seção 6.2.2, as inclusões de álgebras
R (E) � R (E) para regiões causalmente desconexas E contêm infor-
mações sobre a estrutura de superseleção da teoria. Para analisarmos
tais inclusões, é conveniente utilizarmos a seguinte terminologia

n 2 Nn f0g ; En :=

(
E =

n[
k=1

Ik ; Ik 2 I; Ij \ Ik = ; 8j 6= k = 1; :::; n

)

E 2 En  
8<: S0 (E) := ff 2 (LV )0 = supp (f) � Eg

S (E) := ff 2 (LV )0 = supp (f
0) � Eg

Trivialmente

S0 (E) � S (E) ; 8E 2 En
e pela localidade do pré-cofeixe

S0 (I) = S (I) ; 8I 2 I
Teorema 94 ([130, Theorem 4.4.1]) Seja E = I1 [ I2 2 E2. Vale8<: R (E) = fW (f) ; f 2 S0 (E)g00

Rd (E) = fW (f) ; f 2 S (E)g00
; 8E 2 En

Além disso,

R (E)0 = Rd (E0) ; R (E0) = Rd (E)0

Para o caso das extensões locais do pré-cofeixe CW, de�nimos
para cada lattice L � V e cada I1 [ I2 2 I2,

SL (I1 [ I2) := ff 2 S (I1 [ I2) = f (z2)� f (z4) 2 2�Lg
Corolário 95 ([130, Korollar 4.5.1]) Seja L � V um lattice. Vale

RL (I1 [ I2)0 = RL� (I3 [ I4) ; 8I1 [ I2; I3 [ I4 := (I1 [ I2)0 2 I2
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O endomor�smo canônico da inclusão RL (I1 [ I2) � RdL (I1 [ I2)
Tendo em vista a abordagem KLM, temos interesse em conhecer

o endormor�smo canônico I1;I2 : Rd (I1 [ I2) ! R (I1 [ I2), que
pode ser dado pela fórmula

I1;I2 = JL;(I1[I2)JL�;(I1[I2)

onde JL;(I1[I2) e JL�;(I1[I2) são as conjugações modulares de (RL (I1 [ I2) ; !L)
e (RL� (I1 [ I2) ; !L�), respectivamente.

Para o caso em que

I1 =
�
ei�; � 2 (0; �=2)

	
I2 =

�
ei�; � 2 (�; 3�=2)

	
I3 =

�
ei�; � 2 (�=2; �)

	
I4 =

�
ei�; � 2 (3�=2; 2�)

	
nossa proposta para a conjugação modular de (RL (I1 [ I2) ; !L) é
a seguinte3

JL;I1[I2 : RL (I1 [ I2)! RL� (I3 [ I4)

�� = ei�hQ;�L(q)i �
���
HL(q)�

! JL;I1[I2 (��) := ei�hQ;�L���L(q)i ��r
���
HL(q)��

onde

r : S1! S1 ; r (z) = �z

A partir daí, o algoritmo KLM pode ser desenvolvido explicita-
mente, e deveremos reobter os resultados da teoria dos setores de
superseleção apresentada anteriormente. Nos satisfazemos em ape-
nas indicar esse programa sem contudo desenvolvê-lo, pois isso já
corrobora nossa tese da origem modular dos setores de superseleção.

10.2 Cociclos Localizados em Teorias Quirais

Como discutido na seção 6.2.1, os cociclos-de-Connes associados
a endomor�smos localizados agem como transportadores de carga.
A análise de Wiesbrock para determinar os setores de superseleção
das teorias quirais mostra que o conhecimento de tais cociclos é
su�ciente para se recuperar os endomor�smos localizados.

3Lembramos que a de�nição dos campos �� em 8.31 não dependem do ponto � 2
S1n (I1 [ I2) escolhido!
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Nesta seção, (R; U;H;
) é a representação de vácuo de um pré-
cofeixe quiral local fortemente aditivo, i.e.

R (I) = R (In fpg) ; 8p 2 S1; 8I 2 I
sendo ! = (
; �
) o estado de vácuo. De�nimos a C*-subálgebra
quase-local em I pelo limite-indutivo-C* das suas subálgebras:

R (I)loc :=
[

J2I; �J�I
R (J)

Para todo I 2 I e todo estado �el ' 2 R (I)� danotamos por
�';R(I) o grupo modular do par padrão (R (I) ; ').

Construção do Endomor�smo Localizado

Proposição 96 ([144, Theorem 2 Corollary 3]) Seja u : R ! U (H) um
cociclo modular localizado em I 2 I com respeito ao estado de vácuo. Então,
os seguintes limite são bem de�nidos em End (R (I)loc)

�0u := lim
t!1

adutjR(I)loc
= lim
t!�1

adutjR(I)loc
(convergência uniforme)

Além disso, �0u é um endomor�smo de R (I) jloc que se transfrma covari-
antemente sob ação do grupo modular �I

�0u
�
�tI (A)

�
= adut�

it
I �

0
u (A) ; 8A 2 R (I)loc

A estratégia para extender �0u em A é usar covariância

R (J) 3 A! �u (A) := adU (g)� � �0u � adU (g) (A) ; onde: g 2Mob = gJ � I
Para mostrar que �u é um endomor�smo localizado de A bem de�nido
pela fórmula acima, basta mostrar que ele se transforma covariante-
mente sob ação de certos grupos modulares tais que pela covariância
modular geram a ação covariente do grupo de Möbius. Por esse cam-
inho e recorrendo às técnica algébricas de [79], Wiesbrock prova os
seguintes teoremas:

Teorema 97 ([144, Theorem 19]) Se ut tem estatística �nita, então �0u pode
ser continuado covariantemente sobre a rede R, de�nindo um endomor�smo
localizado �u de A.

Teorema 98 ([144, theorem 23]) SeR é fortemente aditiva e ut é irredutível
e tem dimensão estatística �nita, então �0u pode ser continuado covariantemente
sobre a rede R, de�nindo um endomor�smo localizado �u de A.

Problema 99 Usando as de�nições do capítulo 9, calcular o cociclo-de-Connes
do par de estados !2 e ! com respeito à algebra local R (0; 1) e determinar o
endomor�smo localizado que induz o estado !2 a partir do estado de vácuo !.
O problema deve ser resolvido explicitamente pois são conhecidos explicitamente
os grupos modulares de (R (0; 1) ; !) e (R (0; 1) ; !2).
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10.2.1 O Caso do pré-cofeixe CW e suas Extensões Locais

A demonstração dos teoremas de Wiesbrock no caso dos pre-
cosheaves é consideravelmentemais simples, sendo as condições de�nindo
um cociclo modular localizado su�cientes para determinar os mesmos
por uma fórmula explícita, de acordo com certo anzats que carac-
teriza univocamente os cociclos modulares localizados associados a
automor�smos localizados da álgebra universal.

No caso do pré-cofeixe CW, os cociclos modulares localizados
na forma ut = �tW (ft) onde �t 2 S1 e ft 2 (LV )0 são dados por
[119], [130, Section 5.2]:

ut = ut (�) = ei
1
2�[c�t�]W (�t�) (10.2)

onde � é um automor�smo de A localizado e

�t� := ~� (D (t)) �� � ;
d

dz
c�t� (z) = i�t� (z)

Além disso, ut (�) é o cociclo-de-Connes do par (!0; !0 � �), i.e.

ut (�) = [D!0 � � : D!0]t
No caso de uma extensão local do pré-cofeixe CW dada

por um lattice L, temos que o grupo modular correspondente ao par
padrão

�
!L;RL

�
S1+
��

é dado por (lembrando que basta exibirmos a
ação do grupo modular nos geradores da álgebra local) [130, Section
5.3]:

�t (��) = �
~�(D(t))� = ��ut (�) ; 8� =

Z
S1

dz

2�i
� (z) 2 L; supp (�) � S1+

Os cociclos modulares localizados em S1+ na forma ut = �tW (ft)
são de�nidos por distribuições de carga de acordo com a expressão
10.2, sob a condição de que se ut = ut (�) então a distribuição de
cargas � deve satisfazer

�0 =

Z
S1

dz

2�i
� (z) 2 L�
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Chapter 11

Localização Modular na
Teoria Quântica Local

A Noção de Partícula

A descrição de uma partícula relativística foi de�nida originalmente por
Wigner no artigo [148]: uma partícula relativística corresponde a uma repre-
sentação irredutível do (recobrimento universal do) grupo de Poincaré. Esta
de�nição é su�ciente para descrever partículas isoladas, nesse caso caracteri-
zadas por dois parâmetros apenas: massa e spin (ou helicidade no caso da
massa ser zero) - os valores dos casimires da álgebra de Poincaré na represen-
tação irredutível. Então, a descrição de qualquer coleção de partículas livres é
canonicamente obtida via produto tensorial e soma direta de representações irre-
dutíveis do grupo de Poincaré, sendo o formalismo do espaço de Fock adequado
para o caso de um sistema com número inde�nido de partículas.

O fenômeno de criação e aniquilação de pares de partículas mostra que estas
não são indestrutíveis nem elementares; antes, indica que as particulas podem
ser consideradas como estados ligados de outras. O que permanece invariante
nos processos físicos não são as espécies de partículas, mas quantidades mensu-
ráveis chamadas cargas, as quais relacionamos às simetrias de nosso modelo do
sistema físico [92, section 1].1

Os físicos têm proposto várias teorias para descrever os fenômenos observados
no reino das partículas elementares, todas baseadas na teoria quântica e na
teoria da relatividade (especial); a física quântica local é uma dessas propostas.

A Noção de Localização

1Se a idéia de partícula elementar evanesceu por não podermos admití-las indestrutíveis,
pode ser útil considerar a idéia de um `conjunto elementar de partículas', de�nido por duas
propriedades:
i) minimalidade: nenhuma partícula do conjunto é estado ligado de outras partículas do

conjunto;
ii) completude: todas as partículas que não sejam elementos do conjunto são estados ligados

de partículas do conjunto.
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Certamente a localização é uma das propriedades características das partícu-
las, signi�cando (contrafatualmente) que as partículas podem ocorrer em estados
que especi�cam a região do espaço-tempo em que podem ser detectadas. As pro-
priedades dessa localização observadas nos experimentos de colisão de partículas
são as seguintes:

Critério 100 1) isotonia: se O; eO � M são duas regiões do espaço tempo
tais que O � eO então, as partículas localizadas em O também estão localizada
em eO;

2) covariância: se dois sistemas inerciais estão connectados por uma trans-
formação de Poincaré, então as regiões de localização das partículas relati-
vamente a cada observador estão relacionadas pela mesma transformação de
Poincaré;

3) fatorialidade: uma partícula não pode estar localizada causalmente dis-
juntas em regiões do espaço-tempo.

Tanto na teoria quântico local quanto na teoria de Wigner (que descreve
partículas por representações do grupo de Poincaré) a localização modular é
uma de�nição que satisfaz as três propriedades listadas acima. Essencialmente,
a localização modular é dada por um lattice de subespaços reais no espaço de
Hilbert de uma representação unitária de energia positiva do grupo de Poincaré,
de�nido pela estrutura modular intrínseca da teoria. Podemos dizer que no
caso da teoria de Wigner esta de�nição de localização não é tão simples quanto
são intuitivas as propriedades que ela possui, mas é a de�nição correta! A
razão disso está na sua origem quântico local: quando a teoria de Wigner está
inserida numa teoria quântica local, os estados de Wigner modular-localizados
são as (correspondentes) componentes de 1-partícula das excitações locais do
vácuo.

A importância teórica da localização modular está no fato de que com ela
podemos construir os modelos livres da teoria quântica local diretamente a par-
tir da teoria de Wigner, sem a necessidade de recorrer a campos covariantes. Isso
indica que ela deve ser parte de uma caracterização algébrica das teorias quân-
ticas locais com interação e que deve também fazer parte de qualquer método
de construção de tais teorias.

Notamos que a localização modular se aplica igualmente a partículas mas-
sivas e não-massivas com spin/helicidade �nito ou in�nito (�torres de spin�).
Provavelmente, a de�nição que damos aqui pode ser adaptada para situações
mais gerais tanto da noção de partículas (como em [111]) quanto da própria
teoria quântica local (como em [56] e [25]).

Observação 101 A de�nição de localização de Newton-Wigner [107] não sat-
isfaz o requerimento de covariância do critério 100 acima; mas é su�ciente para
especi�car (aproximadamente) a região de localização de partículas massivas e
para descrever o espalhamento de partículas massivas, se a precisão requerida
nas medidas de localização for inferior ao comprimento de onda de Compton
das partículas.
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Localização Modular e Teorias Quânticas Locais Livres

Na seção 5.1 apresentamos a construção de campos quantizados livres a
partir das representações unitárias do grupo de Poincaré; nesse caso, a local-
ização dos campos espalhados é dada pelo suporte das funções-teste, conforme
de�nição 5.1. Aqui, veremos que também é possível construir teorias quânticas
locais a partir das representações unitárias do grupo de Poincaré, utilizando a
localizaçãomodular. Essas duas construções se correspondem intimamente pois,
para cada representação unitária do grupo de Poincaré, o sistema de campos
quantizados e a teoria quântica local construídos são a�liados, no sentido do
teorema 50.

A De�nição de Localização Modular na Física Quântica Local

Considere (R; U;H;
) como sendo a representação de vácuo de uma rede
quântica local (A; �;A), satisfazendo as propriedades Reeh-Schlieder e covar-
iância modular. De�nimos de modo natural a localização de estados (já intro-
duzindo a nomeclatura conveniente que será justi�cada logo após):

De�nição 102 (Localização Modular de Estados) O espaço HR (O) � H
dos estados modular-localizados em O 2 K é dado pelo conjunto das excitações
do vácuo localizadas em O, i.e.2

HR (O) := fexcitações do vácuo localizados em O 2 Kg = Rsa (O) 

A estrutura modular f(SO;H (O)) ; O 2 Kg está diretamente ralacionada

com essa de�nição de modular-localização de estados:

HR (O) := f' 2 H (O) = SO' = 'g ; 8O 2 K
Portanto, a família de subespaços de modular-localização fHR (O) 
; O 2 Kg
tem a estrutura de um lattice simpleticamente local e covariante sob a ação de
U (no sentido da proposição 39) e satisfaz os critérios 100 que de�nem uma
localização.

O signi�cado operacional dessa de�nição de localizaçãomodular é esclarecido
pelo seguinte teorema:

Teorema 103 Existe uma correspondência biunívoca entre estados modular-
localizados numa região O 2 K e estados majorados pelo vácuo no seu comple-
mento causal O0, i.é:

' 2 HR (O)() 9c > 0 = ('� !)2
���
R(O0)

� c
�
! � (�)2 � (! (�))2

����
R(O0)

Para uma prova vide [24] (vide também [23, Theorem 2.3.19]).
Este teorema caracteriza os estados localizados numa região O 2 K como

sendo aqueles estados da álgebra de observáveis A cuja restrição a R (O0) cor-
respondem a `subansambles' do estado de vácuo. Em particular, este teorema
mostra que os estados DHR ou BF são casos particulares de estados modular-
localizados [35].

2Lembramos que Rsa (O) = fA 2 R (O) = A� = Ag. Aqui é realmente necessário usarmos
observáveis no sentido de serem operadores auto-adjuntos.
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Observação 104 É importante notar que a covariância modular implica que
a estrutura modular da representação de vácuo pode ser �projetada� no sube-
spaço de representação dos estados de 1-partícula, devido ao corolário 41 das
relações de comutação de Borchers 40. É precisamente este fato que nos leva
à de�nição da estrutura modular na teoria de Wigner! Notamos também que
devido a isso, todas as propriedades da estrutura modular da teoria de Wigner
podem ser obtidas pela relação com a estrutura modular do setor de vácuo das
teorias quânticas locais, livres ou com interação.

É a estrutura modular que torna possível de�nirmos uma localização de es-
tados na teoria de Wigner.



Chapter 12

Estrutura Modular da
Teoria de Wigner

A teoria de Wigner considera as representações unitárias irredutíveis de energia
positiva do recobrimento universal do grupo Poincaré ~P"+, mas é sempre possível

extender essas representações para o grupo de Poincaré próprio ~P+ = ~P"+ _[ ~P#+
pela de�nição de uma representação da re�exão total1 ~� (ou de qualquer outro
elemento de ~P#+) preservando as relações de grupo. Entretanto, para manter a
positividade da energia é preciso que as transformações invertendo o sentido do
tempo sejam representadas por operadores anti-lineares. Para tanto, introduzi-
mos a de�nição de representação própria do grupo de Poincaré próprio:

De�nição 105 (Representação Própria) Uma representação u : ~P+ ! B (h)
própria é uma representação (anti-)unitária de energia positiva irredutível, i.é:

u (~g) é unitária se ~g 2 ~P"+ e anti-unitária se ~g 2 ~P#+
Observação 106 Considerando a teoria de Wigner para o grupo de Poincaré
próprio ~P+, tratamos os casos de partículas de spin inteiro ou semi-inteiro-
ímpar e auto-duais ou não-auto-duais, simultaneamente.

Neste capítulo, adotamos a seguinte notação para a composição da aplicação
de recobrimento universal de ~P"+ sobre P"+ com a aplicação que projeta ~P+ sobre
~P"+:

 : ~P+ ! P"+
Também utilizamos o acento � ~ � para denotar os elementos do grupo de
Poincaré próprio, e retiramos o acento para denotar sua imagem no grupo de
Poincaré sob ação de :

~P+ 3 ~g !  (~g) = g 2 P"+
1Por re�exão total em ~P+ queremos dizer que a transformação ~� é projetada sobre �1 pela

aplicação de recobrimento.

113
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Observação 107 A estrutura modular da teoria de Wigner é de�nida nos ter-
mos da teoria de Rie�el-van Daele (Apêndice B.2) a partir dos operadores mod-
ulares espaciais das regiões tipo-cunha, as quais por sua vez são de�nidos pela
propriedade de covariância modular adaptada para a teoria de Wigner.

Motivações da física quântica local para a de�nição de
localização modular na teoria de Wigner

Seja (R; U;H;
) uma representação de vácuo de uma rede quân-
tica local satisfazendo covariância modular e sejam h � H um sube-
spaço irredutível sob a ação U do grupo de Poincaré próprio P+ e
Eh : H ! h a projeção ortogonal sobre esse subespaço.

Para cada região O � M, nós de�nimos o subespaço real dos
estados localizados em O por

h (O)0 := EhR (O)sa 


Esta de�nição é bastante intuitiva, mas não pode ser trans-
portada diretamente para a teoria de Wigner! Para tanto, nós deve-
mos prosseguir um pouco mais.

Considere O como sendo uma região aberta do espaço-tempo
com complemento causal tendo interior não vazio. Nesse caso temos
de�nido o operadormodular (SO;H (O)) com coreR (O) 
 � H (O),
donde veri�camos facilmente

h (O)0 � EhHR (O) ; HR (O) := f' 2 H (O) = SO' = 'g

Então, reobtemos o subespaço real dos estados de 1-partícula
localizados em O a partir da estrutura modular

hR (O) := EhHR (O)

Se de�nimos o operador (sO; h (O)) por

sO = EhSOEh ; h (O) := EhH (O)

veri�camos que

hR (O) = f' 2 h (O) = sO' = 'g

Portanto, hR (O) pode ser de�nido intrinsecamente na teoria de
Wigner se (e somente se) o operador sO puder também puder ser
de�nido intrinsecamente nesta teoria. Devido à covariância modular
do setor de vácuo, isso é conseguido para regiões tipo-cunhaW 2 W :

sW = U (rW r
0
W ) jh
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onde rW e r0W são transformações de Poincaré próprias de�nidas
canonicamente para cada W 2 W (de�nições 15 e 16).

Para obtermos localização em regiões arbitrárias do espaço-tempo,
nós intersectamos os subespaços de localização nos cunhas:

8O 2 K; hR (O) :=
\

W2W
W�O

hR (W )

Adiante, faremos uso do seguinte lema:

Lema 108 As transformações ~g 2 ~P+ cuja imagem g =  (~g) deixam a cunha
W1 globalmente invariante comutam com as transformações ~r1; ~r

0
1; ~�1 2 ~P+

cujas imagens são de�nidas por 15, 16 e 17, respectivamente:

~g 2 ~P+; gW1 =W1 )
8<:

~g~r1 = ~r1~g
~g~r01 = ~r01~g
~g~�1 (t) = ~�1 (t) ~g 8t 2 R

Prova. Por veri�cação direta, vemos que as seguintes transformações de
Poincaré deixam a cunha W1 globalmente invariante e comutam com r1 e �1:

1) translações espaciais paralelas ao eixo de W1;
2) rotações ao redor do eixo-x1;
3) W1-boosts reparametrizados.
Então, o teorema �ca provado se mostramos que todas as transformações de

Poincaré deixando W1 invariante são composições das transformações acima;
como as únicas translações espaço-temporais mantendo a cunha W1 invariante
são aquelas paralelas ao eixo de W1, o problema se reduz a considerar as trans-
formações do grupo de Lorentz; entretanto, vale o seguinte resultado [139, The-
orem 10.3]: para toda transformação de Lorentz �, existe um par de rotações
espaciais Ra e Rb e � 2 R, tais que

� = Ra�1 (�)R
�1
b

Novamente por veri�cação direta, temos que � mantém W1 invariante se e
somente se as rotações Ra e Rb têm eixo de rotação igual ao eixo-x1, no caso
em que � 6= 0.

Para o caso do recobrimento universal do grupo de Poincaré ou de sua ex-
tensão central, basta lembrar que estes são localmente isomorfos ao grupo de
Poincaré e então usar a parte anterior.

Considere de agora em diante u : ~P+ ! U (h) sendo uma representação
própria do grupo de Poincaré próprio, conforme de�nida acima. Vamos de�nir
localização modular dessa em duas etapas: primeiro de�nimos a estrutura mod-
ular das regiões tipo-cunha via covariância modular, e depois de�nimos a estru-
tura modular das demais regiões do espaço de Minkowski a partir da estrutura
modular das regiões tipo-cunha.
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Transformações de Poincaré Associadas às Regiões Cunha

Já temos �xado (equação 18) uma família de transformações de Poincaré
fLW ; W 2 Wg � P"+ tal que

LWW1 =W ; 8W 2 W
e também

rW := LW r1L
�1
W ; r0W := LW r

0
1L

�1
W ; �W (t) = LW�1 (t)L

�1
W

Agora, �xamos também para cada cunha W 2 W um elemento ~LW 2 ~P+
tal que


�
~LW

�
= LW

Fixamos também ~r1; ~r
0
1 2 P+ tais que

r1 =  (~r01) ; r
0
1 =  (~r01)

Além desses, existe um único grupo um-parâmetro contínuo
n
~�1 (t)

o
t2R
� ~P+

(dado pelo levantamento de f�1 (t)gt2R para ~P"+ � ~P+) tal que(
~�1 (0) = 1


�
~�1 (t)

�
= �1 (t) ; 8t 2 R

Finalmente, de�nimos para cada cunha W 2 W as transformações em P+
~rW := ~LW r1 ~L

�1
W ; ~r0W := ~LW r

0
1
~L�1W ; ~�W (t) := ~LW�1 (t) ~L

�1
W

Estrutura Modular dos cunhas

Pelo teorema de Stone, para cada W 2 W de�nimos o gerador in�nitesimal
(KW ; h (W )) do grupo um-parâmetro u � ~�W ,

u
�
~�W (t)

�
= eitKW (t 2 R) ; h (W ) := Dom (KW )

e recorrendo a um pouco de análise funcional, de�nimos os operadores modulares
de W por2

�
1=2
W := e��KW = u

�
~�W (�i)

�
jW := zu (~rW )

sW := jW �
1=2
W

(12.1)

Dom (sW ) = h (W )

�itW := u
�
~�W (�2�t)

�
; t 2 R

2A de�nição de �1 envolve a continuação analítica do grupo um-parâmetro u
�
~�1 (t)

�
para

a faixa st (�1=2; 0) = fz 2 C = � 1=2 < = (z) < 0g. O teorema 161 (Appendix B.2.2) garante
a existência de um subespaço denso de h sobre o qual isso pode ser feito; pelo que o operador
�1 está bem de�nido. De qualquer modo, realizamos explicitamente tal continuação numa das
subseções que se segue.
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onde z é uma fase indeterminada que iremos �xar posteriormente3.
Por conveniência, denotamos os operadores modulares do cunhaW1 simples-

mente por s1, j1 e �1.

Proposição 109 (Propriedades Elementares do Operadores Modulares)
Vale:

i) jW é um operador anti-linear involutivo

j2W = 1

ii) �W é um operador linear densamente de�nido auto-adjunto e positivo

�W > 0

satisfazendo a relação

jW �W jW = ��1W

iii) sW é um operador anti-linear densamente de�nido e involutivo

s2W � 1

cuja decomposição polar [113, Section VIII.9] é exatamente

sW = jW �
1=2
W

Prova. i) jW = u (~rW ) é anti-linear porque ~rW pertence à parte desconexa
de ~P+, e é involutivo porque ~rW � ~rW = 1 e z�z = 1.

ii) �W = eKW é operador linear densamente de�nido e auto-adjunto porque
o operador KW possui essas mesmas propriedades; em particular Dom (�W ) =
h (W ). O teorema espectral [113, Section VIII.3] garante que �W é estritamente
positivo, qualquer que seja o espectro de KW . Com efeito, se dE (k) é a me-
dida espectral de KW , então as resoluções espectrais de KW e �W são dadas
respectivamente por

K =

Z
Spect(K)

kdE (k) ; �W =

Z
spect(K)

e�2�kdE (k)

donde segue-se

Spect (�W ) =
�
e�2�k; k 2 Spect (K)

	 � (0;1]

Das de�nições 15, 16, 17 temos a seguintes relações de comutação

~rW ~�W (t) = ~�W (t) ~rW ; 8t 2 R
3Embora a fase z não inter�ra nas propriedades dos operadores modulares sW , ela interfere

na relação entre a estrutura simplética do espaço de Hilbert h e a estrutura de localização-
modular que iremos de�nir.
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Portanto,

jW �
it
W = zu (~rW ) u

�
~�W (�2�t)

�
= u

�
~�W (�2�t)

�
zu (~rW ) = �itW jW 8t 2 R

Como j1 é anti-linear, isso implica

jW �W = ��1W jW

iii) As propriedades de sW seguem-se diretamente da unicidade da decom-
posição polar [113, Theorem VIII.32] e das propriedades de jW e �W dadas
acima.

Como s2W � 1, temos Spect (sW ) � f�1;+1g. Então, denotamos os auto-
espaços de sW por

hR (W ) := f' 2 h (W ) ; sW' = 'g (12.2)

Como sW é anti-linear, vale a relação

ihR (W ) = f' 2 h (W ) ; sW' = �'g (12.3)

Proposição 110 (Propriedade Padrão de hR (W )) hR (W ) é um subespaço
real padrão de h, i.é: fechado, cíclico e separante

hR (W ) = hR (W )

hR (W ) + ihR (W ) = h

hR (W ) \ ihR (W ) = f0g

(12.4)

Além disso, vale

sW ('+ i ) = '� i ; 8';  2 hR (W ) (12.5)

Prova. Como sW é fechado, seu grá�co

Gr (sW ) := f('; sW') ; ' 2 Dom (sW )g

é um subespaço fechado de h � h, com respeito à topologia-produto. Também a
diagonal de Gr (sW )

Diag (sW ) := Gr (sW ) \Diag (h� h)

é um subespaço real fechado de Gr (sW ), pois é a interseção de dois subespaços
reais fechados.

Pela de�nição de hR (W ), temos

Diag (sW ) = f('; ') ; ' 2 hR (W )g



119

Então, usando a projeção ortogonal na primeira entrada

�1 : h� h! h ; �1 (';  ) = '

temos

hR (W ) = �1 (Diag (sW ))

Disso concluimos que hR (W ) é subespaço real fechado, porque é a projeção
de um subespaço real fechado (projeções são aplicações abertas!).

Pela de�nição de hR (W ) temos

' 2 Dom (sW ))
8<:

' = '+sW'
2 + i'�sW'

2i e

'+sW'
2 ;

'�s
W
'

2i 2 hR (W )

Portanto

Dom (sW ) = hR (W ) + ihR (W )

Como Dom (sW ) é denso em h, segue-se a ciclicidade:

hR (W ) + ihR (W ) = h

Novamente, pela de�nição de hR (W ) temos

' 2 hR (W ) \ ihR (W )) ' = sW (') = �') ' = 0

donde obtemos a separabilidade:

hR (W ) \ ihR (W ) = f0g

Finalmente, pela anti-linearidade de sW e de�nição de hR (W ) vale a fórmula

sW ('+ i ) = '� i ; 8';  2 hR (W )

Esta proposição signi�ca que o conhecimento do operador sW é equiva-
lente ao conhecimento do subespaço real hR (W ). Realmente, Rie�el and Van
Daele em [116] desenvolvem sua análise da teoria modular espacial a partir de
subespaços reais satisfazendo as propriedades especi�cadas pelo teorema (per-
mintindo desenvolver a teoria modular evitando a manipulação de operadores
não-limitados).

Estrutura Modular das Regiões Causalmente Completas
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De�nição 111 Seja O 2 K uma região causalmente completa. O subespaço
dos estados modular-localizados em O é de�nido por4

hR (O) :=
\

W2W
W�O

hR (W ) (12.6)

De�nimos o seguinte operador (bem-de�nido, de acordo com a proposição
que se segue)

h (O) := hR (O) + ihR (O)

sO : h (O)! h (O) ; sO ('+ i ) = '� i ; 8';  2 hR (O)
(12.7)

Proposição 112 Seja O 2 K uma região causalmente completa.
Então, hR (O) é um subespaço real fechado de H e também separante

hR (O) \ ihR (O) = f0g

Prova. hR (O) é um subespaço real fechado de h porque é a interseção de
subespaços reais fechados de h. A propriedade de hR (O) ser separante também
decorre da mesma propriedade para os espaços modulares dos cunhas

hR (O) \ ihR (O) =

8><>:
\

W2W
W�O

hR (W )

9>=>;
\8><>:i

\
W2W
W�O

hR (W )

9>=>;
�

\
W2W
W�O

n
hR (W )

\
ihR (W )

o
= f0g

A priori não sabemos se os domínios h (O) são densos, para uma região
arbitrária O 2 K; em princípio, isso depende da representação u, visto que a
de�nição dos subespaços reais hR (W ) para cunhas W 2 W depende implici-
tamente da extensão analítica do grupo modular �W (t) = u (�W (t)) na faixa
st (�1=2; 0).

Se para uma dada região O 2 K o subespaço real hR (O) é padrão (basta
requerer ciclicidade), então o operador sO é o operador de Tomita-espacial, nos
termos da teoria de Rie�el-van Daele (vide Apêndice B.2). Nesse caso, temos
que sO é uma involução anti-linear fechada e possui uma decomposição polar

sO =: jO�
1=2
O ; j2O = 1 ; �O > 0 (12.8)

4Trivialmente, existe W 2 W com W � O!
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onde temos de�nido a conjugação modular jO e o operador modular �O da região
O. Usando análise funcional, também de�nimos o grupo modular de O

R 3 t! �O (t) := �itO 8t 2 R (12.9)

que é um grupo um-parâmetro fortemente contínuo de unitários agindo em h.
Aqui nos limitaremos a mostrar que a classe dos subespaços modulares sat-

isfaz as propriedades que esperamos para uma localização, e deixamos para
discutir a propriedade padrão dos subespaços modulares numa seção especial.

Para conveniência, mencionamos aqui a versão espacial do teorema de Tomita-
Takesaki (teorema 156):

Proposição 113 (Teorema Espacial de Tomita-Takesaki) Seja O 2 K tal
que hR (O) é padrão. Então os operadores modulares jO e �O estão bem de�nidos
e vale

�itOhR (O) = hR (O) ; jOhR (O) = hR (O)0

onde 0 signi�ca o complemento simplético (Apêndice B.2.1).

Proposição 114 (Covariância das Cunhas) Para toda cunha W 2 W e
toda transformação ~g 2 ~P+ tal que  (~g)W1 =W vale

�W := adu (~g) e
1
2K1

jW := adu (~g) j1
sW := adu (~g) s1

(12.10)

h (W ) = u (~g) h (W1)

�itW = adu (~g) �it1 ; t 2 R

Prova. Sejam W 2 W e ~g 2 ~P+ tais que  (~g)W1 = W . Então 
�
~L�1W ~g

�
mantêm W1 �xo, donde ~L�1W ~g comuta com os operadores ~r1,~r01 e ~�1 (t), pelo
lema 108; portanto

~r1 = ~L�1W ~g~r1~g
�1 ~LW  ~rW = ~LW ~r1 ~L

�1
W = ~g~r1~g

�1

~r01 = ~L�1W ~g~r1~g
�1 ~LW  ~r0W = ~LW ~r01 ~L

�1
W = ~g~r01~g

�1
~�1 (t) = ~L�1W ~g~�1 (t) ~g

�1 ~LW  ~�W (t) = ~LW ~�1 (t) ~L
�1
W = ~g~�1 (t) ~g

�1

donde

jW = u (~r0W ) = u (~g) u (~r01) u (~g)
� = u (~g) j1u (~g)

�

e
�
1=2
W = u (�W (�i=2)) = u (~g) u (�1 (�i=2)) u (~g)� = u (~g) �

1=2
1 u (~g)

�

com: h (W ) = u (~g) h (W1) u (~g)
�

Destas relações obtemos as teses do lema.
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Proposição 115 (Inclusão Modular de Cunhas) Sejam W; ~W 2 W. En-
tão:

W � ~W ) (sW ; h (W )) �
�
s ~W ; h

�
~W
��

i.e.,

h (W ) � h
�
~W
�

; sW jh( ~W ) = s ~W

Prova. Pela covariância da subfamília fhR (W ) ; W 2 Wg (proposição
114), a isotonia para o caso geral segue-se do caso particular W1 � W 2 W.
Mas W1 �W se e somente se W =Wa =W +a onde a 2 W ; nesse caso, pode-
mos assumir que a é ortogonal ao eixo de W1, portanto é a combinação linear de
dois vetores tipo-luz pertencentes aos planos característicos de W1: a = a1+a2,
a1 2 W1 \ @V + and a2 2 W1 \ @V �. Portanto, novamente pela covariância
(proposição 114), o caso W1 � W segue-se dos casos especiais W1 � Wa1 e
W1 �Wa2 .

h (W1) � h (Wa1) e h (W1) � h (Wa2)

)
h (W1) � h (Wa1) = u (a1) h (W1) u (a1)

� � u (a1) h (Wa2) u (a1)
� = h (Wa1+a2)

Agora, temos para W1 �Wa, a 2 W1 \ @V +

�ita = u (a) �it1 u (a)
�

= u (a) u
�
~�1 (�t)

�
u (a)

�

= u
�
a� ~�1 (�t)a; ~�1 (�t)

�
= e�iP ��1(�t)aeiP �a�it1

e

eiP ��1(�t)aeiP �a�ita = �it1 (12.11)

Como o espectro do operador momentum P tem energia positiva e a = (�l; l; 0; 0)
(com l > 0) é um vetor tipo-luz, temos para p 2 Spect (P ) e z = u � iv 2
st [�1=2; 0] (com u; v > 0) vale

< (ip � �1 (�z)a) = �= (p � �1 (�u+ iv) a)

= �v ��p0 + p1
�
sin (2�l)

� 0

�
= 0 sse z 2 R ou z 2 � i

2
R

�
Portanto, o grupo um-parâmetro de unitários R 3 t ! e�iP ��1(�t)a tem uma
extensão analítica na faixa st (�1=2; 0) que é limitada e contínua em st [�1=2; 0].
Então a equação (12.11) implica

h (Wa) = Dom
�
�1=2a

�
� Dom

�
�
1=2
1

�
= h (W1)
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Para provar a parte �nal da proposição, basta observar que os operadores de
Tomita são de�nidos biunivocamente pela equação (12.7), donde a inclusão dos
domínios implica na inclusão dos operadores de Tomita:

s ~W = sW jh( ~W )

Observação 116 Esta é uma propriedade não-trivial dos operadores de Tomita
das regiões tipo-cunha. Realmente (pelo menos para o caso bosônico), apenas
em representações de energia positiva a inclusão de cunhas implica na inclusão
dos operadores de Tomita correspondentes, de acordo com [28].

Agora forneceremos um critério conveniente para �xar a fase indeterminada
z que entra na de�nição dos operadores modulares das regiões tipo-cunhas:

Proposição 117 (Localidade e Relação Spin-Estatística) Seja s 2 1
2N o

spin/helicidade da representação (u; h). Vale

h (W 0) = h (W )
0 8W 2 W () z = �i2s

Nesse caso, os operadores modulares das regiões tipo-cunha satisfazem

�
1=2
W 0 = �

�1=2
W

jW 0 = jW
sW 0 = s�W

h (W )
0
= h (W 0)

�itW 0 := u
�
~�W (2�t)

�
; t 2 R

Prova. Pela covariância dos espaços de localização modular nas regiões
tipo-cunha (proposição114), o teorema segue-se do caso especial W =W1.

Notamos que a rotação r01 2 P"+ (de�nição 15) aplica W1 em W 0
1

r01W1 =W 0
1

Portanto, novamente pela proposição 114 temos

�
1=2
W 0

1
= adu (~r01) �

1=2
1 ; jW 0

1
= adu (~r01) j1 ; sW 0

1
= adu (~r01) s1

Diretamente pela de�nição 12.10, temos (lembramos que j1 é anti-linear!)

adu (~r01) j1 = zu (~r01) u (~r1) u (~r
0
1)
�
= u (r01)

2
zu (~r1) = u (r01)

2
j1

e

adu (~r01) �
it
1 = adu (~r01) u (�1 (�2�t)) = u (�1 (2�t)) = ��it1 ; 8t 2 R
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donde

jW 0
1
= u (~r01)

2
j1 ; �

1=2
W 0

1
= �

�1=2
1 ; sW 0

1
= u (~r01)

2
s�1

Por outro lado, o teorema de Tomita-Takesaki espacial nos dá j1h (W1) =
h (W1)

0 e, portanto (considerando o cálculo acima)

s�1 = adj1s1 = z2adu (~r01) s1 = �z2sW 0
1

Assim

u (~r01)
2
s�1 = z2s�1

donde concluimos

z2 = u (~r01)
2

Como ~r01 é uma rotação de ângulo � em torno do eixo-x3, temos u (~r01)
2
= (�1)2s

e z = �i2s.
Como todos os passos acima são reversíveis, temos provado a proposição.

Agora, iremos provar que a correspondência K 3 O ! hR (O) � h é um
lattice local de subespaços reais fechados, com a localidade entendida em termos
da estrutura simplética de (h; (; )), de�nida no Apendice B.2.1.

Teorema 118 (Lattice Modular) Considerando a relação spin-estatística z =
(i)

2s, temos que a correspondência

K 3 O ! hR (O) � h

é um lattice simpleticamente local covariante de subespaços reais, i.e. satisfaz:

i) Isotonia

O; eO 2 K ; O � eO ) hR (O) � hR

� eO�
ii) Localidade Simplética

O; eO 2 K ; O � eO ) hR (O) \ hR
� eO� = f0g

iii) Covariância

O 2 K; ~g 2 ~P+ ) u (g) hR (O) = hR (gO)

Além disso, esse lattice também satisfaz:

iv) Dualidade

O 2 K ) hR (O0) = hR (O0)
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v) Fatorialidade

O1;O2 2 K; O1 �O2 ) hR (O1) \ hR (O2) = f0g

vi) Ortocomplementaridade�
hR (O) _ hR

� eO�0� ^ hR � eO� = hR (O) ; 8O; eO 2 K; O � eO
Prova. i) Isotonia. A isotonia para inclusões de regiões tipo-cunha é

provada na proposição 115. Já o caso de inclusões de diamantes ou cones-tipo-
espaço em regiões causalmente completas segue-se diretamente da de�nição: se
O 2 D [ C, eO 2 K, O � eO, temos

fW 2 W = O �Wg �
n
W 2 W = eO �Wo

donde

hR (O) =

8><>:
\

W2W
W�O

hR (W )

9>=>; �
8>><>>:
\

W2W
W� eO

hR (W )

9>>=>>; = hR

� eO�

ii) Localidade. A localidade é uma particularidade da propriedade de dual-
idade (iv), provada abaixo.

iii) Covariância. A covariância segue-se quase trivialmente da covariância
da subfamília dos cunhas, com respeito à ação do grupo de Poincaré 114 e à
ação das W -re�exões 117, pois estes geram o grupo de Poincaré próprio:

u (~g) hR (O) = u (~g)

8><>:
\

W2W
W�O

hR (W )

9>=>; =

8><>:
\

W2W
W�O

u (~g) hR (W )

9>=>;
=

8><>:
\

W2W
W�O

hR (gW )

9>=>; =

8><>:
\

W2W
W�gO

hR (W )

9>=>;
= hR (gO) 8O 2 K; 8g 2 ~P+

iv) Dualidade. A dualidade para regiões tipo-cunha segue-se do teorema de
Tomita-Takesaki espacial 113 e da relação entre estrutura modular de cunhas
opostos 117.

A dualidade para regiões causalmente completas segue-se quase trivialmente
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da dualidade para regiões tipo-cunha:

hR (O)0 =

8><>:
\

W2W
W�O

hR (W )

9>=>;
0

=

8>><>>:
_

W2W
W�O

hR (W )0

9>>=>>;
=

8>><>>:
_

W2W
W�O

hR (W 0)

9>>=>>; =

8>><>>:
_

W2W
W�O0

hR (W )

9>>=>>;
= hR (O0) ; 8O 2 K

onde temos usado as identidades 12.6 e B.7.

v) Fatorialidade
Como para todo par O1;O2 2 K tais que O1 � O2 existe uma cunha W 2

W tal que O1 � W e O2 � W 0, a fatorialidade segue-se da isotonia e da
fatorialidade para regiões tipo-cunha:

hR (W ) \ hR (W 0) = f0g ; 8W 2 W
Então, seja W 2 W e ' 2 hR (W ) \ hR (W 0).
Como �W 0 = ��1W , temos

z ! �izW' é analítica na faixa st (�1=2;+1=2)
e satisfaz as condições de bordo(

�
t�i=2
W ' = u (�W (��t))'
�
t+i=2
W ' = �

�t�i=2
W 0 ' = u (�W (��t))' ; 8t 2 R

Pelo princípio de re�exão de Schwartz, concluimos que �izW' é uma função
analítica inteira e periódica na direção imaginária. Portanto, pelo teorema de
Liouville, esta será uma função constante se seu crescimento na direção real
for polinomialmente limitado, o que é o caso já que as funções R 3 t! �t+isW '
(s 2 R) são limitadas (pois pertencem a h!).

vi) Orthocomplementaridade
Diretamente da fatorialidade e isotonia, temos:�

hR (O) _ hR
� eO�0� ^ hR � eO� = �hR (O) [ hR

� eO�0� \ hR � eO�
(isotonia) =

�
hR (O) [

�
hR

� eO�0 \ hR � eO���
(fatorialidade) =

D
hR (O) \ hR

� eO�E
(isotonia) = hR (O) 8O; eO 2 K; O � eO
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O teorema mostra que a família de espaços modulares fhR (O)gO2K de�ne
uma localização de acordo com os critérios 100, a qual chamamos de localização
modular.

Observação 119 (Localização Modular e Simetria de Poincaré) Trivialmente,
vale a isotonia para subespaços de localização modular correspondentes a in-
clusões de regiões do tipo diamente e do tipo cone-tipo-espaço em regiões causalmente
fechadas; mas a isotonia para inclusões de subespaços de localização modular
correspondentes a regiões tipo-cunha requer positividade do espectro do operador
energia-momentum. Nesse sentido, podemos dizer que a isotonia da família de
subespaços de localização modular segue-se da positividade da energia!

Prova-se que existe uma correspondência biunívoca entre representações de
energia positiva do grupo de Poincaré e lattices locais de subespaços reais padrão
[28], mostrando que no caso de partículas, a localização é equivalente à covar-
iância de Poincaré com energia positiva.

12.1 Domínio e Ação dos Operadores de Tomita

Para de�nirmos explicitamente o operador de Tomita sO de uma regiãoO 2 K é
necessário exibirmos sua ação nos elementos de um núcleo desse operador, o qual
é caracterizado como um subconjunto denso do domínio que ainda determina o
operador pelo fecho de sua restrição a esse subconjunto. Pela de�nição do oper-
ador de Tomita, isso requer a extensão analítica da ação do grupo modular cor-
respondente �itO para a faixa st [�1=2; 0]. A propriedade de covariância modular
nos permite realizar essa extensão explicitamente para o caso das regiões tipo-
cunhaW 2 W ; mas para obtermos um core do operador de Tomita de um região
arbitrária do espaço-tempo é necessário tomar as interseções dos cores dos oper-
adores de Tomita de regiões tipo-cunha contendo essa região. Nossa estratégia
para de�nirmos um core para os operadores de Tomita consiste em considerar
a relação entre funções-teste e funções-de-onda; precisamente: a restrição da
transformada de Fourier de uma função-teste ao hiperbolóide de massa é uma
função-de-onda, que pertence ao domínio do operador de Tomita de qualquer
região do espaço-tempo que contenha o suporte da função-teste.

12.1.1 Funções-de-Onda e Funções Teste

Considere a transformada de Fourier das funções-teste de�nidas no espaço de
Minkowski,

^ : S (M)! S (M) ; f̂ (p) :=
1

(2�)
2

Z
M
eip�xf (x) dx

De�nição 120 Seja �+m � M o hiperbolóide de massa m � 0 com energia
positiva. De�nimos a seguinte aplicação-�+m

'�+m : S (M) ! L2 (�+m; d�m)

f 7�! '�+m [f ] = 'f :=
p
2�f̂ j�+m

(12.12)
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Realmente, a aplicação-�+m toma valores em funções-de-onda sobre o hiperbolóide-
de-massa �+m: para toda função f 2 S (M), temosZ

�+m

'f (p)'f (p) d�m (p) =

Z
�+m

Z
M

Z
M

p
2�d4x

(2�)
2

p
2�d4y

(2�)
2 e�ip�(x�y)f (x) f (y) d�m (p)

= i

Z
M

Z
M
d4xd4yD+

m (x� y) f (x) f (y) <1

onde

D�
m (x) :=

�i
(2�)

3

Z
�+m

e�ip�xd�m (p)

=
�i

(2�)
3

Z
R4

e�ip(x�y)�
��p0� � �p2 �m2

�
d4p

=
�i

(2�)
3

Z
R3

e�i(p
0x0�~p�~x) d3~xp

m2 + ~p2

é a distribuição de Pauli-Jordan sobre o hiperbolóide de massa �+m ([14, Ap-
pendix F]).

Proposição 121 '�+m é um homomor�smo C -linear cuja imagem é densa em
L2 (�+m; d�m)

'�+m (S (O)) = L2
�
�+m; d�m

�
; 8(aberto)O �M (12.13)

Prova. A C -linearidade de '�+m é imediata de sua de�nição. Provaremos
a densidade da imagem de '�+m nos espaços S (O), O � M aberto, em dois
passos.

i) '�+m (S (M)) = L2 (�+m; d�m)

Para a densidade de '�+m (S (M)) em L2 (�+m; d�m) basta mostrar que a
imagem de '�+m contém um subconjunto de funções-de-onda denso, que pode
ser um dos seguintes: se m > 0, consideramos o conjunto das funções-de-onda
de classe C1 com suporte compacto; se m = 0, consideramos o conjunto de
funções-de-onda de classe C1 com suporte compacto que se anulam juntamente
com todas as suas derivadas na origem p = 0 (o qual é um ponto singular do
cone-de-luz).

Então, seja ' 2 L2 (�+m; d�m) de classe C1 com suporte compacto D � �+m
(no caso de massa zero, também se anulando juntamente com todas as suas
derivadas na origem). Por análise básica, conseguimos uma função teste de
Schwartz ~f : R4 ! C satisfazendo ~f j�+m = ', tal como5

M3 p! ~f (p) :=
1p
2�
e�(jp2j�m2)'

�
�
p
~p2 +m2; ~p

�
5Facilmente reconhecemos que esta função ~f é realmente uma função-teste de Schwartz,

sendo no caso de massa zero realmente necessário o requerimento limp!0
@�1+:::+�k
@x�1 :::@x�k

' (p) =
0.
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Nós de�nimos f :=
b~f 2 S (M) e conseguimos 'f = '.

ii) '�+m (S (O)) = L2 (�+m; d�m)

Seja O �M um subconjunto aberto e não vazio. A densidade de '�+m (S (O))
em L2 (�+m; d�m) signi�ca que seu complemento ortogonal é igual a f0g,

 2 L2
�
�+m; d�m

�
= 8f 2 S (O) ; ( ; 'f ) = 0)  = 0

Provaremos essa a�rmação.
Sejam  2 L2 (�+m; d�m) e f 2 S (O) arbitrárias. Então, de�nimos a

seguinte função

	 : R4 ! C ; 	(a) :=
�
 ; 'af

�
=

Z
�+m

 (p)
�
'f (p) e

ip�ad�m (p)

onde

'af = 'fa ; fa (x) = f (x� a) ; 8x 2M; 8a 2 R

Como integramos sobre �+m, 	 possui uma extensão analítica na região aberta
R4 + iV + de C 4 , com parte real do bordo sendo R4

	(a+ ib) :=
�
 ; 'af

�
=

Z
�+m

 (p)
�
'f (p) e

ip�ae�p�bd�m (p) ; 8 (a; b) 2 R4 � V +

Portanto, se  é ortogonal a '�+m (S (O)), temos que 	 é identicamente
nula, pois que se anula num subconjunto aberto da parte real do seu bordo O.
Em particular, temos que  é ortogonal a '�+m (S (O + a)) para todo a 2 R4 , já
que é um isomor�smo a transformação

S (O) 3 f ! fa 2 S (O + a)

Tomemos agora uma partição da unidade fIkgk2N em R4 com supp (Ik) � O+ak
(ak 2 R4) para todo k 2 N

1 =
X
k2N

Ik ; IkjRn(O+ak)
� 0

Então, para toda função h 2 S (M), temos

Ikh 2 S (O + ak) ; 8k 2 N

donde

( ; 'h) =
X
k2N

( ; 'Ikh) = 0 ; 8h 2 S (M)

o que implica  = 0, pela primeira parte.
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12.1.2 Ciclicidade dos Subespaços Modulares: Caso Es-

calar

Lema 122 (Extensão Analítica I) Seja q 2 V+ e y 2 W1. Então, a seguinte
função

V+ �W1 � C 3 (q; y; z)! �q;y (z) := �
1
(z) q � y = q � �

1
(�z) y

é contínua e linear com respeito a q 2 V+ e y 2 W1 e é inteira analítica com
respeito a z 2 C . Além disso, ela satisfaz

i) = (�q;y (z)) � 0 8z 2 C ; z 2 st [�1=2; 0]

ii)
�q;y (t) = �W (t) q � y
�q;y (t� i=2) = �1 (t) r1q � y ; 8t 2 R

(12.14)

onde r1 :M!M é a re�exão no eixo do cunha W1:

r1 :
�
x0; x1; x2; x3

�! ��x0;�x1; x2; x3�
Prova. Explicitamente,

�q;y (z) =
�
cosh (2�z) q0 + sinh (2�z) q1

�
y0 � �sinh (2�z) q0 + cosh (2�z) q1

�
y1 � q2y2 � q3y3

Uma manipulação algébrica simples mostra a iqualdade �1 (z) q � y = q �
�1 (�z)x. Também é óbvio a linearidade e continuidade de �q;y (z) com respeito
a q 2 V + and y 2 W1 e anaiticidade com respeito a z 2 C .

Sejam q 2 V +, y 2 W1 e z = (t+ i�) 2 C com t; � 2 R. Então6

�q;y (z) = [cosh (2�t) cos (2��) + i sinh (2�t) sin (2��)] q0y0 +

+ [sinh (2�t) cos (2��) + i cosh (2�t) sin (2��)] q1y0 +

� [sinh (2�t) cos (2��) + i cosh (2�t) sin (2��)] q0y1 +

� [cosh (2�t) cos (2��) + i sinh (2�t) sin (2��)] q1y1 +

� q2y2 � q3y3
= i sin (2��)

�
sinh (2�t)

�
q0y0 � q1y1�+ cosh (2�t)

�
q1y0 � q0y1��+

+ cos (2��)
�
cosh (2�t)

�
q0y0 � q1y1�+ sinh (2�t)

�
q1y0 � q0y1��+

� q2y2 � q3y3

Como q 2 V + and y 2 W1 (em particular, q0 � ��q1�� e y1 > ��y0��), vale�
q0y1 � q1y0�� �q0y0 � q1y1� = �q0 � q1� �y1 � y0� � 0

e

sinh (2�t)
�
q0y0 � q1y1�+ cosh (2�t)

�
q1y0 � q0y1� � 0 ; 8t 2 R

6Usando as identidades

�
cosh (a+ ib) = cosh (a) cos (b) + i sinh (a) sin (b)
sinh (a+ ib) = sinh (a) cos (b) + i cosh (a) sin (b)

(a; b 2 R)
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Portanto, 8z = (t+ i�) 2 st [�1=2; 0]

= (�q;y (z)) = sin (2��)
�
sinh (2�t)

�
q0y0 � q1y1�+ cosh (2�t)

�
q1y0 � q0y1�� � 0

Por veri�cação direta, obtemos as identidades (ii):

�q;y (t� i=2) = �
�
cosh (2�t)

�
q0y0 � q1y1�+ sinh (2�t)

�
q1y0 � q0y1��

� q2y2 � q3y3
=
�
cosh (2�t)

��q0�+ sinh (2�t)
��q1�� y0 +

� �sinh (2�t) ��q0�+ cosh (2�t)
��q1�� y1

� q2y2 � q3y3
= �1 (t) r1q � y

Lema 123 (Extensão Analítica II) Seja f 2 S (W1) uma função-teste de
Schwartz sobreM com supp (f) �W1. A função

Ff : V + � st [�1=2; 0]! C ; Ff (p; z) :=

p
2�

(2�)
2

Z
W1

ei�p;x(z)f (x) dx

é bem-de�nida, contínua e satisfaz:
i) Vale a estimativa (em particular, Ff (�; z) é uniformemente limitada para

z 2 st [�1=2; 0])

jFf (p; z)j �
p
2�

(2�)
2

Z
W1

jf (x)j dx <1 ; 8p 2 V + � st [�1=2; 0] (12.15)

ii) Para p 2 V + �xo, Ff (p; �) jst(�1=2;0) : st (�1=2; 0)! C é analítica.
iii) Para z 2 st [�1=2; 0] �xo, Ff (�; z) j�+m : �+m ! C é uma função-C1

quadrado-integrável com respeito à medida Lorentz-invariante d�m (p).
Prova. Prova de (i). O lema 12.14 implica

= (�p;y (�z)) � 0
e��e+i�p;x(z)f (x)�� = e�2=(�p;x(z)) jf (x)j � jf (x)j

8z 2 st [�1=2; 0] ; p 2 V +; x 2 W1

Portanto, F (p; z) é bem-de�nida e contínua em V + � st [�1=2; 0].
A estimativa (i) segue-se trivialmente:7

jF (p; z)j =
�����
p
2�

(2�)
2

Z
W1

ei�p;x(z)f (x) dx

����� �
p
2�

(2�)
2

Z
W1

jf (x)j dx <1 (12.16)

7A �nitude deve-se à inclusão S (W1) � L1 (M)!
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Prova de (ii). Para p 2 V + �xo, temos que d
dz�p;x (z) é um polinômio de

grau unitário com respeito a x 2W1, donde

d

dz
ei�p;x(z)f (x) = ei�p;x(z)

�
i
d

dz
�p;x (z)

�
f (x) 2 S (M) (12.17)

Em particular, temos que d
dz�p;x (z) f 2 S (W1) é absolutamente quadrado-

integrável com respeito a x 2 W1,p
2�

(2�)
2

Z
W1

����ei�p;x(z)�i ddz �p;x (z)
�
f (x)

���� dx <1
Portanto (comutando as operações de derivação e integração)

@

@z
F (p; z) =

p
2�

(2�)2

Z
W1

ei�p;x(z)
�
i
d

dz
�p;x (z)

�
f (x) dx (12.18)

Em particular, para z = t+ i�

@

@t
F (p; z) =

p
2�

(2�)
2

Z
W1

ei�p;x(z)
�
i
d

dt
�p;x (z)

�
f (x) dx

e

@

@�
F (p; z) =

p
2�

(2�)
2

Z
W1

ei�p;x(z)
�
i
d

d�
�p;x (z)

�
f (x) dx

Como �p;x (z) é analítica com respeito z 2 st (�1=2; 0), ela satisfaz as equações
de Cauchy-Riemann neste domínio; então, as equações acima implicam que
F (p; z) também satisfaz as equaçoes de Cauchy-Riemann com respeito a z 2
st (�1=2; 0), donde segue a analiticidade desta função neste domínio.

Prova de (iii)
Para z 2 st [�1=2; 0] �xo, o lemma 12.14 implica

<
h
�i�p;x (z) + i�p;y (z)

i
= �= (�p;x+y (z)) � 0 ; 8p 2 V +; x; y 2 W1

Portanto, o núcleo

e�i�p;x(z)+i�p;y(�z) = e�=[p��1(�z=2)(x+y)]e�i<[p��1(�z)(x�y)]

é dominado pelo núcleo da distribuição de Pauli-Jordan e�ip�<[�1(�z)(x�y)], i.é���e�=[p��1(�z=2)(x+y)]e�i<[p��1(�z)(x�y)]
��� = ���e�=[p��1(�z=2)(x+y)]f (x)f (y)

��� � ���f (x)f (y)���
Isso implica que podemos integrar jF (p; z)j2 em p 2 �+m com respeito à medida
d�m (p):R

�+m
jF (p; z)j2 d�m (p) =

� p
2�

(2�)2

�2 R
�+m

R
W1

R
W1

e�i�p;x(z)ei�p;y(z)f (x)f (y) dxdyd�m (p)

=
� p

2�
(2�)2

�2 R
W1

R
W1

R
�+m

e�ip�<(�1(�z)(x�y))e�p�=(�1(�z)(x+y))f (x)f (y) d�m (p) dxdy

� 1



12.1. DOMÍNIO E AÇÃO DOS OPERADORES DE TOMITA 133

A Representação Própria Escalar

Seja a representação escalar própria de ~P+ é dada por

h0 := L2
�
�+m; d�m

�
; u0 : ~P+ ! U (h0) ;

�
u0

�
a; ~�

�
'
�
(p) := eia�p'

�
��1p

�
Para essa representação própria escalar, as proposições acima nos permitem

exibir explicitamente os operadores modulares s0O, j0O e �0O de regiões causalmente
fechadas arbitrárias O 2 K:
Proposição 124 Seja W 2 W uma região cunha.

Então '�+m (S (W )) é um core de �1=20W , i.e.

i) '�+m (S (W )) é denso em Dom
�
�
1=2
0W

�
'�+m (S (W )) � Dom

�
�
1=2
0W

�
ii) O fecho do operador �1=20W

���
S(W )

coincide com �
1=2
0W

�
1=2
0W

���
S(W )

= �
1=2
0W

Além disso, se f 2 S (W ) então 'f possui continuação analítica numa sub-
variedade do hiperbolóide de massa complexo contendo �+m e ��m como bordo

'f :MW ! C ; MW =
�
�W (z) p ; p 2 �+m; z 2 st [�1=2; 0]

	
(12.19)

bem de�ninida por

'f (q) := FW;f (p; z) ; q = �(z) p ; p 2 �+m ; z 2 st [�1=2; 0]
onde

FW;f : �
+
m � st [�1=2; 0]! C (12.20)

FW;f (p; z) :=

p
2�

(2�)
2

Z
W

ei�W (z)p�xf (x) d4x

é uma função contínua satisfazendo:
iii) Para p 2 �+m �xo, FW;f (p; �) é analítica em z 2 st (�1=2; 0);
iv) Para z 2 st [�1=2; 0] �xo, FW;f (�; z) é função quadrado integrável em

p 2 �+m relativamente à medida d�m (p).
Em particular, a ação de �1=20W sobre 'f é dada por�

�
1=2
0W'f

�
(p) = FW;f (p;�i=2) = 'f (rW p) ; 8p 2 �+m (12.21)

Prova. Nessa prova, omitimos sul�xo � 0 � para simpli�car a notação.

Primeiramente, consideramos as propriedades de FW;f .
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Seja LW 2 P"+ tal que LWW1 =W . Então

FW;f (p; z) = Ff�LW
�
L�1W p; z

�
; 8 (p; z) 2 �+m � st [�1=2; 0]

Realmente

FW;f (p; z) =

p
2�

(2�)
2

Z
W

ei�W (z)p�xf (x) d4x

(covariância) =

p
2�

(2�)
2

Z
W

eiL
�1
W �W (z)LWL�1

W p�L�1
W xf (x) d4x

( detLW=1) =

p
2�

(2�)
2

Z
W

ei�1(z)L
�1
W p�xf (LWx) d4x

= Ff�LW
�
L�1W p; z

�
Portanto, como a ação covariante de P"+ é unitária relativamente à medida
d�m (p), vemos que as propriedades (iii) e (iv) de FW;f seguem-se das pro-
priedades de Ff , dadas na proposição anterior.

A continuação analítica de 'f é bem de�nida pela equação (12.19) pelo fato
simples de que pela de�nição 12.20 de FW;f temos

(p; z) ; (p0; z0) 2 �+m � st [�1=2; 0] = �W (z0) p0 = �W (z) p

=)
FW;f (p

0; z0) = FW;f (p; z)

Pelo teorema [113, Theorem VIII.11], para provarmos que '�+m (S (W )) é

um core para �1=2W é su�ciente provarmos que '�+mS (W ) é um subespaço denso

de Dom
�
�
1=2
W

�
invariante sob ação de �itW . Realmente, pela proposição 12.13

temos que '�+mS (W ) é denso em h e por (iii) provado acima temos '�+mS (W ) �
Dom

�
�
1=2
W

�
, donde segue-se '�+mS (W ) = Dom

�
�
1=2
W

�
.

Finalmente, para toda função-teste f 2 S (W ) temos�
�itW'f

�
(p) = (u (�W (t))'f ) (p) = 'f

�
��1W (t) p

�
= 'f���1

W (t) (p) ; 8p 2 �+m

donde (porque �W é uma transformação linear)

�itW'f = 'f���1
W
2 '�+mS (W )

12.1.3 Ciclicidade dos Subespaços Modulares: Casos padrão

Seja (u; h) uma representação própria de ~P+ de massa m � 0 e spin s 2 1
2N,

induzida por uma representação espinorial irredutível (ds; hs) de ~P"+ de acordo
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com a teoria de Wigner8:

h = hs 
 L2
�
�+m; d�m

�
e

u : ~P+ ! U (h)�
u
�
a; ~�

�
 
�
(p) = eia�p~ds

�
~R
�
~�; p
��

 
�
��1p

�
; 8
�
a; ~�

�
2 ~P"+�

u(~�) 
�
(p) = ~ds(i�2) (p)

donde

(u(~r1) ) (p) = ~ds(i�3)~ds(i�2) (�jp) = ~ds(i�1) (�r1p)

onde ~R
�
~�; p
�
é a rotação de Wigner

~R
�
~�; p
�
= L (p)

�1 ~�L
�
��1p

�
sendo

m > 0 L (p) =
1p

2m (p0 + p3)

�
p0 + p3 +m p1 � ip2
p1 + ip2 p0 � p3 +m

�
m = 0 L(p) =

1p
p0 + p3

�
p0 + p3 p1 � ip2

0 1

�
Aqui,  (p) é um spinor com 2s+ 1 componentes, e ds (~g) é uma matriz de

rank (2s+ 1)� (2s+ 1), para todo ~g 2 ~P+.
Assim, a ação dos W -boosts é dada por�

u
�
~�W (�2�t)

�
 
�
(p) = ~ds

�
~R
�
~�W (�2�t) ; p

��
 
�
��1W (�2�t) p�

Portanto, para que a função t ! u
�
~�W (�2�t)

�
 seja analítica na faixa

st (�1=2; 0) é su�ciente que a matriz ds

�
~R
�
~�W (�2�t) ; p

��
e a função-de-

onda  
�
��1W (�2�t) p� sejam analíticas nesta faixa, separadamente. Tendo em

vista o caso escalar, temos tal analiticidade para as funções-de-onda  f (p) cujas
componentes são da forma  k (p) = 'fk (p) com supp (fk) �W , k = �2s; :::; 2s!
Resta-nos provar que as matrizes ds

�
~R
�
~�W (�2�t) ; p

��
também possuem a

analiticidade requerida. Entratanto, ds
�
~R
�
~�W (�2�t) ; p

��
é um objeto muito

complicado cuja continuação analítica na faixa st (�1=2; 0) não é trivialmente

8Aqui, �+m é o hiperbolóide de massa m e d�m é a correspondente medida Lorentz-
invariante.
Note que ~� é um elemento de ~P+ satisfazendo 

�
~�
�
= �1 2 P"+.
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conseguida. Nossa estratégia consiste em considerar o problema no caso de
funções-de-onda do tipo � f (p) = ds (L (p)) f (p) pois nesse caso, tendo em
vista que

~R
�
~�; p
�
L
�
��1p

�
= L (p)�1 ~� ; 8~� 2 ~P"+

a ação de u
�
~�W (�2�t)

�
toma a forma�

u
�
~�W (�2�t)

�
� 
�
(p) = ~ds

�
~R
�
~�W (�2�t) ; p

��
~ds
�
L
�
��1W (�2�t) p�� f (�W (�2�t) p)

= ~ds

�
L (p)

�1
�
~ds

�
~�W (�2�t)

�
 f
�
��1W (�2�t) p�

que pode ser analiticamente extendida para a faixa st (�1=2; 0)!
Para concluir, notamos que a aplicação

u 3  ! � (p) = ~ds (L (p)) (p)

é linear e possui inversa

h 3  !  ̂ (p) = ~ds
�
L�1 (p)

�
 (p)

Portanto, ela aplica subespaços densos de h em subespaços densos de h.

12.1.4 Não Ciclicidade dos Subespaços Modulares nos Ca-

sos não-padrão?

Os casos não-padrão em quatro dimensões correspondem às representações próprias
de ~P+ induzidas por representações �éis do recobrimento universal do grupo Eu-
clideano E (2)

E(2) =

�
�z;' =

�
ei

'
2 z

0 e�i
'
2

�
; ' 2 R; z 2 C

�
Com este grupo não é compacto, suas representações �éis possuem dimensão
in�nita. Estas são completamente classi�cadas: (d�;�; h0) para (�; �) 2 (0;1)�
f0; 1=2g,

h0 := L2
�
S1; C

�
; d�;� : E2 ! U (h0)

d�;� (�z;') f (�) := e�jzj cos(arg ze
i'=2��)+�'f (� � ')

A representação unitária de P"+ induzida pela representação acima é dada
por

h := L2
�
�+0
�
 L2 (h0) =

Z �
h0d�m (p) ; u : P"+ ! U (h)

(u (a;�) ) (p) := eip�ad�;� (R (�; p)) 
�
��1p

�
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O argumento usado para mostrar a ciclicidade dos subespaços modulares
nos casos padrão não se aplicam aqui pois não possuímos um intertwiner tipo
d�;� (L (p))! Para proceder como no caso padrão, evitando uma continuação
analítica explíscita da ação dos W -boosts, teríamos que recorrer a outras real-
izações destas representações de modo que permitissem de�nir tais intertwiners.

Em [28], é provado (por métodos puramente algébricos) que mesmo para
as representações de massa zero e spin in�nito, são cíclicos os subespaços de
localização modular em regiões cone-tipo-espaço. Entretanto, a expectativa é
de que os subespaços de localização modular em regiões diamante não sejam
cíclicos, ou sejam até mesmo triviais. Um tal resultado pode ser entendido
em relação com o fato de que não existem teorias de campos quantizados (como
de�nidas no capítulo 5) para partículas de massa zero e helicidade-in�nita [149],
[95].
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Part IV

Métodos Construtivos
Modulares
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Chapter 13

Construção Modular de
Teorias Livres

A construção modular de teorias quânticas locais livres consiste numa corre-
spondência functorial entre subespaços modulares de uma teoria de Wigner
(com spin/helicidade �nito) e redes de álgebras de operadores. O ponto novo
dessa formulação está no uso da localizaçãomodular para de�nir a localidade na
álgebra de observáveis, evitando completamente o uso de campos quantizados.

Álgebras de Weyl e Cli�ord

Teorema 125 Seja h um espaço de Hilbert com produto interno (; ).

Álgebra de Weyl:1 Existe uma única álgebra-C* (módulo *-isomor�smos)
Weyl (h) gerada por um conjunto de elementos

fW (') ; ' 2 hg

satisfazendo as relações canônicas de comutação (CCR)8<:
W (')� =W (�')

W (')W ( )�W ( )W (') = 2e�
i
2=('; )W ('+  )

; ';  2 h

Álgebra de Cli�ord:2 Existe uma única álgebra-C* (módulo *-isomor�smos)
Cli� (h) gerada por um conjunto de elementos

fR (') ; ' 2 hg
1Não é necessário que h seja um espaço de Hilbert, mas apenas que seja um espaço vetorial

real com uma forma simplética.
2Não é necessário que h seja um espaço de Hilbert, mas apenas um espaço vetorial real

com produto interno.
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satisfazendo as relações canônicas de anti-comutação (CAR)8<: R(')R (') = <('; ')RI

R(')R( ) +R ( )R (') = 2<(';  )I
; ';  2 h

As álgebras de Weyl e Cli�ord podem ser realizadas concretamente por oper-
adores agindo (respectivamente) no espaço de Fock simétrico ou anti-simétrico
construído sobre o espaço de Hilbert que as de�ne, vide [23, Chapter 5].

Redes Covariantes de Álgebras-C*

Seja (u; h) uma representação própria do grupo de Poincaré próprio ~P+
(de�nição 105) e fhR (O) ; O 2 Kg o lattice de subespaços modulares associ-
ado (teorema 118).

Para o caso das álgebras de Weyl, de�nimos

K 3 O ! RWeyl (O) := Weyl (hR (O)) �Weyl (h)

�Weyl : ~P+ ! End (Weyl (h)) ; �Weyl (~g)W (') :=W (u (~g)')

Para o caso das álgebras de Cli�ord (de�nidas por operadores satisfazendo
relações de anti-comutação) é preciso introduzir mais um ingrediente para con-
seguirmos uma rede de álgebras satisfazendo localidade. Para isso, tome ~� 2 ~P"+
uma rotação espacial por ângulo 2� ao redor de um eixo �xo no espaço e de�na
� := U � u (~� ); com isso de�nimos

K 3 O ! RCliff (O) := fR 2 Cli� (hR (O)) = �R = Rg � Cli� (h)

�Cliff : ~P+ ! End (Cli� (H)) ; �Cliff (~g)W (') :=W (u (~g)')

Teorema 126 Seja (u; h) uma representação própria do grupo de Poincaré ~P+
e fhR (O) ; O 2 Kg o lattice de subespaços modulares associados. Vale:

i) (RWeyl; �Weyl) é uma rede quântica local se e somente se o spin da rep-
resentação é inteiro;

ii) (RCliff ; �Cliff ) é uma rede quântica local se e somente se o spin da
representação é semi-inteiro ímpar.

Functor de Weyl/Cli�ord

O functor de Weyl/Cli�ord expressa as construções acima numa linguagem
categorial:

n
representações próprias de ~P+

o
! f redes quânticas locais g
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Além disso, esse functor relaciona também a estrutura simplética e modular
das representações próprias de ~P+ e a estrutura simplética e modular da repre-
sentação de vácuo das redes quânticas locais correspondentes, de acordo com o
teorema 129:

sO ! SO = esO

Podemos reconhecer que estas teorias são livres pela inspeção da teoria do
espalhamento (veri�cando que a matriz-S é igual à identidade) ou exibindo ger-
adores livres de polarização de vácuo localizados em regiões limitadas do espaço-
tempo - exatamente os campos livres construídos em termos de operadores de
criação e eniquilação (vide o capítulo 14.2).
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Chapter 14

Estrutura Modular e
Interação

Sabemos que cada teoria quântica local é univocamente determinada pelo seus
dados de espalhamento, i.é seu espectro de partículas (a ação covariante do
grupo de Poincaré) junto com a interação dessas partículas (a matriz de es-
palhamento): para cada conjunto de dados de espalhamento, existe no máximo
uma única teoria quântica local associada, módulo isomor�smos da rede [121].1

Embora não saibamos como construir redes quânticas locais com interação, sua
estrutura modular é determinada explicitamente pelos dados de espalhamento,
conforme mostramos na seção 14.1.

Mesmo na ausência de métodos construtivos, um importante progresso para
a física quântica local seria a formulação de uma caracterização algébrica das in-
terações, ou seja, uma maneira de determinar a partir de algumas propriedades
gerais da rede de álgebras de observáveis locais as possíveis matrizes de es-
palhamento que podem ocorrer na teoria. Embora ainda longe desse ideal,
certo progresso já foi alcançado pelo estabelecimento das propriedades básicas
dos chamados geradores livres de polarização do vácuo (PFG's): se uma teo-
ria quântica local em espaço-tempo de dimensão maior do que dois possui um
PFG temperado, então a teoria é livre! Esse fato é tão geral e fundamental que
fornece uma extensão da de�nição do que é uma teoria livre para situações em
que a teoria do espalhamento (de Haag-Ruelle) não se aplica [120] - tais como
os casos das teorias conformes (que não têm `gap' de massa) e das possíveis
teorias quânticas locais descrevendo anions [105]. Para o bem da completeza da
tese e da conveniência do leitor, acrescentamos na seção 14.2 uma compilação
dos resultados originais sobre as propriedades básicas dos geradores livres de
polarização do vácuo apresentados no artigo original [21].

1Essa extrema rigidez justi�ca a busca de simetrias nas teorias quânticas locais, pois re-
strições adicionais nas teorias podem servir tanto para caracterizá-las quanto para nos orientar
na construção das mesmas. (Nessa perspectiva, a análise desenvolvida na Parte II sobre a
relação entre estrutura modular e simetrias pode ser vista como parte de um amplo programa
de construção de teorias quânticas locais.
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14.1 Operadores Modulares e Matriz-S

Nesta seção, pretendemos elucidar as relações entre a estrutura modular e os da-
dos de espalhamento de uma teoria quântica local. Entretanto, todas as partícu-
las ocorrendo no setor de vácuo são bosônicas (i.e. têm spin inteiro) e neutras
(i.e. são idênticas à suas anti-partículas) exatamente porque são de�nidas por
uma representação irredutível do grupo de Poincaré P"+. Portanto, para descr-
ever partículas femiônicas e carregadas (necessariamente ocorrendo em setores
de superseleção diferentes do setor de vácuo) temos que lidar com um sistema
de campos locais (de�nição 34). No que segue, apresentaremos suscintamente
a teoria do espalhamento de Haag-Ruelle no setor de vácuo da álgebra de ob-
serváveis. Contudo, quando o sistema de campos locais é covariante sob ação do
recobrimento universal do grupo de Poincaré ~P"+, existe uma adaptação da teo-
ria de espalhamento e está de�nida sua estrutura modular - de fato, nesse caso
são equivalentes a propriedade de covariância modular da rede de observáveis
locais e propriedade de covariância modular do sistema de campos locais [80].2

Para um tratamento completo da teoria do espalhamento de Haag-Ruelle dentro
do formalismo da física quântica local vide [3, Chapter 5], [60], [62]; no contexto
da teoria dos campos quantizados vide [14, Chapter 12], [97, Chapter VI] ou
os artigos originais [83], [117]. Para uma demonstração da invariância-CPT da
matriz de espalhamento vide [65].

Teoria do Espalhamento no Setor de Vácuo e Estrutura Modular

Considere (R;H; U;
) como sendo a representação de vácuo de uma rede
quântica local (A; �;A).

Condição 127 (`Gap' de Massa) O espectro do operador de massa M =p
P 2 satisfaz

Spect (M) =

n[
k=1

fmkg
[

[�;1) , com mk < � ; 8k = 1; :::; n 2 N

Para cada k = i; :::; n denotamos a projeção espectral de M correspondente
a mk por

Ek : H ! hk

e assumimos que a restrição uk := U jhk seja irredutível. Então, de�nimos o
espectro de partículas da teoria pelo conjunto dessas representações irredutíveis

Espectro de Partículas := f(uk; hk) ; k = 1; :::; ng (14.1)

2Na verdade, para desenvolver a teoria de espalhamento para campos carregados não é
necessário construir um rede de álgebras de campos (twisted-)locais, mas apenas uma estru-
tura mais primitiva chamada de �brado dos campos (`�eld bundle'), semelhante à construção
apresentada no capítulo 8.2.
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De acordo com a teoria de Wigner, as representações irredutíveis do grupo de
Poincaré são caracterizadas pela massa e spin, donde temos

(uk; hk) '
�
u(mk;sk); h(mk;sk)

�
para algum sk 2 N; k = 1; :::; n (14.2)

onde `'' signi�ca equivalência unitária. Como estamos tratando de represen-
tações massivas de P"+, aparecem apenas spins inteiros!

De�nimos o subespaço dos estados de uma partícula por

H(1) :=

n[
k=1

hk '
nM
k=1

h(mk;sk) (14.3)

e a representação correspondente

U(1) := U jSn
k=1 hk

'
nM
k=1

u(mk;sk) (14.4)

Construimos canonicamente o espaço de Fock associado à representação�
U(1);H(1)

�
H0 :=

L1
n=0 h


n

h0 := C ; h
n := expansão linear

8<:'
 :::
 '| {z }
n

; f 2 H(1)

9=; ; n � 1

(14.5)

h; i : H0 �H0 ! C ;


e'; e 

�
= e('; ) ; 8';  2 H(1)

e' :=

0@1; '; 1
2! ('
 ') ; :::; 1

n!

0@'
 :::
 '| {z }
n

1A ; :::

1A ; 8' 2 H(1)

e a teoria livre associada

K 3 O ! R0 (O) := Weyl (hR (O)) � B (H0)

onde fhR (O) ; O 2 Kg é o lattice de subespaços modulares em
�
U(1);H(1)

�
,

de�nido no capítulo (12).
A teoria do espalhamento mostra que (U0;H0) é unitariamente equivalente

a duas subrepresentações
�Hin=out; U in=out� de (U;H), simbolicamente3

H0 ' Hin=out ,! H ; U0 ' U in=out ,! U

3Esse fato é o núcleo da teoria do espalhamento de Haag-Ruelle, e é obtido diretamente
pela construção de estados assintóticos como limites em norma de certas famílias de estados
indexados pela coordenada temporal. A hipótese de existência de `gap' de massa assegura
tanto a existência dessas famílias de estados quanto a convergência das mesmas quando o
tempo tende ao in�nito passado ou in�nito futuro.
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onde os sinais `in' e `out ' simbolizam os dois limites assintóticos (no in�nito
passado ou in�nito futuro) que de�nem tais subrepresentações.

A matriz de espalhamento é o operador unitário que implementa a equiv-
alência unitária entre as subrepresentações

�Hin=out; U in=out�
Ssc : Hout ! Hin ; U in = SscU

outS�sc

Condição 128 (Completude Assintótica) A representação covariante do grupo
de Poincaré no setor de vácuo é unitariamente equivalente à representação de
Fock associada à subrepresentação dos estados de 1-partículas, i.e.

(U;H) ' (U0;H0)

Nesse caso, temos que a matriz de espalhamento é um operador unitário do
espaço de Hilbert da representação de vácuo

Ssc 2 U (H)

Assim, podemos considerar que as representações de vácuo (R; U) (original)
e (R0; U0) (livre) agem no mesmo espaço de Hilbert H e então estabelecer a
correspondência estre suas estruturas modulares:

Teorema 129 (Operadores Modulares de Cunhas e Matriz-S) Se a teo-
ria original satisfaz covariância modular e tem uma matriz de espalhamento Ssc,
então para toda cunha W 2 W vale

SW = SscS0W ; JW = SscJ0W ; �W = �0W

Prova. Pela covariância modular, temos

�W = U (�W (��i)) = U0 (�W (��i)) = �0W

e pelo teorema (43) também temos

JW = �U (r0W ) = Ssc�0U0 (r
0
W ) = SscJ0W

onde � e �0 são respectivamente os operadores CPT das teorias original e livre,
e satisfazem (também pela teoria do espalhamento)

� = Ssc�0

Portanto,

SW = JW�
1=2
W = SscJ0W�0W = SscS0W
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14.2 Geradores Livres de Polarização do Vácuo

Lembrando a notação do capítulo 2, considere (R;H; U;
) como sendo a rep-
resentação de vácuo de uma teoria quântica local e M =

p
P 2 o operador de

massa. Denotamos por hm o auto-espaço deM associado am 2 Spect (M) e por
Em : H ! hm a projeção ortogonal de H sobre hm. Para cada cunha W 2 W ,
denotamos por (SW ;H (W )) o operador de Tomita do par (R (W ) ;
).

De�nição 130 (Gerador Livre de Polarização do Vácuo - PFG) Dizemos
que um operador fechado G em H é um gerador livre de polarização do vácuo
(PFG) para massa m 2 Spect(M) localizado na região cunha W � W quando
ele satisfaz as seguintes condições:

i) G é a�liado a R(W );

ii) 
 2 dom(G) e 
 2 dom(G�);

iii) G
; G�
 2 hm

Teorema 131 (Existência de PFG) Para todo m 2 Spect(M), toda cunha
W 2 W e todo estado � 2 Em(H (W )), existe um PFG para massa m localizado
em W , chamemos de G, tal que

G
 = � ; G�
 = SW�

De�nição 132 (PFG Temperado) Um gerador livre de polarização G é dito
ser temperado se os domínios de G e G� possuem um subespaço denso D in-
variante sob ação das translações e tal que para todo vetor 	 2 D as funções
x ! GU(x)	 e x ! G�U (x) 	 são fortemente contínuas e polinomialmente
limitadas em norma.

Um PFG temperado admite o uso de técnicas da teoria espectral e também
a de�nição de sua transformada de Fourier, o que torna esses operadores semel-
hantes a campos quantizados livres. As consequências dessas semelhanças são
mais importantes do que a ocorrência de meras analogias:

Teorema 133 (Borchers-Buchholz-Schroer, [21]) Se numa teoria quântica
local em espaço-tempo de dimensão d > 2 descrevendo uma partícula escalar
massiva existe um gerador livre de polarização do vácuo temperado, então a
teoria é livre.

Se numa teoria quântica local em espaço-tempo de dimensão d = 2 existe
um gerador livre de polarização temperado, então não há produção de partículas
nos processos de espalhamento.
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14.3 Métodos Construtivos

A essência dos métodos modulares de construção de modelos de teoria quântica
local consiste em (tentar) de�nir a rede quântica local a partir de sua estrutura
modular, que por sua vez está completamente de�nida pelos dados de espal-
hamento. Esquematicamente:

Espectro de Partículas+ Interação (Matriz-S)| {z }
+ C Covariância Modular!

Estrutura Modular: O ! SO| {z }
+ C Métodos Construtivos?

Rede Quântica Local: O ! R (O)
Imaginamos três abordagens bastante distintas para conseguir tais métodos

construtivos, chamados de Método Modular Espacial, Método Modular Holográ-
�co e o Método PFG.

14.3.1 O Método Modular Espacial

Connes em [49] estabeleceu condições para relacionar a teoria modular espacial
com a teoria modular de Tomita-Takesaki, mostrando quando aquela se origina
de uma álgebra de von Neumann padrão. Ainda são meramente preliminares as
pesquisas sobre a aplicação dos resultados de Connes no desenvolvimento de um
método de construção de modelos de teoria quântica local, pois seus critérios
são de difícil veri�cação e têm carecido de interpretação física na teoria quântica
local.

14.3.2 O Método Modular Holográ�co

Considere uma rede quântica local (A; �;A) sobre o espaço de Minkowski bidi-
mensional. Podemos de�nir uma rede quântica local sobre R da seguinte maneira,
chamada �projeção holográ�ca�:

1) Fixamos uma cunha W = W (l+; l�) 2 W cujo eixo contêm
a origem (l+ 2 W \ @V +e l� 2 W \ @V � são vetores tipo-luz no
bordo da cunha, de�nição 10) e de�nimos:

R+ :=W \ @V + ; R� := �R+ ; R := R+ [ f0g [ R�

2) Veri�camos que R é trivialmente (topologicamente) isomorfo
à R

R 3 a$ al+ 2 R
donde a classe dos `intervalos' IR de R está em correspondência
binívoca com a classe dos intervalos I de R

R 3 (a; b)$ I(a;b) := fsl+ ; s 2 (a; b)g 2 I
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3) De�nimos a rede de álgebras locais sobre R

I 3 (a; b)! AHol (a; b) := A (W + al+) \ A (W + bl+)
0

e a álgebra universal pelo limite C*-indutivo das álgebras locais

AHol :=
[
I2I
AHol (I) � A

(trivialmente veri�camos validade das propriedades de isotonia e lo-
calidade).

4) De�nimos o grupo de transformações que preservam R:

GHol :=
n
g 2 ~P"+ ; gR � R

o
Veri�camos que este grupo contêm os subgrupos dosW -boosts e das
translações tipo-luz ao longo de R:

GHol � f�W (s) ; s 2 Rg [ fT (al+) ; a 2 Rg

onde temos denotado o subgrupo das translações espaço-temporais
por

�
T (x) ; x 2M1;1

	
.

5) De�nimos a ação de GHol sobre a rede AHol pela restrição da
ação �:

GHol 3 g ! �Hol (g) := � (g)jAHol
6) Veri�camos que (AHol; �Hol;AHol) é uma rede quântica local

com grupo de simetria �espaço-temporal� GHol � ~P"+, contendo
dois subgrupos 1-parâmetro abelianos. Esperamos que sob condições
apropriadas, essa projeção holográ�ca de�na uma rede quiral local
sobre R.

A idéia essencial da construção modular holográ�ca consiste em realizar o
caminho inverso desta projeção holográ�ca. Ainda estamos na expectativa de
desenvolvimentos signi�cativos no assunto, mas vários resultados positivos já
foram alcançados.

14.3.3 Método PFG

O teorema 133 restringe às teorias integráveis massivas bidimensionais o uso
das técnicas de análise de Fourier na construção de modelos de teoria quântica
local com interação por analogia ao caso livre. Nesse caso, a abordagem con-
strutiva modular pode ser entendida como uma formulação algébrica do �pro-
grama bootstrap� para construir teorias quânticas de campos de Wightman
(apresentado abaixo). Exatamente por recorrer a propriedades exclusivas dos
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modelos integráveis bidimensionais, o programa bootstrap está restrito ao con-
texto particular desses modelos; sendo que mesmo ocorre com a abordagem
algébrico-modular, na medida em que esta se baseia no uso de PFG's temper-
ados. Contudo, acreditamos que descobertas feitas aqui podem ser extendidas
para situações mais gerais se as mesmas puderem ser expressas em termos pu-
ramente algébricos; nesse caso, mais do que um mero passatempo de teóricos,
nossa análise cumpriria, pelo menos, o papel didático de oferecer indicações
para a solução do problema geral de desenvolver métodos construtivos de teoria
quântica local.

Teorias Integráveis Massivas Bidimensionais

Modelos massivos integráveis no espaço-tempo bidimensional são caracterizados
por apresentar as seguintes propriedades4:

Integrabilidade.1) Ausência de produção de partículas nos pro-
cessos de colisão;

Integrabilidade.2) Preservação do conjunto dos momenta ini-
cial e �nal nos processos de colisão;

Integrabilidade.3) Fatorizabilidade, ou seja, a matriz de espal-
hamento se fatoriza no produto de amplitudes de espalhamento de
duas partículas.

Estas condições são extremamente restritivas, de modo que em princípio
permitem determinar a matriz de espalhamento, sob a hipótese de analiticidade
máxima, a partir do conhecimento do espectro de partículas, das equações de
Yang-Baxter e das propriedades características das matrizes de espalhamento,
as quais são a invariância de Lorentz, a unitariedade e a simetria de cruzamento.

Denotamos a amplitude de espalhamento para n partículas iniciais com
números quânticos a1,..., an e momenta pin1 ,..., pinn e ~n partículas �nais com
números quânticos b1,..., b~n e momenta pout1 ,..., pout~n por

Sb1:::b~na1:::an

�
pin1 ; :::; p

in
n ; pout1 ; :::; pout~n

�
(14.6)

Para o caso em temos n = ~n, pink = poutk = pk (k = 1; :::; n) escrevemos

Sb1:::bna1:::an (p1; :::; pn) := Sb1:::bna1:::an (p1; :::; pn; p1; :::; pn) (14.7)

e se além disso, temos ak = bk (k = 1; :::; n) escrevemos

Sa1:::an (p1; :::; pn) := Sb1:::bna1:::an (p1; :::; pn) (14.8)

4Para uma dedução dessas propriedades em teorias bidimensionais puramente massivas a
partir da hipótese de exitência de uma in�nidade de quantidades conservadas, vide [1, Section
2.2.3].
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Assim, as condições de integrabilidade podem ser escritas da maneira seguinte
- �cando implíscito o fato dos pares de partículas ak e bk (k = 1; :::; n) per-
tencerem ao mesmo multipleto de massa:

Sb1:::b~na1:::an

�
pin1 ; :::; p

in
n ; pout1 ; :::; pout~n

�
_ �nm

Qn
i=1 � (pai � pbi)

Sb1:::b~na1:::an (pa1 ; :::; pan) =
Q
i<j;l<k S

bkbl
aiaj (pi; pj)

(14.9)

No caso em que não há degenerescência de massa, i.e. cada multipleto de
massa contém apenas um único tipo de partícula, então a conservação dos mo-
menta individuais implica que a matrix de espalhamento é diagonal:

Sbkblaiaj (pi; pj) = �ik�jlSi;j (pi; pj) (14.10)

No caso das teorias integráveis bidimensionais é conveniente parametrizar os
momenta por coordenadas de rapididade:

p 2M2; p2 = m) p = p(�) = m(cosh �; sinh �) ; � 2 R
Assim, a matriz-S de n-partículas pode ser escrita em função das rapididades

dos momenta:

Sb1:::bna1:::an (p1; :::; pn) = Sb1:::bna1:::an (�1; :::; �n) ; pi = p(�i) ; i = 1; :::; n

e a matriz-S de duas partículas pode ser escrita em função da diferença de
rapididades

Sb1b2a1a2 (p1; p2) = Sb1b2a1a2 (�1 � �2) ; pi = p(�i) i = 1; 2

em vista das identidades

(p1 � p2)2 = m2
1 +m2

2 � 2m1m2 cosh (�1 � �2)

As Equações de Yang-Baxter

Em geral, as matrizes de espalhamento de 2-partículas não comutam en-
tre si, donde a necessidade do ordenamento correto na fatorização dada pela
equação (14.9). Entretanto, as simetrias características dos modelos integráveis
bidimensionais implicam que a matriz de espalhamento permanece invariante
sob certas permutações de tais fatores, gerando as chamadas equações de Yang-
Baxter. Para o caso da matriz de espalhamento de 3-partículas temos uma única
equação de Yang-Baxter, a saber

S123 = S12S13S23 = S23S13S12

A Hipótese de Analiticidade Máxima

A hipótese de analiticidae máxima consiste na seguinte a�mação sobre as
extensões analíticas das matrizes de espalhamento de 2-partículas:
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`Para cada dois pares de partículas (a1; b1) e (a2; b2) no mesmo
multipleto de massa (no caso de não haver degenerescência de massa,
temos necessariamente a1 = b1 e a2 = b2) a função

�1;2 := j�1 � �2j ! Sb1b2a1a2 (�1;2)

é meromorfa na faixa física

st [0; �] := fz 2 C ; 0 � = (z) � �g
com seus polos simples correspondendo a estados ligados das partícu-
las primárias.'

O Programa Bootstrap

O programa bootstrap para construir teorias quânticas de campos de Wightman
consta de três partes [6]:

1) Determinar a matriz-S a partir de suas propriedades gerais (unitariedade,
simetria de cruzamento, invariância de Poincaré), das condições de integrabili-
dade (fatorizabilidade e equações de Yang-Baxter) e do espectro de partículas
(dado pela representação covariante do grupo de Poincaré), sob a hipótese de
analiticidade máxima.

2) Cálcular a partir da matrix-S os fatores de forma generalizados, que são
elementos de matriz de operadores locais  entre estados assintóticos

out hp0~n; :::; p01j (x) jp1; :::; pniin

Isso signi�ca resolver certo conjunto de equações dadas pelo formalizmo LSZ
sob a hipótese de analiticidade máxima.

3) Calcular as funções de Wightman a partir dos fatores de forma generaliza-
dos. Em princípio, estas funções determinariam uma única teoria de Wightman
(teorema 48).

Fatores de Forma Generalizados

Os fatores de forma generalizados de um campo local  (x) são de�nidos por

 a (�) =  a1:::an (�1; :::; �n) :=

8<: h0j (0) jp1; :::; pniina1:::an se �1 > ::: > �n

via continuação analítica para outras rapididades

onde j0i denota o estado de vácuo da teoria.

O formalismoLSZ e a hipótese de analiticidademáxima implicamno seguinte
conjunto de equações para os fatores de forma [129], [5]:

ii) Invariância de Lorentz

 a1:::an: (�1 + �; :::; �n + �) = es� a1:::an: (�1; :::; �n) onde s é o spin de  
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iii) Simetria de Cruzamento

 a1a2:::an (�1 + i�; �2; :::; �n) =  a2:::ana1 (�2; :::; �n; �1 � i�)
iv) Equações de Watson

 :::ij::: (:::; �i; �j ; :::) =  :::ji::: (:::; �j ; �i; :::)Sij (�i � �j)
v) Relações de Recorrência

Res�12=i� a1a2a3:::an (�1; :::; �n) = 2iC12 a3:::an (�3; :::; �n) (1� Sa2an :::Sa2a3)
onde C12 é a matriz de conjugação de carga

vi) Equações dos Estados Ligados

Res�12=i� a1a2a3:::an (�1; :::; �n) =  a(12)a3:::an (�12; �
0
3:::; �

0
n)
p
2�

a(12)
a1a2

onde � é o ângulo de fusão

O chamado Ansatz de Bethe �o� shell� fornece um método que permite
resolver essas equações em geral. Esse ansatz é dado por

 a (�) =

Z
C�

dz1:::

Z
C�

dzkh (�; z) p
 (�; z)	a (�; z)

a = (a1; :::; an) ; � = (�1; :::; �n) ; z = (z1; :::; zn)

onde k = (n� q) =2 depende do número n de partículas e da carga q do op-
erador  a; h (�; z) é uma função completamente determinada pela matriz-S;
	a é chamadado de covetor de estado do Ansatz de Bethe �o� shell�, também
completamente determinado para cada teoria; e p n (�; z) são funções escalares
satisfazendo um conjunto de equações equivalentes às equações (i)-(vi) acima.

De fato, o programa bootstrap tem obtido sucesso no cálculo dos fatores de
forma de uma série de modelos, tais como o modelo de sine-Gordon Homogêneos
[2].

Construção Modular

Agora, de�niremos um algoritmo para construir a teoria quântica local para o
sistema de partículas do tipo escalar massiva auto-conjugada no espaço-tempo
bidimensional (com interação não-trivial), por analogia ao caso livre, inspirado
no programa bootstrap dos fatores de forma. Iniciamos com algumas consider-
ações gerais.

Traçando Paralelos com a Teoria Livre

Considere � como sendo um campo quantizado de�nido sobre o espaço de
HilbertH, covariante com respeito à uma representaçãoU do grupo de Poincaré.
Como vimos no capítulo 5, sob certas condições naturais, esta teoria quântica
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de campos de�ne a representação de vácuo R de uma rede quântica local da
maneira seguinte:

K 3 O ! R (O) := f� (f) ; f 2 S (M) ; supp (f) � Og00 (14.11)

onde S (M) é o espaço de Schwartz das funções teste.
A expressão geral para um campo livre �0 de spin s 2 1

2N é dada por

�0 (x) =
1p
2

sX
s3=�s

Z
�+m

d� (p)
�
u (x; p; s3) e

�ip�xa (p) + v (x; p; s3) e
ip�xa� (p)

	
onde �+m é o hiperbolóide de massa e d� (p) a correspondente medida Lorentz-
invariante

d� (p) =
dp1p
2p0

; p0 =

q
m2 + (p1)

2

u (x; p; s3) e v (x; p; s3) são os chamados �intertwiners� (que implementam a
covariância do campo) e a� (p) e a (p) são respectivamente os operadores de
criação e aniquilação de partícula, caracterizados pelas relações canônicas de
comutação 8>>>><>>>>:

a (p1) a (p2) = a (p2) a (p1)

a� (p1) a� (p2) = a� (p2) a� (p1)

a (p1) a
� (p2) = a� (p2) a (p1) + � (p1 � p2)

Além disso, o espaço de Hilbert dos estados é expandido pela base

a� (p1) :::a� (pn) 
 ; pk 2 �+m; n 2 N
e vale

a (p) 
 = 0 ; p 2 �+m

As relações de comutação dos operadores de criação e aniquilação dizem que
criar e aniquilar partículas livres são operações que não comutam por um fator
escalar. Se consideramos que a propriedade característica das teorias livres são
tais relações de comutação, podemos imaginar que numa teoria com interação as
operações de criar e aniquilar partículas apresentem relações de comutação mais
complicadas. Assim, esperando generalizar as relações canônicas de comutação,
consideramos que Z� (p) e Z (p) são os operadores de criação e aniquilação de
uma partícula com momentum p num modelo de teoria quântica de campos com
interação, e escrevemos suas relações de comutação da seguinte forma:8>>>><>>>>:

Z (p1)Z (p2) = S(�) (p1; p2)Z (p2)Z (p1)

Z� (p1)Z� (p2) = S(+) (p1; p2)Z
� (p2)Z� (p1)

Z (p1)Z
� (p2) = S(�) (p1; p2)Z� (p2)Z (p1) + � (p1 � p2)
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onde S(�), S(+) e S(�) são funções tomando valores em operadores que depen-
dem de pares de momenta (p1; p2), e devem ser características de cada modelo
em particular. Analogamente ao caso livre, o espaço de Hilbert dos estados deve
ser expandido pelo conjunto de estados do tipo

Z� (p1) :::Z� (pn) 
 ; pk 2 �+m; n 2 N

valendo também que

Z (p) 
 = 0 ; p 2 �+m

Além de introduzir algumas simpli�cações, somos forçados a particularizar
nossa análise para o caso dos modelos integráveis massivos bidimensionais, já
que.o teorema 133 mostra que não há possibilidade dessas idéias serem justi�-
cadas fora desse contexto.

OModelo Escalar Auto-dual e a Álgebra de Zamolodchikov-Fadeev

Agora, assumimos que as relações de comutação acima dependem apenas
das diferenças de momenta e que os operadores característicos S(�) são fases
satisfazendo as relações

S = S(�) = S(+) = S�1(�)

Nesse caso, expressando os momenta em termos das coordenadas rapididade

p = p (�) = m (cosh (�) ; sinh (�)) ; � 2 R

obtemos a chamada álgebra de Zamolodchikov-Fadeev

Z (�1)Z (�2) = S (�1 � �2)Z (p2)Z (p1)

Z� (�1)Z� (�2) = S (�1 � �2)Z� (�2)Z� (�1)

Z (�1)Z
� (�2) = S (�1 � �2)�1 Z� (�2)Z (�1) +m2� (�1 � �2)

(14.12)

Na álgebra-C* gerada pelos operadores de Zamolodchikov-Fadeev, de�nimos
formalmente o campo covariante

M3 x! � (x) =
1p
2

Z
R

d�
n
Z (�) e�ip(�)�x + Z� (�) eip(�)�x

o
=:

1p
2

Z
C

d�Z (�) e�ip(�)

(14.13)

onde temos introduzido as seguintes convenções

C := R [ �iR ; Z (� � i�) := Z� (�) ; p (� � i�) := �p (�) (14.14)

Esperamos que os campos � (f) espalhados por funções teste f 2 S (M)
sejam PFG's temperados, localizados em regiões cunha, conforme o teorema
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131. Nessa expectativa, de�nimos as álgebras de observáveis localizadas em
regiões cunha como no caso livre:

R (W ) := f� (f) ; S (M) ; supp (f) �Wg00 (14.15)

Mas de�nimos as álgebras de observáveis localizadas em regiões limitadas pela
interseção de álgebras de observáveis localizadas em regiões cunha

R (O) :=
\

O�W2W
R (W ) ; 8O 2 K (14.16)

Finalmente, de�nimos o que podemos chamar de programa bootstrap al-
gébrico (PBA) pelas seguintes tarefas:

PBA.1) Deduzir as propriedades necessárias da função S (�) para que 14.12
de�na uma *-álgebra, e 14.15-14.16 de�nam uma rede quântica local.

PBA.2) Provar que as propriedades de S (�) encontradas emPBA.1 são su-
�cientes para que a correspondência O ! R (O) seja de fato uma rede quântica
local.

PBA.3.) Veri�car a expectativa de que S (�) é a matriz de espalhamento
de duas partículas do modelo construído.

Até agora, apenas a terefa PBA.1 foi desenvolvida, conforme passamos a
descrever suscintamente.

Primeiramente, obtemos uma realização concreta dos operadores de Zamolodchikov-
Fadeev no espaço de Fock H do campo escalar auto-dual livre �0:

Z�(�)a�(�1):::a�(�n)
 :=

8<: a�(�)a� (�1) :::a�(�n)
 ; � > �1 > ::: > �n

via relações 14.12 para outras situações

Z (�) := conjugado hermitiano de Z (�) 8� 2 R
Naturalmente, consideramos a representação covarianteU do grupo de Poincaré

da teoria livre agindo sobre a rede formal R, de�nida no espaço de Fock. Disso
obtemos que o vetor 
 2 H que de�ne o estado de vácuo da teoria livre tam-
bém de�ne o estado de vacuo da rede formal R. Nesse caso, assumindo que a
propriedade de covariância modular é satisfeita, temos pelo teorema 129:

JW = SscJ0W ; �it
W = �it

0W = U (�W (�2�t))
onde Ssc deve ser a matriz de espalhamento da rede formal R.

Da exigência de que a teoria seja local e satsifaça a condição KMS, obtemos
a relação formal

JWR (W ) JW � R (W )0 (14.17)

Da caracterização do grupo modular pela propriedade KMS também temos:

adU (�W (�2�t)) satisfaz a KMS w.r.t. (R (W ) ;
) (14.18)



14.3. MÉTODOS CONSTRUTIVOS 159

Proposição 134 A condição (14.18) implica que a função S (�) deve satisfazer
a simetria de cruzamento

S (�) = S (i� � �) ; 8� 2 R
A partir daqui, escrevemos os operadores localizados em regiões limitadas

do espaço-tempo em termos de uma série formal in�nita de produtos de Wick
de operadores de Zamolodchikov-Fadeev espalhados por funções meromorfas na
faixa st (�i�; 0) (utilizamos as convenções (14.14)

A =
X
n2N

1

n!

Z
C

:::

Z
C

an(�n; :::; �1) : Z(�1):::Z(�n) : d�1:::d�n

Esperamos que os coe�cientes an (�n; :::; �1) sejam os fatores de forma da
teoria, satisfazendo as propriedades assumidas pelo programa bootstrap; em
particular, eles devem satisfazer as seguintes condições de contorno

an+2(� + i� + i"; �; �1; :::; �n) ' 1

"

"
1�

nY
i=1

Ssc(� � �i)
#
an(�1; :::; �n)

Aqui terminamos dizendo que os resultados parciais concordam com nossas
expectativas, mas que as conclusões de�nitivas dessas idéias aguardam pesquisas
futuras.
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Appendix A

SL (2; C ) e Representações

O grupo de Lorentz L"+ é o subgrupo conexo das isometrias lineares do espaço
de Minkowski

L"+ =
�
� :M!M linear = g�� = ������g�� ; det� = 1 ; �00 > 0

	
(A.1)

O grupo de Poincaré P"+ é a parte conexa do grupo das isometrias do es-
paço de Minkowski, sendo portanto dado pelo produto semi-direto do grupo das
translações R4 pelo grupo de Lorentz L"+

P"+ = R4 
L"+ ; (a1;�1) � (a2;�2) = (a1 +�1a2;�1�2) (A.2)

O grupo de Lorentz L"+ é conexo mas não simplesmente conexo; seu recobri-
mento universal é

SL (2; C ) := fA 2M2�2 (C ) ; detA = 1g (A.3)

com a aplicação de recobrimento dada por

 : SL (2; C ) ! L"+ de�nido pela regra: \ (A) x := Ax̂A� 8x 2 R4 (A.4)

onde1

b : R4 !M2�2 (C ) ; x̂ :=

�
x0 + x3 x1 � ix2
x1 + ix2 x0 � x3

�
Como o grupo das translações espaço-temporais é simplesmente conexo,

temos que o recobrimento universal do grupo de Poincaré é dado por

~P"+ = R4 
 SL (2; C ) (A.5)

1Que  é de fato a aplicação de recobrimento, segue-se da identidade

det (x̂by) = x � y ; 8x; y 2 R4

161
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com aplicação de recobrimento (usando o mesmo símbolo )

 : ~P"+ ! P"+ ;  (a;A) = (a;  (A)) (A.6)

Notamos que o recobrimento universal do grupo de Poincaré tem grau dois,

�1 (�) =
n
~�;�~�

o
; 8� 2 P"+

Notação 135 Os elementos de ~P"+ são sinalizados com um acento `�', indi-
cando sua imagem em P"+ pela aplicação de recobrimento

~P"+ 3 ~g !  (~g) = g 2 P"+
Para todo g 2 P"+, um ~g 2 ~P"+ está determinado a menos de um sinal.

O grupo de Poincaré próprio P+ é o subgrupo das isometrias do espaço de
Minkowski que preserva a orientação; é dado por

P+ = P"+ _[rP"+ = P"+ _[r1P"+
onde2

r :M!M ; r (x) = �x
r1 :M!M ; r1 (x) =

��x0;�x1; x2; x3�
Para o caso do recobrimento do grupo de Poincaré, de�nimos ~P+ como

sendo uma extensão central de ~P"+ com respeito ao grupo Z2 ' f1; rg ' f1; r1g,
realizado por endomor�smos de ~P"+ :

r  � ; �
�
a; ~�

�
:= (�a; )

r1  j ; j
�
a; ~�

�
:=
�
r1a; �1 ~��1

�
~P+ := Z2
 ~P"+ ; e : ~P+ ! ~P"+

A.1 Representações e Spinores

Em geral, espinores �são quantidades que se transformam de acordo com rep-
resentações irredutíveis de SL (2; C )�. As representações de SL (2; C ) são clas-
si�cadas em dois grupos, conforme seu centro f�I; Ig seja representado triv-
ialmente ou não: uma representação u de SL (2; C ) é chamada representação
bosônica se o centro fI;�Ig de SL (2; C ) é trivialmente representado, e é chamada

2A re�exão na origem só preserva a orientação em espaço-tempo de dimensão par.
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representação fermiônica no caso contrário. Essa distinção deve-se ao fato de
que o recobrimento universal do grupo de Lorentz ter grau dois. Portanto,
de�nimos

representação bosônica (�one valued�): u (I) = u (�I)
representação fermiônica (�two valued�): u (I) 6= u (�I)

Proposição 136 Qualquer representação u0 : L"+ ! U (h) do grupo de Lorentz
possuiu induz uma representações de SL (2; C ) via aplicação de recobrimento,
i.e.

u := u0 �  : SL (2; C ) ! U (h)

Inversamente, uma representação u : SL (2; C ) ! U (h) do grupo SL (2; C )
induz uma representação do grupo de Lorentz via aplicação de recobrimento
u =: u �  se e somente se u (�I) = u (I).

Prova. A primeira a�rmação é trivial, e a segunda a�rmação segue-se do
isomor�smo

SL (2; C )

fI;�Ig ' L
"
+

No que segue, apresentamos todas as representações espinoriais de SL (2; C )
com dimensão �nita.

A.1.1 Representações Irredutíveis de SL (2; C )

Para cada j; k 2 N nós de�nimos o espaço de Hilbert

h(j=2;k=2) := simetrico C 2 
 :::
 C 2| {z }
j

�simétrico C 2 
 :::
 C 2| {z }
k

(A.7)

= expansão linear

8><>:� 
 :::
| {z }
j

� _� 
 :::
 _�| {z }
k

; �; _� 2 C 2
9>=>;

=

(
�(�)( _�) =

�
��1;:::;�j _�1;:::; _�k 2 C ; �ji ;

_�ki = 1; 2
�

totalmente simétrico nos �'s e nos �'s

)

(; ) : h(j=2;k=2) � h(j=2;k=2) ! C ;
�
�(�)( _�); �

0
(�)( _�)

�
:=

X
(�)( _�)

���1:::�j � _�1::: _�k

(A.8)
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d(j=2;k=2) : SL (2; C ) ! B �h(j=2;k=2)�
d(j=2;k=2) (A) (� 
 :::
 � � _� 
 :::
 _�) :=

�
A� 
 :::
A� �A _� 
 :::
A _�

�
or

d(j=2;k=2) (A) ��1;:::;�j _�1;:::; _�k :=
P

(�)( _�)A�1�1 :::A�j�jA _�1 _�1
A _�k _�k

��1;:::;�j _�1;:::; _�k

Teorema 137 Toda representação irredutível de SL (2; C ) é unitariamente equiv-
alente a

�
d(j=2;k=2); h(j=2;k=2)

�
para algum j; k 2 N.

Observação 138 Note que d(j=2;k=2) (�I) = (�1)j+k d(j=2;k=2) (I). Portanto,
a representação d(j;k) é bosônica ou fermiônica se (j + k) é par ou ímpar, re-
spectivamente.

Para j; k 2 N, dizemos que as representações
�
h(k=2;j=2); d(k=2;j=2)

�
e
�
h(j=2;k=2); d(j=2;k=2)

�
são conjugadas (complexas), desde que

d(k=2;j=2) (A) ' d(j=2;k=2)
�
A
�
; 8A 2 SL (2; C )

Portanto, nós escrevemos

h(k=2;j=2) = �h(j=2;k=2) ; d(k=2;j=2) = �d(j=2;k=2)

Observação 139 Uma representação d e sua conjugada �d são em geral inequiv-
alentes, embora estejam relacionadas conforme acima.

Mencionamos que, as rerpesentações (chamadas contragradientes)

SL (2; C ) 3 A! d(j=2;k=2)
�
AT
��1

SL (2; C ) 3 A! �d(j=2;k=2)
�
AT
��1

são equivalentes às representações d(j=2;k=2) e �d(j=2;k=2), respectivamente, com a
equivalência dada pela matrix

� = i�2 =

�
0 1
�1 0

�
Isso decorre da identidade�

AT
��1

= �A��1 ; 8A 2 SL (2; C )

Representações conjugadas podem ser compostas, no que podemos chamar
de representações-dobradas

H(j;k) := h(j=2;k=2) 
 �h(j=2;k=2) =

( 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
; �(�)( _�) 2 h; �(�)( _�) 2 �h

)
(A.9)

(; ) : H(j=2;k=2) � H(j=2;k=2) ! C (A.10)  
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
;

 
�0
(�)( _�)
�0(�)( _�)

!!
:=
�
�(�)( _�); �

0
(�)( _�)

�
+
�
�(�)( _�); �

0
(�)( _�)

�
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D(j=2;k=2) := d
(j=2;k=2)


 �d(j=2;k=2) : SL (2; C ) ! B (H) (A.11)

D (A)

 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
:=

 
d (A) �(�)( _�)
�d (A) �(�)( _�)

!

Em representações-dobradas (H;D), as operações de paridade P e re�exão-
temporal T podem ser linearmente representadas por operadores D (P) e D (T)
satisfazendo as relações de comutação do grupo de Poncaré completo P ; também
um operador de conjugação de carga D (C) pode ser de�nido de modo que
comute com todas as transformações de SL (2; C ). Essas representações são
únicas módulo fase. Pondo

�(j;k) := � 
 :::
 �| {z }
j

� � 
 :::
 �| {z }
k

onde � := i�2 =

�
0 1
�1 0

�

nós de�nimos3

D (P) :

 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
! i(j+k)mod2

 
0 (�1)j �(j;k)

(�1)k �(j;k) 0

! 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
(A.12)

D (T) :

 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
!
�
�(j;k) 0
0 �(j;k)

� ��(�)( _�)
��(�)( _�)

!

D (C) :

 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
!
�

0 1
1 0

� ��(�)( _�)
��(�)( _�)

!
Nesse caso,

D (PCT)

 
�(�)( _�)
�(�)( _�)

!
= z

 
(�1)j 0

0 (�1)k
! 

��(�)( _�)
��(�)( _�)

!
(A.13)

onde temos de�nido a fase

z =

�
1 se j + k é par (caso bosônico)
�i se j + k é ímpar (caso fermiônico)

(A.14)

Exemplo 140 (Rotações e Boosts) Os levantamentos dos boosts e das ro-
tações em torno de uma direção espacial n̂ são dados por

~�n̂ (t) = et
1
2 n̂�~� = cosh (t=2) I + sinh (t=2) n̂ � ~� ; t 2 R

~Rn̂ (�) = e�
i
2 n̂�~� = cos (�=2) I + sin (�=2) n̂ � ~� ; � 2 R

3

i(j+k)mod2 =

�
1 se j + k é par
i se j + k é ímpar

�
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onde temos as matrizes de Pauli

�1 =

�
0 1
1 0

�
; �2 =

�
0 �i
i 0

�
; �3 =

�
1 0
0 �1

�
Observação 141 (Spin) De�nimos o spin da representação d(j=2;k=2) pelo número
s = j+k

2 . Pela identidade acima, temos

d(j=2;k=2)

�
~Rn̂ (2�)

�
= (cos (�))

j+k
I = (�1)2s I

A.1.2 Representações Unitárias Irredutíveis Padrão de ~P"+
As representações unitárias do recobrimento do grupo de Poincaré são total-
mente classi�cadas e estão divididas em dois grupos: padrão e não-padrão.

As representações padrão do recobrimento do grupo de Poincaré correspon-
dem às representações espinoriais de SL (2; C ); são caracterizadas por dois
parâmetros (m; s) onde m � 0 é a massa da representação e s 2 1

2N é o spin da
representação. Explicitamente:

�
u(m;s); h(m;s)

�
.

Caso Massivo: m > 0

h(m;s) := h(j=2;k=2) 
 L2
�
�+m; d�m

�
onde temos o hiperbolóide de massam e correspondente medida Lorentz-invariante

�+m =
�
p 2M = p2 = m; p0 � 0

	
, d�m (p) =

d3~pp
2p0

; p0 =
p
m2 + ~p2

e

u(m;s) : ~P"+ ! U
�
h(m;s)

�
;
�
u(m;s)

�
a; ~�

�
 
�
(p) := eia�pd(j=2;k=2)

�
~R
�
~�; p
��

 
�
��1p

�
onde temos a rotação de Wigner em SL (2; C ) (sendo � =

�
�0; �1; �2; �3

�
as

matrizes de Pauli)

~R
�
~�; p
�
:= ~L (p) ~�~L�1

�
��1p

�
; ~L (p) =

r
p � �
m

Caso Massa Zero: m = 0

h(0;s) := L2
�
�+0 ; d�0

�
onde temos o hiperbolóide de massa m = 0 e correspondente medida Lorentz-
invariante

�+0 =
�
p 2 M = p2 = 0; p0 � 0

	
, d�0 (p)
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e (o índice `11' indica o correspondente elemento de matriz)

u(0;s) : P"+ ! U
�
h(0;s)

�
;
�
u(s;0)

�
a; ~�

�
 
�
(p) := eia�p

�
d(s;0)

�
~R
�
~�; p
���

11
 
�
��1p

�
onde temos a rotação de Wigner em SL (2; C )

~R
�
~�; p
�
:= ~L0 (p) ~�~L

�1
0

�
��1p

�
~L0 (p) =

1p
p0 + p3

�
p0 + p3 p1 � ip2

0 1

�

A.1.3 Representações Unitárias Irredutíveis Padrão de ~P+

Para obtermos representações unitárias

�
U(m;s)(�) 

�
(p) = D(j=2;k=2)(i�2) (��p) (A.15)�

u(~j) 
�
(p) = D(s)(i�3)D

(s)(i�2) (�jp) = D(s)(i�1) (�jp)

De�nição 142 (Representação Própria de ~P+) Sejam m � 0 e j; k 2 N.
A representação (m; j=2; k=2)-espinorial própria de ~P+ é a representação irre-
dutível unitária fortemente contínua de energia positiva de ~P+ de massa m e
spin (j=2; k=2).

Observação 143 A razão para a importância das representações unitárias em
física quântica deve-se ao fato da noção de grupo de simetria ser de�nida por
representações projetivas, as quais correspondem a representações lineares da
extensão central do grupo sobre o próprio espaço de Hilbert dos estados. Pre-
cisamente, temos os seguintes teoremas [147],[9]:

Teorema 144 Qualquer transformação projetiva num espaço de Hilbert é de�nida
por um operador unitário ou anti-unitário, o qual é único módulo fase.

E também [8]:

Teorema 145 Toda representação projetiva do grupo de Lorentz induz uma
representação unitária do seu recobrimento universal SL(2; C ).
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Appendix B

Teoria Modular

B.1 Teoria Modular de Tomita-Takesaki

Referências para provas e detalhes: [137], [22], [23], [135].

De�nição 146 (Álgebra de von Neumann Padrão) Seja H um espaço de
Hilbert, R uma álgebra de von Neumann em H e 
 2 H um vetor.

Dizemos que 
 é cíclico para R quando

R
 = H
Dizemos que 
 é separante para R quando

A;B 2 R; A
 = B
) A = B

Dizemos que o par (R;
) constitui uma álgebra de von Neumann padrão
quando vetor 
 é cíclico e separante para R.
Proposição 147 Um vetor 
 2 H é cíclico para R se e somente se ele é
separante para o comutante R0.

No que segue, considere (R;
) sendo uma álgebra de von Neumann padrão
no espaço de Hilbert H.
De�nição 148 (Operadores de Modulares) Sendo 
 cíclico e separante para
R e R0, estão bem de�nidos em H os seguintes operadores anti-lineares

S0 : R
! R
 ; S0A
 := A�


F0 : R0
! R0
 ; F0A
0
 := A0�


Vale que S0 � F �0 e F0 � S�0 ; portanto, S0 e F0 são operadores fecháveis,
donde podemos de�nir

S := S0 e F := F0

169
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cujos domínios têm cores R
 � Dom (S) e R0
 � Dom (F ).
Pela decomposição polar de S [113, Section VIII.3], de�nimos a involução

modular J e o operador modular �

S = J�1=2 ;

8<: J é um operador anti-linear involutivo

� é um operador linear auto-adjunto positivo

Chamamos S de operador de Tomita, J de involução modular e � de oper-
ador modular da álgebra de von Neumann padrão (R;
).

Vale

S� = F = J��1=2 ; F � = S = J�1=2

�� = � ; J� = J�1 ; J�J = ��1

O teorema fundamental da teoria modular:

Teorema 149 (Tomita-Takesaki [137]) Vale

adJ (R) = R0 ; ad�it (R) = R ; 8t 2 R

Chamamos de grupo modular o grupo um-parêmetro �t := ad�it de endo-
mor�smos em H.

Para um estado ! 2 R�, podemos tomar um vetor unitário 
 2 H tal que
! = (
; �
). Se de�nimos H(R;
) := R
, temos, temos:


 é cíclico para R em HR
e


 é separante para R se e somente se ! é �el,

i.e.: A 2 R; ! (A) = 0) A = 0

Portanto, dada uma álgebra de von Neumann R no espaço de Hilbert H um
estado �el ! 2 R�, podemos de�nir a teoria modular para (R;
) num subespaço
de Hilbert ~H � H adequado. No que segue, utilizaremos esses conceitos.

B.1.1 Grupos Modulares e Cociclo-de-Connes

No que segue, considereR sendo uma álgebra de von Neumann agindo no espaço
de Hilbert H.

Teorema 150 (Connes [48]) Sejam ! e ' dois estados �éis sobre R, e �! e
�' os grupos modulares correspondentes.
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Existe uma aplicação1 fortemente contínua u : R ! U (R) satisfazendo:

i) ut+s = ut�
t
! (us) ; 8t; s 2 R

ii) �t' (A) = ut�
t
! (A) u

�
t ; 8t 2 R; 8a 2 R

iii) 8A 2 R; 9 F : st (0; 1)! C analítica, tal que
F (t) = ' (utA) e F (t+ i) = ! (Aut) ; 8t 2 R

Portanto, os grupos modulares de uma álgebra de von Neumann com respeito
a diferentes estados �éis diferem por cociclos que generalizam a condição KMS.

Teorema 151 (Guido-Longo [79]) Seja R uma álgebra de von Neumann, !
um estado �el e  um automor�smo de A.

Seja ut () :=
�
D! � �1 : D!�

t
o Cociclo-de-Connes do par de estados !,

! � �1. Vale
ut+s () = ut ()�

t
! (us ())

 (�t! (A)) = ut�
t
! ( (A))u

�
t () ; 8A 2 A

(B.1)

B.2 Teoria Modular Espacial de Rie�el-van Daele

Para provas e detalhes vide [116], [102].

B.2.1 Estrutura Simplética

Seja (H; (; )) um espaço de Hilbert sobre o corpo dos números complexos.

De�nição 152 (Estrutura Simplética de H) A estrutura simplética de (H; (; ))
é a terna (0;_;^) de operações de�nidas na classe dos subconjuntos H: o com-
plemento simplético

H �M !M 0 := f 2 H = = (';  ) = 0 8' 2Mg (B.2)

a interseção simplética

H �M ! (M ^N) :=M \N (B.3)

a união simplética

H �M;N ! (M _N) := (M [N)
00 (B.4)

De�nimos também, o fecho simplético de um subconjunto de H

H �M !M c :=M 00 (B.5)

1Dada um álgebra-C* A, U (A) signi�ca o grupo dos elementos unitários de A.
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Proposição 153 Seja M 2 H um subconjunto não-vazio. Então:
i) M 0 é o complemento ortogonal de M com respeito ao produto interno real

< (; ) multiplicado pelo fator `i':

M 0 = iMr?

ii) M 00 é o fecho (topológico) da expansão R-linear de M :

M 0 = hMi
Em particular

M 00 �M ; M 000 =M 0 (B.6)

iii) Se fMjgj2J é uma família de subconjuntos de h, então0@_
j2J

Mj

1A0 = ^
j2J

M 0
j e

0@^
j2J

Mj

1A0 = _
j2J

M 0
j (B.7)

Prova. Denotamos por M? o complemento ortogonal de M com respeito
ao produto interno (complexo) (; ) e por Mr? o complemento ortogonal de M
com respeito ao produto interno real < (; ).

Trivialmente,

< ('; i ) = �= (';  ) e = ('; i ) = < (';  ) ; 8';  2 H
Portanto

M 0 = f 2 H = < ('; i ) = 0 8' 2Mg = iMr?

M 00 =
�
� 2 H = < ( ; i�) = 0 8 2 iMr?	 =Mr?r? = hMi

e

M 000 = i hMir? = iMr? =M 0

Agora 0@_
j2J

Mj

1A0 = i

*[
j2J
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+r?
=
\
j2J

i hMjir? =
^
j2J

M 0
j

e 0@^
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j

+
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j
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B.2.2 Teoria Modular Espacial

De�nição 154 (Subespaços Padrão) Sejam K;L < H um par de subespaços
fechados em H.

Dizemos que o par (K;L) é padrão em H quando

K \ L = f0g e K + L = H

Se K é um subespaço real fechado de H, dizemos que K é padrão em H
quando (K; iK) é um par padrão em H.

No que segue, consideramos K;L < H formando um par padrão em H e
denotamos as respectivas projeções ortogonais por

P : H ! K ; Q : H ! L

A partir destes, de�nimos os seguintes operadores

R := P +Q ; ~R := P �Q

Mostra-se que o operador R é injetivo e satisfaz 0 � R � 2, donde conclui-se
(pela teoria espectral) que estão bem de�nidos os grupos

R 3 t! Rit

R 3 t! (2�R)it

En�m, por decomposição polar de�nimos a conjugação modular espacial j:

~R =: jT ;

8<: j é uma isometria parcial

T é um operador positivo

Também de�nimos o operador modular espacial

� := (2�R)R�1

e o operador de Tomita espacial

s = j�1=2

Vale:

s : (K + L)! (K + L) ; s(u+ iv) := u� iv ; 8u 2 K; 8v 2 L

O grupo modular espacial (de unitários) é de�nido por:

R 3 t! �it := (2�R)it R�it
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Proposição 155 Vale

j�itj = �it ; 8t 2 R
e

hj�; �i � 0 ; 8� 2 K ; hj�; �i � 0 ; 8� 2 L
Teorema 156 (Tomita-Takesaki Espacial) Vale

jK = iL? ; jL = K?

�itK = K ; �itL = L

A situação da teoria de Tomita-Takesaki é obtida a partir da teoria de Rie�el-
van Daele pela especialização L = iK:

A relação entre o operador de Tomita S e o operador de Tomita espacial
s de�nidos respectivamente na teoria modular de Tomita-Takesaki e na teoria
moduar de Rie�el-van Daele, pode ser facilmente estabelecida:

Proposição 157 Seja (R;
) uma álgebra de von Neumann padrão em H.
Seja Rsa := fA 2 R = A� = Ag < B(H) e K := Rsa
 < H.
Então, K é um subespaço real padrão de H e o operador de Tomita espacial

s associado a (K; iK) coincide com o operador de Tomita S associado a (R;
).

Os operadores modulares espaciais podem ser caracterizados por certas pro-
priedades. Vejamos primeiro o caso de j e depois de �.

Proposição 158 (Caracterização de j) Seja K < H um subespaço real padrão
de H e s = j�1=2 o correspondente operador de Tomita espacial.

Então, j é o único operador ortogonal auto-adjunto satisfazendo as seguintes
condições

jK = K?

(ju; u) � 0 ; 8u 2 K

(jv; v) � 0 ; 8v 2 K?

De�nição 159 (Condição KMS) Seja U = fU(t)gt2R um grupo um-parâmetro
de unitários fortemente contínuo em H.

Seja M < H um subespaço real.
Dizemos que U satisfaz a condição KMS com respeito a K quando para todo

u; v 2 H, existe uma função f : st [�1; 0] ! C , limitada e contínua, analítica
em st (�1; 0) tal que

f (t) = (U (t)u; v) and f(t� i) = (U (t)u; v) ; 8t 2 R
(Para cada u; v 2 H, se existe uma função-KMS correspondente então ela é
única, pelo princípio de re�exão de Schwartz.)
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Proposição 160 (Caracterização de �) SejaK < H um subespaço real padrão
em H e seja

�
�it
	
t2R o grupo modular correspondente.

Então �it é o único grupo um-parâmetro fortemente contínuo de unitários
em H tal que 8<: �itK = K ; 8t 2 R

�it satisfaz a condição KMS com respeito a K

Um fato interessante é que a condição KMS mais certa condição de mini-
malidade implicam na propriedade padrão:

Teorema 161 Seja fU(t)gt2R um grupo um-parâmetro fortemente contínuo de
unitários em H.

Seja K um subespaço real de H com respeito ao qual U(t) satisfaz a condição
KMS.

Seja K0 o menor subespaço real de K invariante sob ação de U(t).
Então, U(t) satisfaz a condição KMS com respeito a K0.
Além disso, K0 \ iK0 = f0g :
Seja H0 := K0 + iK0 < H.
Então K0 é um subespaço real padrão de H0 com grupo modular espacial

�it = U(t)jH0 .
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