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0.2 Resumo

Esta tese trata da estrutura modular da fisica quantica local,
mostrando como ela pode ser usada na analise de propriedades gerais
e na construcao de modelos desta teoria. Especificamente:

- Focalizamos a origem modular da simetria espago-temporal e
das simetrias de gauge global em circunstancias gerais e nos ca-
sos particulares das teorias quirais locais e das extensoes locais dos
modelos de correntes (4lgebras de Weyl dos modelos de correntes
abelianas sobre S');

- Definimos a localizagcao modular de estados na teoria quantica
local e na teoria de Wigner e deduzimos suas propriedades bésicas.

- Discutimos o uso da teoria modular na construcao de mode-
los de teoria quantica local e apresentamos trés possiveis métodos
construtivos, sendo um deles especifico para o caso particular dos
modelos integraveis massivos no espago-tempo bidimensional.

Abstract

This thesis deals with the modular structure of local quantum
physics, showing how it can be used to analyse general properties
and to construct models of this theory. Specifically:

- We focus the modular origin of space-time symmetry and global
gauge symmetries in general and also in the special cases of local chi-
ral theories and local extensions of current models (the Weyl algebra
of Abelian currents over S');

- We define the modular localization of states within local quan-
tum theory and Wigner theory and we deduce its basic properties.

- We discuss the use of modular theory in the construction of
models of local quantum physics and present three possible con-
structive methods, one specifically for the case of massive integrable
models on the two-dimensional spacetime.
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0.3 Proélogo

A Fisica tem conseguido compreender e descrever varias instancias da realidade
através de teorias que s3o ao mesmo tempo simples, precisas e belas. E impor-
tante notar que essas caracteristicas referem-se a aspectos distintos das teorias:
a simplicidade refere-se aos principios fundamentais (sendo estes tanto mais sim-
ples quanto mais gerais e abrangentes forem); a precisao refere-se a concordancia
entre a descrigao tedrica e o fato experimental (algo considerado demarcador do
que é uma teoria cientifica, e que tem sido verificado na descrigao fisica desde
escalas subatomicas até escalas cosmicas); mas a beleza refere-se tanto a teo-
ria quanto aos proprios tedricos - € uma idéia subjetiva, dependente de fatores
histéricos e socioldgicos - talvez nao seja tao 1util na pratica quanto as outras
nocoes mas é pelo menos tao importante, porque desperta o interesse e a in-
spiragao do fisico - talvez seja indefinivel, mas assim mesmo vale uma tentativa
(sem qualquer pretengao de ser original): o belo nas teorias fisicas é a harmonia
que se percebe na descricdo matemdtica do mundo?.

O tema, a motivagdao e a metodologia

Nesta tese discutiremos exclusivamente aspectos teéricos da fisica de particu-
las elementares no formalismo da fisica qudntica local, também chamada de for-
mulagao algébrica da teoria quantica de campos. O motivo primordial para
tanto é o proprio desejo de obter um entendimento teérico mais completo da
fisica de particulas elementares, particularmente em vista da falta de abrangén-
cia e fundamentagao conceitual e matemaética por parte das teorias que atual-
mente descrevem essa categoria de fendémenos.

Atualmente, nossa compreensao dos fendmenos da fisica de altas energias é
representada pelo Modelo Padrao das Particulas Elementares, baseado na teo-
ria de perturbacdo renormalizada. E notavel o sucesso dessa teoria totalmente
fundamentada nos principios da teoria quantica e da teoria da relatividade (es-
pecial), que consegue previsdes teoricas compativeis com os dados experimen-
tais até ordem de grandeza 10~ !!. Entretanto, a teoria perturbativa possui
limitacoes intrinsecas quanto & sua aplicacdo na fisica de particulas e sua am-
pla utilizacdo (talvez por ser intuitiva para muitos) ocorre apenas as custas
da clareza conceitual e do rigor matemético; isso aliado a falta de conquis-
tas recentes (todas as suas principais descobertas ocorreram antes do ano de
1975) talvez seja a razdo para que a partir dessa abordagem surgissem tantas
especulagoes fantasticas tidas por “teorias revolucionarias” mas sem qualquer
corroboragao empirica?. O problema parece ser que pela ado¢do de um formal-
ismo matemdtico inadequado para exprimir principios fisicos entendidos como
fundamentais, elabora-se artisticamente uma “teoria” que tem aparéncia cien-
tifica mesmo sendo ambigua e obscura, e que fascina ao pretender explicar tudo

1A idéia de uma harmonia no universo tem acompanhado o desenvolvimento da ciéncia
desde seus primoérdios na era moderna, tendo encontrado destacada expressao em Kepler.

2Destaca-se aqui a teoria das cordas e similares, que mesmo sem ter gerado qualquer
previsao teorica ou algum conhecimento novo além daquele referente a si propria, é por muitos
considerada ser a propria “teoria de tudo”.
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ainda que ndo consigua descrever nada®. Em contraste, podemos dizer que a
fisica qudntica local constitui-se numa formulagdo matemdtica axiomdtica ab-
solutamente rigorosa dos principios fisicos da teoria qudntica e da teoria da
relatividade com a qual esperamos alcancar uma descricao tanto mais simples
quanto mais ampla e completa dos fenémenos naturais.

E importante notar que os principios fisicos ndo sao dogmas (verdades uni-
versais eternas) mas sim hipdteses bastante gerais sobre o comportamento da
matéria (abstraidos de situagoes experimentais descritas por modelos fenomenolégi-
cos e semi-fenomenologicos, tais como a teoria de perturbagao renormalizada); e
os axiomas que definem tais principios nao constituem uma palavra final sobre
0s mesmos, mas sim uma formulagao matematica tentativa, escolhida dentre
as possiveis segundo nosso conhecimento e conveniéncia. Tendo esse ponto de
vista, dificilmente somos levados a crer que a teoria fisica para expliar uma de-
terminada categoria de fendmenos naturais deva ser de uma maneira e nao de
outra sem que realizemos uma devida comparagao critica, tal como indicamos
superficialmente aqui.

A Fisica e a Matematica da Teoria Quantica Local

A escolha da teoria matemética sobre a qual definir a teoria fisica é tao
fundamental quanto a propria abstragao de principios fisicos gerais a partir das
situagoes experimentais e modelos teéricos particulares. Realmente, estes dois
procedimentos se entrelacam porque o proprio “fato fisico” € uma mistura dos
dois: tanto a elaboragao de modelos fenomenolégicos que descrevam as situagoes
experimentais requer um formalismo matemaético preliminar, quanto a escolha
desse formalismo matematico se assenta em pressupostos que ja extrapolam as
situacdes experimentais®.

De acordo com o formalismo geral da fisica quantica, a fisica quantica local
é definida por axiomas sobre uma rede de algebra de operadores indexada pelas
regioes do espago-tempo. Nesse caso, o objeto basico da teoria é a propria rede
de algebras locais e nao meramente as algebras locais que constituem a rede: a
informagao fisica da teoria esta codificada nas relagoes de inclusio das algebras
locais, sendo que nada significa uma 4lgebra local considerada isoladamente °.
Aqui, mesmo o espago-tempo perde seu carater fundamental desde que deixa de
ser o “lugar” em que ocorrem os fenémenos fisicos para ser apenas o ente que
define a estrutura local da rede®. Isso nao quer dizer que podemos descartar
o espago-tempo da teoria, pelo menos se pretendemos descrever particulas nos

3Esta situacdo parece-se com aquela da alquimia: estid fundada numa linguagem poética
e hermética que define a realidade e a verdade, por sua vez acessiveis somente aos proprios
alquimicos.

4Por exemplo, o principio da incerteza foi descoberto por Heisenberg a partir da teoria
da transformacao desenvolvida por Jordan e Dirac, e ndo por notar que sdo de certa maneira
mutuamente exclusivos os dispositivos experimentais para medida de posi¢do e velocidade de
particulas atomicas. De fato, ele diz ter sido inspirado pela observagdo de Einstein de que “é
a teoria que decide o que pode ser observado” [93].

5De fato, sob certas circunstancias gerais todas as algebras locais sdo isomorfas entre si -
ao tnico, modulo isomorfismo, fator hiperfinito do tipo III;.

6De fato, ha generalizagdes da teoria quantica local sem que haja um espago-tempo sub-
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termos da teoria do espalhamento, mas deixa claro que a teoria das inclusoes de
algebras (de von Neumann) revela-se essencial para a analise das propriedades
estruturais das teorias quanticas locais. De fato, encontramos aqui trés tipos
béasicos de inclusoes de algebras de von Neumann: inclusées canénicas, inclusoes
modulares e inclusées cindidas (ou seja, com a propriedade de cisdo).

A Estrutura Modular da Teoria Quantica Local

Esta tese focaliza a estrutura modular da teoria quantica local. Esta es-
trutura aparece em duas circunstancias distintas da teoria: por um lado ela
define uma propriedade caracteristica do setor de vacuo, chamada de covaridn-
cia modular, e por outro ela define os estados de equilibrio termodinamicos, via
propriedade KMS. Nao é entao surpreendente que a estrutura modular revele
que as restricoes de estados para algebras locais apresentem propriedades tér-
micas; mas é particularmente intrigante que a restricao do estado de vacuo para
as algebras de regides tipo cunha revele uma analogia com a termodindmica dos
buracos negros, via efeito Hawking-Unruh.

A estrutura modular da teoria quantica local nos fornece meios para analisar
as propriedades da rede de algebras locais, tais como suas simetrias. Dizemos
que uma simetria tem origem modular quando ela pode ser obtida diretamente
a partir da estrutura modular. Nesse sentido, a simetria de Poincaré tem origem
modular, e possivelmente as simetrias de gauge global também (fato plenamente
verdadeiro no caso de certas teorias quirais). Outra aplicagdo da estrutura
modular estd numa caracterizagao intrinseca das ‘perturbagoes locais do vacuo’,
inspirada na qual definimos a localizagdo modular, tanto na teoria quantica
local quanto na teoria de Wigner (que descreve uma particula relativistica livre).
Percebemos que essa noc¢ao é importante na elaboracao de métodos de contrugao
de modelos de teoria quantica local pelo fato de ser suficiente para a construgao
de modelos livres.

Modelos de Fisica Quantica Local

Apesar das muitas propostas para definir uma teoria fisica unificando a
mecéanica quantica e a teoria da relatividade (especial), até agora nenhuma delas
foi plenamente satisfatéria no sentido de possuir sélida formulagao matematica e
ampla corroboragao experimental. A fisica quantica local ndo est4 fora desta re-
gra, pois os modelos que até agora possui ndo podem descrever situagoes fisicas
realizaveis - sdo todos modelos que descrevem particulas livres (sem interagao,
no sentido de que a matriz de espalhamento é igual & identidade). Podemos
avaliar a necessidade de construgao de modelos nao-triviais de teoria quantica
de campos e da fisica quantica local a partir dos seguintes pronunciamentos:

“De fato, o Problema Principal da teoria quantica de campos reduziu-
se a mata-la ou curd-la: ou mostramos que as idealizagoes envolvidas

jascente (como vemos nas teorias quirais locais). Além disso, idéias recentes apontam para
um formalismo que evita o uso do espago-tempo como conceito fundamental [84],[86],(87]!.
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nas nogoes fundamentais da teoria (invariancia relativistica, mecanica
quantica, campos locais, etc.) sdo incompativeis em algum sentido
fisico, ou colocamos a teoria na forma de uma linguagem pratica
para a descrigdo da dinamica das particulas elementares.” (Streater-

Wightman, [132])

“O problema principal, a questao de saber se os postulados fun-
damentais sdo compativeis apenas com uma matriz-S trivial (i.e.
S = 1), sendo portanto fisicamente inadmissiveis, parece tdo difi-
cil que a maioria dos pesquisadores da area julga-o sem esperangas.
Foi possivel ignorar essa questao até agora, porque pudemos tratar
muitos problemas solaveis e ndo-triviais.” (Jost, [97])

“A Fisica Quantica Local nao tem adquirido muita publicidade. Por
que nao? Eu acredito que temos encontrado idéias interessantes. In-
felizmente, elas nao sao tao amplamente conhecidas ou apreciadas
como deveriam. Mas ha algo mais. No6s temos focalizado [apenas]
principios gerais, sua implementacao e consequéncias. Nos apresen-
tamos um formalismo e uma linguagem, mas nenhuma teoria especi-
fica.” (Haag, [88])

Infelizmente, mesmo a construcao de modelos nao-triviais a despeito de suas
aplicagoes fisicas, tem-se revelado extrememente dificil. Uma dessas dificuldades
estd na conjun¢do das propriedades de localidade e condi¢io espectral [19, Fore-
word]; outra, pensamos, ¢ a falta de uma relagao explicita entre o espectro de
particulas e o espectro de cargas (ou seja, uma correspondéncia entre a teoria
do espalhamento e a teoria dos setores de superselegao).

O estudo da teoria quantica local nos mostra que sua estrutura modular
deve fornecer a chave para resolvermos o problema de construir modelos com
interagdo. Além da construgdo modular de teorias livres, é através da estrutura
modular que estabelecemos relagoes entre a condicao espectral e a localidade,
ou que vislumbramos caracterizagoes algébricas das teorias com interagao. En-
fim, foi pensando em aplicar a teoria modular para construir modelos de teoria
quantica local que esta tese foi elaborada; mas se ainda nao alcangamos éxito,
podemos pelo menos dizer que ja obtemos vérios resultados positivos.
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Sumario 1 A Introducao motiva o desenvolvimento da fisica qudntica local
e do conceito de localizagcao modular partindo das teorias qudnticas de campos;
apresenta didaticamente as idéias bdsicas no caso especial do campo escalar
massivo auto-dual livre e comenta os demais casos.

A Parte I (Fisica Quéntica Local) constitui uma introdugdo & fisica
qudntica local e & sua estrutura modular, apresentando suas definicées e pro-
priedades basicas. Nada neste capitulo € novo, exceto a prépria apresentag¢ao,
direcionada seqgundo nossos interesses.

Na Parte II (Simetrias Modulares) discutimos a idéia de que a partir
da estrutura modular é possivel obter as simetrias de uma teoria qudntica local,
especialmente a simetria espago-temporal e as simetrias de gauge global. Con-
sideramos particularmente o caso das teorias quirais, onde o conhecimento da
relagdo entre estrutura modular e simetrias é mais completo, e especializamos
nossa andlise para o caso dos modelos de correntes abelianas, onde podemos
exibir explicitamente alguns operadores modulares de especial interesse.

A Parte III (Localizagdo Modular) é dedicada tanto & defini¢do e andlise
do conceito de localizagdo modular em fisica qudntica local e na teoria de Wigner,
quanto a construcao modular dos modelos livres da teoria qudntica local a partir
desse conceito.

A Parte IV (Constru¢cio Modular de Teorias Qudanticas Locais) dis-
cute a aplicagdo da teoria modular na construgcao de modelos de teoria qudntica
local.

Os Apéndices foram acrescentados para servir ao terto principal como
referéncia para conceitos, teoremas e formulas matemdticos. Eles sdo simpli-
ficados, mas indicam literatura que aborda os assuntos de modo sistemdtico e
completo.

A Bibliografia contribui para que esta tese sirva como introdugdo a fisica
qudntica local e aos topicos aqui abordados, contendo referéncias G discussoes
mais completas e a trabalhos originais e de importdncia historica, além daquelas
contendo as provas omitidas no texto.

Observagao 2 Procuramos mostrar nesta tese as diversas aplicagoes da estru-
tura modular na fisica qudntica local. A extensdo da tese reflete palidamente a
extensao dessas aplicagoes, pelo que poderiamos ter nos extendido mais nao fos-
sem nossas limitagoes de tempo. Nossas idéias e resultados originais compoem
dois artigos submetidos para publicagcdo em revistas especializadas:

L. Fassarella, B. Schroer, Wigner Particle Theory and Local Quantum Physics,
Jornal of Physics A;

L. Fassarella, B. Schroer, Modular Origin of Chiral Diffeomorphisms and the
Fuzzy Analogs in Higher Dimensional Quantum Field Theory, Physics Letters
B.
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0.4 Espaco-tempo, Notagoes e Convencgoes

Aqui, apresentamos a notacido e convengoes que serdo utilizadas ao longo da
tese.

0) Simbolos Matematicos

Numeros Complexos

Dado um nimero complexo z € C, denotamos sua parte real por R (2) e sua
parte imaginaria por < (2).

Definimos para cada par de nameros reais a,b € R com a < b as faixas
complexas fechada e aberta de largura b — a:

stla,b] ={z€C/a<S(2)<b} e st(a,b)={2€C/a<T(z) <b}

Classes de Operadores Lineares

Dado um espacgo de Hilbert #, utilizamos a seguinte notagao:

L (H) := classe dos operadores lineares (limitados ou ndo-limitados) agindo em H
B (H) := classe dos operadores lineares limitados agindo em #
U (H) := classe dos operadores untarios agindo em #

I) O Espago de Minkowski e sua Estrutura Causal.

Como ocorre em geral na fisica de particulas, tomamos o espago de Minkowski
como modelo do espago-tempo, com o grupo de Poincaré representando o grupo
de simetrias espago-temporais. O espago de Minkowski M é definido como sendo
o espago linear R* com métrica pseudo-Riemanniana

n:REXRY 5 R, p(z,y) = a%0 — olyt — 2%y® — 2393 (1)
Outra notagoes para a agao de 7 sdo
n(z,y) =z y=zy" ="z, , Yo,y € R

Utilizamos a seguinte terminologia para classificar os vetores do espago de
Minkowski:

tipo-tempo v2 >0
tipo-luz 2 =

tipo-espaco v2 <0
causal v2 >0

v € M & um vetor quando , respectivamente

(2)
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Analogamente, temos a seguinte terminologia para classificar as curvas continuas
difetenciaveis v : (a,b) — M:

tipo-tempo v (s)" >0
é uma curva tipo-uz uando V() = Vs € (a,b) , respectivamente
Y tipo-espago d v (s)> <0’ ) TSP '
causal 7' (s)> >0

(3)

Dizemos que uma curva continua vy : R — M é completa quando sua imagem
v (R) é um subconjunto fechado de M. Portanto, as curvas completas do tipo-
tempo, tipo-luz, tipo-espago ou tipo-causal tendem para o infinito (do respectivo
tipo) quando seu parametro tende para +oo.

A estrutura causal do espago de Minkowski é dada pela relagao simétrica de
“disjun¢ao causal” entre subregioes:

01,05, C M, O1 x O2 & néo existe curva causal conectando Oy e Oz (4)

onde ‘x’ 1é-se “... € causalmente disjunto de...”.

O complemento causal, o fecho causal e a sombra causal de uma regido
O C M sao definidos respectivamente por:

O':= {z € M / toda curva causal completa contendo z é disjunta de O}
(5)

0° := {z € M / toda curva causal completa contendo z intersecta O}

O' := {z € M / existe uma curva causal completa contendo z que intersecta O}
Vale:
01,0, CM, 01 x 0y & O C O,
e também
OCM,s 0°=0"

Observagao 3 Variedades Lorentzianas e Globalmente Hiperbolicas

A defini¢ao sao vdlidas para qualquer variedade Lorentziana.

IT) Grupo de Poincaré. Nesta tese, chamamos de grupo de Poincaré 'PI_
o subgrupo conexo do grupo das isometrias do espago de Minkowski, ou seja as
isometrias proprias e ortocronicas. Ele é o produto semi-direto do grupo das
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translagdes espago-temporais pelo grupo de Lorentz (préprio ortocrénico) EE_,
que por sua vez é o subgrupo conexo das isometrias lineares de M:

Pl=ReLll , (a,A): MM (6)

O grupo de Poincaré préprio P é o subgrupo das isometrias do espago de
Minkowski que preserva a orientagio. Ele é dado por”

P, =Plupt , Pt =-P]

IIT) Regides Especiais. Alguns tipos de regides especiais serao utilizadas
sistematicamante nesta tese, tanto por causa de sua geometria simples quanto
pelo fato de serem causalmente fechadas e formarem familias invariantes sob
acao do grupo de Poincaré.

Cones tipo-tempo. Para a € M,

Vf:{yeM/(y—a)2>0,i(y0—a0)>0} (7)
No caso especial do cone tipo-tempo com vértice na origem, temos
Vi::VOi:{yeM/ iy°>ﬁ}
Cones tipo-luz. Para a € M,
WE=yeM/ (y—a)’=0, £ (" —a’) >0

Cones tipo-espago. Para a € M e O C M limitada tipo-espago separada de

a?
C={a+sz;ze€0, s>0} (8)

Regibes tipo-cunha. Apresentamos duas defini¢des equivalentes para regioes
do tipo-cunha::

W1) Para zg,z1 € M taisque 23 =1, 2} = —lexp-z; =0,
W (zo,21) :={y € M/ |zo-y| < —z1-y} 9)
W2) Para ly,l> € OV distintos

W(li,b)={z=p —vhh+1* e M; pv>0;1- €M, I+ -1, =", =0}
(10)

O caso especial da cunha na direcio-z!

Wi ::W(el+eo,el—eg):{x€/\/l/xl>|x0|} (11)

"Lemramos que Pl = —Pl apenas em espagos-tempo de dimensao par.
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Diamantes. Para x1,z2 € M tais que zs € V;{
Opy,20 = Vi NV, (12)
Coletamos essas diversas regides em classes:
D := {diamantes} (13)
C := {cones tipo-espago}
Y := {cones tipo-tempo}
W := {regibes tipo-cunha}
IC := {regides causalmente completas}

Temos
K=DucCcuw

Pode ser mostrado que o grupo de Poincaré age transitivamente em cada uma
das familias acima. A familia das cunhas é gerada pela a¢ao das transformagoes
de Poincaré sobre a cunha Wy,

YW eW,3LePl /LW, =W (14)

IV) W-ReflexGes e W-Boosts. Nos consideramos as seguintes transfor-
magoes associadas & cunha Wi: a reflexdo no eixo de Wi, ou a Wi-reflexao

-1 0 00
[ o -t o0 .
mE=l g 0 10 |€7F (15)
0 0 01

a rotagao espacial de angulo 7 ao redor do eixo-z? , a Wj-rotagao

1 0 0 O
.o -1 0 o )
n=o o0 -1 o ePy (16)
0 O 0 1

e 0 grupo um-parametro de boosts que deixam W3 invariante, os Wi-boosts

cosh (¢) sinh(¢) 0 0
inh (¢ h(¢) 0 0

Ar (t) = Smo() C"SO() Do |ertier (17)
0 0 0 1

Nos fixamos uma familia de transformacées de Poincaré {Ly; W € W} in-
dexada pela familia de cunhas e satisfazendo

LyWi=W ,YWeWw (18)
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Entao, definimos para cada cunha W € W, a W-reflexao, a W-rotagdo e os
W -boosts correspondentes

W = LwrlL;Vl , Tw = LWTI1L17Vl , Aw (t) := Lw A4 (t) La,l (19)

Essas defini¢es de rw, ry, (7) e Aw sdo independentes da transformacao
de Poincaré Ly € ’Pl escolhida, devido ao seguinte lema:

Lema 4 As transformagées de Poincaré que deizam a cunha Wi globalmente
invariante comutam com r1, r; e Ay;

g e /PL gW1 =Wy = gri=r1g, gry =19, gh1 (t) = A1 (t) g (Vt € R)

Este é um caso particular da proposi¢cao 108.
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Chapter 1

Introducao

Esta introducgao pretende salientar suscintamente a importancia da localiza¢do
modular na construgao de modelos de teoria quantica local, além também de
colocar em perspectiva a fisica qudntica local em relagao & teoria geral dos
campos quantizados. Em nossa abordagem aqui, consideramos primeiramente o
campo escalar massivo auto-dual livre para introduzir os conceitos e resultados
béasicos; depois mencionamos os demais casos livres e por fim descrevemos a rede
de algebras de observaveis de uma teoria quantica local.!

1.1 Campo Massivo Escalar Auto-dual Livre

A Particula Livre Escalar Massiva

Segundo Wigner, uma particula relativistica é descrita por uma represen-
tagdo unitaria irredutivel do recobrimento universal do grupo de Poincaré

u:PL = U(b)

-) h & um espago de Hilbert e
onde :
-) U (h) é o espago dos operadores unitéarios agindo em b

No caso de uma particula escalar massiva, o espago de Hilbert é dado
pelo conjunto das funges quadrado-integraveis com respeito & medida Lorentz-
invariante do hiperbol6ide de massa:

rh={peM/p=m?, p" >0}
72 (Tt 5

lPara seguir nossa argumentagio é suficiente um conhecimento bésico de teoria quantica
de campos (principalmente dos campos livres), conforme apresentado, por exemplo, em [141].
Conceitos de analise funcional serdo apropriadamente (embora sem qualquer pretengdo de
rigor) definidos ao longo do texto sempre que forem necessarios.

7
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e a representacao do grupo de Poincaré é definida por

w:PL = Ub) , (u(a,A) @) (p) = ePp (A1p)

A partir da representagdo unitaria (u, h), construimos canonicamente o es-
paco de Fock associado:

- Hoym = C
— el) ®n
M= Hsym HE, := expansdo linear de{ ¢ ® ...®@ p; 9 €hp ,n>1
n=0 —_———

n

e a representagao unitaria do grupo de Poincaré induzida:

U:’PI_—)Z/{(H) , (U(a,A)<p®...®<p> =u(a,A)p®..0u(a,A)p , ¥neN

n
n

(1.1)
O estado de vacuo é definido pelo vetor
Q=(1,0,..)eH

O vacuo e seus miultiplos sdo os tinicos estados invariantes sob acao da repre-
sentagao U, i.é

U(g)Q=9 Vge Pl

O Campo Escalar Massivo Auto-dual Livre

Como é bem conhecido, o campo escalar massivo auto-dual livre é uma
distribuicao (temperada) tomando valores em operadores sobre o espago de Fock
H

S(M)3 f— A(f) = /Mf(r)A(r) dz (1.2)

definida em termos de um nicleo?

1

MBx%A(x):W

[ Erramrerta @) a1

2Qcasionalmente utilizamos a seguinte terminologia: o ntcleo A (z) chamamos de campo
(escalar) pontual e o operador A(f) chamamos de campo (escalar) espalhado pela fungéo
teste f € S (M).
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definido em termos dos operadores de criagao a* (p) e aniquilagao a (p), os quais
satisfazem por sua vez as relacées candnicas de comutacdio®

[a(p1),a(p2)] = [a* (p1),a* (p2)] =0
, Vp1,p2 € Th (1.4)

la(p1),a* (p2)] =dr,, (p1 — p2)

Os campos espalhados possuem um dominio comum denso no espago de
Fock, a saber:*

o0
1
D := (D HE" = expansio linear { e := —9p®..Q0p; pehs (1.6)
ne:% v §€9N n! T/
dado pelo subespago sobre o qual estao definidos os operadores de criagao e
aniquilagao. Sobre elementos desse dominio comum temos definidas as operagoes
de soma e produto de campos.
Chamamos de dlgebra polinomial a *-algebra de operadores definida pelos
campos espalhados (i.e., o conjunto das somas de produtos finitos de campos
espalhados e seus conjugados hemitianos)

P := *-algebra{A(f) ; f € S(M)} (1.7)

A Localizagao Off-Shell

Fisicamente, a idéia relativistica de localizacao consiste na propriedade de
que operagoes (ou medidas) realizadas em regides causalmente disjuntas nao se
influenciam (ou sdo compativeis). No caso especifico que estamos tratando,

30s operadores de criacio e aniquilacio espalhados por uma fungio-de-onda 1 € h sio
definidos explicitamente no espago de Fock por:

a@) [e®..®0| =W,0)|e®..00p
N——— N——
n n—1
n
() |e@..0p| =) [¢a.0pavpape..00
N— k—0 T T
n n—

Nesse caso, as relagdes candnicas de comutagdo assume a forma

{ [a* (1), 0" (2)] = [a(¥1) ,a (¥2)] = 0
[a(¥1),a" (Y2)] = (Y1, %2)

4Lembramos que os vetores do tipo

e%:@%w@...@soe?{(wEh) (1.5)

neN "’
n

sao chamados de estados coerentes.
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podemos definir matematicamente essa nogao de localizagdo por uma corre-
spondéncia entre os observdveis e regioes do espago-tempo

M>30—-PO)CP

satisfazendo a propriedade de que operadores associados a regides causalmente
disjuntas comutam entre si:

0; x 02, Fi € P(Ol), Fy e P(Oz) - [Fl,Fg] =0 (].8)

onde ‘x’ lé-se “...€é causalmente disjunto de...” (defini¢do 4).

O que chamamos de localizag¢io off-shell é definida diretamente pelo suporte
das fungoes-teste:

M>0 — P(O) :=*-algebra{A (f) ; f € S(M), supp(f) C O} (1.9)
Por célculo direto, verificamos que essa defini¢ao satisfaz a condigao (1.8).
Observagao 5 Simbolicamente:

Suporte das Funcoes-teste = Localizacao off-shell

Algebras de Observaveis Locais

A partir da algebra polinomial (que é uma algebra de operadores nao-
limitados definidos no dominio comum D) e da localizagdo off-shell definimos
naturalmente uma rede® de dlgebras de operadores limitados:

5Com efeito, basta verificar as relagdes de comutagio para os mondmios de campos es-
palhados (o que é quase trivial)! Assim, considere duas funcdes-teste f1, f2 € S(M) com
suportes contidos em regies causalmente disjuntas O1 x O2; temos (diretamente das relagdes
de comutagdo dos operadores de criacdo e aniquilagdo (1.4):

A(f)A(f2) = /M fi () dz /M f2 (4) dy {A () A (3)}

- f1(z) de f2 (y) dy
~Jo, (2m)3/2 Jo, (2m)%/? /F,t dﬂ(pl)/r; du (p2) X

x (7717 (2) + e#17at (2) (P2 Va(y) + eP2 Vat (y))

f d; f d
01 (227(;1;?’:/5 o (125:;?’,/: /an dﬂ(pz)/r; dp (p1) X

X (e‘ipZ'ya (y) + eP2¥at () (e_ipl'za (z) 4 eP1%qF (z))
= [ wr) [ n@daw @)

M M
= A(f2) A(f1)

6Por rede de dlgebras subentendemos que a correspondéncia O — R (O) & isotonica, i.é:

01,02 C M, O1 C Oz ~»R(0O1) C R(O2)
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M>30 = R(0):=P((0)" (1.10)

P (O ={A€B(H) | (Ap,F) = (F*p,A"y), VF € P (0'),¥p,¢ € D}

onde O' é o complemento causal de O (definigdo 5).e ¢ ¥’ significa o comutante
fraco (definido precisamente pela expressdo acima).

Para cada O C M, a algebra R (O) é uma algebra de von Neumann em
H (i.e. *-subalgebras fracamente fechadas de B(#H)) chamada de dlgebra dos
observdveis localizados em O (apesar do fato dessas algebras conterem elementos
que ndo sdo auto-adjuntos). A correspondéncia O — R (O) é chamada de rede
qudntica local. Definimos a 4lgebra universal (dos observaveis quase-locais) pelo
fecho (na topologia da norma) da unido de todas as algebras de observaveis
locais

A:= |J R(0)CBH) (1.11)
ocM

Descrigao On-Shell

Apesar dos observaveis locais (elementos de ) terem sido definidos a partir
dos campos (elementos de P), podemos obté-los diretamente a partir da rep-
resentacao de Wigner, numa descricao que chamamos de on-shell. Para tanto,
seré essencial considerar a seguinte relagdo natural entre func¢oes-teste e fungoes-
de-onda, definida pela restricio da transformada de Fourier das fun¢ées-teste
ao hiperboldide de massa:

SM) 3 f—pp=(p):=f| ., €L* (T}, du(p)) (1.12)

jans

f(p) = ﬁ /M e*ip-wf (x) dx

Notamos imediatamente que

AN = [ (os @ at)+2r Gle’ @) du )

Portanto, é natural considerarmos o chamado campo de Segal (definido em ter-
mos de fungbes-de-onda ao invés de fungoes-teste):

130-0) == [ {o@am +ome @d  (113)

A partir dos operadores de Segal definimos os operadores de Weyl:

h3p—W(p) :=e®® (1.14)
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Os operadores de Weyl sdo operadores unitarios que satisfazem as relagdes
canodnicas de comutag¢io (CCR)

W (@) W () = e S@IW (o + ) (1.15)

e a seguinte tdentidade de conjuga¢ao

W(p)" =W (-¢) (1.16)

Finalmente, definimos a dlgebra de Weyl associada ao espago simplético (b, )
(conforme o apéndice B.2.1) como sendo a C*-algebra gerada pelos operadores
de Weyl

Weyl(h) := C*-algebra{W (¢) ; ¢ € b} (1.17)
Como conseqiiéncia quase imediata da identidade
A(f) = V38 (¢p) , VfESM) (118)
obtemos que a algebra de observaveis coincide com a algebra de Weyl:”
A = Weyl (h) (1.19)

Observagao 7 Temos mostrado que a dlgebra de observdveis possui uma de-
scrigio on-shell (ou seja, definida diretamente a partir da representagio de
Wigner); resta-nos mostrar que também a localizagdo definida pela rede qudntica
local (1.10) possui uma descri¢io on-shell.

Localizagdo Modular (On-Shell)

Para obtermos uma descrigao on-shell da localizacao, recorreremos as re-
lagoes do tipo Paley-Wiener que existem entre propriedades do suporte das
fungées-teste e propriedades analiticas das fungées-de-onda definidas pela for-
mula (1.12). Essas relagdes podem ser estabelecidas para fungbes-de-onda com
suporte em regides arbitrarias do espago-tempo [112], mas aqui basta-nos con-
siderar a situa¢io mais simples das regides tipo-cunha (defini¢io 9 ou 10)

Wy :={zeM; |af:0| <z}

QEPI‘V‘* g::ng

"Vale o seguinte teorema:

Teorema 6 (Stone-von Neumann) Eziste uma tnica dlgebra-C* gerada por operadores
satisfazendo as relagées CCR (1.15) e Cdo (1.16), mddulo *-isomorfismos.
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as quais temos associadas seguintes transformagoes de Poincaré (defini¢des 15,
16, 17, 19)8

-1 0 0 0 1 0 0 O
. 0 -1 0 0 1 | 0 -1 0 0 +
ry = o o0 10 |€ Py, = 0 0 -1 0 |€ P, (1.20)
0 0 01 0 0 0 1
cosh (t) sinh(f) 0 O
| sinh(¢) cosh(¢) 0 O +
AL (2) = 0 0 1 0 € P. (teR)
0 0 0 1
) ,_ -1 a1 L -1
gEPL, ~ rw,:=grig ~ , rw,:=gr1g  , Aw,:=ghg

Teorema 8 (Vide secdo 12.1.2) A) Se o suporte da fungdo-teste f € S (M)
estd contido numa regido cunha W, entao a func¢do

R3¢t — u(Aw (—27t)) p5
possui uma continuacdo analitica na faiza
st(=1/2,0):={2€C; —-1/2< S (z) < 0}

definida pela extensio de ¢y a uma certa subregido do hiperboldide de massa
complezo.

Além disso, o valor de bordo u(Aw (im)) @5 define uma fungdo-de-onda no
hiperboldide da massa com energia negativa:

Lo 39— 95(0) = (w(Aw (in)) ¢5) (rwq)

B) Vale também que para qualquer regiGo O C M, é denso no espago das
fungoes-de-onda b o conjunto das fungoes-de-onda @y dadas por fungdes-teste
f €S (M) com suporte contido em O.

As relagoes tipo Paley-Wiener dadas nesse teorema sio expressas na teoria
de Wigner intrisecamente em termos de sua estrutura modular, definida a partir
das transformagoes de Poincaré associadas as regides cunha. Para definir essa
estrutura modular, temos que extender a representagao u do grupo de Poincaré
’Pl a uma representacao (anti-)unitdria do grupo de Poincaré préprio Py (con-
forme definigdo 105); isso conseguimos simplesmente definindo a representagdo
das inversoes ry’s; em nosso caso particular, temos explicitamente:

u(rw) :h = b, (u(rw) @) (p) = ¢ (—rwp) YPET, (1.21)

8Geometricamente, r; é a reflexdo nos eixos ‘ozy’ e ‘ot’, r] é a rotagdo espacial de angulo
m em torno do eixo ‘oz3’ e A1 é um grupo l-parametro de boosts que deixam a regiao cunha
W1 invariante.
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Enfim, a partir da féormula (1.21) e do teorema acima, para cada regido
cunha W C M esta bem definido sobre um subconjunto denso de h o chamado
operador de Tomita espacial (vide capitulo 12)

sw = u(rw)u(Aw (it)) (1.22)

e, finalmente: se o suporte de uma fungdo-teste f € S (M) estd contido na
regido cunha W C M, entdo a fungao-de-onda ¢s pertence ao dominio do
operador de Tomita espacial sy e também é deizada invariante pela ag¢ao deste
operador:

¢r € Dom (sw) , swer =5

Com efeito,

©r (—p)
1
1

=¢ps(p) ,VpeT}

Agora podemos definir a correspondéncia entre regioes do espago de Minkowski
e subvariedades do espago dos estados h que chamamos de localizagio modular
da teoria de Wigner:

(swer) (p)

/ e~z f(z)dz
M

M>D0 =bhr(0):= () br(W) (1.23)

wWoO

hr (W) :={p € Dom (sw) [/ swe = ¢} V regido tipo-cunha W C M

E possivel mostrar que para toda regido nao-vazia @ C M com comple-
mento causal nao-vazio, o espago hr (O) é um subespago real padrio de b, i.é,
satisfazendo:®

hr (O) +ihr (O) é denso em h
(1.24)
hr (0)Nihr(0) =0

Entao, nessas circunstancias fica bem definido o seguinte operador de Tomita
espacial associado & regiao O:

50 : (hr (0) +ihr (0)) — (br (O) +ibr (0)) , so (v +ivh) = ¢ — i (1.25)

Essa formula generaliza para regides arbitrarias (com complemento causal nao-
vazio) a féormula do operador de Tomita espacial associado a regides wedge
(1.22).

9Este ¢ um resultado anélogo ao teorema Reeh-Schlieder (18), dado pela parte B do teo-
rema acima.
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Observagao 9 Simbolicamente:
Analiticidade das Funcgées-de-onda = Localizacdo Modular (on-shell)
O fato fundamental que justifica toda essa construcao é o seguinte teorema:
Teorema 10 Para toda regigo O C M, vale
R (0) = Weyl (hr (0))

Observagao 11 Podemos resumir os fatos apresentados até agora dizendo que:
nao apenas a dlgebra de observdveis 2, mas também a propria rede qudntica local
(definida pela correspondéncia)

O —R(O)

pode ser obtida diretamente da representa¢ao de Wigner (h,u), via localizagdo
modular.

Estrutura Modular

A estrutura modular da teoria de Wigner é naturalmente extendida para o
espago de Fock:

Hr (O) := Rlinear expansao de {e¥; ¢ € hr (0)} (1.26)

So : Hr(0) = Hr (0) , Spe? :=e°°%

Para toda regiao O com complemento causal ndo-vazio, Hg (O) é um subespago
linear padrao do espago de Fock # e Sp é um um operador anti-linear bem
definido, chamado de operador de Tomita da regidgo O.

Proposigao 12 Para qualquer regiaco O C M com complemento causal nao-
vazio, o correspondente operador de Tomita So € caracterizado por:

R (O)Q € um core de So
(1.27)
SoAQ =A*Q | VAeR(0)

Generalizagoes

A localizagao modular e a construgdo modular de redes quanticas locais livres
estdo definidas para qualquer representagdao prépria do (recobrimento universal
do) grupo de Poincaré proprio (105) Py, embora nos casos de helicidade in-
finita (“torres de spin”) a localizagao esteja restrita a regides do espago-tempo
contendo cones tipo-espago. Contudo, essa generalizacdao nao é realizada triv-
ialmente; as principais dificuldades sao as seguintes:
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1) Para spin/helicidade nao-zero, é preciso resolver o problema da presenca
da rotagdo de Wigner na representagao de Wigner (se usamos a técnica analitica
descrita nesta tese).

2) Na construgdo modular das algebras de observaveis, utilizamos o chamado
Functor de Weyl nos casos de spin/helicidade semi-inteiro par e utilizamos o
Functor de Clifford nos casos de spin/helicidade semi-inteiro impar (refletindo
a conecgao entre spin e estatistica dos campos quanticos).

3) Para os casos de spin-infinito, a expectativa é de que os subespagos de
localiza¢do modular hr (O) sejam triviais para regides “menores” do que cones
tipo-espago (sugerindo que as possiveis “particulas” de helicidade-infinita sejam
objetos extensos semelhantes a cordas semi-infinitas).

1.2 Fisica Quantica Local

O fato da rede de &algebras de observaveis de um sistema de campos livres ser
fisicamente interpretada sem mencionar dos campos quanticos associados e tam-
bém por ser construida diretamente das subrepresentagoes irredutiveis da agao
covariante do grupo de Poincaré sobre os campos, sugere que podemos trata-la
como objeto fundamental da fisica de particulas.'® A fisica quantica local é uma
realizacao dessa idéia e esta constituida sobre um conjunto de axiomas extrai-
dos das propriedades basicas das teorias livres, possivelmente validas também
para teorias apresentando interacao nao-trivial. Nossa tarefa de construir tais
modelos de teoria quantica local com interagao significa obter uma realizagao
explicita dessa possibilidade.

A abordagem algébrica da fisica quantica local se justifica por definir os
principios basicos da fisica quantica relativistica num contexto tanto mais nat-
ural quanto mais amplo e rigoroso do que a propria teoria geral dos campos
quantizados.

No contexto da fisica quantica local sua estrutura modular surge muito nat-
uralmente como consequéncia direta do teorema Reeh-Schlieder. Esta estrutura
modular incorpora consideravel (talvez toda) informagao fisica da teoria; par-
ticularmente as interacdes, pela férmula

Ssc = SWSOW

relacionando os operadores de Tomita Sy e Sow da teoria original e da teo-
ria livre subjascente (definida pela teoria do espalhamento), respectivamente,
de uma regiao cunha W com respeito ao estado de vacuo 2 através da matriz
de espalhamento S;.. Nessa formula, notamos que Sow e Ss. sdo caracteriza-
dos pelas particulas e interagoes descritas pela teoria, donde concluimos que
o operador de Tomita da teoria original Sy é determinado por tais dados de
espalhamento, sem necessidade de qualquer outra informagao adicional.

10Esse ponto de vista & reforcado também pelo fato da rede de algebras locais ser intrinse-
camente determinada pela interagdo (matriz de espalhamento), ainda que esteja associada a
uma infinidade de sistemas de campos quanticos (pertencentes & mesma classe de Borchers).
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O fato nao trivial relacionando os operadores de Tomita das regides tipo-
cunha com o espectro de particulas da teoria (as subrepresentagoes irredutiveis
da agdo covariante do grupo de Poincaré) e também por tras da férmula acima
é a propriedade chamada covaridncia modular:

Para toda cunha W C M, o grupo modular associado satisfaz:

AP = U (Aw (i)

Essencialmente, a covariancia modular relaciona as transformagoes geométricas
associadas as regides cunha a operadores algébricos (modulares) das correspon-
dentes &lgebras de observaveis no setor de vicuo, atravéz da agao covariante do
grupo de Poincaré.

Construgao Modular de Modelos de Teoria Quantica Local

Os métodos de constru¢do modular de teorias quanticas consistem basica-
mente em partir do conhecimento da estrutura modular da teoria o dada pela
correspondéncia

(u,h) + Ssc - {So,Hr(0)} (1.28)
———— —_———
particulas + interacédo estrutura modular

para obter (de algum modo) a rede quantica local:

{So,Hr(0)} —  {R(O)}
~—_——— ————
estrutura modular rede quéantica local

Mencionamos trés possibilidades discutidas nesta tese para realizar uma essa
correspondéncia:

i) O Método Espacial, baseado na caracterizagio dos cones naturais dada
por Alain Connes;

ii) O Método Hologrdifico, baseado na idéia de construir uma teoria quantica
local a partir de um conjunto de teorias em espago-tempo em dimensao inferior;

iii) O Método PFG, que utiliza os chamados geradores livres de polariza¢ao
do vdcuo.
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Fisica Quantica Local
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Chapter 2

Axiomas e Propriedades

Relatividade e Mecanica Quantica

A teoria da relatividade e a mecdnica qudntica foram desenvolvidas na primeira
quarta parte do século XX, motivadas tanto pela descoberta de incongruéncias
experimentais quanto por consideragoes basicamente tedricas acerca da fisica
classica, a qual compreende a mecanica de Newton, o eletromagnetismo de
Maxwell e tudo o que havia sido construido a partir desses. Essas novas teorias
foram revolucionéarias porque fundamentadas em principios fisicos que levaram a
um entendimento da realidade fisica radicalmente diferente daquela sustentada
pela fisica classica. Esses principios tém se mostrado extremamente adequados
para a descricao da realidade fisica, e neles estao os fundamentos da fisica qudn-
tica local e de tantas outras teorias, tais como a teoria dos campos quantizados
(capitulo 5), a teoria causal, a teoria da perturbagdo renormalizada [141, Chap-
ter 12], o formalismo da integral-de-caminho, a teoria de matriz-S [14, Chapter
14], o formalismo LSZ [14, Chapter 13] e a mecdnica qudntica relativistica (de
particula) [44],[45],[46],[47].

Rede Quantica Local

A fisica qudntica local se caracteriza pela idéia de que toda informacgao fisica
deve estar contida nos observdveis, donde temos que o objeto fundamental da
teoria é a chamada rede de dlgebras de observdveis locais, ou seja, uma corre-
spondéncia entre regioes do espago-tempo e algebras-C* satisfazendo as pro-
priedades de isotonia, localidade e covaridncia de Poincaré.

Numa generalizacao da mecanica quantica, podemos considerar que um sis-
tema fisico é caracterizado por suas propriedades (mensuraveis), que por sua vez
sao definidas por referéncia a dispositivos experimentais, os quais chamamos en-
td30 de observaveis fisicos do sistemal!; portanto, defimos uma teoria quantica

1Um ponto de vista semelhante:

“Um ‘sistema fisico’ € um conjunto de ‘quantidades fisicas’, que sdo definidas
operacionalmente através dos valores médios de varios tipos de experimentos.
Estes sao experimentos idealizados, que medem quantidades macroscopicas por

21
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como sendo uma relagao entre a classe dos observaveis fisicos O e a classe dos
operadores auto-adjuntos de uma algebra-C* 2

O — AUgq

Entao, se assumimos que pode ser definida uma relagao entre regices do espago-
tempo e os subconjuntos dos observaveis fisicos nelas localizados

M>DO0=9(0)CO

esta se traduz numa relacao entre regides do espago-tempo e subconjuntos da
algebra de observaveis 2,

MDO — A(O) C U,
Nesse caso, o principio de localidade pode ser definido pela exigéncia
01 x Oz = [A(01), A(02)] = {0}

que implica na compatibilidade (ou independéncia) das observagoes realizadas
em regioes causalmente disjuntas. Fssa € a estrutura essencial da fisica qudntica
local, e todos os demais conceitos que fazem parte da teoria podem ser entendidos
como meios para extrair dessa estrutura as informagoes que desejamos saber
sobre os sistemas fisicos.

Interpretacgao Fisica

A interpretacao fisica da teoria quantica local extende a interpretagdo min-
imal da mecanica quantica 2:

0) Observaveis e Estados: um sistema fisico = é uma classe de
objetos (podemos pensar em particulas) caracterizados por um con-
junto de propriedades definidas operacionalmente por outra classe de
objetos (dispositivos experimentais, instrumentos de medida) chama-
dos observdveis. As leis da teoria quéantica versam sobre o comporta-
mento de ‘ensambles’ estatisticos de sistemas =, chamados de esta-
dos.®> Uma medida significa a interagao (de exemplares) do sistema

leituras analogicas precisas, mas que provavelmente ndo dao valores definidos
para as quantidades fisicas do sistema. Neste caso, a quantidade ndo é medida
‘exatamente’ e pode ter qualquer um dentre varios possiveis valores, com varias
probabilidades.” (Segal, [128])

2A interpretagdo minimal consiste naquela interpretagdo (mais) puramente operacional,
subjascente a todas as demais intepretagées da mecanica quantica [42].

30 chamado corte de Heirsenberg, i.e. a divisio do universo em partes observadora e
observada (e o meio-ambiente restante) é realmente necessaria quando os sistemas fisicos
sao caracterizados operacionalmente, ainda que a “posi¢ao” do corte ndo tenha significado
intrinseco (ou seja, dependa de certas convengdes). Obviamente, esse procedimento ndo pode
ser aplicado numa descricdo do universo inteiro, mas é conveniente para nosso interesse em
descrever particulas.
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fisico com um instrumento de medida e a descricio matematica é
feita por um par estado-observavel (¢, A).

i) Quadro de Haag-Kastler: consideramos que E seja descrito

poruma correspondéncia entre regioes do espago-tempo e algebras-
C*

O = A0)

sendo que para cada regiao O do espago-tempo, os elementos auto-
adjuntos da algebra local A (O) e os funcionais lineares continuos
normalizados e positivos sobre esta algebra sao respectivamente os
observaveis e os estados do sistema, localizados nessa regiao®.

ii) Interpretagido Estatistica: a probabilidade relativa dos pos-
siveis valores para uma medida do sistema especificada por um par
(p, A) é dada pelo médulo dos coeficientes da decomposigio espec-
tral de ¢ com respeito a A; portanto, o valor médio destas medidas
é dado por ¢ (A4)°.

iii) Simetria Espago-Temporal: sistemas de coordenadas fixados
em referenciais inerciais sao fisicamente indistinguiveis, € o grupo de
Poincaré estabelece a correspondéncia entre as medidas realizadas
em diferentes sistemas de coordenadas.

Observagao 13 Nesta tese, como em geral, chamamos de “observdveis” os
elementos das dlgebras locais, sendo estes auto-adjuntos ou ndao. Isso consiste
apenas numa simplificacdo de terminologia, desde que qualquer operador de uma
dlgebra-C* ¢ uma combinacao linear de operadores auto-adjuntos:

_AtA AN
T2 Y

Enfim, definimos o conceito de rede quédntica local:

A

Axioma 14 (Rede Quantica Local) Seja A uma dlgebra-C* com unidade e
seja C*2A) a classe das subdlgebras-C* de 2 contendo a unidade.

40s axiomas da fisica quantica local se referem aos observaveis (ou mais precisamente, &
rede de observaveis) e ndo aos estados, pois os estados (ou mais precisamente, as vizinhangas
fracas destes) podem ser obtidos pelo monitoramento ou pela filtragem, que sdo processos
definidos em termos de observaveis.

5Um ponto de vista semelhante:

“Na interpreta¢cdo minimal, a mecanica quantica é considerada como uma
teoria fisica probabilistica, consistindo de uma linguagem (proposicdes sobre os
resultados de medidas), uma estrutura probabilistica (um conjunto convexo de
medidas de probabilidade representando as possiveis distribuigoes de resultados
de medidas) e lei probabilistica. Em adigdo, as probabilidades sdo interpretadas
como limites de freqiiéncias relativas de resultados de medidas, isto é, no sentido
de uma interpretagdo estatistica epistemoldgica ” (Busch-Pekka-Mittelstaedt, [42]
- traduzido)
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Uma terna (A, a, ) dada por uma correspondéncia
A:D— C*(Q)
e uma a¢ao do grupo de Poincaré
oz:'PI_ = Aut (A) , a(g) =y

€ dita ser uma rede qudntica local quando satisfaz as sequintes propriedades:
t) Isotonia

01,02, €D, O, CO2 = A(01) C A(O2)
it) Localidade
01,0, €D, 0, C Oy = A(01) C A(O)
i11) Covaridncia
a(a,A) A(0) C A(a+AO) , ¥(a,A) € PL, VO €D

1v) Propriedade Geradora®

A= U A(O) (C*limite-indutivo)
0eD

Notagao 15 Utilizaremos a sequinte terminologia, ocasionalmente com a omis-
sao dos adjetivos entre parénteses, conforme € usual:

A dlgebra-C* A chamaremos de dlgebra de observdveis (quase-locais) e as
dglgebras A(O) (O € D) de dlgebras de (observdveis localizados em) O. Também
definimos a dlgebra (de observdveis) local

oo := ] A(0)

0eD

Se (A, a,?) é uma rede quantica local (definida sobre regides do tipo dia-
mante), podemos definir as 4lgebras de observaveis das regides ndo compactas
pelo limite C*-indutivo das algebras de observaveis localizadas em subregioes
limitadas:

Oek, A(0):= |J A(QcH (2.1)

D>QCO

(A barra denota o fecho na topologia da norma.) Trivialmente, essa extensao da
rede quantica local para o conjunto de regioes causalmente completas /C preserva
as propriedades de isotonia, localidade e covariancia. No que segue, usaremos
essa defini¢ao sistematicamente

6 A propriedade geradora torna redundante mencionar a lgebra-C* 2 nessa definigio da
rede quantica local, mas é conveniente menciona-la para o bem da simplicidade.
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Definicdao 16 (Estados e Representagées da Rede Quantica Local) Seja
(A, a,?) uma rede qudntica local.

Um estado da rede é um funcional linear continuo positivo e normalizado da
dlgebra de observdveis A, i.e um elemento ¢ € A*.satisfazendo

p(A*A) >0 ,VAeA (positividade)

llp]] := sup { w(\lﬁ*HA) i A e A\ {O}} (normalizagdo)

Uma representacao da rede é uma *-representacdo da dlgebra de observdveis
A, i.e. uma aplicagdo linear m : A — B(H) no espago dos operadores lineares
limitados agindo num espago de Hilbert separdvel H que preserva a operagao de
conjugagao.

Para cada estado ¢ € 2A*, temos a representa¢io da rede definida pela con-

strugdo GNS [22, Section 2.3.3] para o par (AU, ¢), i.e. uma *-representagdo
Ty : A —= B(Hy) e um vetor Q, € Hy, (unicos modulo *-isomorfismos) tais que

o (A) Q, € denso em H,,
e

¢ (A) = (Qp, 7y (4)Qy) , VAEA

Nesse caso, obtemos dlgebras de von Neumann locais fechando fracamente a
representacao das dlgebras de observdveis locais:

R, (0) := 7, (A(O)" CH, ,VOED (2.2)

Chamamos a terna (Ry,, "y, Q) de representacdo GNS da rede (A, o, A) gerada
por .

Para que a fisica quantica local descreva particulas, é necessario que a &l-
gebra de observaveis admita estados satisfazendo certas propriedades especiais.
Certamente, é necessario a existéncia um estado descrevendo o espago-tempo
[13 1A
vazio”:

Definigdo 17 (Estado de Vacuo) Seja w um estado sobre A e seja (7, H, )
a representa¢ao GNS associada.

Dizemos que w é um estado de vdcuo da rede quédntica local (A, ) quando
este satisfaz as sequintes propriedades

vdcuo 1) Invaridncia Translacional: O estado de vdcuo € invariante sob
acdo das translagées espago-temporais

woa(a) =w , Ya € R

Nesse caso, a a¢ao das transla¢ées € unitariamente implementada no espago
de Hilbert H, i.e. existe uma representa¢do unitdria fortemente continua das
translacées do espago-tempo”

U:R* = U(H)

7A representacio U pode ser escolhida de modo que os operador-momentum é um ob-
servavel: P* € ()" [17].
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satisfazendo

Ua)Q =0

4
7w o a(a) = adU (a) o 7, , Va €K

Seja P = (Po,ﬁ) o gerador infinitesimal das translagées (conforme o teorema
de Stone [113, Section VIII.{])

U(a) =e'P*  Vae R

vdcuo 2) Condi¢io Espectral: O espectro de P pertence ao fecho do cone tipo-
tempo futuro

Spect (P) Cc V+

O estado de vacuo w é dito ser puro quando satisfaz uma (e portanto todas)
das seguintes condices equivalentes [3, Theorem 4.6]:

puro 1) 7 (A)" & um fator (7 (A)" N7 (A)' =C1)
puro 2) 7 (A) & irredutivel (7 (A)' = C1);

puro 3) Todo vetor de H translacionalmente invariante é proporcional a (2.
(2.3)

Apresentaremos agora algumas das propriedades basicas da rede quéntica
local

Propriedade Reeh-Schlieder

A propriedade Reeh-Schlieder diz que na representagao de vacuo cada ob-
servavel local corresponde a um tnico vetor de estado

UAioe DA AQ e H,

Esta relagao pode ser tornada biunivoca localmente, se consideramos para cada
algebralocal R (0) o conjunto R, (O) dos seus operadores afiliados® cujo dominio
contém o vacuo, entao

Ry (O)2 F+— FQeH,

Esse tipo de correspondéncia entre algebras de von Neumann e subespagos
vetoriais implica que cada teoria modular de Tomita-Takesaki define trivial-
mente uma teoria modular de Rieffel-Daele. Entretanto, o problema inverso
nao é trivial e nao possui solugao geral, embora seja um problema importante
para a fisica quantica local por estar relacionado com os aspectos contrutivos
da teoria.

8Se A & uma algebra atuando num espago de Hilbet #, entdo o conjunto dos seus operadores
afiliados é dado pelos operadores F' em H (limitados ou ndo) que comutam com o comutante

de A.



27

Teorema 18 (Reeh-Schlieder) Seja (A,a) uma rede qudntica local, w um
estado de vdcuo e (m,H,Q) a representa¢io GNS associada.
Se a representacao de vdcuo satisfaz a propriedade de aditividade fraca, i.e.

"

@)= J n(AO+z)| ,VOek
zEM

entdo o vetor de vdcuo Q € ciclico e separante para as dlgebras locais, i.e.

H=n(A(0)Q
, YOeK (2.4)
AcT(A0)", AQ=0= A=0

Para uma prova, vide [3, Theorem 4.14] ou [52, Theorem 1]. Nesta segunda
referéncia, temos uma generalizagio do teorema Reeh-Schlider apresentado aqui:
todo vetor do espago de Hilbert da representacio de vdcuo com a propriedade de
ser analitico para a energia € ciclico e separante para todas as dlgebras locais.
Além disso, o subespaco gerado por esses vetores € denso no espaco de Hilbert
da representa¢ao de vdcuo.

Em esséncia, o teorema de Reeh-Schlieder tem duas mensagens: a primeira
(ciclicidade) diz que qualquer estado da algebra de observaveis (no setor de
vacuo) pode ser arbitrariamente aproximado por estados produzidos a partir
do proprio estado de vacuo pela agdo de observaveis localizados em regioes
arbitrarias do espago-tempo; a segunda mensagem (separabilidade) diz que a
representacao de vacuo é localmente fiel, ou seja, que a algebra de observaveis

nao possui aniquiladores locais®.

Observagao 19 O teorema de Reeh-Schlieder é o fato fundamental para a ex-
isténcia da estrutura modular nas teoria qudnticas locais.

Propriedade de Cisao

As algebras locais na representagao de vacuo sdo em geral fatores hiperfinitos
do tipo III;. Esse fato é responsavel por diferencas essenciais entre a teoria
quantica local e a mecanica quantica. Entretanto, propriedade de cisao garante
certas semelhancas, tais como as seguintes:

1) existéncia de estados de equilibrio termodinamico em qualquer temper-
atura [37];

2) unicidade do estado de vacuo (para tanto, é suficiente a chamada pro-
priedade de cisao distal [61]) [26, Theorem 3.1];

90 teorema Reeh-Schlieder tem gerado certas discussdes entre teéricos devido a supostos
paradoxos decorrentes do mesmo (vide [90]). Contudo, néo existe nenhum paradoxo e o carater
anti-intuitivo do teorema Reeh-Schlieder deve-se meramente & estrapolacdo das condigoes
normais as quais estamos habituados: as excitagdes locais do vacuo ndo devem formar um
conjunto denso no espago de Hilbert dos estados se tém a energia limitada por dado valor -
fato relacionado com o requerimento de nuclearidade e propriedade split discutidos a seguir.
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3) é necessaria para se definir uma nocao de “entropia quantica” [122].

Essencialmente, a propriedade de cisao significa que a inclusdo ‘propria’ de
algebras de obervaveis é “intermediada” por um fator tipo I; precisamente:

Definigdo 20 (Propriedade de Cisdo) Dizemos que uma representagdo m :
A — B(H) rede quantica local (A, a) satisfaz a propriedade de cisdo quando

01,02 €D, 01 C Oy = 3 fator tipo IN CH | 7 (A(01))" C N C 7 (A(O0,))"
(2.5)

A propriedade de cisdo é também equivalente & propriedade de que as alge-
bras de observaveis localizadas em regioes causalmente disjuntas sejam estatis-
ticamente independentes'®; precisamente:

Proposigao 21 Seja (R, H,U,Q) a representagdo de vicuo de uma rede qudn-
tica local satisfazendo a propriedade Reeh-Schlieder.

Entdo, sao equivalentes:

i) a representacdo de vdcuo satisfaz a propriedade de cisGo;

ii) Para todo par de regices O1, 0> € D tais que Oy C Oy temos que Ry (O1)
e Ro (0s) sio estatisticamente independentes.

Para uma prova, vide [85, Proposition 5.2.1].

Observagao 22 Embora a propriedade de cisao nao tenha uma motivagdo fisica
explicita, ela € equivalente a ndo existéncia de limitagoes absolutas para se
preparar um estado localmente [32, section 2]. Ela decorre do requerimento
de nuclearidade que limita o espago de fase da teoria, evitando os “paradozos”
do teorema Reeh-Schlieder (vide [85, section V.5.1-2] e as referéncias citadas).

Dualidade de Causal

10

Independéncia Estatistica: Sejam #H um espago de Hilbert e R1 € R2 um
par de algebras de von Neumann agindo em .

Dizemos que R1 e R2 sdo estatisticamente independentes quando

i) R1 e R2 comutam entre si: [A1,A2] =0 VA1 € R1, A2 € Ra

ii) para todo par de estados normais @1 € (R1), , ¢2 € (R2),
existe um estado normal ¢ € (R1 V R2) satisfazendo:
0 (A1A2) = 01 (A1) 2 (A2) , VA1 € R, VA2 € Ro
(em particular, ¢ é uma extensdo normal de p1 e p2 para R1 V R2)

Proposigdo: Sejam H um espago de Hilbert, R C R uma incluséo de fatores
agindo em H, e Q € H um vetor ciclico e separante para R, R e R' N R.

Entao, R e R' sdo estatisticamente independentes se e somente se

existe um vetor ® € H ciclico e separante para R V R tal que:
(®,AB'®) = (Q,AQ) (Q,B'Q?) ,VAER,VB' € R



29

A dualidade causal consiste numa versao forte da localidade, no sentido de
que as algebras locais de uma rede Haag dual sao maximais com respeito & essa
propriedade. Outras defini¢oes de dualidade com respeito & estrutura causal
também sao uteis:

Definigdo 23 (Dualidade Causal) Dada uma rede quéntica local (A, o), defin-
imos sua rede dual por

ALK = C*() , AY(0) == A(O")

!

(2.6)
Trivialmente, a localidade da rede A implica
A(0)Cc AL(0) ,YO ek

Dizemos que a rede A satisfaz dualidade causal quando ela € igual ¢ sua rede
dual:

A(0) = A4 (0) ,YO €K (2.7)

Dizemos que a rede A satisfaz dualidade essencial quando sua rede dual sat-
1sfaz dualidade causal:

AL (0) = A% (0) , VO ek (2.8)

Também dizemos que a rede A satisfaz dualidade das cunhas quando
AW =AW) YW eW

A rede dual pode néo ser local, mas é facil ver que ela satisfaz localidade se
e somente se satisfaz dualidade causal!

Proposigao 24 1) Se a representa¢io de vdicuo de uma rede qudntica local
satisfaz dualidade das cunhas, entdo ela satisfaz dualidade essencial [10, Lemma
1.14.8];

2) Se a representagdo de vdcuo de uma rede qudntica local satisfaz a pro-
priedade de covaridncia modular, entdo ela satisfaz dualidade das cunhas [20].1*

Observagao 25 A teoria-DHR e -BF dos setores de superselecao pressupoe
que a rede qudntica local satisfaca dualidade essencial. Portanto, também a
existéncia de setores de superselecio do tipo DHR e BF é uma consequéncia
importante da propriedade de covaridncia modular!

Propriedade B

Definicao 26 (Propriedade B) Uma representagio de vicuo (w,H,U,Q) de
uma rede qudntica local (A,a,2) satisfaz a propriedade B quando para todo
par de diamantes 01,0y € D tais que O; C Oy vale que para toda projecio
0 # E € 7(A(01)), existe uma isometria parcial W € 7 (A(02)) tal que
E=WWwW*.

11 A propriedade de covariancia modular sera definida no capitulo seguinte.
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A propriedade B vale automaticamente se as algebras locais sao fatores tipo
ITI, e nesse caso, toda projecao de uma algebra local é dada por uma isometria
parcial da propria algebra.

Proposigdo 27 Se na representa¢do de vdcuo de uma rede qudntica local vale
aditividade fraca, entdo vale a propriedade B.



Chapter 3

Setores de Superselecao e
Algebra de Campos

Uma das motivagdes originais para a formulagio da fisica quantica local [89]
foi o desejo de compreender a natureza das regras de superselecao descobertas
na fisica quantica, tais como a univaléncia [142]. E notavel que as conquistas
alcangadas nesse topico tenham corroborado a idéia fundamental de basear a
teoria nos observaveis apenas; de fato, nas anéalises de Doplicher-Haag-Roberts
e Buchholz-Fredenhagen dos setores de superselecao, o conhecimento dos ob-
servaveis no setor de vacuo é suficiente para construir todos os demais setores,
estados e campos carregados (satisfazendo os respectivos critérios de selegao) de
acordo com a concepcio de Wick-Wightman-Wigner [142], entdo realizando um
“desejo fisico” como um “teorema matematico™.

A fisica quantica local é formulada em termos de algebras de operadores e nao
campos, embora sob algumas circunstancias possa ser definida por uma teoria
quantica de campos de Wightman. De qualquer modo, a fisica quantica local
alcanca os sucessos da teoria quantica de campos e mesmo os aprofunda. Para
citar um exemplo, consideremos o caso do teorema spin-estatistica: enquanto
na teoria de Wightman o teorema spin-estatistica é demonstrado assumindo
que os campos de Wightman comutem ou anti-comutem em pontos causalmente
disjuntos [132, secao 4.4],[97, se¢do 5.3], na teoria quantica local ndo ha hipoteses
sobre as relagoes de comutacdo dos campos e, entretanto, se obtém que um
sistema de campos é univocamente determinado pela exigéncia de que os mesmos
satisfagam as relagbes normais de comutagao [3, se¢do 6, teorema 6.26]; portanto,

!Estas sdo literalmente as palavras de Baumgirtel em [10, segdo 3.5]: “... these physical
concepts [on superselection theory of Wick-Wightman-Wigner] can be established within our
approach [namely, DHR superselection theory in local quantum physics], in other words, a
‘physical desire’is transformed into a ‘mathematical theorem’.”

De fato, essas analises possuem limitagoes intrinsecas e, por exemplo, ndo descrevem os se-
tores de superselecdo associados & carga elétrica; mas isso é uma caracteristica dessas analises,
e ndo da teoria em si. Para uma prova de que a carga elétrica define regras de superselecao
vide [134]. Para uma analise do espago de estados da eletrodinamica quantica vide [29].

31
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em relagao a teoria de Wightman, a teoria quantica local revela que a conexao
spin-estatistica nao é uma propriedade intrinseca dos campos quanticos mas
uma conveniente convengao (sempre possivel de ser adotada quando a dimensao
do espago-tempo é superior a trés)2.

Observagao 28 (Cargas e Campos na Fisica Quéantica Local) Em fisica
qudntica local, denominamos de cargas os indices dos setores de supersele¢ao
e de campos (qudnticos) os operadores que interpolam diferentes setores de
superselecao. Portanto, dizemos que os campos sao carregados e os observdveis
sdo neutros, pois estes mas nao aqueles preservam os setores de supersele¢ao.

Nesta tese, chamamos de campos quantizados os campos pontuais do tipo
de Wightman (definidos no capitulo 5).

Genericamente, os setores de supersele¢ao de uma rede qudntica local (A, o, )
sao definidos como sendo classes de equivaléncia unitdria de representacées da
dlgebra de observdveis 2 e as cargas sdo definidas como sendo os indices desses
setores

Setor (A) := —— — =
equivaléncia unitaria
g€Cargas(A)

representacoes de 2
: = U Al 1ol

Entretanto, nem todas as representacoes da algebra de observaveis sao fisica-
mente relevantes (por exemplo, para descrever particulas); portanto, a teoria
dos setores de superselecao comega por selecionar uma classe particular de rep-
resentacoes como seu objeto de anélise. Dois critérios de selecao se mostram
particularmente importantes [85, Sections IV.1-IV.3]: o critério DHR e o critério
BF.3

Seja (A, a, 2) uma teoria quantica local e (7, , H,, ) uma representacao de
vacuo irredutivel.

Critério 29 (DHR) Uma representagao m : A — B (H,) da rede A é do tipo
DHR quando € localizada em alguma regigo diamante, i.e.
30D / 7r|A(O’) ~ 7rw|A(or)

Este critério seleciona setores dados por estados ¢ da &lgebra de observaveis
(via construgdo GNS) que se tornam indistinguiveis do estado de vacuo w em
regides suficientemente tipo-espaco distantes, precisamente: para toda exaustao
do espago-tempo por regides diamante {0y}, .y C D, vale

lim [|(¢ = w) a0 | =0

2Em espago-tempo de dimensao dois ou trés podem ocorrer setores apresentando estatisti-
cas do tipo-tranga, que ndo podem ser trivializadas por transformagdes de Klein [74].

3DHR vem de Doplicher-Haag-Roberts e BF vem de Buchholz-Fredenhagen, proponentes
e pioneiros na analise dos setores selecionados por esses critérios.
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Critério 30 (BF) Uma representagio m : A — B(H) da rede A é do tipo BF
quando existe uma representagio unitdria fortemente continua Uy : R* — U (H)
implementando a acdo covariante das translagoes espago-temporais

moa(a) =adUy (a)om , Ya € R?
e possuindo um gerador P, estritamente positivo
Spect (M) C (m, o0) para algum m >0, onde M, = +/P?

Este critério seleciona setores dados por estados ¢ da &lgebra de observaveis
(via construgdo GNS) que descrevem um espago-tempo com distribui¢do de
matéria concentrada numa regiao finita (caso contrario, a energia poderia ser
diminuida arbitrariamente pelo aumento da concentracao de matéria numa
regido finita do espago-tempo).

Um importante teorema mostra que o critério BF é uma generalizacao do
critério DHR:

Teorema 31 ([35]) Se 7 : A — B(H) é uma representagdo fatorial* da rede
A, é do tipo BF se e somente se € localizada em algum cone tipo-espaco, i.e.

As representagoes do tipo DHR e do tipo BF sao obtidas a partir do estado
de vacuo por endormorfismos localizados da &lgebra de observaveis locais; com
efeito:

Seja 7 : A — B (M) uma representacdo DHR ou BF localizada
em O € D ou C e seja uma transformagao linear unitaria V : H, —
H,, tal que

Vr(A)V* =m, (A) ,VAe A0
Definindo a aplicacdo®
Uioe 3 A= p(A) = m," (V7 (4) V)
verificamos que p é um endomorfismo de 2, localizado em O, i.e
Ac AO)=p(A) =4

e obtemos que (7, H,, V*Q) é unitariamente equivalente & represen-
tacao GNS associada ao estado wo p

wop(4) = (2,0 (4)Q) = (V' (4) V*Q)

47 & dita ser uma representagio fatorial quando as algebras de von Neumann locais
7 (A(0))" C B(H) sdo fatores, para todo O € D.

5Temos que p é uma aplicagdo bem definida porque a representacio de vacuo é localmente
fiel.
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Identificando o espago de representagao H, com H, pela transfor-
magao unitaria ¥V obtemos

ﬂ-(A) = p(A) ) VA € Qlloc

Se a representagdo de vacuo é causalmente-dual, entdao V €

7. (A(0))", pois
A e A(O) w1y (AVV =7 (A)YV =V, (AYV*V =Vr, (A) =V e, (A(0))

Assim, classes de equivaléncia de representagcées DHR ou BF md-
dulo transformacoes unitdrias correspondem a classes de equivalén-
cia de endomorfismos localizados da dlgebra de observdveis mddulo
endomorfismos internos.

Além da localizagdo, podemos requerer também que as repre-
sentagoes DHR ou BF sejam transportaveis, i.e. que sejam unitaria-
mente equivalentes a representacoes localizadas em regioes diamante
ou cone tipo-espaco arbitrarias. Nesse caso também temos uma cor-
respondéncia biunivoca entre setores DHR ou BF transportaveis e
classes de endomorfismos localizados transportaveis modulo endo-
morfismo interno

Setor (A) = {[p]; p € A}

onde A denota a classe dos endormorfismos localizados transportaveis.

A anélise dos setores de DHR e BF parte dessas observagdes para entao
definir composi¢do e conjugagao de setores (ou cargas) a partir das operagoes
naturais de composicao de endomorfismos da algebra de observaveis locais no
setor de vacuo.

Teorema 32 (Conjugagao de Carga) Se [p] € um setor irredutivel com di-
mensdo estatistica finita®, entio existe um tnico setor [p] tal que [pp] contém
a representag¢io de vdicuo. Nesse caso, [p] também é irredutivel e tem a mesma
dimensdo estatistica de [p].

Dizemos que um endormorfismo localizado p € End (i) € 'ﬁl—covariante

quando existe uma representacao unitaria fortemente continua U,, : 751 = U (H)
satisfazendo

adU, (§)op=poal(g) Vge Pl

A covariancia de um setor sob a¢do do recobrimento do grupo de Poincaré 'PJ_
implica na conexao entre spin e estatistica:

6Quando um setor possui dimensio estatistica finita, ele se comporta como um sistema de
particulas do tipo para-bosons ou para-férmions.
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Teorema 33 (Spin-Estatistica) Seja p € End () um endomorfismo lo-
calizado pertencente a um setor irredutivel com dimensao estatistica finita e
'Pl—covam’ante.

Entdo, se a representagao covariante de 'Pl deste setor possui uma subrep-
resentacao irredutivel de massa m > 0 e spin s, vale

(-=1)** = sinal (d,)

onde d, € R € a dimensdo estatistica do setor.

Um tratamento unificado de todos os setores de superselecao é realizado
pela introducao de operadores interpolando diferentes setores. Essa é a razao
para definirmos um sistema de campos locais para uma teoria quantica local,
em analogia a propria definicio desta’:

Definicao 34 (Sistema de Campos Locais) Sejam (A, a, ) uma rede qudn-
tica local e G um grupo de Lie.
Um sistema de campos locais com simetria de gauge G para (A, a,2d) é uma

4-upla (.7:,7,77,7?) onde temos definido

H & um espaco de Hilbert separdvel
F:C— W*(H) € uma aplicagdo
v:G — Aut (§) € uma representagdo
7: A — B(H) é uma representagdo

e também

5= f(@)cB(ﬁ)

0ec

satisfazendo:
0) Extensao

Existe um subespago H C H invariante sob () tal que:

0.i)) F(O)D>#(A(0)) ,YOeC;
0.ii) (7|y,H) € uma representagio de vicuo irredutivel de (A,a) .
t) Isotonia
01,02 €C, O1 COs = F(0O1) C F(O2)
i) Localidade

01,0, €C, 0, C Oy = 7(A(O))) C F(O)

7A definicio considera a rede de campos indexada pela classe dos cones tipo-espaco para
incluir setores tipo BF.
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i11) Simetria de Gauge Global
7(9) 7o) € Aut(F (0)) , Vg€ G, VOeC

#@A)=3°:={FeF/y(gF=F,VgeG}

#(A(0) =F(0)° :=F(0O)nF¢ ,vOecC
tv) Irredutibilidade
§F=Cl
v) Propriedade Reeh-Schlieder
FOH=H ,VoecC

vi) Relagées Normais de Comutacdo Dizemos que a rede de campos
(f,v,ﬁ,fr) tem uma estrutura graduada quando existe um elemento central

involutivo nao-trivial do grupo de gauge, i.e.
3€Z(G) [3#1, 5 =1
a partir do qual definimos o operador-twist
1+ ~
7= gy (7)
1—1
e a univaléncia dos campos

F c§ é um campo { bosomico ss { Y@ F=F

fermidnico v(3) F=—-F

Nesse caso, dizemos que a rede F satisfaz as rela¢ées normais de comuta¢io
com respeito a estrutura graduada definida por 3 quando

01,02 S C, 01 C 0’2 = Z]:(Ol)Z* C .}—(Oz)l

Em particular, se Fli, in sGo campos bosénicos/fermidnicos localizados em
regioes causalmente disjuntas, temos
F;_F;[:F;Fr , FUFy = —Fy Fy
vit) Completeza Dizemos que a rede de campos é completa para uma classe
de setores de supersele¢cio I' C Sect (A) quando estes setores sdo unitariamente

equivalentes a subrepresentagoes de (ﬁ',ﬁ).

Os campos estao agrupados em familias associadas as subrepresentagoes ir-
redutiveis de 7 : A — B (ﬁ)

(mpyH,) subrepres. irredutivel <= F, subfamilia de campos
tais que
H, =F,H e 1, (A(0)) =F,m(A(O)) ,VOeC
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Teorema 35 (Construgao DR [62]) Seja (A, a,2) é uma rede qudntica local
cuja representacao de vdcuo satisfaz a propriedade B.

Entao existe um sistema de campos locais com simetria de gauge global com-
pacta satisfazendo as relagdes normais de comutacdo e completa para a classe
de setores de superselegdo do tipo-DHR.

Além disso, vale a relagdo de conjugagdo de carga, i.e. para todo setor DHR
[p] irredutivel com dimensdo estatistica finita vale

e a estrutura graduada do sistema de campos corresponde d dimensdo estatis-
tica dos setores de superselegio, i.e. para todo setor DHR [p] irredutivel com
dimensao estatistica finita e 'Pj_—covam'ante vale

7 (3) |7:[p] = sinal (dp)

Este teorema possui uma generalizacao para o caso de setores do tipo-BF
em [62].

Para uma anélise completa da teoria DHR vide [3, Chapter 6], [85, Chapter
IV], [10, Chapter 2] ou os artigos originais [59],[60]; e para o caso da teoria BF
vide [85, Chapter IV],[62] ou o artigo original [35].
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Chapter 4

Estrutura Modular da
Fisica Quantica Local

Definirmos a estrutura modular da rede quantica local (A, o, ) de acordo com a
teoria de Tomita-Takesaki apresentada no Apéndice B.1. Para isso, precisamos
lidar com estados da rede que sejam localmente padrao:

Defini¢ao 36 (Estado Localmente Padrao) Seja ¢ € A* e (Ry, Hy, Qy) a
representa¢do da rede A gerada por .

Dizemos que ¢ € um estado localmente padrio de A quando 2, é um vetor
ciclico e separante para toda dlgebra de observdveis local, i.e.

Rtp(o)gw:%w
{ AeR,(0), AQ, =0 A=0 * 0K

Pelo teorema de Reeh-Schlieder (2.4), toda rede quantica local (satisfazendo
aditividade fraca) possui uma miriade de estados localmente padrao, sendo o
vacuo o mais notavel deles.

Definig¢ao 37 (Estrutura Modular) Seja ¢ € A* é um estado localmente
padrdo de A. Entdo, para cada O € K temos que (R, (O) ,Q,) é uma dlgebra de
von Neumann padrao em H,, donde temos definido o correspondente operador
de Tomita (Sy,0,H, (0)): Sp.0 € o (inico) operador fechado de H, tendo
Ry (0)Q, como core e agdo

Sp0AQ, = A*Q, , VAER, (O)

Nesse caso, H, (0O) := Dom (S, 0) é um subespago vetorial denso em M,
(fechado na topologia do grifico de S, 0).
A conjugagao modular J, o e o operador modular (A, 0, M, (O)) sio definidos
(univocamente) pela decomposti¢io polar [113, Section VIIL.3] de S,.0
Jo,0 € uma involugdo anti-unitdria
— 1/2
S%O = J‘onAcp,(/)
Ay, 0 € um operador auto-adjunto positivo

39
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Também temos definidos a involucdo modular e o grupo modular agindo em
2, via representacdo my,:

Jo,0 = 7r(;l oadJ,pom, , Ufp’o = ;1 o adAzf’O om, VtER

(Estes endomorfismos estdo bem definidos sobre 2 porque m, é localmente fiel e
Wi € denso em A!)

Definicdo 38 (Estrutura Modular) A estrutura modular da rede qudntica
local A gerada pelo estado localmente padréo ¢ € A* € definida pela corre-
spondéncia

K30 =M, r(0):={£€Dom(S,0); Sp,0§ =&}
Nesse caso, chamamos o dominio H, r (O) de subespago modular de O € K.

De acordo com o Apéndice B.2, definimos o complemento simplético de um
subconjunto K C H, por

K':={CeM, /S(¢n)=0,YneK}

Esta definicao nos permite traduzir para o espago de Hilbert a estrutura local
da algebra de obervaveis, no sentido seguinte!

01,02 S ’C, 01 C Ol2 = Rsa (01) QC (Rsa (02) Q)I

Proposigao 39 Seja ¢ € A* um estado localmente padrao da rede A.

Temos que a estrutura modular gerada por ¢ € um lattice simpleticamente
local de operadores de H, g, i.e. satisfaz:

i) Isotonia

01,02 € K= Hypr (01) C Hy r(02)
i) Localidade simplética
01,0, €K, 01 x Oz = Hy g (01) C Hy.r (02)
Além disso, se ¢ € invariante sob agdo do grupo de Poincaré,
poal(g)=¢ ,YgeP]

eU: ’Pl — U (Hy r) € a implementagdo unitdria de o, antio vale:

i) Covaridncia

Oek, gePl=Ul(g)Her (0) =Her(90)

1Ent&0, o sinal (") significa respectivamente o complemento causal, o comutante, ou o
complemento simplético quando aplicado a uma regido do espago-tempo, a uma algebra, ou a
um subconjunto de vetores no espago de Hilbert, respectivamente.
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Prova. FEstas propriedades sequem-se trivialmente das propriedades corre-
spondentes da rede qudntica local. O inico caso menos 6bvio é a localidade
simplética, portanto:

01,02 S ’C, 01 x0s=0; C 0’2 = R<p (01) C R<p (Oz)l
= H, (01) C R, (02) Q

Mas [R, (02)']SaQ = Hyo.r(02), donde S, 0, C Sy 0, (pelo teorema de
Tomita-Takesaki e propriedades elementares dos operadores modulares)®>. m

4.1 Estrutura Modular da Representacao de Vacuo

Nesta segao, consideramos a estrutura modular da representagdo de vacuo (R, U, H, Q)
da rede quantica local (A, a, 2).

Mesmo no contexto mais geral das teorias quanticas locais, temos o seguinte
teorema

Teorema 40 (Relagées de Comutagio de Borchers - RCB [18]) Para qual-
quer regiao cunha W € W, os operadores modulares e as translagées satisfazem
as sequintes relagoes de comutagao:

Z) JwU(a) =U (rwa) JW
, Vt e R, Ya e R?
i) AL U (a) = U (Aw (~t) a) Alf

onde rw € a reflexdo no eizo do cunha W e Aw é o W-boost (def. 19).

2Para clareza, apresentamos aqui uma demonstracio da localidade-simplética do lattice
de subespagos modulares diretamente a partir do teorema de Tomita-Takesaki. Com efeito,
dados

A,BERy (01),, » E=AQ € Hy g (01), N =Jp,0,BQ € Hy g (02)
temos
=5 (40,8478,) 0, BO)

01 1

(

- (AI/QAQ,A61/2J0139>
(Jo1 Jo, Ay AR, To, AgIZBQ)
(

donde
Hey,r (02) C Hyp,r (O1)
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Para uma prova simplificada, vide [70].
A primeira consequéncia das RCB é a invaridncia modular da massa, ou
seja:

Corolario 41 Os operadores modulares das regides cunha comutam com o op-
erador de massa M = /P2,

[Sw, M] = [Jw, M] = [Aw,M] =0 , YW € W (4.1)

Prova. Defina os operadores (geradores infinitesimais das translagdes tipo-
luz)

1
P} = <ﬁpoipk> ,k=1,2,3

Pela condigao espectral, vale
PF>0,k=1,23

Pela comutatividade das componentes do operador energia-momentum, vale
3
M?=p,P* =" PfP*
k=1

Pela covaridncia de Poincaré (jd que os operadors PY sdo geradores das
translagoes tipo-luz), vale

-k
ePEsQ = Q

tisPk , Vs>0,Vk=1,2,3
ade™*" % |gw) € End (R (W))

Portanto, pelas relagées de comutagio de Borchers (lembramos que J%, = 1),

M

(M2, Jw] =Y (PEP*Jw — Jw PEPF)

>
Il

1

NE

Jw ((JwPlJdw) (JwPEJw) — P{PF)

k=1

NE

Jw Y ((~PF) (-P*) - PEP¥) =0

k=1

e, considerando o fato de que P* e Pf satisfazem as RCB com sinais opostos
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(lembramos que (Aﬁ,)* Al =1),

3
[M2,A4] =Y (PEPEAY, — Al PEPY)

=1

ol

= A 3 (AR PEA) (A7 PEA) - PEPE)

k=1
3
= A 30 ((¥7PE) (72 P¥) ~ PEPE) =0
k=1
Finalmente,
[MZ, SW] =0
]

As relagoes de comutagao de Borchers sdo exatamente aquelas que deveriam
ser satisfeitas se os operadores modulares Ji and Aif, atuassem geometrica-
mente como a W-reflexdo rw e o W-boost Ay (—2t), respectivamente.

Notamos que Borchers em [?] apresenta duas propriedades (dualidade-cunha
e condigdo de realidade) equivalentes & a¢do geométrica dos operadores modu-
lares dos cunhas; e que Brunetti-Guido-Longo em [27] provaram ser as relagdes
de comutagao de Borchers caracteristicas de representacoes covariantes do grupo
de Poincaré com energia positiva.

Covariancia Modular

A covaridncia modular estabelece uma relagdo intrinseca entre a estrutura
modular e a simetria espago-temporal, sendo uma propriedade caracteristica
do setor de vacuo das teorias quanticas locais. Em termos gerais, a covar-
idncia modular significa que os operadores modulares das regides cunha agem
geometricamente como transformacoes de Poincaré. Os teoremas de Bisognano-
Wichmann e de Mund (abaixo) mostram a generalidade dessa propriedade das
teorias quanticas locais, sendo (em algum sentido) patologicos os casos conheci-
dos em que os operadores modulares das regioes cunha nao agem geometrica-
mente, tais como nos exemplos de Oksak-Todorov em [108] (com campos tendo
infinitas componentes) ou de Yngvason em [150] (com campos ndo covariantes
sob agao do grupo de Lorentz).

Exceto nas teorias com simetria conforme (visto que as transformagoes con-
formes transformam cunhas em cones-de-luz e em regioes diamantes) nao é pos-
sivel que os operadores modulares atuem geometricamente para outras regiGes
que nao sejam cunhas, conforme mostra o seguinte argumento:

A agao nao-geometrica dos operadores modulares de regices
diferentes de cunhas
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Seja (R, H,U, Q) o setor de vacuo de uma teoria quantica local.
Para simplificar o argumento, assumimos dualidade causal e nos re-
stringimos a regioes do tipo diamante.

Seja O € D uma regiao diamante. O teorema de Tomita-Takesaki
implica

JoR(0)Jo =R (0') , AR (0)AL" =R (0)

Como O é uma regido limitada e (portanto) O’ é uma regido ilim-
itada, ndo existe nenhuma transformagao de Poincaré que aplique
uma na outra, donde concluimos que Jp nao pode agir geometrica-
mente como uma transformacao de Poincaré.

Como as unicas transformagoes de Poincaré aplicando a regiao O
em si mesma sao as rotagoes espaciais modificadas por certa transfor-
magio de Poincaré (aquela que conecta O com um diamante padrao
centrado na origem), o grupo modular (que tem um gerador nao
limitado) ndo pode corresponder a um subgrupo desse grupo (com-
pacto) de rotagoes modificadas.

Também nao é possivel que os operadores modulares das regides cunha
atuem geometricamente senao pelos correspondentes cunha-boosts, conforme
[100],[101].

Definigdao 42 (Covariancia Modular) Dizemos que a representagdo de vdcuo
satisfaz a propriedade de covaridncia modular quando para todo cunha W € W
vale

adA¥, = adU (Aw (—2mt)) , VtER (4.2)

A propriedade de covariancia modular implica automaticamente na agao
geométrica da conjugacao modular de cunhas:

Teorema 43 (Conjugacdo Modular e CPT) Se a representacio de vdcuo
satisfaz a propriedade de covaridncia modular, entGo a teoria possui simetria
CPT O e para toda regido cunha W € W wale

JW =U (T’;V) ]
onde ry, € a rotagdo definida pela equagdo 19.

Para uma prova vide [80].

O teorema de Bisognano-Wichmann marcou o inicio da “revolu¢ao modular”
na fisica quantica local:

Teorema 44 (Bisognano-Wichmann [13]) Se a teoria qudntica local € afil-
iada a uma teoria de Wightman (vide [132], [3, Section 4.8]), entdo ela satisfaz
a propriedade de covaridncia modular.
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Esboco da prova. para o caso de um campo escalar ® (z) [85, Section
V.4.1].

1) Pela covaridncia de Poincaré, a prova se reduz ao caso dos operadores
modulares do cunha Wi;

2) O teorema Reeh-Schlieder implica que o conjunto de vetores localizados
em W1

D .:{ ®(f1) @ (f2) @ (fa) @, fr,en fn €S (Wh) }
b supp (f) — supp (fr—1) C W1 Vk =2,...,n

€ denso no espaco de Hilbert.

3) A condigio espectral implica que a agdo dos boosts U (A1 (t)) tem uma
extensdo analitica na faiza st (0,7), definida sobre Dy;

4) Entao, podemos definir o seguinte operador sobre D,

Sw, = OU (r} (m)) U (A (im))

cuja agdo € dada por (r é o numero de indices spinoriais ndo-pontuados do
campo ®)

Sw,® (f1) @ (f2) @ (fa) 2= (=1)""" @ (f1)" & (f2)" ...® (fn)" 2
(=1)*" (@ (f1) ® (f2) ...® (fn))" Q

sendo que a sequnda igualdade seque-se da comutag¢ao dos campos espalhados
devido ao fato do suporte das fungoes teste serem mutuamente causalmente dis-
Juntos (localidade).

A conjugacio modular e o operador modular sdo dados respectivamente por

JWI =0eU (rll) ) AW1 = eizﬂrKWl
onde Kw, € o gerador dos boosts U (A1 (¢)). m

A covariancia modular vale para teorias estritamente massivas satisfazendo
completude assintotica (condigbes para a aplicagdo da teoria de espalhamento
de Haag-Ruelle):

Teorema 45 (Mund [106]) Se a teoria qudntica local satisfaz completude ass-
intdtica e o espectro do operador momentum possui ‘gap’ de massa, entdo ela
satisfaz a propriedade de covaridncia modular.

Esboco da prova. Notamos os sequintes fatos:

1) Pelas hipdteses e relagies de comutagdo de Borchers, cada subrepresen-
tagdo irredutivel (do recobrimento universal) do grupo de Poincaré ocorre com
sua representacdo conjugada, de modo que podem ser unidas para formar uma
representagdo propria (da extensdo unitdria do recobrimento universal) do grupo
de Poincaré proprio.

2) Vale covaridncia modular espacial para representagées proprias do grupo
de Poincaré (Parte III) e também para teorias livres (por “verifica¢io direta’”;
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3) Como a teoria satisfaz completude assintdtica e possui apenas particulas
massivas, a representacdo de vdacuo pode ser realizada no espaco de Fock definido
pelos subespagos de uma-particula, de acordo com a teoria do espalhamento [3,
Chapter 5];

4) A teoria do espalhamento estabelece que a interagdo nao modifica a a¢ao
da parte conexa do grupo de Poincaré prdprio, mas apenas a a¢ao da parte
nao-conexa e justamente pela multiplicacao do operador espalhamento, que é
Poincaré-invariante. Portanto, a covaridncia modular da teoria seque-se da
covaridncia modular das teorias livres (vide Capitulo 13).

Nos reconhecemos que as dificuldades para estender o teorema de Mund a
teorias com espectro de particulas mais gerais devem-se & complexidade da teoria
de espalhamento para particulas de massa zero. Entretanto, teorias quanticas
locais conformes também satisfazem a propriedade de covariancia modular [81].



Chapter 5

Teoria dos Campos
Quantizados

A teoria geral dos campos quantizados baseia-se nos mesmos principios fisi-
cos que a teoria quantica local. Entretanto, a fisica quantica local se mostra
mais adequada do que a teoria quantica de campos quantizados para descrever
particulas elementares e fenémenos relacionados em fisica de altas energias, pe-
los seguintes motivos:

1) Por sua simplicidade conceitual e rigor mateméatico, como ex-
tensao da mecanica quantica incorporando o principio de localidade;

2) Por ser intrinseca, em contraste com a multiplicidade de sis-
temas de campos quantizados relacionados com a mesma matriz de
espalhamento;

3) Por ndo apresentar divergéncias ultravioletas. (Lembramos
que as divergéncias infravermelhas sio caracteristicas da fisica quan-
tica local tanto quanto da teoria dos campos quantizados, correspon-
dendo ao fenomeno de polarizagcdo do vdcuo.)

Embora nao sejam formulagoes equivalentes, um sistema de campos quanti-
zados satisfazendo certas condigoes gerais define naturalmente uma rede quan-
tica local. Isso nos motiva a dizer que os campos quantizados desempenham
na fisica quantica local um papel andlogo ao dos sistemas de coordenadas em
geometria diferencial: servem para “parametrizar” as algebras locais.

Axioma 46 (Sistema de Campos Quantizados) Um sistema de campos quan-
tizados € uma familia {®},_, de distribuicées em S (M) tomando valores em
operadores agindo num espaco de Hilbert H e satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

0) Campos Espalhados. Para cada f € S(M), @, (f) € um operador
fechado (possivelmente nao-limitado) agindo sobre H, para todo k =1,...,n.
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Existe um subespago linear denso D C H que € um dominio invariante e
comum para todos os campos espalhados e seus conjugados:

{ D C Dom (@1 (f)) N Dom (%5 (£)  yr e g (p)

3.()DC D, ;(f)DCD
Para todo ¢, € D, a correspondéncia
S(M) 3 f = (o,2 (f) %)

€ uma distribuicao linear continua sobre C.

1) Localidade. Valem as relagées normais de comutagdio:*
o) (£),2” (9)] (0) =0 ou {@” (/),2(” (9)} (¢¥) =0
Vo€ D, Vf,geSM), supp(f) x supp(g), k,l=1,..,n

2) Covariéncia. FEziste uma representacio unitdria U : /pl - U(H),
induzida por uma representagdo espinorial V : SL(2,C) — R™ tal que

U(a,f\)D:D ,‘v’(a,]\) Eﬁl

U (a, A) & (f) = Zy:l 4 (Ail)kj ® (f(‘lf\))
onde
fo) @ =1 (A (2 —a)) , ¥/ €S (M)

O operador energia momentum P* ¢é identificado com o gerador infinitesimal
das translagoes espago-temporais:

Ua) =eT*  VaeM

3) Condi¢do Espectral. Identificamos o operador (vetorial) energia-momentum
P com o gerador das translag¢des espago-temporais:

U (a) = elrP

A condi¢do espectral é uma propriedade da representacdo U suficiente para
garantir a estabilidade do sistema qudntico:

Spect (P) C {0} UV,

1Os colchetes [,] denotam a operagdo de comutagio e as chaves {,} denotam a operagio
de anti-comutagado entre pares de campos.

Também temos usado a notagao <I>,(:) para denotar simultaneamente o campo ®; e seu
conjutado ®; .
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onde
m>0, Vp:={peM/p>>m?, p" >0}

4) Estado de Vdcuo. Eziste um vetor Q € H satisfazendo as seguintes
condigoes

Invariéncia sob Poincaré: U (a, /~\) Q=0

Ciclicidade : *-dlgebra{® (f); feSM)}Q=H

este vetor corresponde ao auto-valor ‘zero’ (nao-degenerado) do operador energia-
momentum.

Para cada par de estados ¢,1 € D, temos definida a seguinte familia de
distribui¢oes multilineares:

N e Na S(M) > fla-"afN — <(paq)k1 (fl) "'(I)kzv (fN) ¢>

Definigdo 47 (Fungdes de Wightman) Chamamos de ‘fungées de Wight-
man’ ou de ‘valores esperados no vdcuo’ as distribuigoes

S (M) > fl, ...,fN — <Q, q>k1 (fl) ---(I>kN (fN) Q)

O conjunto das fungoes de Wightman é suficiente para caracterizar uma
teoria de campos quantizados:2

Teorema 48 (Teorema de Reconstrugdo de Wightman [145]) Uma teo-
ria de campos quantizados € univocamente caracterizada por sua familia de
fungdes de Wightman. Além disso, o conhecimento de uma tal familia € su-
ficiente para se reconstruir toda a teoria.

Para uma prova, vide o artigo original [145] ou [132, Section 3-4],[14, Theo-
rem 8.6].

A teoria quantica local e a teoria dos campos quantizados estao baseadas nos
mesmos principios e também possuem propriedades analogas, tais como a pro-
priedade Reeh-Schlieder (teorema 18) [114],[132, Theorem 4-2],[14]; o Teorema
PCT (teoremas 44,45) [110],[132, Theorem 4-7],[14]; a conezdo spin-estatistica
(teorema 33) [109],[132, Theorem 4-10],[14]. Portanto, é natural que busque-
mos relacionar explicitamente as estruturas matematicas de ambas as teorias.
No que segue, veremos como uma teoria de campos quantizados pode definir
uma teoria quantica local e indicaremos as razoes que obstruem realizal¢ao do
caminho inverso.

20 teorema de reconstrugio de Wightmann & o analogo na teoria dos campos quantizados
da construgdo GNS da representagao de vacuo na teoria quantica local.
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A algebra polinomial universal e as algebras polinomiais locais da teoria sao
definidas pelas *-algebras geradas pelos campos espalhados:

5 := *-algebra{®; (f); feSM); k=1,..,N}

O e~ F(0):= *-algebra{®; (f); feSM), supp(f) CO; k=1,...,N}
(5.1)

Essas sao algebras de operadores nao-limitados, mas podemos obter operadores
limitados afiliados, caracterizado pela definicao de comutante fraco:

Definigdo 49 Dizemos que um operador limitado A € B(H) ‘comuta fraca-

mente’ com outro operador (possivelmente nao-limitado) F € L (H) quando

(Fo, AY) = (A%, F*Y) , Yo,¢ € Dom (F)

Se R C § é uma dlgebra de operadores com dominio comum, denotamos por K
o conjunto de todos os operadores limitados que comutam fracamente com o0s
elementos de R:

RY:={A€B(H) | A comuta fracamente com todo F € R}

Dizemos que um operador fechado F' € L (H) € afiliado a uma ‘dlgebra de
von Neumann’ R C B(H) quando o unitdrio e as projegoes espectrais de sua
decomposicao polar pertencem a R.

Se & C § é uma *-subalgebra, entdo é quase trivial verificar que & é um
subespago linear de B (H) fechado sob a operagao de conjugacao; mas nao temos
garantido que este constitui-se numa algebra de operadores limitados. Por isso,
em geral ndo somos capazes de definir teorias quanticas locais a partir de teorias
de campos quantizados; entretanto, nas condigoes naturais isso pode ser feito:

Teorema 50 (Campos&Algebras) Se o sistema de campos quantizados con-
siste de campos estritamente massivos, ou de um campo escalar, e as sequintes
condicées sao satisfeitas:

CA.i) F(0)" € uma dlgebra, VO € K
(5.2)
CA.2) UpcxcF(ON"Q=H,VOeK

entdo, a aplicagdo
K30 = R(0):=(F0)") =projg (0)" c B(H) (5.3)

€ uma rede qudntica local com respeito 4 a¢do covariante do grupo de Poincaré
adU. Aqui denotamos por projg (O) o conjunto dos unitdrios e das projegoes
espectrais da decomposicdo polar das extensoes fechadas dos elementos de § (O).
Em particular, os operadores em § (0) sao afiliados a R (O).
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Para uma prova vide [31], e para outras consideragdes do problema vide [34].
A identidade

(3(0)") = proj§(0)"

pode ser deduzida a partir do teorema espectral [113, Section VIIL.3]e do teorema
bicomutante de von Neumann.3

Observagao 51 Nao existe uma proposicao conversa deste teorema, mas na
presenca de simetria conforme existem alguns resultados parciais alcancgados,
de fato: a partir de teorias quirais locais € possivel definir teorias de campos
quantizados [96, e referéncias citadas].*

A condigao de localidade relativa é suficiente para que dois sistemas de cam-
pos quantizados definam a mesma rede quantica local:

3E equivalente mostrar que para todo O € K, vale
§(0)" = proj§ (0)’
E trivial a incluséo
§(0)" O proj§ (0)

Para mostrar a inclusdo inversa, podemos reduzir nossas consideragdes ao caso dos oper-
adores auto-adjuntos, ja que qualquer *-algebra é gerada linearmente por seus elementos
auto-adjuntos.

Assim, sejam A € F(0)" auto-adjunto, F' € F(O) também auto-adjunto e {Pr},.p a
correspondente medida-espectral. Portanto, para todos ¢ € D temos

(Ap, Fp) = (Fp,Ap) = (Ap, Fp)
donde

[sWUpPgar= [ 400 (Prp ap)dr | vg e L (®)
R R

donde (simbolicamente)
(Ap, Prp) = (Prp, Ap) VAER

Como ¢ € D é arbitrario e D é denso em #, pela identidade de polarizagdo concluimos que A
comuta com as projegdes espectrais de F'; e como F € F(O) também ¢é arbitrario, concluimos
que A € projg (0)'.

4A situagio nas teorias quirais conforme descrita por [96] pode ser sumarizada pelas
seguintes observagoes:

- Para qualquer teoria quiral local, pode ser construido um sistema de campos
locais que geram as algebras de observaveis locais no sentido do teorema acima.
Entretanto, ndo se sabe se este sistema de campos locais satisfaz os axiomas que
caracterizam a teoria dos campos quantizados (pela falta de determinacdo de
um dominio comum a todos os campos espalhados);

- Para qualquer teoria quiral local, é possivel definir um sistema de fungdes
de Wightman satisfazendo as condicdes necessarias para gerar uma teoria de
campos quantizados (via teorema de reconstru¢do de Wightman). Entretanto,
nao se sabe se esta teoria reconstruida gera as algebras de observaveis locais
original - em particular, ndo se sabe se essas duas construcdes acima geram o
mesmo sistema de campos quanticos locais.
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Teorema 52 Sejam {<I>k}kl\’:1 e {‘I’k},;N:1 dois sistemas de campos quantizados
bosénicos sobre o mesmo espaco de Hilbert H, covariantes com respeito ¢ mesma
representag¢ao do grupo de Poincaré U e, portanto, tendo o mesmo estado de
vacuo Q) € H.

Suponha que os sistemas de campos quantizados sejam relativamente locais,
i.e. tém o mesmo dominio invariante D C H e satisfazem:

(@1 (f), ¥ (9)] () =0, Vf,g €S (M), supp(f) x supp (g)

VoeDeVk=1,..,,N,Vk=1,..,N.

Nesse caso, quando os comutantes fracos das dlgebras polinomiais locais sat-
isfazem as condigées (5.2) do teorema anterior, as respectivas redes qudnticas
locais afiliadas (5.3) sdo relativamente locais

Re (O) C Rs (O’)I

Em particular, se vale dualidade causal para as redes entao elas sao idénticas.
Prova. Com efeito, a localidade relativa implica

proj% (0) C projg (0')' , YO e K
Portanto, trivialmente obtemos
Ra (0) = projF (0)" C proj§ (0" =Ry (0')' , VO €K
Analogamente para mostrar a outra inclusdo. ®

Aqui identificamos uma dificuldade intrinseca para uma teoria quantica lo-
cal definir uma teoria de campos quantizados: a multiplicidade de sistemas
de campos quantizados que definem uma mesma teoria quantica local torna
necessario estabelecer critérios de escolha; mas a principio (e até agora) nao ex-
iste nenhum critério natural (e efetivo). Talvez isso ndo seja uma mera questao
metodoldgica: pode ser que o problema inverso da teoria do espalhamento na
teoria dos campos quantizados seja trivial (s6 estdo definidos sistemas de cam-
pos locais livres), ainda que na teoria quéantica local tenha solugdes nao-triviais
(i.e. definindo matrizes de espalhamento diferentes da identidade).

Classes de Borchers

A comutatividade relativa é uma relacao de equivaléncia (i.e. uma relagao
reflexiva, simétrica e transitiva) na classe dos sistemas de campos quantizados.
Classes de Borchers sao classes de equivaléncia de campos quantizados com
respeito & relagdo de localidade relativa [132].

Acima, mostramos que sistemas de campos quantizados relativamente locais
definem a mesma rede quantica local. Analogamente Borchers mostrou em [15],
na situacao em que a teoria do espalhamento de Haag-Ruelle pode ser aplicada,
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que sistemas de campos quantizados relativamente locais definem a mesma ma-
triz de espalhamento. Completando o quadro, Schroer mostrou em [121] que
cada rede quantica local é caracterizada por sua matriz de espalhamento. Sim-
bolicamente temos®

Classes de
Borchers
e N
Redes Quanticas Locais Matrizes de
—
geradas por campos Espalhamento

A correspondéncia univoca entre redes quanticas locais e matrizes de espal-
hamento em contraste com a nao-unicidade dos sistemas de campos quantizados
que determinam uma mesma matriz de espalhamento nos justifica dizer que a
teoria qudntica local fornece uma descrigdo intrinseca da fisica de particulas
elementares, mas nao a teoria dos campos quantizados.

5.1 Campos Quantizados Livres

A construcao de campos quantizados livres estd em estreita relacdo com a con-
stru¢do modular de teorias quanticas locais livres; de fato, considerando o teo-
rema 50 podemos dizer que aquela é uma realizagdo explicita desta. Ambas
fazem uso essencial das representagoes de Wigner, construidas a partir das rep-
resentacoes irredutiveis do grupo de Poincaré pelo método das representacoes
induzidas.

A construcao de campos quantizados livres é apresentada em diversos livros
de teoria quantica de campos , tais como [141, Chapter 5]. Aqui nos limitamos
a apontar os principais ingredientes e passos dessa construgao.

Considere uma representacao spinorial irredutivel do recobrimento universal
grupo de Poincaré com spin s € N

s 1 PL — B (bs)

e seja a representacdo unitaria induzida de massa m > 0 (dada pela teoria de
Wigner)

Wm,s) : PL = U (D)
ou seja,

h(m,s) =17 (Fﬁz) ® b

[t4m.0) (0 8) 0] (0) = €20, (B (R,0) ) @ (A~D) , V0 € sy, YD ETH,

5Esse quadro tem sentido se assumimos que podemos caracterizar independentemente as
matrizes de espalhamento que aparecem na teoria quantica local e na teoria dos campos
quantizados; por exemplo, axiomaticamente como na teoria da matriz-S.
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onde T'}. é o hiperboldide de massa m com energia positiva e R (A, p) é a

chamada rotagio de Wigner da representagdo induzida u(, ) (para maiores
detalhes, vide o Apéndice A).

Os campos quantizados nao transformam-se covariantemente sob acao das
representacoes de Wigner, mas sob agao de representacoes que chamamos de
(explicitamente) covariantes. As representagbes covariantes sao definidas a par-
tir das representagoes de Wigner por intermédio de intetwiners, i.é familias de
transformagoes lineares®

U F; — L (h(m,s)a h(m,s)) y U (p) : l)(m,s) — h(m,s)

satisfazendo
U (P) O(m,s) (R (]\,p)) =u ([\) U (A‘lp) ,VAe ’ﬁi, Vp ey (5.4)
Tais intertwiners sempre existem quando

‘LE‘SSS

2 2 +

(5.5)

N <.
N

conforme pode ser obtido explicitamente pelos métodos de Clebsch-Gordon,
sendo j/2 e k/2 o nimero de indices pontuados e ndo-pontuados que caracteri-
zam a representacao irredutivel 04, respectivamente.

A representacgao unitaria covariante agindo no espago de Fock #,,, 5 definido
sobre b(,, ) € dada explicitamente por

U: 'ﬁj_ —-H, (U (a, A) \Il) (p) = e™PD, (A) ¥ (A 'p) (5.6)
onde
Dy : /ﬁl — B (H(m,s))

é a representagdo induzida no espago de Fock por 0 5, e age apenas nos indices
das fungoes-de-onda.

A partir desses objetos, temos definido o campo quéantico livre de nassa m >
0 e spin/helicidade s € %N agindo no espago de Fock #, ;) e transformando-se
covariantemente sob acao de U:

d —ip-T - ip-T > *
(I)(x) = /l"x (2‘:')(?1’7/)2 {6 SSZESU(p’ 33)a(p7 33) +e s:i:zzsv(pa 33)b (p7 33)}
(5.7)

onde v é o intertwiner correspondente & representacao conjugada a D e a* e b*
sao os operadores de criacao de particulas e anti-particulas, respectivamente.

60bviamente, essas transformagdes lineres sio unitarias com respeito ao produto interno
induzido por elas no espago alvo.
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Observagao 53 Portanto, a necessidade dos intertwiners estd no fato dos cam-
pos quantizados serem escritos em termos dos operadores de criagdo e aniquilagao,
0s quais se transformam sob a¢do das representag¢ées de Wigner e ndo sob a¢ao
de uma representagao explicitamente covariante do grupo de Poincaré.

Observagao 54 (A Classe de Borchers de um Campo Livre) A classe de
Borchers de um campo livre coincide com a classe dos polinomios-de-Wick do
campo e suas derivadas, sendo a matriz de espalhamento associada igual a iden-

tidade [64].
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Chapter 6

Estrutura Modular e
Simetrias

Simetrias na Fisica

Na fisica quantica definimos simetria por transformagoes dos observaveis e
dos estados que deixam invariantes os valores esperados das quantidades fisicas.
Na fisica quantica local, esta exigéncia de invariancia pode ser especializada no
setor de vacuo pelo requerimento de que as simetrias sejam definidas por endo-
morfismos da algebra de observaveis que deixam o estado de vacuo invariante.

A invariancia das cargas contraposta & permutagio das espécies de particu-
las é a razao basica para a grande importancia do conceito de simetria em fisica
e para o fato dos campos quanticos estarem associados a cargas ao invés de
associados a espécies particulas [85, Section 1.5.2], [36, Section 3]. As simetrias
podem ser classificadas de acordo com o0 modo como agem nas algebras de ob-
servaveis e campos locais, podendo ser simetrias internas (dadas por um grupo
de gauge global), simetrias espago-temporais (dadas por subgrupos do grupo de
Poincaré) e também supersimetrias (definidas pela agdo de uma algebra de Lie
graduada) [32]. Notamos que os teoremas classicos sobre simetrias em teoria
de campos, os quais sdo o teorema de Nother! e o teorema de Goldstone?, tém
seus analogos na teoria quantica local [32], [33].

Aqui, argumentamos no sentido de extrair da estrutura modular as sime-
trias de uma teoria quantica local. De fato, isso ja foi alcangado no caso das
simetrias espago-temporais em teorias quanticas locais em geral e, na medida

1O teorema classico de Nother e seu analogo na teoria quantica de campos [94, Sections
1-2-3| diz que toda simetria continua do Lagrangeano de uma teoria de campos est4 associada
a uma corrente local que se conserva. Na fisica quantica local, para cada simetria (de qual-
quer tipo) sdo construidos geradores locais, estabelecendo nesse contexto uma forma fraca do
teorema de Nother.

20 teorema de Goldstone [136] e [131] diz que toda quebra espontanea de simetria gera
uma particula de massa zero. Na fisica quantica local, o teorema analogo considera apenas
observaveis e ndo requer a existéncia de corrente locais; além disso, ha situagbes (fora das
condigdes do teorema) em que pode haver quebra espontanea de simetria mesmo na presenca
de um ‘gap de massa’.

59
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em que a estrutura dos setores de superselegao e as simetrias internas estao rela-
cionados, também no caso particular das simetrias internas em teorias quirais
completamente racionais.

As Teorias Quirais

As teorias quirais sdo teorias quanticas locais conformes sobre S! que tém
atraido a atengdo dos fisicos por trés razoes, pelo menos: 1) elas aparecem como
“fatores” na decomposicdo de teorias quanticas conformes bidimensionais [11],
as quais esperamos poder aplicar em fisica da matéria condensada - por exemplo,
na descrigao de fendmenos criticos, superconditividade e efeito Hall quantico; 2)
como blocos para construcao de teorias quanticas locais em dimensao superior
[115]; 3) como “laboratorio teérico”, no sentido de ser uma situagao simples em
que os conceitos da fisica quantica local podem ser empregados (ou adaptados)
e os objetos relevantes podem ser exibidos explicitamente. Aqui, somos basi-
camente motivados pelo dltimo e penultimo itens: queremos verificar algumas
conjecturas gerais sobre a relagao entre as simetrias ou a estrutura de setores
de superselecao e a estrutura modular das teorias quanticas locais.

A estrutura modular dos pré-cofeixes quirais fornece uma completa classi-
ficagdo destes, como acontece também no caso de teorias quanticas locais em
dimensdes superiores [99], pelas propriedades caracteristicas das inclusdes de
certas algebras locais (via £hsm-inclusdo em [143] ou thsm-fatorizacdo em [82]
- no segundo caso, mas nao no primeiro, apenas os grupos modulares sao usa-
dos). Entretanto, somente nas teorias quirais tem-se provado que a estrutura
modular determina os setores de superselegao [98], [144].> Entéao, no capitulo
9 desta tese temos provado que nas teorias quirais bosénicas em sobre S! a
agao covariante do grupo geométrico Dif f (Sl) tem origem modular, e na se¢ao
10.1 nés exibimos as conjugagoes modulares associadas aos intervalos-duplos, a
partir dos quais se pode obter os setores de superselecao pela abordagem de
Kawaigashi-Longo-Miiger.

6.1 Covariancia Modular e Simetria Espago-Temporal

A covarianciamodular permite reconstruir a agao covariante do grupo de Poincaré
na representacao de vacuo, caracterizando esse setor. Para o bem da completeza,
apresentamos em linhas gerais como essa reconstrucao pode ser realizada.

Teorema 55 (Construgio de Guido-Longo [79]) Seja (A,a.2l) uma rede
qudntica local, ¢ um estado fiel e (Ry,Hyp,Qyp) a representagio GNS associada
(definigcdo 16).

3Recorrendo & idéia de holografia, tem sido especulado que certas propriedades em teorias
de baixa dimensdo podem se refletir nas teorias em dimensdes superiores. Por exemplo, a
origem modular da agdo covariante de Dif f (Sl) nas teorias quirais implicaria que certas
teorias em dimensdo superior teriam outras simetrias (diferentes das simetrias internas ou da
simetria espago-temporal) tendo origem modular, embora nesses casos tais simetrias devem
atuar de modo “difuso” (ou seja, que ndo pode ser dado por transformagdes geométricas -
razdo pela qual ndo podem ser reconhecidas na formulagdo de Wightman ou na formulagao
Lagrangeana) - vide nosso artigo [67].
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Se a representagdo satisfaz a propriedade de covaridncia modular, existe uma
representa¢do unitdria fortemente continua U : 75+ — B(H,) do recobrimento
universal do grupo de Poincaré proprio mantendo Q, invariante, agindo covari-
antemente na rede R, e implementando a agdo do grupo modular das regides
cunha como boosts:

A%, =UAw(t) ,teR YW eW

onde Aw € o levantamento do grupo um-pardémetro Aw para ’ﬁ+ com base na
identidade, Aw (0) = I.

Esboco da prova. 1) Reconhecemos que o grupo de Poincaré 'Pl € alge-
bricamente gerado pelo conjunto de boosts

/PJTF = algebra{Aw (t); t e R, W € W}

2) Definimos (motivados pela covaridncia modular) a dlgebra gerada pelo
grupo de unitdrios modulares das regides tipo cunha

G= algebm{Aﬁ,; teR, W e W}

3) Verificamos que G define uma extensdo central algébrica de 'PI_, a saber
(aqui, a covaridncia modular € necessdria para garantir que = € um homeomor-
fismo bem-definido)

F:G—)Pl , (AL = Aw (t)

4) Uma andlise conveniente mostra que G é uma extensdo de Lie fraca
de 'PI_, o que implica na existéncia de uma representacdo unitdria fortemente
continua U : P — G tal que o U:P— ’Pl € a aplicagdo de recobrimento (este
iltimo passo depende de certas propriedades topoldticas particulares do grupo de
Poincaré).

5) Finalmente (depois de alguns raciocinios) verificamos que U (]\W (t)) =

A%- A positividade da energia de U seque-se de um teorema converso do teo-
rema RCB em [27]. m

Na situacao do teorema, nos concluimos que ¢ é um estado de vacuo de
(A, ay,2), onde ay é a agdo do grupo de Poincaré sobre A induzida por U.

Observagao 56 Este teorema € completado em [80] para gerar uma represen-
tagcdo do grupo de Poincaré ’Pl ao invés de uma representag¢do de seu recobri-
mento universal.

Na construcao seguinte, a representacao covariante do grupo de Poincaré é
construida diretamente, a partir das inclusoes modulares:
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Teorema 57 (Construcgido de Borchers-Wiesbrock, [20]) Seja (A, «, ) uma
rede qudntica local, ¢ um estado satisfazendo a propriedade de covaridncia mod-
ular e (Ry, Hy, Q) a representacio ciclica associada (defini¢io 16) (ndo exigi-
mos que o estado seja invariante sob agio do grupo de Poincaré e nem do grupo
das translagoes espago-temporais).

Entao existe uma representacio unitdria fortemente continua com energia
positiva U : P — B(H,) agindo covariantemente na rede R,, mantendo
invariante e implementando a ag¢ao dos operadores modulares das regides cunha
como boosts:

A =U(Aw(t)) , VEER, YW € W

Esboco da prova. 1) Reconhecemos que o grupo de Poincaré 'PI_ € gerado
pelas translagoes e boosts. Portanto, para construir uma representacao covari-
ante do grupo de Poincaré basta definirmos a a¢do desses subgrupos, conquanto
satisfacam as relagoes de comutagio corretas.

2) Identificamos a representagdo dos boosts com a ag¢ao definida pela covar-
tdncia modular.

3) Se consideramos uma cunha e uma de suas translagées na dire¢io per-
pendicular a seu eizo, a covaridncia modular garante que as dlgebras locais asso-
ciadas definem uma inclusdo modular semi-lateral-positiva. Isso permite definir
as translagoes espago-temporais.

4) Se consideramos um par de cunhas distintas com um vetor tipo-luz em
comum e a regigo definida pela interse¢ao desses, a covaridncia modular garante
que as dlgebras locais associadas definem um par de inclusées modulares semi-
laterais-negativas. Isso nos permite construir a representagdo da parte transla-
cional do subgrupo estabilizador do wvetor tipo-luz invariante comum (i.e., do
grupo das transformagées de Poincaré que mantém tal vetor invariante), que
por sua vez conecta os grupos modulares das cunhas originais. M

A agdo covariante do grupo de Poincaré também pode ser construida a partir
das conjugacoes modulares dos cunhas sob a hipotese de que elas agem geomet-
ricamente como as reflexdes associadas (de acordo com o fato de que estas geram
o grupo de Poincaré). Mas a hipotede se que as conjugagdes modulares agem
geometricamente é menos forte do que a propriedade de covariancia modular e
nao é suficiente para garantir a validade da condigao espectral da representacio
construida, sendo necessério supor condi¢tes adicionais para que esta possa ser
obtida, vide [34].

Observagao 58 A relacdo entre a covaridncia modular e a simetria relativis-
tica é uma caracteristica nao-trivial das teorias quédnticas locais (algo invisivel
para o formalismo Lagrangeano), e nos leva a conjecturar se a estrutura modu-
lar gera outras simetrias da teoria, de natureza ndo necessariamente geométrica,
tais como simetrias de gauge. A resposta € positiva, conforme a discussio da
proxima subsegao.

Observagao 59 Podemos esperar que numa rede qudntica local (A,a,2) ez-
istam regioes O € K e estados ¢ fiéis sobre A(O), tais que o grupo modular
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pr,o do par (A(O),p) atue geometricamente, i.e. que na representa¢io GNS
(T, Hy, Q) tenha-se um grupo um-pardmetro de difeomorfimos By : M — M,
satisfazendo certas propriedades necessdrias, dentre elas ;0 = O, e uma rep-
resentagdo unitdria u, o : R — U (Hy) tais que

Tp0 = aduyo(t) € 0,0 (A(Q) =A(BQ) VQEKX

Esse fato ocorre mas teorias conformes, para o estado de vdcuo e todas as
regides causalmente completas, visto que o grupo conforme age transitivamente
sobre IC. No capitulo 9, exibimos explicitamente para certas teorias quirais sobre
S, um estado wy diferente do vdcuo e um intervalo Iy C S! tais que o grupo

p .
modular o}, |, age geometricamente em R (I2).

6.2 Estrutura Modular e Simetria de Gauge Global

Na medida em que a estrutura de superselecio determina a simetria de gauge?,
o problema de como obter o grupo de simetrias de gauge global a partir da estru-
tura modular parece que pode ser resolvido através de dois caminhos diferentes,
cada um destes aplicavel ao caso de certas classes de teorias conformes sobre R
ou S': um deles foi proposto por Wiesbrock em [144] e outro foi proposto por
Kawaigashi-Longo-Miiger em [98].

6.2.1 A Abordagem de Wiesbrock

A abordagem de Wiesbrock baseia-se na idéia de que estados carregados po-
dem ser obtidos pela agao de transportadores de carga (no sentido de [59, Sec-
tion ITI]) e que estes podem ser realizados como cociclos modulares localizados
(definidos abaixo). Especificamente, na representagio de vacuo de uma teoria
quantica local satisfazendo a propriedade de covariancia modular, os unitarios do
cociclo-de-Connes de uma 4algebra de observaveis localizada numa regiao cunha
com respeito ao estado de vacuo e um estado-DHR localizado numa subregiao
limitada daquela cunha, agem como transportadores de carga:

Teorema 60 Seja (R, H,U,Q) a representagio de vicuo de uma rede qudntica
local e seja p um endomorfismo localizado numa regiago limitada O C M; seja
W C M uma cunha contendo O, aty, o grupo modular do par padrio (R (W), Q)
e ug (p) o cociclo-de-Connes do par de estados (w o p_l,w).

Entao, o endomorfismo de A
to._ st —t
Pw = 0w 9 PO 0w

€ unitariamente equivalente a p e, se vale a propriedade de covaridncia modular,
ele € localizado na regido O%, := Ay (—2rt) O.

4Isso é completamente valido quando o grupo de simetria de gauge global é compacto,
correspondendo aos setores do tipo DHR [62].



64 CHAPTER 6. ESTRUTURA MODULAR E SIMETRIAS

Além disso,

p(A) = liin adut (p) A , VA € Aioe (6.1)

t—+oo

Prova. A eq. (B.1) da segao B.1.1 implica
oty 0 po ot (A) = uf (9) p (A)wi (p) , YA ER (W)

Portanto pty, € unitariamente equivalente a p.

Se vale a propriedade de covaridncia modular, i.€ oty, = adU (Aw (—2nt)),
temos

A €R (Aw (—27t) O') = oy} (A) € R(O)
=y (A) = ol 0 po oyt (A) = olyoryt (4) = A
Ou seja, pby, € localizado em Ay (—2mt) O.

Dado A € Ujpc, seja O €D ta que A € R ((5) Para |t| suficientemente

grande, temos que o suporte O, de pt;, estd causalmente disjunto de @, donde
piv (A) = ug (p) p(A) ut (p) = A e p(A) = aduj (p) A. =

O teorema nos mostra que podemos recuperar o endomorfismo localizado p
a partir do seu cociclo-de-Connes u; (p). Entdo, a pergunta natural que formu-
lamos é: podemos caracterizar tais cociclos por requerimentos genéricos, sem
referéncia prévia aos endomorfismos localizados? Isso nos leva & definigdo de
cociclo modular localizado (generalizado):

Definigdo 61 (Cociclo Modular Localizado) Seja (R,U,H, ) a represen-
tagcdo de vdcuo de uma teoria qudntica local.

Um cociclo modular localizado em O € K (com respeiro ao estado de vdcuo)
€ um caminho fortemente continuo de unitdrios agindo em H

u:R—=>UMH) , u(t) =u
satisfazendo as sequintes propriedades:
i) Ugrs = uta(’; (us) , Vt,s €R
i) Jeo >0/ |t| <eo = ur € R(O)
ii) IKo >0/ |t| > Ko = uu*, € R(0)'
onde oty € o grupo modular do par padrio (R (0),Q).

A condi¢ao (i) é simplesmente uma das propriedades caracteristicas dos
cociclos-de-Connes; a condigao (ii) define o significado do cociclo ser localizado;
e a condigdo (iii) inspira-se na equagdo (6.1) do teorema anterior.
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Conforme discutimos na se¢do 10.2.1, Wiesbrock em [144] prova que em
teorias quirais fortemente aditivas sobre S!, os cociclos modulares localizados
definem endomorfismos localizados pela equagdo (6.1); mas pouco sabemos so-
bre o que pode ocorrer em situagoes mais gerais. Por isso, terminamos essa
secao propondo um problema para pesquisas futuras:

Problema 62 Fstabelecer as condi¢oes adicionais sob as quais um cociclo mod-
wlar localizado u; define um endomorfismo localizado da dlgebra de observdveis
A pela férmula

= lim adu
P t—+oo ¢

6.2.2 A Abordagem de Kawahigashi-Longo-Miiger

Sabemos que as algebras localizadas em regides causalmente conexas nao incor-
poram individualmente nenhuma informagao sobre os setores de supersele¢ao da
teoria - sob certas circunténcias, todas sdo isomorfas ao unico fator hiperfinito
do tipo III,. Entao, apenas para sugerir a idéia de que as algebras de ob-
servaveis localizados em regioes causalmente desconexas do espago-tempo in-
corporam alguma informagao sobre os setores de superselecao da teoria, damos
o seguinte argumento intuitivo (sem pretender que seja verdadeiro nalgum sen-
tido positivo): dado um par particula-antiparticula cujas regides de localizagdo
sao causalmente disjuntas, das medidas realizadas na regiao de localizagdo da
particula nao se pode inferir a existéncia da anti-particula ou, pelo menos, que
ambas estdo descritas por algum estado global; portanto, o resultado das medi-
das localizadas realizadas sobre uma das particulas do par caracteriza seu setor
de superselecdo.’

A abordagem de Kawaigashi-Longo-Miiger (KLM) analisa certas propriedades
das algebras localizadas em regices causalmente desconexas para delas obter os
setores de superselecao da teoria.

Proposigao 63 Seja (R, H,U,Q) a representagdo de vicuo de uma rede qudn-
tica local, satisfazendo dualidade causal.

Se O,Q € I sio duas regides causalmente disjuntas, entdo os transporta-
dores de carga localizados entre endomorfismos localizados em O e Q pertencem
a dlgebra dual R (O U Q) (vide a definigio 2.6).

Prova. Sejam p,p € End (2l) endomorfismos transportdveis localizados nas
regioes O, Q € I, respectivamente, satisfazendo p = adu o p para algum unitdrio
u € B(H) (transportador de carga). Entdo

BeR(O)NR(Q')=uB=up(B)=p(B)u=Bu
donde

ue (ROYNR(Q)) cR(O'NQ) =R (OUQ)

SEsta ¢ uma adaptagio do conhecido argumento “da particula atras da lua”, [3, section
1.7, p.16].
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ou seja: a dlgebra R (O U Q) contém os transportadores de carga com suporte
emOUQ. m

Portanto, quando as regioes O e Q sao causalmente disjuntas, esperamos
que a inclusao

R(O)VR(Q) CRI(OUQ)

fornega informagoes sobre a estrutura de superselecao da teoria, possivelmente
suficiente para determinar completamente essa estrutura. Talvez isso possa ser
conseguido pela analise das propriedades do endomorfismo canénico

70,0: R (OUQ) = R(O)VR(Q)
cuja restricao
Ao, R(O)VR(Q) = R(0O)VR(Q)

é um endomorfismo de R (O) VR (Q). O fato do endomorfismo canonico ser um
objeto modular evidencia a importancia da estrutura modular nessa anélise.

A analie de Kawaigashi-Longo-Miiger da estrutura de supersele¢ao de certas
teorias quanticas locais sobre R parte dessas idéias. Esta analise particularizada
para o caso de pré-cofeixes quirais sobre S! é apresentada na secdo 10.1.1.

Observagio 64 E significativo que a teoria quédntica local possa determinar
localmente os setores de superselecio, primordialmente definidos em termos
globais. Isso corrobora a idéia de basearmos a teoria em conceitos com in-
terpretacao fisica mais direta.



Chapter 7

Teorias Quirais Locais

Introdugao

As teorias quirais locais constituem o andlogo da teoria quéntica local com o
“espaco-tempo” correspondendo ao raio-de-luz compactificado R ~S* e o “grupo
de simetria espago-temporal” sendo dado pelo grupo de Mébius Mob = SU (1,1)
ou por sua parte conexa PSU(1;1) = SU(1,1)/{L,-I}.

Antes de entrar no tema propriamente dito deste capitulo, & valido apresen-
tarmos uma pequena digressao sobre a definicao do grupo conforme.

Grupo Conforme e
Compactificagdo Conforme do Espago-Tempo

Ingenuamente, o grupo das transformagoes conformes poderia ser
definido como o grupo das transformagoes do espago de Minkowski
M que preservam a métrica exceto por um fator multiplicativo; en-
tretanto, se dim (M) > 3 as chamadas transformagdes conformes
especiais nao sao globalmente definidas e ndo formam um grupo.
Portanto, a defini¢do do grupo conforme torna-se um pouco mais
delicada, e nés a descrevemos em dois passos: primeiramente, defin-
imos a chamada compactificacio conforme do espago de Minkowski
M como sendo uma variedade compacta contendo uma imersio
isométrica densa de M sobre a qual todas as transformagdes con-
formes de M possuem uma extensdo a difeomorfismos (globais) - a
existéncia de M é garantida por um teorema; depois, nés definimos
o grupo conforme de M como sendo o grupo das transformagcoes
conformes de sua compactificacdo conforme M [126, Definition 2.1],
[26]. Simbolicamente,

M~ M , Conf(M):=Conf (ﬂ)

No caso de teorias bidimensionais, a defini¢ao de grupo conforme
é feita por analogia aos casos em dimensoes superiores, embora todas

67
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as transformagdes conformes em M?1'! estejam globalmente definidas
[126, Section 2.4]. A razdo para isso estd no fato de que a classe das
transformagdes conformes que preservam a orientagio de M1 é
dada por [126, Theorem 2.10]

Conf (M"') ~ (Diff(R), x Diff(R) ) U (Diff(R)_ x Dif f (R)_)
(7.1)

que vem a ser um grupo “muito grande”, no sentido de que as redes
quanticas locais com um setor de vacuo invariante sob agao de tal
grupo sao algo triviais. Assim, considerando que a compactificagao
conforme de M1 ¢ S1:=S! x S!, temos simbolicamente

MbPL s SPE Conf (M) := Conf (S™)

Lembramos que analogamente a 7.1, temos [126, comments after
Theorem 2.10]

Diff (s™), = (Diff ('), x Diff (8*),) U (Difs (8)_ x Diff (sY)_)
(7.2)

Este é a razao basica para a decomposicao de uma teoria conforme
bidimensional em duas teorias quirais sobre raios-de-luz compactifi-
cados [11].

Lembramos que o grupo conforme de S* (incluindo inversdes) é o que chamamos
de grupo de Mébius.

7.1 O Grupo Diff (S') o Grupo de Moébius e a
Algebra de Virasoro

Denotamos por S! o conjunto dos nimeros complexos de norma unitaria
St={z€eC/|z|=1}
S! é uma subvariedade de C com um grupo de difeomorfismos
Diff (Sl) = {difeomorﬁsmos de S em Sl}
Denominamos por dlgebra de Witt a algebra Lie do grupo Dif f (Sl)
Witt := Lie (Dif f (S")) (7.3)

Vect (Sl) é o espaco vetorial subjascente & algebra de Witt!, donde obtemos o
seguinte conjunto de geradores da algebra de Witt:

d
n = —z""'la , MEZ (7.4)

!Diff (S') é um grupo de Lie com dimenséo infinita agindo sobre o espago Vect (S!) dos
campos vetoriais diferenciaveis sobre S1.

e
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Estes geradores satisfazem as seguintes relagoes de comutagao

[in, im] =(n—m)Lnim , Vn,meZ (7.5)
e as relacoes de conjugagao
=L, ,Vnel (7.6)

A &lgebra de Witt possui uma dnica extensdo central [77] [126, Theorem
5.1], denominada dlgebra de Virasoro

Vir := Witt ® CZ (7.7)

Naturalmente, o operador Z é o gerador do centro da algebra de Virasoro (por-
tanto, necessariamente comuta com os geradores da subalgebra de Witt). A
algebra de Virasoro possui o seguinte conjunto de geradores

{L,; n€ Z}U{Z} (7.8)
que satisfazem as relagoes de comutagao
(L, L] = (n —m) Lpym + 6nimo7s (n2 — 1) Z
,.Vn,m € Z (7.9)
[Ly,Z] =0
e as relacoes de conjugacgao
L'=L_, ,VneZl
Z* =7

Notamos que a algebra de Virasoro é gerada pelo conjunto {L_o,L_;, Ly, Lo }U
{Z} de acordo com a seguinte formula de recorréncia

[Lin, L1] =£(n—1) L:I:(n+1) yn>2 (7.10)

Como {Lo, L1 + L_1,Ls + L_»2} gera o conjunto {L_5,L_1,L;, L2} a partir das
relacoes

[Li+L_1,Lo]l =(L1 —L_1) e [Ly+ L_5,Lo] =2(Ly — L_5)

concluimos que a &lgebra de Virasoro possui um conjunto de geradores auto-
adjuntos:

Vir = algebra de Lie gerada por {Lo,L1 + L_1,Ls + L_2}U{Z} (7.11)

Analogamente, a subalgebra de Witt também é gerada por operadores auto-
adjuntos

Witt = algebra de Lie gerada por {f/g, L+ f/,l, Ly + Iu/,z} (7.12)
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Observagao 65 Na literatura sobre teoria conforme Euclideana bidimensional
e unidimensional (como por exemplo [11], [78]), as consideragdes sobre invar-
idncia conforme se referem a invaridncia conforme infinitesimal, i.e. com re-
speito & acdo da dlgebra de Virasoro, e nao propriamente com respeito ao grupo
conforme propriamente dito. Entretanto, nossas consideragoes versam sobre as
teorias qudnticas locais sobre o espag¢o de Minkowski com simetria conforme;
elas sao de cardter totalmente geral e devem servir para qualquer tratamento
rigoroso do assunto. Ndo consideramos em nenhum momemto as teorias Fu-
clideanas, apesar de existirem certas relagoes entre o grupo conforme do espago
de Minkowski e o grupo conforme do espago Euclideano [126, Section 2.4, 5.2].

O grupo de Mobius é dado pelo conjunto das transformagoes conformes
globais do espago dos niimeros complexos preservando a orientacao, munido da
operacao de composicdo. Esse grupo deixa o circulo S! invariante e é dado
explicitamente por?

R
=

Mob:PSU(l,l):%:{g:(B . ) ; o, B €C, |oz|—|ﬁ|(:1})
7.13

com a acao definida por®

_ a J6] _az+ﬁ
g—(ﬂ & )ESU(l,l), (CBz—)gz—Bz+d€(C

O grupo de Mo6bius é gerado por {L_1, Lo, L1 }
Mob; = grupo de Lie gerado por {L_1, Lo, L1}

Mais geralmente, para todo n € N\ {0} o conjunto {L_,,, Lo, L, } gera o

2Realmente, o centro de SU (1,1) é dado por

=={(0 1) (0 L)

a partir do qual temos o quociente
PSU(1;1) = SU(1;1)/Z~

3Realmente, esta agio deixa S! invariante:

ae'? +68]
Bei® +al|

i+ Be
Bet? + &

oz—l—,Be_"‘9
o+ Be—1

0| _

ei? =1VeecR

oe
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subgrupo Mob,, C Diff (Sl) definido por*
Mob,, :== grupo de Lie gerado por {L_,, Lo, L, } (7.14)
= {un : St = SY up (2) = YVu(zn); u e Mob}

Verificamos que M ob,, é isomorfo ao grupo de Mobius Mob; pela seguinte cor-
respondéncia entre os geradores

z n?-1
Lo—)Lg = %Lg-f- (24n)Z
Lin — Lty := + L4y,
Os operadores Ly, L 1+ L; e L 5+ Ly sao Hermitianos e correspondem aos
geradores infinitesimais das seguintes difeomorfismos de S

ei0/2 0
LiwRO)=( ¢ e )  0€R (7.15)

cosh\ sinh A

L1+L1WD(/\):< sinh A cosh A ) AER

L 4Ly~ Dy(\) =4/D(V) ()* , AeR

Nas teorais quirais locais, Ly é chamado de “Hamiltoniano conforme” e cor-
responde ao operador energia-momentum das teorias quéanticas locais em di-
mensoes superiores.

7.2 Axiomas das Teorias Quirais

Os axiomas caracterizando as teorias quirais em S® sao anilogos aos axiomas
da teoria quantica local, sendo a estrutura local em S! definida pela relacio de

“disjuncdo de conjuntos”:®

Il,IZCSl,I;[XIg — IlﬂIZZQ)

4Que seja bem entendida a radiciagio na defini¢io de Mob,, pela divisio de S em n partes
sobre as quais temos os ramos da raiz /-

. 2 2
I, = {e’o; 6 c <k—ﬂ-,(k+1) —ﬂ-)} ,k=0,...,n—-1

n n

Assim,
u € Diff (SY), z € I, ~ /u(2)" € I

5Lembramos que o sinal ‘x’ significa “...& causalmente disjunto de...”
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Nesse caso, o complemento causal é a relagao definida por:
Icst, I':=sn\T
Definimos a classe dos intervalos de S* por
Z:={I CS'/IeS"\I sdo abertos conexos nio-vazios}

No que segue, considere H sendo um espago de Hilbert e W* (#) a classe de
subalgebras de von Neumann em B (H).

Axioma 66 (Pré-Cofeixe Quiral em S!) ¢ Uma terna (R,U,H) dada por
um correspondéncia

R:T—W*"(H)
e uma representac¢do unitdria do grupo de Mobius
U:Mob— U(H)

é um pré-cofeize quiral sobre S* quando ele satisfaz as sequintes propriedades:
t) Isotonia

L,LeZT , [ Cl, = R()CR(I)
i) Localidade
L,LeZ, L Cl, = R(I1) CR(L)
tiz) Covaridncia
IeZ = adU(9)R(I) =R(gl) , Yg € Mob

tv) Condicao Espectral: O gerador do subgrupo das rotagées U o R €
positivo, i.e.”

Spect (Lp) C [0, 00) (7.16)

v) Estado de Vidcuo: Eziste um unico vetor unitdirio Q € H invariante
sob ag¢ao do grupo de Mdébius

U(g)=Q ,Vge Mob

e ciclico para a dlgebra quase-local Ao := \/ ;o7 R (I).
Com este vetor temos definido o estado de vdcuo:

w=(9,-Q)

60 conjunto-indice Z com a ordem definida pela inclusio de conjuntos nio constitui um
conjunto dirigido, portanto, em concordancia com a terminologia matematica corrente, nos
usamos ao invés do termo rede o termo pre-cofeize (traduzindo do inglés precosheaf).

70O subgrupo das rotagdes {R (8); # € R} (definicdo 7.15) realiza na teoria quiral local o
mesmo papel que o subgrupo das translacdes espaco-temporais realiza na teoria quantica local.
Por isso, esse grupo é também chamado de grupo das translagoes temporais e, analogamente,
seu gerador Lo é também chamado de Hamiltoniano conforme.
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Definimos a algebra universal do pré-cofeixe (R, U, H) por
2 := Ao (fecho na topologia da norma)

Pode-se provar que uma teoria quiral local satisfaz as seguintes propriedades
adicionais:

vi) Dualidade causal [39]
R =RI') ,VI€T
vii) Aditividade Forte 8 [26]
IeZ, zelI=RUI\{p}) =RI) (7.17)
viii) Covariancia Modular [26], [69]
O operador modular A’R(Sir),w associado ao par (R (Si) ,w) satisfaz
A%(s;),w = U (D (-27t)) (7.18)
onde
SL:={z€eS'"/S(z) >0}
ix) Propriedade de Cisao [53, Theorem 3.2]

A propriedade de cisdo é provada para teorias quirais satisfazendo a chamada
condi¢ao da classe tracial:

Tr (e*BL") <o ,VB8>0

onde Ly é o Hamiltoniano conforme (equagio 7.16). A condigao de classe tra-
cial é realmente necessaria, desde que existem modelos quirais que violam a
propriedade de cisdo, embora satisfagam a (mais fraca) condicdo de classe tra-
cial com temperatura mdzrima, a saber, para algum T4, > 0

Tr (e_ﬁLO) < 00, V871 > Thas
Tr (e_ﬁLO) =00, V87! < Thaa
conforme exemplos apresentados em [53, Section 3.1].
Observagdo 67 (Aplicagdo de Cayley) A Aplicacio de Cayley é um iso-

morfismo topoldgico entre S e R (a compactificagio de R pela adjungao de um
ponto no infinito):

. -1
‘ST R = —i2 1
C:S"=R, C(z) T (7.19)
CliRoS S, O (2) = LT
1—iz

8 A aditividade forte implica que o pre-cofeixe quiral é isomorfo a uma rede quantica local
sobre R ~ S\ {—1} (via transformagdo de Cayley, por exemplo) satisfazendo dualidade de
Haag.
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Claramente

C(1)=0,C(-1) =0 , C (i) = £1

C0,1)={2€850<S(z) <m/2} =L
C(0,00)={2€8, 0<S(2) <m} =My
Usando a aplicagao de Cayley, nds relacionamos duas apresentag¢des das teo-

rias quirais: a apresentacdo compacta, na qual o grupo de Mdobius e os campos
quirais sdo definidos sobre S*, e a apresentacdo nao-compacta, na qual o grupo

de Mébius e os campos quirais sao definidos sobre R. No que seque usaremos
ambas apresentagdes, de acordo com nossa conveniéncia, sem alterarmos a sim-
bologia.



Chapter 8

Pré-cofeixe CW

Por modelo de correntes abelianas entendemos uma teoria quiral dada pelo pré-
cofeixe de dlgebras de Weyl gerado por correntes abelianas sobre S1; é ocasional-
mente também chamado de modelo-U (1), mas aqui usaremos o nome pré-cofeize
CW. Sua simplicidade matemaética permite que sejam conhecidos explicitamente
diversos objetos de interesse fisico, tais como os campos carregados e os oper-
adores modulares - esse fato é, na verdade, o principal atrativo dessa classe de
modelos. Este capitulo apresenta as defini¢bes bésicas e os topicos que usare-
mos nos capitulos seguintes; ele foi elaborado a partir dos seguintes trabalhos,
0s quais sugerimos para as provas e detalhes omitidos aqui: em [38] h4 uma
exposicao detalhada do modelo das correntes abelianas de dimensdo um (essa
dimensao é definida abaixo); em [144] a estrutura de superselecdo desse mod-
elo é analisada com o auxilio dos cociclos-de-Connes, que relacionam os grupos
modulares correspondentes a diferentes estados padrao sobre a mesma algebra
de von Neumann (capitulo 10.2); em [130] é tradado o caso multidimensional, e
nele ha também uma discussao de aspectos algébricos e modulares dessas teorias
baseado nos dois trabalhos anteriores. Para uma discusao das teorias conformes
e teorias quirais com especial considera¢iao do problema dos campos se transfor-
marem de acordo com o recobrimento universal do grupo conforme, sugerimos
[123]; vide também [133].

Para o que segue, introduzimos as defini¢oes e convengoes abaixo.

Notagao 68 Denotamos por V. um espago vetorial sobre R com dimenséo finita
N e produto interno (,). Sua complezificagio (Vc,(-,-)c) € definida canonica-
mente:

Ve=CoV={v+iw; v,w eV}
(e =®RE)RE+H ), +i((RE),SC) —(S(),R())
Rv+iw)=v, SW+iw)=w ,YVo,weV

75
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Notagao 69 Definimos o espago das fungdes teste tomando valores em V por
LV :=C*® (Sl,V) = {f : S = V de classe C‘x’}

munido da semi-norma

oo

s LV = (0,00 , 1fll:= D nlfal® s [fal i= (fus fude

n=1
dada em termos dos coeficientes da expansdo em série de Fourier

F()= faz ", Fa=fn€Ve,¥neN

neZ

Diferenciamos e integramos essas func¢ées com respeito ao pardmetro z € St de
acordo com

L, 4 _d dz 1 /2” dé
= ~y _— = — _— = P
dz  d0’ Jgi2miz Jy 2

Notagao 70 Identificando V' com o subespago das fungdes constantes de LV
V<LV

podemos tomar o quociente

(LV), ::%z{f—%c; ceV, felLV}

Sobre (LV), definimos o produto interno

() (LV)y x (LV)y = C , (£,h) = n(fnrhn)c

(Néo usaremos simbolos diferentes para os elementos de LV e (LV'),, esperando
que o contexto indique qual € o caso quando isso nao for mencionado explicita-
mente.)

(LV), também possui uma estrutura compleza

ifn ,m>0
i:(LV)y = (LV), , (if), = fo,n=0
—ifn ,n<0

Com tal estrutura compleza, ((LV),,(,)) € um pré-espago de Hilbert. De-
notamos por ) o completamento de (LV'), com respeito & norma definida pelo
produto interno (,):

b= (IV), (8.1)
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e denotamos por (H,(,)) o espago de Fock totalmente simétrico definido por

(h,(;))
H:=@, ,h®"

h0 :=C , h®" := expansdo linear { f® ... f; f € h} ,n>1 (8.2)
—_—

n

(Y:HXH—C, (ef,e9) =€l [ Vfgeh

ef = (l,f,%(f®f),---,% (f®---®f) ,) » VEED
—_——

Notagao 71 Sobre LV definimos a forma bilinear

dz

A:LV XLV =R , A(f,h) = —
g1 271

(f'(2), h(2)) (8.3)
FEssa forma satisfaz as sequintes propriedades:

A1) A(f,h)=—A(h,f) ,Vf,he LV

A2) f e LV, A(f,h) =0Vh € LV < f = constante

Portanto, A é uma forma simplética sobre LV e fiel sobre (LV'),!

Definimos a dlgebra de Weyl das correntes 21 como sendo a algebra-C* gerada
pelos operadores de Weyl caracterizados pelas seguintes relagoes

W (f)W (h) = e 34 ENW (f + h)
{ W (f)" =W (—f) , Vf,he LV (8.5)
A := *-algebra{W (f); f € LV} (8.6)
Enfim, definimos o pré-cofeize CW (R, a,2l):
I>31—R():={W(f); feLV, supp(f) Cc I} (8.7)

a:Mob— Aut () , ay(W(f)) :=W(f,), f,(2):= f(g '2)

Facilmente, verificamos que o pré-cofeixe CW satisfaz as seguintes pro-
priedades:

i) Isotonia
L, LeZI I, Cl,= R(Il) C R(Iz)

ii) Localidade
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L,Ibel, I, C Ié = R(Il) C R(IQ)I
iii) Covariancia

Iel= a,R(I)="R(gI)

iv) Estado de Vacuo. O estado de vacuo w é definido por

=

N‘

LV S fowW(f)=e (8.8)

A representagio de vacuo (H,r, U, Q) é realizada canonicamente no espago
de Fock #:*

AW (f) = a(W(f):=ef e H (8.9)
Mob3> g— Ulg) :=e*9 e U (H)

A representagao de vacuo também as seguintes propriedades adicionais:
v) Dualidade causal e Aditividade Forte

Por calculo direto, a dualidade causal (eq. 2.7) e a aditividade forte da
representacao de vacuo seguem-se da propriedade:

IeZ, feLV, A(f,h) =0Yh € h(I) = f|r = constante

vi) Propriedade de cisdo

IFacilmente verificamos que esta representacio satisfaz as propriedades da defini¢io

moa(g) =adU(g)om , Vg € Mob

Uo (R(8)) =e®Lo [ voc R , Spect(Lo) C [0,00)

onde Lg é o operador de Virasoro que gera as rotagoes.

Para ilustrar, damos aqui a prova de que w é invariante sob agdo do grupo das rotagoes
R (0) (definicdo 7.15) - uma condigio necessaria para que este seja o estado de vacuo. Como
w é fracamente continuo (!), basta verificar a invaridncia de sua agdo sobre os operadores de
Weyl. Com efeito, dados f € LV e 6 € R, temos que s coeficientes de Fourier de fgr) e f
satisfazem

(fr@)), =e ™ fn , Vnel
donde
| fr@y |l = lIfIl , vt e R

e consequentemente

_rrel £ 1
Ol _

w(ar@yW(f)) =e =e 2 =w(W(f))
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Para cada I € Z temos os subespagos

h(I):={feLV [supp(f)CT}Ch

") := expansio linear de {e*; p € h(I)} C A
a partir dos quais definimos o fator tipo I
Nr:=B (eh(l)) C B(H)
que satisfaz
R(I)CcN;CR(I)

Isso implica na propriedade cisdo (20), pois a representagio de vicuo é local-
mente fiel!

vii) Covariancia Modular

Nao é trivial provar diretamente que o pré-cofeixe CW satisfaz a propriedade
de covariancia modular (equagdo 7.18), mas isso segue-se dos teoremas sobre
teorias quanticas locais conformes, mencionado na se¢do 7.2. Para uma prova
direta nesse caso particular, vide [130, Proposition 5.1.2].

O Centro de 2 e o Operador de Carga

Pela propriedade (8.4), temos que o centro da algebra 2( & dado por
Z () = *-algebra{W (c); ce V}

Em cada representagdo (fortemente continua) (7, H) de (R, a,2l) definimos
o operador de carga @, por

Q7r = —1 V_,E’]T (W (x))|m*0

donde
(W (c)) =X  VYeeV

O espectro do operador de carga distingue as representagoes de 2, razao de
sua importancia na teoria dos setores de superselecao.

A acao covariante de Dif f (Sl)

Usando o mesmo simbolo «a, definimos a agdo do grupo dos automorfismos
diferenciéveis de S! na 4lgebra 2 por analogia & agao do grupo de Mdbius

a:Diff (S') = Aut () , agW (f) :=W(fy) , fo(2) = f(g7" (2))
Claramente, essa agao é covariante

a,R(I)=R(gI) ,Vge Diff (S"),VIeT
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Observagao 72 (Corrente Abeliana Multidimensional) Definimos a cor-
rente abeliana de dimensiao N como sendo uma distribuigio J (z) = (J* (2), ..., JV (2))
sobre LV cujas componentes satisfazem as sequintes relagdes de comutag¢do

[JH(21), J7 (22)] = =6"(21 — 22) , V21,20 € S*
Mais precisamente, a corrente J € uma aplicagcio linear
LV f=(f Ny = Jd(f) = (T (fY) - JN (FN)) eV
tal que

dz
1271

T == [ S EhE) = A h)
Portanto, os operadores de Weyl que definem o pré-cofeixe CW podem ser
escritos como exponenciais da corrente J:

W (f) =€)

Entretanto, todas as propriedades da teoria sequem-se da forma simplética
A(,-), definida a partir do produto interno em V, sem necessidade de men-
cionar as correntes abelianas, embore seja dessas que tiramos o adjetivo “abeliano’
para o modelo®.

4

8.1 Teoria dos Setores de Superselecao

Como ocorre em geral na teoria quantica local, os setores de superselegio sao
definidos pelas classes de equivaléncia unitaria das representagoes de energia
positiva da &lgebra de observaveis universal; e aqui, como ocorre em geral nas
teorias conformes, a teoria dos setores de superselecao reduz-se a analise DHR,
porque as representagoes de energia positiva podem ser localizadas em regioes
compactas, estando em correspondéncia com endomorfismos localizados e trans-
portaveis da &lgebra universal. Esse fato simplifica consideravelmente a analise
da estrutura de superselegao da teoria, cujas propriedades serao coletadas na
defini¢ao de representacgées de energia positiva gerada por campos.

Em geral, qualquer representacao pode ser dada pela soma direta de suas
subrepresentagoes irredutiveis; em nosso caso, temos a seguinte proposi¢ao:

20 adjetivo “abeliano” refere-se & algebra de Lie dada pelas relagdes de comutacio dos
campos. Em geral, poderiamos considerar relagdes do tipo

[T (21), J (22)] = if? JF (21) 6 (21 — 22) — kg™ ' (21 — 22) , V21,22 € S

onde f,ij sao constantes de estrutura de uma algebra de Lie e g*/ é uma métrica de Cartan.
(No nosso caso, temos que f,? =0 e que ¢/ & dada pela métrica do espaco vetorial V.)

Outra razdo para o nome abeliano vem das relagdes de comutagio entre os campos porta-
dores de carga: definem uma representagao abeliada do grupo de trancas, pois em nosso caso
estas sdo dadas por fases multiplicativas (conforme equagdes abaixo).
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Proposicao 73 Toda representagao de energia potiviva (m,H,U) de (R, a, )
pode ser decomposta numa soma direta de representacées fundamentais. Mais
precisamente, existe uma familia x de vetores unitdrios Q; € H (i € x) tal que
o0s subespacos H; = w(A)Q; C H sao mutuamente ortogonais e H = ZiEXHi;
além disso, se H ¢ o hamiltoniano (gerador das transla¢des espago-temporais),
temos H); = 0 para todo i € x.

Além do estado de vacuo, conhecemos explicitamente todos os estados fun-
damentais do pré-cofeixe CW:

Proposicao 74 Os estados fundamentais de (R, a, 1) sdo exatamente os sequintes

d: £(2)
12m z

Q€ LV, w, (W () =ei 31 g, = [
S

E as representagoes fundamentais de (R,a,?d) sdo dadas pela contrugdo GNS
(g, Hq, Qq) para o par (A, w,), para cada ¢ € LV .

Para analisarmos a estrutura de superselecao da teoria, definimos os chama-
dos automorfismos carregados:

Defini¢do 75 O autormofismo de 2 transportando uma carga global ¢ € LV é
definido por®

Yo A=A, (W) = e @RIW(f) (8.10)

onde

feS(Sl)wfoz/ dz f(z)

S1 2wz
Portanto, temos que os estados fundamentais de (R, a, 2l) e as representagoes
fundamentais sao determinados a partir do estado de vacuo pelos automorfismos

Y4, de acordo com

W =W oy, (8.11)

He=H , mg=mo,

3E facil checar que essas aplicacdes lineares sio realmente automorfismos de 2, i.e. que
satisfazem as seguintes propriedades:

Yq(1) =1
'YQ(W*):'YQ(W)* ,VW,WI,WQGQL, VCG(C

Yq(CW1 + W2) = (vg(W1) + 7¢(W2)
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Como resultado das proposigoes acima, o pré-cofeixe CW possui um nimero
inumeravel (continuo) de setores de superselecdo, pois o operador de carga @,
possui na representagdo (mq,H,) espectro

Spect (Qq) = {¢}

Modelos quirais com apenas um ntumero discreto (ou finito) de setores de
superselecao sao dados pelas extensoes locais do pré-cofeize CW, definidos na
proxima segdo. Antes, definimos a chamada representagao universal do pré-
cofeixe CW, que coleta todas as representagoes fundamentais de energia positiva
do mesmo.

8.1.1 Representacao Universal

A representagdo universal (ﬁ,ﬁ, ﬁ) do pré-cofeixe CW (R, a,2) é dada pela
soma direta (com multiplicidade unitéria) de todas as representagdes fundamen-
tais de energia positiva de (R, a,2):

Definicdao 76 (Representagdao Universal)

H= @qeLv Hy ={¢ = (¢g)gerLv, ¢q € H, ¢ # 0}
<7> : ﬁ X ﬁ —=C ) <¢7¢> = quLV <¢qa¢q>0 (812)

Fi2%oB(H) 7 (@crvy) = Seervmy (60)

Rot—U(t):H—H, (Ul)d), = Ust)d, (8.13)

(7, ﬁ, f]') é uma representagao fiel(!) e o operador de carga dessa represen-
tagao é dado por

Q= —i Vait (W (\)|y—p = ®qervQn,

Representagao de Energia Positiva Localmente Gerada
por Campos

Uma representagao de energia positiva (7, H,U) de (2, «) é dita
ser localmente gerada por campos quando existe uma familia irre-
dutivel de algebras de von Neumann

I>1— F(I)C B(H)

tal que:
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i) A familia {F (I); I € Z} é local
FI)cr(AI") ,VIeT
ii) Cada F(I) contém os observaveis localizados em I, i.e
m(A(I)) C F(I)

iii) Existe uma agio unitaria fortemente continua do grupo das
rotagoes (defini¢do 7.15)

UoR:R—U(H)

gerada por um operador positivo positivo H afiliado a algebra de
observaveis e tendo o zero como auto-valor simples (cujo auto-vetor
correspondente 2 é o estado de vacuo)

U(R(®)) =" ,V¥9ecR
que implementa a agao covariante das rotacoes
m(a(A)) = etir(A)e Mt ViR, VAeA
Além disso, vale a seguinte condi¢do de continuidade:
VI, C I 3e > 0 / P F(I)e Bt ¢ F(I,) Vt € (—¢,¢)

iv) O vetor de vacuo Q é ciclico e separante para as algebras de
campo locais.

v) O operador de carga @, tem espectro discreto.

Teorema 77 Qualquer representacio de energia positiva (m,H,U) de (R, a, )
localmente gerada por campos com espectro de cargas Sg C LV € unitariamente
equivalente a uma subrepresentagio de (7,H,U), a saber: | ®qes, Hq-

8.2 Extensoes Locais do Pré-cofeixe CW

E possivel aumentar de certa forma as algebras locais do pré-
cofeixe CW mantendo a localidade. Um tal procedimento nos pro-
porciona uma classe de modelos possuindo um niimero de setores de
superselecao finito, em distingao ao cado do pré-cofeixe CW que tem
um nimero nao enumeravel de setores de superselecao.

Definicao 78 (Extensao Local) Uma extensdo local do pré-cofeize CW é uma
teoria quiral local (Rp,ar,2) satisfazendo:

i) Extensdo das Algebras Locais.

R(I)CRL(I) ,VIeT
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it) Extensdao das Translagées Temporais
ag (9) la =alg) , Vge Mob
i) Redug¢do do Centro
#7Z (AL) < o0

A extensio (Rp,ar,2) € dita maximal quando para qualquer outra exten-
sao local {Ri,ai,ﬂi} do pré-cofeixe CW temos

Re(I) DRy (I) =R (I)=Ry(I) ,VI€T

Necessariamente, as extensoes maximais devem satisfazer a du-
alidade causal, pois no caso contrario sua rede dual (equagdo 2.6)
seria uma extensao local nao-trivial.

As extensdes locais do pré-cofeixe CW serao construidas pela in-
corporagao de campos locais & &lgebra de observaveis. Entretanto,
os campos locais estdo definidos no recobrimento universal de S';*
portanto, para definir tais extensoes locais, a familia de campos que
devera ser incorporada & algebra de observaveis deve ser escolhida
adequadamente para que esta possa ser definida diretamente sobre
S! e também ser local. Na construcio destas extensoes locais, recor-

remos 4 representacao universal.

O primeiro passo para a construgao das extensoes locais é dado
pela definicao dos operadores carregados que implementam os auto-
morfismos carregados de 2A:

Definicao 79 (Operadores Carregados) Definimos o operador carregado com
carga ¢1 € LV por

Tp:H—=H, Cpd)g=deq »VgEV (8.14)
Facilmente verificamos as seguintes propriedades
Vo = adl,}
Iyl =Tq4e. , V1,02 €V, VEER (8.15)
adU ()T, =Ty,

O segundo passo para a construgao de campos locais é dado pela
defini¢ao de distribui¢do de cargas:

4Em teorias quanticas locais, os campos carregados locais estdo definidos sobre o reco-
brimeno universal do espago-tempo e se transformam sob agdo do recobrimento universal do
grupo de isometrias deste espago-tempo. Para teorias sobre o espago de Minkowski quadridi-
mentional a sitacdo é simples porque este espago é simplesmente conexo e o recobrimento de
grupo de Poincaré tem grau-2 (o que distingue campos bosoénicos e fermiénicos, conforme se
transformem trivialmente ou ndo sob agdo do centro deste recobrimento). No caso de teorias
conformes a situagdo é mais complicada, porque a compactificacdo do espago-tempo nao é
simplesmente conexa e seu recobrimento universal tem grau infinito [123, sections III and IV].
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Definicao 80 (Distribuicao de Cargas) Uma distribuicio de cargas em S!
€ uma fungdo de classe-C'™

p: St = Ve
tal que
2p(2) €V ,VzeS!
Nesse caso, definimos o funcional

d=

1271

PHLV SR, p[f] = /S (0 (). () (8.16)

Naturalmente, Dif f (S') age no espago das distribuicdes de car-
gas pela acao dual de a:

oo @0 ()=o) wenirr(sh) @1n)

donde
@) p)fl=pla(g™) f] ,VfeLV,VgeDiff(S")

Correspondente & uma distribuigado de cargas, definimos os auto-
morfismos locais:

Definigdo 81 (Automorfismo Local) O automorfismo local definido pela dis-
tribuicao de cargas p € o automorfismo continuo de A

Yo A=A
(unicamente) definido por
Y% (W () =MW (f) , vfeLV

Facilmente, vemos que os automorfismos locais satisfazem a pro-
priedade de composicao®

Y1 Vo2 = Vp1+p2

e sao locais no sentido de que

f € LV, supp (f) Nsupp (p) = 0 = v, (W (f)) = W (f)

Os campos carregados locais serao operadores que implementam
os autormorfismos carregados 7,, precisamente:

5Pelo fato de que vale

plfi+ fol=plfil+plf2] , Vfi,f2 € LV
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Definicao 82 (Campo Local) Um campo transportador de carga q € LV lo-
calizado em I € T é um operador ¢ : H — H satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

Q€ M,
[, J(f)] =0 ,VfeS(SY), supp(f)C I’ (8.18)

*
ady, =,
Tais campos locais podem ser construidos canonicamente.

Proposic¢ao 83 (Construgiao de Campos Locais) Seja p uma distribuicao
de cargas em St e g = po = [ 2 p(2).

Seja p: S = R satisfazendo

o@=ifo)-1

Se definimos
Yo =W (p) I (8.19)

Entdo, temos que 1, € um campo com carga q localizado em supp (p), con-
forme equagao (8.18).

Observamos que uma funcao real j realmente existe e de fato é
dada por

. . 2"
pl2)=i D pa—+i(p) (8:20)
n€Z\{0}
onde ! (p) é uma constante e
p(z) = Zﬁ—nzn_l » PO =(¢
nez

é a expansao em série de Taylor da distribuicao de cargas p.
Notamos também que para f € LV vale®

Yoipr =W (f) (8.21)
6Com efeito, —if’ : S — Vi & de classe-C™® e satisfaz

—izf' () €V ,Vzest

Além disso,

(i) = [ s =if @) =0

L =il @) -]

ou seja, podemos considerar f = (—if’), na notagdo da defini¢do (8.20).
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Ha certa arbitrariedade no campo local definido pela proposi¢ao
acima dada pela constante de integracao [ (p), além daquela oriunda
da multiplicagao por fases. Esta arbitrariedade nos permite ajustar
as relacoes de comutacao entre os campos locais de modo a obter-
mos familias de campos mutuamente locais, ou seja, que também
comutem entre si quando localizados em regides disjuntas.

Facilmente calculamos as relagoes de comutagao entre dois cam-
pos locais ¥,, e 1,,, obtendo

VoY = Z (p1,P2) Ypr+0o

onde (a segunda igualdade abaixo segue-se de um célculo direto)
Z (pryp2) = W (p1) v-s W (52) W (p1 + p2) "
= et ot expy (=24 (b1, o) — i 92))
2 )
Como vemos, tais relagoes de comutagao dependem crucialmente
das constantes [ (p1) e [ (p2) e também das cargas g1 e ¢2. Entdo nos

perguntamos sobre como escolher tais constantes e cargas de modo
a obter campos relativamente locais, ou seja, que tenhamos

Z (p1,p2) Z (p2,p1)" = exp (—A (b1, p2) — i [q1l (p2) — 2l (p1)]) = 1

sempre que supp (p1) N supp (p2) = 0

Tal escolha pode ser feita da maneira seguinte, considerando que
as relacoes de comutacdo nao sao modificadas pela multiplicagao
de elementos centrais da algebra: fixe ( € S! e defina, para cada
distribui¢do de cargas p com carga total ¢ € LV,

le (p) = — [ g—frp (2)In¢ 2
n¢ (p) :=exp (4q f5: Zp (2) In¢ 2) (8-22)

P¢ (2) =13 ez oy p—nZ +1¢ (p)

PS5 ==ne (p) W (p) Ty (8.23)
Nesse caso, temos
Y55, = Ty, (8:24)

onde

T (pr.pa) = ~Apusn) = [ 5 ar,p2 () = (asyp (2))] I =

Sl
(8.25)
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Em particular, temos

T (pyp) =
donde

(wS)" =v°, (8.26)

T é um invariante topologico no sentido de que quando os su-
portes de p1 e pa sao disjuntos e nao contém (, entdo o modulo de T
depende apenas das cargas globais g; e g2 e seu sinal depende apenas
das posicdes dos suportes de p; e p» em relacio a (, precisamente’:

supp (p1) N supp (p2) =0
= T (pla p2) =+ <q17 Q2> (827)
¢ & supp (p1) U supp (p2)

Nesse caso, temos de (8.24)

¢gl l/)lg)z = e:l:i7r<q1,Qz>l/)l§2 l/)lgn (8‘28)

Podemos também determinar a dependéncia dos campos locais
¢g em relacio ao ponto ( € S'. De fato, para cada distribuicio
de carga p (com carga total ¢ € LV) e para cada par de pontos
(1, G2 € SM\supp (p) temos

¢§z (1/,51)* — o~ Tim{0:0) 27(Q) (8.29)

onde o € {—1,0,1} depende das posigoes de (; e (> em relagdo a
supp (p).®

As equagoes 8.24 e 8.27 bem como 8.29 determinam os valores
das cargas globais e os subespagos de # restritos aos quais os campos
¢§ independem do ponto ¢ € S', de modo que formem uma familia
de campos locais. Para enunciar o resultados desses raciocinios na
forma de um teorema, damos primeiro a defini¢do de lattice (definida
convenientemente para nossos fins):

Definicao 84 (Lattice em V) Seja q = (q1,...,qn) C V uma base de V' sat-
isfazendo

<Qiaqi> € 2N ) <qi7Qj> €L ) \V/'L,] = 17"'7N
O lattice em V definido por q € o subconjunto

N
L(q) = {ZanQn; A1y .oy Ap € Z}

n=1

"Em dimensées superiores, 7 corresponde & alternativa Bose-Fermi (7 = 0 ou im) para
campos. Em nosso caso, a rica estrutura de 7 deve-se ao fato do grupo de cohomologia do
espago S! ser nio-trivial.

8De passagem, notamos que os campos 1/)5 podem ser interpretados como segoes locais de
um “fibrado de campos” sobre S1.
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A base do lattice dual e o préprio lattice dual sao definidos respectivamente
por

q ={q, -} onde (g,qr) =0k , Vj,k=1,..,N

L(q)" = L(q")

Todo lattice L (q) é um subgrupo aditivo de seu dual: L(q) C
L (q)"; portanto, estd bem definido o grupo quociente L (q)* /L (q).
Também definimos os vetores

i—1
w1 =0, p;:= Z (@i qe) @5 » Yi=2,..,N
k=1
e a seguinte aplicacao
N N
priL(@) =V ,q=> nigi—pL(g):=> mip;  (8.30)
i=1 i=1

Teorema 85 (Extensdes locais do pre-cosheaf CW) Todas as extensées lo-
cais do pré-cofeize CW sao dadas por lattices em V: se L =L(q) CV é um
lattice, a extensdo local associada € definida por

Z>51— Rr(I):= *algebra {¢p = eiﬁ(Q”‘L(q»z/Jg‘H } (8.31)
L(a)*

d
onde: supp(p)C I, (el q:/S —zp(z)EL

1 2m1
ar (9) = adUs (9) , UL (9) @y :=bps » p°(2) = (97) () p (97 "2)
A dlgebra universal correspondente é dada por
A, = *-algebra {W (f) Ty / supp(f) C I, ¢ € L(a)"}

O estado de vdcuo € dado por (equagio 8.21)

w0 (W (5)  se for p(2) =0
wr (¢p) =

0 , caso contrdrio
Nesse caso, o centro da dlgebra g,
Z@U)={W(q); k=1,..,N} ~L*/L

Portanto, 2L, tem tantos setores de superselegao quanto L* /L tem de elemen-
tos; estes setores sio gerados por campos locais ¢,, definidos por distribuicées
de carga satisfazendo py (¢;) = 0x; , Vk,j=1,..,N.
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Chapter 9

A Origem Modular do
Grupo de Simetria Dif f (S!)

! Nos restringiremos a teorias quirais geradas por um campo quiral
primario ¢ (z) agindo no espaco de Hilbert # = S (S!) das funcdes
infinitamente diferenciaveis sobre S! e covariante sob a represen-
tacdo unitaria natural de Dif f (Sl) que extende a agdao do grupo
de Mobius,

U:Diff (SY) = UMH) ,U(9) f(z)=f,(2)=f (9" (2))

A propriedade “priméaria” de ¢ (z) significa que este se transforma
covariantemente sob a agdo do grupo conforme [11]

h
U@oUE = (5) ¢6) (9

onde h > 0 é a dimensdo de escala do campo ¢ (z).
No6s assumimos que as algebras locais do pré-cofeixe quiral sao
dadas por

R(I)={6(9); ge ST} ={6(f); FeSI}" , VIE% |
9.3

A definigao significa que as algebras locais sao geradas pelas pro-
jecoes espectrais dos polindémios de campos espalhados por fungoes
teste. SituagOes concretas em que essas hipoteses sdo validas sao
dadas pelo pré-cofeixe CW e suas extensoes locais, mas acreditamos
que nossas deducoes sao validas em contextos mais gerais - de acordo
com o teorema (50).

!Este capitulo é baseado em nosso artigo [67].
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Essa secao consiste em apresentar e provar nas condicoes acima
definidas, o seguinte teorema:

Teorema 86 O grupo de simetria Dif f (Sl) tem origem modular, i.e

U (Diff (Sl)) C grupo gerado por U {Af%z(l)’w) it € ]R} (9.4)
IeT
PER .4

Nos casos satisfazendo nossas hipoteses, este teorema generaliza o
fato de que nas teorias quirais a agao do grupo de Mdébius tem origem
modular - o andlogo em teorias quirais do fato em teorias quanticas
locais satisfazendo covariancia modular de que a agdo covariante do
grupo de Poincaré tem origem modular, no sentido dos teoremas
(55) e (57). Precisamente:

Proposigido 87 (Origem Modular da Simetria Quiral) Seja (R,U) uma
teoria quiral com estado de vdcuo w.
Entao, a acdo covariante de Mob possui origem modular,

U (Mob) — grupo {A%(I)’w; Iel, te ]R} (9.5)

Em particular, os geradores do grupo de Mébius Lo, L_1, L1 tém origem
modular.

Ha4 provas desse teorema semelhantes aquelas dadas para o caso
de simetria de Poincaré em teorias quanticas locais (teorema 55) [82,
Lemma 1.1, Theorem 1.2].

Como Diff (S') é gerado pela &lgebra de Witt (equagdo 7.5)
cuja extensdo central é a algebra de Virasoro (equagdo 7.7), que
por sua vez é gerada algebricamente por {Lo, L1 + L_1,L2 + L_»}
(relagdes 7.11), teremos provado o teorema se provarmos que estes
operadores de Virasoro tém origem modular. Como pelo teorema
(9.5) temos que Lo e L_; + Ly tém origem modular, basta provarmos
que L_s + Lo também tem origem modular.

A Origem Modular de L+L o

Para provar que Ls + L_» tem origem modular, vamos construir
um estado wy sobre a algebra universal 2 localmente normal e con-
siderar um intervalo I € 7 tais que o gerador infinitesimal do grupo
modular de uma algebra padrao (R (I2) ,ws) coincide com Lo+ L_o.
Nossa estratégia serd reduzir o problema & propriedade de covarian-
cia modular do setor de vacuo. Para tal, utilizaremos a descrigao
nao-compacta da teoria quiral (7.19): o pré-cofeixe de &lgebras de
observaveis locais sobre R é dado por

R (a,b) =R (C™" (a,b)) , Va<b



e a agao covariante de Dif f (Sl) em R & dada por
g(z)=CgC™" (z) ,Vz €R, Vg e Diff (S

Definicao da Dilatagao D-

Considere o difeomorfismo?

2z
€ : (071) - (07 OO) ’ §(m) = 1—2
—x
cuja fungao inversa é dada por
Vaz+1-1 1 1
€7 :(0,00) = (0,1), §7M@) = T =~ [1+

Agora, para cada A > 0 definimos a dilatagdo Dy (A\)

Dy (X):(0,1) = (0,1) , D2(A) := €7 o D(A) 0

Pela formula (7.15) para a dilatagdo D, temos fa seguinte formula
para D

1 1 \°
(0,1) Sz — Do (/\)I— _T(ZE) +4/1+ (m) (96)

Claramente, Dy é um difeomorfismo do intervalo (0,1).

Construgado do estado

O estado de vacuo pode ser expresso em termos de fungoes de
correlagao

w (¢(21)--¢(2m)) = (#(1)---d(2m)) (9.7)

cuja invariancia sob agao do grupo de Mdbius é equivalente & seguinte
equagao’

($(@1).-0(@m)) = [g'(@1)-g' (@n)]" ($(9(21))--0(g (¥m))) , 9 6(3455

2Na descri¢do compacta
€:{ze8h0<S(2)<n/2} - {z€8 0<S(2) <7}

2z — 22

3Utilizamos ' para indicar a derivada de uma fungio com respeito a variavel z € R, i.e.

d )
g (w0) = —g , Vg € Diff (R)
dx r=z0
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Usando a ndo invariancia do estado de vacuo sob agdo de D3 (A) (j
que esta nao pertence ao grupo de Mobius), nds definimos a seguinte
sequéncia A-dependente de fungdes de correlagao (que definem uma
sequéncia de estados normais sobre R)*

PA@1s s @) 1= [D2(V) (@)]" o [D2 (V) (@m)]" ($(D2(N) (21))-:6 (Do (N) (2m)))

A seguintes formulas para for Do()\) e Dy ()\)' sdo convenientes para
tomarmos o limite A — oo:

Doe =1 28@ o oy pyoye = EEE@ L e eve € 0,1)

\ )
(9.9)

onde o densenvolvimento em série de Taylor em torno do ponto g =
1 da raiz quadrada na defini¢ao (9.6) de D5 (\) nos da

I S (@)
2 \2¢ (z)? X2 (z)°

n(\ ) O™ , n(\z)= +0 (X% ,VA>0,Vz € (0,1)
(9.10)

Temos que 7 (A, z) e ' (A, z) sdo fungdes suaves em z para A fixado
e de ordem A2 para z fixado; em particular, satisfazem

lim Ap(\,z) =0, lim A\p'(\,z) =0, Vz € (0,1) (9.11)
A—00 A—00
Agora, podemos re-escrever @y:

! Ty 2 Ty f
a1, ) = SO, aa)] e x

X <¢ (1 - @ + n()\,xl)> >

Usando invariancia translacional do estado de vacuo, temos

1 h

mh
erorsmn) = (3) (€€ @) + 3 ) )]

1
(o (5176 + 020 )
Usando invariancia de escala do vacuo, temos

A1y oo Tm) = [€'(@1)/E (1) + M7 (N, 21)€ (1)]" .. %
x (¢ [-1/&(z1) + An(A, 21)] )

4Lembramos que

d
D> ()\)’ o = EDz (/\)
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Tomando o limite A — 0o, considerando as equagdes (9.11), temos

h

lim px (@1, 2m) = [€(@1)/€(@1)]" - [€(@m) /€ (wm)] "
(@ [(~1/E(@1))--0 (~1/&(m)])
h

&), -&)
¢ (1) ¢ (zm)

X (¢ (=1/&(21))--0 (=1/&(2m)))

X

Finalmente, a invariancia de Mo6bius do estado de vacuo implica
(lembramos que £ — —1/z pertence ao grupo de Mobius®)

Jim a1y ) = [(C18 |y (18] ,] €08 o)
X (9 (€(21))-6 (E(n))

Simplificando, nés chegamos a uma expressao analoga & equacdo
(9.8), que define uma nova familia de fungbes de correlagado

(8 (€@1))d (E@m))) 1= M ox (1, ) = [€/(21)-8 (2)]" (6 (€(1))-

(9.12)

Definicao 88 Nés chamamos de ws o funcional linear sobre R(0,1) definido
pelas fungées de correlagio acima.

Os valores espedados (-), do dos campos no estado w, espalhados
por fungoes teste com suporte em (0, 1) podem ser escritos em termos
dos valoes esperados (-} dos campos em no estado de vacuo. De fato,
para fungoes f1, ..., fin € S((0,1)) temos

5A transformagio em R

C(—z)=— , Vzest

conforme pode ser visto diretamente das defiingdes (7.15) e (7.19).

¢ (£(zm)))
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& ()t ((F))g = Ji o Ji 1 @2) woon @00) (6 (@0))-08 (@) ol

= e J P (@0) o () [ (@0) 8 )] (8 (€(@0)).rs (€ () dr .,

= Jr o J @) € @) fon @) € (@) (6 (E@0)) o (E(@m))) sl

= [ 3 A (E @) €€ @) fon (€7 @) €67 (@) (921 (@m)) it . d

Onde para conseguir a tltima igualdade nés realizamos a mundanga
de varidveis z — £ ! (z) e a identidade

EET (@) (€Y (@)= (o) (2) =1

Se definimos as fungoes

F@) = (e @) e @) (9.13)
obtemos a féormula simples
(& ()-8 (F)))o = (@UF)-0(F5)) (9.14)

que faz sentido devido ao lema seguinte:

Lema 89 A funcdo
So(0,1)3 f(2) = fC(v) =f (6 (®)€E ()" €8 (0,00)

€ um homeomorfismo com respeito a topologia uniforme, sendo Sy (0,1) e Sp (0, 00)
0s espagos de Schwarz das fungées teste com suporte compacto no intervalo (0,1)
e (0,00), respectivamente

A correspondente funcgdo inversa € dada por

_ 9(€(@)
¢ (z)"

Prova. Como & : (0,1) — (0,00) € um difeomorfismo de classe C* cuja
derivada € dada por

S0 (0,00) 3 g (y) = g¢ (z) €S0 (0,1)

oy - 2(1+2%)
€)= = o e O

Por indugao, temos que as derivadas de £ sao da forma

() (z) = 22270 onde pn (z) e qn(x) sdo polindmios
€ (@) = (@) € an(2)

Portanto, para toda funcio f € Sp(0,1) temos que f& € de classe C™ e tem
suporte compacto em (0,00), donde f& € Sy (0,00). m
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Usando a férmula (9.14), no6s somos capazes de provar propriedades
do estado ws a partir de propriedades do estado de vacuo w.

Proposigao 90 we é um estado fiel e positivo sobre R(0,1) que € invariante
sob agao de D2(\) para todo \ € R.

Prova. A normalidade local seque-se diretamente da construgao das fungées
de correlagdo de ws como limites das funcées de correlagio de estados normais.
A positividade de wy € equivalente ¢ seguinte proposi¢io [132, Theorem 3-3]:
para qualquer sequéncia de fungdes teste {fj}jeN de fungées teste fj(z1,...,x;)
definidas em z1,...,z; € (0,1) tendo apenas um nimero finito de fungées ndo
identicamente nulas, vale as desigualdades

© a1 1
0< Z / / dzq...dzidyy ...dyp f; (T1y ooy T5) fe (Y1 oy Yk) (d(xj)-d(@1)P(Y1)---d(Yr))s
hj=070 0

Entao, nds definimos para cada fungio f € S (0,1) uma fungdo (em analogia
com o lema anterior)

Fo(@1, ey 2a) = fi(@r, o zg) = €€ (@) € (€ (@) (€ (@2), € (2y))

Donde podemos rescrever a soma acima por

Z/ /dzl dzjdy;.. dykf](ﬂvl, i) fe(Y1, s yr) X

k,j=0
X (d(25)-P(21)D(y1)--D(Yr)),

)-e-
oo 41 1 B
Z / z1...dejdys...dyr fi(z1, o, 25) fi (Y1, oo Yi) X
0

k,j=0 0

X (€ (21)€ ()] (B(E(w5))--B(E (1)) $(E(wr)) - S((E i)
Z / / day...dzjdys...dy (€7)" (@1). (671) (25) (€71) () (€71) (wn) x

ij(f‘( Dr ) €7 ), [E(E @) (67 i) (927 bl1) S ) b))
= / / day sy F5 (€7 (1), ) (€7 (91), ) X

k,j=0

x[f'(sfl(m) EE ] T (B(@) e B(21) (Y1) - S(yr))
Z / / dey...dmjdys...dys FE; (21, oy 25) FE (W1, ooy Ua) ($(25) - 3(21) D (Y1) D)

k,j=0

Portanto, a positividade do estado de vdcuo implica na positividade e ws.
Também pela férmula acima, a fidelidade de wy em R(0,1) segue-se da fi-
delidade do estado de vicuo em R(0,0).
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Para checar a invaridncia de wy sob ag¢ao de Do (X), notamos que

§(D2(N)z) = A¢(2)

A (z)

§'(D2(N)x) = DoV (@)

Portanto,

($(D>(N)z1)..$(Da(N)zn))y = [€' (Da(N)z1) € (D2(N)zn)]" (BOE(1))--¢AE(2m)))
[ @) M @) 1" e e .

- D2()\)/($1)"‘D2()\):($n) A <¢(€( 1))(15(5( n))>
= [Ds(N) (1) D2 (V) ()] " (B(21).--6(2n))

Isso implica na invaridncia de way sob agao de Do (N). =

Dos calculos da prova, vemos que as fungées de correlagio (...),
sado transformadas pelas dilatagoes D2 (A) em analogia com (9.8)

($(@1)--0(2m))y = [D2(N)' (@)...D2 (V) (2)]" <¢(D2(A)(wl))---fb((Dz(/\))(wm))>2
9.15

Como ws é um estado normal, existe um dnico vetor {22 no cone
natural Pq da algebra de von Neumann padrdo (R(0,1),Q) repre-
sentando ws:

wz(A) = (2|A[Q2) , VA€ R(0,1) (9.16)

Como wsy é fiel em R(0, 1), temos que Qs é ciclico e separante
para esta algebra. Com este vetor, pela formula acima, podemos
extender wy a um estado localmente normal da &lgebra universal
A =R(R) = R(SYH).

O grupo modular de (R (0,1),w2)

Como wy é fiel em R (0,1) e invariante sob adU (D3 (A)), para
provar que o grupo modular de (R (0,1),ws) é A¥ = Dy (t) basta
verificar a condi¢io KMS para 8 = 1, ou seja: VA,B € R(0,1), a
acao

R>t— ws(adU (D2 (t)) (A) B) € R
tem continuagao analitica em st (0, 1) e satisfaz a condi¢do de bordo

ws (adU (Ds (t + 1)) (A) B) = ws (BadU (Ds (t) (4)) , Vt € R
(9.17)
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Naturalmente, a condi¢do KMS para adU (D; (t)) com respeito
a (R (0,1),ws) segue-se da condigdo KMS para adU (D (t)) com re-
speito a (R (0, 00),w), como nds iremos mostrar no que se segue.’

Sejam f, fi € §(0,1) um fungdes teste; da identidade (9.14),
temos o valor esperado

(adU (D () (9 (1)) (f1))s = (¢ (Fpaie)) @ (11)), = (6 ((Fra)®) ¢ (£5))
Definindo a fung¢ao modificada

' h—1
0,1) >z = fu(z) := f(z) (M)

¢ ()
nds temos
W) =fu (€ @) e (€ @)
Lo (et e\,
=f(¢ (y))< F & (9) ) ¢ ()
h—

:
=100 ()
=i ey e e )"
(D0 e W) e (e W)
= (fpa9)” @)
Portanto,

(adU (D2 (1)) (6 (£)) -6 (F1))s = (& ((/5) py ) ¢ ()

_ <a (D (®) (6 (£5)) ¢ (f )>

Da condigdo KMS para adU (D (t)) com respeito a (R (0,00),w)
no6s reconhecemos que a fungdo acima tem uma continuagao analitica
para st (0,1) satisfazendo a seguinte condigao de bordo

(adU (D (¢ +1)) (6 (£)) ¢ (1)), = (adU (D (£ +1)) (¢ (£5)) ¢ (£5))

= (#(f£) adU (D ®)) (6 (£5)))
= (6 (1) -adU (D2 (1)) (6 (D)),

6Note que os célculos que se seguem devem ser entendidos como concernindo a funcdes
limitadas dos campos espalhados.




100CHAPTER 9. A ORIGEM MODULAR DO GRUPO DE SIMETRIA DIFF (Sl)

Portanto, vale a condi¢do KMS para adU (D; (t)) com respeito a
(R(0,1),w2) para 8 = 1. Como dito acima, disso concluimos que
adU (D (t)) é o grupo modular para (R (0,1),w2), g.e.d.

Nota Sobre Extensdes Fiéis de w, para Algebras de Regides
Desconexas de S!

A extensdo de wo dada pela equagdo (9.16) ndo é necessariamente
fiel sobre algebras locais diferentes de R (0,1), mas se recorremos
a propriedade cisao (definigao 20) isso pode ser conseguido para
4lgebras localizadas em regies desconexas em R, do tipo (0, 1)U(a, b)
com 1 <a<b<0 (e, (0,1) e (a,b) sdo intervalos de R cujos
fechos sdo disjuntos). Nesse caso, assumindo que a teoria satisfaz
a propriedade cisdo (como ocorre no caso do pré-cofeixe CW e suas

extensoes locais), temos
R ((0,1) U (a,b)) := R (0,1) VR (a,b) ~ R (0,1) ® R (a, b)

e, portanto, todo estado fiel ¢ sobre R (a,b) define um estado fiel
wsy sobre R ((0,1) U (a, b)), que extende ws para essa algebra:

w¢ (AB) = ws (A) p (B) , YA€ R(0,1), VB € R (a,b)

Assumindo que ¢ é um estado normal, podemos usar o vetor,
chamemos de ¥, representante de wy no cone natural Pg da algebra
de von Neumann padrdo (R ((0,1) U (a,b)), ) para extender esse
estado sobre a algebra universal 2A:

wf (4) = (QF14108) , VAen

conseguindo que wy tenha uma extensao localmente normal para A
e fiel sobre R ((0,1) U (a, b)).

Observagao 91 A tese de que o grupo de simetria Dif f (Sl) tem origem mod-
ular foi originalmente proposta por Schroer-Wiesbrock em [125]. Eles imagi-
navam que para provar essa tese era necessdrio recorrer & estrutura modular de
dlgebras de observdveis localizadas em regides desconexas de S' com respeito
a estados diferentes do vdcuo. Como vimos acima, embora nos temha sido
necessdrio recorrer a estados diferentes do vdcuo, nao € necessdrio considerar
dlgebras localizadas em regides desconezas de S* para provar a que o grupo de
simetria Dif f (Sl) tem origem modular.

De qualquer modo, o procedimento acima (viabilizado pela propriedade de
cisdo) mostra que também ¢é possivel considerar a estrutura modular de dlgebras
localizadas em regides desconexas de S' com respeito a estados diferentes do
vdcuo (o que exige fidelidade). Fard em [66] também utiliza esse procedimento
para corrigir a suposicdo de Schroer-Wiesbrock em [125] de que certa extensdo
do estado wy era fiel sobre certa dlgebra de observdveis multi-localizada, e para
exibir explicitamente o grupo modular dessas situagoes.



Chapter 10

Setores de Superselecao em
Teorias Quirais

Agora consideraremos a determinagao dos setores de supersele¢ao
das teorias quirais, do pré-cofeixe CW e de suas extensoes locais de
acordo com as abordagens de Kawaigashi-Longo-Muger e Wiesbrock,
conforme explicadas na secdo 6.2. Aqui sdo utilizados conceitos basi-
cos da teoria das inclusdes de algebras de von Neumann, conforme
apresentado em [103] e nas referéncias citadas.

10.1 Algebras de Multi-Intervalos em Teorias Quirais

Conforme mecionamos anteriormente, Kawaigashi-Longo-Miiger
em [98] estudam a estrutura de superselecdo de uma classe de teorias
quanticas locais sobre R satisfazendo certas exigéncias adicionais
(por eles chamadas de redes completamente racionais), mostrando
que todos os setores de superselecao podem ser obtidos a partir de
dados locais. Para aplicar tal analise ao caso de uma teoria quiral
local (A, a,2l) sobre S!, basta exigir que esta satisfaca as seguintes
propriedades’:

rl) Aditividade Forte
AN{pY) = AU) ,Vpel,VIeT
r2) Propriedade de Cisdo

VI, I, € Z, 3 (fator tipo I) N/ A(Li) CN C A(I})

LQutras duas exigéncias colocadas por KLM séo a dualidade de Haag e a propriedade de que
os operadores modulares para semi-intervalos atuem como uma simetria PCT ; ambos validos
automaticamente no caso de teorias quirais devido & propriedade de covariancia modular.
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r3) Finitude do indice
[,Z(E) cA(E)| <00, VE €Ty

Nesse caso, o algoritmo de Kawaigashi-Longo-Miiger para deter-
minar os setores de supersele¢do a partir de uma inclusdo A (E) C
A(E), E € I, pode ser resumido como segue.

Algoritmo 92 (KLM) Fize E =1, U1, € T5.

Seja v : .Z(E’) — A(E) o endomorfismo candnico® e defina A\g := Y| (g €
Aut (A(E)).

Prova-se que Ag pode ser extendido a um endomorfismo A\ € End () local-
izado em E e transportdvel satisfazendo

)\|A(1):id,VI€I,ICEI

d(\) = d(\g) = [,Z(E) L A(B)

Entao, para cada par de endomorfismos p1, p2 € End (1) localizados respec-
tivamente nos intervalos I e I, vale

p1p2laE) < AE & p2 = P1

e, além disso, pela propriedade cisdo, o produto pips| () pode ser identificado
com o produto tensorial p1 ® pa que age sobre A(I) ® A(ls).

A partir disso, obtém-se uma identificagio da inclusio A(E) C A(E) com
uma inclusdo Longo-Rehren, e também do pré-cofeize de dlgebras locais com
uma rede Longo-Rehren. Enfim, tem-se o teorema que determina os setores de
superselecao da teoria:

Teorema 93 Seja {[pi]};, o sistema de todos os setores de 2 com dimensdo
finita, dado por representantes p; € Ent () tais que p; € localizado em I, e seu
conjugado p; € localizado em I. Entao

Mg = @D pidilae) (10.1)

Além disso, qualquer setor de superselecao é dado por uma soma direta de
setores com dimensdo finita.

2

Dada uma inclusdo de dlgebras de von Neumann Ri1 C R2 agindo num
espaco de Hilbert H e tendo um mesmo vetor ciclico e separante 2 € H, o
endomorfismo canénico associado € o endomorfismo definido por

v = adJladJQ H Rz — Rl

onde J1 e J2 sdo as conjugagdes modulares de (R1,Q) e (R2,Q), respectiva-
mente.
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O algoritmo de Kawahigashi-Longo-Miiger mostra que, nas teo-
rias completamente racionais, os setores de superselecao tém origem
modular, visto que o proprio endomorfismo canénico para uma in-
clusao de algebras de von Neumann padrao é um objeto modular.

10.1.1 O Caso do Pré-cofeixe CW e suas Extensoes Locais

Nesta secao especializamos as consideragoes acima para 0 caso
do pré-cofeixe CW.

Conforme comentamos na se¢cdo 6.2.2, as inclusées de algebras
R (FE) C R (FE) para regioes causalmente desconexas E contém infor-
magoes sobre a estrutura de superselecao da teoria. Para analisarmos
tais inclusoes, é conveniente utilizarmos a seguinte terminologia

n € N\ {0}, &, := {E: UIk; I eI,I_ij:(Z)Vj;Ak:L...,n}

k=1

So (E) :=={f € (LV), / supp(f) C E}
Eec&, ~

S(E) :={f € (LV), / supp(f’) C E}
Trivialmente

S (E)CS(E) ,VEE€E,
e pela localidade do pré-cofeixe

S ()=8I) ,VIeT
Teorema 94 ([130, Theorem 4.4.1]) Seja E =1, Ul € &. Vale

R(E)={W(f); [ €S (E)}
, VE € &,

RU(E) ={W (f) ; f e S(E)}'
Além disso,
R(E)' =R*(E') , R(E")=R*(E)

Para o caso das extensoes locais do pré-cofeixe CW, definimos
para cada lattice L C V e cada I U I, € 15,

S, (LhUL):= {f eES(HUIDL) / f(2z2) — f(z1) € 271'L}
Corolario 95 ([130, Korollar 4.5.1]) Seja L C V um lattice. Vale

Ry (LUL) =Rp« (I3Uly) VLU, UL :=(I;UL) €I,
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O endomorfismo candnico da inclusdao Ry, ([} U L) C RE (I, U L)

Tendo em vista a abordagem KLM, temos interesse em conhecer
o endormorfismo canénico 7y, 1, : R? (L UL) — R(I; UL), que
pode ser dado pela formula

Yu,1, = JL,(1,0n) L (1,Ul,)

onde Jr (1,u1,) € JL (1,uI,) 580 as conjugagdes modulares de (Rz (I; U I2) ,wr)
e (Rr- (I; U L) ,wr+), respectivamente.
Para o caso em que

L= {ew; 6 € (0,7/2)}
L, = {ew; 6 € (m,37/2)}
I; = {*; 6 € (n/2,7)}
Iy = {"; 6 € (37/2,2m)}

nossa proposta para a conjugac¢ao modular de (R (I; Uly),wy) é
a seguinte®

JL,11U12 :RrL (Il UIQ) — R+ (.[3 UI4)

b, = eiﬂ'<Q7ﬂL(Q)>r¢} — Jr.nur b)) == eiﬂ'(Qn“L*OHL(Q”dj R
14 14 HL(q)* 1 2( P) por HL(q)**

onde
r:St=S,r(z)=z2

A partir dai, o algoritmo KLLM pode ser desenvolvido explicita-
mente, e deveremos reobter os resultados da teoria dos setores de
superselecao apresentada anteriormente. Nos satisfazemos em ape-
nas indicar esse programa sem contudo desenvolvé-lo, pois isso ja
corrobora nossa tese da origem modular dos setores de superselegao.

10.2 Cociclos Localizados em Teorias Quirais

Como discutido na se¢do 6.2.1, os cociclos-de-Connes associados
a endomorfismos localizados agem como transportadores de carga.
A analise de Wiesbrock para determinar os setores de superselecao
das teorias quirais mostra que o conhecimento de tais cociclos é
suficiente para se recuperar os endomorfismos localizados.

3Lembramos que a definicio dos campos ¢p em 8.31 ndo dependem do ponto { €
S\ (I1 U I2) escolhido!
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Nesta segao, (R, U, H, ) é a representagao de vacuo de um pré-
cofeixe quiral local fortemente aditivo, i.e.
R(I)=RI\{p}) ,VpeS,VIiel

sendo w = (Q,-Q) o estado de vacuo. Definimos a C*-subalgebra
quase-local em I pelo limite-indutivo-C* das suas subalgebras:

RDp.= |J RO
JET,JCI
Para todo I € T e todo estado fiel ¢ € R (I), danotamos por
0,.®r(1) © grupo modular do par padrao (R (1), ¢).

Construgao do Endomorfismo Localizado

Proposi¢ido 96 ([144, Theorem 2 Corollary 3]) Seja u : R — U (H) um
cociclo modular localizado em I € T com respeito ao estado de vdcuo. Entao,
os sequintes limite sao bem definidos em End (R (I),,.)

P2 = lim adut|r(r), = lim adug|r(r), = (convergéncia uniforme)
t—00 loc t——00 loc

Além disso, p° é um endomorfismo de R (I)|ioc que se transfrma covari-
antemente sob ac¢ao do grupo modular oy

(04 (4)) = aduA¥p0 (4) , VA € R (1)

A estratégia para extender p? em 2l é usar covariancia

R(J) > A — py(A) :=adU (g)* o p° 0 adU (g) (A) , onde: g € Mob [/ gJ C I

loc

Para mostrar que p,, € um endomorfismo localizado de 2 bem definido
pela formula acima, basta mostrar que ele se transforma covariante-
mente sob agao de certos grupos modulares tais que pela covariancia
modular geram a agao covariente do grupo de Mobius. Por esse cam-
inho e recorrendo as técnica algébricas de [79], Wiesbrock prova os
seguintes teoremas:

Teorema 97 ([144, Theorem 19]) Se u; tem estatistica finita, entio pC pode
ser continuado covariantemente sobre a rede R, definindo um endomorfismo
localizado p, de 2.

Teorema 98 ([144, theorem 23]) SeR € fortemente aditiva e u; € irredutivel
e tem dimensao estatistica finita, entio p pode ser continuado covariantemente
sobre a rede R, definindo um endomorfismo localizado p,, de 2.

Problema 99 Usando as defini¢ées do capitulo 9, calcular o cociclo-de-Connes
do par de estados wy e w com respeito G algebra local R (0,1) e determinar o
endomorfismo localizado que induz o estado wy a partir do estado de vdcuo w.
O problema deve ser resolvido explicitamente pois sao conhecidos explicitamente
0s grupos modulares de (R (0,1),w) e (R (0,1),ws).
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10.2.1 O Caso do pré-cofeixe CW e suas Extensoes Locais

A demonstracdo dos teoremas de Wiesbrock no caso dos pre-
cosheaves é consideravelmente mais simples, sendo as condigoes definindo
um cociclo modular localizado suficientes para determinar os mesmos
por uma férmula explicita, de acordo com certo anzats que carac-
teriza univocamente os cociclos modulares localizados associados a
automorfismos localizados da algebra universal.

No caso do pré-cofeixe CW, os cociclos modulares localizados
na forma uy = (W (f¢) onde ; € S' e f; € (LV), sado dados por
[119], [130, Section 5.2]:

ws = ug (p) = 2Ll (8,p) (10.2)

onde p é um automorfismo de 2 localizado e

Sip=a(DW)p—p , ~5p(2) = idup ()

Além disso, u: (p) € o cociclo-de-Connes do par (wp,wp © p), i.e.
e () = (D 0 p s D),

No caso de uma extensao local do pré-cofeixe CW dada
por um lattice L, temos que o grupo modular correspondente ao par
padrdo (wr, Rz (S})) € dado por (lembrando que basta exibirmos a
agao do grupo modular nos geradores da algebra local) [130, Section
5.3]:

dz
7 (85) = bupiene = byt 0) Yo/ [ 50l € L supp(p) 5L

Os cociclos modulares localizados em S}‘_ na forma u; = GW (ft)
sao definidos por distribui¢oes de carga de acordo com a expressao
10.2, sob a condi¢ao de que se u; = uy (p) entdo a distribuicao de
cargas p deve satisfazer

dz
POZ/ & ) er
S

1 271
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Chapter 11

Localizacao Modular na
Teoria Quantica Local

A Nogao de Particula

A descricdo de uma particula relativistica foi definida originalmente por
Wigner no artigo [148]: uma particula relativistica corresponde a uma repre-
sentagdo irredutivel do (recobrimento universal do) grupo de Poincaré. Esta
defini¢do é suficiente para descrever particulas isoladas, nesse caso caracteri-
zadas por dois pardmetros apenas: massa e spin (ou helicidade no caso da
massa ser zero) - os valores dos casimires da algebra de Poincaré na represen-
tagao irredutivel. Entao, a descricao de qualquer colecao de particulas livres é
canonicamente obtida via produto tensorial e soma direta de representagoes irre-
dutiveis do grupo de Poincaré, sendo o formalismo do espago de Fock adequado
para o caso de um sistema com nimero indefinido de particulas.

O fenémeno de criagao e aniquilagao de pares de particulas mostra que estas
nao sao indestrutiveis nem elementares; antes, indica que as particulas podem
ser consideradas como estados ligados de outras. O que permanece invariante
nos processos fisicos nao sao as espécies de particulas, mas quantidades mensu-
raveis chamadas cargas, as quais relacionamos as simetrias de nosso modelo do
sistema fisico [92, section 1].!

Os fisicos tém proposto varias teorias para descrever os fendmenos observados
no reino das particulas elementares, todas baseadas na teoria quantica e na
teoria da relatividade (especial); a fisica quantica local é uma dessas propostas.

A Nogao de Localizagao

1Se a idéia de particula elementar evanesceu por nio podermos admiti-las indestrutiveis,
pode ser util considerar a idéia de um ‘conjunto elementar de particulas’, definido por duas
propriedades:

i) minimalidade: nenhuma particula do conjunto é estado ligado de outras particulas do
conjunto;

ii) completude: todas as particulas que nio sejam elementos do conjunto sao estados ligados
de particulas do conjunto.
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Certamente a localizagdo € uma das propriedades caracteristicas das particu-
las, significando (contrafatualmente) que as particulas podem ocorrer em estados
que especificam a regidgo do espaco-tempo em que podem ser detectadas. As pro-
priedades dessa localizacao observadas nos experimentos de colisao de particulas
sao as seguintes:

Critério 100 1) isotonia: se (’),5 C M sao duas regioes do espago tempo
tais que O C o entdao, as particulas localizadas em O também estdo localizada
em O;

2) covaridncia: se dois sistemas inerciais estao connectados por uma trans-
formagdo de Poincaré, entdo as regioes de localizacio das particulas relati-
vamente a cada observador estdo relacionadas pela mesma transformagao de
Poincaré;

3) fatorialidade: uma particula nio pode estar localizada causalmente dis-
juntas em regioes do espago-tempo.

Tanto na teoria quantico local quanto na teoria de Wigner (que descreve
particulas por representacoes do grupo de Poincaré) a localizagio modular é
uma definicao que satisfaz as trés propriedades listadas acima. Essencialmente,
a localizacao modular é dada por um lattice de subespagos reais no espaco de
Hilbert de uma representac¢do unitdria de energia positiva do grupo de Poincaré,
definido pela estrutura modular intrinseca da teoria. Podemos dizer que no
caso da teoria de Wigner esta definicao de localizagao nao é tao simples quanto
sdo intuitivas as propriedades que ela possui, mas é a definicdo correta! A
razao disso estd na sua origem quantico local: quando a teoria de Wigner estd
inserida numa teoria qudntica local, os estados de Wigner modular-localizados
sGo as (correspondentes) componentes de I-particula das excitagdes locais do
vdcuo.

A importancia tedrica da localizagdo modular esta no fato de que com ela
podemos construir os modelos livres da teoria quantica local diretamente a par-
tir da teoria de Wigner, sem a necessidade de recorrer a campos covariantes. Isso
indica que ela deve ser parte de uma caracterizagao algébrica das teorias quan-
ticas locais com interagdo e que deve também fazer parte de qualquer método
de construcao de tais teorias.

Notamos que a localizagao modular se aplica igualmente a particulas mas-
sivas e ndo-massivas com spin/helicidade finito ou infinito (“torres de spin”).
Provavelmente, a definicao que damos aqui pode ser adaptada para situagoes
mais gerais tanto da nog¢do de particulas (como em [111]) quanto da propria
teoria quantica local (como em [56] e [25]).

Observagao 101 A definicio de localizagdo de Newton-Wigner [107] nao sat-
1sfaz o requerimento de covaridncia do critério 100 acima; mas € suficiente para
especificar (aprozimadamente) a regido de localizagdo de particulas massivas e
para descrever o espalhamento de particulas massivas, se a precisdo requerida
nas medidas de localiza¢do for inferior ao comprimento de onda de Compton
das particulas.
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Localizagdo Modular e Teorias Quanticas Locais Livres

Na secao 5.1 apresentamos a construgao de campos quantizados livres a
partir das representacoes unitarias do grupo de Poincaré; nesse caso, a local-
izagdo dos campos espalhados é dada pelo suporte das fungoes-teste, conforme
defini¢do 5.1. Aqui, veremos que também é possivel construir teorias quanticas
locais a partir das representagoes unitarias do grupo de Poincaré, utilizando a
localizagao modular. Essas duas construgoes se correspondem intimamente pois,
para cada representacao unitaria do grupo de Poincaré, o sistema de campos
quantizados e a teoria quantica local construidos sdo afiliados, no sentido do
teorema 50.

A Definigao de Localizagao Modular na Fisica Quéantica Local

Considere (R,U,H, ) como sendo a representagdo de vacuo de uma rede
quantica local (A, a,2), satisfazendo as propriedades Reeh-Schlieder e covar-
iancia modular. Definimos de modo natural a localizacio de estados (ja intro-
duzindo a nomeclatura conveniente que sera justificada logo apos):

Definigao 102 (Localizagao Modular de Estados) O espaco Hg (O) C H
dos estados modular-localizados em O € K é dado pelo conjunto das excitagies
do vdcuo localizadas em O, i.e.?

Hr (0) := {ezcitagdes do vdcuo localizados em O € K} = Rsq (O) Q

A estrutura modular {(So,H (0)); O € K} esta diretamente ralacionada
com essa definicdo de modular-localizagao de estados:

Hr(0) :=={p € H(O) /| Sop=¢} ,VOEK

Portanto, a familia de subespagos de modular-localizagio {Hg (O)Q; O € K}
tem a estrutura de um lattice simpleticamente local e covariante sob a acdo de
U (no sentido da proposicao 39) e satisfaz os critérios 100 que definem uma
localizagao.

O significado operacional dessa defini¢ao de localizacao modular é esclarecido
pelo seguinte teoremas:

Teorema 103 FEziste uma correspondéncia biunivoca entre estados modular-
localizados numa regido O € K e estados majorados pelo vdcuo no seu comple-

2

mento causal O, i.é:

pEHR(0) =T >0/ (p-w)|  <c(wo ()= ())]
Para uma prova vide [24] (vide também [23, Theorem 2.3.19)]).
Este teorema caracteriza os estados localizados numa regiao O € K como
sendo aqueles estados da algebra de observaveis 2( cuja restri¢do a R (O') cor-
respondem a ‘subansambles’ do estado de vicuo. Em particular, este teorema
mostra que os estados DHR ou BF sao casos particulares de estados modular-

localizados [35].

R(O") R(O")

2Lembramos que Rsq (0) = {A € R(O) / A* = A}. Aqui é realmente necessario usarmos
observaveis no sentido de serem operadores auto-adjuntos.
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Observagio 104 E importante notar que a covaridncia modular implica que
a estrutura modular da representacao de vdcuo pode ser “projetada” mo sube-
spago de representacdo dos estados de 1-particula, devido ao coroldrio 41 das
relagées de comutagio de Borchers 40. E precisamente este fato que nos leva
& defini¢ao da estrutura modular na teoria de Wigner! Notamos também que
devido a isso, todas as propriedades da estrutura modular da teoria de Wigner
podem ser obtidas pela relagao com a estrutura modular do setor de vdcuo das
teorias qudnticas locais, livres ou com interacao.

E a estrutura modular que torna possivel definirmos uma localizacdo de es-
tados na teoria de Wigner.



Chapter 12

Estrutura Modular da
Teoria de Wigner

A teoria de Wigner considera as representagoes umtarlas irredutiveis de energia
positiva do recobrimento universal do grupo Poincaré Pl |, mas é sempre posswel
extender essas representagoes para o grupo de Poincaré préprio ’P+ = ’P+U’P+
pela definicdo de uma representacio da reflexdo total® 6 (ou de qualquer outro
elemento de ’ﬁi) preservando as relacoes de grupo. Entretanto, para manter a
positividade da energia é preciso que as transformagoes invertendo o sentido do
tempo sejam representadas por operadores anti-lineares. Para tanto, introduzi-
mos a defini¢do de representac¢do propria do grupo de Poincaré proprio:

Defini¢do 105 (Representagido Propria) Uma representaciou: Py — B(b)
propria € uma representagdo (anti-)unitdria de energia positiva irredutivel, i.é:
u(g) € unitdria se g € 'ﬁl e anti-unitdria se g € 'ﬁi
Observagao 106 Considerando a teoria de Wigner para o grupo de Poincaré

proprio Py, tratamos os casos de particulas de spin inteiro ou semi-inteiro-
impar e auto-duais ou ndo-auto-duais, simultaneamente.

Neste capitulo, adotamos a segulnte notagao para a composigao da aplicagao
de recobrimento universal de P | sobre Pl . com a aplicagao que projeta 'P+ sobre

P+.
v: Py —>’Pl

Também utilizamos o acento < ~ > para denotar os elementos do grupo de
Poincaré proéprio, e retiramos o acento para denotar sua imagem no grupo de
Poincaré sob agao de 7:

Pr3§—v@=g€ePl

LPor reflexdo total em 75+ queremos dizer que a transformagao 6é projetada sobre —1 pela
aplicagao de recobrimento.

113
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Observagao 107 A estrutura modular da teoria de Wigner é definida nos ter-
mos da teoria de Rieffel-van Daele (Apéndice B.2) a partir dos operadores mod-
ulares espaciais das regides tipo-cunha, as quais por sua vez sao definidos pela
propriedade de covaridncia modular adaptada para a teoria de Wigner.

Motivagoes da fisica quéantica local para a definigao de
localizagao modular na teoria de Wigner

Seja (R, U, H, Q) uma representacao de vacuo de uma rede quan-
tica local satisfazendo covaridncia modular e sejam h C H um sube-
spago irredutivel sob a agao U do grupo de Poincaré préprio P e
Ey : H — b a projecao ortogonal sobre esse subespaco.

Para cada regiao O C M, nés definimos o subespaco real dos
estados localizados em O por

h(0)y := EyR(0),, 2

Esta definicdo é bastante intuitiva, mas nao pode ser trans-
portada diretamente para a teoria de Wigner! Para tanto, nos deve-
mos prosseguir um pouco mais.

Considere O como sendo uma regiao aberta do espago-tempo
com complemento causal tendo interior nao vazio. Nesse caso temos
definido o operador modular (Sp, H (O)) com core R (O) 2 C H (0),
donde verificamos facilmente

h(0)y C EyHr (0) , Hr(0):={p € H(O) / Sop = ¢}

Entao, reobtemos o subespaco real dos estados de 1-particula
localizados em O a partir da estrutura modular

br (0) := EyHr (0)
Se definimos o operador (so, h (0)) por
s0 = EySoEy , h(0):= EyH (0)
verificamos que
br (0) ={p € h(0) /sop = ¢}

Portanto, hr (O) pode ser definido intrinsecamente na teoria de
Wigner se (e somente se) o operador s puder também puder ser
definido intrinsecamente nesta teoria. Devido & covaridncia modular
do setor de vacuo, isso é conseguido para regioes tipo-cunha W € W:

sw = U (rwrw) |y
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onde rw e ry, sdo transformagdes de Poincaré proprias definidas
canonicamente para cada W € W (definigdes 15 e 16).

Para obtermos localizagao em regides arbitrarias do espaco-tempo,
nos intersectamos os subespacos de localizagao nos cunhas:

VO eK, hr(0):= () br (W)

wew
w>oO

Adiante, faremos uso do seguinte lema:

Lema 108 As transformagées § € ﬁ.,. cuja imagem g = 7 (g) deizam a cunha
W1 globalmente invariante comutam com as transformagées 71, 71,A1 € Py
cujas imagens sao definidas por 15, 16 e 17, respectivamente:

GgEPy, W1 =Wy =4 i =g
ghi(t) =AM (t)gVteR

Prova. Por verificacao direta, vemos que as sequintes transformacoes de
Poincaré deizam a cunha W1 globalmente invariante e comutam com r1 e Ay:

1) translagédes espaciais paralelas ao eizo de Wy;

2) rotagoes ao redor do eixo-zi;

3) W1-boosts reparametrizados.

Entao, o teorema fica provado se mostramos que todas as transformagoes de
Poincaré deizando W1 invariante sdo composi¢oes das transformagoes acima;
como as unicas translagoes espago-temporais mantendo a cunha Wi invariante
sao aquelas paralelas ao eixo de Wy, o problema se reduz a considerar as trans-
formagédes do grupo de Lorentz; entretanto, vale o segquinte resultado [139, The-
orem 10.3]: para toda transformagdo de Lorentz A, existe um par de rotagées
espaciais R, e Ry e £ € R, tais que

A =R,A: (& Ry?

Novamente por verificagio direta, temos que A mantém Wi invariante se e
somente se as rotagoes R, e Ry tém eixo de rotacao igual ao eizo-xri, no caso
em que & # 0.

Para o caso do recobrimento universal do grupo de Poincaré ou de sua ex-
tensao central, basta lembrar que estes sdo localmente isomorfos ao grupo de
Poincaré e entao usar a parte anterior. m

Considere de agora em diante u : P, — U (h) sendo uma representacao
propria do grupo de Poincaré proprio, conforme definida acima. Vamos definir
localizagao modular dessa em duas etapas: primeiro definimos a estrutura mod-
ular das regides tipo-cunha via covariancia modular, e depois definimos a estru-
tura modular das demais regioes do espaco de Minkowski a partir da estrutura
modular das regioes tipo-cunha.
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Transformagoes de Poincaré Associadas as Regioes Cunha

Ja temos fixado (equagdo 18) uma familia de transformagdes de Poincaré
{Lw; W eW}C 'PI_ tal que

LywW, =W YW eW
e também
rw := LwriLy , v = LwriLy , Aw (t) = LwAs (t) Ly

Agora, fixamos também para cada cunha W € W um elemento Ly € P,
tal que

v (I:JW) = Lw
Fixamos também 7,,7] € P, tais que
ro=7() , ri=7()
Além desses, existe um tnico grupo um-parametro continuo {]Xl (t)} C 75+

teR
(dado pelo levantamento de {A; (¢)},.p para ’PJTF C Py4) tal que

A(0)=1
{ 7(/11(15)) — A (t),VtER
Finalmente, definimos para cada cunha W € W as transformagoes em P
T = I~/W7'1[~/‘7V1 , Py = Ewr'lf/;vl , Aw (t) := LwA; (1) f/a,l
Estrutura Modular dos cunhas

Pelo teorema de Stone, para cada W € W definimos o gerador infinitesimal
(Kw, b (W)) do grupo um-parametro uo Ay,

u (AW (t)) = e"EW (t e R) , b(W):= Dom (Kw)

e recorrendo a um pouco de analise funcional, definimos os operadores modulares
de W por?

U2 = e mEw =y (]\W (m')) (12.1)
jw = ju(Fw)
Sw = ]Wé‘l,‘éz

Dom (sw) = b (W)
S = u (AW (—27rt)) ,teR

2A definigdo de d; envolve a continuagio analitica do grupo um-parametro u ([\1 (t)) para
a faixa st (—1/2,0) ={z € C/ —1/2 < ¥(z) < 0}. O teorema 161 (Appendix B.2.2) garante
a existéncia de um subespago denso de h sobre o qual isso pode ser feito; pelo que o operador
01 estd bem definido. De qualquer modo, realizamos explicitamente tal continuagdo numa das
subsegdes que se segue.
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onde 3 é uma fase indeterminada que iremos fixar posteriormente?.
Por conveniéncia, denotamos os operadores modulares do cunha W; simples-
mente por §1, j1 € ;.

Proposic¢ao 109 (Propriedades Elementares do Operadores Modulares)
Vale:
i) jw € um operador anti-linear involutivo

i =1
it) dw € um operador linear densamente definido auto-adjunto e positivo
ow >0
satisfazendo a relag¢do
iwowiw = 6y
iii) sw € um operador anti-linear densamente definido e involutivo
siy C 1
cuja decomposi¢ao polar [113, Section VIIIL.9] é exatamente

sw = jW5[1)[£2

Prova. i) jw = u(Fw) € anti-linear porque Fw pertence a parte desconexa
de P, e é involutivo porque Fy o Fyy =1 e 33 = 1.

ii) Sy = eXW ¢ operador linear densamente definido e auto-adjunto porque
o operador Ky possui essas mesmas propriedades; em particular Dom (dw) =
h (W). O teorema espectral [113, Section VIII.8] garante que Sy € estritamente
positivo, qualquer que seja o espectro de Ky . Com efeito, se dE (k) é a me-
dida espectral de Ky, entdo as resolucées espectrais de Kw e dw sdo dadas
respectivamente por

K = kdE (k) , 6w = e 2" dE (k)
Spect(K) spect(K)

donde seque-se
Spect (6w) = {e >™; k € Spect (K)} C (0, 0]
Das definigoes 15, 16, 17 temos a sequintes relagdes de comutagdo

FWAW (t) = AW (t) fw , Vi ER

3Embora a fase 3 nio interfira nas propriedades dos operadores modulares sy, ela interfere
na relagdo entre a estrutura simplética do espago de Hilbert h e a estrutura de localizagao-
modular que iremos definir.
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Portanto,
ot = su (Fw) u (AW (—m)) —u (AW (—m)) su(fw) = 6ibjy Vi€ R
Como j1 € anti-linear, isso implica
jwow = 0yt iw

iii) As propriedades de sw seguem-se diretamente da unicidade da decom-
posi¢do polar [113, Theorem VIIL.32] e das propriedades de jw e 0w dadas
actima. W

Como s%, C 1, temos Spect (sw) C {—1,+1}. Entdo, denotamos os auto-
espacos de sy por

br (W) :={pebh(W) ; swy = ¢} (12.2)
Como sy é anti-linear, vale a relacao
ihr (W) ={p ebh(W) ; swp = —¢} (12.3)

Proposic¢ao 110 (Propriedade Padrao de hr (W)) hr (W) é um subespago
real padrao de Y, i.é: fechado, ciclico e separante

hr (W) = hr (W)

br (W) +ibr (W) =1 (12.4)
br (W) Nihr (W) = {0}
Além disso, vale
sw(p+ip) = —ip , Vo,¢ € hr (W) (12.5)
Prova. Como sw € fechado, seu grdfico
Gr (sw) == {(¢,sw¢) ; ¥ € Dom (sw)}

€ um subespacgo fechado de h X b, com respeito a topologia-produto. Também a
diagonal de Gr (sw)

Diag (sw) := Gr (sw) N Diag (h x b)

é um subespago real fechado de Gr (sw), pois € a interse¢io de dois subespagos
reais fechados.
Pela defini¢ao de hr (W), temos

Diag (sw) = {(¢,9); v € hbr (W)}



119

Entdo, usando a projecao ortogonal na primeira entrada
b xbh—=h, m(e,Y) =
temos
br (W) = m (Diag (sw))

Disso concluimos que hr (W) é subespago real fechado, porque é a proje¢io
de um subespago real fechado (projegoes sio aplicagdes abertas!).

Pela defini¢ao de hr (W) temos

Q= ‘P+52WLP _+_Z'Lp—gyv¢ e
(2
¢ € Dom (sw) =
PS5 P
EEE, EpE € b (W)

Portanto
Dom (sw) = br (W) +ihr (W)

Como Dom (sw) € denso em b, seque-se a ciclicidade:

br (W) +ihr (W) =b
Novamente, pela defini¢ao de hr (W) temos
pebr(W)Nibr (W) = ¢ =sw(p) =-¢=¢=0
donde obtemos a separabilidade:
hr (W) Nibg (W) = {0}
Finalmente, pela anti-linearidade de sw e defini¢ao de hr (W) vale a formula

sw(p+i1) =p—iy , Vo, € hr (W)

Esta proposicao significa que o conhecimento do operador sy é equiva-
lente ao conhecimento do subespaco real hr (W). Realmente, Rieffel and Van
Daele em [116] desenvolvem sua analise da teoria modular espacial a partir de
subespagos reais satisfazendo as propriedades especificadas pelo teorema (per-
mintindo desenvolver a teoria modular evitando a manipulagao de operadores
ndo-limitados).

Estrutura Modular das Regioes Causalmente Completas
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Definicao 111 Seja O € K uma regigo causalmente completa. O subespaco
dos estados modular-localizados em O € definido por*

b (0):= [ br(W) (12.6)

wew
wW>O

Definimos o seguinte operador (bem-definido, de acordo com a proposi¢io
que se seque)

h(0) :=br (0) +ibhr (O)

50 :h(0) = h(0) ,so(p+i)=p—i , Yp,¥ € hr (O)

(12.7)

Proposigdo 112 Seja O € K uma regido causalmente completa.
Entao, hr (O) € um subespago real fechado de §) e também separante

hr (0) Nihg (0) = {0}
Prova. hgr (O) é um subespago real fechado de by porque € a intersecio de

subespagos reais fechados de ). A propriedade de hr (O) ser separante também
decorre da mesma propriedade para os espa¢os modulares dos cunhas

br (0)Nihr (O)

N bzW) ()< () br (W)

wew wew
w>oO w>O
c N {or)Nibr (W)}
wew
WDO

= {0}

A priori ndo sabemos se os dominios § (O) sdo densos, para uma regido
arbitraria O € K; em principio, isso depende da representagdo u, visto que a
defini¢do dos subespagos reais hr (W) para cunhas W € W depende implici-
tamente da extensdo analitica do grupo modular ow (t) = u(Aw (t)) na faixa
st (=1/2,0).

Se para uma dada regido O € K o subespago real hg (O) é padrao (basta
requerer ciclicidade), entdo o operador s é o operador de Tomita-espacial, nos
termos da teoria de Rieffel-van Daele (vide Apéndice B.2). Nesse caso, temos
que sp é uma involucao anti-linear fechada e possui uma decomposi¢ao polar

s0 =tj06d? ,ib =1, 60 >0 (12.8)

4Trivialmente, existe W € W com W D O!
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onde temos definido a conjugagdo modular j» e o operador modular é¢» da regido
O. Usando anélise funcional, também definimos o grupo modular de O

R>t—oo(t):=08 VteR (12.9)

que é um grupo um-parametro fortemente continuo de unitarios agindo em .
Aqui nos limitaremos a mostrar que a classe dos subespagos modulares sat-

isfaz as propriedades que esperamos para uma localizagdo, e deixamos para

discutir a propriedade padrao dos subespagos modulares numa segao especial.

Para conveniéncia, mencionamos aqui a versao espacial do teorema de Tomita-
Takesaki (teorema 156):

Proposigdo 113 (Teorema Espacial de Tomita-Takesaki) Seja O € K tal
que hr (O) € padrao. Entao os operadores modulares jo e 6o estao bem definidos
e vale

55hr (0) =br(0) , johr (0) =bhr(0)
onde ' significa o complemento simplético (Apéndice B.2.1).

Proposigio 114 (Covariancia das Cunhas) Para toda cunha W € W e
toda transformagao g € Py tal que v (g) W1 = W wvale

Sw = adu () ez 51 (12.10)
jw = adu (g) i1

sw = adu (J) 51

h (W) =u(g) b (W)

6% =adu(g)dt ,teR

Prova. Sejam W € W e § € Py tais que v (§) Wi = W. Entdo vy (E;[}g)

mantém Wy fizo, donde E;Vlg comuta com os operadores 71,7; e Ay (t), pelo
lema 108; portanto

71 = Ly g g~ Ly ~ fw = Lwi Ly = §ig
7 =Ly gng " Lw = Ty = LwiiLy =M
A(@#) =Ly gh )5 w ~ Aw (t) = LwAy (t) Ly = A1 ()7t

jw = u () =u(@)u()u(@)” =u(@)iu@)’

5y = u(Aw (=i/2) = u(g) u (Ar (=i/2))u(9)" = u(5) 6;"*u(3)"
com: b (W) =u(3) b (W) u ()"

Destas relagoes obtemos as teses do lema. m
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Proposigio 115 (Inclusiao Modular de Cunhas) Sejam W,W € W. En-
tao:

WOW = (sw,h(W)) D (51/11’h (W))

h(W)Dh (W) > swly(w) = Sw

Prova. Pela covaridncia da subfamilia {hr (W) ; W € W} (proposigio
114), a isotonia para o caso geral seque-se do caso particular Wy D W € W.
Mas Wy D W se e somente se W = W, = W +a onde a € W; nesse caso, pode-
mos assumir que a € ortogonal ao eixo de Wy, portanto é a combinac¢ao linear de
dois vetores tipo-luz pertencentes aos planos caracteristicos de Wi: a = a1 + as,
ap EWL NVt and ay € W1 NIV, Portanto, novamente pela covaridncia
(proposi¢ao 114), o caso W1 D W segue-se dos casos especiais W1 D W,, e
Wi D Waz-

b(W1) Db(We,) e b(Wi) Db (Way,)
=

b (Wi) Db (Wa,) =u(a1) b (Wi)u(ar)” Du(ar) h (Wa,)u(a1)” =b(Wayta,)
Agora, temos para Wi D W,,a € W, N oV +
6% = u(a) 6iu(a)”
—u(a)u ([\1 (—t)) u(a)*
—u (a — Ay (~t)a, Ay (—t))
_ efiP-Al(ft)aeiP-a(s%t
et hi(—tagiPagit _ git (12.11)

Como o espectro do operador momentum P tem energia positiva e a = (xl,1,0,0)
(com | > 0) é um vetor tipo-luz, temos para p € Spect(P) e 2 = u — v €
st[—1/2,0] (com u,v > 0) vale

R(ip- A (=2)a) = =S (p- A (-u+iv)a)
Fv (£p” + p') sin (21)

<0 (zOssezERoqu—%R)

Portanto, o grupo um-pardmetro de unitirios R 5 t — e "Mt tem uma
extensdo analitica na faiza st (—1/2,0) que € limitada e continua em st [—1/2,0].
Entao a equagao (12.11) implica

b (W,) = Dom (5;/2) C Dom (5}/2) = b (W1)
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Para provar a parte final da proposicdo, basta observar que os operadores de
Tomita sao definidos biunivocamente pela equagio (12.7), donde a inclusio dos
dominios implica na inclusio dos operadores de Tomita:

EV‘V = 5W|h(W)

Observagao 116 Esta € uma propriedade nao-trivial dos operadores de Tomita
das regides tipo-cunha. Realmente (pelo menos para o caso bosénico), apenas
em representagoes de energia positiva a inclusdo de cunhas implica na inclusao
dos operadores de Tomita correspondentes, de acordo com [28].

Agora forneceremos um critério conveniente para fixar a fase indeterminada
3 que entra na defini¢do dos operadores modulares das regides tipo-cunhas:

Proposigao 117 (Localidade e Relagdo Spin-Estatistica) Seja s € 1N o
spin/helicidade da representagdo (u,h). Vale

h(W) =h(W) YW eW = 3 = +i%**
Nesse caso, os operadores modulares das regioes tipo-cunha satisfazem
Sy = 8y
wr = jw
Swr = Sy
h(W) =b (W)
S8, = u (]XW (27rt)) ,teER

Prova. Pela covariéncia dos espacos de localizagao modular nas regioes
tipo-cunha (proposicaol14), o teorema seque-se do caso especial W = Wy.
Notamos que a rotagao | € 'PI_ (defini¢ao 15) aplica Wy em W/

r Wiy =W,
Portanto, novamente pela proposi¢cdo 114 temos
S = adu () 8%, jwy = adu(7)in 5 sw; = adu () s
Diretamente pela defini¢ao 12.10, temos (lembramos que j; é anti-linear!)

adu (7)) j1 = su (7)) w (7)) u (7)™ = u (r})? ju (71) = u (r) s

adu (7) 8% = adu (7)) u (A (—21t)) = u (A (27t)) = 677, Wt € R
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donde

1/2 51—1/2

. —1\2 . ~1\2
jwy =u(f) 1, Oy = , swy =u(f)" 8]

Por outro lado, o teorema de Tomita-Takesaki espacial nos dd jih(Wy) =
h (W1)" e, portanto (considerando o cdlculo acima)

51 = adjis1 = 3%adu (7)) s1 = Fswy
Assim
~1\2 _x L2 %
u(ry)” sy =37s;
donde concluimos

32 =u ()’

o . . . 12 2
Como 7 € uma rotacdo de dngulo ™ em torno do eiro-r3, temosu (7))” = (—1)~°
R

Como todos 0s passos acima sao reversiveis, temos provado a proposi¢cao. M

Agora, iremos provar que a correspondéncia £ 3 O — hr(0O) C h é um
lattice local de subespagos reais fechados, com a localidade entendida em termos
da estrutura simplética de (b, (,)), definida no Apendice B.2.1.

Teorema 118 (Lattice Modular) Considerando a relagdo spin-estatistica 3 =
(1)28, temos que a correspondéncia

K30 = bhr(0)Ch

€ um lattice simpleticamente local covariante de subespagos reais, i.e. satisfaz:

t) Isotonia
0,0ek,0cO :>bR(0)chR((5)
i) Localidade Simplética
0,0k, 0x0 :»hR(O)an(é) = {0}
tiz) Covaridncia
O €K, gePr=u(g)hr(0) =br(90)

Além disso, esse lattice também satisfaz:
tv) Dualidade

OeKk =hr(0')=bhr(0)
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v) Fatorialidade
01,02 € K, 01 x Oz = hr (01) Nhr (02) = {0}

vi) Ortocomplementaridade
~\/ ~ ~ ~
(bR(O)vhR (0) ) Abr (0) =bR(0) , ¥0,0€K, 0CO

Prova. i) Isotonia. A isotonia para inclusdes de regides tipo-cunha €
provada na proposi¢ao 115. Jd o caso de inclusées de diamantes ou cones-tipo-

espago em regioes causalmente completas seque-se diretamente da definicao: se
OeDUC,0eK, OCO, temos

{WEW/OCW}D{WEW/(5CW}

donde

hr(©)=4 [ e (W) C4q [ br(W) s =br (0)
wew wew
w20 w>0

1) Localidade. A localidade é uma particularidade da propriedade de dual-
idade (iv), provada abaizo.

ti2) Covaridncia. A covaridncia segque-se quase trivialmente da covaridncia
da subfamilia dos cunhas, com respeito G a¢do do grupo de Poincaré 114 e a
a¢io das W -reflexées 117, pois estes geram o grupo de Poincaré proprio:

u(@br(O) =u@< () baW)p =2 () u(@brW)

wew wew
woO w>O

=< () br@™) p =4 () br(W)

wWew wWew
w>0 Wog0
=hr (90) VO €K, Vg€ Py

tv) Dualidade. A dualidade para regides tipo-cunha segue-se do teorema de
Tomita-Takesaki espacial 113 e da relacao entre estrutura modular de cunhas
opostos 117.

A dualidade para regides causalmente completas seque-se quase trivialmente
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da dualidade para regides tipo-cunha:

i ( }

hr(0)' =4 () ba(W)p =1 \/ br (W)
wew Wew

w>0 \WEDO J

( )

=<V e =<\ (W)
wew wew

w>O \W>HO' J
=hr (0" ,VOeK

onde temos usado as identidades 12.6 e B.7.
v) Fatorialidade
Como para todo par 01,02 € K tais que Oy x Oy existe uma cunha W €

W tal que O1 C W e Oz C W', a fatorialidade segque-se da isotonia e da
fatorialidade para regides tipo-cunha:

br (W)Nhr (W) ={0} , VW eW

Entao, seja W €W e p € hg (W)Nhr (W').
Como Sy = 5;‘,1, temos

2z — 6% € analitica na faiza st (—1/2,+1/2)
e satisfaz as condigdes de bordo

{ 8t = u(Aw (~7t)) @

. ,VteR
S0 = 5370 = w(Aw (—7t)) ¢

Pelo principio de reflexdo de Schwartz, concluimos que 8i¢ € uma fungio
analitica inteira e periddica na diregdo imagindria. Portanto, pelo teorema de
Liouville, esta serd uma fung¢ao constante se seu crescimento na dire¢ao real
for polinomialmente limitado, o que € o caso jd que as funcoes R > t — 5””
(s € R) sdo limitadas (pois pertencem a bh!).

vi) Orthocomplementaridade
Diretamente da fatorialidade e isotonia, temos:

(bR(O)vhR (6)')AbR (0) = <bR( Ubr 6)'>nh
(isotom-a):<bR ( 5)'mhR (5)>>

(fatorialidade) _ <hR )N bhr ( >>
(isotonia) g (0)  VO,0e€K, OC O

:u
CSz
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O teorema mostra que a familia de espagos modulares {hr (O)} i define
uma localizagao de acordo com os critérios 100, a qual chamamos de localiza¢do
modular.

Observagao 119 (Localizagdo Modular e Simetria de Poincaré) Trivialmente,
vale a isotonia para subespacos de localizagdo modular correspondentes a in-
clusoes de regioes do tipo diamente e do tipo cone-tipo-espaco em regides causalmente
fechadas; mas a isotonia para inclusées de subespacos de localizagao modular
correspondentes a regioes tipo-cunha requer positividade do espectro do operador
energia-momentum. Nesse sentido, podemos dizer que a isotonia da familia de
subespacos de localiza¢ao modular seque-se da positividade da energia!

Prova-se que eziste uma correspondéncia biunivoca entre representacdes de
energia positiva do grupo de Poincaré e lattices locais de subespagos reais padrao
[28], mostrando que no caso de particulas, a localizagdo € equivalente G covar-
idncia de Poincaré com energia positiva.

12.1 Dominio e Agao dos Operadores de Tomita

Para definirmos explicitamente o operador de Tomita s» de uma regiao O € K é
necessario exibirmos sua a¢ao nos elementos de um nicleo desse operador, o qual
é caracterizado como um subconjunto denso do dominio que ainda determina o
operador pelo fecho de sua restri¢ao a esse subconjunto. Pela defini¢ao do oper-
ador de Tomita, isso requer a extensao analitica da acao do grupo modular cor-
respondente 6% para a faixa st [—1/2,0]. A propriedade de covaridncia modular
nos permite realizar essa extensao explicitamente para o caso das regioes tipo-
cunha W € W; mas para obtermos um core do operador de Tomita de um regiao
arbitraria do espago-tempo é necessario tomar as intersegoes dos cores dos oper-
adores de Tomita de regides tipo-cunha contendo essa regiao. Nossa estratégia
para definirmos um core para os operadores de Tomita consiste em considerar
a relagao entre funcoes-teste e funcgoes-de-onda; precisamente: a restricao da
transformada de Fourier de uma funcao-teste ao hiperboléide de massa é uma
fungdo-de-onda, que pertence ao dominio do operador de Tomita de qualquer
regiao do espago-tempo que contenha o suporte da fungao-teste.

12.1.1 Funcgoes-de-Onda e Funcgoes Teste

Considere a transformada de Fourier das fungdes-teste definidas no espago de
Minkowski,
L[ vesa
e x) dz
(2m)*

Definicao 120 Seja ', € M o hiperboldide de massa m > 0 com energia
positiva. Definimos a sequinte aplica¢io-T'),
¢+ :SM) — L2 (T}, dpm) (12.12)
f — o [f]=@f = V21 flpe

SM) = SM) , fp) =
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Realmente, a aplica¢ao-I';, toma valores em funges-de-onda sobre o hiperboléide-
de-massa I'}: para toda fungao f € S (M), temos

oo wame=[ [ [ Md?@‘f e~ F (2) £ (4) dim (9)

=z'/ / dizd'yD}, (z - y) F (@)  (4) < oo
MIM

onde

e P dir, (p)

-l
3K
®

|
i
—

(2m)° Jrs,
+1 —ip(z—y) 0 2 2\ g4
:(271_)3 R4e 0(ip)5(p —m)dp

3 =
L[ tonen_ 2
(2m)° Jps vm? + p?
¢ a distribui¢do de Pauli-Jordan sobre o hiperboléide de massa T’} ([14, Ap-
pendix F]).

Proposigao 121 ¢p+ € um homomorfismo C-linear cuja imagem € densa em
L? (T3 dpem)

or+ (S(0) = L? (T}, dum) , V(aberto)O ¢ M (12.13)

Prova. A C-linearidade de pp+ € imediata de sua defini¢gio. Provaremos
a densidade da imagem de pp+ mos espagos S(0), O C M aberto, em dois
Passos.

i) pry (S (M) = L2 (T'F,, dpm)

Para a densidade de ¢p+ (S (M)) em L2 (T}, dum) basta mostrar que a
imagem de pp+ contém um subconjunto de fungoes-de-onda denso, que pode
ser um dos seguintes: se m > 0, consideramos o conjunto das fungées-de-onda
de classe C'*° com suporte compacto; se m = 0, consideramos o conjunto de
fungdes-de-onda de classe C*° com suporte compacto que se anulam juntamente
com todas as suas derivadas na origem p = 0 (o qual é um ponto singular do
cone-de-luz).

Entdo, seja ¢ € L? (T}, duy,) de classe C> com suporte compacto D C T';},
(no caso de massa zero, também se anulando juntamente com todas as suas
derivadas na origem). Por andlise bdsica, conseguimos uma fungdo teste de
Schwartz f : R* — C satisfazendo f|1“,t = ¢, tal como®

M>3p— f(p):= ¢12—Fe_(|p2|_mz)¢(i ﬁ2+m2,ﬁ)

5Facilmente reconhecemos que esta fungio f é realmente uma funcio-teste de Schwartz,
1+-tayg
sendo no caso de massa zero realmente necessario o requerimento lim, g Ww (p) =

0.
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Nés definimos f := f € S(M) e conseguimos pf = .

i) pry, (8(0)) = L? (I, dpm)

Seja O C M um subconjunto aberto e ndo vazio. A densidade de pr+ (S (O))
em L% (T}, dum) significa que sew complemento ortogonal € igual a {0},

¥ € L? (T}, dum) /Vf€S(0), (%, pf) =0=1 =0

Provaremos essa afirmacdo.
Sejam o € L% (T}, duy) e f € S(O) arbitrdrias. Entdo, definimos a
sequinte fungdo

U:R' = C, ¥(a):= 95 =[ (D ¢r(p)e? dpm (p)

rh
onde
¢ =¢s. » fa(@)=f(z—a) ,VZEM, VaeR

Como integramos sobre T}, U possui uma extensio analitica na regido aberta
R* +4iV+t de C*, com parte real do bordo sendo R*

Viati)i= (0) = [ 00 0 () i (1) V(@) € RS < TF

Portanto, se 1 € ortogonal a pp+ (S(0)), temos que ¥ € identicamente
nula, pois que se anula num subconjunto aberto da parte real do seu bordo O.
Em particular, temos que ¢ € ortogonal a pp+ (S (O + a)) para todo a € R*, jd
que € um isomorfismo a transformacao

SO)>f—f,eS(O+a)

Tomemos agora uma parti¢io da unidade {Ir}, oy em R* com supp (Iy) C O+ay,
(ar € R*) para todo k € N

1= , Iilg\(0ray =0
keN

Entao, para toda fungdo h € S (M), temos
Ithe S(O+ag) ,VkeN

donde

(%, 0n) = > (¥, 01,0) =0, Vh € S (M)

keN

o que implica ¥ = 0, pela primeira parte. ®
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12.1.2 Ciclicidade dos Subespagos Modulares: Caso Es-
calar

Lema 122 (Extensdo Analitica I) Sejaq € Vi ey € W,. Entdo, a sequinte
fungao
Vi x Wi xC 3 (a,y,2) = gy (2) == Ay (2)a-y=q- A (=2)y

¢ continua e linear com respeito a ¢ € Vi ey € W e € inteira analitica com
respeito a z € C. Além disso, ela satisfaz

1) S (ng,y (2)) >0 V2 C, z € st[-1/2,0]
12.14
i) Mgy (t) :.AW(t)fI'Z/ VieR ( )
Mgy (E—1/2) =A1 () r1g-y
ondery : M — M € a reflexdo no eixo do cunha Wi :

Tyt (zo,xl,xz,x3) — (—xo,—xl,x2,x3)

Prova. Explicitamente,
Mg,y (2) = (cosh (272) ¢° + sinh (272) ¢") y° — (sinh (272) ¢° + cosh (272) ¢*) ¥* — ¢°y* — ¢°4°

Uma manipula¢io algébrica simples mostra a iqualdade Ay (2)q-y = q -
A1 (=2) z. Também é 6bvio a linearidade e continuidade de ng 4 (2) com respeito
aq €Vt and y € Wy e anaiticidade com respeito a z € C.
Sejam qe V+,ye Wy ez = (t+ir) € C com t, 7 € R. Entdo®
Ng.y (2) = [cosh (27t) cos (277) + i sinh (27t) sin (277)] ¢°y° +
+ [sinh (27t) cos (277) + i cosh (27t) sin (277)] ¢'y° +
— [sinh (27t) cos (277) + i cosh (27t) sin (277)] ¢°y* +
— [cosh (27t) cos (27T) + i sinh (27t) sin (2707)] ¢*y* +
-’y - ¢*y°
= isin (277) (sinh (27¢) [¢°y® — ¢'y'] + cosh (27t) [¢'y° — ¢°y']) +
+ cos (27T) (cosh (27t) [quO — qul] + sinh (27t) [quo — qoyl]) +
-’y - ¢*y°
Como q € VT andy € Wi (em particular, ¢° > |q1| eyl > |y0|), vale

(°y" — ¢'y°) £ (®y° —d'y') = (" F¢') (v* £¢°) >0

sinh (27t) (¢°y° — ¢'y") + cosh (27t) (¢*y° — ¢%y') <0 , VteR

cosh (a + #b) = cosh (a) cos (b) + i sinh (a) sin (b)

sinh (a + ib) = sinh (a) cos (b) + i cosh (a) sin (b) (a,b€R)

6Usando as identidades {
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Portanto, Vz = (t + i) € st [-1/2,0]

S (ng,y (2)) = sin (277) (sinh (27t) [¢°y° — ¢'y*] + cosh (27t) [¢'y° — ¢°y']) >0
Por verificagao direta, obtemos as identidades (i3):

Mgy (t—1/2) = — (cosh (27t) [qoy0 — qul] + sinh (27t) [quo — qoyl])
-y’ - *y’
= [cosh (27t) (—qo) + sinh (27t) (—ql)] Y+
— [sinh (27t) (—¢°) + cosh (27t) (—¢")] y*
-y’ -y’
=AM (t)r1q-y

Lema 123 (Extensdo Analitica II) Seja f € S(W1) uma fungdo-teste de
Schwartz sobre M com supp (f) C Wi. A fungao

Fp:V+ xst[-1/2,01 = C , Ff (p,2) := E”Z/ o= () f (1) dx
(2m)” Jwy

€ bem-definida, continua e satisfaz:
i) Vale a estimativa (em particular, Fy (-, z) € uniformemente limitada para
z € st[—1/2,0])

|Ff (py2)| < Eﬂ;/ |f (z)|de < oo , Vpe VT xst[-1/2,0]  (12.15)
(271') W,

ii) Para p € V* fizo, Fr (p,) lst(-1/2,0) * 8t (=1/2,0) — C € analitica.

iti) Para z € st[~1/2,0] fizo, Fy (-,2)[p+ : T}, = C € uma fungio-C*™
quadrado-integrdvel com respeito a medida Lorentz-invariante dpiy, (p)-

Prova. Prova de (i). O lema 12.14 implica

S (Mp,y (2)) 20 Tr
| e Vz € st[~1/2,0l,pe VF,z e W,
|eTimee(2) f (2)| = e 25022 | f (2)] < | f ()]

Portanto, F (p, z) ¢ bem-definida e continua em V+ x st [—1/2,0].
A estimativa (i) seque-se trivialmente:”

_ | er et f (1) dx @ z)| dz < oo
Feal=| 25 /Wl @) < 2 /Wl f (@)]dz <o (12.16)

TA finitude deve-se & inclusdo S (W1) C L' (M)!
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Prova de (ii). Para p € V* fizo, temos que d%np’m (z) € um polinémio de
grau unitdrio com respeito a © € W1, donde

dizemp m(z)f (z) = eiMp,=(2) ('jznﬂ (2 )) f(z) €S (M) (12.17)

Em particular, temos que ‘Ln,, (2)f € S(Wi) € absolutamente quadrado-
integrdvel com respeito a x € W1,

m/WI ) (i, () £ 0

Portanto (comutando as operagées de derivagdo e integra¢ao)

9 V2r oo (4, ) di
BzF(p’ ?) = @2r)% Jw, ( Mp.a ( )) f(z)d (12.18)

dz
Em particular, para z = t + i1

L m/m o) (180 2)) £ (0)

dxr < 0o

ot b2
e
0
2 ) = m/m >( LI ())f(w)dw

Como 1y 5 (2) € analitica com respeito z € st (—1/2,0), ela satisfaz as equagdes
de Cauchy-Riemann neste dominio; entdo, as equagodes acima implicam que
F (p,z) também satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann com respeito a z €
st (—=1/2,0), donde seque a analiticidade desta fungdo neste dominio.

Prova de (i)
Para z € st[—1/2,0] fizo, o lemma 12.14 implica
R [—im +inpy (z)] = S (Npaty (2)) <0, VpEVH 2,y €W,
Portanto, o nicleo
e~ 2 () Finp,y (12) _ =S[p-Ar(=2/2)(2+y)] g—iR[p-A1 (—2) (2—y)]
¢ dominado pelo nicleo da distribuicio de Pauli-Jordan e~ ®RIM(=2)(=-v)] ; ¢

‘ —S{p-A1(—2/2) (2+y)] ,—iR[p-A1 (—2) (2~ y)]‘ _‘ =Sl A2/ @+ () ‘ ‘ 7@ ‘

Isso implica que podemos integrar |F (p, z)| em p € 'Y com respeito a medida
dpm (p):

Jei |F (0, 2)" dam (9) = ((27r ) Jrs i, Ji, € e @ e D F (@) f (y) dadydpm (p)
(y

= ((‘27)) S, S, Jox e PR @0 e S =2 @40) £ () £ (y) sy (p) dudy

< o0
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A Representagao Prépria Escalar

Seja a representagao escalar propria de 75+ é dada por

o i= L* (T dam) > w0 Py = U (ho) (0 (a,4) ) (p) i= 70 (A~ p)

Para essa representacao propria escalar, as proposi¢oes acima nos permitem
exibir explicitamente os operadores modulares sy0, joo € doo de regides causalmente
fechadas arbitrarias O € K:

Proposicao 124 Seja W € W uma regiGo cunha.
Entao pp+ (S (W)) € um core de 5345, i.e.

i) or+ (S (W)) € denso em Dom ((53‘/}3)

ey, (S (W) € Dom (837)

it) O fecho do operador 5343 sow) coincide com 5343

1/2 1/2
501//V S(W) = 501//V

Além disso, se f € S(W) entio ¢y possui continuagdo analitica numa sub-
variedade do hiperboldide de massa complexo contendo '), e T, como bordo

v My - C , My = {AW (2)p; peT), 2z € st [—1/2,0]} (12.19)
bem defininida por
07 (@) :=Fwys(p.2) , a=A(2)p, peLy,, 2z €st[-1/2,0]
onde
Fw: T} x st[-1/2,0] » C (12.20)

(g; [ et @)t

€ uma fungdo continua satisfazendo:

i1) Para p € T}, fizo, Fw,f (p,) € analitica em z € st (—1/2,0);

iv) Para z € st[—1/2,0] fizo, Fw s (-,2) € fungdo quadrado integrdvel em
p € '} relativamente a medida d, (p).

FW7f (p7 Z) =

Em particular, a agdo de 53{; sobre ¢ € dada por

(050s) ®) = Fwy (0, =i/2) = o (rwp) , ¥p TS, (12:21)

Prova. Nessa prova, omitimos sulfixo < 0 » para simplificar a notagao.

Primeiramente, consideramos as propriedades de Fyy ¢.
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Seja Ly € 'PI_ tal que Ly W, = W. Entao
Fw,s (p,2) = FroLw (Ly'p,2) , ¥ (p,2) €T}, x st[—1/2,0]

Realmente

Fus (py2) = m/ e ()0 f () g

(covaridncia) _ _V 27T zL 1AW (z)LWLW p-Ly; zf ( )

(det Lw=1) _ V27r / zAl(z szf(LWx)

= FfoLW (LWpa )

Portanto, como a ag¢dao covariante de 'PI_ € unitdria relativamente a medida
din, (p), vemos que as propriedades (i) e (iv) de Fw,y sequem-se das pro-
priedades de Fy, dadas na proposicao anterior.

A continuagdo analitica de oy € bem definida pela equagio (12.19) pelo fato
simples de que pela definicio 12.20 de Fw, s temos

(p,2),(p,2") €T} x st[-1/2,0] / Aw (2)p' = Aw (2) p
.
FW,f (plazl) = FW,f (p7 Z)

Pelo teorema [113, Theorem VIII.11], para provarmos que pp+ (S(W)) €
um core para 5‘%2 € suficiente provarmos que ¢+ S (W) € um subespago denso
de Dom (5%2) invariante sob agdo de 6%,. Realmente, pela proposigio 12.13
temos que pp+ S (W) € denso em by e por (iii) provado acima temos pp+ S (W) C
Dom (5%2), donde segue-se W = Dom (5%2).

Finalmente, para toda fungao-teste f € S (W) temos
(Gwer) (0) = (u(Aw (1) 95) (0) = @f (A (D) = Pronz1(y (), VP ETT,
donde (porque Aw € uma transformagao linear)
Siror = Proayt € er+ S (W)

12.1.3 Ciclicidade dos Subespagos Modulares: Casos padrao

Seja (u,h) uma representagio propria de 75+ de massa m > 0 e spin s € %N,
induzida por uma representagao espinorial irredutivel (05, hs) de ’ﬁl de acordo
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com a teoria de Wigner®:

h="0hs® L’ (andﬂm)

w:Py = U(H)
(w (@ h)w) (o) =73, (R (R,p) ) (A 'p) , ¥ (ah) e P]
(u(@)¢) (v) = B, (i02)p)
donde

(u(F1)¥) (p) = 0s(i03)0s(i02)3p(=jp) = 05 (io1)Y(~r1p)

onde R (A, p) é a rotagao de Wigner

R (A,p) =L (p)f1 AL (Aflp)

sendo
1 +p3+m —1
m>0->L(p): Po p3. 2 Opl 3]92
2m (po + p3) p1+p pr—pitm
1 Do + p3 pl—ip2>
(») vpo+ps( 0 1

Aqui, ¢ (p) é um spinor com 2s + 1 componentes, e 05 (§) é uma matriz de
rank (2s + 1) x (25 + 1), para todo § € Py.

Assim, a acdo dos W-boosts é dada por
(uw (Rw (—2m)) %) (9) =5, (R (Aw (~27t),p) ) v (Aj} (~27t) p)

Portanto, para que a fungdo t — u (]XW (—27rt)) 1 seja analitica na faixa

st(—1/2,0) é suficiente que a matriz (R (AW (—2mt) ,p)) e a fungdo-de-

onda 1 (A} (—27t) p) sejam analiticas nesta faixa, separadamente. Tendo em
vista o caso escalar, temos tal analiticidade para as fungdes-de-onda ¢ (p) cujas
componentes sdo da forma ¢y, (p) = ¢y, (p) com supp (fr) C W, k = —2s,...,2s!

Resta-nos provar que as matrizes 0y (R (AW (—2m7t) ,p)) também possuem a

analiticidade requerida. Entratanto, 0, (R (AW (—2rt), p)) ¢ um objeto muito

complicado cuja continuacdo analitica na faixa st (—1/2,0) nao é trivialmente

8 Aqui, 1"% é o hiperboldide de massa m e du,, é a correspondente medida Lorentz-
invariante. _ ~ .
Note que 6 é um elemento de Py satisfazendo y (0) =-1l¢ PI_.
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conseguida. Nossa estratégia consiste em considerar o problema no caso de
funcbées-de-onda do tipo ¢y (p) = 05 (L (p)) ¥¢ (p) pois nesse caso, tendo em
vista que

R (]\,p) L (A_lp) =1L (p)71 A, VA€ /ﬁl

a acgao de u (AW (—27rt)) toma a forma

(« (Aw (=2m)) ) () =3, (R (Aw (=2m0), )) o (L (A (~21t)p)) ¥y (Aw (~2nt) p)
=5, (L)) 3, (Rw (-270)) 0y (A} (~27) )
que pode ser analiticamente extendida para a faixa st (—1/2,0)!

Para concluir, notamos que a aplicagao
u3 9 =P (p) =0 (L(p) ¢ (p)
é linear e possui inversa
b9 =1 (p) =0 (L7 (p) ¥ (p)

Portanto, ela aplica subespacos densos de  em subespagos densos de .

12.1.4 Nao Ciclicidade dos Subespagos Modulares nos Ca-
sos nao-padrao?

Os casos nao-padrao em quatro dimensoes correspondem as representagoes proprias
de P, induzidas por representagoes fiéis do recobrimento universal do grupo Eu-
clideano F (2)

E(z):{AW: ( eof eizig >;<peR, zE(C}

Com este grupo nao é compacto, suas representagoes fiéis possuem dimensdo
infinita. Estas sdo completamente classificadas: (9z,q, ho) para (2, ) € (0,00) x

{0,1/2},
ho :=L* (5',C) , 0z, E2 — U (ho)
9z, (Asy) £ (6) 1= = cos(arg ze'*/*=0)+aw £ (g )

A representagdo unitaria de ’Pl induzida pela representacao acima é dada
por

(&)
b= 12 (IF) ® L2 (ho) = / Dodiim (p) » w: P = U (D)

(u(a,A)9) (p) == €0z 0 (R(A,p)) % (A7 'p)
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O argumento usado para mostrar a ciclicidade dos subespagos modulares
nos casos padrao nao se aplicam aqui pois nao possuimos um intertwiner tipo
0z, (L (p))! Para proceder como no caso padrdo, evitando uma continuagao
analitica expliscita da agao dos W-boosts, teriamos que recorrer a outras real-
izacoes destas representacoes de modo que permitissem definir tais intertwiners.

Em [28], é provado (por métodos puramente algébricos) que mesmo para
as representagoes de massa zero e spin infinito, sdo ciclicos os subespagos de
localizagao modular em regioes cone-tipo-espaco. Entretanto, a expectativa é
de que os subespagos de localizagao modular em regioes diamante nao sejam
ciclicos, ou sejam até mesmo triviais. Um tal resultado pode ser entendido
em rela¢do com o fato de que néo existem teorias de campos quantizados (como
definidas no capitulo 5) para particulas de massa zero e helicidade-infinita [149],
[95].
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Chapter 13

Construcao Modular de
Teorias Livres

A construcdo modular de teorias quanticas locais livres consiste numa corre-
spondéncia functorial entre subespacos modulares de uma teoria de Wigner
(com spin/helicidade finito) e redes de algebras de operadores. O ponto novo
dessa formulagao esta no uso da localizagdo modular para definir a localidade na
algebra de observaveis, evitando completamente o uso de campos quantizados.

Algebras de Weyl e Clifford

Teorema 125 Seja ) um espago de Hilbert com produto interno ().

Algebra de Weyl:' Eriste uma tnica dlgebra-C* (médulo *-isomorfismos)
Weyl (h) gerada por um conjunto de elementos

W) ; b}

satisfazendo as relagdes canoénicas de comutagio (CCR)

W (p)" =W (-p)
) , o, €D
W (@) W () = W () W () = 2e" 23N W (¢ + ¢)

Algebra de Clifford? Existe uma unica dlgebra-C* (médulo *-isomorfismos)
Cliff (h) gerada por um conjunto de elementos

{R(p) ; p € b}

IN3o é necessario que h seja um espago de Hilbert, mas apenas que seja um espago vetorial
real com uma forma simplética.

2N3o é necessario que h seja um espaco de Hilbert, mas apenas um espago vetorial real
com produto interno.
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satisfazendo as relagdes canodnicas de anti-comutag¢io (CAR)
R(p)R (¢) = R(p, p)rl

R()R(¢) + R () R(p) = 2R(p, )1

, P, €D

As algebras de Weyl e Clifford podem ser realizadas concretamente por oper-
adores agindo (respectivamente) no espago de Fock simétrico ou anti-simétrico
construido sobre o espago de Hilbert que as define, vide [23, Chapter 5].

Redes Covariantes de Algebras-C*

Seja (u,h) uma representacio propria do grupo de Poincaré proprio P
(definigiao 105) e {hr (O); O € K} o lattice de subespagos modulares associ-
ado (teorema 118).

Para o caso das algebras de Weyl, definimos

K30 = Rwey (O) := Weyl (hr (0)) C Weyl (h)

aweyt : P+ — End (Weyl(h)) , aweyi (§) W () := W (1(3) ¢)

Para o caso das algebras de Clifford (definidas por operadores satisfazendo
relagoes de anti-comutagdo) é preciso introduzir mais um ingrediente para con-
seguirmos uma rede de algebras satisfazendo localidade. Para isso, tome 7 € ’ﬁl
uma rotagao espacial por angulo 27 ao redor de um eixo fixo no espago e defina
T :=U ou(F); com isso definimos

K> 0 = Rcurs (0) :={R e Cliff (hr (O)) / TR = R} C CIliff (h)
aciis : Py — End (Cliff (9)) , aciifr (§) W (@) := W (u(3) ¢)

Teorema 126 Seja (u,h) uma representagao propria do grupo de Poincaré 75+
e {br (0); O € K} o lattice de subespagos modulares associados. Vale:

1) (Rweyi, @weyi) € uma rede qudntica local se e somente se o spin da rep-
resentacdao € inteiro;

1) (Rcuifs, aciuisr) € uma rede qudntica local se e somente se o spin da
representacao € semi-inteiro impar.

Functor de Weyl/Clifford

O functor de Weyl/Clifford expressa as construgdes acima numa linguagem
categorial:

{ representacoes proprias de P, } — { redes quanticas locais }
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Além disso, esse functor relaciona também a estrutura simplética e modular
das representagoes proprias de 75+ e a estrutura simplética e modular da repre-
sentacao de vacuo das redes quanticas locais correspondentes, de acordo com o
teorema 129:

so — So = e*©

Podemos reconhecer que estas teorias sao livres pela inspecao da teoria do
espalhamento (verificando que a matriz-S é igual & identidade) ou exibindo ger-
adores livres de polarizacao de vacuo localizados em regioes limitadas do espago-
tempo - exatamente os campos livres construidos em termos de operadores de
criacdo e eniquilagdo (vide o capitulo 14.2).
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Chapter 14

Estrutura Modular e
Interacao

Sabemos que cada teoria quantica local é univocamente determinada pelo seus
dados de espalhamento, i.6 seu espectro de particulas (a agdo covariante do
grupo de Poincaré) junto com a interagdo dessas particulas (a matriz de es-
palhamento): para cada conjunto de dados de espalhamento, existe no mdzimo
uma tinica teoria qudntica local associada, mddulo isomorfismos da rede [121].
Embora nao saibamos como construir redes quanticas locais com interagao, sua
estrutura modular é determinada explicitamente pelos dados de espalhamento,
conforme mostramos na seg¢ao 14.1.

Mesmo na auséncia de métodos construtivos, um importante progresso para
a fisica quantica local seria a formulagao de uma caracterizagao algébrica das in-
teragoes, ou seja, uma maneira de determinar a partir de algumas propriedades
gerais da rede de &lgebras de observaveis locais as possiveis matrizes de es-
palhamento que podem ocorrer na teoria. Embora ainda longe desse ideal,
certo progresso ja foi alcancado pelo estabelecimento das propriedades bésicas
dos chamados geradores livres de polarizagdo do vicuo (PFG’s): se uma teo-
ria qudntica local em espaco-tempo de dimensao maior do que dois possui um
PFG temperado, entdo a teoria € livre! Esse fato é tao geral e fundamental que
fornece uma extensao da definicdo do que é uma teoria livre para situagbes em
que a teoria do espalhamento (de Haag-Ruelle) ndo se aplica [120] - tais como
os casos das teorias conformes (que ndo tém ‘gap’ de massa) e das possiveis
teorias quanticas locais descrevendo anions [105]. Para o bem da completeza da
tese e da conveniéncia do leitor, acrescentamos na se¢ao 14.2 uma compilagao
dos resultados originais sobre as propriedades basicas dos geradores livres de
polarizacao do vacuo apresentados no artigo original [21].

IEssa extrema rigidez justifica a busca de simetrias nas teorias quénticas locais, pois re-
strigdes adicionais nas teorias podem servir tanto para caracteriza-las quanto para nos orientar
na constru¢do das mesmas. (Nessa perspectiva, a analise desenvolvida na Parte II sobre a
relacao entre estrutura modular e simetrias pode ser vista como parte de um amplo programa
de construgao de teorias quanticas locais.
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14.1 Operadores Modulares e Matriz-S

Nesta secao, pretendemos elucidar as relacgoes entre a estrutura modular e os da-
dos de espalhamento de uma teoria quantica local. Entretanto, todas as particu-
las ocorrendo no setor de vacuo sdo bosonicas (i.e. tém spin inteiro) e neutras
(i.e. sdo idénticas & suas anti-particulas) exatamente porque sio definidas por
uma representacao irredutivel do grupo de Poincaré 'PI_. Portanto, para descr-
ever particulas femionicas e carregadas (necessariamente ocorrendo em setores
de superselegio diferentes do setor de vacuo) temos que lidar com um sistema
de campos locais (definicio 34). No que segue, apresentaremos suscintamente
a teoria do espalhamento de Haag-Ruelle no setor de vacuo da algebra de ob-
servaveis. Contudo, quando o sistema de campos locais é covariante sob agdo do
recobrimento universal do grupo de Poincaré 751, existe uma adaptagao da teo-
ria de espalhamento e esti definida sua estrutura modular - de fato, nesse caso
sao equivalentes a propriedade de covariancia modular da rede de observaveis
locais e propriedade de covariancia modular do sistema de campos locais [80].2
Para um tratamento completo da teoria do espalhamento de Haag-Ruelle dentro
do formalismo da fisica quantica local vide [3, Chapter 5], [60], [62]; no contexto
da teoria dos campos quantizados vide [14, Chapter 12], [97, Chapter VI] ou
os artigos originais [83], [117]. Para uma demonstrac¢do da invariancia-CPT da
matriz de espalhamento vide [65].

Teoria do Espalhamento no Setor de Vacuo e Estrutura Modular

Considere (R,H,U, Q) como sendo a representagdo de vacuo de uma rede
quéntica local (A, a,21).

Condicao 127 (‘Gap’ de Massa) O espectro do operador de massa M =
vV P? satisfaz

n

Spect (M) = U {mk}U[u,oo), commp <p ,Vk=1,..,n€N
k=1

Para cada k£ =1, ...,n denotamos a projegao espectral de M correspondente
a myg por

Ek:H%bk

e assumimos que a restricdo u; := Uly, seja irredutivel. Entdo, definimos o
espectro de particulas da teoria pelo conjunto dessas representagoes irredutiveis

FEspectro de Particulas := {(u,bhg) ; k=1,..,n} (14.1)

?Na verdade, para desenvolver a teoria de espalhamento para campos carregados nio é
necessario construir um rede de algebras de campos (twisted-)locais, mas apenas uma estru-
tura mais primitiva chamada de fibrado dos campos (‘field bundle’), semelhante & construcédo
apresentada no capitulo 8.2.
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De acordo com a teoria de Wigner, as representacoes irredutiveis do grupo de
Poincaré sao caracterizadas pela massa e spin, donde temos

(ug, br) = (u(mwk),h(mwk)) para algum sy €N, k=1,...,n (14.2)

onde ‘~’ significa equivaléncia unitaria. Como estamos tratando de represen-

tagées massivas de 'PI_, aparecem apenas spins inteiros!

Definimos o subespago dos estados de uma particula por

n n
H(l) = U bk = h(mk,sk) (143)
k=1 k=1
e a representagao correspondente
Uy = Ulup_, b ~ D timpsn) (14.4)
k=1

Construimos canonicamente o espago de Fock associado & representacao

Uy, Hw)
HO = @2020 h®n

h? :=C , h®" := expansio linear { Y ®..Rp; f € Hayp ,n>1
———

n

(14.5)

(,): Hox Ho — C <e‘p,e¢> =e@¥) Vo e H
e¥ 1= 17()07%(@@@)77% PR.OP],.. ) V(PEH(;[)
N—_——
n

e a teoria livre associada
K>0 =Ry (O) = Weyl (hR (O)) cB (H())

onde {hr (0); O € K} é o lattice de subespagos modulares em (U1),H(1)),
definido no capitulo (12).

A teoria do espalhamento mostra que (Up, Ho) € unitariamente equivalente
a duas subrepresentagdes (H™/out, Un/out) de (U,H), simbolicamente®

Ho >~ H™ M s W, Uy~ U™ < U

3Esse fato é o niicleo da teoria do espalhamento de Haag-Ruelle, e é obtido diretamente
pela construgao de estados assintdticos como limites em norma de certas familias de estados
indexados pela coordenada temporal. A hipotese de existéncia de ‘gap’ de massa assegura
tanto a existéncia dessas familias de estados quanto a convergéncia das mesmas quando o
tempo tende ao infinito passado ou infinito futuro.
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onde os sinais ‘in’ e ‘out’ simbolizam os dois limites assintdticos (no infinito
passado ou infinito futuro) que definem tais subrepresentagoes.

A matriz de espalhamento é o operador unitario que implementa a equiv-
aléncia unitaria entre as subrepresentagdes (H"/out, Uin/out)

Ssc . rHout N Hzn , Uzn — Schoutsgc
Condicao 128 (Completude Assintética) A representacao covariante do grupo
de Poincaré no setor de vdcuo € unitariamente equivalente & representacao de
Fock associada a subrepresentacao dos estados de 1-particulas, i.e.

(U, H) = (Uo, Ho)

Nesse caso, temos que a matriz de espalhamento é um operador unitdrio do
espaco de Hilbert da representagao de vdcuo

Ssc €U (H)
Assim, podemos considerar que as representacdes de vacuo (R,U) (original)

e (Ro,Up) (livre) agem no mesmo espago de Hilbert # e entdo estabelecer a
correspondéncia estre suas estruturas modulares:

Teorema 129 (Operadores Modulares de Cunhas e Matriz-S) Se a teo-
ria original satisfaz covaridncia modular e tem uma matriz de espalhamento S,
entdo para toda cunha W € W vale
Sw = SseSow 5 Jw = Sscdow , Aw = Aow
Prova. Pela covaridncia modular, temos
Aw =U (Aw (—7i)) = Uo (Aw (—i)) = Aow
e pelo teorema (43) também temos

JW = @U (T‘{;V) = Ssc(")OUO (T‘{;V) = SstOW

onde © e ©g sdo respectivamente os operadores CPT das teorias original e livre,
e satisfazem (também pela teoria do espalhamento)

O = 5509
Portanto,

Sw = Jw AW = Seedow Dow = SeeSow
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14.2 Geradores Livres de Polarizacao do Vacuo

Lembrando a notagao do capitulo 2, considere (R, #H,U, ) como sendo a rep-
resentacao de vacuo de uma teoria quantica local e M = VP2 o operador de
massa. Denotamos por b, o auto-espago de M associado a m € Spect (M) e por
E,, : H — b, a projecao ortogonal de #H sobre h,,. Para cada cunha W € W,
denotamos por (Sw,H (W)) o operador de Tomita do par (R (W), Q).

Defini¢do 130 (Gerador Livre de Polarizagdo do Vacuo - PFG) Dizemos
que um operador fechado G em H é um gerador livre de polarizagdo do vdcuo
(PFG) para massa m € Spect(M) localizado na regigo cunha W C W quando
ele satisfaz as sequintes condigoes:

i) G é afiliado a R(W);
it) Q € dom(G) e Q € dom(G*);
i) GQ,G*Q € b,

Teorema 131 (Existéncia de PFG) Para todo m € Spect(M), toda cunha
W € W e todo estado ¢ € Ep,(H (W)), existe um PFG para massa m localizado
em W, chamemos de G, tal que

GQ=¢,GQ=Sywo

Definigdao 132 (PFG Temperado) Um gerador livre de polarizagio G é dito
ser temperado se os dominios de G e G* possuem um subespago denso D in-
variante sob acdo das translacées e tal que para todo vetor ¥ € D as fungdes
z — GU(z)¥ e z — G*U (z) ¥ sdo fortemente continuas e polinomialmente
limitadas em norma.

Um PFG temperado admite o uso de técnicas da teoria espectral e também
a definicao de sua transformada de Fourier, o que torna esses operadores semel-
hantes a campos quantizados livres. As consequéncias dessas semelhancas sao
mais importantes do que a ocorréncia de meras analogias:

Teorema 133 (Borchers-Buchholz-Schroer, [21]) Se numa teoria qudntica
local em espago-tempo de dimensdo d > 2 descrevendo uma particula escalar
massiva existe um gerador livre de polarizagio do vdcuo temperado, entdo a
teoria € livre.

Se numa teoria qudntica local em espago-tempo de dimensdo d = 2 existe
um gerador livre de polarizag¢ao temperado, entdo nao hd produgao de particulas
nos processos de espalhamento.
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14.3 Métodos Construtivos

A esséncia dos métodos modulares de construgao de modelos de teoria quantica
local consiste em (tentar) definir a rede quantica local a partir de sua estrutura
modular, que por sua vez estd completamente definida pelos dados de espal-
hamento. Esquematicamente:

Espectro de Particulas + Interagao (Matriz-S)

~~

U < Covariancia Modular!
Estrutura Modular: O — So

-~

(2 <1 Métodos Construtivos?
Rede Quantica Local: O — R (O)

Imaginamos trés abordagens bastante distintas para conseguir tais métodos
construtivos, chamados de Método Modular Espacial, Método Modular Hologrd-
fico e o Método PFG.

14.3.1 O Método Modular Espacial

Connes em [49] estabeleceu condiges para relacionar a teoria modular espacial
com a teoria modular de Tomita-Takesaki, mostrando quando aquela se origina
de uma algebra de von Neumann padrao. Ainda sdo meramente preliminares as
pesquisas sobre a aplicacao dos resultados de Connes no desenvolvimento de um
método de construgdo de modelos de teoria quantica local, pois seus critérios
sao de dificil verificagao e tém carecido de interpretacao fisica na teoria quantica
local.

14.3.2 O Método Modular Holografico

Considere uma rede quantica local (A, a, 2) sobre o espago de Minkowski bidi-
mensional. Podemos definir uma rede quantica local sobre R da seguinte maneira,
chamada “projegao holografica™

1) Fixamos uma cunha W = W (I1,l_) € W cujo eixo contém
a origem (I, € WNoVTtel € W NV~ sao vetores tipo-luz no
bordo da cunha, defini¢io 10) e definimos:

Rt :=WnovV*t, R :=-R", R:=RTU{0}UR"

2) Verificamos que R é trivialmente (topologicamente) isomorfo
alR

R>a+aly €R

donde a classe dos ‘intervalos’ Zr de R estd em correspondéncia
binivoca com a classe dos intervalos Z de R

R > (a,b) <+ I(qp) :={sly; s € (a,b)} €T
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3) Definimos a rede de algebras locais sobre R
T3 (a,b) = Agor (a,0) := AW +aly) NA(W +bly)

e a algebra universal pelo limite C*-indutivo das algebras locais

Apop := U Aro (I) C A
ez

(trivialmente verificamos validade das propriedades de isotonia e lo-

calidade).

4) Definimos o grupo de transformagoes que preservam R:

Grol = {ge’ﬁl; gRCR}

Verificamos que este grupo contém os subgrupos dos W-boosts e das

translagoes tipo-luz ao longo de R:

Grot D {Aw (5);s € R} U{T (al}); a € R}

onde temos denotado o subgrupo das translacoes espago-temporais

por {T (z); = € M"1}.

5) Definimos a agdo de Gy, sobre a rede Apg,; pela restrigdo da

acao a:

GHol 3 9 = ano (9) = « (9)|91H0,

6) Verificamos que (Amor, @mor, Aror) € uma rede quantica local
com grupo de simetria “espago-temporal” Gg, C 'ﬁj_, contendo
dois subgrupos 1-parametro abelianos. Esperamos que sob condigoes
apropriadas, essa projecao holografica defina uma rede quiral local

sobre R.
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A idéia essencial da constru¢ao modular hologrifica consiste em realizar o
caminho inverso desta projecdo hologrifica. Ainda estamos na expectativa de
desenvolvimentos significativos no assunto, mas varios resultados positivos ja

foram alcangados.

14.3.3 Método PFG

O teorema 133 restringe as teorias integraveis massivas bidimensionais o uso
das técnicas de anélise de Fourier na construcao de modelos de teoria quantica
local com interagao por analogia ao caso livre. Nesse caso, a abordagem con-
strutiva modular pode ser entendida como uma formulagao algébrica do “pro-
grama bootstrap” para construir teorias quanticas de campos de Wightman
(apresentado abaixo). Exatamente por recorrer a propriedades exclusivas dos
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modelos integraveis bidimensionais, o programa bootstrap esta restrito ao con-
texto particular desses modelos; sendo que mesmo ocorre com a abordagem
algébrico-modular, na medida em que esta se baseia no uso de PFG’s temper-
ados. Contudo, acreditamos que descobertas feitas aqui podem ser extendidas
para situagoes mais gerais se as mesmas puderem ser expressas em termos pu-
ramente algébricos; nesse caso, mais do que um mero passatempo de tedricos,
nossa anélise cumpriria, pelo menos, o papel didatico de oferecer indicagGes
para a solucao do problema geral de desenvolver métodos construtivos de teoria
quantica local.

Teorias Integraveis Massivas Bidimensionais

Modelos massivos integraveis no espago-tempo bidimensional sao caracterizados
por apresentar as seguintes propriedades®*:

Integrabilidade.1) Auséncia de produgdo de particulas nos pro-
cessos de colisao;

Integrabilidade.2) Preservagido do conjunto dos momenta ini-
cial e final nos processos de colisao;

Integrabilidade.3) Fatorizabilidade, ou seja, a matriz de espal-
hamento se fatoriza no produto de amplitudes de espalhamento de
duas particulas.

Estas condigoes sao extremamente restritivas, de modo que em principio
permitem determinar a matriz de espalhamento, sob a hipotese de analiticidade
mdzima, a partir do conhecimento do espectro de particulas, das equagoes de
Yang-Bazter e das propriedades caracteristicas das matrizes de espalhamento,
as quais sao a invaridncia de Lorentz, a unitariedade e a simetria de cruzamento.

Denotamos a amplitude de espalhamento para n particulas iniciais com
nimeros quanticos as,..., a, € momenta pi"*,..., pi* e 7 particulas finais com
nimeros quanticos bi,..., b; e momenta p¢¥t,..., p2“* por

b1...bs in in, out out
Sai...an (pl 7"'7pn apl 7"'7pﬁ, ) (146)
Para o caso em temos n = 71, pi® = p2¥ = p;. (k = 1,...,n) escrevemos
s Pg Pk p yeeey

Sgig’; (plv 7pn) = Sgi(bln (pla evey Pny P1y 7pn) (147)

n

e se além disso, temos ay = by (k =1,...,n) escrevemos

Stl1~~~tln (pla "'7pn) = 52127; (pla "-apn) (148)

4Para uma dedugio dessas propriedades em teorias bidimensionais puramente massivas a
partir da hipotese de exiténcia de uma infinidade de quantidades conservadas, vide [1, Section
2.2.3].
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Assim, as condigoes de integrabilidade podem ser escritas da maneira seguinte
- ficando impliscito o fato dos pares de particulas a; e b (kK = 1,...,n) per-
tencerem ao mesmo multipleto de massa:

Sartn (D1 s P P ey 037) ¢ S [T721 6 (Pas = pb)
(14.9)
8ot (Days - Pan) = [licjicr SE2: (pis D))

No caso em que nao ha degenerescéncia de massa, i.e. cada multipleto de
massa contém apenas um inico tipo de particula, entao a conservagao dos mo-
menta individuais implica que a matrix de espalhamento é diagonal:

Sarar (Pi,p5) = 8irdj1Sij (pis pj) (14.10)

No caso das teorias integraveis bidimensionais é conveniente parametrizar os
momenta por coordenadas de rapididade:

p € M? p> =m = p=p(f) = m(coshf,sinhf) , H € R

Assim, a matriz-S de n-particulas pode ser escrita em funcao das rapididades
dos momenta;:

SZ?::Z’; (P1y ey Pn) = SZ?::Z"R (01,...,0) , pi=p0;),i=1,...,n

e a matriz-S de duas particulas pode ser escrita em funcao da diferenca de
rapididades

Sete2 (p1,p2) = Spi22 (61— 02) , pi = p(6;) i =1,2
em vista das identidades

(p1 ipz)z = m% + m% + 2m1m2 cosh (91 — 02)

As Equagoes de Yang-Baxter

Em geral, as matrizes de espalhamento de 2-particulas ndo comutam en-
tre si, donde a necessidade do ordenamento correto na fatorizagdo dada pela
equagdo (14.9). Entretanto, as simetrias caracteristicas dos modelos integraveis
bidimensionais implicam que a matriz de espalhamento permanece invariante
sob certas permutagoes de tais fatores, gerando as chamadas equagdes de Yang-
Baxter. Para o caso da matriz de espalhamento de 3-particulas temos uma tinica
equagao de Yang-Baxter, a saber

5123 = 512513523 = 523513512

A Hipétese de Analiticidade Maxima

A hipétese de analiticidae maxima consiste na seguinte afimagao sobre as
extensoes analiticas das matrizes de espalhamento de 2-particulas:
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‘Para cada dois pares de particulas (a1,b1) e (a2, b2) no mesmo
multipleto de massa (no caso de nao haver degenerescéncia de massa,
temos necessariamente a; = b; e az = b2) a fungao

9172 = |91 — 02| — Sblbz (9172)

a1a2

é meromorfa na faiza fisica
st[0,7]:={z€C; 0<(z) <7}

com seus polos simples correspondendo a estados ligados das particu-
las primérias.’

O Programa Bootstrap

O programa bootstrap para construir teorias quanticas de campos de Wightman
consta de trés partes [6]:

1) Determinar a matriz-S a partir de suas propriedades gerais (unitariedade,
simetria de cruzamento, invariancia de Poincaré), das condigbes de integrabili-
dade (fatorizabilidade e equagdes de Yang-Baxter) e do espectro de particulas
(dado pela representacdo covariante do grupo de Poincaré), sob a hipotese de
analiticidade méaxima.

2) Calcular a partir da matrix-S os fatores de forma generalizados, que sao
elementos de matriz de operadores locais 1 entre estados assintéticos

out <p;7“ aPI1|7/’ (x) |p17 "'7pn>ln

Isso significa resolver certo conjunto de equagoes dadas pelo formalizmo LSZ
sob a hipoétese de analiticidade maxima.

3) Calcular as fungées de Wightman a partir dos fatores de forma generaliza-
dos. Em principio, estas fun¢oes determinariam uma tnica teoria de Wightman
(teorema 48).

Fatores de Forma Generalizados

Os fatores de forma generalizados de um campo local ¢ (z) sdo definidos por

<0|¢ (0) |p17 "'7pn>f::___an se 01 > > 0n
1[}& (Q) = djal---an (017 76n) =

via continuagao analitica para outras rapididades

onde |0) denota o estado de vacuo da teoria.

O formalismo LLSZ e a hipétese de analiticidade maxima implicam no seguinte
conjunto de equagbes para os fatores de forma [129)], [5]:

ii) Invariancia de Lorentz

Vay.an. (01 +6,..,0, +0) = ey, o (61,...,6,) onde s é o spin de
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iii) Simetria de Cruzamento

¢a1a2...an (01 + 7:7r7027 7071) = ¢a2...ana1 (027 "'70n701 - ”T)

iv) Equagoes de Watson

Yo i (0 0i,05, ) =Y _ji (o, 05,05,...) Sij (0 — 65)

v) Relagbes de Recorréncia

Res&g:iﬂ"/}magag...an (017 ) an) = 27;0121/%13...(1“ (037 ) on) (1 - Sagan---Saga3)
onde (12 é a matriz de conjugagao de carga

vi) Equagoes dos Estados Ligados

a
Res&g:ia"/}alagag...an (017 ceey on) = ¢a(12)a3...an (0127 0I3, 9;) ﬂraifg

onde «a é o angulo de fusao

O chamado Ansatz de Bethe “off shell” fornece um método que permite
resolver essas equagoes em geral. Esse ansatz é dado por

b (0) = /C dz... /C dzh (6,2) p* (6,2) s (6, 2)

a=(a1,.an) , 0 =(01,....,0,) , 2= (21, ., 2)

onde k = (n — ¢q) /2 depende do namero n de particulas e da carga ¢ do op-
erador 9,; h(8,z) é uma funcdo completamente determinada pela matriz-S;
¥, é chamadado de covetor de estado do Ansatz de Bethe “off shell”, também
completamente determinado para cada teoria; e p¥ (6, z) sdo fungoes escalares
satisfazendo um conjunto de equagGes equivalentes as equagoes (i)-(vi) acima.
De fato, o programa bootstrap tem obtido sucesso no calculo dos fatores de
forma de uma série de modelos, tais como o0 modelo de sine-Gordon Homogéneos

[2].

Construgao Modular

Agora, definiremos um algoritmo para construir a teoria quantica local para o
sistema de particulas do tipo escalar massiva auto-conjugada no espago-tempo
bidimensional (com interagdo ndo-trivial), por analogia ao caso livre, inspirado
no programa bootstrap dos fatores de forma. Iniciamos com algumas consider-
acoes gerais.

Tragando Paralelos com a Teoria Livre

Considere ® como sendo um campo quantizado definido sobre o espago de
Hilbert #, covariante com respeito & uma representagao U do grupo de Poincaré.
Como vimos no capitulo 5, sob certas condi¢Oes naturais, esta teoria quantica
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de campos define a representagdo de vicuo R de uma rede quantica local da
maneira seguinte:

K30=R(O):={®(f); feSM), supp(f) c 0O} (14.11)

onde S (M) é o espago de Schwartz das fungoes teste.
A expressao geral para um campo livre ®q de spin s € %N é dada por

% (x)=% 3 /F ) {00, 50) P70 () +0 (2,9,50) 770 ()

83=—S8

onde I'}, & o hiperboléide de massa e du (p) a correspondente medida Lorentz-
invariante

u (z,p,s3) e v(z,p,s3) sdo os chamados “intertwiners” (que implementam a
covariancia do campo) e a* (p) e a(p) sdo respectivamente os operadores de
criacao e aniquilacao de particula, caracterizados pelas relagoes canénicas de
comutacao

a(p1)a(p2) = a(p2)a(p1)
a* (p1) a* (p2) = a” (p2) a* (p1)

a(p1)a* (p2) = a* (p2) a(p1) + 6 (p1 — p2)
Além disso, o espago de Hilbert dos estados é expandido pela base
a* (p1)..a*(pn)Q , pr €T, n €N
e vale
a(p)Q=0,pel}

As relagoes de comutagao dos operadores de criagio e aniquila¢ao dizem que
criar e aniquilar particulas livres sdo operagdes que ndo comutam por um fator
escalar. Se consideramos que a propriedade caracteristica das teorias livres sdo
tais relagoes de comutagao, podemos imaginar que numa teoria com interagao as
operagoes de criar e aniquilar particulas apresentem relagoes de comutacao mais
complicadas. Assim, esperando generalizar as relagbes canonicas de comutagao,
consideramos que Z* (p) e Z (p) sdo os operadores de criagdo e aniquilagao de
uma particula com momentum p num modelo de teoria quantica de campos com
interacao, e escrevemos suas relagoes de comutagao da seguinte forma:

Z (p1) Z (p2) = S(—) (p1,p2) Z (p2) Z (p1)
Z* ;1) Z* (p2) = S(+) (p1,p2) Z* (p2) Z* (p1)

Z (p1) Z* (p2) = S(x) (p1,p2) Z* (p2) Z (p1) + 6 (p1 — p2)
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onde S(_), S(4) e S(+) sdo fungdes tomando valores em operadores que depen-
dem de pares de momenta (p;,p2), e devem ser caracteristicas de cada modelo
em particular. Analogamente ao caso livre, o espago de Hilbert dos estados deve
ser expandido pelo conjunto de estados do tipo

Z*(p1) - Z*(pn)Q , pr €T, neN
valendo também que
Z(p)Q=0,pel}

Além de introduzir algumas simplificagbes, somos forcados a particularizar
nossa anélise para o caso dos modelos integraveis massivos bidimensionais, ja
que.o teorema 133 mostra que nao ha possibilidade dessas idéias serem justifi-
cadas fora desse contexto.

O Modelo Escalar Auto-dual e a Algebra de Zamolodchikov-Fadeev

Agora, assumimos que as relagoes de comutagdo acima dependem apenas
das diferengas de momenta e que os operadores caracteristicos S+) sdo fases
satisfazendo as relagoes

§=5) =54 =5z
Nesse caso, expressando os momenta em termos das coordenadas rapididade
p=p(0) =m (cosh(f),sinh (0)) , 6 € R
obtemos a chamada &lgebra de Zamolodchikov-Fadeev
Z(61) Z (02) = S (01 — 02) Z (p2) Z (p1)
Z*(01) Z* (62) = S (61 — 02) Z* (62) Z* (61) (14.12)
Z(61) Z* (05) = S (61 — 02) " Z* (62) Z (61) + m>6 (01 — 65)

Na algebra-C* gerada pelos operadores de Zamolodchikov-Fadeev, definimos
formalmente o campo covariante

1 ) . 1 )
M3z~ d(z)= —/d0 Z (@) e PO 4 z7(9) e = —/ YAC)
e @)= =5 [ {z(@)e O) e} = == | b2 0)e
(14.13)
onde temos introduzido as seguintes convencoes
C:=RU—R , Z(@—ir):=2Z"(0) , p(6 —ir):=—p(0) (14.14)

Esperamos que os campos & (f) espalhados por funcoes teste f € S (M)
sejam PFG’s temperados, localizados em regioes cunha, conforme o teorema
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181. Nessa expectativa, definimos as algebras de observaveis localizadas em
regioes cunha como no caso livre:

R(W):={2(f); S(M), supp(f) C W}" (14.15)

Mas definimos as 4lgebras de observaveis localizadas em regioes limitadas pela
intersecao de algebras de observaveis localizadas em regioes cunha

R(O):= (] RW) ,VOek (14.16)
oOCwew

Finalmente, definimos o que podemos chamar de programa bootstrap al-
gébrico (PBA) pelas seguintes tarefas:

PBA.1) Deduzir as propriedades necessarias da fungdo S (0) para que 14.12
defina uma *-4lgebra, e 14.15-14.16 definam uma rede quantica local.

PBA.2) Provar que as propriedades de S (#) encontradas em PBA.1 sio su-
ficientes para que a correspondéncia O — R (O) seja de fato uma rede quéntica
local.

PBA.3.) Verificar a expectativa de que S (f) é a matriz de espalhamento
de duas particulas do modelo construido.

Até agora, apenas a terefa PBA.1 foi desenvolvida, conforme passamos a
descrever suscintamente.

Primeiramente, obtemos uma realizagao concreta dos operadores de Zamolodchikov-
Fadeev no espago de Fock H do campo escalar auto-dual livre ®g:

a*(0)a* (61) ...a*(0,)Q2 , 0>6, >..>06,
Z*(0)a*(01)...a" (6,)Q :=
via relagoes 14.12 para outras situagoes

Z (0) := conjugado hermitiano de Z (8) V8 € R

Naturalmente, consideramos a representacao covariante U do grupo de Poincaré
da teoria livre agindo sobre a rede formal R, definida no espaco de Fock. Disso
obtemos que o vetor 2 € H que define o estado de vacuo da teoria livre tam-
bém define o estado de vacuo da rede formal R. Nesse caso, assumindo que a
propriedade de covariancia modular é satisfeita, temos pelo teorema 129:

Jw = Ssedow , A, =AYy = U (Aw (—27t))

onde S;. deve ser a matriz de espalhamento da rede formal R.
Da exigéncia de que a teoria seja local e satsifaga a condicdo KMS, obtemos
a relagdo formal

JwR (W) Jw C R(W)' (14.17)
Da caracterizacao do grupo modular pela propriedade KMS também temos:

adU (Aw (—2rt)) satisfaz a KMS w.r.t. (R(W),Q) (14.18)
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Proposicao 134 A condigao (14.18) implica que a fungdo S (0) deve satisfazer
a simetria de cruzamento

S(®) =S (ir—0) ,V0eR

A partir daqui, escrevemos os operadores localizados em regides limitadas
do espago-tempo em termos de uma série formal infinita de produtos de Wick
de operadores de Zamolodchikov-Fadeev espalhados por fun¢des meromorfas na
faixa st (—im,0) (utilizamos as convencoes (14.14)

1
neN

Esperamos que os coeficientes a,, (6, ...,61) sejam os fatores de forma da
teoria, satisfazendo as propriedades assumidas pelo programa bootstrap; em
particular, eles devem satisfazer as seguintes condi¢oes de contorno

1 n
Gn42(0+ i + i€, 0,01, ..., 0n) > — l1 — ] Sse(6 - oi)] an(01,...,0,)
i=1

Aqui terminamos dizendo que os resultados parciais concordam com nossas
expectativas, mas que as conclusoes definitivas dessas idéias aguardam pesquisas
futuras.
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Appendix A

SL(2,C) e Representacoes

O grupo de Lorentz Cl é o subgrupo conexo das isometrias lineares do espago
de Minkowski

Ll = {A: M > Mlinear / g, = A**A"P g5, detA =1, A% >0} (A.1)

O grupo de Poincaré ’Pl é a parte conexa do grupo das isometrias do es-
paco de Minkowski, sendo portanto dado pelo produto semi-direto do grupo das
translagoes R* pelo grupo de Lorentz LI_

'PI_ = ]R4 ®£1 5 (al,Al) . (ag,Ag) = (al +A1(12,A1A2) (A2)

O grupo de Lorentz Cl é conexo mas nao simplesmente conexo; seu recobri-
mento universal é

SL(2,C) :={A € M2x2(C); det A=1} (A.3)
com a aplicagao de recobrimento dada por
v:SL(2,C) — Cl definido pela regra: 7@7@’ = AZA* Yz € R* (A.4)
onde!

0., .3 12
~ R 5 Moy (O) ,@::(9”“” T ””)

zt +iz2 20— 28

Como o grupo das translagbes espago-temporais é simplesmente conexo,
temos que o recobrimento universal do grupo de Poincaré é dado por

Pl =R ® SL(2,0) (A.5)

1Que v é de fato a aplicacdo de recobrimento, segue-se da identidade

det (37) =z -y , Vz,y € R*

161
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com aplicacao de recobrimento (usando o mesmo simbolo )
v:PL =Pl 7(a,4) = (a7 (4)) (A.-6)

Notamos que o recobrimento universal do grupo de Poincaré tem grau dois,

L (A) = {]x, —]\} , VA e Pl

Notagao 135 Os elementos de ’pl sao sinalizados com um acento ‘~’, indi-
cando sua imagem em /Pl pela aplicagao de recobrimento
Plog—~@ =geP!
+29 Y\g g +

Para todo g € 'PI_, um g € ’ﬁj_ estd determinado a menos de um sinal.

O grupo de Poincaré préprio P4 é o subgrupo das isometrias do espago de
Minkowski que preserva a orientagao; é dado por

Py =PLurPl = PTUr Pl
onde?

r M-M ,r(z)=-z
riMo M (a) = (a0, -t 0?)

Para o caso do recobrlmento do grupo de Poincaré, definimos ’P+ como
sendo uma extensdo central de ’P+ com respeito ao grupo Zy ~ {1,7} ~ {1,71},

realizado por endomorfismos de Pl i

ﬁ+ 1:Z2®ﬁl ) 23ﬁ+—>ﬁ1

A.1 Representagoes e Spinores

Em geral, espinores “sao quantidades que se transformam de acordo com rep-
resentagoes irredutiveis de SL (2,C)”. As representagoes de SL (2,C) sdo clas-
sificadas em dois grupos, conforme seu centro {—I, I} seja representado triv-
ialmente ou ndo: uma representagido u de SL (2,C) é chamada representa¢do
bosénica se o centro {I,—I} de SL (2, C) é trivialmente representado, e é chamada

2 A reflexdo na origem s preserva a orientacio em espago-tempo de dimensio par.
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representa¢io fermidnica no caso contrario. Essa distingao deve-se ao fato de
que o recobrimento universal do grupo de Lorentz ter grau dois. Portanto,
definimos

representagdo bosonica (“one valued”): w(l) =u (-1
representacdo fermionica (“two valued”): u (I) (-1

)
)

Proposigao 136 Qualquer representacdo ug : EL — U () do grupo de Lorentz
possuiu induz uma representagoes de SL (2,C) via aplicagcdo de recobrimento,
i.e.

u;:uoo’y:SL(Q,(C) —)U(f))

Inversamente, wma representa¢io u : SL(2,C) — U (h) do grupo SL(2,C)
induz uma representa¢ao do grupo de Lorentz via aplicagcdo de recobrimento
u=:uovy se e somente se u(—I) =u(l).
Prova. A primeira afirmacdo € trivial, e a sequnda afirmacdo seque-se do
isomorfismo
SL(2,C)

i Sl R )
{Iv_I} 7 £+

No que segue, apresentamos todas as representagdes espinoriais de SL (2, C)
com dimensao finita.

A.1.1 Representagoes Irredutiveis de SL (2,C)

Para cada j,k € N noés definimos o espago de Hilbert

; := simetrico (® ® ... ® C? @simétrico C* ® ... ® C° A7
Bi/2.k/2) simetrico ® ... ® C* Psimeétrico ®...Q (A.7)
J k

= expansdo linear {7 ® .. PN ® .. n; n,n € C?
—_—— ——
j k

_ { Ea(@) = (barrasin,ooin € C5 2B = 1,2) }

totalmente simétrico nos a’s e nos 3’s

() bi/2k/2) X b2 = C (f(a)(g),fga)(g)) =Y fonais, g
(@)(B)
(A.8)
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0 2k/2)  SL(2,C) = B (b(j/2,8/2))

02k (A (N®..@NEN®...Q10) = (An® .. And AN ® ... ® An)
or

0(i/2,k/2) (4) 50417---7ajﬁ-17---7ﬁ-k = Z(M)(f/) Aal“l"'Aai“J' AB1!’/1Aﬁkl'/kgi‘lr---:ﬂj"’ly---y"/k

Teorema 137 Toda representagdo irredutivel de SL (2,C) € unitariamente equiv-
alente a (D(j/Z,k/Z)a h(j/z,k/Z)) para algum j, k € N.

Observagao 138 Note que 0(j/2,1/2) (—1I) = (=1)7t* 0(j/2,k/2) (I). Portanto,
a representagao 0(; ) € bosdnica ou fermidnica se (j + k) é par ou impar, re-
spectivamente.

Para 7, k € N, dizemos que as representagoes (h(k/z,j/z)aa(k/z,j/Z)) e (h(j/zyk/z),a(j/zyk/z))
sao conjugadas (complexas), desde que

k/2,/2) (A) 2 (/242 (A) , VA€ SL(2,C)
Portanto, nés escrevemos

D(k/2,/2) = 5(J'/2Jf/2) s Ok/2,5/2) = 0(i/2.0/2)

Observagao 139 Uma representacdo 0 e sua conjugada 0 sdo em geral inequiv-
alentes, embora estejam relacionadas conforme acima.
Mencionamos que, as rerpesentagées (chamadas contragradientes)

—1
SL(2,C) 3 A= 0 an/2) (A7)

_ —1
SL(2,C) 3 A= 3 an/2) (A7)

sao equivalentes as representagoes 0(j o r/2) € 5(j/27k/2), respectivamente, com a
equivaléncia dada pela matriz

.o (0 1
(=1i0° = ( 1 0 )
Isso decorre da identidade
(AT) ' = ACT , VA€ SL(2,0)

Representacoes conjugadas podem ser compostas, no que podemos chamar
de representagoes-dobradas

_ € _
NG =282 DG 2,k/2) = {( ( )(é) ) s €ay(8) €D MB)(a) € f)}
N(B)(¢)
(A.9)

G) 2 9G/2.k/2) X HG/2.k/2) = C (A.10)

fa : fla : ’ !
(( n((ﬂ))giz ) , ( ( )(8) )) = (f(a)(g),f(a)(g)) + (ﬁ(ﬁ)(@)»ﬁ(g)(a))

N(8) ()
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D(j/27k/2) = 0(j/z,k/z) ® 6(]'/2,16/2) : SL (27 (C) - B (”6) (A]-]-)

 (4) ( ) (6) ) - ( 2 (A) &a ) )
() () 0 (A) n(5)(a)

Em representagoes-dobradas (9, D), as operagdes de paridade P e reflexdo-
temporal T podem ser linearmente representadas por operadores ® (P) e D (T)
satisfazendo as relacoes de comutacao do grupo de Poncaré completo P; também
um operador de conjugag¢io de carga ® (C) pode ser definido de modo que

comute com todas as transformacoes de SL (2,C). Essas representacdes sao
tnicas mddulo fase. Pondo

() =(® .. OCDH(®...® ¢ onde (:=io” = ( 01 (1]>
—_— — B
J

noés definimos®

o (P): ( $()(8) ) _”-(j+k>mod2( 0 (=1 Cin ) ( S (8) )
1(8)(é) (=1)" Cijip) 0 n(8)()

(A.12)
o ()= (6 6 ) (o)

we ()~ (o) (G

Nesse caso,

o (PCT) €(a)(§) . (—1)7 0_ k :(a)(é) (A13)
n(8) (&) 0 (=1 7(8) ()

onde temos definido a fase

_ 1 se j+ k é par (caso bosonico) (A.14)
37\ =i se j + k & impar (caso fermionico) )

Exemplo 140 (Rotagbes e Boosts) Os levantamentos dos boosts e das ro-
tagées em torno de uma diregcdo espacial 1 sao dados por

7 (t)
(6)

e'3™% = cosh (t/2) I + sinh (t/2) A -G , t € R
#5377 — cos(0/2) I +sin(0/2)A -G , 0 € R

>

=]l gl

j(G+k)ymod2 _ < 1sej+k épar )
ise j+ k é impar
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onde temos as matrizes de Pauli

(01 (0 —i (10
1= 10) 27\ i o %=\ -1

Observagao 141 (Spin) Definimos o spin da representagdo 0/ ;/2) pelo mimero
s = % Pela identidade acima, temos

222 (Ba (2m)) = (cos (m) M T = (-1)* 1

A.1.2 Representagoes Unitarias Irredutiveis Padrao de 751

As representacoes unitarias do recobrimento do grupo de Poincaré sio total-
mente classificadas e estdo divididas em dois grupos: padrdo e ndo-padrao.

As representagoes padrao do recobrimento do grupo de Poincaré correspon-
dem as representagtes espinoriais de SL (2,C); sdo caracterizadas por dois
parametros (m, s) onde m > 0 é a massa da representagio e s € %N é o spin da
representagao. Explicitamente: (4(m,.5), D(m,s))-

Caso Massivo: m > 0

Dm,s) = D(j/2,0/2) © L2 (T, dpim)

onde temos o hiperbolbide de massa m e correspondente medida Lorentz-invariante

If={peM/p>=m, p" >0} , dun(p) =
e
W)+ PL U () () (0:8) %) () = €705 10,72) (B (R1) ) ¥ (A7)

onde temos a rotagao de Wigner em SL (2,C) (sendo o = (0°,0%,0%,0%) as
matrizes de Pauli)

R(Ap) =L)AL (A7) , Lip) =/22

Caso Massa Zero: m =0

Bo,5) 1= L? (T, dpo)

onde temos o hiperboléide de massa m = 0 e correspondente medida Lorentz-
invariante

If={peM/p>=0,p">0} , duo(p)
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e (o indice ‘11’ indica o correspondente elemento de matriz)

o, i PL = U (Do) (u(s,o) (a» 7\) ¢) (p) := e (%,o) (R (A,p)))ll ¥ (A'p)

onde temos a rotagao de Wigner em SL (2,C)

R(Ap) = Lo (n) ALy " (A7p)

fo(p) = 1 <p0+p3 P1 — P2 )
Vbo +ps3 0 1

A.1.3 Representacdes Unitarias Irredutiveis Padrao de P,

Para obtermos representacoes unitarias

(Ui, 5) (0)%) (P) = D(j/2,1/2) (i52) b (—0p) (A.15)
(u(G)¥) (p) = D (i03) D) (ig2) ¥ (—jp) = D (ic1)¥(—jp)

Defini¢do 142 (Representagio Proépria de P,) Sejam m > 0 e j,k € N.
A representacio (m,j/2,k/2)-espinorial prépria de Py é a representacio irre-
dutivel unitdria fortemente continua de emergia positiva de 75+ de massa m e
spin (3/2,k/2).

Observagao 143 A razdo para a importincia das representagoes unitdrias em
fisica qudntica deve-se ao fato da nogao de grupo de simetria ser definida por
representagoes projetivas, as quais correspondem a representagoes lineares da
extensdo central do grupo sobre o prdprio espago de Hilbert dos estados. Pre-
cisamente, temos os sequintes teoremas [147],[9]:

Teorema 144 Qualquer transformacgao projetiva num espago de Hilbert é definida
por um operador unitdrio ou anti-unitdrio, o qual € unico mddulo fase.

E também [8]:

Teorema 145 Toda representagcao projetiva do grupo de Lorentz induz uma
representagdo unitdria do seu recobrimento universal SL(2,C).
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Appendix B

Teoria Modular

B.1 Teoria Modular de Tomita-Takesaki
Referéncias para provas e detalhes: [137], [22], [23], [135].

Definigdo 146 (Algebra de von Neumann Padrio) Seja H um espaco de
Hilbert, R uma dlgebra de von Neumann em H e Q@ € H um vetor.
Dizemos que §2 € ciclico para R quando

RQA=H
Dizemos que ) € separante para R quando
A BER, AQ=BQ=A=B

Dizemos que o par (R,Q) constitui uma dlgebra de von Neumann padrio
quando vetor ) € ciclico e separante para R.

Proposicao 147 Um wvetor Q € H é ciclico para R se e somente se ele é
separante para o comutante R'.

No que segue, considere (R, 2) sendo uma algebra de von Neumann padréo
no espago de Hilbert #.

Definigdo 148 (Operadores de Modulares) Sendo 2 ciclico e separante para
R eR', estao bem definidos em H os sequintes operadores anti-lineares

So: RQ = RO, SoAQ = A*Q
Fy: R'Q—R'Q s F()AIQ = A™Q

Vale que So D F§ e Fy D S§; portanto, So e Fo sdo operadores fechdveis,
donde podemos definir

S:=8) e F:=F,

169
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cujos dominios tém cores R C Dom (S) e R'Q2 C Dom (F).
Pela decomposi¢io polar de S [113, Section VIII.3], definimos a involugdo
modular J e o operador modular A

J € um operador anti-linear involutivo
S =JAY? |

A é um operador linear auto-adjunto positivo

Chamamos S de operador de Tomita, J de involu¢do modular e A de oper-
ador modular da dlgebra de von Neumann padrio (R, Q).

Vale

S*=F=JA 12  F*=¢§=JAl?
A=A, J*=J1, JAT=A"!

O teorema fundamental da teoria modular:
Teorema 149 (Tomita-Takesaki [137]) Vale
adJ (R)=R' , adA® (R)=R,VteR

Chamamos de grupo modular o grupo um-parémetro o? := adA® de endo-
morfismos em H.

Para um estado w € R., podemos tomar um vetor unitario 2 € # tal que
w = (©2,-Q). Se definimos H g q) := R, temos, temos:

Q é ciclico para R em Hg

Q é separante para R se e somente se w é fiel,
ie:AeR, w(A)=0=>A=0

Portanto, dada uma &algebra de von Neumann R no espago de Hilbert % um
estado fiel w € R., podemos definir a teoria modular para (R, 2) num subespago
de Hilbert H C H adequado. No que segue, utilizaremos esses conceitos.

B.1.1 Grupos Modulares e Cociclo-de-Connes

No que segue, considere R sendo uma algebra de von Neumann agindo no espago
de Hilbert #.

Teorema 150 (Connes [48]) Sejam w e ¢ dois estados fiéis sobre R, e o, e
0, 05 grupos modulares correspondentes.
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Eziste uma aplicagao' fortemente continua u: R — U (R) satisfazendo:
i) Uprs = ugol (us) , Vi, s €R
it) Jfo (A) = wol (A)uf ,VtE R, Va€R

iii) VAE R, AF :st(0,1) — C analitica, tal que
F@t)=¢p(uA) e F(t+i) =w(Au) , VtER

Portanto, os grupos modulares de uma 4lgebra de von Neumann com respeito
a diferentes estados fiéis diferem por cociclos que generalizam a condigao KMS.

Teorema 151 (Guido-Longo [79]) Seja R uma dlgebra de von Neumann, w
um estado fiel e v um automorfismo de A.

Seja ug () := [Dw oyl Dw]t o Cociclo-de-Connes do par de estados w,
wo~y~t. Vale

utts (7) = ue (7) 0, (us (7))
(B.1)
v (04 (A)) = weof, (v (A)) uf (v) , VA€ A
B.2 Teoria Modular Espacial de Rieffel-van Daele

Para provas e detalhes vide [116], [102].

B.2.1 Estrutura Simplética

Seja (H, (,)) um espago de Hilbert sobre o corpo dos nimeros complexos.

Definigao 152 (Estrutura Simplética de H) A estrutura simplética de (H, (,))
é a terna (', V,N\) de operagées definidas na classe dos subconjuntos H: o com-
plemento simplético

HOM—>M ={peH/S(p,) =0 Vo e M} (B.2)
a intersecdo simplética
HOM - (MAN):=MNN (B.3)
a unido simplética
HDOM,N— (MVN):=(MUN)" (B.4)
Definimos também, o fecho simplético de um subconjunto de H

Mo M- M =M (B.5)

!Dada um algebra-C* A, U (A) significa o grupo dos elementos unitarios de A.
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Proposigado 153 Seja M € H um subconjunto ndo-vazio. Entdo:
i) M' é o complemento ortogonal de M com respeito ao produto interno real
R (,) multiplicado pelo fator %’:

MI — iMT'L

it) M'" € o fecho (topoldgico) da expansio R-linear de M :

Em particular
M'>M , M" =M (B.6)

iii) Se {Mj}jej ¢ uma familia de subconjuntos de by, entdo

VM) =AM e | \NM]| =\ M (B.7)

JET JET JET JET

Prova. Denotamos por M* o complemento ortogonal de M com respeito
ao produto interno (complexo) (,) e por M"™ o complemento ortogonal de M
com respeito ao produto interno real R (,).

Trivialmente,

%(LP7Z¢) = _%((P,d)) 8%(4‘0,7,1[)) = %(@7@0) ) V‘pa@b eEH
Portanto

M ={peH/R(pi)=0 Vo e M}=iM+

M"={neH /R(in) =0 Vy €M™} =M+ = (M)

e
MIII — Z <M>7’J- — Z.MTL — MI
Agora
! rl
. . rl
\ M; :z<U Mj> = (i)™= N\ M
JET JET JET JET
e
! rl
Am) =s(nan) =i (Uar)=(Uan) -V
JjET jeT jeTJ JjeET JjeET
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B.2.2 Teoria Modular Espacial

Definigdo 154 (Subespagos Padrio) Sejam K, L < H um par de subespagos
fechados em H.
Dizemos que o par (K, L) € padrio em H quando

KNL={0} e K+L=%H

Se K € um subespago real fechado de H, dizemos que K € padrao em H
quando (K,iK) é um par padrao em H.

No que segue, consideramos K,L < H formando um par padrao em # e
denotamos as respectivas projegoes ortogonais por

P:H—-K, Q:H—L
A partir destes, definimos os seguintes operadores
R:P+Q ) R:P_Q

Mostra-se que o operador R é injetivo e satisfaz 0 < R < 2, donde conclui-se
(pela teoria espectral) que estdo bem definidos os grupos

R>t— R
R>t— (2—R)"
Enfim, por decomposi¢ao polar definimos a conjugag¢ao modular espacial j:
j € uma isometria parcial
R =T |,
T é um operador positivo
Também definimos o operador modular espacial
§:=(R2-RYR!
e o operador de Tomita espacial
5= j61/2
Vale:
s:(K+L)—=(K+L) ,s(u+iv):=u—iv ,Vue K, VveL
O grupo modular espacial (de unitdrios) é definido por:

Rot— 6% :=@2-R"R "
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Proposigao 155 Vale
oty = 6%  VteR

(i€, 20, V¢ e K, (jn,m) <0, VneL
Teorema 156 (Tomita-Takesaki Espacial) Vale
iK =iL*t |, jJL=K*

K=K , $L=1L

A situagdo da teoria de Tomita-Takesaki é obtida a partir da teoria de Rieffel-
van Daele pela especializacao L = 1 K:

A relagdo entre o operador de Tomita S e o operador de Tomita espacial
s definidos respectivamente na teoria modular de Tomita-Takesaki e na teoria
moduar de Rieffel-van Daele, pode ser facilmente estabelecida:

Proposigao 157 Seja (R,Q) uma dlgebra de von Neumann padrdo em H.
Seja Rsg :={AER | A*=A} <B(H) e K :=RssQ < H.
Entao, K é um subespaco real padrao de H e o operador de Tomita espacial
s associado a (K,i1K) coincide com o operador de Tomita S associado a (R,().

Os operadores modulares espaciais podem ser caracterizados por certas pro-
priedades. Vejamos primeiro o caso de j e depois de 4.

Proposicao 158 (Caracterizagao de j) Seja K < H um subespago real padrao
deH es= j51/2 o correspondente operador de Tomita espacial.

Entao, j € o unico operador ortogonal auto-adjunto satisfazendo as sequintes
condicoes

K =K'
(u,u) >0, Vue K

(Gv,v) >0, Vv € K+

Definigido 159 (Condigdo KMS) Seja U = {U(t)},cp um grupo um-parametro
de unitdrios fortemente continuo em H.

Seja M < H um subespago real.

Dizemos que U satisfaz a condi¢ao KMS com respeito a K quando para todo
u,v € H, existe uma fungdo f : st[—1,0] — C, limitada e continua, analitica
em st (—1,0) tal que

f@)=(U(t)u,v) and f(t —i) = (U (t)u,v) , Vt € R

(Para cada u,v € H, se existe uma funcao-KMS correspondente entio ela é
inica, pelo principio de reflexdo de Schwartz.)
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Proposic¢ao 160 (Caracterizagao de §) Seja K < H um subespago real padrao
em H e seja {5it}teR o grupo modular correspondente.

Entdo 6% é o inico grupo um-pardmetro fortemente continuo de unitdrios
em H tal que

*K =K, VteR
8% satisfaz a condigio KMS com respeito a K

Um fato interessante é que a condigao KMS mais certa condi¢ao de mini-
malidade implicam na propriedade padrao:

Teorema 161 Seja {U(t)},cp um grupo um-pardmetro fortemente continuo de
unitdrios em H.

Seja K um subespago real de H com respeito ao qual U (t) satisfaz a condig¢do
KMS.

Seja Ky o menor subespago real de K invariante sob agdo de U(t).

Entao, U(t) satisfaz a condigio KMS com respeito a K.

Além disso, Ko NiKy = {0}.

Seja Ho := Ko+ 1Ko < H.

Entao Ko € um subespago real padrao de Hy com grupo modular espacial
5 = U(t)|’H0'
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