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PROLOGO
Q .

Los principios de la Termodinamica son sutiles en su signifi-
cado y aplicaciones. El esclarecimiento de los mismos y su inter-
pretacion microscopica constituyo el trabajo de muchas personas du
rante mucho tiempo. Cuando una disciplina del conocimientc humano
esta suficientemente explorada, muchas veces es posible resumir -los
resultados en un nimero peguefic de axiomas, a partir de los cuales
estos resultados pueden ser reproducidos. Este es el caso de la
tezrmodinamica fenomenolégiéa, y es muy domin que en los textos ésta sea

expuesta en forma axiomatica y sus princivios aplicadog a casos par

ticulares. Sin embargo, una exposicidn axiomatica generalmente no
deja percibir el sentido fisico de los conceptosg introducidos y la
mera resolucidén de problemas no llena este-vacﬁo.conceptual. En
esta monografia se adopta un enfogue mas histérico ‘q:le muestra por qué
y en qué contexto .los conceptos fundamentales de”la termodinamica
tuvieron que ser introducidos. Esperamos que de esta manera el
lector pueda comprender mas ficilmente y de forma amena conceptos
tales como. entropia, ergodismo, reversibilidad y otros que .tradi-
. cionalmente son fuente de confusiodn.

Dedico (JSH) este libro como homenaje a un gran Profesor  que
tuve hace mas de 20 afios en la Universidad de Cordoba, Argentina,
el Dr. Jorge P. Staricco, cuyo curso sobre el ;tema me motivé para
una comprensidon mas completa y cuyo espiritu domina en gran parte
de esta obra.

Queremos .agradecer al Dr. Feliciano Sanchez Sinencio por una
prolija y critica revisidon del manuscrito y_al'Dr;-J.J. Giambiagi

por sus comentarios y estimulo para la publicacidén del mismo.
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1 INTRODUCCION

.k
1.1. Trabajo, Energfa y el Inicio de la Termodinémica.

En mec&nica se saben dos cosas fundamentales cuando se tra-
ta con un sistema: se sabe cufndo halrd uma transformacifn y culn-
to vale esa transformacién. Es decir, estamos en un estado ini-
cial E1 Yy pasamos a un estado final EZ: el pasaje tiene un valor
determinado y &sto estd expresado por la ley de conservacifn de
la energfa. La energla entregada estd compensada por la energia
que pierde el sistema. Si U es la energfa mecfnica del sistema

y L el trabajo realizado por el mismo, entonces

AU ==L.

En sintesis: tenemcs un sistema "policial" para*averiguar cuénto

vale el pasaje de E1 a Ez.

Tambi€&n sabemos en mecinica cu&ndo un sistema puede pasar
de E1 a E2 o cufindo de E2 a El; en una palabra, las tranéforma-
ciones mecé&nicas puras tiene un sentido. Esto es lo que dice
el principio de lLejeune-Dirichlet: Todo sistema aislado tiende
a un estado de energia potencial minima. Esto es, hay un prin-
cipio gue establece el sentido de las transformaciones mec&ni-

cas.

Se trata de saber lo siguiente: (¢estos principios dque va-
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len en la mecénica, o sea cuando las transformaciones son pura-,
mente meclnicas, se congervan al ampliar el campo a todos los

fen6menos naturales?

Esto es, ¢los intercambios de calor, de electricidad, etc.
pueden per colocados demtro de estos principios? ¢Podemos deter-
minar cufnto cuesta una transformacifn en la cual se intercam-
bia calor? y cuando E&ste se 1ntercaﬁb1a,;apaknnsmwber cu&l.es

el mentido de la transformacibn?

. En una palabra, se trata de saber si estos dos grandes prin-
cipios de la mecfnica se pueden generalizar en el caso en que
. el sistema que evoluciona no sea puramente mecdnico sino que sea

un sistema natural.

Lo curiosoc es lo siguiente: el hombre nunca hace las co-
sas sistem&ticamente; la termodinfimica ho empez8 con este cua-
drito tan bonito; sclamente ahora podemos decir &sto. MNadie
se.sentd en una silla y dijo: "Voy a extender el principio de
conservaci6n de la energfa; voy a extender el principio de que
las transformaciones mec8nicas tienen un sentido”. No, la ter-
modin8&mica tiené un origen espurio, empezd con observaciones

muy triviales.

La termodinfmica empezd como ciencia a mediados del siglo
pasado. M&s o menos por 1824 un sefior Sadi Carnot hizo toda una

teorfa para explicar el rendimiento de las miquinas térmicas;
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yva Be conocfan las mfquinas térmicas pero se querfa saber de qué

dependfa su rendimiento.

Por lo pronto en agquella &poca se crefa que el calor era
algo muy parecido a la materia, gque era una materia muy sutil
pero su comportamiento fenomenolfSgico era igual al de la mate-
ria. Los . cuerpos t_en:'.an calow como ténian materia
y en :las _ transformaciones no se perdfa calor sino que se
degradaba. Se hacfa la siguiente similitud: un cuerpo tiene
una cierta masa, cuando cae &sta no se pierde sino que se degra-
da energéticamente: al caer lo que ha pasado es que el sistema
ha perdido energfa potencial perolla masa se ha conservado (a to-
do €sto hay que decirlo para explicar por qué aparece la ter-

modindmica, de otra forma su estudio no tiene sentido).

Lo mismo crefa Sadi Carnot. Cuando una cierta cantidad de
calor pasa de una fuente caliente a una temperatura T, a otra
frfa a temperatura Tyr la cantidad de calor Q se conserva y lo
qué ha perdido la cantidad de calor es temperatura. As{ que pa-
ra Sadi Carnot y todos los anteriores a €l, los cuerpos tienen
calor y lo que hacen es mantenerlo. (Yo tengo calor y cuando la
temperatura mia pasa de 'I‘1 a T, yo he degradado_mi cantidad de

calor). Esa era la teorfa del calor.

Con esta teorfa,en 1824, Carnot demostr6f que el rendimiento

de una miquina térmica, o sea la relacifn entre el trabajo gue
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puede realizar absorbiendo calor de una fuente caliente y esa
cantidad de calor, es una funcifn universal de T1 y T, que no
depende para nada del ciclo de la miquina. Esto estaba de a-
cuerdo con la experiencia que ya se tenfa a través del uso de

las m&quinas térmicas que se conocian en la é&poca.

1.2 Los Cuatro Principibb de la Termodinsmica.

En 1849 Joule presenta ante Kelvin los resultados de un tfa-
bajo, diciendo que en su fdbrica ha comprobado que el calor se
puede transformar en energia mec&nica. Habla de su cerveceria,
de la calorfa, de una cierta relacibn constante, etc., etc..

Kelvin es la persona que se da cuenta de la tremenda barbaridad
que ha dicho Joule: .Que el calor se txansfofya en trabajo. Kelvin
gse da cuenta también de que si &sto es cierto entohces la hipbte-

sis en que se basa el teorema de Carnot esté equivocada.

Kelvin es para Joule lo gque ma$ adelante Planck serfa para
Einstein, en el sentido de que Planck llam6 inicialmente la aten-

cién sobre los trabajos de Einstein.

Entonces, si es cierto lo que di;e'Joule, en el teorema de
Carnot hay algo que est& equivocado. Pero resulta que este teo-
rema en la prfctica anda bien. Enﬁonces, si aceptamos lo que
dice Joule, hay que demostrar el teorema de Carnot pero cambian-

do la hip6tesis sobre el calor; para &sto Kelvin se ve en la ne-

cesidad de crear un aqmnngpmhuﬁ;do. El segun&z;minctpﬂaxnxkqu.La:rxxmuﬂad..
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de demostrar el teorema de Carnot borrando la idea de calor y a
ésta hay que borrarla porgue Joule ha demostrado que el calor
se transforma en trabajo, es decir, gue los cuerpos no tienen

calor, sino que &ste ec una forma de la energfa.

Entonces hay que aceptar un primer principic que es la ex-
periencia de Joule para borrar la teorfa anterior del calor y
hay que crear un segundo prihcipio porgue de otra forma el teo-
rema de Carnot queda en el aire, pero se sabe que el teorema de
Carnot anda bien. Asi nacieron los principios de la termodiné-

mica.

Los otros principios, el tercer principio y el principio
cero son mucho m&s modernos. E1 principio cefp es simplemente
una acotacibn de Fowler. Dice lo siguiente: Si A esti en equi-
librio con B y E esti en equilibric con C, entohces A estf en
equilibrio con C. Si no se acepta &sto no podria usarse el ter-
mémetro (todo el mundo siempre que empled un termSmetro empled
el principio de transitividad delequilibrio térmico). Y vere-
mos que con el principio cero puede caracterizarse en forma fe-

nomenolSgica el concepto de temperatura.

En cuanto al tercer principio, &ste nace del hecho fundamen-
tal de gue la termodin&mica trabaja con funciones de estado; las
funciones de estado que vamos a definir: energia interna, ental-

pia, entropifa, potencial termodindmico, son funciones potencia-
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les y las funciones potenciales estfn definidas eiempre a menos
de una constante. Nos enfrentamos al problema de saber si se
puede elegir de alguna manera adecuada un cero de la funcidn de
estado; con la energfa interna no hay ninguna dificultad pero
con la entropfia si. Para po@er hacer algo en este respecto

Planck y Nernst debieron postular el tercer principio de la termo-
dindmica. '

1.3 Termodingmica Fenomenol6gica y Termodindmica Estadistica.

En termodinimica fenomenol8gica est& prohibido hablar de
fotén, electrtn, protén, etc., no se puede decir uﬁa sola pa-
labra que aluda a la constitucifn de la materia. La materia
estd representada en termodinimica solo a tra&és de un parfime-

tro: la masa.

-

Esto no es asf con la termodinfmica estadistica. Unc pue-
de hacer una teorfa explicativa mediante ciertas hipStesis acer-
ca de la constitucifn de la materia, gue nos aclara qué son las

funciones de estado.

En termodinimica fenomenologfca no se habla de un sistema
particular, o una forma deéerminada de energfa; se pretende ha-
cer una gramitica para cualquier sistema. Esto siempre que el
sistema no presente dificultades en el sentido de que no se co-
nozcan los parémetros que lo definen. Por ejemplo, hay que te-

ner precaucién cuando se habla de termodindmica aplicada al uni-
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verso, Bencillamente porgue no se conoce bien el universo, no se
tienen los parfmetros para definirlo. Al pretender aplicar la
termodin&mica al universo sin definir adecuadamente los parime-
tros usados para determinarlo se dicen disparates como "La entro-

pla mide la degeneracifn del universo®™ y se habla acerca de la

"muerte té&rmica", etc.

La termodinfimica solamente puede aplicarse a sistemas que se
encuentran perfectamente descritos, es decir cuyos parimetros se

conocen en su totalidad.
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2 TERMODINAMICA FENOMENOLOGICA

2.1 Sistemas termodinfmicos

Desde Galileo el conocimiento ffsico se desarrolla bas&ndo-
se en la informacifn que se obtiene deliberadamente de la natura-
leza por el simple método de medir las magnitudes que varfan du-
rante un fenbmeno y el postefior esfuerzo para hallar relaciones

numéricas entre esas magnitudes.

Este procedimiento constituye en sf una definicifn de lo
que. debe entenderge por conocimiento fisico. Este fu& el gran
descubrimiento de Galileo al crear el primer gran capitulo de

la ffsica que es la dinfmica.

!
4

Es clarc que cuando una determinada categoria de fenSmenos
ha sido suficientemente bien investigada y se disponehde leyes
precisas y generales se intenta encontrar modelos materiales que
se comporten de acuerdo a agquellas leyes; como ejemplo tenemos
la teorfa cin&tica de los gases que consiste en atribuir una de-
terminada estructura a los mismos por medio de un conjunto de
hipftesis. EL conjunto de hipStesis oonstituye el modelo gaseoso. A& partir
de estas hipﬁtésis se deducen las mismas leyes que habfan sido

halladas experimentalmente y cuya validez era por lo tanto inde-

pendiente del modelo supuesto.

El valor fundamental de un modelco fisico es probablemente

eurfstico, o dicho de otra manera, su importancia radica en el
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hecho de que orienta la forma de atacar los fenfmenos que &l
abarca, pero es 1nne§ab1e gque el soporte del modelo lo constitu-
ven las leyes que rigen les fen&henos, obtenidas y verificadas

por la experiencia.

Resulta fundamental por lo tanto, establecar leyes fisicas
que abarquen todo tipo de fenfmenos independienéemente de cual-

quier hipbtesis.

La termodinimica tiene por objeto establecer estas leyes fe-
nomenol&8gicas para los procesos de intercambio entre un sistema
natural y el medio exterior, especialmente intercambios energé-

ticos.

Esta definicifn obliga a su vez a definitrindependientemente
de cualquier modelo particular lo que ha de entenderse por sis-

tema natural y medio exterior.

Por sistema natural entendemos la materia y cualguier forma
de energia, pero diremos que el mismo esti determinado cuando
podamos decir cufles son los parf&metros o variables de estado

que lo caracterizan y cuiles son los limites de las mismas.

En general designaremos con S,(x,, Xyr..., X,) un sistema
con par&metros Xys Xgreoey Xpif estos filtimos pueden ser, por

ejemplo, presifn y densidad para un gas.

Diremos Que el sistema se ha modificado cuando sus variables

de estado han pasado de un valor gen&rico xi {(inicial) a otro va-
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lorx xf (final). Nuestrg conocimiento es solamente de xi Y xf

mas no de los valores intermedios: €sto se llama modificacibn.

En cambio cuando conocemos el valor inicial X, el valor final X¢

y todos los valores intermedios que toman las variables durante.

el transcurso de la evolucién decimos que conocemos la transfor-
macién del sistema, para lo cual tenemos que conocer X en funcibn
del tiempo. La diferencia fundamental entre modificacién y trans-
formacifén es matem&tica. En efecto, en la realidad los sistemas
siempre se transforman, lo gue sucede es que en un caso solo co-

nocemos los valores inicial y final y en el otro toda la evolu-

cibén del sistema. - -

Ejemglo: En general el trabajo es dado por una expresibn de

!

la forma .

T = [f.dz = [(x{x,y,z)dx + Y(x,y.2)dy + Z(x,y,z)dz},

AB AB

o0 sea, es wna funcional. Debemos conocer x(t), - y{t) y z(t) para poder
-
integrar y el trabajo depende del camino. Pero si f es tal que
t=vu :
donde ¥U denota gradiente de U, entonces

t = U(B) - U(A),

y en este caso el trabajo es una funcién.

.+
Siempre que £ = VU diremos que el trabajo es una fun-

cién de estado y cuando €ste no sea el caso diremos que el tra-
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bajo es una funcién de linea. En el primer case se trata de una

funcidén y la podemos tabhlar, mientras que en el segundo se trata

de una funcional y no la podemos tabular.

2.2. El Principio Cero.

Equilibrio t&rmico: Cuando un sistema se encuentra separa-

do del medio exterior por una superficie tal que impide el inter-
cambio energ&tico entre el sistema y el medio exterior (superfi-
cle adiab&tica), la experiencia demuestra gque al cabo de un cier-
to tiempo el sistema adquiere un estado de equilibrio, es decir

que no hay ulterior modificacifn de sus propiedades.

Tambi&n puede hablarse de equilibrio entfe sistemas, cuando
varios de &llos, puestos en contacto © no, han.alcanzado una si-
tuacién tal que a partir de &lla sus propiedades permanecen inal-

teradas.

El concepto de equilibrio térmico merece ser tratado con mis
precisifn. Las primeras ideas acerca del mismo fueron un resul-
tado del emplec del termSmetro de gas o lfquido y estaban vincu-
ladas directamente a las medidas realizadas con esos instrumen-
tos. Sin embargo con el tiempo se fue comprendiendo que lo ca-
racteristico de los estados de equilibrio podfa ser enunciado con
absoluta independencia de la definicifn de termSmetro y de su em-
pleo y que el hecho fundamental residia en la existencia de una
relacifin entre las variables de estado de los sistemas que se

hallan en eguilibrio.
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Sean dos sistemas S1 Y 52' el primero con n variables y el
segundo con m. La experiencia indica que si ambos estfn en equi-
librio térmico no hace falta el conocimiento de n + m variables
sino que la condicién de equilibrio térmico implica conocer una

variable menocs, 0 sea n + m-l1 variables.

Esto significa que entre las n + m variables de ambos siste-

mas ‘cuando estin en equilibrio térmico debe existir una relacibn
fl‘xl"xzf..cxn' yl' Yz;..o' ym) = 0' (1)

Denotaremos el equilibrio de dos sistemas S, y S, por
_ S1 eqg. 52.

f
- - . H
"Es claro qgque sSi consideramos un tercer sistema

53(21,22,..,zp) y comprobamos que §, esti en equili-

brio con S3 debe existir otra relacibn de la forma

L

fz.(yl'yzfo-ogymf 21;22,.-.; z-p) = 0' (2)

ZAhora bien, si S1 esti en equilibrio con 52* lo estard también
con 53? Esto en_general no se puede demostrar, la experiencia
lo demuestra en los casos particulares y como es esencial para
la teorfa, lo admitimos como postulado y seré nuestro postulado
cero. Tal es el denominado principio cero de la termodinfmica

(Fowler) que puede enunciarse asf: El eguilibrio térmico es tran-

sitivo.
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Esto significa que tiene que existir una tercera funcidn

£3 gue vincula las variables X: ¥ zjz

n’ zl, zz,...,zp) = 0. : {3)

‘Entonces, resumiendo, si tenemos tres sistemas

Sltii) (i =1,2,.04., n)
5,850 (3= 1,2, m)
53(2k) (k = 1,2,000., P)

S1 eq. 52 ’ 52 eq. S3
el principio cero nos dice que: f‘

Sl eq. S3.

Se puede deducir de las relaciones (1), (2) y (3) (ésto lo

hizo Caratheodory) que es posible escribir

Fltxl, Xoreaer X} = 6 (4)
Fz(ylf ‘YZ'...' Ym) = e (5)
=0 (6)

FB(zlr zzt---r zp)

donde © es el mismo para las tres funciones. Pasar de las ecua-
ciones (4), (5) y (6) a las ecuaciones (1), (2) y (3) es f&cil,

pero no es trivial llegar a estas filtimas partiendo de las prime-
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ras.

Es claro que ¢ no es Gnico, puedo tomar log, rafz, etc. y
entonces obtengo otros 6. A estos 9, o variables de separacifn,
se les llama temperatura empfrica. A cada una de las funciones

anteriores se le llama funcifn de estado.

Se dice gue una variable de una funcifn de estado es
termométrica cuando ¢ es funcién monStona de ella. La

densidad del agua no es una variable termométrica.

2.3 EIl Primer Principio.

Un sistema termodin&mico descrito por las coordenadas pre-
gi6n p, volumen V y temperatura T y cuya ecuacifén de estado es
pV = nRT donde n es el niimero de moles del sistema y R es una
cdnstante,se llama gas ideal. Como veremos mﬁs adelante, podemcs
definir equivalentemente al gas ideal como un conjunto de particulas
qwasokninuaaoakmancxm.kn;panﬁbs:&ﬂQreaﬁﬂenuaquefké'amﬂﬁeheyrnaenhxaelku
En realidad para que un gas ideal fuera de equilibrio llegue a
un estado de equilibrio se requiere de una pequefia interaccifn en~
tre las particulas perc podemos suponer gue &sta es despreciable

una vez que el sistema alcanz8 el estado de equilibrio.

El gas ideal es el sistema termodinfmico mfs simple. Sin embargo,

en muchos casos, tiene la virtud de ser una buena primera aproxima-
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cién a sistemas reales y ser& usado con frecuencia a2n lo sucesivo
para ejemplificar la aplicacién de las leyes. termodinfmicas. En
este sentido el rol del gas ideal en termodinfmica es anflogo al

del oscilador armSnico en mec@nica clfsica y cuintica.

Consideremos una transformacifn ciclica. Un gas ideal gue
se expande isot&rmicamente de El a Ez, se comprime 1isobiricamen-

te de E, a E, ¥ se comprime isométricamente de E3 a El' (Fig. 1)

2 3

P4
By

Figura 1

8i designamos con L el tfabajo realizado por el sistema y
con Q la cantidad de energia entregada al sistemas.en forma dife-
rente de trabajo, por el medio exterior (&sto es lo que llamamos
"cantidad de calor"), el principio de equivalenci; de Joule co-
nocido como el primer principio de la termodinfmica establece que:
en todo ciclo cerrado, independiente del sistema que lo realiza
y sblo depéndiente del sistema de unidades empléado, se cumple

que
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= constante adimensional,

ot |

y el valor de esta constante adimensional depende de las unidades

en que se mide L v 0. Si utilizamos las mismas unidades entonces

la constante adimensional es 1 y

LeQ

La expresibfn diferencial de este principio es la siguiente.

En un ciclo cerrado
I.l = BL’

ponemos §L porgue en general §L no es un difergncial total y en-

tonces L es una funcifn de linea.

Ademis

Q= %GQ:

donde &Q significa nuevamente una variacibn infinitesimal;

en general una funcifn de linea.

El primer principio entonces establece que

Q-L '}(GQ-GL) =0

para cualguier ciclo cerrado. Esto significa que el integrando

*es un diferenciél total, ¢ sea

Q es también
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du = §Q-SL. , (7

Entonces el primer principio nos lleva a que existe una funcifn
de estado tal que su diferencial total es igual a la diferencia
entre 1l& cantidad de calor abécrbida por el sistéma y el traba-

jo realizado por el sistema. -

Lo notable en la ecuacifn (7) es que la diferencia de dos

expresiones Pfaffianas sea un diferencial total.

La ecuacitn (7) puede tambi&n escribirse

80 = dU + S§L, _ (8)
§‘.
Cuando el sistema no intercambia calor con el exterior (sistemas

puramente mecinicos) §Q = 0, y entonces la ecuac¢idn (8) se reduce

a

dU + 8L = 0 (9)

e integrando
ﬁU = -L.

La ecuacibn (8) es una extensiétn del principio de conservacifn de
la energfa a sistemas que no son puramente mecf&nicos. En resumen,
la ecuacifn (7) es la expresibn diferencial del primer principio de
la termodinfémica y establece en fofma_general gue para toda trans-

!
formacibn infinitesimal de un sistema existe una funcién de esta-
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do denominada energfa interna tal que su diferencial total es
igual a la diferencia entre la cantidad de calor absorbida por

- el sistema del medio exterior y el trabajo realizado por el sis-
tema. La ecuacibn (7) generaliza la ecuacifn (9) llamada prin-

1
cipio de conservacifn de la energfa mec8nica.

Un caso particular importante del primer principio es el

siguiente: Supongamos que el sistema realiza un trabajo solo

de dilatacidn; en este caso

§L = pav

Y entonces la ecuacifn (8) se escribe

Si p es constante entonces podemos escribir

§Q = AU + d(pV)
O gea

5Q = A(U + pV) T )

y ahora resulta que §Q es un diferencial total y la funcidn inte-

~grada es

JH=10U+ pv

gue llamamos entalpia. La entalpfa es entonces una funcifn de es-

tado. Podemos escribir
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o W

(), = au ‘ R o . (1) v,
(60)p = dH | 1;;5 o | .(12, '%fiﬁ
e integrando

Q, =0y - Y

Q, = H; - Hy
y &sta es la famosa ley de Hess. La cantidad de calor intercam-

- H

biada a volumen constante es igual a la variacifn de energfa in-
terna y la cantidad de calor intercambiada a presifn constante
es igual a la variacisn de entalpia. En este caso podemos rea-
lizar las integrales porque conocemos el camino de integracifn:
en un caso es V =const. ¥ en'el otro p = const. En quimica las
reacciones son casi siempre a V constante o a p constante porque

se realizan en un matraz o .al aire libre.

2.4 Calor Especifico. Transformaciones.

Se denomina capacidad calorffica de una transformacifn a la
cantidad
- 52
C=ar
donde §Q es el calor intercambiado por el sistema y. dT la varia-=

ci6n de temperatura durante la transformacién.

Ccuando C se mantiene constante a lo largo de la transforma-

T

cibn se dice que €sta es politrfpica.

Casos partiéulares son: cuando la transformacifn es isotér-

mica C = = y cuando es adiabdtica C = 0.

La energfa interna es una funcifn de estado dependiente de

ciertos parémetros, por ejemplo

U= OV
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pero en el caso de los gases en equili_h:j.q;_._sé_ demuestra que exis-
te una funcibn de estado que relaciona p, v’y T, ehtarices para
los gases U se podr§ expresar como funcifn de solamente 408 de

estag variables, por ejemplo

U = U(V,t). {para los gases) . (13)

Trataremos de expresar ahora la capacidad calorifica a volu-

men constante en términos de la energfa interna.

Por definicibn

sy,
¢ = a7 " (14)

pero de la ecuacifn (11). IGQ)V = dU, y usando }a ecuacibn (13},

teniendo en cuenta que V = const,

_ 30U, :
c, = 3 - (15)

© sea que a volumen constante la capacidad calorifica de los ga-
ges est&idada directamente por la derivada parcial de la energia

Coa : 2
interna respecto a la temperatura .
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Un caso particular importante es el de los gases ideales,.
El experimento de Joule demuestra gue para gases ideales la ener-
gfa interna es solo funcifn de la temperatura. En este caso la

ecuacién (18) se escribe

Cv = ar

La capacidad calorifica a volumen constante de un gas ideal es
igual a la derivada total de la energfa interna U con respecto 2

la temperatura T.

Para un gas ideal la Ec. (10} se reduce a

i
1

§6Q = C 4T + pdv. (16)

-

La entalpfa H = U + py, usando la ecuacifn de estado de los

gases ideales pV = nRT, toma la forma

H = U(T) + nRT

y por lo tanto H depende solo de T; entonces para log gases idea-

les una transformacidn isotérmica es isoenergética e isoentialpica.

Asf como vimos que para gases ideales Cv = g%  puede demos-

trarse que
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.En efecto LJ;

y de (12} tenemos que (GQ)p = dH.

También para un gas ideal

Cp = Cv + nR. ‘|

Asf, la diferencia de capacidades calorificas a_presidén y volumen
constante depende del nfimero de moles; definiendo el calor especi—'
fico como la capaqidad calorifica por mol ¢ = %, cbtenemos que

la diferencia de los calores especificos a presidn y volumen cons-

tante de un gas'ideal es constante:
cp =c, * R. - {17)

Esta ecuacién se conoce como férmula de Meyer.

Es interesante también que el cociente de los calores -espe-
_cificos es constante, pero &sto no puede demostrarse dentro de
iq-termodin&mica fenomenolbgica porque esa constante depehdé

_dellnﬁmero de &tomos que constituyen la molécula del gas. L
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La ecuacifn (16) puede ser escrita en forma mis (itil para

otras aplicaciones sl se desarrolla

d(pV) = paV + Vdp
pdv = d(pv) - Vdp

pero d(pV) = RAT
entonces pdV = RAT - VAP.
Asf, (16) puede escribirse como §Q = cvdT + RAT - Vvdp vy utilizando

(17) obtenemos

§Q = cpdT - Vvdp
gue en ocasiones es mis c6moda que (16).

Transformacién isotérmica.

Supongamos un mol de gas ideal que se

transforma isotérmicamente entre dos estados E1 Y Ey (Fig. 2}.

P4 .
P E,

<
<
<V

Figura 2
. Durante esta transformacitn T se mantiene constante y por lo tan-

.. to dU = 0., Entonces el primer principio 4indica. gue JO—

R i D



§Q = &L

o sea todo el calor

gla mec&nica. Como

T
oL = pav =

y de aquif deducimos

v

L =RT 1n Gg'
1
V2
Como Vy > Vs In ;I

T = const. entonces

Transformacién adiab&tica.

-24 - '
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absorbido por el sistema se convierte en ener-

el trabajo es de expansifn

dv

el trabajo realizado por el sistema

> 0 v el trabajo es positivo. Ademis como

U = const. y H = const.

i
4

Se denomina transformacifn adjab&tica a agqu€lla que rea-

liza un sistema sin

(Fig. 3).

intercambiar calor con el medio exterior.

>
v

Figura 3

En este caso §Q = 0 y el primer principio -indica que

du + 6L = 0,
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© sea que todo trabajo que realiza e)l sistema se hace a expensas

de la pérdida de energfa interna. Usando (16) tenemos
c,dT + pav = 0

como ecuacifn diferencial de las transformaciones adiabiticas.

Esta puede escribirse como

c 4T = -paV

que nos dice que en toda expansifn adiabdtica hay enfriamiento

porque el trabajo es positivo-y entonces 4T es negativo.

Usando la ecuacifn de estado p =nRT/v.es!posib1e hallar la

relacién p,V¥ para un gas ideal en una transformacifn adiabdtica

CdT +.%§- av = 0

P v
cC -C
%2+_EE_26_V=0
v

c
Llamando y = EB (la experiencia demuestra que y es una cons-
v
tante para cada gas; para demostrarlo tedricamente es necesario

usar la teoria cinética de gases), obtenemos
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inT + (y-1)}1ln V = const.

o bien

r vI~! = const.

o tambi&n, usando la ecuacibn de estado,

pvY = const. (18)

La ecuacidn (18) es conocida como ecuacifn de Poisson para

transformaciones adiab&ticas.

Durante esta transformacién la variacifn de energfa interna

ge debe a la variacién de temperatura

dy = CvdT

!’.
y como hemos supuesto que y es constante entonces Cv es constan-

te y podemos integrar:

de la ecuacién {27)
L = —CV(TZ-T1)= CV(Tl—TZ)
o usando la ecuacién_de estado
C

-y - bV,
L =g (pVy = PVp)

e introduciendo ¥y
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1 .
En cuanto a la entalpfa: dH = d(U+pV) = C,4T + RAT = deT y

AH = Cp('l'2 - Tl}.

Hemos visto que

§Q = CvdT + pdv (19)
no es un diferencial exacto ya que

BCV

AV 3T ’

pero si dividimos ambos miembros de la ecuacidn {19) por T

C_d4aT -
T S ™ + T,dv

y consideramos el caso de un gas ideal en que pV =nRT y Cv ne

depende del volfmen, entonces

80 . ¢ T ,p &V
T Cv T +ng v

es un diferencial exacto. A esta nueva funcifn de estado que he-

mos encontrado la llamamos entropfa y la denotamos por S.
= 50
4as = 7

e integrando
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T v
S-Soscv 1n§+nklnﬁ.

Para un gas ideal el primer principio basta para demostrar
que la inversa de la temperatura absoluta es un factor integran-

te de la cantidad de célor.

iSer8 cierto que 1/T es un factor integrante para cualquiiler
sistema y cualquier evolucifn? Para probar que es asf para cual-
quier sistema y cualquier evolucifn es necesario introducir el

segundo principio.

La entropia es una funcifn importante porgue permite calcular
f4cilmente el calor absorbido por un sistema; en efecto

!
1

8Q = TAS

y conociendo -T = T(S) basta integrar. Asf como el diagrama
p,V permite deducir el trabajo hecho, el diagrama T,S permite de-

ducir el calor absorbido por el sistema.

Transformacifn Politr8pica.

Como ya vimos, transformaciones politrSpicas son aquéllas

durante las cuales C = g—g permanece constante.

Entonces la ecuacifn,

§Q =-cvdT + pdv
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puede escribirse como

C4T = C 4T + pdv.
Usando la ecuacifn de estado del gas ideal:

aT av  _
(Cv“C) -,i.—‘l‘nR-ﬁ" —.0

cC ~-C
T Cv -C Vv

e integrando obtenemos

T Vm—l = const. (20)

donde hemos definido

c -¢c,6 C =C
P v_p .
c,-¢ ¢ =-¢C ° .

m=1+
Usando la ecuacibn de estado,{20) puede escribirse

me = const.

t
L

A m se le llama exponente politrbSpico y la ecuacibn (20) es

una generalizacifn de la ecuaci6n de Poisson.

Para transformaciones isoté&rmicas

C

Para transformaciones adiab&dticas c=0 m= v
Para transformaciones isobdricas C
C

Para transformaciones -isocoras.
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2.5. Ciclo de Carnot

A un sistema a temperatura T que es capaz de intercambiar
calor en tal forma que la variaciﬁn_de su temperatura pueda ser
despreciada en el contexto del problema por considerarse, se le

llama fuente a temperatura T.

Se entiende por m&quina térmica un sistema que evoluciona de

tal manera que peribdicamente regresa a su estado inicial.

Sea una fuente a temperatura Tl y otra a temperatura T2 (por
ejemplo la caldera y el condensador de una m&quina). Pretendemos
encontrar el rendimiento de la m&quina. El rendimiento se define

como ' '

_ L o |
b =g (21)

donde Q1 es la cantidad de calor tomada de la fuente caliente para

realizar el trabajo L.

- Nos proponemos calcular el rendimiento de una miguina cuando

el’ fluido es un gas ideal.

La ecuacibn (21) fue la f6rmula usada por Carnot. Una vez .
que Joulé hubo obtenido sus resultados experimentales, fue posible

escribir la ecuaci®n (21) ;como
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donde Q2 e8 la cantidad de calor cedida a la fuente frfa.

t{Para Carnot se cumple que Q1 = 02!: existe un abismo con-

ceptual entre las ecuaciones (21) y (22}.

Joule utilizé (22) en la forma

El ciclo m&s simple para un gas ideal es el de Carnot,
(Fig. 4).

Figura 4

El sistema se halla inicialmente en el estado E1 a una tem-
peratura Tl' Se expande isot&rmicamente hasta el estado.Ezg en
este recorrido el gas trabaja y como no ha variado su temperatu- .
ra todo este tr;bajo debe ser compensado por el calor absorbido Ql..
Es decir, en esta etapa el gas consume todo el calor absorbido en
forma de trabajo. Luego del estado E, al Eqy hay una expansifn adia-

bitica. Como el gas ha trabajado pero no ha absorbido calor, este
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trabajo se ha hecho a expensas de la energfa interna y entonces su

temperatura disminuye de Tl a Tz'

De E3 a E4 hay una compresifn isotérmica; el exterior traba-
ja sobre el sistema pero como su energia interna no se modifica
el sistema debe entregar una cierta cantidad de calor Q2 eguiva-

lente al trabajo realizado por el exterior.

De E, a E, hay una compresifn adiabdtica; el exterior trabaja
gobre el sistema, pere tomo &ste no entrega cantidad de calor al
exterior este trabajo se traduce en un aumento de temperatura o

sea un aumento de la energfa interna.

En resumen, el ciclo ha efectuado un trabajo y &ste es igual
a la cantidad de calor absorbida de la fuente caliente menos la

cedida a la fuente frifa.

Este c¢iclo puede recorrerse en sentido inverso y tenemecs un
ciclo frigorifico. Por lo tanto, si gueremos pasar una cierta
cantidad de calor de la fuente frfa a la caliente debemos efeétuar

un trabajo.

Es inmediato que

A

Ql = RT]. 1n Vi—
v

Q, o L4
2 ._R'I'2 1n 7

(71}
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y como
Y=-1 - y=1
V2 ToV,
Y
y=-1._ v=-1
entonces
Va _ VU3
Vi Yy
Asft
9 _%
Q T
Y g = Tl _ Tz {"
Ty

con lo que demostramos que el rendimiento del ciclo de Carnot de-
pende solo de las temperaturas T, y T,. N6tese que en este caso
de gases ideales para la demostracién no fué necesario introducir

ning@n segundo principio.

Pa;a_dgstacar la importancia del teorema de Carnot vale el siqui-

ente comentario:

81 alguien preguntara, cufiles son los cinco descubrimientos
mis sensacionales de la fisica, la respuesta sin duda seria gque

son los siguientes:
AV

La fuerza no es proporcional a la velocidad sino a la variacién
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de la velocidad (Galileo-Newton).

2. L=Q  p=

La cantidad de calor es una forma de energia y pu'ede convertirse
en trabajo. Calor igual trabajo (Joule). ¥ con ésto la demos-
tracifn de que el rendimiento de todas las miquinas térmicas de-
pende solo de las temperatﬁras de la fuente caliente y la fuente

fria (Carnot) .

(]

3. rot B« : rot ﬁ =

al®y
oS

la primera de estas ecuaciones naesrnm amEEcmaniafpnuide]a ley de in-
ducci6n de Faraday que dice gque la virculacifn del vector de cam-
po eléctrico E es proporcional a 5¢/3t (Gonde ¢ es :al flujo del vector induc
c¢ifn magné&tica B que atraviesa por ejemplo un aro) y entonces por
el teorema de Stokes VXE « %%; ‘No; se trata de algo mucho mis
general: Toda variacién de un campo magnético genera un campo
eléctrico rotacional. Ac& no hay ningn aro. Si Maxwell hubiese
dicho eso délante de Faradaf, éste pensarfa que Maxwell estaba
loco. ¢C8mo va a haber corriente el&ctrica o circulacifn del
vector ¥ si no hay ningtin conductor? ¢D6nde estd el aro? - No,
ng yo no hablo de ningun aro-dirfa Maxwell-,digo simplemente que

la variacién de ﬁ_genera un campo eléctrico rotacional.

4. E « Einstein

50' .

4
8
LT

- de Broglie
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El hombre acostumbrado a captar por un lado fenfmenos luminosos
y por otro lo que considera materia, nunca antes tratd de reunir
estos dos aspectos. El hombre ve continuamente fenbmenos de di-
fraccibdn cuando cierra a medias los ojos y las pcsicfias hacen

de red; peroc no puede captar o difractar las ondas de materia,
sus dedos son demasiado grandes para constituir una red capaz de

detectarlas. Pero usando otro instrumento mucho mas sutil, como

lo es el conjunto de ‘&tomos de un cristal, las difract8. Este

descubrimiento es la .base de toda la teoria cuéntica.

2.6 Teorema de Carnot

El primer principio introduce dos ideas fundamentales: a)
transformaciftn (o sea conocimiento de toda la gvolucidn del sis-
tema y modificacién (conocimiento del estado inicial y final del
sistema). b) Existencia de una funcifn caractéristica: la ener-

~gia interna.

Con las ideas a) y b) no se completa el conocimiento de una
transformacifn. Al igual que en la mecénica, hay gue hallar cual
es el sentido de la transformacién. Es decir, dados dos estédos
de energia E, ¥ Ez' en qué sentido se realiza el cambio de es-
tado, &sto es,de E ,? Con el primer princiéid

a E1 & de E, a E

2 i
s68lo es posible conocer cuinto vale una transformacifn.

En mec&nica (i.e. si el sistema es cerrado) el sistema pasa
ya sea del estado E, al E,, o del E, al Eztteﬂdiendo al estado de

minima energfa potencial (Lejeune-Dirichlet).
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El gentido de una transformacién termodinfmica est4 dado por
el segundo principio. ‘Sin embargo .no fue &ste el origen del se-
gundo principio. El origen del segundo principio se remonta a la
dampstracifin del teorema de Carnot, pero evitando las hipdtesis

que utilizé éste Gltimo.

Para entender bien el significado del segundo principio es
de fundamental importancia el concepto de reversibilidad, asl como
lo fueron para el primer principio los conceptos de transformacidn

y de modificacién.

pados dos .estados El )4 Ez, se dice gue dos transformaciones
son recfprocas cuando intercambian sus estados inicial y final,

1

(Fig. S).

Figura 3.

A &sto es lo que los quimicos ¥ bidlogos 1llaman en-general reversibilided:

A+B->C

C+A+ B, (disociacibn)

cuando se trata es s£6lo.de reciprocidad.
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Dos transfo:maciohas gon inversas cuando no s8lamente hay in-
tercambio de la modificacisn, sino que tambi&n hay intercambio to-
tal de la transformacién; es decir, cuando la segunda pasa por to-
dos los estados por los que ha pasado la primera, pero en sentido

contrario.

Una transformacifn es reversible cuando admite inversa.

L
Si bien la reciprocidad es naturalmente alcanzable (basta al-

canzar el estado inicial y final), la reversibilidad estricta no
se puede alcanzar nunca en forma experimental por el simple hecho
de que este tipo de transformacifn se onne al principio de cau-

salidad.

i
!

En efecto, si tenemos tres estados suficientemente préximos
Ea’ Eb Y Ec que en la transformacifn directa estdn ordenados, es
decir

Ea > Eb"'Ec

y s8i la transformacifn directa fuera reversible, entonces su in-
versa, despu&s del estado Ec va a tomar el estado Eb' en todas
sus partes, pero segfin el principio de causalidadf si el sistema
en todas sus partes toma el estado Eb’ el estado posteriof no es

el Ea 8ino el Ec.

. Por éso es que una transformacifn reversible es en verdad el
1fmite hacia el cual tienden dos transformaciones recIprocas infi-

nitesimalmente prfximas.
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Ahora bien, para los cflculos con funciones de estado, se ha-
bla muchas veces de transformaciones revergibles, por la siguiente
raz6n: cuando se trabaja con funciones de estado en realidad im-
porta la modificacién del sistema (o scz el estado inicial y fi-
nal). §Si se considera una transformacifén reversible, es simple-
mente como funcifn matemftica sin significar &sto gque el sistema

la realice.

Como ya dijimos, la transformacifn reversible es un caso 11~
mite. Una mfquina realizarfa una transformacifn reversible si
pudiera realizar totalmente el ciclo inverso. Ffsicamente es im-

posible, pero es mdtematicamente concebible. -

- . - +*
- . *

2,6.1 Demostracidn de Carnot: 1824

Teorema: El rendimiento de una miguina térmica reversible o-
perando entre dos fuentes depende solamente de la temperatura de

las fuentes
Carnot admite dos cosas para demostrarlo:

1) Imposibilidad del mb6vil perpetuc de primera especie. O
sea que no se puede sacar nada de la nada. (Esto es algo conoci-

do desde el afio cero). Notemos que esto no es el principio de
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equivalencia de Joule.

Si una miquina al completar un ciclo no ha modificado sus al-
rededores, es decir, noha intercambiado una cantidad neta de calor
con las fuentes, entonces es imposible que la miqguina haya realiza-~

do un trabajo.

2) Existencia del flujo calorifico; existe una substancia,

el calor, queies conservada. (Hoy_no se acepta &sto).

Carnot supone 2 m&quinas trabajando entre dos fuentes a tem-
peratura T1 {caldera) y T2 (condensador}. Admite'que la primera

opera con un ciclo reversible y la segunda no, (Fig. 6).

N . Ti .~
Q Q)
Mdqui ' i
. qlu na | L < L M&qulno
{reversible) I

& Q)

: 2 3

' . T2 ~

h Figura 6 S

Sea Q, la cantidad de calor que puede sacar el ciclo de la prime-
ra miquina de la fuente caliente y L el trabajo que realiza, en-

tonces

Sean Qi ¥y L' lo mismo para la mfiquina II, entonces
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Hagamos funcionar la miquina II en sentido directo y la I en sen-
tide inverso (&sto es posible por haber supuesto reversible el
ciclo de la m&quina I). Ademds supongamos gque la méquina I en-
trega a la fuente caliente la misma cantidad de calor qué saca la
II. Se podrfa pensar que las dos miquinas deben ser iguales pero
esto no es necesario, pues podemog hacer funcionar una mis ciclos
que la otra, de manera que reponga o absorba la misma cantidad d_e

calor que absorbe o repone'la otra.

La cantidad de calor total sacada de la fuente caliente serd

l

Q=10] -Q =0 (23)

Admitamos que p' > p, entonces debe ser

y de (23)

L' > L

por lo tanto el trabajo total L = L' - L desafrollado por las dos
miquinas es mayor gue cero. Como toda la fuente calorifica ha
~wvuelto a su estado inicial resultar8 que el sistema ha realizado
trabajo sin compensaci®n exterior alguna y lograrfamos asf el mé-
vil perpetuo de primera especie. Como supusimos que ésto es impo=-

sible, luego Q'} P
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Esta demostracifn se hizo suponiendo gue la migquina II saca
una cierta cantidad de calor de la fuente caliente y la transpor-
ta fntegramente a la fuente frfa a la vez gque la miguina I saca
la misma cantidad de calor 42 la fuente frfa y la transporta in-
tegramente a la caliente. Esto es posible para Carnot que consi-

dera el calor como un flufdo gue se conserva.

Suponiendo ahora gue la mlquina II también es reversible y

razonando como antes llegamos a que p / p! v entonces resulta

que

o' = p

Es decir, los rendimientos de ambas mfiquinas, si son rever-

sibles, tienen que ser iguales, o sea: Los rendimientos de todas las

m8quinas reversibles deben ser iguales siempre gue las temperatu-
ras séan fijas. Si una miquina es reversible y la otra irrever-
sible, el rendimiento de la miquina irreversible es siempre me-

nor que el de la m8quina reversible. El1l hecho de que p=p(T1,T2)

se obtiene de que el rendimiento de una méquina-éue.trabaja con ci-

clos de Carnot y con un gas ideal (que es reversible) es

T
p =1 -~ Tg lo cual se obtuvo en el capftulc anterior. Enton-
1 e T
ces para todas las miguinas reversibles p = 1 - TZ"
1

2.6.2 Demostracién de Clausius

Estamos en 1850. Ya en 1847 habfa demostrado Joule el prin-
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cipio de equivalencia Q = L. El segundo postulado de Carnot ya
no vale, como tampoco su consecuencia de que la cantidad de calor
que se saca de la fuente caliente se transfiere Intégramente a
la fria. Es entonccs gue a Clausius y a Kelvin se les presenta

la duda sobre la validez del teorema de Carnot.

Pero se sabe experimentalmente que el teorema de Carnot es

cierto. Se trata entonces de demostrarlo con una nueva hip&tesis.
Clausius razona asi:

Sea Q1 el calor absorbido a la temperatura T, por la miquina

1
I (reversible) y sea L el trabajo realizado; entonces p = L/Ql'

l

Sea Q, la cantidad de calor entregada a la fuente frfa. Sean Qi
i
L'y Qi lo mismo para la miquina II irreversible; asf, p' = L'/Qi.:

La novedad es que ahora L = Q1 - Q, 0 sea la diferencia entre

las cantidades de calor que la miquina I saca y entrega.

Supongamos que las mfiquinas son tales que en un ndmero ade-
cuado de ciclos L, = L' - L = 0 donde L' es el trabajo realizado
por la miquina II y L el absorbido por la I. (Fig. 7). 8i admi~

timos como. antes que ' > p, entonces
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La cantidad de caior sacada a la fuente caliente es Qi - Q1 =

Qeotar Y

Qotal < U

© sea, el ciclo ha entregado a la fuente caliente una cierta can-
tidad de calor siendo cero el trabajo total realizado, es decir:
trabajando con dos m3quinas y sin - = trabajo exterior hemos
entregado una cierta cantidad de calor a la fuente caliente. Co-
mo no hemos realizado trabajo exterior esta cantidad de calor en-

tregada a la fuente caliente debe provenir de la fuente fria.

Esto serfia magnifico ya que nos permitirfa tener un refrige-
rador y ademis una fuente calefactora con la cual podrfamos cons-

truir una miquina: o sea i(tendriamos refrigerador y motor gratis!

- Esto es imposible. Cuando le pregunten por qué, no responda:
"Por el segundo principio de la termodindmica"; €sto es iImposible
simplemente porque nunca se logr8 llevar a cabo. Es un hecho ex-

perimental y el segundo principio no hace mis que enunciarlo.

Esto no estd en contra del primer principio, sino que
a Clausius le parecié impdsible poder transportar calor gratuita-
mente de la fuente fria a la caliente. De aquf sale el segundo

principio de la termodinfmica segn Clausius.

Resumamos el razonamiento: Hacemos funcionar dos miquinas,

digamos, 10 vueltas una y 20 la otra, de modo que el trabajo to-
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tal sea nulo. Suponiendo que el rendimiento de una de E&llas es
mayor que el de la otra llegamos a que las miquinas entregan ca-
lor a 1a fuente caliente, pero como el trabajo total es cero, es-
te calcr dsbe salir de la fuente frfa. Y &sto, sin estar en con-

tra del primer principio, le parece imposible a Clausius.

Clausius lo expuso asi: Es imposible construir una méquina
peribdica tal que el Gnico efecto de la misma sea transportar una

cierta cantidad de calor de la fuente frfa a la fuente caliente.

Esto serfia posteriormente adoptado como el enunciado de

Clausius del segundo principio de la termodinsmica.

En lo subsecuente el razonamiento de Clausius es el mismo

gque el de Carnot: suponiendo ' > p se ve que p' ¥ p, etc.

.3.6.3 Demostracidon de Kelvin

Relvin no conocfa la idea de Clausius. Salif de la confe-
rencia de Joule en la Royal Society pensando en la validez de
la demostracién de Carnot. Cuando Kelvin escuch§ a Joule creyf,
en un principio, gue lo que decia era un disparate, pero poste-
riormente se dié cuénta gue Joule no daba opiniones sino que con-
taba lo qﬁe le sucedfa en la fé&brica: sus resultados eran experi-

‘mentales; no eran ocurrencias del tipo.

Contempor&neamente con Clausius, Kelvin lleg6 a la misma

conclusibn.
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Razonamiento de Kelvin:

Considera dos mSquinas en la misma forma que Clausius, peroc
en vez de suponer como éste que el trabajo neto es nulo, supone
gue el calor neto entregado a la fuente caliente es cero (Fig. 8). Esto
= Y. = ’ L' L -
e?iototal Q1 Ql 0 ysip'>p, entonces EI > Ql y

L' > Y%L, asf que L =L' - L > 0.

total realizado

El trabajo total realizado s6lo puede hacerse a expensas de un
enfriamientoc de la fuente frfa, pues la fuente caliente ha vuel-
to a su estado inicial. Pero entonces Lt se ha hecho a costa

del enfriamiento de una finica fuente.

si &sto fuese posible serfa magnifico, pues con una sola
fuente, por ejemplo et:friando el agua del mar Ee 3°C a i°C °
(considerando que la masa es
enorme), se obtendrfa una gran cantidad de energfa. Sabemos que

ésto es imposible.

Kelvin lo enuncia asf: Es imposible construir una mdquina
peribdica que enfriando una @inica fuente nos permita realizar

trabajo.

Se puede pfobar que el enunciado de Kelvin equivale al de

Clausius.
2.7 Teorema de Clausius

Del segundo principio es posible deducir un criterio que in-
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dique el sentido de las transformaciones naturales.

Para justificar el teorema de Carnot, Kelvin supuso que es impo-
sible realizar trabajo sacando calor de una {inica fuente; siem-
pre tiene que pasar una cierta cantidad de calor de una fuente
caliente a una frfa y lo que.sobra se convierte en trabajo. O
sea el trabajo realizado depende del salto térmico. El1 trabajo
realizado es igual a la diferencia entre la cantidad de calor
sacada a la fueﬁ;e caliente y la entregada a la fuente fria. No
se puede cobtener trabajo sacando calor de una fuente y devolviéndo-

lo a 1la misma fuente. ¢Y por qué& implica &sto un sentido de las

transformaciones naturales? Por un teorema de Clausius.

Teorema de Clausius

i
Supongamos que una miquina cualquiera real}za un ciclo (re~
versible o irreversible}. El sistema gue lo realiza (sistema
cualquiera£ gas ideal o real, o 1fquido, etc., no interesa) in-
tercambia calor con cierto nfimero de fuentes a distintas tempe-

raturas Ti -

Tomamos una'fuehte_grande a temperatura o, de tal forma que
las canéidades de calor entregadas por las fuentes 1, 2, 3, ...
al sistema las compensamos con otras cantidades de calor sacadas
de la fuente grande a temperatura ¢. Los intercambios se hacen

mediante ciclos de Carnot, (Fig. 9).
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Te N
Figura 7
Al intercambio de calor entre Ti Y ¢ lo hacemos mediante un
gas ideal. Sean Ql' Qz, ...;Qn, las cantidades de calor inter-
cambiadas a las temperaturas Tl' T2' ...;Tn respectiﬁamente por
el sistema y las fuentes. Estas cantidades de caior cedidas o
abso;bidgf por las fuentes son compensadas por ciertas cantida-

des de calor Q', Q!,... Q' cedidas por la fuente central,
] 1 2 n B

Es importante notar que no hace falta que :sea Ql=Qi' sino que

! 1
Lok 2% % I
'8

1 2 n

yva que el ciclo de Carnot no transmite Integramente el calor que
recibe; una parte se transforma en trabajo. De aqui que la can-

tidad de calor cedido por la fuente central sea

e}
Q=] o =e) = .
=1 1 i=1 T3

Supongamos que Q' > 0. Por tratarse de un ciclo cerrado se

cumplirg

-

Q' =L (Joule)
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To.-o', lo':

Hdgfmm L L Maquina

(reversible) I
Qg LQ'Z
rd T! \
Fiwura 8

Qi

, QO
Qi '_

N

@Fuente a temperatura Ti

Ciclos de Carnot

Figura 9

e e



=49 " CBPF-MO-003/88

siendo L el trabajo realizado durante el ciclo. De aguf gue L>O.
Pero como todas las fuentes han vuelto a su estado inicial, re-
sulta que enfriando una sola fuente se ha realizado trabajo, lo
cual estf en contra del segundo principio de la termodin&mica.

Q sea

Si el ciclo fuera reversible, cambiando los signos de las Qi lle-

n . . n .
gariawos a que ) Ti £ 0. Por lo tanto [ TL = 0 para ciclos
i=1 i i=1 “i
reversibles.
En resumen, hemos obtenido que .
%
n Qi _
I 7= £0 .
i1=1 “i

donde el signo igual es v&lido s8lo en el caso de que el ciclo
sea reversible. Es claro que por abstraccif6n matem&tica podemos
considerar el caso lfmite, o sea cuando hay una infinidad de fuen-

tes a lo largo de todo el ciclo. En tal caso se tiene

C b 8@
%Téo (24)

gue es lo que enuncia el teorema de Clausius.

Es importante que: a) La integral tiene sentido como integral

de Stieltjes.,



CBPF-M0-003/88 . =50 -

b) El signo igual es corolario de la rever-

gibilidad.

Mientras el primer principio de la termodirn&mica conduce a
una igualdad que expresa la ley de conservacifn de la energia
tanto para procesos reversibles como'irreﬁersibles, la segunda
ley de la termodinémica conduce en general a una desigualdad de
la forma (24); es s6lamente en el caso de transformaciones rever-

sibles cuando vale el signo igual.

Otra cosa importante gque hay que notar en el segundo prin-
cipio es la nomenclatura empleada. Cuando uno dice gue le saca

calor a la fuente caliente y le entrega a la fria no se comete

.
B

un error, aunque parezca que efectivamente uno le saca calor a

la fuente caliente como si &ste fuese un flufdo. No hay que ol-

vidar que para sacar calor a la fuente caliente hay que realizar

una transformacién. Por ejemplo, en el ciclo de Carnot, se tiene

la fuente caliente a una temperatura T, y la frla a Tz. Para

1
sacar calor de la fuente caliente lo que se hace es una transfor-
macifn isotérmica en contacto con la fuente caliente. Es duran-
te esta transformacifn cuando pasa calor de la fuente al sistema.

La cantidad de calor es una funcifn de transformacién.

Es necesario notar que, cuando en un ciclo de Carnot hay ca-
lentamiento y enfriamiento, no hay intercambio de calor con el

exterior, va que esta parte del ciclo se realiza adiab&ticamente.
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B

Finalmente,'no es posible construir un ciclo limitado por una
isoterma y una adiab&tica porque si existiese se podrfa con el

mismo producir trabajo enfriando una inica fuente.

2.7.1 - Entropia

Si un ciclo es reversible, por el segundo principio de la

termodindmica
89 _
-0

Asf por el segundo principio 8Q/T deber& ser otro diferencial
total que llamaremos dS, o sea, debe existir una funcibn S de es-

tado, tal que

as = 88 :

T °

Matemiticamente el procedimiento es anilogo al seguido al

tratar el primer pincipio

} (sQ - sL) = 0,

en base al cual demostramos antes que §Q - $L debe ser un dife-

. rencial total Adu.

Asf hemos generalizado lo que ya habfamos encontrado para ga-

ses ideales, en cuyo caso habfamos demostrado que 1/T era un fac-
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tor integrante de la cantidad de calor §Q. Ahora resulta segfn
el teorema de Clausius que €sto es cierto siempre que la trans-

formaci®n sea reversible.

De aquf que, si consideramos dos estados El Y E2 Yy pasamos

reversiblemente de E, a E, se cuniplirsd

<> Tt
S es la entroplfa, es una funcibén de estado, no una funcional y por

lc¢ tanto es tabulahle.

Supongamos ahora que la transformacifn 'no es reversible (re-
cordar siempre que la transformacifn natural es

irreversible). Podemos pasar irreversiblemente de E1 a E2 y re-

versiblemente de E, a El' (Fig. 10).

Reversible

Figura 10

Como el ciclo es irreversible en su conjunto, seglin el teorema

" de Clausius tenemos que
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O 2ea

5= 5. (Gibbs)

|,
En toda transformaci8n natural (es decir irreversible) IGQ/T es

menor que la variacifn de entropfa entre el estddo final y el ini-
cial. Esta relacién fija el sentido de las transformaciones natu-
rales; &sto es, toda transformacién natural puede ocurrir cuando

se verifica la relacifn de Gibbs.

El estado de equilibrio termodinSmico de un sistema depende
de las condiciones de vinculo que operan sobre dicho sistema y
gue limitan las posibles variaciones de sus par&metros de estado.
A diferentes condiciones de vinculo corresponden diferentes es-
tados de equilibrio termodin&mico. Asf, un sistema en equilibrio
termodindmico bajo ciertas condiciones de vinculo evoluciona ha-
cia otro estado de equilibrio termodinfmico cuando los vinculos

son modificados o quitados. El segundo principio determina el
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sentido de las transformaciones cuando los vinculos son quitados

o modificados.

_En mec&nica la situacifn es anfloga. Consideremos un plano
indlinado y en €1 una bolita gque puede rodar. Esta puede llevar-
se a una posicifn de equilibrio mecinico poniendo un obstfculo gque
la detenga. El obsticulc constituye un vinculo. La posicidn de
equilibrio dependerd de dfnde se haya colocado el obstdculg es de-
cir, de 15 condicifn de vInculo. El principio de Legeune-Dirichlet
indica en qué direccifn se moverd la bolita una vez que se retire

el obsticulo. \

Examinemos el siguiente ejemplo: En un sistema formado por
agua y vapor de agua que se encuentra en equilibrio, bajo cier-
tos vinculos, ¢se vaporiza agua o se condensa el vapox cuando
es08 vinculos son modifiéados? Todo depende de 1o gue suceda
en los dos estados finales considérados,}porque si se pudiese

realizar lo inverso cambiarfa el sentido de la evolucibn y

18] -
I—T_ + Sl Sz > 0.

No pueden suceder -ambos fenémenos. .Si sucede une el otro viola-

r4 el teorema de Clausius.

Queda as{ fijado el sentido de las transformacicnes natura-

les.

Un caso importante es el de las transformaciones adiab&ticas
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(térmicamente aisladas}. Como &Q = 0, resulta por Gibbs que S,>8, -
O sea, en toda transformacifn termodinfémicamente aislada de un
sistema natural, la entropfa del estado final es mayor que la

del estado inicial. Dicho en otra forma: En las transformacio-

nes irreversibles de un sistema natural cerrado, la entropla au-

menta4 .

Entendemos por transformacifn natural aguélla en que se

cumple el teorema de Clausius.

Aquf termina la termodinfmica fenomenolSgica.. Un‘ejemplo de
aplicacidn a superconductores se desarrolla en el Apéndice 1.

Comentarios:

i h

En termodindmica fenomenoclbgica no se habia de moléculas,
&tomos ni electrones; esas son palabras prohibidas. Por el con-
trario, la termodinfmica estadistica créa modelos y en base a |
€llos trata de interpretar la termodindmica fenomenolégica y ob-

tener como promedio los resultados de la misma.

Es la misma diferencia que hay entre Maxwell y Lorentz. Max-
well crea una electrodinaﬁica fenomenolbgica definiendo los cuatro-
vectores ﬁ, ﬁ, 3~y ﬁ. Lorentz trata de crear un modelo que repro-
duzca los resultados de-Maxwell y dé& una interpretacifn a esos

vectores.

Cuando pasa corriente por un conductor, Maxwell no dice qué

hay dentro del conductor, &l simplemente ve cbmo se desvia una
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aguja magnética colocada en las proximidades y dice, tah!, la
aguja se desvia entonces el campo no es mas irrotacional y por

tanto la ley de Ohm debe ser
: +
v~ |v x B
ohm no escribif V = RI.

De la misma manera, cuando usted escuche gue la entropia es

S ='kB£nI’

donde kB es la constante de Boltzmann y P un numero de configura-
ciones del sistema, debe recordar que se trata 'de una interpreta-
8

cién estadistica de la entropia. Un ejemplo de aplicacion de es-

ta relacidén a sistemas magnéticos se desarrolla &n el Apéndice 2.

En este sentido, la relacifn entre los papeles que desempe-
fian Boltzmann y Clausius en termodinimica es andloga a la de Lo-
rentz y Maxwell en electrodinfmica. En ambos casos los primeros

dieron una interpretacifn microsc8pica de leyes fenomenolbgicas.

Boltzman sugiri8 que S= k /nPy asi le di6 significado me-
c8nico a la funcifin de estado de la termodinamica; entonces in-
tervienen ios £il6sofos, que en general ignoran lo que es la ff-

sica, y en base a &sto dicen disparates tremendos.

Al £il16sofo le es extremadamente diffcil opinar sobre fisica;
en la &poca de Aristfteles el ffsico y el fil6sofo eran la misma

persona, pero ahora al sujeto que estudif "la fenomenologia de la
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abstraccifn natural de loz infantes" le muestran un libro de ter-
modinfmica estadistica cuantica, y el tipo ¢qué sabe? no entiende

nada pero coko fil8sofc se cree con la obligacién de bpinar, porgue

los f£il6sofos tienen que opinar sobre todo.

Alg@in fil8sofo dijo un disparate como el sigulente: "Como
en todo sistema cerrado la entropfa aumenta y el universo es un
sistema cerrado, entonces si la entropfa aumenta, aumenta la pro-
babilidad porque el logaritmo es una funcifn creciente, pero sis-
temas de mayor probabilidad son sistemas més estables j por lo
fanto mayor estabilidad significa muerte, entonces el universo

tiende hacia la muerte".

Querido fil6sofo: digame ¢culnto valen enlel universo las
variables de estado? ¢cfmo mide la diferencia de entropia de los
estados E1 Y E2? icOmo determina el sistema univérso?. ~¢No se da

cuenta de gue no puede?

Se han hecho también declaraciones como &sta: "La entropla
es el concepto fisico de mayor contenido filosb6fico". Este es
un conjunto de palabras sin ningfn significado. iLo mismo podria

haber sido dicho al revés!

2.8 Punciones Termodinfmicas

Del primer principio &Q = dU + &L,

del segundo principio S < dS
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y de ambos L F Sk < gs. - (25)

Esta ecuaci®n contiene toda la teorfa de los motores té€rmicos.

81 se escribe '
§L = pdVv + aLu

donde pdV es el trabajo de expansifn a presifn constante5 Y GLu

. el trabajo Gtil, entonces la ecuacidn (25) queda como

U + pdv + 8L

Supongamos que el trabajo §L se realiza a volumen Yy temperatura

constante, entonces queda

8L,y p ¢ —4U + 4(1S),

o sea que el trabajo til realizado a volGmen y temperatura cons-

-

tante es
(aLu)V,T ;_-d(U-ST) _ (27)

pero U, lo mismo que S, es una funcifn de estado y T es una varia-

ble de estado, de forma que

F=1U- ST (28
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es también una funcién de estado y se le denomina energfa libre

o funcién de Helmholtz. De (27)

A TS se le denomina energfa ligada del sistema. El traba-
jo que puede realizar el sistema no es igual a la disminucifn de
la energfa interna sino que es menor. Siempre hay una parte que

queda ligada al sistema.

Otro caso importante es cuando mantenemos p y T constantes,

En este caso, de (26) se tiene
(“‘u’p,'r <-dUu-d(pV) + 4(Ts) M
0 sea

(61.“) p,T

HA

=d (U+pV~TS}

(GLu)p,T -d (H-TS)..

A

A la funcibn de estado

G=H-TS (29)

se le llama potencial termodinfimico o funcidn de Gibbs y resulta

que
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(sL)

En resumen, tenemos dos nuevas funciones de estado:

e |
Il

U - TS5 energfa libre o funcifn de Belmholt:z

Q
i

H - TS potencial termodindmico, funcibn de Gibbs o
entalpfa libre.

Su importancia radica en gque a partir de &llas es posible obte-~

ner el trabajo fitil a presidn o volfmen constante,

-dF (V,T)
8L < (30)

u

i
Resumamos lo que se ha expuesto hasta este punio: Mediante el

principio cero postulamos la transitividad del equilibrio té&rmi-
co y &sto nos permite definir un n@imero, la temperatura, que de-

be  ser igual para todos los sistemas en equilibrio entre si.

Luego se introdujo el primer principio que expresa que la
cantidad de calor es una forma de la energfa. Este principio per-

mitid definir la funcién de estado energfa interna.

El segundc principio expresa ia imposibilidad de construir
una migquina periﬁaica gue produzca trabajo enfriando una Gnica
fuente. Debe notarse que si no se exije la condicifn de pério-
dicidad de la m&quina, es posible obtener trabajo enfriandc una
inica fuente y convertir todo el calor en trabajo. En efecto,

en una expansién isotérmica se convierte Integramentegl calor en o
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trabajo y se enfrfa una Gnica fuente.

Posteriormenté, el segundo principio nos condujo a definir

las funciones S8, F y G.

8i dF = 0 y 4G = 0, de (30) concluimos que no podemos obte-
ner trabajo Gtil del sistema afin quitando todos los vinculos com-
patibles con las condiciones de volumen y temperatura (o presidn
y temperatura) constantes y entonces decimos gue este se halla en

equilibrio.

dF = 0 y 86 =0

son pues las condiciones de equilibrio de un sistema a volumen ©

1

presibn constante; respectivamente.

-

Supongamos una transformacifn reversible; si diferenciamos

F, segin su definicifn en (28) obtenemos

*

dF = 4u - Tds - sdT (31)

pero si la transformacibn es reversible dU, dS y 4T no son inde-
pendientes, pues de acuerdo con €l primero y segundo principio.

deben satisfacer la relacibn

y reemplanzado en {31)

dF = -pdV - 8dT. (32)
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entonces considerando a F como funcifén de V y T obtenemos

oF ) F
G5 = -p (13) QL = - s, oG

T \'
Estas ecuaciones son importantes porque si consegulimos expresar

a F como funcifn de V y T podemos obtener también la presifn con funcifn
de VyT.

La termodingmica dice: dadme la energfa libre y te diré cual
es la ecuacifn de estado. La ecuacisn de estado en termodindmica

es la que da la presidn en funcibn de V y T, es decir, es p =

3F
- G¥e-

De la misma manera, si queremos conocer la entroplia, buscamos

la energfa libre en funcibn de la temperaturé y la derivamos.

Lo que tratamos de hacer entonces en cada caso es buscar un

modelo que permita calcular la energia libre.

Lo mismo se hace con la entalpfa libre. De (29 )

dG = d4 - TdS - 84T

y de

H=U+PV Y d_U__;_.E-d—vsds

obtenemos

4G = TdS + vdp - Tds - SdAT s

4G = Vdp - SAT | | | . (35)
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asi que
3G
(s3) =V (36 (zm), = -S. 37
r ) 3T (37)
La primera es la ecuacifn de estado y la otra da la entroplia. Las

ecuaciones (33 ) y (36 ) dan la ecuacifn de estado de un sistema

completamente general.

Las ecuaciones (34) y (37) substituidas en (28) y (29 ) res-

pectivamente dan lugar a las celeb&rrimas ecuaciones de Gibbs~

Helmholtz:
oF y .
F=10U+ 'I‘(-s-.f)v . (38)
- 3G
. G =8+ T(aT) - {39)

Tambi&n de las ecuaciones {(32) y (35) es inmédiato gue para toda

transformacifn reversible se debe satisfacer

as

22y = (&)
ATy, WV
Y
aV, _ _ 38
Grp = ~GE,

Estas y las ecuaciones anilogas que pueden deducirse de las ex-

presiones para dU y dH son llamadas relaciones de Maxwell.

La ecuaciones (38) y (39) son importantes porque resolvién-
dolas -encontramos la energfa libre y entonces la ecuacifén de esta-

do v la entropfa, y con &sto hemos resuelto el sistema.

Veamos cémo estas ecuaciones tan simples nos llevan al ter-
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cer principio de la termodinfmica.

Afinidad: En quimica el concepto de afinidad
es importante. ¢Qué significa afinidad? ¢C6mo se mide la afini-
dad, por ejemplo entre el Cl'y el H? ¢0 es la afinidad un concep-
to meramente cualitativo? No, la afinidad es un concepto cuanti-
tativo. y durante mucho tiempo se midi8, segfin Berthelot,
determinando el calor de reaccibn. Se mide la cantidad de calor

desprendida a volumen congtante durante la reaccifn qﬁimiéa de
los elementos. '

A; = (Q)v:

pero como la cantidad de calor a volumen consténte estd dada por

la variacifn de energfa interna resulta que

I
|
2)
<
]
=
[X)
H
[ =

L (40)

Y anfilogamente a presifn constante

I
=]
|
in

Ap = (Q)P

A fines del siglo pasado Van't Hoff introdujo la definicién
de afinidad como la variacibn de energfa libre o entalpfa libre

del sistema

= AF

AG - ) . !
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De (38)
an
F2 = 02 + T (5¥_%' en el estado 2
aFl
F1 = U1 + T (55—)v en el estado 1
restando

F, ~ Fy = Uy-U 4T [-ﬁ.—-
pero F2 - Fl = AF = Av, segtin la definicién de Van't Hoff, vy
2 j_—(Q) segln (40), de donde

_ aAv .
=Q, + T gp (41)

Y anfilogamente

9A

- ey
Ap = 0 T D) | (42)

Debe entenderse que F, es el valor de F en el estado 2 y

an/aT es el valor de ?F/3T en el estado 2.

AsI como a las ec, (38) y (39) las llamamos ecuaciones de
Gibbs-Helmholtz para la energfa y entalpla libre, a las (41) v

(42) se les llama ecuaciones de Gibbs-Helmholtz para la afinidad.
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A cualquiera se le ocurrirfa preguntar: Entre la afinidad
segtin Berthelot y la afinidad gegfn Van't Hoff hay una diferen-
cia T(%Av/aT)v: ¢serfn iguales si TfO? La respuesta es que no
sabemos, pues depende de ctmo varie (aﬁvfa'r}v en la-vecindad de
T=0. En &se caso: ¢Como varfa (WaT)v?_ Esta pregunta se hizo

Nernst a principios de siglo.

Experimentalmente observs un comportamiento como el que se

muestra en la figura 11.

Av

T; ' N T

Figura 11

Por limitaciones té&cnicas (el helio todavia no habfa sido li-
cuado) las experiencias solo pédian realizarse hasta una tempera-
tura T de varias decenas de grados Kelvin. De 1la r;gién de tem-

peraturas accesible al experimento, se encontrf gque ':T'i"! extra-

polaba a cero cuando T » 0.

Esto dié indicios acerca del comportamiento de la entropia

de los reactantes a bajas temperaturas.

De (34) se tiene

3F2 : .aFl
ro)y =Sz ¥ Grle =5
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y restando

A
(zr2), =8, = S

T
Notamos que la afinidad estf ligada a la diferencia de en-

tropla.

Supongamos que tenemos Carbono e Hidr8geno elementales (es-
tado 1) y tenemos Carbono e Hidrégeno formando Metano (estado 2);
nos formulamos la pregunta siguiente: ¢C6mo se comporta la en-
tropfa de los estados 1 y 2 cuando T + 0? Esta no es-una pregun-
ta deportiva. La derivada de la afinidad da la vafiaciﬁn de la
entroplia, asf gue si se calcula bien la variacién de entropia co-

nozco la afinidad. i

Tratemos de integrar la ecuacisdn diferencial (38)

oF

=0 .
P +T(aTv

De &lla obtenemos F como funcidn de T. De (34) sabemos que

Ahora debemos expresar S como funcifn de T. Esto se obtiene in-
tegrando entre dos temperaturas y vale siempre que el camino sea

reversible:

s -5 = |48 (43)
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donde So es una constante arbitraria y e8 el valor atribuido a la
entropfa del sistema a la temperatura TO. De {43)
T .
= )
S So"'ITQ

To

y asi tenemos S como funcifn de T. Reemplazando en (38) obtene-
mos
T
= -— L] ﬁg
F = U-5_T TJT (44)

T
O i

Bc. (44) es la expresifn de la energia libre de un sistema cualquie-

ra en funcién de la temperatura.

Si hacemos lo mismo con la afinidad a voiﬁmen constante y

recordamos gque (anv/aT)v = 81—82, resulta:

r'1'
5
S, = Sgy *+ -Tg (45)
ITe
T
& .
S,=Sgz * | o (46)
T
o
v
T
(3Q), - (),
Ay = Qy = (Bg8g3)T7 3 - (47)
T
O

Inducido por los resultados experimentales Nernst postula
que S, = S, cuando T, = 0. Esto significa que la entropfa del

carbono y del hidrSgeno a O°K es igual a la entropia del metano
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a O°K. Separados o juntos, a O°K la entropfa es la misma. El
principio de Nernst nos dice gue todos los cuerpos tienen la
misma entropfa a O°K; si no se puede transformar cobre en plomo,
evidentemente no tiene sentido decir &so para &llos, pero si A
es transformado en B entonces las entropfas de A y B son iguales

a 0°K.

La entropia esti definida en términos de su diferencial ds,
pero S mismo est§ definido sSlo a menos de una constante. En sl
mismo &sto no constituye una molestia porque en las aplicaciones
siempre tratamos con diferencias de entropié. Lo misﬁo es cierto
para la energia U en cuya expresifn aparece una cohstante inde-
terminada. N6tese, sin embargo, que en la expresifn del potencial
F adem8s de una constante aparece una funcidn*iineal indetermi-
nada de la forma SoT' Entonces, las diferencias de energfa libre
a distintas temperaturas pierden todo sentido. ’

] T
AF = U, - Uy~(T, -~ T,}8 = T, Ir-?l-?-+ T, ] 2

T

En efecto Té

y si S° es una constante arbitraria nada podemos decir acerca del

valor de AF.

En esta situacifn Planck postuld directamente que 5 6 = 0

cuando To = 0. Si esto es asf (44) tomarfa la forma
T

F=U~T %9 | (48)
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Los dos enunciados del tercer principio de la termodindmica,
ésto es, el de Planck So = 0 y el de Nernst, Sol = SQZ' no son
equivalentes. M&as fuerte es el enunciado de Planck, y contiene

al de Nernst.
En efecto, ya que
§Q = CvdT .

si queremos aceptar el postulado de Planck debemos demostrar an-
tes gque la integral de (48). converge, o sea que Cv tiende a ce~-

re. -

En cambio, Nernst exige que la integral de (47) sea conver-
gente, 0 sea que la diferencia de los calores-éspecificos de los
productos de reaccibn tienda a cero. Como se ves este postulado
no exige que ese valor particular a que tienden los calores es-

pecificos sea cero como requiere Planck.

En resumen, segfin estos postulados la energla librey la afi-

nidad tomarian la forma

T
C -
F=U4+T -,i,‘id'r (49)
O T
cC.~-C
A, =Q, - | ] .!i_ir_ZE an.
0

El interrogante de Planck es: ¢Se puede calcular la energia
libre haciendo la -integral a partir de cero? La respuesta es sf,

siempre que la integral sea convergente.

e ———— — -
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En cambio la pregunta de Nernst estd vinculada a otro pro-
blema. No al cflculo de energfa libre sino al de afinidades y
por lo tanto para poder hacer esta integral de 0 a T se pregun-

ta no culnto vale la entropfa sino la diferencia de entroplas.

El problema radica en que si se quiere tomar un origen para
la entropia hay que probar gue la integral converge. Esto puede
saberse mrediante eY estudto 'éxperimental de la variacidw Jel ce-

lor especifico con- la témperatura.

Esta necesidad tebfrica fue la que impuls8 a Debye a estudiar
el calor especifico de los s6lidos a bajas temperaturas. Debye
(premio Nobel de quimica 1936) comprobd que efectivamente Cv " T3
para muy bajas temperaturas, justificando de este modo el postula-

do de Planck.

Por otra parte como

¥ Y

(==2). =8, - 8

T ‘v 1 2

y S > 0 cuando T+ 0, entonces la afinidad tiene un mfnimoc en T = 0,
que fue lo que intuy6 Nernst en base a sus observaciones dentro

de un rango limitado de temperaturas.

El tercer principio fija un cero para la entropfa. Es una
manera de decir, tenga confianza, puede tomar S = 0 en T = 0 y no

se preocupe mis, la entropfa queda perfectamente determinada y si
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usted gquiere conocer la energfa libre aplique la fOrmula (4%)
tranquilamente, se lo garantizan Planck (premio Nobel 1918) y
Debye (premio Nobel 1936).

Eso no se puede demostrar, la teorifa de Debye no es fenome-
nol6gica sino explicativa. El hecho de que § = 0 no es resul-
tado de ningln gapitulo de la termodin@mica fenomenolSgica y no
puede serlo; es como si de algdn capftulo de la electrodinfmica
se obtuviese que el potencial de una esfera cargada es cero en el
infinito. Es absurdo, porque donde hay funciones potenciales
podemos medir diferencias; otra cuestibn es la posibilidad de

elegir algfin cero.
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3 TEORIA CINETICA DE GASES

En las exposiciones de la mecfncia estadfstica hay general-
mente una confusién tremenda. Veremos d6nde radican los proble-
mas y cémo ha contribufdo cada autor a la solucifn de &€llos. En
ciertas.exoosiciones los = trabajos de Maxwell, Boltzmann, Fowler, etc.
apssecen camo metodos de cdleulo, cuando en realidad. los trabajos de Maxwell y
Boltzmann contienen muchas de las ideas gue permitieron la ela-
boracién de la mec&nica estadisticé como una teorfa consistente.
La mecinica estadfstica como tal aparece fundamentalmente con la

- formulacifn de Gibbs. '

El tema empieza con Clausius {el gran fenomenclogista) con
su famoso teorema del Virial, o sea con su teégia cinética de ga-

ses.

-

Sigue con Maxwell, con su famosa ley de distribuciones, mal
demostrada como veremos. Luego con Boltzmann que trata de rein-

terpretar los resultados de Maxwell.

Finalmente es Gibbs quien incluye dentro de la mecdnica los

razonamientos de Maxwell y Boltzmann.

3.1. Teorema Virial

Clausius trata de dar una interpretacién mec&nica a las ecua-
ciones fenomenoldgicas que describen los gases. Recordemos que la

temperatura se define por el producto pV =IRT. Se trata de dar
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un significado a esta expresidén. Clausius, creador del segundo
principio de la termodinfmica, es esencialmente un fenomenologis-
ta; no obstante inicia la teorfa cinética de gases para dar un

significado mecénico al concepto de temperatura.

Ya existfa en esa 8poca el concepto de moléculas, que provenia-'
del campo de la quimica. Se suponfa gque las substancias estaban
compuestas de moléculas que se creia eran como bolitas con una cier-
ta velocidad y cantidad de movimiento, y cuyos impactos con las

paredes del recipiente gue las contiene daban origen a la presibn.

Clausius enuncia el teorema del virial que todavia tiene im-

portancia en cualquier teorfa cinética.

Yormemos la cantidad ¢

Mm=17ne?sy?eh : (50)

donde m es la masa de la molé&cula y r2 = xz + y2 + z2 la distan-

cia al cuadrado de la molé&cula al origen_de coordenadas gque pue-
de ser ‘arbitrario. En la suma no se ponen indices pero se eﬁtien—
de que &sta se extiende sobre todas las molé&culas. X, Y, Z, que
son funciones del tiempo t, dan en forma parapétrica las trayec-
torias de cada mol&cula. M es tambié&n una funcifn de t y no es
otra cosa que % del momento de inercia respecto del origen del

gistema de coordenadas.

Si derivamos (50} obtenemos
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M= )] mxx + yy + zz) : | (51)
Y derivaﬁdo nuevamente

2 422 4+ Zm(x; + yy + zz). (52)

I-‘i = ):m(;{z + y.‘
Es interesante la forma de ﬂ: El primer sumando es el doble de la
energia.cinética K del sistema y el segundo la suma de los pro-
ductos escalares del vector posicifn por lafuerza que act@ia sobre

cada molécula. o .

Antes de seguir adelante introducimos el concepto de promedio
temporai de una cierta‘'magnitud A. Este concepto es sumamente
importante en fisica porque cuando se realiza &na medici6én, lo
que se hace es determinar un promedio temporal.- En efecto, cuando
se mide experimentalmente una ﬁagnitud A se demora cierto tiempo:

desde t hasta t + At. La magnitud que se mide es algfin valor de

A para tiempos entre t y t + At: digamos

CA(t+eAt) 0 e <l
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pero notemos gue no conocemos 6.

Ahora bien, por el teorema del valor medio, existir& un 61
tal que
t+At

1 .
i€ A{t)dat = A(t + o,at) 0 <6 51

t

La incertidumbre At del momento en que se realizé la determinacién
de A est8 fijada por el instrumento de medicién; pareceria enton-
ces que 6, estsd fijo, pero no es asf, porque el tiempo en el cual
se comienza la ekperienci; es arbitrario, y 8y mo tiene por qué
ser el mismo para cualquier tiempo t 8i A sufre fluctuaciones.
Ante la imposibilidad de conocer 6 admitiremos que vale 6, O©
sea que estamos midiendo un Promedio Temporal'ae A en At defini~
do por

. e+t

<hA> = EI‘T:' J - A(t) dt..

t

Calculamos ahora el prbmedio temporal de ﬂ: ésto es

facil por tratarse de una derivada segunda:

T
J Mat = * [ﬁ(t) - 271(0)] .
T .

0O

<M> =

Al

M(t} estd dado por (51) y comprende las coordenadas y velocidades
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de todas las molé&culas. Como el gas esti encerrado en un reci-
piente, x, ¥ Y Z est&n acotadas. X, ﬁu;yi también lo estén
puesto. gue los potenciales de interaccién intermoleculares son
finitos. Por m&s que dure el intervalo de tiempo las moléculas
tienen velocidades finitas. De aqul que para 1 + «, <M> + 0

por estar M(1) Y M(0) acotados.
Clausius llama Virial a la expresifn

_ 1
Q@ =-35 <](xf, + yE, + 2£,)> .

Usando la propiedad distributiva de la media se puede escribir ( 52)
en la forma

<M> = <[m(i2+§2+§2)> + <{(xfx+yfy+zfz)> 'L

y como <M> + 0 cuando 1 + = y no hay ningfin problema en tomar
1 arbitrariamente grande si el sistema est& en equilibrio, resul-

ta que
<K> =

que es el célebre teorema de Clausius.

Entonces, para saber cufl es el valor medio temporal de 1la
energfa cinética de un sistema (lfguido, gas ideal, s6lido crista-

lino, ...) es preciso conocer el Virial del mismo.
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Veamos cufnto vale el virial para un gas ideal, encerrado en
un recipiente de volumen V y superficie Z que no cambian en
el tieﬁpo. En un gas ideal no hay fuerzas interiores, s6lo exis-
ten interacciocnes de . las moléculasmnlasparedes del recipiente.
En este modelo la presidn P seinterpreta como el valor medio tempo-
ral de 1a fuerza que actfia por unidad de &rea sobre las paredes

del recipiente, por lo tanto (ver Fig. 12)

Q= %—” xp ‘cosads + yp cospds + 2p rosyds) (53)
_ Figura 12
ya que <df > = -pds cvosa, donde o es el &ngulo entre ds vy el
eje x Yy anilogamente para las coordenadas y Y 2. Teniendo

en cuenta gue la presifén no depende de la posicién del elemento
de Srea {(es constante para todos los puntos de I), ( 53) puede

escribirse como

Usando el teorema de la divergencia

=%—p[j Eod§=%-pj” div ¥ av
) v,
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y como div ¥ = 3 resulta que

Q = %-;ﬁ?

C Bea
<K> = %pv..

El valor medio temporal de la energla cinética para un gas
ideal esti ligado a través del producto pV con la témperatura

del gas

<K>» = anT-. . t

Es muy importante notar que es el valor medio temporal de la

energfa cinética lo gque est§ relacionado con la temperatura.

Ahora, uno podrfa preguntarse: Y dentro de este modelo cémo
se representa el calor? Los cuerpos no tienen calor [!! El calor,
lo mismo que el trabajo, son fuﬁciones de transformacién, funcio-
nes de linea. Los cuerpos no tienen calor de la misma forma que
no tienen trabajo. La temperatura, en cambio, estd ligada a la

energfa interna.

Introduciendo fuerzas internas en la expresién para el virial,
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Clausius llegd a una de las primeras ecuaciones de estado para
gases reales.

P

Para ampliar se puede consultar el libro de Jeans "Teorla
Dindamica de Gases", donde se podra hallar el tratamiento de
Clausius de las ecuacignés de estado para caSes reales.

- R T TN

3.2. Teorfa de Maxwell

Maxwell trabaj8 con promedios espaciales. Aca aﬁxge el gran
problema de la mecinica estadfstica (ain no resuelto) de la igual-
dad entre promedios espaciales y temporales.

i
i

La demostracién errénea de Maxwell de su ley de_distribucién

de velocidades es la siguiente (mas detalles én—sr:mrerfeld, Thermodynamics) .

Distribucién de Maxwell para un gas monoatémico (1860):

Si seleccionamos una molécula arbitraria del gas encontramos
que las componentes de su velocidad tienen ciertos valores arbitra-

rios v,, V Vg Consideramos ahora la probabilidad de que la

y!
primera componente tenga un valor que yace entre vx b4
v, t dvx y la denotamos por

f(vx)dvx . - - {54)

Posiblemente sea &sta la primera vez que se introduce en fisica el concepto
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de probabilidad para tratar el problema mecSnico de muchos cuer-

pos.

Lo mismo puede decirse para las componentes vy Yy v, cuan-

do las dos restantes no son conocidas; la funcién de distribucién
de probabilidad debe ser la misma gue antes f(vy) Yy f(vz)
puesto que no hay ninguna direccifn privilegiada en el espacio.
ﬁo es sin embargo evidente gue la probabilidad de que la molécula
tenga velocidad v

sea f(vy)dv cuando se conoce V-

Y Y
En general, o esperaria que fuese de la forma gV, vy)dvy.
Maxwell supuso

que esta independencia de las probabilidades era clerta eh la’ teo-
rfa de gases y este es el punto flojo de su demostracién»eﬁ 1860; .
&1 se dif cuenta de éso. N&Stese que la independencia de_fisiprqif
babilidades no'es_consécuencia de las leyes de la mecéhigggpiqgéf'
simetrfas, se trata por el momento simplemente de una suposiq;§n¢'
plausible, ad hoc.

El vector velocidad v que resulta de v

r Vor V

x' Vyr Vg PeETtenece

al elemento de volumen dv,dv.dv, del espacio de velocidades y
la probabilidad de que el extremo de 3 sea encontrado en este

elemento de volumen es igual a

f(vx)f(vy)f(vz)dvxdvydvz _ (55)
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usando la suposicién'de la independencia de las probabilidades. To-
mando en cuenta la isotropia de todas las direcciones de la velo-
cidad, y entonces el hecho de que todas son igualmente probables
podemos introducir una nueva funcidén F que depende sdlo del ﬁédu—

lo de la velocidad. Aasi

3

F(v) 4 v con d3v = dvx dv dvz

Y

es la probabilidad de que la particula tenga velocidad v en el

elemento de volumen a3v. Comparando (54) y (55}, encontramos que

POdvZ + w2 + VD) = £V E()E(,), - (56)

i
] 5
Para determinar las funciones F y f de la ecuacidén funcio-

nal anterior podemos proceder como sigue: -

a) Diferenciacién logarftmica de (56) con respecto a V. :

v) _ X (57)

b) Introducpién de las abreviaturas

£'(v,))
_ 1 F'{v) _ 1 x
e(v) = v Fiv ¢(Vx) = ;; “?T;;T (58)

y entonces (58) toma la forma

2(v) = $(v,) (59)
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c) Diferenciacién con respecto a vy o v, conduce a

g'(v) =0 , ¢(v) = const.

Suponiendoc gue la constante vale -2/c2, encontramos en vista de

(59) que también tenemos ¢{v,) = —2/:::2 y de acuerdo con (58)

dznf(vx) 2vx vi
av,, =-—2—-yasimf(vx)=A-—2--
a a
. A
Poniendo e = a tenemos
2

-Vx/az
f(vx) = ae .

L
i
{

El resultado es Yonito, se encuentra que la progabilidad estd dada
por la forma standard de las- leyes estadfsticas, ésto es, por
la funcién de distribucién de errores de Gauss. El valor mds pro-
bable de la componente v, es Vv, = 0, y las desviaciones de €1

.se_distribuyen simétricamente hacia cada lado seglin la curva de

probabilidad de Gauss.

La constante a puede ser determinada de la condicifn de que
existe la certeza de que Vi tiene alglin valor entre -« e o,
Luego

J f(vx)dvx

-

1.



-84 ~ CBPF-M0-003/88

Atn cuando las velocidades de las particulas estin acotadas, he-
nos iqtroducido limites de integracifn infinitos; esto es posi-
ble porque la distribucibn f decae exponencialmente
y se hace despreciable para valores suficientemente grandes de

la velocidad. De alll sigue que
2

o[

dv, = aa/r y ehtonces la normalizacidn es

a= 1/3/?“"

Estamos interesados en la fraccidp de partfculas dN/N cuya
velocidad tiene una magnitud entre v y vidv, sin importar su

direccin. © sea, nos interesa

ﬁ%% = J aa v2F(v). K

-

Entonces, fa que Jdn = 4r, al integrar sobre las direcciones

hallamos ' .
2 _2,2
an = 4N (¥ tvi/et dv | (60)
T - @
gN ¢ .
dv _

R
<

Q
&

Figura 13

‘@ resulta ser el valor mis probable de la velocidad (se obtiene

f;hall&ndo el mSximo de ($60)).. ..
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estf{ ligado también a la velocidad media cuadritica:

a
Ve AH-342. (61)
°.
De ( 61)
F;=|;7=‘§-a (62)
Oosea V_ > a = vp.

NStese que la velocidad media cuadrética esti promediada es-
pacialmente (i.e. en el espacio de velocidades) sobre todas las

mol&culas y ademis estd ligada a una magnitud fundamental: la
K. En efecto

energfa cinética media de las moléculas

K =E% nv?
asf que
XK_1¢1_ 2 _me2_m 2
NTRLZ™ =R v =3 )
y entonces _
- .2
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gue relaciona la velocidad mis probable con el valor medio espacial

de la energfa cinética.

3.3. Hip&tesis Ergfdica

Resumiendo: Tenemos dos teorfas: a) Una teorfa cinética

(de Clausius) que nos da el valor medio temporal de la energfa ciné-

tica

<K>=%pV=%RT

b) Una teorfa estddistica (de Maxwell) que da el valor medio espacial

de la energfa cinética

O sea, en la teorfa de Clausius promediamos temporalmente y 1li
gamos el promedio temporal con el concepto de temperatura empirica.
pvV es la definicifn de temperatura. ¢CS6mo se introduce la tempera-
tura? Con el termfmetro de gas. Las magnitudes se introducen por
la forma como se las mide. La temperatura se mide con p y V.

Lo que ha hecho el senor Clausius es dar una interpre-
tacién microscbpica de la temperatura. La temperatura medida por
el pV representarfa en una teorfia (la teorfa cinética), el prome-

dio temporal de la energfa cinética. En cambio en la teorfa del
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" benemérito Sr. Maxwell, el promedio espacial de la energfa cinética

est8 ligado al concepto de velocidad més probable para una molé&cula.

El postulado fundamental del ergodismo es:

=

<K>» =

Maxwell lo admiti&, resultando entonces que

R .
% Ma? = % RT | (63)

de donde la velocidad m&s probable para una molé&cula de un gas,

en funcifén de la temperatura es

y reemplazando en ( 60 )

_ mv?
ay = 48 _Mv? R (64)
v 2RT
o en funcién de la engrgia cinética e::% mvz_
- £
an = 18 —(%7 e KT ac (65)

donde se ha reemplazado
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E = k
m

Ak

=N'

La relacién ( 63) que tamb’&n puede escribirse en la forma

v %k‘l‘,

Fm v o=
juntc con el teorema ergSdico, tienen consecuencias muy interesan-
tes (ver apéndice 3).

L3

3.4. Teorfa de Boltzmann

'
Lo que se trata de hacer ahora es demostrar la ley de Maxwell

evitando el postulado de independencia de las componentes de la

velocidad. (Lo anterior no significa que la distribucifn de Maxwell

haya perdido utilidad, es muy importante en la teoria del transpor-
te; se usa en el estudio de viscosidad de gases, en la teoria del
transporte de neutrones en la pila atdémica y en toda la teoria del

transporte de moléculas}.

El primer intento en este sentido es el de Boltzmann, pero la
verdadera mec&nica estadfstica nace con Gibbs quien define una pro-

babilidad compatible con las leyes de la mecédnica.
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La gran virtud de Gibbs es dar el concepto de probabilidad
‘basdndose en un teorema mec8nico, pero debemos ser cautelogos -porgue -
esas ideas se aplican en mecadnica clasica donde tiene sentido un
espacio de fases,pero no velen para un sistema cudntico. En el caso
culntico los teoremas-son anilogos perc no son en el espacioc de

fases.

En estas circunstancias la inica posibilidad de obtener las distri-

buciones tanto clésica como cufinticas es:

1) Ver ordenadamente cémo se obtienen las distintas diastribu-

ciones mediante un método combinatorio.

2) Justificarlas por comparacidn con el experimento.

{

Mé&todo combinatorio:

Trataremos de ver ahora c6mo mediante una teorfa combinatoria
aparece ficilmente la nocién de probabilidad, pero todavfa no tiene
nada que ver con la mecincia, no tenemos todavia movimiento de un

sistema en un espacio determinado.

' Es claro que nos Vemos obligados a estudiar distribuciones de
tipo cufintico para poder definir las funciones de eéstado de sistemas
cusdnticos y &sto nos lleva al estudio sistemitico de las distribu-

ciones con mé&todos combinatorios.

veremos 8sto primero y daremos luego la justificacifén. Esto
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nos va a dar una idea de cufles son las distribuciones y podremos

trabajar con &llas. Lo demis es un problema de justificacidn.

%54,1 Digtribuciones

Sean n celdas (1, 2, ...,i,...,n), cada una de €llas dividi-
da a su vez en g, sub-celdas. Consideremos los siguientes pro-

blemas:

1.~ ¢De cuintas maneras es posible distribuir N ‘objetos

6 ¥ [
distinguibles de modo que haya a objetos en la celda i?

1

La respuesta es (ver apé&ndice 4) -

0) _ N! 21 22 an .
D - a'gl g, .- 9, (66)
1. 2.... n‘ .
a
n gkk
=N' [ ——
= '
k=1 ak.

2.- ¢De cudntas maneras es posible distribuir N objetos
indistinguibles de modo que haya a; objetos en la celda i con
la condicién de que no pueda haber mis de un objeto en cada una

de las g9; sub-celdas?
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La respuesta es

I
k=1 a, ! (g, -a,)!

n S - N
__Q(l) - -7k

3.~ ¢De cufntas maneras es posible distribuir N objetos
indistinguibles de modo que haya a; objetos en la celda i sin

condicién acerca de la ocupacién de las 9y subceldas?

La respuesta es

n f(a,+g,~1)! . .
pf2) o 7§ _k°k . - (67)
kel a, !(g, -1)!

A continuacién veremos cémo estas f6rmulas combinatorias nos per-
miten describir la estadfistica de sistemas de partfculas indepen-

dientes (es decir, sin interaccifn entre £llas).

a, representa el nfimero de particulas que tienen una deter-
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minada propiedad denotada por el subindice k, por ejemplo con

una energfa €y i D(O), D‘l), D(Z) dan lo gue se llama en mecé-
nica el nfimero de complexiones. Una complexifn es un determina-

do arreglo.

»

En las tres distribuciones anteriores imponemos las condicio-

nes de conservaciéfn del nfimero de partfculas N

L

a. =N (68)
k=1 X

y de conservacifn de la energia E |

a e, = E, | (69)

f
<

El método combinatorio esga basado en admitir a priori que todas
las complexiones tienen igual probabilidad. Esie "postulado de
igual probabilidad a priori" no puede demostrarse en base a las
leyes de la mec&nica, pero es com?atible con las mismas. Las
cantidades D son funcién del conjunto de valores Agr Byreeesdy

y dan el nfimero de complexiones que corresponden a ese conjunto.
Como se supone que todas las complexiones tienen igual probabili-
dad, él'conjunto aqs 834 +e-y @, que aparecerd con mayor frecuen-
cia es aquél que hace m8xima la funcidén D correspondiente. Este

conjunto que hace mixima la frecuencia es el que se identifica con

la distribucién que corresponde al equilibrio termodinémico.

Para hallar las distribuciones correspondientes al equilibrio



termodinfimico se calculan los miximos de las funciones

las condiciones { 68) y (69)
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D con

usando el método de los multiplica-

" dores de Lagrange (ver apé&ndice 4). Asi se encuentra que

(0)

para D
g
a, = ——k _ Maxwell-Boltzmann
Cl"'ﬂﬁk
e
para Dtl)
9
a. = K Fermi-Dirac
k t!"'Bek “
e + 1 '
y para th)
:
L
a, = a¥e, Bose-Einstein i - {70)
e -1

donde o y B8 son los multiplicadores de Lagrange de N y E,

respectivamente. Esas f6rmulas pueden agruparse en una sola
FD
9 1 -
a = aFhe, a =¢ 0 MB (71) .
e + a -1 BE

Lo interesante es que existen partfculas fermifnicas, es de-
cir, tales que en cada casilla puede haber una o ninguna, Yy también
bosones, es decir, tales que en cada casilla puede haber cualquier

n{imero.



CBPF-MO-003/88 94 -

Estc no lo hemos justificado, simplemente las hemos llamado
distribuciones de M-B, de F-D y de B-E. Debemos ahora identificar
qué tipo de caracteristicas determina que una partfcula satisfaga
una u otra distribucién. Por decirlo asi, debemos indicar la

raza de la particula.

Se convierte &stc en un problema antropolégico; es decir,
tengo tres tipos de individuos posibles, tres tipos de distribu-

ciones, Iquiénes satisfacen a cada una de &llas?

b

ok

Pauli fue el gran antrop6logo que tuvo la enorme habilidad de
encontrar la caracteristica que determina cual?s partfculas son

fermiones y cudles bosones.

La regla general, segfin Pauli, es: "Las partfculas que tienen
spin semi-entero son fermiones, las que tienen spin entero son

bosones."”

Son fermiones los electrones, los protones, los neutrones. Son
bosones el fotén, el fondn, el mesbn pi y, si existe, el gravitén
(ain no se ha detectado, pero se sabe que, de existir, debe tener

spin 2).
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Veamos como se determinahlas cantidades g, en (71). Para
los tres casos se hace en la misma forma. Para &llo trabajamos
en el espacio de fases u; en este espacio cada punto representa
la posicifn y momento de cada particula y las N particulas for-
man una nube de puntos. .Cada elemento del espacio u es un peda-

citc de nube.

Supongamos que el sistema de N partfculas es un gas conteni-

do en un volumen V.

El elemento de volumen de espacio u ocupado por las moléculas

cuycs momentos esté&n comprendidos entre p v p+dp es

ae = 4nvp2dp. (72)

Pero como la energfa de la partfcula es
2
e = &=

entonces

m
P = Y2me y dp = de
Y2me
y reemplazando en { 72) obtenemos

aqg = 47Vm Y2me de

gque da el elemento de volumen de espacio ocupado por aquéllas
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moléculas cuyas energfas estén comprendidas ente ¢ y ¢ + de.

- Pero g, es en (71) el nGmero de celdas en gque se reparten
a, moléculas de energfa 2 Ese nfimero se obtiene dividiendo
dgs por el volumen elemental de espacio yu, gque llamaremos (au)k.
Admitiremos por ahora, y luego lo demostraremos, que Ay es el

misme para todo el espacio u.
Entonces

_ 47Vm v2me

—————— de

Ay
y reemplazando en ( 71) se obtiene

42Vm Y2me 1

ﬁl-l. e3+85 : a de- (73)

dN =

i
5

Para determinar los valores de o, B y Au en la ecuacidn ( 73)
en los casos a =0, -1 y 1 usaremcs las distribuciones de

Maxwell, Planck y la ley de Richardson, respectivamente.

Esas leyes ya eran conocidas cuando se aplicé el m&todo combina

toric pero veremos cSmo se obtienen sistemiticamente a partir del

mismo.

Veamos el caso a = 0.
{ 73) puede escribirse

47Vm v2me

aN = " e ® e BE g¢ . - (74)
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Si integramos entre 0 e e« = tiene =

N= AV oo [ g7Be T
o

o expresando la integral mediante la variable adimensional u = Re
se tiene
N = M e_u J e-u ul/z du
su 8 VB o
pero
J e ul/? qu = r(3/2) = 3 raa/2) = @
o i
l't
y entonces
N = 2avm YZ2mm e—a
Ay B VB
de donde
e 8 = Ay BYE N
2sVm /21
y reemplazando en ( 74) se tiene
dn = 28N VBe  ~Be 4. | (75)

v /7

NS6tese que Ap se simplifica y no aparece en la f6rmula final.

!
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Para que esta distribucién coincida con la de Maxwell (ec. (65) )},

debe identificarse

Si en (75) reemplazamos ¢ = -;--mv2 obtenemos la distribucién de

M-B en velocidades dada por ( 64).

Caso a = =-1.

Consideremos un gas de fotones. Un fotSn se caracteriza por

tener masa en reposo nula:

m=20, _
energla )
e = hy Einstein
y momento
p = %} Compton, ' :‘7g),

Ahora g vya no esti dado por la f6rmula (73}, pues m = 0.

Hasta la ecuacién (72) o sea, hasta

dg = 4xVp? dp
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todo anda bien, pero ahora no se puede emplear la f&Srmula que
relaciona el impulso con la energfa cinética; debe emplearse la
relacién de Compton (76 ). Con ésta, la ecuacién (72) se escri-

be asi

. 3.2
aaq 4“Vh3v dv .
C
y entonces
32
Cc Ay !

Reemplazando en { 71) se tiene

32 " '
47Vhv -y
dN = — dv . ' (77)
C Ay ea+Be -1 e .

El nimero de fotones en el gas no es constante y por lo tanto
no se puede aplicar la condicidn Zak==N. Si se vuelve a hallar el
maximo de (67) sin la condicidén (68) se llega a una expresién como

(70) con a=0. Esto significa que no considerar (68) es equivalen

te a hacer a= 0.

Con esta consideracifn, ( 77) se reduce a

aN 4xvh3v? 1

- dv . | (78) -
c3au esﬁv -1

Si se multiplica dN. por hv se gbtiena la energfa total de los fo-

tones con frecuencia entre v y v + dv 0 sea



CEPF~-MO-003/88 A

P

hvaN = Vu dv . (79)

donde la densidad de energia u, es la famosa u, de la teoria

de la radiacifén. Reemplazando (78) en (79) obtenemos

3.2

4rh”v hv B
u = . _ (80)
v Cgﬁu eBhv__ 1

Esta debe ser la ley de distribucibn espectral. La ley de distri-

bucién espectral, tal como la enuncif Planck es

Uy = 3 -ﬁv/kfz* i ' By

Esto nos dice que para hacer que (80) y { 81) coincidan es
L

conveniente

1) hacer Ap = h3 -

2} hacer g

1/kT

3) multiplicar el segundc miembro de ( 80) por 2.

El argumento en que nos basamos para justificar la multiplica-
¢ién por un factor 2 es el siguiente: Se debe tener én cuenta gque
adem&s de la variable p (porque nosotros calculdbamos solamente
lo que pasaba con el impulso lineal de la partfcula, es decir, el
de era solamente diferencial en el espacio de los impulsos y coor-

denadas), estd la variable de spin y los fotones pueden tener spin
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t1l {(puede tener dos estados de nolarizacidn Asi gque para
' cada valor de energia (o de la frecuancia) puede haber dos esta-
dos. Por élloc hay gue multiplicar pdr dos y en el caso mis gene

ral vor el nimero de estados correspondientes a un mismo impulso.

Pero Planck al deducir ( 81) no sabfa lo qgue era el spin,
ni tampoco la ley de distribucién de Bose-Einstein. EIl no dedujo
{ 81) mediante una f6rmula cufntica, porque, ic6mo iba él1 a usar
una f6rmula cudntica si &l es el inventor de la mecdncia cuintica!l

Lo que estamos haciendo es ajustar las, f8rmulas combinatorias a

una distribucién conocida.

Vemos asf gque la distribucifén ( 80) para fotones es exactamen-
te la f6rmula de Planck al tener en cuenta los'dos estados que

puede tomar el spin del fotén.

3
Una podria prequntarse por qué no se tomd directamente ﬂu=-h§-: pues bien,

1o que se estd haciendo es una teoria y ésta debe acercarse los mas possible a

lo que se observa y justicarse consistentemente. Y 8i se toma

— 3
Ay = 35%73 ? Podria ser, Zpor gqué no?, pero ental caso no se
obtiene la 1ef de Planck y nosotros creemos en Planck. Ahora bien:
es posible que mafiana venga alguien y diga: iNo!l, la ley de Planck

no es cierta, la verdadera es
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iy si! ..., puede ser asi, por qué no? Disminuyendo el denomi
nador y multiplicando el numerador... tal vez se logre obtener
valores numéricos parecidos! Peroc cémo justifica plausiblemente.

elh3.93? Si fuera posible justificarlo, imagnifico! . -

La ciencia se compone de un conjunto de justificaciones

plausibles y de hechos experimentales realizables.

Hemos tomado un esquema combinatorio; mediante hipStesis mi&s
© menos plausibles hemos llegado a una fSrmula que es parecida
a la de Planck. Luego tuvimos gue hacer algunas hipStesis m4s

para ajustarla con la de Planck.

Frecuentemente los textos de mec&nica cuaPtica hacen una
aseveracifn tramposa al decir que "demuegtran“‘la f6rmula de
Planck... Pero no demuestran nada la f6rmula de Planck. Lo que
hacen es tomarla como patr8n y calibrar la férmula estadfstica

con &lla,

La gran demostracifn de la f6rmula de Planck fue dada por
Einstein, por un método genial que satisface el principlo de corresg

pondencia.

El método. de Planck €S un poco sucio, pues €1

aplicod la mecénica estadistica clésica, pero reemplazé las inte-
~Be '
i

grales sobre las energfas, por sumas infinitas .Z e basta que
i

encontr6 que la suma de una serie geom&trica (e; = ieo, i entero)
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conducfa al resultado deseado. Pero lo gue salvaba a su férmula
no era la demostracién, sino la experiencia. Bueno, |y esa es

la ciencia!

Si hubiera supuesto gue la serie era una serie de Dirichlet
tal vez tampoco hubiera tenidoc inceonveniente alguno en sumarla
pero no habria conducido a la férmula que describe correctamente

el espectro de un cuerpo hegro.

Planck nunca supuso que la energfa de un oscilador fuera mGl-

tiplo entero del quantum elemental = ihv. En ningﬁn libro

E

i
salvo en el trabajo original de Planck se dice ésto claramente.
:C6mo Planck, que es el genitor de la teorfa, antes de nacer el

chico va a trabajar con &1? H

Después de estos confusos argumentos Planck llegé a la siguien-

te f&6rmula

que como tenfa que ajustar con la ley de Wien de la termodin&mica

fenomenolbgica que dice que

u = v2KT £ (EX)
v c§ kT
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donde f era desconocida, Planck tuvo que admitir que el mfnimo
de energfa que interviene en la progresifn geométrica debe ser
proporcional a v y entonces puso e, = hyv, donde h es la

constante de proporcionalidad.

Nunca se imaginé Planck que esa constante iba a ser el nfime-

ro n de la fisica. Lo gque tuvo Planck de virtuoso fue conseguir

un ajuste perfecto de los datos experimentales.

El Ap = h3

se elige por lo tanto para que la ecuacibn { 80)
coincida con la férmula de Planck. Una vez que se sabe que Au==h3,
porqué did la formula de Planck, entonces la Qente dice:

" .. ahhh! claro! ¢C6mo no iba a ser el tamafio de la celda del

orden de h3_?! [Pero 16gico! h es el valor de la fluctuacibn

en el espacio yu, porgque por el principio de incertidumbre debe

ser
A X AP 2 %ﬂﬁ

y celdas mis chicas que &sta no pueden existir®.

Se podrfa argumentar: "Pero que flojol!: son justificaciones
en base a una f8rmula conocida..." Y bueno, ¢qué quiere?, jASI

ES LA FISICA!

¢Prefiere lo que dice Tolman, cuya hip6tesis fundamental im-

plicita consiste en elegir todas las casillas de igual tamano e
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igual a h3? ¢Pero por qué?! | Hay que mostrar la cocina del asuntol:l
!
Claro:'la sala es m8s linda, pero si usted quiere ver comoc estd

hecha la comida tiene que ir a la cocina!l

g es igual a 1/kT simplemente porgue para gue la ecuaciln

(80 ) coincida con la f6rmula de Planck debe ser 1/KT.

. La gran justificacién de la distribucién de Bose-Einstein es

que da la ley de Planck.

Caso a = 1. '

Partimos de ( 73) ya reemplazando 4y = h3. Entonces

f
aN = 4an3v§me 1 de . . (82}

h e®¥Be 4 4

Para electrones se debe multiplicar &sta por 2 porque existen
dos estados de spin (spin i:%) pafa cada valor del momento p.
La densidad de electrones (ntimero de electrones gue en la unidad

de volumen tienen energfa entre ¢ y ¢ + deg) es:

Y2 8n m3/2 Ye
3 © "atPBe ’ (83)

ple)
h e + 1

donde, B8 = 1/KkT. En general en toda la mecénica estadistica
cudntica el multiplicador de Lagrange B8 gue corresponde a la con-

servacién de la energfa es igual a 1/kT. Esto debe ser asi porque
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en el caso en que el volumen tiende a infinito, la distribucién

debe coincidir con la de Maxwell-Boltzmann.

Como explicaremos més adelante, o debe ser negativo, asf

que escribimos o = - y con y > 0, y llamando
Em::'fkT>0

la f6rmula ( 83 ) puede escribirse como

ple) =

3/2 PR ' . '
vYZ 87.m ::/'e_ - | (84)
m

h3 e~

e kT + 1

Se comprende ficilmente por qué o es neéafivo; Bi ¢ - em
fuese siempre mayor que ceroc entonces siempre tendrfamos pof{e) = 0
en T = 0, que es precisamente la caracteristiéa de las partfculas
de Maxwell. La diferencia con el caso cufintico es que para T = 0
puede haber una densidad diferente de cero, lo cual se puede ob~
tener si la constante o es negativa. Es decir,aquf mostramos

que si se gquiere una densidad distinta de cero en T = 0, entonces

debemos tener a < 0.

La ecuacifén ( 84 ) se representa gr&ficamente en la Fig. 14.
Para T # 0, p(0) = 0, crece luego con € perc comc el denomina-
dor crece exponencialmente la curva vuelve a caer y tiende a cero

en forma exponencial cuando ¢ + », Para T = 0, 1la ecuacibn (84)
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s6lo tiene sentido 81 ¢ < e {Fig.15) y es una parébola. Para
€ > €pr p(e) = 0. A medida que la temperatura aumenta, la curva
del gr&fico 15 tiende a la del 14,

»t »

&

l

T - - —
e g oy Y e

o
o
™

Figura 14 . Figura 15

Esto es muy interesante porque el frea de esé‘curva debe represen-
‘tar el nfimero total de eleqtgdhes (inclﬁboﬁpafp-%Tv=?ﬂ)i££Pﬂede
haber electrones con energ¥a diferente de cero cuando. T=0? 51,
claro, aquéllos cuya energia e satisface e < eq- Esta es la
diferencia entre la estadfstica clfsica y la cuéntica: en la cla-
siéa, en T = 0 no hay energfa cinética, no hay movimiento, mien-

tras que en cuintica sf lo puede haber.

Aplicaremos ahora estos resultados a2l caso de la emisifn ter-
moidnica desde metales. El metal serd descrito mediante el modelo
de Sommerfeld gque consiste en suponer un gas de N electrones libres

encerrado en un volumen V.
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Veamos ahora cuil es la energfa mixima que pueden tener

[-]
los electrones a 0 K.

La densidad a 0°K est& dada por

r
/78m3/31r/3 0 < <
N 3 £ < ¢

0 €E > g

M.,

El nGmero de electrones libres por unidad de volumen en el metal

debe ser
© : 3/2
N pqerac - Z8n2 i
v P 03 372 | ,
o e
de donde
_ ﬁ , 9Nz)l/3
*m  Bm ‘2.2
nV

y vemos que la energfa maxima depende del nfimero de electrones
libres por unidad de volumen. Pérb el n@mero de electrones libres
por unidad de volumen (los metales tienen ¥ ladelectrones libres

por atomo) es una constante para cada metal Y entonces € seré

una constante para cada metal.

Para estudiar el efecto termoifnico reescribamos la f&rmula

( 82) donde ahora sabemos cufinto valen todos los parfmetros gue

allf aparecen:
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IR bl
_3 B"Em

kT

e + 1

aN

51 en lugar de trabajar en el espacio de energlfas calculamos
el nfimero de electrones que tienen velocidades comprendidas entre

Ve Y vx+dvx, vy y v +dv_, v Yy vz+dvz, la (85) toma la

Y y 2
forma
3
2m 1
dN = dv. dv._ dv_ .
h3 €= X Y z
e kT + 1

Nos interesa escribir dN en esta forma porque gueremos cal-
cular la corriente emitida en una direccifn normal al metal. (Fig. 16).

Torando la direcci®én x c¢omo normal al metal, esta corriente estard
-

dada por

dJ = evx dN.

vy y v, pueden tener cualquier valor pero Vy necesita

un valor mfnimo para superar la barrera de potencial ¢ del

B
metal. La energfa cinética tiene que ser tal que el electrén
pueda alejarse indefinidamente. Esa energia minima debe ser tal

gue
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Ew
Y e

metal vacio

0
- X

Figura 16

La densidad de corriente estari dada entonces por

' 3 v
_ 2m”e X .
J = 3 J av,, J dv,, J av, +——r — . (86)
h m \
-7 - vxo kT
e + 1

La difesrencia entre la energia minima gue necesitan tener'. los
electrones para salir del metal y la energia m&xima que tienen |

a 0°K es lo que se llama FUNCION TRABAJO del metal. Ver Fig. 16.

JE7Em) /KT (€™ ) /KT

Pero 2 y para el caso de las ldmparas cuyos  fi-
) BB-em/kT T 7
lamentos trabajan a 800 & 1000°K, e « 4 x 10° »>> 1, asi que
podemos aproximar ( 86) por
3 © « o Eln'-E
=.2me e KT
J = h3 J flvy J dvz J dvx vy © (87)
@ oo v
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Y Ya que
1 2 2
e=§-ﬁ(vi+v 'l'Vz)

la ( 87) queda

2 : 2
R sm o mv - mv, - mv,
J = 2m3e eEﬁ J e T dv J e <kT dv J e 2kT v dv
h Yy z X
Ll - V_XO
pero
- mv2 - m 2
—2—X -{ v.,)
kT _ | 2kT 2KT "y’ m
J e dvy = _ET'J e af( KT vy)

en 2 lo mismo, y la integral en v es inmediata:

X
2 2
o -mvx _mvxo
2kT kT 2kT
J e vxdvx =7 ©
v,
Xo
"=m e
asi que
£_—E
3 m B

J = 2m~e 2vkT kKT kT
= ‘——--—e ——
h3 m m
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y como por definicifn

es la funcibn trabajo, resulta que

3 = 4nmek2 o2 e-ew/kT

h

Esta es la famosa f6rmula de Richardson y tiene una historia

muy interesante (ver p.e.: L.H. Hoddeson and G. Baym, 1980} .

.Edison fue el primero en supbner gue un alambrelcaliente emi-
te cargas eléctricas y Richardson interpretd ese fendémeno como
siendo evaporacidén de electrones. &l calentarfgl metal los elec-
trones adquieren energia cinética y se evaporan como un gas y éen-
tonces calculando con la estadistica de M-B Richardson obtuvo su
famosa ley pero con Tllz. En 1918 se le ocurrid una demostra-
cidon de tipo termodinamico, independiente .de cualquier. modelo so-
bre la estrutura de la materia, v llegd a }a:iley .con T2. Cual-
quiera de las dos anda bien con la experiencia y si uno pone TB
tammbién anda bien, porque lo que predomina es el término expo-
nencial, pero 8i la termodinamica fenomenologica dice T2 no pue-
de ser Tl'{z. La estadistica de M-B falla, el gas de electrones no se
comporta como un gas de moléculas, entonces se quiere ver queé es-

tadistica siguen los electrones, de que raza son y con F-D es co-

mo se obtiene Tz. De ahi nacid la estadistica de Fermi-Dirac.
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APENDICE 1

SUPERCONDUCTIVIDAD: ANALISIS TERMODINAMICO DE LA TRANSICION DE FA
SE CON CAMPO MAGNETICO '

RESENA HISTORICA

Poco tiempo después de lograr la 1iqugfaccién del He, Kamer-
lingh Onnes emprendid el estudio de la resistividad de metales en
el nuevo rango de temperaturas disponible. En 1911, durante una
serie de mediciones realizadas en Hg con temperaturas decrecientes,
halld que a 4.2 X la resistividad se anulaba. Dioc a este fendme-
no el nombfe'de Superconductividad. Esta transicién de un estado
de conductividad "normal® (N} a uno de superconductividad (S) o-
curre para muchos metales y compuestos d una témperatura critica,

bien definida, denotada por Tc.

Inicialmente se pensd que las propiedades ;Lmﬁzndhfhﬁcas:kﬂ
estado superconductor podrian ser descriptas simplemente suponien
do una resistividad p=0. Existian dos motivos para ello: pri-
mero, las mediciones directas de p indican que su valor cae  por
debajo de cualquier nivel detectable y segundo, porque al introdu
cir un superconductor en un campo magnético H se inducen corrien-
tes superficiales persistenies (sin disipacion) que impiden la en
trada de lineas de campo B dentro del superconductor. En este sen
tido el superconductor se comporta como un diamagnético perfecto
con una susceptibilidad x =-1/47, puesto que B= H+ 41M =0 en su

interior yM = xH.

En 1913 Kamerlingh Onnes descubre gque si por un superconduc-

tor se hace pasar una densidad de corriente mayor que cierto va-
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lor ecritico, la superconductividad es destruida (ocurre una transi
cidén S+ N). En 1916 Silsbee muestra que el factor que . determina
esa transicién no es la corriéente en si, sino el campo magnético

asociado.. con ella.

En 1933, el resultado de una famosa experiencia de Meissner vy
Ochsenfeld mbstré que la condicidn p=0 no es suficiente para des-
cribir el comportamiento electrodinamico del estado superconductor.
Como se menciond ahtes, esta condicidon permite entender la induc-
cidén de corrientes persistentes cuando el material se enfria pri-
mero para hacerlo superconductor y deépuéa se lo somete a un cam-
po magnetico, el cuél no consigue'peneérar. En la expériencia de
‘Meissner y Ochsenfeld piadimero se aplica el campo H él material en
el estado normal, donde por supuesto penetra (las corrientes indu
cidas por la variacidn de campo magnético son n$pidamente disipa-
das). Despuzs, sin variar H, el material es enfriado. Se cobser-
va que al ocurrir la transicién N+ S, a una températura critica
que depende del campo aplicado, 'I'c. (H), el campo B es expulsado del
interior del superconductor. Evidentementé este resultado no pue
de explicarse con la Unica hipotesis de que p =0, puesto que no
hubo variacidon de H para inducir corrientes capaces de cancelar el

campo B en el superconductor.

Las ecuaciones fenomenoldgicas de London (1935) describen las
propiedades electrodindmicas de los superconductores: la resisti

vidad nula y ademas el efecto Meissner.

La teoria cuantica de la superconductiwvidad en metales fue de
sarrollada por Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) en 1956. La
teoria cuantica de los superconductores ceramicos de alta tempera

tura no ha sido todavia totalmente desarrollada.
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VARTABLES DE ESTADO

La descripcidon termodinamica de la superconductividad en tér-
minos de la variables H y T es posible en virtud del efecto Meiss-

ner. Veamos por queé.

Ya mencionamos que un campe magnético es capaz de destruir la
superconductividad. Podemos trazar el diagrama de fase correspon -

diente (Fig. 1), donde la curva H(T) separa las fases normal y su-.

1

L L

perconductora. Consideremos primero la experiencia que consiste
en ir del punto B al punto A pasando por el punto E. El1 material
en el estado N a la temperatura Ty ¥ con H= 0, es enfriado hasta
la temperatura T, <T_ (donde es S).  Se aplica luego el campo H, 'y
el flujo magnético no penetra en el material., Esta secuencia se

muestra esquematicamente en la Fig. 2.

En la experiencia de Meissner, en cambio, se sigue el camino

~B+D+A. O sea, se aplica piimerc el campe HA en el estado N a la
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temperatura T}, Luego se enfria el material desde la temperatura TB

hasta la temperatura T Sorprendentemente, como se enfatizd mas

E.
arriba, el campo B es expulsado del interior del superconductor al

pasar por TC(HA), de tal forma que el estado final es el mismo

(Fig. 3).
B E ' A
T>T, TeT,
H=0 H=0 T<T,
He O
Fig. 2 &
B D A
(]
T ’Tc 1'>'|"=
H'O “lo T‘Tc
Fig. 3. . He O

Concluimos entonces que el estado del sistema depende -solamen-
te de Hy T y no de la historia del sistema. - En otras palabras,
el estado final no depende de la secuencia en que se aplica el cam
pc H y se baja la temperatura. Las variables Hy T deteaminan el
estado del sistema y entonces pueden usarse como varlables termodi

namicas.
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ANALISIS TERMODINAMICO DE LA TRANSICION SUPERCONDUCTORA EN PRESEN
CIA DE CAMPO MAGNETICO

-

Consideramos una muestra cilindrica de material deéntro de un
solenoide que genera un campo H, todo inmerso en un criostato con
He liquido. Consideramos un ciclo como el de la Fig. 4. Partimos

del punto A.

Fig. 4
El trabajo para establecer un campo H en un solenoide vacfo

es

H
W (solenoide) =‘J 4= 4B = H/(87) . w
o

Cuando el solencide tiene un nicleo el trabajo es
W(solenoide + niicleo) = J %% dB = H?/(81) + IH dM {2)
)
ya que B=H+ 4mM. El término H2/(8r) aparece en ambos casos, en-

tonces decimos gque ffidM es ‘la energia que se requiere debido a la

. presencia del nucleo. A lo largo del camino A+ B la susceptibili-
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dad es ¥ =-V/(41) donde V es el wolumen de la muestra, luego M=-(V/47)H

y el trabajo necesario para ir de A a B es

- (Vv/8m) H''?2 (3)

e
"

AB

Analogamente,

|
I

rz 4
rc = ¢ (v/8r) H . (4)
Cuando el material esta en el estado normal (durante la trayecto-
ria BCDF) su susceptibilidad puede despreciarse y no contribuye al
trabajo magnético. Finalmente, el trabajo realizado durante todo

el ciclo es

A A rrz| _ v dn®
L—STT[H' -H ]_--g?_d-’..[‘_e (5)

donde 6=T"'" =77,

Analizamos ahora la cantidad de calor intercambiada durante el
ciclo. Al atravesar el punto B se transfiere una cierta cantidad
de calor Q’’ (necesaria para destruir el estado superconductor),
hay una transformacion de fase a temperatura constante. En el tra
yecto C+D la muestra cede una cantidad de calor cne, donde c,  es
el calor especifico del material en el estado normal. Al atrave-
sar el punto F hay nuevamente una transformacidon de fase, esta vez
del estado N al estado S y el sistema cede una cantidad de calor
Q’. Finalmente, en el trayecto F+A el sistema absorbe la canti-
dad de calor ¢ 6, donde c_ es el calor especifico de la muestra en

el estado S.
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Ahora aplicamos las leyes de la termodindmica. Segln la pri-

mera ley, en todo ciclo cerrado debe ser Q=1, o sea, en este caso

L=Q'"=-Q" +(c,-c)6 | (6)
o
L = [g.% . cs-—cn:le (7)

donde L esta dado por (S).

El ciclo considerado es irreversible porque las trayectorias
C+D y F+A son irreversibles. En efecto, para ir de C a D el sis
tema a la temperatura T’’ es puesto en contacto con una fuente mas
fria hasta que alcanza la temperatura T’. Durante esa transforma-

¢

cidén se produce la transferencia irtreversible de calor cne. Ana-
logamente en el trayecto F+ A se produce la traniferencia irrever-
sible de calor c 9. Sin embargo, estas transferencias irreversi-
bles de calor pueden hacerse arbitrariamente pequehas tomando & su
ficientemente pequeno. ¥ en el limite, cuando 6> 0, el ciclo pue-
de considerarse reversible si admitimos ademas que la destruqcién
del estado superconductor por un campo magnético es reversible. En
ese caso podemos invocar el teorema de Carnot que da el rendimien
to r del ciclo. |

r rr _omr
r=2-1-2 - =T, (8)
Qll

Tl’l’ Tl’l’

Despreciando cantidades del orden de 6° podemos usar (8) para esci

bir
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L =0 T (9)
donde T=T'' =T’ y Q=2Q'’"«Q’. Sigue de .(7) y (8) que

e +c -c =% (10)

y usando la relacidn

aig] -4 _2Q
TdT[T:I‘dT'T (11)
sigue gue
afe] . _ %"
dT T]" T (12)
"
Por otra parte, de (5) y (9) sigue que i
-y an’ g (13)
8 4T T -
o
--ug-L. (14)

De los datos experimentales para H(T) (Fig. 1)}, se ve que en
T=T_ es H=0 y entonces de (14) puede concluirse que Q=0. Ana-
logamente, en T=0 es dH/dT::O y sigue de (14) que agquf también
debe ser Q=0. O sea, el calor de transformacidén Q es cero en T=0

Yy en T=Tc.

Diferenciando (14) con respecto a‘la temperatura y usando (12}~

sigue que
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- 121 =
T2 | 2 C =C
-z‘;— g%] +HZ—‘:}=- = . (15)
i T :

En T==Tc, donde H=0, Ec.(15) indica que

-

A 2 ' Cg=-C : '
& -[% =] - e
T=T T=T
c C

Esta expresidn relaciona la pendiente de H(T) en 'I'==Tc con el sal-
to en el calor especifico a la temperatura de transicién T, con
H=0. Ambas cantidades son directamente accesibles al experimento

y los resultados confirman (16).

La verificacion experimental de (16) es de fundamental signi-
ficado para la teorfa de la superconductividad: En especial mueg
tra que la destruccidn de la superconductivida& pPor un campo mag-
nético puede considerarse como reversible desde el punto de vis-

ta termodinamico.

Finalmente, como la curva H(T) puede aproximarse bastante bien

por la expresidn analitica

] e

sigue de (14) 'y (15) que podemos aproximar

B2V . ) , B
o - | T T
@= 2m I:T] EI--I:T_] J (18)

H 2 g
- Y |_© g
e "% x l-'Tf-‘] [3"-('2 T] | ' -
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APENDICE 2
MAGNETIZACION DE UNA RED DE SPINS 1/2. APLICACION DEL ME.'IOIIJ COMBINATORIO

Consideremos una red cubica simple de N spins 1/2 en un c¢ampo
magnético H cuya direccidn define el eje de cuantizacion. Cada spin
posee un momento magnético gue puede tomar los valores +Uu & -y con
respecto a la direccién-del campo externo. Si hay ny spins con mo

mento U y n; spins con momento -y, la magnetizacidén M es
M= u(n+—n¢) . (1)
v la energia E es

E = - MH- AM%2, =~ (2)
donde el primer término es la energfa magnética de Zeeman y el se-
gundo término es una aproximacidn de campo medic para la energia de
intercambio entre spins vecinos. El parametro A es positivo o ce-

ro para sistemas ferromagnéticos o paramagnéticos, respectivamente.

En términos de la magnetizacion reducida m==M/M0, donde M =N,

podemos escribir

_ 1+m e 1=m
I'l+ = N —2— r 1'1.+ =N T (3)
Yy
E = —HM m - \M*n? . (4)
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El nimerc posible de configuraciones W{(m) que corresponden a
un dado valor de m esta dado por el numero de formas CEf en que

es posible escoger n, spins entre un total de N, es decir
+

1
Wim) = Cpt = —— - (5)
n+1n+!
La entropia S(m) correspondiente, segiin la interpretacidn de Boltz

mann, esta dada por

S(m) = ky; log[W(m)] . (6)
+ L1
Usando la formula de Stirling para la aproximacién de factoriales
y despreciando términos del orden de log(n+) obtenemos
l'.

S (m) = kBN{log(Z) - 5 {11-m) 1og (1-m)+(1+m) log (1+m)]}. (7)

-
J

Para hallar la magnetizacidn como funcion de la temperatura u

samos la relacion termodinamica

™I . ®

ds dm _ 1 dS 1 4dE _ |
amaE "T © @~ Tam - ° (9)
dando como resultado la siguiente ecuacidén transcendente para
m(T):
2
-.HMO-_)LMOm

kBN arctanh (m) - = 0 (10)
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que también podemos escribir en la forma
m = tanh[h+ T _m)/T] | (11)

donde h= yH/T y T_= 2m;/(k3m.

La Fig. 1 muestra m(T) para h=0 y h finito. En el limite de al

tas temperaturas obtenemos la formula de Curie-Weiss

n o= g (12)

T. se denomina temperatura de Curie.

La formula (12), con A negativo, describe también el comporta-
miento de antiferromagnetos en el lfmite de altas = temperaturas

T>> Ty =-T_; aqui Ty s llamada temperatura de 'Neél.

m
1
het O
%
0 ‘.hh‘—r

R

Pig. 1
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APENDICE 3 |
MQYIMIENTO BROWNIANO

Consideremos una solucifn dilufda de N particulas de masa
M en un solvente gque ocupa ur volumen V. El sistema gue vamos
a considerar consiste de las N particulas y suponemos gue la
solucibn es suficientemente dilufda como para que la interaccién
entre las mismas pueda despreciarse en el problema que nos ocupa.
Estas partfculas estdn sometidas a fuerzas provegientes de coli-
siones con las molé&culas del solvente y con las paredes del re-

cipiente.

El virial del sistema de N particulas es

- _ 1
Q= 7<i

12

;. F;> 1)
L _ 11

donde usamos la misma notacién que en la seccién 3.1. Las par-
ticulas que se encuentran en el seno del solvente est&n sometidas
a fuerzas aleatorias tales que

<F.> =0 .2
y entonces

‘Ei . Ei’ = 0 {en el seno de la solucifn) _(3)'

puesto que Ei Y ?i no estin correlacionadas, es decir, las fuer-
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zas a las que estfn sometidas las partfculas en el seno del 1lIiqui-
do son independientes de su posiéi6n. Entonces sflo las fuerzas
de interaccién entre las moléculas y las paredes del recipiente

contribuyen al virial.

En este caso el valor medio temporal de la fuerza gque actfia
por unidad de &rea sobre las paredes del recipiente es igual a la

presifn osmStica (ver p.e. Fermi, Thermodynamics).

de la soluci6n dilufda. Aqui N, es el nlimero de Avogadro. Un
cllculo idéntico al de la seccifn 3.1 conduce a

f
<

. | o S s
y por el teorema del virial

% M v = % kT, *FT{G)
Este resultado general indica que cualquier particula suspendida
o disuelta debe poseer un movimiento té&rmico tal que el valor medio
temporal de su energia cinética es 2— kKT. Para conocer con rds detalle

el movimiento de estas partfculas escribimos su ecuacifn de movi-

miento'

i=Fy o
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donde
F - fiu-.) - c%, . - (8)

f;(t) es la fuerza fluctuante a la cual estarla sometida una
particula en reposo. Cuando la partfcula estd en movimiento
con respecto al solvente se ve sometida a una fuerza adicional que

fenomenolfgicamente se describe mediante una fuerza de friccidn

de la forma —CEi. Esta fuerza aparece debido a gue la frecuencia

de colisiones con particulas de frente es mayor que la de aguéllas

que inciden por detrés.

Usando 31 = ;1 la ecuacibn 4) se-puede escribir como

!
4
L]

-

MY, + Cv; = E (b) {9

cuya solucidn es

: t C
- - {t-t’
Ct/M + % I dt' e M

<4

)
(t) = ¥, (0)e (k. e

i
o

Sin embargo, nosotros no estamos interesados en conocer el

"movimiento détallado de una particula sino desplazamientos promedio.

Asi, en lo sucesivo nos ocuparemos solamente de correlaciones entre

las variables din&micas. Con el afédn de simplificar la discusién

que sigue, supondremos que
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N RS st
F(e) = % ) fi(t) = 0 . ;J%l};
’ i=1
Y que
Tty Frr) = % 21 fi(t) -fi(tl) = B§(t-t') - (32)
i=

donde B es una constante. Por otro lado, por el principio de
causalidad la velocidad en un tiempo t no puede depender de las
fuerzas en tiempos t' .posteriores. asi que

! %

Multiplicando en la ecuacién {(10) por 31(0) mlusando (103 y (12)se

obtiene la autocorrelacién de la velocidad:

T(0)9(0) = $(0)-9(0) e Ct/M o KT Ct/M L

donde se usS el teorema ergbdico para escribir 3(0)2 = <3(0)2>.

Este resultado indica que existe un tiémpo caracteristico M/C

tal que para tiempos mayores la autocorrelacifn de la velocidad

es despreciable.

‘Elevando al cuadrado ambos términos de la ecuacién (10) y to-

mando valor medio se obtiene la identidad
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Esta relacién indica que el coeficiente de la fuerza de friccifn
estd determinado por la autocorrelacifn de las fuerzas fluctuantes,

1o cual pone de manifiesto que ambas tienen el mismo origen.

Calcularemos ahora el desplazamiento cuadritico medio

(3(t)-§(0))2. Integrando la ecuacién (10) tenemos

C

-= t t t’

z =L retn)

2020 =y = s b a | are® T Hen. e
CM e O

Entonces
C t t t t t
=t 1 3 (t )= (t -t.) 5
- -+ 2 _ kM M2 1 1 2 3 4
| (x{t)=x(®))° = —?—(l—e Yo+ PJdtII dtZJd 3J <.=11:4 f(tz) f(t
© o o. ©
(17)
Usando la ecuacifn (12) obtenemos
_ C t t t C C
-3 =t 1 -F(t,~t,) -z({t )
@)~ = ﬂ (1-e M )2 '32] dtlj dtzldt:,‘ o B2 K 32 .
c? o o & (18)
de dondé finalmente
kT '(E: ta B M '% t “ut -
@)-2(0))? = Z (1™ )°+ 2 [t tx (e )le - 3)] :(19)
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o bien
' C S
> -+ 2 6kT 6kTM M t.
(r(t)-x(0))" = o t - =5 (1 - e ). - {20)
C
Para ¢t >> % obtenemos
@(e)-E(0n ¢ - S ¢, (21)

Comc el medio es isotrSpico, el desplazamiento cuadritico medic a

lo largc de cualquier eje coordenado, por ejemplo el eje X, es

(x(t)-x(0))% = 3 @)oo’ =FL ¢

y entonces la constante de difusién D para el .problema unidimen-

sional estd relacionada con el coeficiente de friccifn C mediante

_ 2
D = (x(t)zttp)) - %; . CA223

S§i la partfcula de masa M tiene carga e su ecuacifn de movimien-
to en un campo eléctrico E.a lolargo de la direccién x es

Mx, + cii = £(t) + eE, _ (23)

Para un campo elé&ctrico suficientemente_grande de tal modo que se
puedan despreciar las fuerzas fluctuantes, al cabo de ciertoc tiempo

se alcanza un estado estacionario tal que



- B1- CBPF-M0-003/88

- EE EURNCE
3= . (24)
Entonces la corriente 3j por particula es

E (25)

y la mobilidad u (por definicibn j/eE = x/E} es

“(26)

=
f
Qo

Asf, usando la relacién (22) obtenemos la relacibén de Einstein

V= XT , C(27)
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APENDICE 4

DISTRIBUCIONES

Queremos hallar el nfimero de formas D(gi, ai) en las
cuales es posible distribuir a; objetos distinguibles en g
celdas. El1 nfmero de formas en las cuales se puede colocar un
objeto en g, cgldas es g, porque dicho objeto puede estar
en cualquiera de &llas. Si tenemos un objeto adicional distin-
guible &ste puede nuevamente colocarse de 9y formas diferentes
independientemente de la casilla en la que ya se encuentre el
primer objeto. Por lo tanto, en el caso de dos objetos el nfimero
total de formas posibles es .gi. Este razonamiento puede genara-

lizarse a ay objetos de tal manera que

!
4

%

Ahora deseamos hallar el nfimero de formas M(N, ai) en que
se pueden distribuir N objetos distinguibles en n celdas de
tal forma que haya a; objetos en la celda i, sin distinguir,

sin embargo, entre permutaciones de objetos dentro de una misma

celda. Entonces es inmediato que

M(N, a,) N: (2)
all a2! ess a_l!

ya que N! es el nfimero total de permutaciones de todos los obje-

tos y no reconccemos permutaciones dentro de una misma celda. La
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. N -

f&rmula ( 66) del texto se halla multiplicando estos dos resulta-

dos.

Queremos hallar el conjunto de a; que hace m&xima la ex-
presién {( 66) sujeta a :las condiciones (68) y (69). Es més
c6modo hallar el méximo del logaritmo de la expresibn ( 66), lo
cual es equivalente puesto gque el ldgaritmo es una fundién monb-
tona. Empleando el método de los multiplicadores de Lagrange y
la aproximacién de Stirling para los factoriales, la expresién

a maximizar es
A = NinN-N + Ja eng, - [(a tna;-a;)-afa, - gJa;e; (3

donde los a; se pueden tratar como variables, independientes y los
coeficientes de Lagrange o y B determinarse a partir de las
condiciones ( 68) y ( 69), respectivamente. Asf, de la condicibn

de méximo

N o qa
3a; 0 " (4)
obtenemos
tng; = fna; - o = Bey = 0 (5)
de donde
—u-Bei '('ﬁ)
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NOTAS.
1. En ﬁalgunas“jeX?OSiciones‘ de . Fa termodingmica (Fermi,

Wilson) se emplea el primer principio en cierta forma para definir

la cantidad de calor. Cuando el sistema estf aislado

AU +:L = v
pero cuando no estd aislado, entonces en:géneral AU+ L#¥ 0y lla~

mamos Q (cantidad de calor) a esta cantidad:

AU + L = Q

2. Es costumbre en termodinfmica . aclarar cada vez que se hace
una derivada parcial cuiles son las otras variables gue se mantie-

nen constantes, por ejemplo escribimos .

2U
(EV)T'

¢Por qué? El motivo es el siguiente: Cuando én matemdticas

tenemos una funcibfn de varias variables,'éor gjemﬁlo f(x,y), y se

escribe 32, se sobrentiende que y permanece épnstahte. Si hace-

ax
mos una transformacifn de variables, por ejemploﬂ?_é.y(x;t) en

matemdticas se escribe

£ x,ycx;t)] = ‘g (x,t)

donde g denota que la forma funcional es diferente de £. Y claro,

no es lc mismo
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af 3f, - _ 3g af 3f, 23y
Sp— —— = = —— + —— -
Grly & Gy = 3% = Gy ¥ G¥'x ox
En termodinfimica la gente'se_resiste a cambiar de simbolo -
para denotar las funciones tefmodinﬁmidas qué‘dependen de dife-

rentes variables. Por ejemplo escriben

U(V,T) y también U(S,V)

usando la misma U y entonces al derivar es necesario indicar gqué

variables se mantienen constantes.

3. Principio de causalidad.- El estado de un sistema en el ins-
tante t + At depende exclusivamente del estado;del sistema en el
instante t, independientemente del valor de &ste (de t; no intere-

sa que sea las 11 de la mafiana o las 4 de la tarde).

4. Aqui conviehé_gglarar lo si&ﬁiente. Como la transformacibn
natural es ireversible no se puede definir la entropla a lo
largo de la transformacifn natural ya que la entropla solo tiene
sentido para estados de equilibrio. Lo finico que se afirma es
que la entropia del estado final (de equilibrio} es mayor que

la del estado inicial (tambi&n de equilibrio). Como los estados
inicial y final son ambos de equilibrio para ellos si se puede
definir la entropfa y para calcular la diferencia de entroplas
hay que imaginar alguna transformacifn reversible que lleve del

del mismo estado inicial al mismo estado final.
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~ 5. En general cuando una m&quina realiza trabajo, parte del mis-

mo se pierde por expansifn a la presibn atmosférica.

A, Cuando en mecfnica cl8sica se dice que dos partfculas idén-
ticas son distinguibles &sto no se refiere a que exista una cardc-
terfstica ffsica que permita diferenciarlas. Se refiere a que si

dos partfculas se encuentran en posgiciones ?1 Y ?2 en un cierto

instante y posteriormente se encuentran en posiciones §i Yy E; es

i antes estaba

en ?1 o ;2 siguiendo su trayectoria cl&4sica. En mécanica cuintica

posible decir si la partfcula que ahora estd en r

todas las partifculas idénticas son indistinguibles porque no es

posible definir trayectorias clésicas.
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