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Ces notes ont été organisées par Robert Blind, mon ancien
él3ve a 1l'Universitd de Strasbourg, bas@es sur mon cours sur
la théorie relativiste de la gravitation-une introduction E£1&.:
mentaire. Il s'y est appliqué avec dédication .et. ‘éfficacité.
Je le reme.fcie pour ses efforts et j'espere - que ces notes

seront utiles .aux jeunes étudiants.’
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1. PRINCIPE D'EQUIVALENCE

1..1 Espace absolude Newton

Considérons une particule classique de masse m, elle obé&it

a la loi de Newton:

Cette loi est valable seulement dans certains ‘référentiels
dant les axes sont dirjigés vers des étbiles fixes, les systémes
d'inertie. Consid€rens un systéme S oi la 14ide Newton est valable,
et un systéme S' en rotation autour de l'axe:.z’de S avec : une

vitesse angulaire constante w:
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On a: x' = x coswt + Yy sinwt-
y' =~-x sinwt + . y coswt "
z' = z

ou: x = x'coswt - y'sinwt -
y = x'sinwt "+ y'cosut

la lci de Newton devient:

m(x' ~2wy'- w?x') = F'y,

m(y* + 20 X'+ w?y') = F'

.l' — '
mz F 2
ou:
F'. = F_vcoswt + P_ slnut
X b.4 ¥
' =-F sinwmt +'F .cosuwt
¥y x Y
F' =F
2 z

On voit qu'dly a des forces nouvelles qui apparaissent: cen
trifuge (propdrtionnelle d x') et de Corioclis (proportiamelle
5%, |

Newton a dit que ce sont des forces fictives qui &taient
dlies au référentiel S' mais qui b'étaient pas dues axx pro-

priétés intrinséques de la particule d'sd 1l'introduction d'un
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espace absofu ofi la force s'écrit sons la loi'de Newton.

Le ptincipe de la relativité restreinte dit que toutes les
lois physiques ont la méme forme si on passe d'un systéme d'inertie 3
un autre animé& d'un mouvement rectiligne ﬁnifqrme par rapport
au premier. L'espace absolu n'a donc plus 1l'importance que lui
attribuait Newton: 1'ensemble de tous les systémes pré&édentsh
serait 1l'espace absolu de Newton.

Avant Eihétein on ne pcuvait-_considérer S et S' came équi-
valents pour décrire les lois de la nature car S' n'est pas
animé d'un mouvement rectiligne uniforme par rapport as (S*n'est
pas un systeme de référence inertiel). Cela choquait Einstein;
de méme gque Newton, Einstein considérait comme artificiel le
privilége donné a l'ensemble des systémes d'inertie. I1 s'agit
de savoir ce gui nous empéche de éonsidérer_tous les systémes

camme  équivalents.

1.2 Identi;é masse grave-masse inerte

A 1'&poque oli Einstein /faisait ses recherches, on comaissatt
un résultat expérimental trés important: ‘l'idéntit& entre

masses inertielle et gravitationnelle,

D'aprés Newton:
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g -
F=m%x ;

si on considére la méme particule mise dans un champ homogéne

et uniforme de gravitation:

Il n'y a aucune raison pour que mg = m. Grice a l'expéri-
ence 4'EStvds on sait que m, = m,; cette expérience a &té re-
pétée par Dicke avec une grande précision.

Donnons le principe'dell'e#périauxed'Edtv&s: considéronsun
corps de masse gravitationnelle mg & la surface de la Terrg son.
poids est: |

P ="- G'EE '
RZ R
Met R étant la masse et le rayan de la Terre; comme la :Terre

est en mouvement swr elle méme ON a une force centrifuge

P = m.w?r
C 1
; :
A 9
P i
P .
F
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La force totale appliquée au corps est:

m g + m.wlir
g+ mu’s,

oli:
> M R
g = GF'E r
Comme: r = Rsin® '
> - o
F=-mg+ m,w? = Rsinb
soit:
m. >
F=nm (—3 + == w? ZRsin 6)
g m r

On peut :considérer deux carps de matiéres différentes mais
‘ - > = N
de meme masse grave: mg = mé. On .aura alots F = F', c'est a

+
dire que F ne dépendra.pas du corps considere, si m. = m'i, ous

Oo_m'io_
i
g g

Expérimentalement on trouve:
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1.3 Principe 4’ équivélence

Pour  expliquer cette égalité (m; =m-g)-,-- Einstein a imaginé
1l'expérience idéale suivante:
considérons un systéme.S dans lequel ragne un champ. de gravita
tion uniforme 3',' Alors d'aprés Galilée, toutes les particules tombent
avec la méme. accéldrature g, leur caractéristique -est la
masge grave m Ici on est en. présence d'un systéme ° ineértiel

avee un champ de gravitation uniforme.

T s

My

Einstein &timine alors ce champ de la fagon suivante:il remplace le
systéme S par un systéme S! qui est accéléré‘-um.foménent avec une accéle
ration -3 par. rapport aux étoiles fixes: les corps ont un mou
vament relatif, leur caractéristique .e_st la masse inerte m, et

ce systime est expérimentalement équivalent a S.

'
g'

@y
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La mécanique dans 2'est équivalente a3 la mécanique dans §
grace a 1'égalité mi = mé.

Einstein ppstule le principe d'équivalence:

il est impossible par une expérience physique . -.guelcsengue

de trouver un critére de distinction entre $' et s.

Une conséquence ‘immediate du principe d'équivalende est la dé

flection de la lumiére par un champ gravitationnel:

a) Ilvy adeux pas qui ont étée faits:

1) m, = n&

2) &quivalence entre um systéme en acc@lération et un sys-
“teme d'inertie avec force gravitationnelle pour touat phé-
nomeéne. physique et pas seulement mécanique.

Toute forme d'énergie est affectde par un champ de gravita-

'tion, d'ch déflection de la lumidre.

Mais ce qui précé&de est plus général.

A partir de ce principe d'équivalence, Einstein a  fait

un autre pas. Les forces centrifuge et de Coriolis ne sont pas

fictives mais sont des forces de gravitation: de méme qu'en pent
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8liminer ces forces en passant de S' 3 S (voir début du chapi
tre), Einstein a &€liminé la gravitation en passant de S i S'.
On peut danc eliminer des champs de gravitation.

Il y a équivalence compléte du champ gravitationnel et la
force provenant d'un systéme accéléré. |

D'aprés le principe de Mach 1l'inertie des corps provientde
l'interaction de ces corps nvec ia matiére lointaine de:l'uni
vers (matiére distribuée. dans tout 1l'univers): l'espace vide
n'existe pas, 1'espace existe en fonction de la matiere.

L'accé&lération del'ascensm:r. S' par:rapport 3 des étoiles
fixes est la mé&me chose que l'ascenseur fixe et les étoiles ac-
célérées qul produisent un champ de gravitation.

Congidérons une. particule chargée au repos; par rapport 4&
un systéme inertiel elle. produit un champ de force élect:psta-
tique. Un satellite en translation rectiligne uniforme voit la
charge eén mouvement ce qui est eéquivalent & la production des champs
E'et ﬁ, alors que pour la charge au repos ﬁ = 3.

Ce champ B provient du fait du changement de référentiel; on
n'a pas de changement des &guations de Maxwell.

Ainsi le passage de. S d S' produit un champ additionnel (de
méme que B) qui est le champ d'accélération (é&quivalent au champ
de gravitation) et c'est l'accélération des étoiles qui produit

ce champ.

1.4 pPostulat fendamental de la relativité génerale

Le principe d'&quivalence est un principe approché car il

est valable si le champ de gravitation est homogéne. Le princi
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pe d'équivalence est valable pour un champ de gravitation ho-
mogeéne dans une petite région de -1'espace (dans 1'expérience de 1'anz—-
‘censeur par exemple). Camment construire la théorie de la ~relativité
générale qui est liée au champ de gravitation iné&vitable quand
‘on a uﬁ systéme accéléré? |

Dans un systéme S inertiel:

ds?

n
dxudx

(o) - ()

clest la métrique de Lorentz; gquand on passe 4 un systéme .§" -

en rotation uniforme:

@n calcule dX et .on le rempiace dans ds? ,d'ol ds’ du systéme S':
' 2
2 _ W 12 a2 "1 0¥ (aT )2
Is l:l c_z(x' ¥ )] (axey-(ak 1)
-2 %(x'dy' - Y'd].l .)dxo 1]

on a dx? car il n'y a pas de changement de temps. Tandis que

dans S:

2 _ 2 UL .V
ds® = .guvdx dx”



CBPF-M0O-003/86

=10-
avec ! 1 0
Hv =1
0 -1

dans S':
s
_qS? =_gpv(x)dxydkv'(em omettant. les');
par rapport 3 s qﬁi est tournant on a ﬁne métrique qui a changé.
La métrique de l'espace physique.estcﬁfinie.par guv(X)'

' Le changement de S en S' donne .des forces fictlves; Einstein
dit que ces forces sant réelles et forment un champ de gravi-
tation et le changement de S en S' se traduit  géométriquement
par. un changement de métrique. Einstein postule:’

le champ de gravitation est décrit par guv(x)

clest le postulat  fondaméntal et la relativité générale -est
équivalente & la théorie relativiste de la gravitation. gUQ(x)
est un tengeur symétrique du deuxiéme ordre. -

La variable guv(X) détermine la structure géométrique de
1'espace physique, la géométrie de 1l'espace physique détermine
la gravitation,.

La théorie n'est pas lindaire mais le champ gravitationnel

~est linéaire en premiére approximation et si on le quantifie an

trouve que les gravitons ont un spin 2.
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2 EQUATION DU MOUVEMENT D 'UNE -PARTICULE MATERIELLE SOUS: L'AC-

TION D'UN CHAMP DE GRAVITATION.

2.1 Equation du mouvement

Nous admettons ici.le principe de variation:

suit:

axh dx“ 1/2
I [uv(x) ds “ds ] ds = 0 .

Calculons

oo . o _ O
GIL(x ,xo')ds , Ot ¢ X x" (8)

o _ ax®

%" = ds

3 I L(xa',:‘cd)'ds = JP (i% 6:;“ + ﬂ 6*“) ds

8x7ds

GJ L(xa,:ta)ds =0,
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Ici:

u v q1/2

En relativité restreinte 1'équation du mouvement 8tait:

|
o
-

ici:
AL _ iEf (x)'d_x“ ax” ]-1/2_39uv_(x) ast ax?
x> 2| %uv ds ds 8% ds ds
"t vn-1/2 ., u . :
oL _ ‘ dx” dx ax
%% EJW--(x) ds ds _ & au () '
alodr
<& 3xH ax¥? axV -1/2
a‘gl}w(x) ds (guv(x) ds ds ) | (1)

=35 o
ox

ax™ ax¥ 1-1/2
ds  ds :

?uv(X)-Tﬁi ds

si guv est une constante l'espace est plan: si guvesrt 'fom_g

tion du point d'univers x, 1l'espace posséde une courbure.

L'équation finale qu'on cbtient est:

u g (x) gV
4a g (%) dx” | _ 1 "Cuv .-dx dx (2)
ds|[“an ds g™ ds "’ ds
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Pour obtenir cette &guation, introduisons une nouvelle: variable
teller gues

~3/2

ar = Eﬁjv(x}ﬁ as| 9=

“w=-1/2
di guv ds ds ds '’

-

introduisons cela dans l'équation (1), on obtient:

d i D R L T
E'Xl:gau(x’ HX:I T2 o dr an !

on voit que cette équation et (2) ontiméme forme.

Considérons alors:l'intégrale d'action:

1/2
_ { ax" dx\J
8,7 J l}u\)(x)_d? Td?] ds»

invariante par rapport a un changement ccontinu du paramétre s,

au lieu de s considérons X:

£(s), .,

!

g8 —3 A

dx = £!(s)ds ,

alors:

L
- = dx~ dx .
S1 ‘J E’uv"""ar W} dr

pourquol cette remarque? parce qu'il y-a une autre actiony
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-]d=-

_ Ldxt ax
$p = Igw("’—as; a5 98

en faisant le méme changement de parametre:
RTRRY :
_ ax’ dx R
s, _Ignv(x)Tl -y f'(s)dxr .

Le principe variationnel:

nous donne :

d dxM| = 1 ag“”(X) ax* ax” .
arl %y (x)—ﬁ 2 .0 dr  di.

nous donne une equation de la méme forme, mais 52 n'est

invariant par rapport 3 la transformation:
s —> A= f(s) ;

on as:

1/2
L = (x).@.’f}_{ i
1 Juv ds ds '

v v 2 
Lz guv(X) des ds l

. pas
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dont 1'é&quation de Lagrange est:

3x® 98 ;%

on a deux actions différentes et si on.admet le principe varia-
tionnel on obtient la méme forme pour l'équation du mouvement.

52 est invariante pour:

jci la loi de la conservation est la conservation de 1'énergie.
Pour S, on obtiendra des identités et pas de loi de .conserva-
tion. Toute grandeur de symétrie d'une fonction de Lagrange a
un parametre, alors cette grandeur de symétrie donne lieu & une

loi de congervation.

siwen a une' fonction (Siivon aura une identité.

Considérons 1'é&gquation du mouvement:

4 ( ) ax"i _ 1 Hv(X) ax* ax”
= r
ds |9 2 %% ds ds
3g, , (¥ .
—-HE——— peut &tre considéré comme le gradient d'un potentiel,
X
on introduit le symbole de Chaistoffel:

3g , (x)  3g.,(x)  3g_ ,(x)
tx)=-§-g“"tx)[°‘"8+ er . —of ]

“B Bx ax® ax

%", o axt ax® | 1 P axt ax’
Jan as? Skl ds dg 2 8™ ds ds '
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Bguv ax? ax” agap dxl ax™

T - r
<& de ds dxl ds ds

A est un indice muet,remplagons=~le ‘pax v

gy 0L L LSy, Bl et o
“au as? AN T Y/ 98 ds

1 (Bgm}‘ . agau _ aga\))dxu ax” ,
2 va aiv- aﬁu ds ds

on sait que: gdu(x)gus(x) = 62

a2xf _ 1 jBa (ag _ 99,y - agdu) PUPC
ds? 2 3  ax¥  axM

en comparant le deuxi®me membre 3ala définition du symbole

Christoffel, 1l'é&quation du mouvement sera:

dx dx

dzxs B
F (x) as

dsz ds

c'est 1'équation de la géodésique dans l'espace de Riemann.

de

Cette équation peut prendre la forme d'une équation du type

de Newton:

avec: Flix) = - meB (x)
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.On obtient une é&quation du mouvement & partir d'une équa-
tion relative d la géométrie de l'espace de Riemann.
Il faut trouver sous quelle condition.l’'&quation de la gée

désique colncide avec 1'&guation de Newton.

2,2 Condition de colncidence avec l'éguation de Newton

Solt ¢{x) le potentiel gravitationnel de Newton:

a*xt _ _ 3¢
L5 2
X
at 2%,
geit
guv(x) a~guv + e?uvtx) P
avec:

ol
]

uwv

le champ de gravitation est déterminé par eyuv(x), € étant un.
paramétre. trés petit et yuv(x) étant fini; nous avoRms alors un
champ de gravitation faible.

Nons négligerons &? et SZ(DG g = %) et e ainsi que les
termes d'ordre supérieur.

Alors:



CBPF-MO-003/86

-18~-

ds? = g rdx’ax’ = (dx®)* - (@x)? wey (x)axPax’ ;

nous admettons . que Y., est indépendant du temps et nul & 1l'in

nv
fini:

#(x}) a la forme % et s'annule 3 une distance infinie . de :ta

source et est statique.

ds\2 2 _ 2 ax¥ ax’
Fe) 2 - v+ ey (XFe g

| . N
o CZE —82 w“t-:\ru\,(:vtldi &] Y

dxo dxo_
(g E. + e? (x'):l :

on a négligé.les termes:

i k
€Y., dx_ dx _ , ¢ g2 ;
ik g% ax® :
0
E? ax” dx noEB.
dx ax?’

Regardons quels sont les termes de Pﬁv(x)'qui sont 3 con-

gerver dans I’ eguaiion:
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azx® o ax* ax” =
o T e T 0

‘on trouve que les seuls termes non négligeables sont:

a2x* o 1 -0 -
. . . - ’
ds? 00 1+sy°o

en calculant Pgo on trouve:

o
o

-3
o
|

=

ax' _ _ ¢’ c Moo
2 Sx, !

. ae? i

comparons-la avec 1'@quation de-Newton:

d2x _ _ 3¢
at? axl !
on. voit que:
> _c?
¢(x) = = eyoo(x) ' .

par conséquent:

Y
Goot®) = L kv, () = 14 2Ux)

0o’
c

ou ¢(§) est le potentiel de Newton;llea autres compgsantes sont
négligeables.

L'équation de la géodé&sique, dans 1'approximation .d'un>
champ faible et d'une parti¢ules animée d‘'une vitesse non relati

viste, donne l'@quation de Newton. L'é&quation de la géodésiqgue
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est postulée étre l'équation d'une particule' dans un' champ de
gravitation.
Insistons sur le falt que c'est la structure de l'espacede

Riemann qui donne lieu au phénomé&ne que l'on appelle grawitation.

2.3 Note

Revenong sur la remarque faite au paragraphe 2.1. On a

1/2
8, =1|g. (X)K]J -d—x-\-,- ds invariamte pour la transformation
1 uv ds ds : :
g+ A = fis)

dx¥ ax
52 J[ {(x)—=— g5 ds]ds invariamte pour la transformation

S » A =8+ ¢

Considérons alors liaction 82 et la transformation & + A =

s + £. L?’invariance nous donne:

JEWQ:; (s} %‘s‘ dé‘s:]ds =I (x(s+e)) [—- x (s+é)][ x (s+e€|ch

I@ﬁv(_x(s)- +e:':(s_)r)c—1% xll'l(s_.) +e>':“(s)] iE: (s) +ex’(8) |ds

]— "Bguv d_}:-u d‘r { I' | i
=J1ng(x(s}!-e———=—xx. dsl_}_{ (s)+ex (8) BLx (s)+sx (s) dg

=’-Jguv(x (s))%sll- d—gg ds + sJ (x (s)) a5 ds

r ol
+&J§uv(x(s) %% ds + ¢ j—l‘r 'Y dx dx ds



CBPF-M0O-003/86
-2] -

pour qu'ily ait invariance il faut que les termes en e s'annu=

lent, soit:

4 dx dx”| _
ds|:gu ) g de ds} =0 !

c'est la loi de conservation de l'énergie pour une particule 1i

bre:

soit: - pYp, = m?

Considérons: alors l'action §,. Nous :avons wu que:

u. J1172
dk:[ (x)dgl‘B dg‘s] ds ,

tel que l'é@quation du mouvement s'écrive:

ar {ap ** x| T2 A

Oon a:

-1/2
da _ (x)dx]‘1 dxv 4a
dx ?un ds ds ds '

a'ous

v -1/2 o
g dx _ d (x)dx dx " dx
ds "dx ~ Js (guv ds ds as
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-— 2
- g Lx)dxu dx” v azx®
: Hv ds ds ds?

2g &4 axx’ | My ax’ ax! ax
TV _ds. ds? akl ds ds ds ax®
0y 8 dx"’\3/2 ds

guu ds ds

v

ol

cette @quation doit étre identique a:

' -1/2
4 ax® _ (x)dxu ax” a2x®
ar ds 9w ds ds ds?
- 8
dloud:
et a2 L 129 ™ at e ax®
Tv ds ds? 2 axA. ds ds ds '
ou:
g (x)dku dzxu + 1l gvu(x)agaB dxl dxB =0
Hv ds ds? 2 axk ds ds|
d'ot:
i X B8
: dx* a2z’ v dx” ax”| . \ . .
gw(x) iz [:tisz + I‘ls(x) s ds| - 0] c'est une identite
avec:
: T+ A o B u 8g
ax" 1 va “ad dx= dx” _ dx™. 1 va, | "ZAB
guv(x) ds 2 ¢ (x) axB dg ds guv(xJ s 29 (x’QQa
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3 GEOMETRIE D'UN- SYSTEME EN MOUVEMENT DE ROTATION PAR RAPPORT

A UN SYSTEME INERTIEL

a) . Considérons un systéme inertiel S, et les coordonnéesde re-
lativiteé restreinte xo,xl,xz,x3.
Dans 5 on sait mesurer les intervalles de temps et d'espace,
Nous woulens l'expression de ces quantit@s dans un systéme S'. ani

mé& d'un mouvement de rotation uniforme autour de 1l'axe Oz.

Dans S l'intervalle élémentaire est:

dsz = dxudxu = (de)Z - (d;)z =c2dt2 - (d;)2
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Introduisons les ccordonnés cylindriques:
X =rcos¢ , y=rsin$ ;s 2 = 2 ;
d'ou:
dx = -r sin$ d§ +dr cosd ,dy = rcos $d ¢+ drsin ¢,

(dx) 2

(~-rsin $d ¢ -+ drcos §) 2+ (rcos $d o+ drsin 3) %2+ (dz)?

r2(dé¢)? + (dr)? + (dz)? ,

ds® = c?dt? - (dr? + r*d¢? + dz?) ;

Introduisons l'angle

b = - at
dé¢ = do + wdt ,
car w = c:l:.-'E (8'west animé& d'un mouvement de rotation uniforme) :

alors:
ds? = c?dt? - dr? - r?(d¢ + wdt)? - dz?

= c2dt? - (dr? +r2d¢? +2urld¢dt +wr2dt? + dz?)
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= {e% -~w2r?)at? - (dar? +r.2c'1¢;2 +2wr?dddt + dz?) |,

ds? = (c¢? -w?r?)dt? - (dr? +r2d¢? +2wr?de¢dt + dz?) ,

eeci est l'expression de l'intervalle &lémentaire en fonction des
coordonnées du systéme tournant:

On a ds? de la forme:
2 _ H v
ds® = gw(x}dx .dx '
cette expression doit définir la géométrie dans ce systéme;
Einstein a montré que ce n'egt pas une géométrie euclidienne, et
ceci & partir de cet exemple simple.
Quand on a une expression du type:

2 - YLV
ds guv (x)dx"dx .

on définit un. ‘intervalle de Lemps propre: .

k
_ Q.E ’ ax = 0
& = c

gi dx = 0:
2 _ oy 2 -
dd 900 (x} (dx")

ety
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_2;1} .
dT—-c goo(x}dx

c'est l'intervalle de temps propre en relativité générale.

En relativité on a toujours:
ds? = (@x")? - (ax)?
sl on choisit un . systéme tel que:
(ax)2 =0 ,

c'est .4 dire que les deux &venements ont lieu en un méme en-
droit, comme ds’? est invariant, dans cette représentation on
aura-un temps invariant.

Ici nous faisons 1l'extension de cette notion:
dx* = 0 et on d&finit le temps propre; ici dt dépend du point

X par l'intermédiaire.de_goo(x).

Dans le cas de notre disgue tournant:

dr = d¢ = dz = 0
ds _ | w2 \1/2
dT=?=(" . dt .
) oz )
dt est 1'intervalle de temps mesuré par un observateur dans

le systéme S. d 1 est l'intervalle de temps mesuré par un obser
vateur dans le systéme §' c'est a dire sur le disque tournant.

Cette expression est naturelle; en effet 4 une distance «r
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du centre du disque tournant v = wr, et d1 n'est donc rien d'au

tre que:

. 2
dt =98 \J; - ¥ gy,
c c? .

en relativité restreinte c¢'est la dilatation du temps:

dat

il
-y

le méme phénoméne apparait ici, pour le systéme en mouvement de

rotation uniforme:

Pour mesurer des longueurs il faut faire des mesures simultanées.En
relativité restreinte on fait dt = 0 dans ds’ et ce qui reste se-
ra le carré de la longueur cherchée; ceci n'est pas correct ici,.
car ona le terme croisé d¢ dt dans l'expression de ds’. On fait

alors la transformation:

wx

' = -
at' = dat ek
pour éliminer le terme croisé:
2 2 2
(dt")? = at (c :) ae? asdt |,
T —w‘r2
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2__4
(¢2-w?r?)dt? = (cZ-w?r?)dat'? - 22X 342 + 2wrldedt

c 2_..w2r 2
et:

2.4
ds? = (cz—wzrz)dt'z - —2I 362 + 20rldedt
ey ?y?

dr? -r?d¢? - 2wr®dedt -dz?

2

N
(c?'--cuzrz)dt'2 -(L + rz) d¢? -dr? -dz?
' clw?r?

/ . 2.2
Kcz--va\vzrz\)dt'2 _(_c_r_ do? + dr? + dzz)
/ Glmiy2r2

Prenons des points pour lesquels dt' = 0, on aura alors deux

mesures simultanées.
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L'ocbservateur weut mesurer le diamgtre. Le rayon est perpen
diculaire au mouvement de rotation, ce qui veut dire qu'on fait
des mesures le long du rayon du type dr; l'obéervateur - sur . le
disque mesure aussi -dr.

Si on veut mesurer la citconflremce, oﬂ peﬁt consgidérer un
systéme inertiel attach& '3 un point et animé diun mouvement rec
tiligne unifﬁrme devitegse v =.wr..Si on nmesure l'arc .dans le
systéme inertiel on trouve rd¢, mals pour l'cbservateur sur le

disque:

d
n ras = d£o ’
-.l.--m r
§ cz
en pesant:
rd = di

d‘t ’

résultat  bien conna en relativité restreinte.
Einstein prend alors un observateur au repos dans le disquey
qui va mesurer la longueut=dé la circonférence de. ce disque; il va

trouver:

-y

la longueuar du diamétre sera 2r car ici la regle est perpendi—
culaire .au mouvement de rotation et il n'y aura pas decontraction;

d'ol:
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27r zi - 'n‘ > T
l_wzrz x l-wzr_z

c? c?

fa geomeinie et non euclidienne.

"Il faut noter que les décompositions spatio~temporelles d¢,

dr, dz, dt' ont une signification purement Locale.

3.1 EBgquations du mouvement

Considérons l'expression de l'intervalle &lémentaire en fac

tion.des coordonnées du systéme tournant:
ds? = (c?-w2xr?)dt? - (dr*+ridé¢?+2uridede+dz?),

et l'action {(du type-szy_invarﬁﬁme gous la transformation s ~s+€):

ooy 2o M EEV [ A2V, L2(38)? 4 ppe S04 L (d2)? (L
S —J{(c -wr) ds) [ds) tr (ds) *20r” §sas * ds) ds

L'éguation de Lagrange pour la variable r est:

=3
! ds

=

4
xr ds

Q2
A

ou;

- 2rwlt? - 2rd? - duret = - 2F
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ous

$ = rolt? + r? -+ 2wrdt

Pour la variable z:

3L _ 4 3L
92 ds 3%
ce qui nous donne:
zZ =0
Pour la variable ¢:
3L _ 4 3L
o ds 3&
ou:
0 = -L(r2§-+ wr2t)
ds :
d'oli:

r2$ + writ = cte

Pour la variable t:

CBPF-MO~-003/86

(D

(2)

(3)
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0= é%[}cz-mzrz)é - mrzé]

d'oli:

tqgﬁw?rzli-ﬂ'wrgé = ¢t® (4)

o

Multiplions alors (3§ par w:
te

wr?$ + wirit=c— ,

additionnons alors membre a membre 1'égquation.(4), on obtient:

c?t = cte

en convenant de choisir pour cette derniére ct2.1a valeur c, on

aura:

et = ¢ ,

‘.'Jl-o
i

1
5 {5)

Dang le systéme en rotation; considérons un mouvement momen-—
tand radial pour lequel: ¢ = 0 (6)

.en methant (5) et {6) dans (l1l):
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mais dans le systéme repéré par ¢ (systéme S'), drt = %g', dtous

2
8 o py?

dr?

c'est l'accélération centrifuge.
On obtient 1'accéldration de Coriolig en différentiant :{(3)

en introduisant (5) et en prenant . ¢ = 0 instantanément:

284 + rd-+ %gé' =0 ,
ainsi: : " -
: rd +“39£ = 0
(o]
ou:
2
art? bl

3.2 Résultats
 3.2.1 Recherches d'&quation relativistes: du champ gravi;ationnel.

Le point de départ d'une théorie relativiste de la gravita
tion est la recherche d'éQuations covariantes gui généralisent

1'équation de Poisson pour le champ gravitationnel de Newton

V(;)=

PV = 4nGe._ (X) .
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G est la constante de couplage gravitationnelle, pm(§) la densité
de masse, source de V.
Cette équation peut &tre regardée comme la limite statigue

de l'equation:

Ovx} = - 4G (x)

od [ est le d'Alembertien et x = (x,X). Cependant, 3 la diffé-

rence -de la charge électrique, la maése n'est pas invariante dans
- la transformaﬁion de Lorentz et ainsi, pm(x) ne peut étre ocon-
siderée comme la composante “d'un. 4—vectepr. E‘hvue-de-'l'e'quivaleg

ce entre masse et énergie nous voyons & partir des équations:

et: P°=ﬁ=JHd3x ’

que la densité de masse est la composante 00-du tenseur :éner-
gie impulsion. Le problémé'est réduit & trouver, & partir de

simples arguments, un tenseur B gui peut étre fonction du

uv
champ. gravitationnel et de ses dérivées premiére et seconde, et de

' 5 3 .
l'egaler a fTuv'

| antx) = - fTuv(x)

ol f est une constante de couplage. Cette équation doit se ra-

mener 3
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Ovx) = - 4nGp_ (x)

dans l'approximation du champ faible.

La théorie de la gravitation d'Einstein identifie ce champ
avec la métrique de la géometrie spatio-temporelle de Riemann. -
Dans cette construction Einstéin &tait guidé intuitivement par
deux principes:

- le principe d'équivalence,

- le postulat de la cavariance deéhlois naturelles (pas seu-

lement sous le groupe de transformations de Poincaré mais)

sous les transformations continues des coordonnées une & une:

¥ =M (x,x?, x?2,xY) "u.¥-0,1,2,3
avec des dériveées premiéres continues Eﬁ%;;et un Jacobien.:
non nul. o
Si Ruv{x} est le tenseur de couﬁbure de Riemann et R(x) =
guv(x)Ruv(x}' ia courbure invariante, l'équation . d'Binstein

pour le champ de gravitation sera:

-gﬁv(x}R(x) = -‘KTuv(x)

N

'*":Ru"v' (x) -

3.2.2 Déplacement vers le range des:raies spectraleg:<< red-shifk>>

Predécetion: la lumire énise par un atome dans le soleil avec.une

fréquence v, arrive sur la terre avec une fréquence v <V, clest

T
le << red-shift >>.
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Appelons ¢s be champ de gravitation i la surface du soleil.

On a2 vu que l'intervalle de teémps propre est:
dt = %’“goo(x] ax® = Jgoo(XI at

dans 1'approximation du champ faible on aura sur le soleil:

26\ 1/2
dt = (} + —2 at
8 'c2

sur la terre:

24, 1/2
aTt =(1-¥——— dt
T _‘!cz

pour le méme dt dans les deux intervalles. (Rappel: en relati-

vité restreinte drT = %§"= dt) . Supposons que n ondes de fréguence

v, soient émises pendant Bt secondes de temps ‘propre par un: a-

tome du soleil:

AT
n=vA (la période étant ns):

sur terre nous recevons. le meme nombre d'onde:
n = vTﬁtT ’

dtou:

vsﬁts = vTAT
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soit:

Prenons un méme intervalle de temps coordonné, Bt, pour

mission et la réception des n ondes, ainsi:
oy 1/2
&Ts _ 1 +2¢s/q \
= . ,

2¢_\1/2
At (1w )
T sfn ( 2¢T)1/2
1+

Le soleil est comme un grand potentiel négatif par

d'oli:

port a la terre, ainsi:

. l+¢_/c
vy TV ——=F ’
1‘+¢T/c
dtoi
i vT-vs s ¢s—¢T-
' Ve c?

Tap-

ceci veut dire que le champ de gravitation change la fréguence

du photon;

or:

1¢sl » |¢T] r et I¢S <0

@
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alores

on peut voir de la terve que les atomes vibrent plus lente

ment dans le soleil gue pour un .observateur sury.le’sdleii.
Denivation du << nal-shigt >> e utilisant Le principe d'équivalence.
Considéroné un systéme en rotation .avec une "Vitesse angu-
laire constante w. La - vitesse lindaire d'un.point situé 3 une dis.

tance r du centre est v.=wr et le potentiel centrifuge est:

ainsi dans un systéme en rotation:

1/2 2¢ 1/2

at = 1+—-"'e“) at.’

C2

ar = (1 - —)1/2 at =

Avec le principe-d'équivalence, il y a équivalence .avec

le potentiel de gravitation ¢,
Sur terre considérons une fusée animée d'une accélération g
dans un espace libre. le temps - mis par la lumiére pour aller de

1'émetteur au récepteur est approximativement de:

alyF

1)

(exact ement: 161

1
t 37

a =,
ah-

‘Pandant cet intervalle de temps, le récepteur accroit’. sa

vitesse de:
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Le déplacement Doppler correspondant .est:

Av _ hg
c o2
et: Q} = ‘§§'= _hg _ é% + — hg est le changement de potentiel
2
¢ c (Ep = rngh)

Alors le << red-shift >> ne dépend pas de 1l'équation d'Eins

tein pour le champ de gravitation.
Dendivation du << red-shifi»> aipartin de £'equivalence masse-Znergie. .

La masse effective du photon est:

_ E _
ms= —-— = —
c? c

l1'énergie totale du photon & un point ol le potentiel de gravi-

tation est ¢ est:

i

mc® + m¢ hv + m¢ ;

en vertant du soleil sur la .terre:
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hv_+mé_ =hv, +n¢, (on suppose m_ = m )

d'ot:

h(v,-v_) = m(b -4} ,

en prenant

hv
m = _......8.. '
. c2
hus
hivg=v,) = —2 (¢ -¢,)
c
d'oli:
vT—Us - ¢s-¢'1'
Ve c?

¢, - ¢T < 0, d'ou:

Vp € vV i onaun déplacement vers le rouge car la fréguen
ce diminue.

Le test expérimental donne des difficulté&s par la présence
d'effets non:grévitationnels a la surface du. soleil tels que
l'effet Doppler dans les.gaz a haute température , les champs
électromagnétiques intenses, les hautes pressiocns, etc.....

En utilisant 1l'effet M&ssbauer dans un tube vertical dé 74
pieds, le décalage prédit est de - .4‘,92.10-\15 et e . ré&sultat
expérimental de (-5,13 * 0,51).107 1,

Il existe une théorie relativiste scalairé qui-donne 4d'autres
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éguations pour le champ de gravitation que celles d'Einstein, mais
1'effet décrit ici subsiste dans. cette thBorie car ce phénoméne
repose sur la.relation liant la masse et 1'énergie
. AE = Amc’
qui est un résultat de relativité restreinte.
Le <<red-ghift >> ne constitue pas une preuve pour les équa

tions du champ de.gravitation d'Einstein.

- Nous avons vu que:

2 _ . 1y ¥
ds gnvtx)dxutix '
dans l'approximation du.champ faible:
Iy XY = g, + ey (K

en négligeant les termes en e¢%, ¢B, B? et d'ordre supérieur:

_ _ ) . R +)
Too (X} = 1 +€y, (x) = 1+ _%if !

avec:
.
va(x) = Yuv(x)Ing:wO '
I X =95, 7 g, () = g5 =0 WO

dans cette approximation:
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ds? =(1 + &E)(dx")z - (dx)?
[ ~ S

i

dg?

(dxﬂ)z[gé + 22 - Rf] ’
__ c?2/ e

ds = dx? \J1 + = ,

le temps propre dépeénd du potentiel gravitationnel ol se trou~

ve l'horloge.
Dans un systéme en rotation, & une distance r du centre:

¢ = - % w?r?, d'ou:

ds = dx* {1 -

Un observatéwr dans un systéme d'inertie (fixe) dira .qu'il

n'y a pas de potentiel gravitationnel mais l'horloge est en

rotation avec une vitesse: v = rw;dans

' 2
ds = dxﬂWJ& + 22
cZ

. QM|<

Un observateur dans. le systéme en rotation dira que 1'hor:
loge est immobile si v = 0 mais il y a un champ gravitationnel

1

au point r, ¢ = = 5 w’r?
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4 N@TIONS D'ANALYSE-TENSORIELLE_DANS L'ESPACE DE RIEMANN

Nous dewvons considérer tous leg systémes pour tous les mou-
vements pour décrire les lois de ia nature,

Si on a un systéme de coordonnds arbitraire x, on peut dé-
finir un mouveau x'; en général: =¥ = .

En relativitd générale, on doit considdrer des: trahsforma
tions de ce type, od £Y est gquelconque avec des conditions de
régularité mathématique qu'on admet ici: Jacobien . différent

de 0, tel que la transformation soit réversible; dérivées con-

tinues.
Considérons: |
‘d'oud:
u Y
x> 3% Y
= ﬁﬁtxldxu ; = gHux'yax'”
on a:
' g, u A ;
afu ok ox! X", n
e gtoy = GD L ) () | x o g
Ix 9x 9x

ax'V ax?

Comment allonsrnOus.définir.les vactaeurs et les . tenseurs

dans 1l'espace de Riemann?
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4.1 Vecteurs
Partons du . fait ques:
: axiu .
dx'H = e XD 4,0
ax®

alors 8tant donnée un.fonction Ag(x), elle constitue un vecteur
- dans cet:espace si la transformation de cette:fonction obéit- a

la regle:

: M :
At xn) = - A%
9x :

c'est la transformation: d'un vectear contravariant.
On voit qu'on ne peut avoir une algébre vectorielle qu'en
un point donné.

En relativité spéciale:
uxh = vV,

ol £% est la matrice des transformations de Lorentz
2% comporte 6 paramétres pour une transformation de Lorentz,
a%+£%y comporte 10.parameires pour une transformationde Poincaré;

considérons un deuxiéme vecteur:
o A,V .
v (y") = L7vwi(¥) .,

on peut alors dé€inir la somme de deux vecteurs qui est encore

un vecteur:
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u"“’(,x'l + vta(yll =‘£ava(X) + v.v(y)]
Tci ce n'est plus le cas; considé@rons un deuxieme wecteur:

u
By = Egi-'a—a“cy) ,
Y .

on voit que:

_ . M '
attixn) + 3Pyn # %‘TE"(xJ + B“(y)] ;
: > 4

donc si on a deux vecteurs chacum en un point donné, on ne peut
pas les combiner car les transformations dépendent des points.

Considérons une fonction invariante:

F'(x') = F(x} ,

3F {..Lx"_) . dxt)‘

dF' ] =
(x ? ax.a f
= oF (X) dxl
3x '

d'on: f

X
]
aF'(x;) ax"u .-dxa = E%-‘-)—-dxa ’
ax' N a¥ _ 13X

d'ol la loi de transformation du gradient:

OF  (x') _ 3F(x) _dx°

ax ' ¥ axB ax ¥
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La définition d'un vecteur covardiani sera:

aaxe
3x.u

B'u(x') = Bg(x)

4.2 Tenseurs

Considé&rons un produit a¥ (x1BY (x) et regardons comment ce pro
duit se transforme; ce produit donne lieu d. un tenseur du

deuxiéme ordre:

H v
T'u”(x') = Bx'a ax! TOI-B{x) ’

ax axB
pour un ténseur covariant:
a 8
: X ax
f x') =8 (%) —m —— ;
Suu(x ) QB( ) SRR

congidérons maintenant la transformation d'un terseur mixte:

v ax® 2xb-

ax'® ax'f

Byl
T'g.i-: ..- - (x|]

. lu1  1 SO
=.a:|:M _ ax = ...Tu\é"'(x)
ax . ax [« 3~ RN

on voit d'un cSté de Tg“"'(x) la transformation des ‘indices
contravariantes et de l'autre les indices covariants.
Considérons le tenseur mé&trigue covariant giv(x) et defi-

nissons:
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990 901 Y02 Y03

910 911 912 J13 |

g = détg, ., = _ ’
UV

920 J21 922 923

930 931 932 933

si B, est le déterminant mineur correspondant a 1'elément Ipy? »
on a:

g=§g“A ﬁux ’
et:

; ghxﬁvk = 0 si puEV

on peut définir un nouveau tenseur contravariant:

. B . x)
gV = B—

pourquoi est-ce qu'on définit ce tenseur? parce que:

N A

i1 suffit donc d'admettre que le tenseur guv(x) soit covariaﬁt
pour avoir le tenseur contravariant; on peut .montrer -~ -—que
gas(x) est un tenseur ainsi que gaB(x), ils satisfent donc
aux régles de transformation &crites précédemment. .

Montrons que:

ds? = ds'?
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. - a B ' v .
dg'? =_.g_,|'v(x|)dx|udx|\3 = gaB(x) 9x : axv 3x'x: A ax! dxﬂ
K ax'® ax*V ox ax
=g, (x)dx*ax" = ds’
Am *

‘4.3 Norme d'un vecteur

En un point donné, la norme d'un vecteur sera définie par:

A
tH 1y 2t (1) = ax'¥ v W} 9X o AV A
AT (x )Aﬁ(x ) -;;W*A (x)Al(x)axiﬂ' A (x}Ak(x)G v

= Va0 .

Cl'est une expression invariante, car en général le produiti

scalaire est invariant:
v ’ 1y — V¥ _ VA, _
a2 (x')Bu(x ) = A (x)Bv(xl-— g (x)Ava)Bx(x)
#-gvx(xlhv(x)Bk(x) .

a)’  Supposons. gueé ROUS ayons un tenseur TH?(;) quelcongue au

point (x}, on peut définir:
' _ kv
on peut aussi écrire:

T,V (x) = ng‘(x.)_T??'(xf) = MWixyg,, x) .



CBPF-MO-003/86

-4 09—
On sait que:
¥ B U
sH 0y o Ox! o S 9% _ 3x'" non _9x
™, (x") '1;;;_T B(xl e s (x)gns(x) ;;TI
:  anB u B
ax'H . o ax ax' : no X
rMix) = Z 1% 5= g, L (x)T"(x) =X
A 3x® B ax'h ax® TNB ax'?

en général:

4 (x) AN st T # ™

Supposons:
™) = e,
Oor: |
1 = gy 0T,
', = Mg e
= g o) = g, T e = 7 @)
Donc:

ci . _Tngiij =_Tvu(x]

v v Y
alors: Tl (x) =T A(X) = TA{X) ’
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la propriété de symétrie est .conservée dans la transformation:

Wiy = o W)
De méme, si: |

™™ix) = - ¥ x)y |,
alors:

T, (x) = - TV, (x)

L'algdbre des tenseurs. est définie seulement en un point.
On ne peut faire la somme de tenseurs pris en différents

points, leur somme n'est pas un tenseur.

4¢4 - Définition de quelques grandeurs

4.4.1 Tenseur de la métrique transformée

Congidérons:

M) =

alors:
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d'ou:

déeta.detp = 1

Le tenseur de la métrique transformée est:

'3xa axB

ax'H ax'“

gﬁg(x')-= gastx)
nous avons:

g' = g(détp)? = —L —
(déta) ?

donc: _ .

g" =.——H—-—.— -
(deta) 2

quelques fois on prend vY-g' pour aveir. un mombre réel:

e -

|déta |
Pour l'espace avec une métrique de Lorentz, guv = nuv o
Moo = =Fyq ==Nyy =~Nay =1, nuv =0 pour n ¥ v; le determinant

n de huv est ~1. Nous imposons donc qu'on-ait = g(x) >0 par-
tout, Par =~la - loi de transformation de /Y=g hous voyons gque
la valeur . abisolue du.jacobien |[deto| doit apparaitre = dans

la derniére. €quation.
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4,4.2 Pseudo tenseur
. ") y .
pHIV ety = _d8ta ax'¥ axsY MY ax®  axb
. P L] i [ I8 k ] [ Y
o B e A |détal 3xu 3x\) aB'..- axla axlB
détﬂ . 'v'
nous donne le signe de d&t a«; si + 1 la quantité "'PE'B'. *t
|déta | vt

ge transforme comme un tenseur, si - 1 comme un -pseudo-ten-

seur. Introduisons:

o O B Y -

3%'® ax'B ax' ¥ axt

n

8

Shigryrgs (x') = déta 8

afyn

Oﬁ-ﬁaBYn(x)'cofncide ;avec la quantit& & de Leévi-Civita:

) (x} = 1 =.--62130(x) , etc.

On définit:

(x} = V=g 8 0.0

ea.B.Yn (x) L

la lei de transfofmation est:

. . : ALl n
e _ 1o _deta ox” . 3x

EaBYn(x) est le pseudo-tenseur complétement antisymétrique d'or-
dre 4 de Lévi-Civita.

Considérons alors le tenseur antisymétrique:

PPV (x) = - F %),
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on peut alors définir son dual:

) F*Y (x)

_ v =1 —
*FGB(X) 7 aBuv(x)F (x} = 2{f§ Guﬂuv

*Fas(x) est le tenseur dual.de'FuU{x); on a le facteur % car:
*Fo..s (x) =% 0312Fu(") "'% €037 (%)
= 3 SoapaF T + 3 g0y TR0 = egg) PR
Ainsi:
*F ., (%) = %/;5.51230F3°(x) = /za'fa°(x}= ~v-g F°?
o (k) = 3V7G 8, F10x) = /oG F1U(x)= - /=g FO
Fyp(X) = 3/75 8,,,0F?°(x) = /=5 F2°(x)= - /=g F°°

*P., SV=¢ F?® ; *F, = /=g F*!; *F, =/=g F'?

Pér exemple le dual. du champ &lectrique ou magnétique est
le champ magnétique ou électrique respectivement. Le champ
électrique E est un vecteur polaire et le champ magnétique B

un vecteur axial.

a) Sodent deux vecteurs AY(x) et BY(x) formens:

s*V(x) = a¥s" - aVe" ,
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qui définit un parallélogramme dont l'aire est:

_ 1 uv
A—-ZS-]_NS H
on a:
_L u\J_l:_—' uv .
*SaB T2 EaBuvs =379 Gasuvs -
d'ou:
* q:B=£—- . .I'I'\,-\)‘ul u'B--—Ba
*S, ST 2./_g GaBuv(AB AB)(AB A'B") ,

en développant on trouve:

g%k = ¢

*Sa

B

Etant donnés 3 vecteurs AP,B”,Q% il1s définissent un

lélépipéde avec:

a* B ¢V
' V.V A4
Vuvl _ A B C
a* 8t &
définissons:
_ 1 g Buv _ V—g Buv
Va T 37 gV T 7F Saguv?

= /= BpHaV
-/"g‘sasu\,hac

paral



CRPF-M0O-003/86

-55—

le volume est:

2 - o
ve = VaV

Etant donnés 4 vecteurs ils définissent:

a* g% ¢* o
o] 4B B B B
esAn _ ab s® c® p
a* gt ¢t o
aBin
Considérons le déterminant qui est le dual de } :
_ 1 aBAn _ V=g . aBAn
L =7 TaBAn 1 = 77 Sapan - Z
Y ' a%p BA h
= v g'ﬁuBln C D ’
o :
A'" B! ¢ D!
Az. B c? D?
1= /5 -

a? p? ¢!  Da1"

AO, BO cO C'DD

] est un pseudo-scalaire.

Z se transforme suivant:
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'atB'¥'n"' : L Y '
7 G’B‘an'z B "‘g'fxf)ﬁa:sqyrnu(x')A'9'3'3 e'¥prl

= _:ﬂlﬁl détasd ., , . 9x@ ax®  3x© axd. ax'®’ gx1B8'

g ~T 1
sxtat 3%’ axt¥ 9N’ ax®  ax®

aY! n' ' -
_ax _ ox ARBPcPpd = Y=g déta §

m . n.p.g
- « AB
axP  -axt ' |déta | mapq ©P
— data z()
| déta |

donc:
D'y =92t gy
|déta |
1'élement de volume dans cet espace est:

d) = /=g dx'ax'ax*dx® ,

et c'est un pseudo-sgcalaire.

4.5 Déplacement paralléle

Il s'agit de sawir : comment passer d'un point & un autre.
Suppasons qu'on ait un vecteur en un point x; il setransforme d'une cer
taine:.fagon, en un awtre point il setransforme d'une autre maniére de

telle fagon qu'on ne puisse pas faire la somme des deux wecteurs
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pris en des points différents.

On a la transforma¥ion:

3xlu
[+ 3

P x') = ),

ax

~nous wulons:

3

ax!

= PPty = m'famt) .
Dans un espace plan:

Frlaxt) = Mar® ),
et:

Py | 3F%(x) ]
ax*? ax'

car £Ma est constant;

ici:

3 u, 3 | ax'"" _a
F' (x*) = __ F~(x)
ax ' ax'll: 3x* ]

o (3! n
= _72‘_[_3_’&__ Fa(x)-l .Iaxk .

x| ax® J ax!

_axM 9% ax" x4, ax™

P I I TR i R
9x ox  Ix'" . 3x¥x ox'
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on a vu que la transformation d'un tenseur est:

' PATS TR v
¥y (xt) = X % (x) —2X .
I._,a-xt_l ) : .axll N .
reavenons a:
B ; n 2 l]-l. n.
9 > F'u(x') = axX a---‘-ﬂan(ﬁ axk +..a }f: G_Fﬂ.(x) ﬂ_x ,
ox! Co¥x ax! ax 19X ox'!

2 F'¥(x') n'est donc pas un tenseur, car cette quantité ne se

ax'
transforme pas comme rrHA(x"); c'est le terme

2, 0H . n
’:nx = 7% (x) ax, qui empdche que E'M;(x")
% ax ax

sait un tenseur.
Donc, pour que la dérivée _E_T F'u(x‘)'soit-un - tehseur,
ox'!

il faut que le terme avec la dérivée seconde s'annule:

2_H
__JiJLLEm- o ,
3% ax
¢'est le cas pour:

x'l'l = PyxY ¢ a¥

Considérons maintenant un scalaire ¢(x), et on veut

3 - | ~
— ¢ (x); on introduit le deplacement paratlleles

] _ }
x Considérons le champ F“(x); sa valeur on peint x +dx est:
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Y :ia

Ix

H (x- + dx) ax*

il

Futx) +

introdﬁisons' alors:

CFP(x +ax} = FP(x) + §P" (x)

6F¥ (x) est Le dZplacement panallile de F.

On a::
a[r“.cxicatx)] =0 ,
c'est la méme chose que de dire que:
§¢(x) =0

péfinition:

SFM (x) = ~ rgB(xlF“-Lx)axB

ou T (x)est Lo symbole de Christofdel; 6n_peut montrer gque

af.

I peut &tre choisi symétriéﬁe par rapport aux indices o et B:

5" _
Pustx) = Tﬁa(x)

aveaec:

: g 3 3g
g0 - o[ g T2 g |
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- = v - T
u;ascx) guv(x)raBCXI Pu.Ba(x)

_ ul.(?gﬁk;+'agsl;3gds \
AT B 5?2

po| =

r. .(x)=qg. TV =
S®eaB T Tvutaf ax ¥x

(1]

(fgaﬁ' ang 'agaB
+—-—-&* - _\J
X~ X Ix

et:
v . 1 39&@ | agBa ang
T vgt®) =3 g v a
! - ax Ix ax
alors:
ag
B JN 4 = o
Ty,a8 ¥ Ta,vs o '
Hu:
g
oy _ b _ | S
B Iyulag = Japlvg = °
4,6 Dérivée covariante
Considérons les deux expressions:
u oy M, 3F ¥ A
FY (xtdx) = P (x) + S5-ax*
ax :

FH (x+dx) = F“Lx)_- szFadxl ,

-y



CBPF~-MO-003/86

-61-

nous pouvaus alors faire la différence entre ces deux quantités,

car ce sont des vecteurs pris au méme point:

FM (xx+dx) - F* (x+dx) =(5_ + r” E% )) ax?

= Flfl(x)-c’lx)t

Il

D, F¥ (x) ax*

dxA egt un vecteur,
H - L .,
EET + FEAFa(x) est un tenseur, c'est la dexivez covariante du
ox :
vecteur FM par rapport:3 v.

U = pH _QE_E ¥
D,F (x) = F,A(x) = Ak + T x(x)F (x) ’

on néglige le terme de degré 2.

La loi de transformation des P§B(X) est:

Tapx') = 3x'Y LAy 2x0 ax® _ _afx'M ax ox®

% ne 3::'01.3‘3:'-B ax"ax® ax'® sx's

P'E(x') n'est pas un tenseur; la dérivée covariante d'un .vec-
teur est un tenseur, car le terme compébrtant une dérivée .- se-
conde dans P&E(x‘) s'€limine avec lep méme terme qui est dana-la

no
transformée de EEX' Nous développerons cela au paragraphe VI
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4.7 Remargque

Weyl ne considere pas les symboles de Christoffel Fgéxi
comme symétriques par rapport aux indices ¢ et 8, on obtient
alors une géométrie plus générale que celle de Riemann.

On postule alors que la dériveée covariante du tenseur
nétrique est nulle:

‘ DBgab =0 .

On peut donner une image du déplacement. paralléle:

FU (x+dx)

au point B on peut faire la différence:

F¥ (x+dx) - FV (x+dx) = DAF“(x)dxl
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5 CHAMP VECTORIEL CONSTANT DANS L'ESPACE

a) Considérons un.vecteur Au(x) et voyans s8'il est possible de
définir un champ vectoriel constant dans 1'espace de Riemann,
soit AM(x) = (ax",0,0,0) et supposons gque éx“ 5042 conét&utgg&
tout dans L' ¢space. Alors, la longueur de a¥ sera'goo[x)(dx“)2 au
peint x et goo(y)(dx‘l2 au point y, donc pour que cette .laongueur
soit la meme, on doit éwﬁr géo(x) =g ,(y). De méme, pour un
vecteur Au(xjéwo,“.,dﬂﬁ..,O) .on deWrait aveir guu(x) constant
et pour le vecteur aM (x) +'Av(x) on devrait avoir gw{x)dxudx\’ cons-
tant, donec v {x). |

- Pa¥ ‘conséquent, poukfdﬁéiniﬂ'uﬁ.ahamp vectoniel econstant dans
Un eépace,&-Ikauyw £a constange dg7524 éampoaantaa, ﬁn dodit etre
ca;nb&c.da trouver dans cet:espace un systeme de@nﬁondonniéé ol
tous £e£“9u§ soient constants dans tout L'espace. Un iet sppce
est un updce pseudo-euclidien. |

On verra que cette définition de vecteur constant n'est pas

invariénuapar-rapport.aux.changemenu;de systémes de coordannées.
soit AP constént-dans un systéme de coordonnées (x). Dans un au-
tre sgstéme (x') on aura: |

'8

9x v A\,' 9] '

arMxn) =
ax

il '
est en ...général

done A'u(x') n'est pas_con#tant, puisque dx vy .

ax
une fonction de x. Une telle définition de vecteur constant est

axlu

valable seulement pour = C£3, dane x'¥ = Kuuxv + a”,tﬂest
ox .

le cas 4'un espace pseudo-euclidien.
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'b) soit AY constant dans le gsystéme (x); -nous avons I quet

(M v
A'u(x') = gl'I—G--;-.A!"'(:lc)-, soit: Ab(x) = JEE—.A'a(x')

X ax'®

Voyons comment changent .les composantes  A'M(x') le long
d'une courbe paramétrisée par u:x{u). Nous avons, puisque Avbd

. a5t constant:

aa* _ atxM @t v
du ngaxl Jddu ’
dA.u

exprimons maintenant:-aﬁ— en. fonction de a'Y. On.a

aa'¥  aigad ax* ax'" ax¥

= _ A'a ’
du 3xv3xA Bxln du x'®

donc:

ﬂ-l [ /11 ] B
%Sx_} =1 na 5%1-1" A'a_("_:') o

3ix¥ .sx{_ ax’
axVax? ax'® axto

Donc, si les AY sont constantes dans un systéme de coordonnées par
ticulier (xi, dans un systéme de .coordonnées arbitraire, les com
posantes A'M(x') doivent varier le long d'une courbe gquelconque . d'aprs
la loi ci-dessus.

Oh géneralise cette formule, et on met:
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| IR 3 'uj
W 33, N0
S ™ e
cette 8quation traduit le déplacement paralléle de AY(x) an

a¥ + sat au point x + dx:

AP (xtax) = AY (x) +6AM(x) = a¥(x) +

R

ctest la Loi d'affinite.

est le symbole de connection affing ou d'affinité, un sym

bole particulier est le symbole de Chistoffel.

¢) Exigeons.que cette loi solit covariante, donc gque 2" soit en-

core Un vecteur.

Cela veut dire que:

- HYy - -
ox X+dx :

soit:

noy 9x

U ' \ _ ne tH
AP x") + ax*ar*ixty = aqu) AV (x) +
x+dx

on as:

ax'”) ' ax4“) a2xt¥ B
- =(Z5) + ay
_3xg xkd x ax Jx axVaxP ’
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par conséquent:

M S '
atF(x") + ax'"a'® (x) (3" )A (x) +2E oA (x) axP

gt ] .
u 3x'u
o Jatae 2y

donc:

T . v [ U a2 .H
. dX'nA"q(x') =1 & t".ax'\). i ?Bx'% _ dxlAB ()
no - ABl 9x .  9xax

Or, de:
M
AV xy = o2V,
4%
-on tire:
_ V.
AV (x) = -2 aM(x')
axtu
par conséquent:
A B
R i M USC L N
ax'? ox!
donc:
! ' v\l W U A B
dx:ﬂh.a(x,)= IX x ax +
na lSIin“ ax'" 3x'®

+

a2x ¥ B.xA axB dx'nA'a(x'T
.Bxsaxl' ax'M ax'® '



- CBPF-MO~-003/86

=67 -

par conséquent:

325 'H 3yt oy

Bxkﬁxs'ax'n'ax'a

Les coefficients de connection affine se transférment comme

ci-dessus pour que la loi:

i
sak = ax®ab

aB
solt covariante.
. : u o
Il n'est pas nécessaire que #. ; pour le symbole
na Lamn
de Christoffel on a 1'égalité, c‘est un casparticulier.
| _H-ﬁ Y - - . _
5 1 1 # ) dané' un certain systéme de Jeeﬁ.wgnce, ralons
aB, Ba, .

cela dera vial * ‘poun toute transformation de coordonnees.

Supposons que pour une certaine transformation des coordon
uot U . '
nés on ait pi.trouwEr que ={ - . Alors, d'apres ce qui
aB Bo
précéde: . .

Yrax +

anf Al ax'® ax'? 3xX axB ax'® ax'"

1 : '
{“ } : Bx{pfau Bxl, BxB d x'u .BxA Bxs

BxB' axl 9 x'u axs axA

+
ax” | Brf ax'™ 3x'®  axPax® ax'" ax'®

l -B. azx u A

ax~ . O¥ ‘4
fax' N ax@ axAQxB

9x 8xB
ax'" 9x'®

pour tomt autre systeéme de coordénnées, ce qué

contredit 1'hypotheése.
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(v ) (u '

.81 { . # { dans un certain systi&me de coordonnées, alors
LaBj: Ba '

il est impossible de trouver un systeme de coordonnées ou tous les
: ol

0 en un certain peint.

coefficients _
: aB _ _
En effet si cela® &tait wvrai,alors en ce point -on. . agurait

no an

T vY
{ = { }puisqu'.on aurait seulement le terme . inhomogéne,
qui est symétrique:

atxr® o™ axP oyt axf ot

Aox® ax'D 3x0®  axPax? ax'" ax'®

ax ox

AoxB axt® gx?

ox

Si les coefficients de connection ne sant pas symétrigues, on
nlaura pas la relativité générale d'Einstein.Dans des théories
unitaires de la gravitation et de l'électromagnétisme, on aura

v
des symboles } non - syméetriques.

o

d) Theéoréme:.la conditionh nécesgsaire et suffisante pour gqu'il e~

- xiste un certain systéme de coordonnées ol. les - composants

d'un vecteur .ne changent pas par unﬁdépiacement paralléle.

infinitésimal est ques

U u
ag Ba [

C'est la méme chose que de dire: la condition nécessaire et

suffisante pour qu'on puisge définir un systéme de coordonnées ol -
] H 1 U
= 0 est: que: ={ .
af ' aB Ba
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Si ce symbole est un tengeur et si on est capable de trouver
un systeme de coordonnées oii ce symbole est nul, il le sera tou
jours.

Comme ce n'est pas un tenseur, il peut &tre nui dans un cer-
tain systéme et différent de 0 dans un au£re.

Signigication physique: on a déduit l'équation de la géodési
que de l'espace de Riemann (gu' in a postuld &tre l'é@quation du

mouvement d'une particule libre) de:

) J ds = 0 ,

1/2

- Loodx? ax’ ds |,

avec:

alors:

azxMu, oM g008 _ o
ds? aB ) g

Quand le symbole { } est symétrique; on le note I.

Le théoreme dit que si { |} est symétrique, alors 1l est pos
sible de définir un systéme de coordonnées ol ce symbole est
nul en un point donné.

En ce point 13 on &limine la gravitation. Ceci . .caractérise
1'espace de Riemann: en chgque point il est possible de définir
un systéme. de coordonnées tel que les I soient nuls en ce point.

.Supposons gue dans un certain systéme de coordonnées X, les

composants d'un vecteur XY .ne changent: pas . par .déplacemeéent
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paralléle & partir d'un point .0. Alors:

H -
SR = az*5f = 0o ;
af

le produit ax’AP est arbitraire autour du point X, donc on doit

avoir:
. u - . -
Mais alors sera syme@trique dans tout: autre systeme de 'co-
ab _
ordonnées pulsque dans (X) le terme inhomogéne est = symétrique,
donc:
1 u L]
Ba

Montrons.que'la'condition'est suffisante. Choisissons le point
0 comme origine du systéme de coordonnées, et cherchons un sys-—

téme de coordonnées particulier x &au moyen de:

: 4V
= x¥ 4 i ol xkkv : X~ L
2 AV A !
, X"/ x=0
'|_1.
alors la transformation des coefficlents est:
of
" v N 1
=8¥, ? 88", + 5 (@ +al)e" 8",
aB v_. An 8 2 (Jm nA) a B
donc:
i u
= R 2 ']2;(31;6 +Ia]é ’
ofB aB
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u u .
avec 1'hypothése que: \= ,nous pouvons choisir af  -tel
aB Ba
que:
1 ¢ py - ("
Z (“)w + qvl) - ’
donc:

s2¥ = 0. .

On note les coefficients de connection affine symétriques:

7]

. = -TH
af

ag - !
ou TEB est le symbole de Christoffel; il est alors possible de
choisir un systéme de coordonnées ou les coefficients de conne-
xion sont nuls en ce point.Ce systéme est le systeme g&odésique.

Dans i'espace de Riemann, il est toujours possible de choisir
un systeme en chague point qui soit géodésique ctest &  dire
pour lequel le symbole de Christoffel soit nul en ce point.

On ne peut pas faire cette amnulation de I' pour tout l'espa
ce, on le fait localement.

Physiquement: le champ de gravitation est généralt mais
il n'est pas uniforme; dans une région infinitésimale il l'est,
et alors on peut prerﬁ're un ascensewr en chute libre: - on.aura €liminé
la graﬁitatﬁnm si le champ est_homogéne-parbmut, on . aura’ un
champ pseudo.euclidien et non plus de Riemannu.oh peut obtenir
1'expression des symboles .dé Christoffel si on mtroudult les® pro-

priétés métriques.
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€) Jusqu'ici aucune.propfiété métrique n'a &té& utilisée.  Main-
tenant nous imposerons la propriét& métrique que le produit
scalaire de deux vecteurs soit invariant par rapport 2w dé-

placement paralidie.

Alora:

" t‘iE;u\"(x).!u(x)B\J (x)] =0 ,

cela veut dire qu'on prend une courbe paramétrisée par u et on

impose:
d 1
au [gu\, (x) A" (x_)B (x)-‘ o ,
soit:
dg A ‘3a M v
v A" JHLV dA” v udB _ .
- Sy A"B + guv"._du- B" + guvA ao 0 ;

or, "Nous .savons que:

dAu_= " _dxa»AB R ax® ab ,
du aB _du af du
donc:
gua =0 ,

par conséquent:
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ag. | ‘0!' o -
__Qg o Vg =0
x® |t
g a .
\)lit +{ -gqx =0 ,
3x v
additﬁanﬁonSMmﬂmbre 3 membre:
g g o O o
A “JvA _ : o
SE 4 4 2 Gy * Iy +4 ) Ggp = O
X ax uwf - VA BA
soustrayens la premiére:
9g g °9g | K]
Ix ox oxX v
donc:
a _ 1 ax aqka .39, ngu
n. =379 VS TR
B ax : ax ax’
La loi de transformation de T est:
B ’ o, i
1 ;
. RPN _Bx'q“ a 3£? axH 32x'® ax") ax® !
P ) == T (=5 R T v’ ue
vipt:® ox ' Cax'’ ox'M ax 'ax ox*¥ ox! .

seul le premier terme donne le caractére tensorial.
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6 DERIVEE COVARIZNTE ON DERIVEE ARSOLUE

6.1 Dérivée covariante d'un vecteur cohntravariant
Considérons un 4-vecteur FY au point x ¢+ dx, par définitions

. M
¥ (x+dx) = FF(x) + ﬁﬁv ax’
X

F* au point x + dx n'a pas un caractere vectoriel, l'expression

n'est pas covariante.

Un vecteur obéit §:
Ix
X

F.u(x.)-=

|1 I :
v F_(x) K

P (x+dx’) = (- ;} Fxrdn)
x+dx

on. introduit l& vecteur déplace par le déplacemént parallele:

E-tu (x"""&XI

F¥ (x) + 6P (x)

Fh(x) - rgsdxasscx) ,

on peut comparer les deux quantités-.Fu et F* au méme point,.on

peut en particulier les soustraire:

FM (x+dx) -F" (x+dx) = (a—-——\-; + I‘“B 3dx

o, —

S

vecteur car on peut tenseur 4-vecteur
faire l'analyse ten

sordelle en chaque

point
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ax

b ¥ = Fyuix) + 1Y FB(x)

6.2 Derivee covariante d'un vecteur  govariant

7. ‘Pour deéfinir DvGu(x), on a:

GE-'“ ()G, (x)]

]
[=]
-~

alors:
oy, - Q. —
(8P )Ga_+ icaca) =0 ,
soit:
o] A Ve B = |
F-ﬁGa -T de 1 0 ’
oum:
| r"tac- % ax’e ) = 0
. ; Vi Ta . -

tSG;,L vadx G,

c'est le déplacement paralléle pour un vecteur covariant, cela .
s'écrit encore:
dx"G ,

51(x+dx) - Gy (x) = th
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or:

Gx(x+d;a'- GA(X) = —= dx '

donc:

3Gy’ N
. _ A _ p0 ' v
Gkgv(x)dx —(—v I‘leD ax

G, (x+dx) - (';)k (x+dx)
. ax

soit:
3G . 4
Gupv ) = axv'f Fouba

6.3 Dérivee covariants des tenseurs

Idée générale: on forme un scalaire avec la guantité

on cherche la dérivée:
a_B, _
solt:

o B PP T3 0B ;
(GTG 1Aa"B" + Taelﬁh }YB" + TGBA (6B") o ,

B

a. B - o MV B LB ﬁv_
A'B ﬁTaB -TdBI‘deAB TGBA_r_dexB = 0 ’

d'ol:

l
o
-

S N S S N S
-(ﬁTgB- Toglpadx" Tanrusdx.)AB

done:

e PNl o, ome pg B
8T g = T, aThgdx” + T, Thodx

dont
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on:
- = n nooou.
T B(x+dx) Tas(x) TnBruadx + Tanrusdx ‘
mais:
. | aTaB it
Tas(x+dx) - Tus(x) = " dx '
X
donc:
-7 =z u
T B(x+dx) Tas(x+dx1 = TaB:udx
=CTGB - I-Fl - rn )dxu ,
%™ uo nB uB an
ou:

J o . P | .
1 Tagin ® uTag = Tyt nB“P I'uB an ¢

il n'y a pas d'opérateur différentiel universel; .. 1'opézateur
différentie]l nécessaire.pour obtenir la dérivée covariante dé-
pend de l'ordre de .la quantité 3 laquelle il s'applique; ainsi
par rapport au tenseur covariant du 2e.ordre TdB' on aura la de-
rivée ordinaire plus deux hﬁmés; il y a autant de termes supplé
mentaires que d'indice, pour le vecteur FHi1 y.a un térmes supl_lé—.:
mentaire senlement:

ptou:

L o ra _ na
JaBsr = a8, rakgaB rBlgda d
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non Aavors vu' que:
g : .
af a. _ a _
ok FBatax T 9aaTpr 70 ¢
alors:
guB;A(x} = 0 r
or:
gyg (K+aX) = J, g (xtdx) = gas.k(x)dxl
donc:
gaB(x+dx) = gaB(x-f-dx)
On a aussi:
| a8 . .0 A8 . 8 .0A
= +
En. général:
WVesn 3 _n mHVseo W oav... vV oHass.
TdB...’A aiTaB... + raAT' + T°.T +

as;.. al aﬁ..a‘

- m PV aa - m uvooa -
PaleB... FBATqmooo

les indices a et m parcourent uv‘...

On peut écrire:



T

af

r

F

,l(x)

= 5 8% 5B o LB B 08
L. = 8%08" s * Tan®a * Tany

mA n

TuB:l

[
ag -2

Ga;A(X) =

H8:

aX

= aB

=79

a a
(8%, + T

g ¥ g -

A

- B .
= 9,6 o~ T

ug
qu + Fux

B

ar °

Tau ﬂgaas
mnl

= - N - P =
(%) = 2,Tap = TaaTng = TagTan *
mn m . _ @ B N el
o = 9,8%,8%, ~ Th e, - TR 6%

CBPF-MO-003/86

o L a ¢ B8 -po B
.y (X) = 3, F + PABF —QJLBF , .

_ B -8B
3,6, PGB_J@ \Gg 7

mn

GBA mn
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6.4 Divergence covariante

On a:

Ct.: d = f l 'u
atv F* = 5% (aa +rm.)r

La rotation covariante est:

elle coincide donc avec la rotation ordinaire.

Le principe d'actiom-minimale conduit i l;hamiltonian H;

dans H il fant faire la correspondance:

p' »p’ - e
gquand -une part&culé de cha:;ge e est en présence d'un champ élec-
tromagnétique.

Einstein a interprét@ les I comme la force. de. gravitatién
agissant sur la particule. Il faunt remplacer parteut la dérivée
ordinaire par la dériveée cgpvariante, car elle contient l'ac-
tion du champ de gravitation.

Pour Riemann les I “wiemnent du fait que l'espace est courbe,

d'old champ de gravitation (voir chapitres précédents).

A

Nons allons déterminer Fla'

On a:

. aB T
g1, ~.3lg + FXng

1

né B oan _
+ PAng = 0
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et:

= 3

e _
Fag:x = 2298 ~ Taa%ng ~ Tgaan

de la premiére on obtient:

ag

o
94229 * X g guB + Ty

g gGB 0 r

onz:

9ug0y 8t # T+ TR =0
soit:
P:a =T aBaAgaa
Or:
gVixyg 0 =Y,
d'ol:

HY . uv =
9" (dg, ) + (dg" ) =0
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-sze_
d'sd:
Jag
et:
= —?—g— = aB ) = -
dg 39,5 dg g = 99 49,4 99,899
a' od:
o B
_.a_gx = - gqu g.g_x. .
ax -}
et:
a _ _ 1 PR a%
I‘M 2 ga'B ggus éx)
=L 99
'2g.BxA !
soit:
r% = - ([og =
XG axA ) pd 4
et alors:
o _ A @
F sa (aa + ra k)F
a
= (aa-fBaLog/:EaF
11 a
== [F(x)/~g ] .
~g °
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Le d'Alembertien dans l‘eapace'de-Riemann est:

6.5 PBquations de Maxwell .en présence d‘'un champ gravitatiomel

Oy = (g™ ,\w)

'ﬂ'“
tQ__
=Y )
N

Nous avous tous les &l&ments nécé@ssaires pour avoir.ces &

guations.
Considérons:
™
on a:
aB _ dﬁ. 0 UB B &
d'el
af QA u. HA | LA pap
= ap HA
= ak + (3 Logvy- )T + FNHT r
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Supposons le tenseur antisymétrigque (cas du tenseur éléctro

magnétique}; dans ce cas le dernier terme est nul (car P;u est

symétrique).
Si:
Fal - - Fla ,
FCI.B.S = 1 3A(_‘_{:§ Fﬂl“)_ .
) Y=g
Dans un systéme géodésique autour d'un point x, les é&guations

de Maxwell sont:

a.F 4 QvF

Au A

UV _ LM '
3\,F = ’

ju est le courant, et: FFY = BUA“'- s¥aY.

Pour un sSystéme général, on doit remplacer les dérivées or

dinaires par les dérivées covariantes:

avec:
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ce gui donne:

Il faut prouver que:

ju.u = 0: loi de conservation du courant.
On a:
woo_ 1 u 1 Auy <
j = — 3 ;/‘-E)=-—aa /ZEF)zo
id /:‘é"u( /_—guA(
car F* = - FM¥,

Il y a des problémes gqui se posent en théorie de la relativi-
té générale car la notdon d'énergie y est trés délicate.
De ju;u = 0 on trouve que la charge est conservée (appliga

tion du théoréme de Gauss):

d*x3 3> = J
.I v g

.V
car BUJ =0 ,

W v
3 ddv ‘I - 3 dcv = 0
1 Ty ' :

-

d'ou: - J. Y _ .V
. jdo, = IU jda, .
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ce gqui est la méme chose que:

jj '4%x = ct&

on définit 1la charge totale qui est congtante.

Si on est en présence d'un tenseur 8 pour - ilequel

rd pH,

TmB = 0, alors on aura un terme supplémentaire: A

-
Revenons & la loi de conservation de la charge:

J . coY d .
/=3 j.u.ud3x =J — ("'9 :l°)dax =— | 79 3°&x =0
v ! y 9% dax v,

ou:

Jlr;l'/-g j%(x)d3x = 0 | ; V étant une region finie,
dx® Jv contenant les changes.

La force gravitationnelle va influencer la demsité de char-
ge, dans 1l'approximation du champ faible on peut calculer fa-

cilement cette:expression.
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7 LES EQUATIONS D'EINSTEIN DU CHAMP GRAVITATIONNEL

7.1 Le tenseur de Riemann

Un espace est plan s'il est possible d'effectuer une transforma
tion des coordonnées de telle fagon que le tenseur métrique soit

identique au tenseur métrique de Lorentz:

Too = ~911 = "9y T =933 = 1 gaB = 0 pour a # B
partout dans cet espace. Dans cet espace,on peut faire un dépla
cement paralléle d'un vecteur et obtenir un vecteur constant en
tous points. L'opératéur de dérivation ordinaire est alors un
vecteur, et.deux de ces opé&ratewrs commutent. Dans un espace a
courbure non nulle, ceg propriétés ne sont pas valables.
Considérons la dérivée covariante d'un vectéur dans un es-

pace courbe, qui est un tenseur ng

ooy = M I T u m '
Ta(x) F :a(x) = P 'd(x) + Fam(x)F {x) .

Si nous calculons la dérivée covariante de ce tenseur, nous

avons:

n = mH = mH a _ ' U
F oA Ta;k Ta, + T ATd PakTm

~a

u -)n un u
F,a x + (ran, F' o+ P F .+ ral

- " u ho_ ool Mgl
rakF + P&lranF lna)\rmnF



CBPF-MO-003/86

B8~

Echangeons maintenant les indices o et A et faisons la dif-

férence des deux expressions dbterues plus haut:

- pH = U - :. 1 N | u- & _ U a .
F?a-l F”‘?“ ' I:(run),x '(rxn-')m-."' r-n;x..-run raurhn]Fh

pans les conditions .des opérateurs introduits antérieurement,

noung avonsg:

(P2, -5 ) -

aoA aXix naa

Roax = Tand, 2" Tand e ¥ Taalan = Taalan

est le tenseunr de courbure de Riemann.

' - u - pH = gt RO 1
L'expression F;a:l _ E;l;a RnakF montre gue 1 ‘espace
de Riemann est courbe. La dérivée seconde ne commite pas et

c'est une propriété de l'espace courbe. Un espace plan est tel

gque par définition:

U =

Rndﬁ(X) 0
en tout point. Evidemment wun espace muni d'une métrique de-
Lorentz n'a pas de symbole I' et est par conséquent plan..

Donmnonsila liste des propriétés du tenseur de Riemann’

U _ _ b
Rnal Rnla
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=3 n = - = =- : =
Riagy =9un® ey = " Rausy Riave = Reyua

R +

Rig2s + Rpp3y +* Rygy2 = O

L -
Des 4' = 256 composantes de RudB?'

dantes en vue de 8es propriét@s de symétrie (comme R est anti

seules 20 sont indépen~

symétrique en B et y, ces indices, u et o &tant fixés, .donnent
6 composantes au . lieu de 16; de méme pour les indices u, o pour
B, v fix&s; on aurait donc 36 composantes; la symétrie en ce
qui concerne l'échange de 1 o et B vy réduit celd 3 21 ~ car ce
la revient 4 une matrice 6 x 6 symétrique; en plus noug avons
la ;der'niéré relation encadrée, d%wu finalement 20 composantes

indépendantes) .

9.2 Les. identités de Bianchi et le tenseur de Ricci-Einstein

Dans un. systéme de coordonnées géodésiques, la dérivée co-

s u - - -
variante de RGB'YSE reduit a:

RgB'IYFV'= (rgﬁ) :+..:IIV.- ({PEW):B:U ‘

Par conséquent, dans ce systéme:

R" + R®RY

o =
aByTv- TavBry * Rayvse °o
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Ce sont les identites de Bianchi: puisque le membre de gau-
che est un tenseur, les composantes disparaissent dans un Sys-
téme géodésique, les relationsg demeurent valables dans tout sys-
téme de coordonnées.

On peut former par contraction du tenseﬁr de Riemann un ten-

seur du deuxiéme ordre:

. —
Ruv B Ruau

C?’est le seul tenseur qui puisse &tre construit 4 partir du

tenseur de Riemann puisque:

rR® 8 B - BA.

_ B _ _
auv — 9 Rgapv T 9 Ryguy 9 Rgauv

et

= a - [+ é(. a _ o .3
Ruv = (I'cm)'\J (Fuv)’u + P&ﬁfau_ raaruv

La courbure scalaire est définie comme la centraction de
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Le tenseur de Ricei-Einstein, Gz, est le tenseur dant la

divergence covariante est nulle: R

Des identités de Bianchi nous obtenons:

Ho . ﬁu . ua
+ . . =
Roysv * Rogyy ™ Byy;p = 0

et la contraction des hxﬁcesu et B donne:

uo : 1T+ ua
R + R + R = 0
uy;:v Vi Y YViu

Maintenant, par la-détfj.n:u:ienun_"RmJ = Rﬁav et les propriétés
de symetrie Ruva Ruav- : Rﬁv' on ‘a par.contraction de o
et yv:

- a . _ u =
R;v Rv;a Rv;u 0 d
clest:
_ apl
R.v = 2R.q

Le tenseur d'Einstein-Ricci, qui satisfait l‘*éguation

Gg.u = 0 est par conséquent:

r
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6 _ o6 _ 1 .0
GB = RB 5 GBR
oy:
G, =R - l--g' R
B aB 2 “aB

7.3 Les éguations d'Einstein du champ gravitationnel

,On voit, par les définitions:

- -1
Gug = Ry = 3 JagR v

. AV}
R = gu Ruv ’

_a_.__a ua_aa _
Ruv - (Tau’; (ruv) a‘+ ravruu Pauruv 4

et l'expression:

3938 . %91~ agas

(X) + T »
2> axP |

Nll—-'

Y, tx) =
g x

que G g contient, 3 coté de combinaisons non lindaires de Iuv et

9v, 2 des dérivés secondes du tenseur métrique (on du champ po-
L

tentiel gravitationnel) guv(x) (lineairement). Si le tenseur &-

nergie-impulsion de la matiére, T _, doit ob&ir i 1'dquation co

uv

raant ne il Wy

variante qui généralise 1'&quation _______=0€N[:BJ étant le ten
A
X

geur de Noether).dans un.espace riemannien:
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no
Tv;u ¢ .,

alors, vu la relation Gﬂ_uﬁ= 0, il est plausible decpastuler

que les équations du champ gravitationnel sont de la forme:

a® o _ om@
GB K'.l'B

ol K est une constante de couplage. C'@tait le postulat pro-
posé par Einstein en 1915 aprés plusieurs années de tentatives
de découvrir les équations relativistés qui pewvent etre regar-

dées comme une:.généralisation de 1'é&quation de Poisson:
V() = 4nGe_(X) . -

Dans le cas particulier d'un champ gravitationnel faible et
indépendant du temps (c'est & dire différant de trds peu du
tenseur métrique de Lorentz) 1'identification avec .lléguatdion

de Poisson est réalisée si on pose:

g = 87 |
c?
Ox:
G = R 1 R
aB aB ~ 2 YaB ’

d'si:
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va contient des dérivées du teéenseur métrique d'ordre 2 au ma-
ximum.

Si on admet 1'équivalence matiére-énergie, la matiére crée
un champ de gravitation qui doit créer de l‘éﬁergie pour s'en-
tretenir, on arrive essentiallement 3 ces .@quations.

R est un tenseur qui est associ& & une propriété de l'es
pace.

Historiquement, Einstein a d‘'abord donné comme équations:

R, =Ky o
car Ruv est le seul tenseur qui contient des dérivées d'ordre
2 (au maximum) et d'ordre 1 du tenseur métrique et ce tenseur
lui-méme.

Si l'éguation précédente est valable dans tout l'espace, si

on fixe un é&vénement x et si on choisit un systéme de .. Lotrentz,
Tuv est conservé autour . de cet &vénement:
uY _
T;\) 0
gV )
{(c'est l'extension de v = 0 en relativité restreinte).
ax '

Il faut dans que les &guations du champ - -gravitationnel

soient telles que:

TV = o
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or R?z # 0 et 1l'éguation

e uv

n'est pas la bonne.

e tenseur Tuv <i@nergie-impglsion-contient- toutes les con
tributions.dé-tdute la matiére et de tous les.champs.séuf le
champ gravitationnel. Les a@quations de ces champs  tiement cepen~
dant compte du champ gravitationnel dans les opérateurs .diffé-
renfiels. |

Il Faut montrer que dans l'approximation du champ faible on
retrouve 1l'équation de Poisson.

Considérons l'égquation d'Einstein:

et multiplions 13 par guv et sommons:
R=-2R= - KT ,

solt:

ol T est la trace de Tuv:
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d'lod:
R. - g KT = - KT
HRY 2 guv ' nv
soit:
R .= = K(T -1 g..T)
uv “uv 2 Tuv
c'est une forme éguivalente de:
R -%g R=-EKT .
uv 2 Tuv yv

C'est l'équation en présence de la source du champ de gravi-
tation, Tuv'

si TW = 0, on a un epdce sahs source et l'équation sera:

Ruv = 0

Dans le cas .ol la source est un champ électromagnétiqué de
radiation (en absence de charges} le tenseur . énergiesimpulsgdion

est:

- mn
Uy mn

=3

M

Frj

L2

+
N
(To!

L |

il est déterminé par les équations:

[=]

(=5 an) =

'”
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=0 , F =2 - A :

* EVA:U i uv eV TN

+
Fuvfl Fiuav

la trace de ce tenseur est nulle:

Donc, les &quations de la gravitation pour le champ .-élec-

tromagnétique sont:

Ry, = = KL,

ces éguations ne sont walables que pour le champ &lectromagnéti
gue,

Supposons:

"oli;p egt la densité de matidre et u la 4-vitesse.

‘On veut:

T = p P Tok = 0, ﬂ'j-k=0 .

On a un fluide de matiére avec une densité p au repos, d'oii:
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Considérons l'approximation du thamp faible:

gV = g*V + BV,

on a:
. :r.z--..—:l'n
Roo K(p f-goop)
1
=-§Kp ¢
FBk =0 '
_1 ¢
Rop=3 K 950 -
mais:
->
= 29 (x)
gOO('x)_1+ N ’
el
et:
2
ROO= Mq—...
c?
d'omn ¢
2
_¥=-%Kp
c
oL e
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en comparant avec: V29 = 4w 6p , on voit que:

c

i

Avec l'approximation du champ faible on retrouve donc 1'é-

quation de Poisson.
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8 LA SOLUTION DE . SCHWARZSCHILD

Les &quations d'Einstein du champ de gravitation. sont:

1 I
Ruv 2 gva N KTuU

et

il y a d'autres équations possibles qui sont intéressantes pour

la cosmologies:

-

R#v - 3 9, R+ A9y, = - KT,

oii A est la constante cosmologique (elle est proportionnelle a
l1tinverse du carré du rayon.de l'univers).

La premiére &quation a sté &tablie par Einstein qui voulait
que 1a divergence cavariante du tenseur énergie-impulsion T

(TR
soit nulle:

-~y

et alors:

"V =z &®"W -

o=

Si omn additionne alors le terme Agub l'égalité& sera enco-

re vraie, .£ar:
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ceci peut d%illuewrs &tre pris comme définition de la dérivée co
variante.

R v posséde des dérivées secondes de g, bar rapport a3 X,
A devient donc 1'inverse du.carré d'une'lqngueur cette longueur
étant en relation avec le rayon de l'univers..

On a montré que dans l'hypothése du champ faible:

K=_G -

8
2

Q

8.1 Forme du ds’ dans le cas de symétrie sphérique

Considérons la solution de Schwarzschild qui estla suivan

te: il y a une source (par exemple.le soleil) qui produit un
champ de gravitation;on veut les sclutions en dehors de la
source ou Tuv = 0 (R= 0 dans ce cas) en un point de 1l'egpace

temps, 4'ou:

-

Rﬁ\::o

il faut résoudre:

v

ou:

oy . _ ¢/p0 6 pR _ K0 o7
(rav),u (ruv),u + rnnruv %a‘rpv
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La solution de Schwa&zsc&ild est indZpendante du temps, &

symitnie sphirique et telle que:
L "
guv(xl u——¢9~guv(Lorentz? '

Y e
clest 3 dire qu'd £'infini L'eéspace-temps est plan; il s'agit’
de chercher les gnU(x), (on s'@loigne & l'infini 3 partir dela
source) .
On a:
2 - Ha WV
dg® = guv(x)dx dx '
en coordonnées sphériques:
ds? = Ac?dt? - (Bdr? + Cr2de? + Dr’sin?ede?)’
+ adrdd + basdy + cdrde + gokdx°dx?

car: rcos¢sinb

”
i

rsindsinb

o
I

Xy = rcost

A,B;C,D, a,b,¢, et g, étant des coeffie¢ients & trouver.

Appelons ds’s le ds’al'irfini:

ds?w = c?dt? - (dr? + r?as? + r’sin’ede?) .
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Si ds? est indépendant de t, ds®’ ne change pas si:
dax® + - ax°® ,

c'est 4 dire si on fait une inversion du temps; d'ou:

simon le ds? change.

Introduisons maintenant la symétrie sphérique {que nons

admettons):: ds? est invariant dans la transformation:
d¢ ~ - d¢
et {ou):
dB = - ad  ;
d'ol: adrds = 0
bddtd¢ = 0
Cdrde = { )
et:

ds® = Ac?dt? - (Bdr? +Cr?de?® +Dr’sin’ed¢?) ,

A,B,C,D sont fonctions- de r seulement.

Maintenant, considérons un déplacement de € = rd8 au  pole
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nord (8 = 0) ce qui correspond 3 ds®’ = - ce?, et un déplacement

de ¢ = xdd 3 l'équateur (8 = g} ce qui correspond & ds* =-be?;
on veut que ds? soit inva-
riant (symétrie  sphérique)

d’'ol:

ds2:= Ac?dt? - BAr? - C(r?de® + r?sin?ede¢?)

Montrons maintenant qu'on peut choisir un systéme de coor-
données ol C(r) = 1.

Introduisons une distance définie par:

d'olt:
2

Ce2 =71

et: . 2€(r)rdr + r’C'(r¥dr = 2rdr ,

ou: 2G(rirdr|l + EE%ETC'(rI] = 2rdr |,

. 2
czcr)rz(dr)z[} + —L C'(r)] = r?(dr)? '
2C(r)
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divisons par: Cr? = r’:

2
C(rl(drle-+ X C'(rl] = @m? ,

2C(x)
4t ou:
" -
B r -2 _ =, .=
B{dr) ? =-CE+ Ec':l (dry® = B(dr)?
et:

ds? = Ac?dt? - B(dr)2 - T2(de? + sin?ed$?) ,

cl'est comme si C{r} = 1.

ds? = Ac?dt? - Bdr? -~ r*(de? + sin’0d¢?) ’

i1 s'agit de trouver A et B ét alors an ala.sclution de Schwaxr

zschild.

8.2 Solution de Schwarzschild

En géneral:

A(r¥'=“ev(r)

B(r) = ¢+

bl |
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ds? }Tb-;} ds?e P

d'ol:

"A(r) et BI(r) %;;?.1 | '
goit: A(r) et V(r) E;;>'_0 -
Alors:

ds? = eV {r)ozgy2 -t g2 r2(de? + sin?ed¢?)

On réduira eU(r) et ek(r) en résolvant, dans le cas particu
lier considé&ré, les 8quations de la gravitation relatives aucas

extérieur:

ou:

ra) = (i) * ey~ ThaThu 70

Oon-a i calculer 40 symboles de Christoffel; nous allons uti-
liser un artifice:

prenons l'équation d'une géodésique:

&N = ax"

%% 4 ro J‘CB}'{n =0 , avec: = s
=1

Bn
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ces 8quations contiement tous. les symboles de Christoffel. .*'Si
nous connaissons' ces &quations, nous. pouvons faire une identifi

cation de ces symboles .Le principe variationnel pour la géodé-

sigue est:
QJ.{%“(r)(i°)z - (e} pz 4 p2p2 +rzsin26¢2)}ds =0

ou: _ 8 Ji}ds =0 .
lesiéquations de Lagrange sont:

.di_ai=_a_aL

%%

Pour x* = x°, on obtient:

-]

v" —
ds(2e X) =0 ,

goit: 2% + vIEX® = 0 .

(oti'est la dérivée par rapport & r et.par rapport & s)

Comparons  alors-avec:

320 +'ﬁ5hx3g“ =0 ,
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20 0 012 , ™0 Pel 0 1s0
X' + FOO(x”) + rﬁlx X + P10i=i +

0 280 0 $3a0 ¢ 21 -
ZPZOi x" + 2T30i %’ + Zrikx X =0 ,

en faisant la comparaison :

vt

naf

0 - npo
Tor = T10 =

les autres I sont nuls car A et v ne.dépendent.pas de 0 et ¢.

pour x* = x!, on obtient i partir du principe variationnei:

£+ % Ats? 4 % vie¥ M an? - e Prh? -rsin28$2é-h =0 ,
on compare avec l'équation:
=1 1 .BIn=
X+ Pth X 0 '
on obtient:
1 _l 1 VA 1 -1 5
Too =7 V'e o Ty =32
1 - —a” ¥ - _ 2,,.=A
r22 e 'r ’ r33 rsin“te
Pour x¥ = x? = 8:

8 évér - sin6cos6d? = 0,

%2 4+ 12 %P

N
Bri X' =0
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d'bi: .
1 2 — 2 = .:.L.. 2 = - ;
P31 T, T ¢ Ta3 sinfcosé
| _
Pour x> = x* = ¢:
_ . 2 i1
$ + 2 cotgb.$8 + ;fd’ =0 '
3. oBeM =
%3 4 FBnk X 0
d'el:
ri =T} = cotgh ri, =r3 =32
23 32 gv- v 113 31° T
On sait que:
o _ 8 —
rma = ;_E Logvy-g '
)X
1l'équation:
Ruv = 0 f
s'écrit alors:
32 - a B n_% /=g =
_ - - .+ T - L = 0
axMax’ Logr=g = {fyy) o * Ty %\* Puv o ©gv=9

De:

as? = e” M c2ae? - M Far? - r?(de?’+sin®0ds?)

g v(x)dxudxv v
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on peut écrire:
Vi) 0 0
el(r) 0 0
g = .
pv 0 - - 0
0 0 ~r?sin?e
avec:
g = Hg“ = __r"isinZeev(r)*A(r).

Log/~g = 2—;—;\ + 2Logr + Log|siné| .

Considérons l'é&quation:

sait:

_ 8% L o _ g%y . pBpR -0 8 _
Y Logy~g (Pbo),a + rnorBo Too - LogV=g = 0

comme seuls I et Iy, sont & considérer et que g est indépen-

dant de x°:

= - (7%
R (Too)'

o p1 _ @1 _2 =
Ry, + 2T To o - Tl Logv/-g

1 10" oo %}

- Lfored ) 4 Loveza¥h Ly (2B 2) - g
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- % v"ev_l % \)'.ze\".-_A + i"-\J")u'e\)-A + % v"zév-;\ -%— -u'zev_l
- % vrare¥™ -v,sv-k =0
ou:
| v o+ % vlz - % vial o+ 2¥L =0
De méme: ‘ | Ry,= o ,
donne:
-(33:1)2 Logv~g - (?‘,"‘1.) a + rill‘gl - ‘I"fi..(mq?’;'é) g=0
ou:
(Logv=g) | 1 = (T3y) 3 + TigTyo *T1iTyy *+ T340 0y
+ 573 - fil(LogVIE)’l - o
soit:
ce qui ?e réq?it 8: | |
vt o+ %v"* —%—x'u'-@%:- =0
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on a donc deux équations du deuxiéme ordre pour v(r) et

A(r); en les soustrayant, on obtient:

dtois

A+ v = cte

. e e 0
La condition asymptotique gﬁu {x) E:;?bguv donne A(r) et

v(r) + 0; d'ou:

A+ v=20

soit: _ A==V
Subgtituons cela dans:
v+ % vz - %-l'v' - gEl =0

a' ot et -2l o
ou: R E%l =0
ous (re_k)" =0
soit:

(re ) = ct&
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Pour calculer cette constante, considérons:

_ _ (70 B pnT _ pT — -

Ryp =(L09Y=g) 5, 5 ={lpp), o +Tplgy = Tpy(logi=g) =0

ous
— o (Pl 1 p2 2 pl 3 3
(LogV=g), 5,2 = (Faa) 1 + T3aTay + TaaTag + T3y
— 1 — =
I‘22(L0g/—'§) 1 0 F AN
soit:
2 4 . P - |
—i—(Log(sine)) + ey + 2(-e k‘>+ cotg?e +

362

A {A4v! 2 |
+ e I(T +?) = 0 a

Comme v' + A' = 0, on a:.

2 . - )
—B-E(I.og(sine)) + totg?® = - (re )‘)'- P
26
maisg:
2 2
—i—(Log(sine)) + cotg?® = - —L._ 4 S8 8 _ .4
362 sin’e  sin®g
soit:

(e *r)yt =1 ,

en intégrant:
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ol - 2£ est la constante d'intégration.

Par conséquent:

R33

genales sont identiguement nulles.

= () est compatible avec ceci. Les composantes R N non dia-
u

Finalement la solfution de Seohwarzschifd est:

ds? =(1 -Zx_{’-_"-czdtz - Idr; -5-:r2(d92 + gsin?ede?)’
-
Elle satisfait la condition asymptotigue.
Il v a2 une singularité-pour r = 22: le terme en dr? devient
infini.
Ce n'est pas une singularité de la métrique, mais du sys-
téme de coordonnées; en changeant de systéme de coordonnées

on peut 1'é€liminer.

Detenmination #He £

Considérons 1l'approximation de Newton pour un champ:&ﬁk&e:

14 24 (X)
2

c

9, (%)

4

¢ (%) &tant le potentiel;
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ol M est la masse de la source qui crée le champ et G la constante

de 12 gravitation:

G = 6,67.10 "cnig 's >

d'ol:

1-2._.._._G’M=l—-2-£
cm r

car £ est valable pour tous les champs donc faibles en particu

lier,
On a:
¢ - M
c?
Le rayon de Schwarzschild est:
r§=2£—£-GH;
c?

pour un corps macroscopigue, ce rayon est & l'intériem du corps,
p Y

ainsi pour le solell:

cette singularité de Schwarzschild est & 1l'intérieur du corps
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ol les é&quations relatives & l'espace libre ne sont plus valables,

Signification physigue de I

Il est possible de déduire le rayon de Schawrzchild de 1la
méeanique non relativiste.
Dans cette mécanique, un corps en mouvement a une €nergie:
L pio oM
E= 5 mnv G -
oli M est la source du champ;

sa witesse de libération est donnée par:

l‘. mv'2 = G M
2 r
soit: vZ = Z_GM
_ : £ r

Vy = 11,2 km/s sur la terre.
Le rayon de Schwarzschild est la distance du centre de la
source & l'objet animé d'une vitesse ‘de libé&ration &gale 3 cel-

lé de la lumiere.

8.3 Solution deSchawrzgchild dans le cas ol les éguations .

d'Einstein relatives au vide comportent un terme cosme—

logique.

O se propose de chercher la solution de 1l'équation:
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guvR + Aguv = Q

avec les mémes hypothéses que précédémment.

Alors:

oua:

R~-2R+ 454 =0 '

4A

I

en remplagant dans l'équation initiale:

En

est:

ol

R

uv

By

-Ag =

se reportant a ce qui

R
00

-+

el =

v

Agvv .

préceéde:

CBPF-MO-003/86
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w' o+ % vi{v'=1") + % v = - ZeAA

Ry = Agkl est:
Iogw JAL L1 e grayy |BRxE -1 ALl Ly "
[2\) r+4v(? Aj] L2 +[r2+e (r2_+-2¥(v A)]x

xkxd \ _ _ : _ A xkxé
(“u' - )- A[ 51;!._*'(1 e") === }

r r

pour k # £:.
-A -A - _
1 ll_)\' 1 : ‘.__]'_..E....._.-e_ L e__ I = - l
2V TF T3 v'(v'-l'}ﬁle 7z ~2r v tap A-sill-e)
pour k = £
1 1 ' 2 22t e e ! A
Z y"- + = VI (Viedt)~— + + W =— A =A(-2 -e")
2 4 r? r?
'on voit que:
22' L L e A
L . .l A S — ] 1%t = -
v - z‘v.;? At) 2he

ces deux équations encadrées nous donnent:

Vi +A'=0

soit:
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mais 4 1'infini Ry # 0, on n'a pas la sclution de Lorentz.

A=Logk -V

Remplagons A = Log k - v dans la premiére des deux : équa-

tions encadrées, d'oi:

v +%—(v') (v') -%-v' (Log k= Vv)* +-§- vt =- 2eM08k"V,
v+ vty % v' = = 2ke A
ouus
e\)vrl + e\)\’]z '|'l-12?',\;'ev = = 2k.|'1 ,
Qr:
: ~ \} 1] [ 1]
(ev)' = a’v? ;. (e)" = evv + vizgY R
d'oii:
e’y + %(ev)' = - 2KkA
ou:
i‘]é(rev)"= -2kA ,
ainsgi:
(reyr = - kAx? + B

3
re’ = o + Br - kA %?'

Reconsidérons les deux équations pour k = £ et k # £; ean

soustrayant la deuxiéme de la premiére:
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or:

on;

mais:

d'od:

Al

-120=

3 3 =% 3 ~xvw' 3eX
-z Tze Tz N
rZy r?

oA 1'-\;' _ 1) _1__

= - \)', d'.O\'th

ey = e - Ate ™y = e M (vir +1)

(€)' = = 1~ Ap?

A=Logk-v .

=
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alors:

(e’r)"

k(1 -Ar?) &

Comparons alors avec:

(e’r)? = - kAr?2 + 8,

"d'oi:
k = B .
de:
3
rev =a + 8r - kA ;? ;s et k=8 '

on obtient:

v ' o r?

e =k(1+if““-§'_) ‘

Logl
e e kgVo 1 eV
k
2
-V _ L o r
e =1 + ke A 3

Ainsi:
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ds? =e"(“)c2<§u;2 -e"(’f)dr2 - r?(de? +sin?ed¢?)

2 _

= : oo p I ) e2gel- 1 AnZ 2 2 2 2

= k;(l + 3 k=5 )uc at”- - - —dr® -r (48 “+sin®8de”)
1+

r
= AT3

En choisissant une unité de temps telle que:
dt' = kdt , ou k=1 ,

on obtient:

et:

ds? =(1 +2-A %)-czdt"-' dr? ~r?(d8% +sin®0d¢?

2

ol si o = -2 on obtient la solution Schwarzschild pour A = 0.

Dans 1'approximation du potentiel de Newton:

alors:

soit:



CBPF-M0-003/86

-123=
_ e _ Ac? . _ M_1 2.2
b= - T = G 3 Acér
A doit donc étre de la forme:
ﬂa_—]-'_-
RZ

od R est le rayéen de 1l'univers.
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9 PROBLEME RELATIVISTE GENERAL DE KEPLER

9.1 Avance du périhslie de Mercure

Etudions maintenant le mouvement d'une pﬁrticule test dans
un champ de Schwarzschild: le mouvement d'une planéte dans le
champ de,gravitation du soleil. |

Dans la théorie de Newton; l'orbite est fermée car la 1loi-
est en -1, Si la loi est en

2
r
ds 1l'crdre de §. La prédiction du déplacement du périhélie de

.
I

‘mercure par la thésrie de Mewton différe de l'observation par

¢ 11y aundéplacement du périhélie 1
| i
43" d'arc par siécle,

8.1.1 Orbite d'une planéte autour du soleil: &guatidns:du mouvement.

Nous utilisons le principe variationnel:
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puisqu'il y a symétrie sph@rique et que la plan@te est au dehars

du soleil, on peut utiliser la solution de Schwarzschild, d'oi:

& I[(l --Eé c2g? .:.(1 -Eé')-!.fz -r?2 (éz+31929$z):|d3).=_0

ol . indique la dé&rivée par rapport 3 s.
Les équations de Lagrange nous donnent pour les variables 6,

$,t:

avec: ab_ 2A%8 , d’oﬁ:liif2i5= - 2r?9 - 4rdf

et: g%’= - 2r%sinbBeegdd? ;'
d'oli: é%(rzé) = rzsinscosa$2: :
et: _ b _ 2r?gsin?e¢

ad
daroll; | 2 (r2gin284) = 0

- ds -

ot b= 2{1-)eri

ot " ]
d'ol:
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Un &lément de ligne d'univers est:

—-rz-i(_é"z +ainie$.=':)

1 = (__1 '_%)czéz _(1 *% "'1

.pour une certaing - valeur initiale s, prenons g=g/2 et 6 = 0 (le mouve-
ment egt donc dans le plan &quatoxial); l1l'équation en 8 est du

deuxiéme ordre, il faut donc deux c¢onditions initiales &t alors

L3
2

on détermine . de - fagon wunique B et 8 satisfait & £!e-
quation, | _

Le mouvement du conps qui se dait dans L'espace de Schwanég
child est plan. |

Considérons la deuxiéme équation:

9 r2.4n284) =
ds-(r s8in“6¢) 0 '

comme 06 = g:

d ., .23s _

E‘g(.r $) = 0 )
d'oi: ,rzéz- =ctt -

integrons-la:
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remplagons alors o, 8,x2¢ (l - )ﬁ dans 1'élément de ligne par

leurs valeurs:
1=(1-£ T ek? - (1;—-) i-’-—

r

Considérons alors r comme une fonction de ¢, alors:

r' @ %% =% , a'el: t =1r'¢ =r' 2.3 ;
¢ r?
ainsi:
2 ]
(1_..__.)_.c 2 .ok rt? - k® (i.. 2£ ,
rt .rz- x
introduisons: r = % '
r'" = = E.l
wd
ce qui donne:
(1 -22u) = c¢?k? = h%u'? - u?(1 -22u) ,
ou:
21 2 .
u'? = 9-—15—2——— zf u=-u? + 22u’ )
k< k

en différenciant:
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2u'u” = 2L v _ ggu' + 6Luln’
h2
y - o ) - 2 -
ou: u \,(u .hz + 1 =3£u ) 0

d'oli; comme r =

-]

le mouvement circulaire est donc aussi une solution du probleme
de Képler en relativité générale dans un champ de Schwarzschild.

L'autre solution sera:

-.u"+u=-—'§-+3£uz ,
h2

edle correspond 3 l'orbite du probléme de Képler classique.
Faisons la comparison en considérant en mécanigue de Newton:
le mouvement d'une particule de masse £ dans un potentiel f(r),

le lagrangien est:

L=1 z[g%)z +r? (&2 2:] - 2E(x)

pour l'orbite dans le plan 6 = % .
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Les équations duvmouvement sont:

E;;.- r ( ) - £'(x) ; avec: f£'(x) = %% ;o
rz-%%-= A =cte A est la constante d'aire.
Introduisons:
u(¢) = §%$y '
d'ou:
u'(¢) = - ;ﬁ-r‘m. ,
et:
E-Fg-2w r—*; = - au'(9)
é% %% = 33 -Au'(¢)]%% = - Au"(¢):%-= -afu" (9)u®
1'équations:
3—;-’5 = r gt) f'(r). '
devient:
r (g—%)z - -f-'(r) = - A%u"u? -
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or:
d¢ _ A
]
dt r?
dba:s
2
¢\ _ A* _ .24
r (dt) B r? = A'u '
alors:
- A%u"u? = a%ud - £'(x)
ou:s
u'(¢) +u(p) =4 £LE)
A? nq?

cl'est la formule de Binet.
La formule de Binet donne la relation entre u =

une force c¢entrale.

Dans le cas d'un potentiel newtonien:

£) =-L , avd: ') = Sm _ amu?
72
4’ ol:
u" + u = ..%
A2
et

= 29'2—-2
A=r" g =C

I

Le terme analogue en relativité& est:

et ¢ pour

==
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h = r?$ dans l1l'espace de
Schwarzschild

dlou:
4 _ Gm - Gm
Moo () e (R)(E)

nois avons vu que dans un champ gravitationnel faible:

2
g%' = c? - vy? 4+ eY (x)

2
(g—i) = ¢?{l + ey__): clest 1l'approximatiop du
champ falhle non relati

viste.
Ol
(4 = L
ds o?
alors:
A - _Gm = _Gm
= = s = =
h? r»(gi A?
dat

Done, en mé&canique newtonienne:

u" +u= o

—Gm
A L rddy?
(2
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en relativit@ générale:

B

L. e
h? rucz(%%)? %:;)2

en plus:on a le terme 32u? qui est trés petit devant-J% ; en ef-
h

bl

fet:

2 BV .
%.u_'“ 3h?u? = 3(r2§)’ (31':') = 3¢’

h2

I

-y

2
c2 c2

»—;lﬁﬂﬂaha=7,?.10 pour mercure.
c S

L'équation pour la relativité générale:

"+ u=-%+ 3002 |,

hZ

u

peut étre interprétée comme 1l‘'équatdon de Binet pour la mécani-

gue classique:

]
w b= LEW

avec le potentiel:

Flr) = - , avect y = £A? = Gmh?

Gm _ ¥
r L3
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atoli:
F(r) = &8 + 3Y - gmu? + 3GmA2w*
2 4
r r
et:
_ . _
AR Lo+ 3Gmh?u?) =_—£-+ 3fu?
a* u? Gmh? h?

le potentiel est plus compliqué que le potentiel de Newton; ce

n'est pas physique, car A est une constante d'intégration, donc

pour chaque intégration on a un potentiel différent.

9.1.2 Traitement par perturbation du terme 32u?: calcul de 1'orbite
Revenons & l'équation:

u® + u = L2 32u? .,
h? .

‘nous avous vu que 3£Lu’ est petit comparé a é;‘ nous allons  traiter
_ ne
32u? par perturbation.

Soit:
Bg_i Gm ,
h2 X

nous avous vu dans 1'étude de la solution de Schwarzschild que
¢ =", piod:

c2

c = 3¢B = 3£ L = 3 GM GO
) h-2 c2 AZ
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2_.2
€ = 3G m. p £ est petit.
22
c A
L'équation:
u" + u.=--%-+ 3Lu?® ., prend la forme:
h

qui admet: ‘une solution de la forme:
u($) = u (4) + ev(d) + ole?)y

il s'agit de trouver u. et v; remplagons cette équation

l'équation différentielle:

eul
ul + ev' + u + ev =B + |+ o(e?) ,
u' +u =B est 1'éguation ¢lassique:

considérons la solution:

u = B + C cos(d+4§) '

ol C et & sont des constantes arbitraires;..on peut prendre

axes tel que § = 0 et alors:

dans

des
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u0(¢1 =B + C cos ¢ ’

qui est l'équation d'une ellipse.

Pour l'éguation en £:

+
<
n

ou: v (B +C cos¢)2.%

2

=B + 2 C cos¢p + %E-COBZ¢

= (B + 5—) + 2 C cos¢ + %— cos2¢ ,

2cos’¢ =1;

puisque: cos 2¢
nois avons besoin d'une solution particuliére de 1'é&quation ci-
dessus puisque la solution d'ordre. zéro, U, = B+ C cos ¢, con-
tient le terme C cos ¢ qui est la solution générale de 1'équation
homogéne.

L'équation:

c?
2B

MIO
2]

v"+v—(B+ + 2 C cosd + cos2¢

est linéaire, d&composons:
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[]] - - = ———
A + v, = B + 5B 7 d'ou: vy B % 55
v"2 +v, =2Ccos¢ , d'ed: v, = Cosing
n c2 [ 'C2
v 3 + v3 2B cosz¢, d'o v3 =) cos2¢
finalement:
c? c? . 3
v = v1+v2+v3 B + §§-+ Cégsing - 3] cos 2 :

la solution cherchée est:

u(g¢)- u0(¢l + evio)

2

(B + eB + E2c§)+ (C'..cosd: - 5-6%— cosz¢)

+ g Cé¢sing

9.1.,3 Calcul de 1l'avance du périhélie

C'est avec la solution:

u (o) (B +¢B +ECZ ) (c cosd - £ c.os2¢) + € Cosing
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qu'il faut calculer le déplacement du périhélie.

Le seunl terme qui n'est pas pé&riodigue est le troisiéme:
eCo¢sing; il croit avec ¢. Notons que:

cos(¢p -cd) =éos¢coss¢ + sin¢sine¢ = cosd + e¢sing’ ,
d'ot: . : L
u=B8B#+ C-'.-cos(¢ -etp:') + € (B + -(2:% - %-ﬁ_,lcosz‘j:) '
l'orbite d'ordre zéro.est: u, =B + Ccosé.

L'effet du dermier terme E (B + -%;- - % cosz¢) est d'in-
troduire une petite variation priodique dans la distance radia
le; ce terme n'affecte pas le. d&placement du périhélie, C'est le
terme €¢ dans cos(¢ -ec¢) qui introduit une non periodicité qui

peut étre non négligeable dans le cas ol ¢ est grand.

Donc:

1 =B +Ccos(d —e4} + terme périodigue d'ordre e.

R~
g
I

‘Le périhélie- se présente quand r est minimum scit u =

ximum. Or u est marimum guand:
$(l =€) = 2m ’
on approximativement:
$ = 2m{l +¢) :
pour deux périhélies successifs on a un intervalle:

Ad = 27(l +e) = 2% + 27me ’
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ar lieu d'un intervalle de 21.

Le déplacement pour une résolution est:

8¢ = 21r( 3G:::)

A est la constante des aires de la planéte, m la masse ':de: la
source,

Pour mercure on calcule:

8¢ = 42,389" d'arc par siécile '
et on observe:
&8¢ = 42,6 + 1,0"

On considére 1l'avance du périhélie comme un test de la re-

lativité générale.

' 9.1.4 Note

Revenons sur la singularité de Schwarzschild. La sclution de

Schwarzschild est:
2 = (1 _g;{_) (ax®)? - -3 dr ~r? 302 +gin?edo? ’

on a vu l'equation:
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pour r = 22, A& un intervalle de temps propre fini mesuré pour
une particule dont 1'&quation du mouvement est une g&odésique,
correspond un intervalle de temps~coordomée infini. Ainsi t n'est

pas un bon paramétre. .-Aussi intégroms s, fonction de r, dans:

1= (-5 Yoo - (-2 ) s B2

rZ

on obtient s(r) fini. Ainsi la région prds de r=2{  n'ést pas

singuliére pour une particule test dans cette région.

9.2 Trajectoire d'un rayon lumineux dans un champ de Schwarzschild

Faisons les hypothéses suivantes:
. la trajectoire est une géodésique dans 1'espace & 4 dimensions,
. comme en relativita restreinte, le chemin lumineux est ~ca-

ractérisé par ds? = 0.
Tl faut utiliser autre paramétre a la place de s.
Prencus un paramétre arbitraire P et exigeons que:

4 (&), o ax®  ax _
dp \dp By dp dp

ce gqui est équivalent &a:

. ax® .dxﬂ _
IgaB dp dp dp = 0,
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? appartient & une famille de param@tres linéaitement dépendants.

On a trouvé auparavant, pour une métrique de Schwarschild

rZ& = c-t—-e- = f{_ P

FO!
S
1}
n
(ns

(1-— )t =

et nous avons posé: & =

[ ¥

.~ Maintenant, aﬁalieu de:

1=(1-% )_;c k? - (1-Z )" 22 —'2—: :
nons avons, puisque ds® = 0:
0o=(1-% T ergr -(":L --2—1% T ﬁ—i .
r
En posant: ulp} = Ef%r ; on obtient:
0 = ¢2k? = h%u'? - h%u?(l -28ul ,
en diff@rentiant:

u'(u” +u -3Lu?) = 0

ou:

u® +u =3Lu®* =0 u' =0

Congidérons d'abord u ' = 0; dans le probléme de

. Képler
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elle représentaitiune trajectoire eirculaire, que signifie  cette
équation ici?

Cette &quation u ' = 0 vient de la différentiation de 1'&-
quation

0 = ¢c?k? - ﬁ?ﬁ}%'—ﬁFnz(l-—ZLul .

Dans l'&quation gé&nérale

a" su = £ v o3,

hz
u' = 0, on u = C=2 peut &tre solution de l'équatidn]mébékﬂﬁe;si

- £ 2
u, —+3{!u

hZ Q

est cheisi comme valeur initiale;
ici:
veut dire

u, = 3£gi ou rb 3L

-y

ainsi on a une signification physigque pour r, = 3£ seulement.
L'équation du rayon lumineux peut étre du second ~rordre
et ailnsi les rayons sont possibles en tout point et dans toubes.

les directions.
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Montrons que . 3£u’? est petit.

: 3
Considérons Eﬁ;_ = 3fu ou; puisque r_ = 24 {(rayon de Schwars

_ 3 (n‘ . =1
child}, 3&u = 3 ?) puisque u = = .
Or, pour le soleil M =. lkm. Ainsi, pour une trajectohre a
ltextérieur du soleil ce ferme est'petit.‘Posons:
3L =c :
l'éguation de la trajectoire du rayon lumineux est:
u" + u = gu
supposons une solution de la forme:
u=u +ev+ 8(e?) ,

en substituant dans 1l'é&quation on cobtient;

a® +u + ev" + ev = gu® + 08(c?)
o o o

d'ol:
n = = -
u” + u, 0 , soit u, Awos (¢ +6) ;
en orientant les axes tel que & = O0:
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donc, dans le premier ordre:

u, Acos
Pu:
1
r = = »
wsd = 3
Comme roos¢ = X, ceci représente une ligne droite paralléle
d l'axe y. Ceci est juste: 3 1'ordre zéro, le rayon lumineux

n'est pas .48vié par le champ gra

y‘ vitationnel du soleil.
_1 . _ 1
‘.P Posons: ro 3! donc: u = T cos ¢
S s
En général:
u, = Acos {¢p +8) ,
ou:
_ 1
rcos(¢ +48) = A
. , 1
onu: rcos¢cosd - rsingsind = 3

soit: ' xcosd -~ ysind =-% '
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qui est une dnoite avec un ‘coefficient angulaire de:

cosd

sind

Passons maintenant a:

v' + v = ul o= J%Wcosz¢ ,
) r
2.
ous
n —_— l y
v" + v = — (1 +cos2¢) .
2r?2
o
i Engayons:
v = a + B cos2¢ P
d'ou:
v" = - 4Bcos29 ’
ainsi:
[ ]
v" + v = o - 3Bcos2d ’

en comparant:

1

or?
o

a. =- 38cos2¢ = (1 + cos2¢) '
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on trouve:
a=._.l.;.; B=_—1-2'
2r0 Gro
Donc¢ la solution est:
v = —l?_- 45; cos2¢ ,
2ro 6:0

mais:
cos2¢ = cos?¢p - sin?¢ = 2cos®¢p -1 ,
alors:
v ='—i?;— —=— cos®¢y = —2; -'fl; cos?¢
6r, 3r0_ 3ro. 3ro
finalement:
uaricos¢-—5-cosa¢+-fz-£
0 3r§ 3r;

La valeur de ¢ qui correépond 8 r»»gu u->0, definit la

trajéctoire asymptotique du rayon lumineux:

—— cos?¢ - ;L cos - —2£

3r?. 3r?
0 ° : 0

= 0 ’

3r0
ou: cos?¢ - — cosp - 2 =0 ,
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en résoluant cette &quation par rapport a cos¢:

3r 9y ? 1/2 3r 2 (1/2
_ 0 0 0 . 8¢ )
coso = Ze * ( - _.+2.) = Ze E‘i( 1 +'91‘32 ) '
' Q

comme cos¢$ £ L:

3 , NV
cos¢='—‘—§{ -(1+§-§-§—) :|
' r

0
_ 3% . 4e?
=3 |1 - 1- -3
_ 91'.0-
= -2 €
3 Too
ou,puisque £ = 3&:
22
cosp = - T
)
Puisque riest petit, cosd ~ Q, dlol ¢ v %T comme cela est pos

0
sible pour les asymptotes.

Considérons maintenant:

pour une asygmplofe:
( _.ml = - .2‘&;2
cos( 5 + 6)‘_ ’

ou:
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_ 2£

‘Sx‘bna—i‘—'

0

ou:
.28
IR
| o
Pour 1'autre: ¢ = -% - 4 et on obtient la méme chose.

La déviation du rayon lumineux est (angle compris entre les

asymptotes) :

A= 28 = 2L _ _4deM puisque £ = oM
r 2 2 ;
) cr. C
G Ceci pour un rayon lumineux tan-

gent au socleil; ou a:

A =1,75"

. Van Bieshmeck: A =1,7" +0,1"
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10 EQUATIONS DU CHAMP LINEATRE

10.1 Bquations du champ .

En absence de matiere, les éguations d'Eingtein du champ:

oo

)

Nl=

Te;
o

i

t
-~
!

uv

g'écrivent:

d'el: R = 0 dans un espace libre:;

finalement:
Faisons 1'étudé. dans le cas du champ faible:

_ L .
guv(x) =gt eyuv(x) '

nous négligerons. les termes d'ordre e” avec n > 2.

Utilisahs les coordonnées de Minkowski:
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ict, z,y,x ’

et choigissons:

-1 0
Lo =t
_gw 1
0 DU
Ox:
= a _ap® N . ¢ N _
Ruv = (raw).u iruv)'a + rnprav rnaruv 0
oa

r® = 1 oA (351.&_.,, 94y _ aguu)
wv.o 2 ax’ ax" axl

1
=29 v Y

ax.(aYpA Lo ayw)
!
X Bxu : X

en ayant négligé les termes £" avec n > 2; donc:

R > = 0.seréduit a:
uv

(Fg-\,),’u '-_Qﬁv),a. =0 .

0 , o _ 1
r Y LOg/--E =3 (ch/g/)'\-)

CBPF-MO-003/86
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1'équation s'écrit alors:

% (Log/_g/‘)'v_'# '-I('rgv),a =0

Mais:
1-%¥0e ~€¥51 T4y Y,
|lg| = aét|-g] = “€Y;9 LlTEYy; TEYyp  TEYp3
—8¥yp  TEYyy 17 ey, "EYy,
“€¥39  TEY¥3; V3 1 e,
= (1 -eyy,) (L=syp;) (1 =gyy,) (1 ~eyy,)
et:
Loglg| = Log(l =eTry) = —eTry ;
a' oii:

I

I

t

m
F
-
H
-

Il

i

et:
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fy

1
nfe

A*od:

- 1 . _ o N
(ruv),a 2 B(Yua,-v * Yoa,u vapﬂ')}ﬂ

L'équation, d'ordre &, est alors::

-Lc § Y 0 v 1 e(y ++‘ - ' =0
2 B=0 Yﬁﬂ;\'hu 2 "\'ne,v Y\’ch ' Yu“:a)aa !

ous

) Ygg,vom ” aio("uu;v * Yyau ~ Twvieda
ous:
3 -
au'égo_Ygﬁ (3v a uu‘*auaqua aaauﬁuv) ;
on a 10 équations différentielles et 10 symboles ?uv iincqnnus

(symétriques en u et v).

‘Notons que dang .notre choix de coordonnées:

0=

- 32 = = 3 3 (avec. x? = ict)
a-xo.z . a o

Donc:

O ¥y = 397 = 2% aMp ~ TSN
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Définisgons:
= _ _1
aingi:
o= TR _ 0.
Y = o YC!.' Y
donc:

1 o= o .)=.l ! o a0 :); L
3(5,0 Yo +3,2%7, 1(a, Yyo #2358 3 9,3, ¥
ainsi:
3v3u7"'€3v3 Ypa *3,° Yva) = (av?qud+3u3 Yva ’
et avec: l'équation ci-dessus on obtient:
. a= a= .)
[]Yuv = (ava Yua + aua_Yva‘ .

A cause de l'abandon des termes en, n 22, la théorie n'est
' i ' A gl + ¢ est
plus covariamte. Mais l'ordre ¢, guv guv fmv un
tenseur ot gﬁv,est formé de Yoy solution de l'équation encadrée.

Mais:

exact _ _A 8
Tuv “uv UV

donc: si gﬁv est un tenseur:
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-5 _ 3x® oaxP a
g v -u =) gaB r
H ox"  Bx

droi;

- . & 5B |
Tuv _giv = '2—:{-:_11 ?;—iﬁ (g_aB - ggB) =9uu(e?) i

ainsi, en assimilant giv comme tenseur, on. commet une erreur

d'ordre 2.

10.2 Champ indépendant du temps et 3 symétrie sph8rique

Considérons l'@lement deligne d'univers:
2 _ : 0y 2 ik
ds® = gootdx }° + g, dx7dx '
avec: (%) (X). i x° = ict, al :
vec: Foo (X 19, (XD ~x° = ict, alors:

2 _ _. 2342 4 il k
ds 950C at. +gikdx dx '

avec les g, définis négativement. .Introduisons . la...fonctién
a(x):
> -+
9po = -1 t+ealx) ; as=y_ (x) ,v,;=0
et;:
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Ainsi, l'&quation:
o v = Buauyse_ = 3,980 T %% g

(7]
o

est pour les composantes p = v

a2 - . _ .
OvY,0 = 3Y88 ~ %%Y0p ~ 2%8Y0g ’

comme les Yuﬂ ne dépendent pas du temps:

Via(x) = 0

Oy, &

est une fonction harmonigue.
Nous avons vu dans 1l'étude de la gravite o tant que metrni-

YOO

que que:

«Q
o
o
He
=t
+
o |n
[+
-

ou dans les coordonnées de. Minkowski

de:
R + e
Iyv guv Yuv

nons voyons que:
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= 2
£Y S gxa= - ’
00 o2
L - o, =
dtau: v y°° 0 .
donne: ?2¢ = 0

aussi longtemps due Ty est ind&pendant du temps.

La symétrie sphérique implique que:

ds? = - g.ooc:_zdtz - (dx? +dy? +dz?) ,

911

1/2

sir= (x2+y2+ 2% ; ainsi:
oo = — 1 + ca(x) 3 9, = —1li+ eblx) P
d'ol: /
a(r) 0 0 9
0 b(r) 0 0
g™ = 1o o b o
0 0 0 b(r)
Or:
Yoo = ea{r) = - Z% par correspondance;
c

mais un champ symétrique sphérique (avec singularité pour r =0)

a: ¢ = - %? (M masse du corps a r = 0), dleid:
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ea(r) = 26M
c’r

Maintenmant, déterminons b(r) 3 partir de l'égquation:

Oy, =33 E gav 8Vup"" gaﬁasyvs

POUL ¥,4rYogr Ya3¢

Avec u = v=3 on obtient:

. = 2 H

Ot:

2 — 82 2 = n25 . 2
anBB = 3ono + ajykk aja + 3ij.
. b - - Vz . . = - sz .
= YJJ YJJ
a 3 = ¥2.9,.v., = 8%y.. = 8%b
Z 8Yig E i3k 3753 3

l'équation encadrée s'éarit:

’

pour j fixé

pour j fixé

- V?b = 32%a + 3%%b - 23%b = 3%a + 3’ ,
. J J J ] 3

oa 2

v%b + 32%2a.+ 3%b = 0
_ j j
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en sommant sur j €t en se souvenant que V?a = O:
Vb = 0

Ainsi l'équation
se réduit &:

et:puisque:
V’b =0 ,

on obtient:

B;(a +b) =0 |,

a + b est une combinaison lin&aire des coordonnées et . puisque

cette &gquation est vérifiée 3 1'infin{, =2lle l'est partout. Donc:
a(r) = - b(x) '

et:
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a o 0
_f{ o -a 0
Yoo —
Y 0 Q -a
0 0 0

Le tenseur métrique approché .pour les coordonnées de Min-

. kowski est:

-l+ca(r) 0 | 0 0
- 0 ~l-ca(r) 0 0
Tuv _ 0 0 -1l-ca(r) 0
. 0 ' 0 0 ~l-ca(r)
et:
ds? = (1 -ea)c?at? = (1 +ea) (dx? +dy?+ dz?) .

Avec la -correspondance classique:

ds? = (l-+£tn)-czdi:2 - (l _Eﬂl)(d;)z
: o? a2

C

( ~26M Y 2442 . (1 +2M Vg%,
c?r . c’r

en accoerd. avec .la sdélution de Schwarzschild.

Rappelons cette solution:

ds® = ( "Z—J,J_.F')(r:tx"_')2 oaxt r?(ae? +sin®ed¢?)
1 2L
X

, et en développant le deuxiéme terme:

avec £ = GM
CZ
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4 .

Lr oz (l + gﬁ)drz_
24 _ x

10.3 Solutions de Weyl

Considérons 1l'équation:

By * 3,%Yus * 2y3pYpp " 9% Ygp = O

ou:
_1 : 1 =
Ejguv-+ au'(aﬁTvB 2 avYBB) ¥ 3, (aBYuB 2 auYBB) =0
Définissons: T = = (3 Y. -1 3.y
: v BvBZvBB) r
ainsi:
E]Yuv = 3uxv +"=av'ru
Weyl ecrit:
Ty =lj'¢v !
ainsi:

Ov,, = 0G0, +30) |

une solution possible est:



CBPF-MO-003/86
-160-

¥y

" = 'all¢V + av% .

Substituons alors dans l'équation:

da'ot:

0 Yoo + 2,05 Budg it 2g8y) + 2,25 (3,00 + 240) - 20,3, (249,)

=y + 3 Bsda + 3, 3 ¢ll' v

uv

=0y, - O (auq:v + 3\;%) .

Mais:

O Yu\) = .D(Budtu + 3v¢u) '

' . = j ' ion idérée.
dlefi: v, = 36, + 3,9 est solutionde 1 équation cons e

Yav T %y * 99y

gont les solutions de Weyl pour les équation du champ linéaire.

Considérons maintenant une solution arbitraire Yuv des équa
tions du champ linéaire. Utilisons-1d pour définir les:4  fono-

tions assgociées:
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(36 5% n¥as)

et définissons les:fonctions assocides ¢, posées, par:

y SRS W

Ces fonctions ¢, générées par la solution Yuv,pammmt- ser—

vir 3 générer une nouvelle solution des éguatioms du champ de la

forme ,de Weyl:

o (w) _ 5 ¢

Yyv v¢

H

qui a les mémes fonctions -associéées posées, Tyr due Yy

C'est 1l'unique solution.de Weyel associee (associ®é i la so-

lution Yuv).

Considercns maintenant:

(w) _

yv = Yuv v

Comme 1l'é@quation:

est lindaire, y . est une solution de 1'&quation homogeéne.

uv
Nons avons:
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mais:
E]Y(w)—D(d: + ¢ )= £ T
uv VUi U,V Vgl UeV
car: '
0oy = n
(w) _ . .
L 3u¢v + 3v¢u :
d'ou: yuv-et Yﬁs)nwcnt le méme d‘'Alembertien, et alors:
A
O Yo = 0

Ainsi, les 10 composantes.de .la quantité qu se propagent
avec la vitesse c.

Si:

AP

v =" (33*»5 - % aU?BB)

donc:

Les vecteurs dans l'espace de Riemann ‘' teis que:

m,in + Hh:;A = 0
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sont appeléé les vecteurs chamyp de Killing.

Dans notre approximatinn;.ao est un champ de vecteurs de
Killing. |

Un champ de vecteurs de Killing qui est régulier partout,
et quise confond a l'infini en un espace qui est.-asymptotiqqé

ment pseudo-euclidien, est identiguement nul.

De:
Py ~
. o = 0
TV;H : U,V d
on obtient:
~ N
+ L =0
?U?U:l Turv:l !
et aingi:

F.Y ”~

I T
Voud T T, 0
-~

+ =
TA:“:UQ' Tl;u:v 0
~ ~ - 0

T + =
Hed,V TV;X:U

ou:

[
'..l

.
Y

-?;u;l
Uivrl
AU,V

o
[
[
> A
I
o

1 ¢ 1 T

Qe
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~ A

+ T =0
Tvoud T T,
"y
-, + T, =0
Turvil AU,V
N +A _ 0

ENTRTTS WL AR
mais de

9.2.7. + 33T, =0

vt wivty © ’

il suit que:

en intégrant on obtient
?A = fonction lineaire.

si %k est nul asymptotiquement dans au moins une direction

spatiale, alors:

oua:
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Cette Zquation nelic Les denivees des composantes de.?ve entre

Calculons le tenseur de Riemann RuuA(R = 0 est la condi-

uvl
tion nécessaire et suffisante pour gque 1'e5pace considéré soit

un espace de Lorentz); nows voulons voir le role de Ruvl pour

_ L
Juv ~ Tiiv S Yve
On a:

C‘ O nm 0 @
Ruvl (P u) A (Fiﬁ)b” * Pmlruv rmvrul '

I' est d'ordre e, ainsi dans cet ordre:

Rﬁvl ;'Crgu),l - (rgu),v ’

on a vua:

ainsi:

L1 _
uvd T 2 F\Mue, v T Yaaaw, v T Yuk,a,v

- :Yuurv'rl - Y\)a,.]_[.,A + YHV!G!A)

1.
Zg(Yal,]J,\J Yll\)rar'l Y\-’c‘:ur)\ Yulta}‘\’)

Maintenant, dans le cas d'une solution de Weyl, L =

3a¢6 + anJot et done:
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a 1 ( _ _
L o= = + + 4+
RUVA 2 € ¢AerU:V ¢Grlrﬂrv ¢Hr“:ark '¢Vru:uvl

- ' - - - - =0 .
¢Vrc‘rurk ¢a:“r”rl ¢Url:afv ¢1!Hrafv)

La sclution de Weyl détermine szl g'annulant (de :premier

ordre en €}.
. _ ) ~ (WY o
Maintenaht oma.ymB YGB + Yas.et comnmne YGB donne R VX
' a = n
s'annulant, Ruvl dépend de Yog*
Y;g) est une propriété formelle de la solution, ctest ?GB
qui donne R significatif

Considérons la forme supposée du tenseur métrique:
9ag = ~ Oag t SYug v

la transformation de coordonnées:

donne:

- u
ax® a 9x
o
LS |
X H axM

ainsi:
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- 3x® axf 3% YL
v = “§—'_:3 SoB (ﬁau + o€ —Qﬁ‘ (ésv tE _QU JaB
' 9%~ 9xX o ax” - ax
- (56‘" + ellﬁ)(ss +- e 3—¢E)<-a + €Y )
! axH v | Y aB, aB
o 3¢
= - S + €Y - —'-'Y' - -'—H
= S ey T T )

Ainsi une solution de Weyl est additionnée a Iy dans ce
nouveau systeme, cela signifie que cette solution est une me-
sure de l'arbitraire du systéme de coordonndes. Cette part cons
tituée de la solution de Weyl pext &tre 8liminée par une trans

formation de qu\J a'guv' Si nogs avions guv = -ﬁuv-+e(—¢v'uﬂhgv)

nous pourrions ..aller dans un systéme de coordonnées ol g v Se
S | =
‘rait simplement —ﬁuv. Ceci est en-accord.avec. le fait .. que

o
UAV

Ainsi La solution de Weyl ne conrespand pas d un champ. gravitation

R (“_)) = 0.

(v

nel, c' et ume propnizté foamelle du sysleme de coordonnées et
non une pho priete physique de £'espace.
Nouscdevons 2liminer la solution de Weyl et &tudier = seule-

ment:

CI?GB =0

et | E (38?\;8 - 3 -a'ﬁss) =0
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Congidérons:

ans = 0 l’

- l .2 o
g (?B?vﬂ 2!av783) 0
Puisque (ordre €):

-

o _ 1
Rova = 2(Yalku,v”

. - _. - Y SN
Yvﬁ,agx Yuv,u;k Yul,u,v) _ '
on voit que:

L0

EI.RHM = _0 .

L'effett gravitationnel se propage donc avec la vitesse.c.
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11 CHAMP DE GRAVITE D'UNE PARTICULE CHARGEE

11.1 'Tenseur énergie-impulsion

Considérons une métrique statigque et 3 symétrie sphérique.

2 - Ha YV _ oy 2 . 0.k iz k
ds guvdx dx’ = 950 (dx”) +'298kdx dx o+ gikdx dx

Nous wvoulonsg que:

ou:
ds? = (ax")? - (dx)? .
Appe;ons:
9,0 (X) é A(r)
gy () = B(D)EE
g, (%) = = Clo)s,, + D(nELEE ]
ainsi:

ds? = A(r) (dx%)? + 2B(nEE axtax¥ - c(r) 8, ax dax*

Xk axiax®

+D -(r)'x—: dx dx
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Considérons la transformation:

x'"=x+PF@@) , ou:r x°=x"" - £(x")
x'k = x¥ , Ous xk = x'k
or:
g' = ﬁ{i ...?.’!E.B_ g
B ¢ ax'¥ axtV af
donc:
gl = 3x* axb g . = ax? axF g . + ax® ax’
Ok T ax10 axtE TBB giun guik Tok T s ek Zo00
_ x?
= Yor.* g1 K Joo ¢
ce qui s'écrit:
1 A ]
B'(r') 2= p(ryZk - dflxr) Bro
rl o dI' ax‘ Qo
xk 3f x!
= B(r)—i_— —"—.‘: goo
1
= (B - %% A x'k puisque x'k = xk
]
r' =1
soit:
B'(x') = B(r) - 9= A(rYy ,

dr
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ainsi, si:
df _ B(r)
dr - A(r) !
on obtient:
B'(r'") ;
ainsi, on pent choisir:
gootx) = A{r) a gok(x) =0
g, (%) = - Cx&, + DX sk |
On peut - prehdre la transformation des coordonnées telle
que dans le nouveau systéme C(r) = 1.
x"k = nj:(r):-:k v
&L= 1,(»(1:")::“k ’
on a:

d' oi:

Z(X"k) 2 _ ¢2 (r) I (xk).-z ,
k k

Tx®yzo= p2 (x" T(x")2 = 2 (x")e 2 (r) T (xK) 2
k k k
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pr(e"y o2 (x) =1 ,

Y = % pour une transformation propre
ainsi: ' r*? = ":!; r? , o r = ¢p.xr" , r" = ¢r
2
s o x_ xt
;o 9T r
dbi.:
3x " | axB a | ¢ dp x"i
g;k = =7 % Y8 " 46 + x" X
Bxll ax“ dr“ r“
(ws . xnB 4% x"k ),_g -
dr™ wx" o
mais:
2= gf (x")e"? ou x"% = ¢(r)x®
xlll = ¢(r)x1
“(.I x"i = ¢ (r)x x = i xd.x.
oot
; n . ' nG_n ) I
—1—=U-’—(§) , ainsi: X %221 Xi=l—-—x;‘1
r" " Y
" 1 a Aur 6] .
nl gyx1_gj_x:1 Hﬁ-“”%%c}m
dr L{] r " dr n dr "
uisque —l- = I
pulisq ¥ T

Ainsi:
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. o . _ 8 :
w - §% w X_ xXi dy ( 8 a X xk 4 )(_ .Dxa x8
(ID i +r" — — ) wﬁk +r 3 =0 CGGB +'*—-E— —_—

r r dar" r ar" T

i x k /. 2
-¢2 cﬁ. + wZ x Xk D+2wru Xi xk __EE D+r"2 lc-_ }_{_ dL D
ik r I r dr" rr ar"

—2r“.£w_x_i?{_]_{_'wc_rn2(dw)zc Xi Xk

dr" r r ar" r r

_wz Cﬁik'-i- [(w +r|| .E‘P_)ZD __rll ﬂ_ (21{) +rll Q_ ]}_(i x_k

dr" dr" ar" r r

puisque ¢ = ¢~z -

ainsi:

~ — (1) -
9yo = AlT) e . 9o = 0

P xi. xk _ _A(r) xi xk
9 =84 * IOEITF St -e )T

o

‘On voit que si on pose:

X = rcos¢sind

rsingsing

~
li

rcosb

N
I

done:

dx = -rsin¢sinbd¢.+ rcosdcosddd .+ dr cosdsing
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dy = rcos¢singd¢ + r sindcosfds + drsin¢sinb

dz

II

~rginfdé + drcosb ’

et:
xdx +ydy +2dz = r? [-cosd:sind:s.inz&dd: +cos 2¢cos8sin6dd

+ sindcosdsin?eds + sin’ésinBeosbde - cos&siﬁ9d61

+ rdrjcos?4sin?6 + sin?¢sin?e + coszeJ = rdr

Nons woyons donc que notre ds’ est:

ds? = ev(r)(dxo)z + |=8, + (1 l(r))xi x%]dx dx

ev(r)_(.de)Z + _(d;-)g + drz - el(r) (dr) 2]

V(™) (ax" 2 - 2P ary? - r?(sin?ede? + 48?) .
Ccar:
dx? + dy? + dz? = (a%)2 = dr? + r?(sin?6d¢’ + de?)

ce ds? est equivalent & la solution de Schwarzachild.

Nous avions trouve:
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0o ev(r) =1- %é =1-= 23M !
c‘r
eA(r) = e-v(r) -1 - P
1 -2
- Tx
ainsi:
gi.k_ﬁk"'(l 2‘c)rr r L c?
] =4
r
o Sl
= =8, = c? xi xk
ik r r *
x -2-G3-E
c?

Maintenant nous voulons le tenseur énergie impulsion

champ &lectromagné&tique cré&ér par un point chargé sfatique:

. 2
oL JA™
T = - ~ Lg ;
uv 3(313‘ ax’ uv
ax
n

prenons:

maintenant:

Y A Wt aa*  aal
L= -3l o) s T ag /-
9% X H A
A B\
1 4™ aA
_ole (5220 )
2 11.1( axu Xy
A
_ . ng OB

du
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a'ois:
9L '
——— 2w B ’
. BAA) Ay
T
1
ainsgi:
T = -F, a1 o e
nv STRNSRRE Iuv ap® d
X
3A,,..
symétrisons T . en additionant F, <— (ce terme ne donne pas
Hv o AN axk

de contribution si onintdgre, puisque:

Fr 3% T wE Fal T R, B
aF | 3
et 325— = 0 en absence de courant et 3§; (FluAv) est la diver-
. = 0 ’= - ¥ oaTa
gence du tenseur antisymetrlque.FlpAw Fhlhv , At ou:
V- 8 . aMmi o gH
ainsi:
A 94
A \J) 1l af
T = = F, | == e + 3 g F .F
>V Ap (3::“ 3%, 4 “uv ab
- - ot 1 af
= - FuFy * 1 TuvFagf
ou:
_ A 1 o a8
Tov = FuﬁF v ¥ I-guvfaa?
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Tuv = Tvﬁ puisgque:
_ A A
FplF N g FavFul
Ao AOn -7
FUAF n g Fﬁval g Fkauq
- A0 _
=9 FavFun .
On voit que:
§o_ ol gk L . aB
T, F AF v-+ 3 ) vFuBF ’
d'oli;
W gl aB
T u 1F L F BF
_ o ueg. ABL 0B
9 Fn9 FBu'+'FuBF
mais:
o AB = Xa =__' X
g  F 39 Fg, = F P = FonF
ainsi:

uoo_ Moy oo
T " Tr {T v) 0

Maintenant consid&rons le champ &lectrogtatique comme fonc-
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tion de r:

AF =0 ; kx=1,2,3 ; A°=2a%)

Le tenseur T pour ce champ est:

uv
Too = FBAFAO * %'FGBFaEgao
et:
R e T
Ix x ax
soit:
Fro = = AJE 1 Fyp =0
Fko - ghaFao B gk£F£o
ainsi:
FolFlo % FokF% ='gk£FokF£q =T gkzFokFot
FuBFgB = FokFOk'+ FkoFk6‘= 2ngganokFaB
= zgkzgooFokEaz
_Too - gkzFokpdt + % zgkzFokFotgoégoo i
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or, nous avons:

uA — M
g gl\J_s'\J !

O
00
g goo + g gko"l' mais g K 0 ’
d'ol.:
00
9 9.0 © 1
et on a:
00 =y
g = e ;
ainsi:
_ 1l k&
Too = =39 FglFor -
Nous voulons: gk£.
D'aprés ce qui précéde:
= vir)
900
ok =0

ik
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et:

A
g'g,, = 8",

ce qui donne, comme nous ltavons wvu:

Q0 1

0o i

et:

ik - 6i
ou:

wp ik - _
Donc:

ik _ _ —l(r) xi xk
g = - (Sik + (l r r'r" ’
puisque:
. ' =x(r)

p ik _ . -A(r) xi xk -+ {1l -e xk\xl
‘Eg ng"EEsik"'(‘l' T r]l:su ( )

Gi_t -('l -—A(r) xi x}.’. (1 l(r))x? _ég_

. (-1 _e:—-A(r)) (1 _r(m))xd xL

r r
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d'oud:
1. _ Al xi xk
Too = fl: S * (l e | ¥ r}Foa.Fok
. l l(r))xl kK-
-2 ok) 5(1 e Foi r Fok
maisg:
= 1 ilﬂ Lot & = 1
Fok A'o r ! d’ou: t Fok A d
ainsi:

]
u
i
Pt
~
H
St
p——
o]
<
P

ko kA" o ko” o - f

|
)
L |
-
b | =
Q
im

Tee = Fraf ¢

!
H
|

(o}
t=

+

L

L, @R _00
29°g Fonfon

I
5|
w
Q
y
(a3
-+
TS
]
o
~

mais:
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ainsi:
., =g°° (B F, + % mp  p
kL g ko ok 3 Iy om~ on
mais:
goo _ e—v(?)
—amv(r) o L xkxf A\xkxL -2\ xmxn
TkZ—e' (A(')) " |: +(I e )——-—2] +(l e ) ]
r r - r?
(A' ) 2 XmXn
Q r2

ca=V(x) fou N2 J_xkxé& 1| _ A \xkx£ (_ a=h
T e T @) 2 +2|:6k£+(1 € r2:| 141 -7)

e () |2t %(;su -t o) o

r? r?

ainsi:
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Too = %(Aé )2 e AP

21 =[v(x)+Ar(z) |
T, = -f(Ac;)z e l: ] __ek (r) xkxz*(skz _x!cxl
. rZ r2

Les équations d’'Einstein sont:

l .
Ry = 7 9 R KTo, o
mais:
. H
L R= 2R = = KT
u ’
ainsi:
R = K'I‘uu ,
donc:
. 1 “
Rv =~ K“(Tuv -3 9T u) ’
mais dans le cas électromagnétique T® = 0, d‘oi:
a
Dans notre cas:
Roo = ~KTgo 1 Ryp =0 & Ryy=-KTy,
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11.2 Tenseur de Riemann

Voyons 1'expression du symbele de Christoffel. Nous avons:

Y90 ~ ev(r) ! ok 0. 37
Tee = = Sup * (2 - el(r))§§ xt
gog = e_v(r)';;gk° =0 , car: nggao =gk°goo +gk£g£0 =0
et: g, = 0
gt = - 5k£.+ (13-e”k(r))§f§£
O;:
fo-3et (T2 -
ainsi:

n
|
(ST
<
—
al
|N
P~
1
o7
=
oo
+
~—
=
1
]
]
]
~——
w
=R |~
~ |
L .‘_h.
(1]
<
—
L]
g’
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L Y eV-A xk
I‘oca 7V (x) r
© -1 .00 94, +'agko agok) 1 _eo0 9o
ok ~ 29 3 ” e 2 9 X
X ax 9x . X
= %|}' (r)% ev(r)i]e-v(r) = %:' "'(r)'}%:
=1 Xk
ng =z Vv'@ET
1 jmf %%k , %9t _ %%}
29 z k m
' % ax ax

r

%Eajm + (1 -e"‘)’—‘i.zﬂ:l x
E?%El"}‘ - %(l -el)] +(.1 'ek)l-__];t(xksmﬂ + Iklnﬁkﬁ)

+(1 - ex);l-;(x-ﬁamk * "m‘su)

(1)Lt + i)

Lt - 0]

xmxkxt
rd
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- Xj};]:x.e-(l _e—A)E |_e)\ + %(l _el)}

+

(l -e_k)('_l -e.)‘)r—z2 X, 8. ¢

-1 xjxkxz(_.-x 2_2 h_,, k_ 2.2 X% 5,2 -
=3 s Ale” + T F © Ale r+r e +2 +f e

+ (2 -e”‘)—zz x,8,,(1 - -1)
Ir

xj {1 xkxf ,, lg.~x _ xkx€ _ 1
72 A+ r(e 1) ——rz ‘SuJ

ainsi:

r i
o -1 go)\( 393k N -a%z _ agkz)
ki 2 ax‘& axk axl
_ 1 6o 99,1 | %9 - 29pp _
=79 y 2" 0
3x ax ax?

puisque g, , est indépendant de x?.

I'O = l C_]‘O)l ag—éo + Bglp - agpo = 0 .
oo 2 ax"  ax’ ax®

Or:
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ainsi:
Roo © (r:o),o - (_60)'3 * on ao nargo
- (r::o Jk I‘io go + :Plgo"rﬂol - EOPEO
- Tﬁtrgo *
Soit:
crgo),k - ']2:' v! (e’ % + % v'(r)e’ r( ;]:2-)3%35
+ % vV x2:{ + %— v (ur=atyeV A 3‘.%}5.
r r
= -if vire’? + % eV & _32; " (v'--x)e"'l
= "2 |:21_;,.,. %, ”"‘(V-""‘h.'). . %{'
rﬁo Eo B % v! %% % vre¥™A %% = %(v.)zev—k

Lok 1l ' l-e
TweToo % r[zmk)L * T

ainsi:
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LN SV | '1  -
ROO e [l’h + .,:é;-\,i + _z;:vi (-ul _ll)]‘

='-,'.'a.-u)'_._c=-_n @ o
Rok (rgk’),o = (rok » O + rno I'a rnarok

_ 0 _ {3 o n _ 0
- _(rok),o (ng),j * Emor‘gk.-»roorzk I‘:mzal-’c]:k

ko _ g

- IImk ok

= o - (e xe o
Rer = (TaZ. ),k (rk.t),a +I‘nkf; T rkf.
- - n
= (Toe)x (Tm.ﬁ) (Tig) ,m"” roe + Taklme
¢) n m
- Fmor:.ﬁ -Tmnrk..{’. ¢
Oor
1, x2\ 1 . xkxf _ 1 V' xkxZ
(o!.),k (Tv'?)k-zu ~ T2 r(sl.k 2 )
r r
G SR W e-x(x-x)—ll‘&x'
ml xi2 "L r L L/ 2 r
m _1 ' _1, 1 e, 1-xf .. xk
(mf.),k—Z rakl E;xk-—-—-)\'-i- A T
1 .. xkxt 1A' xkxk
=z N T T2 r*(skz 2 )
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+
[ 8]

xkxd

]
z
o
Dt
+
Hijra
H
|
[
I
It
Pt
(=73
n‘
iy
]
g
o
e
+
M=

_=A
. A | _xkxf }_l=-e _ xkx£
* T € (Gu 2 ) 2 (Gkﬁ r? )

H

. -3
I .4 xkx€  A' _~A _xkxf V\, A" xkxf l-e ( _ xkx£
= AN == 4 e ékﬂ _)+ _Hr, . + s \6 —_ )

r r r?

"_)‘_'..4. .]:(\,'l)2 -1 v)! xkxt
4 4 r?

r r r

1 -2 1 ls., ; xkxt
t e = e (e )H(ﬁu - )

Rewnissong les résnltats:
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ok 00

_1 -2l -1 ,_ . (3 _ xkx?f
+ r2 te {rz +'2r(v A )}] k£ r?

= . = e__. 1y 2
Tok 03 lIloo 2 (Ao)

~(v+i) -
_ e 'y 2 X xkxi _ _ kit
Tu = - T——(AO) Ee P +(6u 2 )]

Ir Ir

11.3 Eguations d'Einstein

Dans notre cas, les égquations d'Einstein sont:

e\)-}\E_)zi +. %_ \,.I +. %_ .vl(.»vl_ﬁl } =§ e‘)\ (A(",)z =6 e'}k (Ac'))z

1w A Lavz Ll oanelxkxe |51 oaf11 o, _xkx£
[3\) = Fz(v") 7 v'k'] o +[r2 +e {:2+Ew ”}](ﬁkf,

=(v+i)
e ty 2
- K _Z__(AO)

I
o
o
ot
x
g
to
-+
N
o
&
[
X
S’

- - =(V#d) ary2 o A xkx£ _ xkx{
==-GCe ()% |-e -. +(6k£ )
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Nous avons vu que:

u _ _0o ki
Tu g..TOO*'g--TM

i

e—; e"‘(Aé)? +[ + (- "‘\"k"z] (\“A)(A') X
foem (o)
-(\HM(A )“E.+e -3 41 - el+1+(l-e A) (l e-x):l

-

Regardons maintenant pour R:

s (o) (3o

'-th—'

r 2

w.)z _%’_ v.l.)xkxi
- r

*u

: -.i -A __].:... Ay Ve _kaz
e (2 egoran )] (o - 22)
_'] .

r?
=Xl yn _A' Lliyny2
[2 vt - + 4(\J )

RPN LA N | 2 1.
e |:2 A b L b e B
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Y
YL e T A 1 . 2 1/, 2
== {% + =+ (v')2 -5 vt + i ;-v'-l'j}_+ ;;

e sz )]

Mais de -1-“1'J = 0 11 suit que |[R = 0| ; d'od:

A
v" 1 1 l e
- + ;(\J'-l')+ vy v'(v‘-l') + ;—2- = r_2
on:
v_“q.}..u'- ..|.-.1 \)"(\)'-1') =é--i+£ .
2 T ry r ) r d

plagons ceci dana:la premiere éguation d'Einstein:

ev-l‘}% +.

o~

v +% u- ‘u--ex'):l - X eMay) - ¢ May)?

solit:
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Maintenant .remplagons le terme J% + f%(v'-h') dans la deuxi
r

éme &quation;

ceci est cbtemu. a partir de l'équation:

-

o

3§-+I%&v'—X') +~%-v'&v'4X')'+ L= 2; .

r? r
Développons:

Y et Y d )t e e )

Considérons la deuxi@me équation d'Einstein:

: A
1l w_Ar',1 xkxd _e -\ ' _ xkxi
l}"'?*? (""‘)}r 2["""_‘_*" (" mA! }( z)

= - ﬁe“"““mé)z‘ze" ek 4 {6, - "k"‘)} :

r : r?

Sik#f., cn a:

% wro- A v'(v =\ ) + ——— u" ¥ “';1'-+-% v'(ﬁ'-l')]

g_e-(um(;%) (ex +_--.JL__) ;
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g1 k = £, et en faisant la sanme:

Lur Ay duforoa)

R Y]
‘3 e (ve1) (A;)?" (—.eh-e) ;

faisant la. soustraction membre: 3 membre de ces deux expressions,

on obtients:

_.e-ll}.. o -A' v'(u - )] _2%3-(%)«).(3;)2

ous

_:: + \J';A.;_.'._% \)'(.\J'-l')] = 23, E‘:‘C\H-A)(Aé)z ;

@
o
-
i P I

de:

on obtient:

v o+ El%il + % u'(v'-k‘) = 2(e '1) “"1'

A ' . .
=X fe”=1) _-v'=a'l . _=(v+d) £, ,)2
e [é =TT } = Ke (ﬁo)

oua:
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Essayons une awtre voie::

| 1 -
Rov =2 gpvR B KTu\J d

l T —
Roo 7 9ooR = KToo

donne:

--e\’-‘x[!-z- +% VAR %%v' (\J'-l '):l -—-%,ev lz(l -e_i)--e-k E'H-%(v'—x') +
r
+ % v'(v'-l'):l = - % e-l(Ac")z

ousl

v"-=+% v'i=-2 ') +-]2'-W'(v b J\')]

-~ V=2 ﬁ _\_,_'l 1 eyt -:_l'._ AV DY

S efRe-] - -5 Ay

ol

7 () - 6 -0 - )

soit:
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donne:

L ow_ A 1 ofi xkxf. R ¥ B S Y _'_ _xkxf
[2\: r+4v'(v' J\') i partd \ 2+2r__(\:' x'):l Gu =, )

R rh | L R S I CRURE SICEOL

r

N

= K (i) 2 |_ A xkx£. _ xkxt ;
=-3e (A(')) [e 2 +(6k£ == ):l

xkxf

r2

seulement:

regardeons. maintenant lé coefficient de

L

% v" +%-v!_(v!-'l') -1 vt -1-2 v + . v (v'—k'):' T % e>L r—zz(l -e'.)‘)

le coefficient de Gu'- xk::t :
) r
S Lo [_l A ~)} +.;.B. (l-e-k);e-kEn o) doro '-1;\_'_)] :

s L) 2 e ) v )]
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_;[ e Loran) + 2 w(_\,--p)]

d'ou:

A : -\ .
v! l-e” \ xkxf _e w1 - Y S _xkxt
L)l oo b6 (e )

r
h

Il

rZ
- =(v+d) 2| A xkx{ . _ xkxk
= -%'e (Aé) |Ee -—--—rz + (ka_ 2 ):|

soit:

X
(vl N @ a2z 7V
(r + ) Gaze 0

e R e 6] S0 o

on a aassi:

NP U WY S G
e [} (r? Iﬂ) IJ1 +-g—e on- = 0 |

11.3 Expressions du champ électrostatique et du champde gravité

& ces équations ‘il fant ajouter:

Fuviv =0 ,
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ou:
oV _ .
F s 0 3

or puisque:

oB aB AB B _ai

= e
F in F +h ;gnF * rlnF

donc: -

ok o A8 .. .n oL0x _

F & + FXBF '*“rAnF' 0 ’
ou:
ok ok ko 0 ik 0 ki n o0i
P ,k'+ngF +I£GF + TS TLF + T F
mais:
Fix =0

ainsi, puisque:

o _ 0 . ko _ . ok

Tok = Txo ¢+ F = =F
on obtient:
1 ok n ok _

Org
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= at(pyXk . ok _ oo kB
Fox = BBV T ¢ Fr=g'g Fag ¥

ainsi:

ok _ oo k& _ -V - A Yxkxt A' x2
F ggFoz-e E6u+(l-—e )—-;2—— 0 =

X h r

et:
T = Tio * rﬁz IV T3 T A3 "'”\)“‘;

ainsi:
ok ok _
ot Iﬁn? =0

donne:

e v#d) ., xk 1y e eaxk] =G X)) xk
I:e Ao_ = + =lv +J\'}-—;-e .Aé < 0
"k
ou:
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Une intégrale premidre de cette équation vient de 1'obser

vation que:

2 -4 (rze—_'z("wnl)A') =0 ,

1. .. “dr 0
r2e FEVHA)
.d'bﬁz
rz.e-%(v.*}t)"h(; = CE = - g
ou:
L(ve
[ E;ZC A )
4 rz
soit:

- " S 2
EVEA<J-"-—:E)-“L' +GerE g,
- \r? ARE & r!

ou:

af 2 _v\_ 1.9 _, |
e..( 2 rr) --?'Pg- . =.0 | (A)

et:
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ou:
. | ) 2
...eA .._].'.4.\’_ .........1_4..%..5_ = 0 (B)
r2 -}: r2 r*
et: :
vt 1 oxt) 4+ 1 ’s ~v.e? v _
[2 2r L)+ u(v A)]-&-%e J:l.e =0
ou:

=ML e L 1o foroar): £ _ ol
- e [Efv +355 v'_-k') +37 v'(v.' 1‘-’)} +‘§- " 0 )

r r

De (A) et (B) on obtlent:

v+ A =0

Appelons:

A==Any;

(A} donne:
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soit: )
x =1-2 : + 9-5;
r2
De: ! \1' + A' = 0 ’
on obtient: v+ iA=4£Enk :

prenons k = 1, on obteint:

d'oa:
X:e‘u:g ﬂ*2‘.&+&.
00 r 2
Jor = 0
: . 1_2§£_k%e r
r rz
En général on a:
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ceci montre que k pent- &tre inclus dans dt? ou. &tre posé &gal

a 1.

Finalement, de: -

et:
v + A=£nk

on cotient:

At =-E x!/?
[¢] rz
donc:
_ € ,1/2
Ao = k

et nous woyons gue 1’ﬁnité.de temps nous permet defaire k =1.
Ainsi A est Le champ d'une charge ponctuelle, identigie a un
champ de Coufomb. Seulement le champ gravitationnel est changé
par la charge comme on le voit dans Yo et = PR

Dans le livre de Bergmann il y a Tne erreur dans la formu
=(ved
e g

r2

Le résultat de Bergmann serait correct si nous avians:

le (13,30a) page 206, car'Aé = -

.
£ 707N ce qui donne Al = - %% L

r? o rl__g_gﬁ_l_&_-i
r?

T = o
AO
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d'ou:

£ -arc cotg E = &E

° Vgsz - S\z_'ezﬁ : V8c2 - §2p2

A

Ceci est intuitif car le'champ gravitatiomnel étant électriquement
neutre, ne. change pas Ao' mais un champ &lectrostatique a de
1'&nergie et ainsi il change le champ gravitationnel d'un point

pasant.
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