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RESUMO

Neste trabalho & apresentada uma versao didatica do artigo
de Wilson, no qual pela primeira vez o Grupo de Renormalizacgao foi associa
do @ Fenomenos Criticos. Consideracdes gerais sobre desenvolvimentos poste
riores sao tambem delineadas.
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1 INTRODUGAO

A importancia do Grupo de Renormalizagdo nos diversos contex
tos da fisica, especialmente no estudo de fendmenos criticos, & hoje um fa
to universalmente reconhecido.

Recentemente, durante um curso sobre fenomenos criticos, do
qual o autor participou, surgiram discussoes bastante elucidativas sobre os
aspectos basicos do Grupo de Renormalizagdo. Em especial, os trabalhos "clas
sicos" de Kadanoff e Wilson constituiram um excelente material de  discus
sao. Em vista disto, o autor julgou que um trabalho reunindo estas discus
soes poderia ser util aqueles que desejassem dispor de uma abordagem intuiti
va do Grupo de Renormalizagao, nos seus aspectos mais elementares.

0 presente trabalho se dirige, entre outros, a estudantes de
fisica ou areas afins que possuam alguma familiaridade com os conceitos da
Mecanica Estatistica (fungdo de partigao), e nogoes do que seja spin e sua
importancia para o Magnetismo (modelo de Ising). A linha de apresentagdo ado
tada segue de perto o trabalho original de Wilson. Contem, todavia, discus
soes elucidativas e atualizagoes do mesmo, em alguns poucos pontos. Um dos
aspectos mais importantes do trabalho de Wilson, do ponto de vista pedagﬁgi-
co, a analogia do problema de .transigao de fase de segunda ordem com um pro
blema de Mecanica Classica, & particularmente enfatizada. Tendo em mente es
ta analogia, todas as idéias fundamentais do Grupo de Renormalizagd3o podem
ser traduzidas numa linguagem simples e sugestiva.

No ambito dos fenomenos criticos, um dos objetivos principais
do Grupo de Renormalizagao @ calcular expoentes criticos e determinar diagra
mas de fase. A nomenclatura para os expoentes criticos associados a transi
¢oes de segunda ordem € apresentada na tabela abaixe.
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GRANDEZA(S) FISICA(S) SIMBOLO | DEPENDENCIA APROXIMADA
CALOR ESPECIFICO c e~
SUSCEPTIBILIDADE (ELETRICA, | N o
MAGNETICA) | X €
COMPRESSIBILIDADE ISOTERMICA Ky |
PARAMETRO DE ORDEM: L
MAGNETIZAGAG, POLARIZAGKO, P . 8
DIFERENGA DE DENSIDADES 1 €
(e.g. fluido binario) npNg
COMPRIMENTO DE CORRELAGAC £ eV
MAGNETIZAGKO x CAMPO MAGNETICO| M | - WM/®
POLARIZAGAO x CAMPO ELETRICO P M8
PRESSAO x VOLUME DR
(EM T = T¢) KX (v-v ) /S
FUNGXO DE CORRELACAO | N o
CAMPO NULO, T = T, Ry ] .
R > e | gi-24n

TABELA 1: Expressoes assintoticas referentes a diversos sistemas fisicos (Mag
néticos, Elétricos, Fluidos) para T # T_, exceto quando indicado T = Te's

(Tc, Pcs Vc) se referem respectivamente a temperatura, pressao e volume no
. ponto critico.

T-T,

T

£ = > 0, R = distdncia entre dois pontos do sistema.

&, Y» B, V, § € n sao os expoentes criticos; d & dimensionalidade do siste
ma. 0 comprimento de correlagao &, constitui aproximadamente o  comprimento
minimo do sistema a partir do qual se manifestam as propriedades macroscopi
cas. A fungao de correlagao I', fornece uma medida de quac efetivas sao  as
interagoes entre as diversas partes do sistema.
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Diagramas de fase, por outro lade, exibem as diversas fases
em que um dado sistema macroscopico pode se encontrar, variando-se os pani
metros termodinamicos. Na figura abaixo & apresentado um diagrama bem co
nhecido. Note que as linhas separando as diversas fases se referem exclusi
vamente a transicoes de primeira ordem {nas quais a descontinuidade se mani
festa na primeira derivada da energia livre). Apenas o ponto correspondente
a Tc(pc, Vc) constitui uma transigio de segunda ordem (descontinuidade na
segunda derivada da energia livre), a linica a ser discutida a sequir.

o4

ipressdo)

SOLIDO

-
[ T (temperatura)

FIG. 1: Diagrama de fases ilustrativo. Apenas o ponto assinalado com uma se
ta constitui uma transigao de segunda ordem.

Neste trabalho, a apresentacao das idéias basicas do  Grupo
de Renormalizacac estd organizada do seguinte modo. Na proxima segdo {2),
iniciamos com a fungao de particdo para o modelo de Ising e introduzimos o
problema da singularidade da mesma no ponto critico.

Na secao 3.2 apresentada a proposta do Grupo de Renormaliza
¢ao para tratar este problema. Uma analogia mecanica permite visualizar 0
carater da singularidade da funcdo de particiao no ponto critico. A seguir,
na segado 4, sao introduzidas as idéias basicas do modelo de blocos de  spin
sugerido por Kadanoff, onde se encontra subjacente a nocdo de  autosimilari
dade frente a uma mudanga de escala. Sio apresentadas formulas de recorren
cia que permitem determinar a energia livre e o comprimento de correlagao
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para o sistema em questao. As equagoes do Grupo de Renormalizacao para este
modelo sao discutidas na se¢ao 5. e a analise geral das mesmas Se encontra na
secac 6. O esquema de linearizagdo para estas equagdes € discutido na segao
7 e as consequencias desta aproximagdo, as leis de escala, sdo expostas na
secao 8. Uma generalizagao das equagdes do Grupo de Renormalizagdo & sugeri
da na segao 9, sendo introduzida de modo intuitivo a nogdo de variavel irre
levante, com base na analogia mecanica estendida para um sistema bidimensio
nal (dois acoplamentos, campo nulo). Sdo determinadas leis de escala via o
esquema de linearizagao e e visto que estas leis sdao semelhantes ao caso uni
dimensional (um unico acoplamento, campo nulo), indicando que uma variavel
irrelevante nao altera os resultados dos expoentes criticos. Finalmente, na
secao 10, sao discutidos aspectos gerais do material exposto bem como deli
neados os procedimentos usuais empregados para se determinar se uma varia
vel € ou nao relevante. Um esquema geral do Grupo de Renormalizagao para um
Hami1toniano que inclui um nimero arbitrario de acoplamentos encerra nossa
exposigao.

2 FUNGAO DE PARTICAOG DO MODELO DE ISING: SINGULARIDADE NO PONTO CRITICO

Consideremos o modelo de Ising. A fun¢do de particao para es
te problema e:

Z{K,h) ={§} exp(K z E Sr . sp>+h £+ s ) (M
ni n

= T I .
onde S = +lekKs= EE¥>~0, sendo J a constante de acoplamento. A  primei

ra soma se refere as configuragoes de spin e as outras cobrem ¢ sTtio n e
os primeiros vizinhos. h @ um campo magneticoe adimensional.

A fungao de partigao constitui portanto uma soma de  exponen
ciais, todas elas fungoes analiticas de K e h. Com isto & de se supor que a
propria fungao de particao seja também analitica em K e h. Isto ndo e ver
dade contudo no ponto critico, definido por K=Kc e h=0. A razdo disso se de
ve a ocorrencia de uma singularidade quando se toma o limite termodinamico,
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no calculo da densidade de energia livre, i.e.

F(K,h) = 1im & 1n 2(K,h)
v

V+ow

Ou seja, ao se somar um numero infinito de fungoes analiti
cas, pode-se gerar uma fungao que apresenta uma singularidade, definida no
ponto critico.

A questao entdo consiste em se obter uma idéia do  comporta
mento critico, sem que ‘seja preciso recorrer diretamente 3 soma em (1)- Pa
ra evitar um ataque frontal, € conveniente transformar o problema original
num outro, mais tratavel, onde a singularidade ocorra naturalmente quando
o ponto critico & atingido, ou seja, em K=K. & h=0. Esta e a tarefaque o
Grupo de Renormalizacgao se propoe a realizar.

3 - UMA IDEIA INTUITIVA DA SINGULARIDADE DA FUNGAO DE PARTICAO

Em linhas gerais, a proposta do Grupo de Renormalizagae con
siste em gerar uma (ou mais) equagoes diferenciais n3o lineares { acopladas
ou nao), cuja solugao permite deduzir o comportamento critico. K estas equa
goes associaremos o nome de "Grupo de Renormalizagao". Vejamos agora um exem
plo ilustrativo que permite visualizar a singularidade mencionada acima, ge
rada a partir de uma equacao diferencial.

Consideremos uma "bola"“ se movendo num terrenp acidentado,

cuja topografia & apresentada na fig. 2.
A

<
—p

{potencial)

Xa X Xg X-
FIG.2: Perfil do terreno onde a bola se move. Vide o texto.
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6- |
A equacao:
dx . (X} (v § o potencial atuando na bola) (2)
dt dx

nao & propriamente uma equagdo de movimento para a bola (a2 menos, & claro ,
que a suponhamos aristotélica!, ou seja, a presenca de atrito torna sua exis
tencia plausivel).

A singularidade do ponto critico pode ser vista atraves des
ta analogia de modo bastante pictorico. Seja x(t,x ) a posigao da bola no
instante t, sendo X, Sua posigas inicial. Se a bo]a se encontra inicialmen
te a direita de Xe e]a vai rolar colina abaixo ate atingir Xg s onde para. Se,
por outro lado, e]a parte de algum ponto a esquerda de X.» Seu destino sera
inevitavelmente Xp- Assim, se a bola se encontra exatamente em X.s mMmovendo-
a um pouquinho para a direita ou para a esquerda, sua posicdo final sera dis
tinta nos dois casos, para um intervalo infinito de tempo. Em outras pala
vras, x(e,x,} & uma funcao singular de xo, sem que V(x) apresente qualquer
singularidade. Mais adiante voltaremos 3 esta analogia, 1nd1cando sua corres

pondeéncia direta com o problema de transigao de 2a. ordem.

4  BLOCOS DE SPIN DE KADANOFF: IDEIAS BASICAS

A ideia basica de blocos de spin resume-se nos seguintes pon
tos. Uma rede ciubica infinita & dividida em blocos contendo L sitios. Inter
pretando Kadanoff, todos os spins de um dado bloco estio apontados na mesma
diregao, uma conjectura que & aproximadamente correta apenas a baixas tempe
raturas, quando as flutuagoes térmicas se tornam pequenas. Alem disso, a in
teracao entre blocos envolve somente blocos primeiros vizinhos e o campo
magnetico se acopla com cada bloco individualmente. Toda vez que desejarmos
determinar fronteiras ou expoentes criticos suporemos que o campo magnetico
externo seja nulo. Todavia, continuaremos escrevendo a letra h nas expres
s0es em que 0 campo aparece, COmo a energia livre, pois para obtermos, e.g.,
a magnetizagao espontanea devemos primeiro derivar a energia livre em rela
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cao a h e somente depois impor h=0. Assim, o problema original, definido pe
las constantes K e h, se transforma num outro, cujo Hamiltoniane e o mes
mo que o anterior, exceto que agora tem-se KL e hL em vez de K e h. Estas
operagoes estao esquematizadas na figura 2 abaixo.

-—q
]
i
]
]

L-.c.I-JL---'

] =t iy
[ ot imtd Bt 2 B

RIS P [ Sy R B S

i) Rede de spins original 1ii) configuragdo de blocos; 1i1) nova rede; a

aqui L = 3a - cada vertice
corresponde
um bloco de ii) .

FIG. 2: Sequencia das operagbes descritas no texto para uma rede bidimensio
nal quadrada.

Quando a nova configuragdo & semelhante & configuragao  ini
cial, ocorre o que se denomina autosimilaridade. Esta propriedade e estrita
mente valida apenas no ponto critico. O comprimento de correlagdo, que re
presenta a amplitude das flutuagoes relevantes, se torna entao infinito e
neste caso blocos de dimensces arbitrarias podem ser construidos sem que as
flutuagoes dentro dos mesmos afetem significativamente o grau de “solidarie
dade" dos spins neles contidos. Fora do ponte critico, o comprimento de cor
relagao deixa de ser infinito, permanecendo todavia ainda grande nas suas
vizinhangas, de modo que as flutuagoes dentro dos blocos de dimensao L << £
nao sao importantes macroscopicamente. Este & o sentido da aproximagao de
Kadanoff. Por outro lado, a medida que L se aproxima de £ as flutuagdes pre
sentes nos blocos passam a ser relevantes, comprometendo a hipotese de
Kadanoff. ' '
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-Seja agora F(K,h) a energia livre por sitio para o Hamilto
niano de Ising original. A energia livre por bloco para o Hamiltoniano de
blocos e simplesmente F(KL, hL) (os dois sistemas s3ao identicos, a menos
das constantes de acoplamento!). Se a energia livre total e a mesma nos dois
casos, entao:

F(K )
F(K,L) = —%—-L— (3)

Ja que F(KL’ hL), a energia livre referente a um bloco de spins, inclui L3

sTtios originais.

Seja £(K,h) o comprimento de correlacao original ( distancia
ate onde a interacao entre spins se faz notar), nas unidades de parametros
de rede e E(KL, hL) o comprimento de correlacac referente ao Hamiltoniano
de blocos expresso em unidades de espacamento de blocos, L. Para que haja
~ concordancia entre ambos, a relagao

E(K.h) = L (K ) . (4)

deve ser satisfeita.

As relagées (3) e (4) refletem claramente o efeito de mudan
ca de escala, quando se passa do Hamiltoniano original ao Hamiltoniano de
blocos. Note que neste Ultimo Hamiltoniano o comprimento L dos blocos entra
indiretamente apravEs das constantes de acoplamento renormalizadas KL e hL R
que constituem aqui os parametros essenciais. E importante observar que
Kadanoff restringiu L a valores muito menores que o comprimento de correla
cao i.e. L << E{K,h), alem de toma-lo como fixo. Esta hipotese corresponde
3 considerar uma regiio muito proxima do ponto critico, como observado  an
‘teriormente.
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5 EQUACDES DO GRUPO DE RENORMALIZACAO PARA O MODELO DE KADANOFF

Para obtermos as equagoes do Grupo de Renormalizagdo para 0
modelo de blocos de spin, faremos as seguintes consideragoes.

Ao fixarmos as regras para a construgao de um bloco de compri
mento L (através da especificagao de K, e h ), blocos com comprimentos milti
plos de L incorporam automaticamente a dependencia em L atraves de KL e hL .
de modo que KnL e hnL (n a principio inteiro) dependem apenas de KL e hL’ 0
Hamiltoniano do novo sistema de blocos nao sabe distinguir se num dado sitio
da nova rede constam 23, 33, etc. blocos de comprimentos 2L, 3L,... respecti
vamente. Portanto, a fisica toda consiste em, uma vez partindo do bloco ini
cial de comprimento L, especificar que qualquer nova combinagao de blocos con
duz a um novo Hamiltoniano idéntico ao Hamiltoniano de blocos original a me
nos das constantes KoL © hnL que dependem unicamente de K, eh . Generalizan

do esta idéia para o caso continuo, suporemos que o mesmo seja valido quando
sevaidel a (1+8)L, para § pequeno. Isto significa que 6L HEL deve depender
de K e hL mas nao de L separadamente:

dK, |

L1 2

— == u (K, h) (5)
L1 L

onde u deve ser uma fungao par.

Devemos esperar que a fungao u dependa de hE devido 3 simetria

do Hamiltoniano de Ising, que permanece invariante a transformagao
hL +<h e S>> -sp (Tembre-se que em (1) Sy, assume valores + e -).. A expres
sao analoga para h, e:

. _ ] 2
L = EhL L vk Ry) (6)

4 ' +
(Zmpar em hy) {{mpar em N (portanto: fungdo par em hy)
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As equagoes (5) e (6) constituem as equagdes do Grupo de Renormalizagdo su
geridas pelo modelo de blocos.

0 ponto basico & que as fungGes u e v devem ser funcbes anali
ticas de K; e hE, do contrario nao teriam nenhum interesse fisico (i.e. to
do o esquema do Grupo de Renormalizagdo ndo funcionaria). Em particular isto
deve ser valido no ponto critico. Seguindo a analogia da bola na colina,

V(x) & analitica, a despeito de x(, xo) ser descontinua em Xoe

6  ANALISE DAS EQUAGUES DO GRUPQ DE RENORMALIZACAO PARA O MODELO DE BLOCOS
DE SPIN

A solugao de um conjunto de equagdes diferenciais nao- Tinea
reas (acopladas ou nao) constitui, em geral, uma tarefa nada trivial, este
jam elas presentes no contexto da Mecanica Classica (vide analogia) ou . na
descricdo de fenomenos criticos. Todavia, aspectos relevantes podem ser ob
tidos mediante consideracoes como linearizagdo das equagbes originais, jun.
tamente com consideragoes adicionais, relativas @ fisica do problema em pau
ta. : *

No caso das equagoes do Grupo de Renormalizagdo este procedi
mento @ bastante Util. Uma vez determinadas solugdes aproximadas para
g(KL, hL) e F(Kk . h ) e imediato reconstruir g(K,L) e F(K,L) através das e
quagdes (4) e (3) respectivamente. A linearizacac em questdo & realizada
em torno do ponto critico. Uma vez que no ponto critico o comprimento de
correTagEo se torna infinito (E(KC,O) + o), segue-se que E(KL, hL) deve tam
bem ser infinito para todos os valores de L, o que impoe que KL e hL sejam
identicos aos seus valores criticos (cf. relacao (4)). Assim, K = K. e
hL = 0 e uma solugdo das equagdes do Grupo de Renormalizacdo. Linearizar as
equagoes do Grupo de Renormalizagdo em torno deste ponto & completamente e
quivalente a se aproximar o potencial mecanice apresentado anteriormente
por uma parabola em torno de Xe (vide figura 1) - ou seja, por um potencial
tipo harmonico. A solugdo acima implica que

u(Kc,O) =0
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=1 :

be fato:

EEL =1 u{K h2)° fazendo K, = K_ (cte)
aa L LT L e

e hL =0 => u(Kc, 0) =0

0 ponto critico representa, portanto, um ponto de equilibrio
para a bola na analogia mecanica; neste ponto a derivada do potencial V(x) e
nula (xc na fig. 2).

Quando se considera pohtos vizinhos do ponto critico (T‘>Tc),
o comprimento de correlagao deixa de ser infinito, e se torna gradativamen
te menor a medida que nos afastamos dele. Uma recorréncia a analogia mecani
ca € bastante {iti] para elucidar o que se passa.

Ao compararmos a equagao (5) com a equagao (2), notamos a cor
respondencia imediata: -

K, <-> x (posigao)
L <=> t (tempo)

0 comprimento de correlacdo sendo um comprimento, represen
ta na analogia mecanica o papel de um intervalo de tempo. Mais adiante sera
util determinar o valor de L correspondente ao comprimento de correlagao
E(KCIZ,O). Neste caso, L representa, na analogia mecanica, o tempo necessﬁ
rio para que a boia, partindo das vizinhangas do ponto critico (T > Tc), rea
lize metade do percurso até a origem (xp)-

0 fato do comprimento de correlagdo se tornar infinito no pon
to critico & inteiramente equivalente ao tempo infinito que a bola leva pa
ra atingir x, (ou o que da no mesmo, um ponto intermedidrio deste interva
10), partindo do ponto critico (xc).
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Se a bola se encontra proximo do maximo, X.» leia-se  ponto
critico, a maior parte do tempo associado a £(Kc/2,0) provem do tempo gasto
nas vizinhangas imediatas de X, (ponto critico). Isto torna plausvel por
que a linearizagao em torno do ponto critico fornece resultados qualitati

vamente corretos.

7 - LINEARIZAGAO DAS EQUACDES DO GRUPO DE RENORMALIZAGAO

Suponhamos agora que K e h se encontrem proximos de seus va
lores criticos, K. e 0 (Analogia Mecanica: a bola se encontra proxima a Xc)-
Para valores de L << g(K,h) (no caso mecanico: curto intervalo de temps), o
comprimento de correlagdo efetivo g(KL, hL) sera grande (ou seja, para a bo
la ainda transcorrera um longo tempo antes que tenha se afastado considera
velmente da posigao inicial). Assim, K_ e hL se encontram efetivamente pro
ximos dos valores criticos. Isto permite linearizar as equagoes diferenci
ais para KL e HL em torno do ponto critico:

Mol -x) )
~—=T2(K -K)y -
4 L Lt ¢ o
dh | '

___I: -] l hL X ‘ (8)
i L

onde x e y representam:

= U -
y = ——-(Kc, 0) e X = V(Kc, 0)

akK

Ao realizar as operacoes acima, fizemos uso das propriedades
de analiticidade das fungoes u e v. Este procedimento & analogo ao de se ex

pandir o potencial V(x) em tornc de Xeo
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As solugoes das egquagoes (7) e (8) sdo:

k =K -el’ (9)
X

eh =hlL - {10)

onde

e =K, ~Kn (7 - Tc) { Tembre que K ~ - l-)

Estas solugoes coincidem com as expressoes fornecidas pelo
modelo original de blocos de Kadanoff, indicando claramente que este  mode
lo conduz a resultados consistentes (L << E).

8 LEIS DE ESCALA -

As equacbes (7) e {8) sao estritamente validas proximo do
ponto critico. Contudo, como discutido na se¢dao (5), os resultados - obtidos
a partir delas permanecem validos para pontos afastados do ponte critico.
Suponhamos entao QUe (9) e {10) possam ser usados quando KL = KCIZ. 0 va
lor de L correspondente e portanto: '

K

K
Lol = L= ( =< )TIy’ que & uma lei de escala para L em termos de .
2 o 2e
Para este valor de L, h, e:
- x/y
h = h(K./2¢)

Assim, de (3} e (4) segque-se:
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. 8 1
F(Ksh) = (K/26) Y F(K /2 (K /2c)*TY) | NU))
E(KL) = (k20 Y  E(k /2, (K s2e) ) (12)

Estas duas expressoes constituem leis de escala, que reprodu
zem o0s resultados de Widom-Kadanoff. Nelas, os argumentos incluem basicamen
te a dependéncia de h e ¢ na forma he */Y.

Para se obter solugdes exatas o procedimento e 0  seguinte.
Considere as fungoes:

K = 8(Lshy) -3
e h =y(Lhy) | (14)
Suponhamos agora que as equacoes (5) e (6) representem as

solugbes exatas das equagoes do Grupo de Renormalizagdo, em todo 0  interva
1o 0 < L < =, com as seguintes condigoes de contorno:

#(1,hg) = K /2 (15)

W(1,hg) = hy - 18)

Na realidade, ao fixarmos o ponto L =1, h = ho, fazendo ¢
igual a KCIZ e totalmente irrelevante; poderiamos ter escrito gualquer fra
¢ao de K., por exemplo K./3 ou K./4. O importante e que através desta condi
¢ao, o sistema se encontre consideravelmente afastado do ponto critico.

Para L << 1, as solugoes exatas devem coincidir com as  solu
goes fornecidas pelo esquema de linearizagao:
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#(Luhg) = -0} LY + K Q)
e |
¥ (L,ho) = ¥(hy) " (18)

Agora, as solugbes das equagoes do Grupo de Renormalizagao
continuam satisfazendo as relagoes (5) e (6) se substituirmos L por aL. Is
to se torna evidente se considerarmos que estas equagoes permanecem, elas
proprias, inalteradas quando se efetua a operacdo L + al :

dK

L 1 2
= , h
d(al)  (al) MK )
dh
L .1 h . v(K , he
d(al)  (al) Lo VK )

-

. 2 -
Obviamente os argumentos de KL e hL serao agora al em vez
de L. Assim, as solugoes destas equagoes serao idénticas as originais, com
a inica diferenca que agora teremos aL em vez de L como argumento.

Em vista disso, as fungoes

K, = ofaL, h) (19)
e
h, = y(aL, hy) (20)

sdo também solucdes das equagbes do GR, onde a representa, em principio, uma
constante arbitraria, a ser fixada. Para aL << 1 esta solugao se reduz a:
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K = - ¢(ho).(aL)y + K, | - (21)
h, = b(h,).(aL) | (22)

Se KL e hL se encontram proximas dos valores criticos, entao
podemos ajusta-las de modo que as relacoes acima coincidam com as expres
soes (9) e (10). Disto resulta as igualdades:

4(hy) @ = € (23)
e
h=a" y(h) " - | (24)

Destas relagOes segue-se: h eV . w(ho)/[¢(h )]x/y .

Deste modo, h e uma fungao que depende de h e € na forma
he x/y Da relagao (23} segue se que

€ )l/y
$(ho}
Note que agora o valor de L para o qual KL = K./2 nao e mais

L=1,mas L = a| (o argumento € agora aL!); além disso, h, = h,. Com estes
valores, as equagoes (3) e (4) fornecem:

FlKh) = ( L RK/Z - (29)
0 B

E(K,L) = (¢—(:—)- YUY gk /2, hy) (26)
0

Estes resultados justificam as conjecturas anteriores, pois
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novamente encontramos 0 prbduto he"x/y nas relagoes acima atraves de ho' que
e fungdo apenas deste produto. Os coeficientes criticos fornec1dos pelo cal
culo aproximado e exato sao, portanto, os mesmos. Por outro lado, devemos
notar que os dois resultados contém uma dependenc1a funcional em he ~x/y di
ferente.

9 . GENERALIZAGAO DAS EQUACDES DE GR: VARIAVEIS IRRELEVANTES

Uma generalizacdo das equagbes do GR consiste em introduzir

uma nova variavel g, de modo que agora passamos a ter tres equacoes em vez
de duas, a saber:

L_1 2

—E =2 uK,q, hd (27)
L* L* L

dL L
dq _
_._..]:. = J_ N(KL, qL’ hf) - (28)
dL L
dh
—L - Lh vk, g hd) | (29)
dL L

A variavel q pode ser, por exemplo, a constante de acoplamen
to da interacao entre um dado stio e o seu sequndo vizinho, dai termos es
crito uma equagao para g analoga a (27).

A energia livre e o comprimento de correlacao ficam:

F(K, @, h) = L7 L F(K_, g, hy) (30)
e

E(K- G, h) =L . E(KL’ qu hL) _ : (31)
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Com a 1ntroducao do novo parametro, devemos esperar o  apare
cimento de uma Jinha de pontos criticos, i.e., uma linha critica. Assim, pa
ra cada valor de q deve existir um valor critico Kc(q) para K. Agora, o com
primento de correlagdo & infinito na 1inha critica, para qualquer L. A rela
cao {31) exige que E(K > 9., hy) tambem seja infinito. Isto so sera . possi
vel se KL = Kc(qL), hc

A equacao para q, neste caso fica:

dg
L

-

Loy 2

[= 8

onde
wc.(q]_) = w(Kc(qL)s 9 » 0)

que & analoga a equagao de movimento da bola vista anteriormente na  segao
3 (equagao (2)).

No limite L + =, q pode se aproximarde um ponto de equilibrio
ou se afastar para o infinito. 0 primeiro caso e simples de se tratar, e se
ra o unico a ser considerado aqui. 0 tratamento geral envolve complexidades
que fogem ao escopo da presente exposicao.

Tendo estas consideragbes em mente, K_ = K (qL) q=q, e um
ponto de equilibrio e portanto podemos linearizar as equagoes do GR em tor
no do mesmo:

dKL

= " (K, = K. + yq0(9 - a.) (33)
Bk -k ) 34
L= = Yk = Ke) + (9 - ) (34)

dhL
L — =X hL {35)
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onde
v =ﬂ. _‘g! : o
4 | Bl (Kes Qs 9) R E (Kes q.c...._o)
- (36)

y1, = 2 (K, a_, 0) Yy = M (x_, a, 0)
12 7 e B 22 7 o Ve Gc» 9}

Em geral, existem duas solugoes linearmente indepen
dentes para o sistema de equagdes acima, expressas como potég

¢ias de L, a saber:

K, - K, =LY . g - = LY (37a)
K - K. =L? s 9 -g, = r, L (37b)

Um dos expoentes, y ou z, deve ser negativo para que, quando
L > = K se aproxime de K., para um valor inicial de K igual a K.(g); seja z
este expoente. y deve ser portanto positivo para que KL se afaste de K ca
so K # K.(q). Deste modo o ponto critico & claramente um ponto se se]a

Uma interpretacao pictorica das equagdes acima pode ser obti
da recorrendo-se 2 analogia da bola numa colina. A situag3o agora & um pou
co mais complexa devido a introdugao da nova varidvel q. As equagoes meca
nicas correspondentes $3ao agora:

KE) ..k, q)
dt aK
(38)

M-: -a_v (K’ q)
dt 3q

L
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Estas duas equagDes s@ao menos gerais que as equagbes do  GR;

todavia, podemos obter uma imagem fisica muito clara do que ocorre a par
tir delas.

0 potencial V & bidimensional. A figura 4 ilustra a nova si
tuagdo da bola. Existem tres pontos bem definidos na figura, a saber Pg>
Pg € P.- Py e 'um minimo absoluto (origem), Pg e um maximo absoluto e P. € um
ponto de sela.

FIG. 4: A Tinha ligando P © P, representa a 1inha_crftica (T = Tc) ya i
nha Tigando Pc 2Py constitui o "rego”.

A situacBo agora pode ser descrita nos seguintes termos. Se
a bola parte de um ponto Pp> situado na Tinha critica entre Py € P, (lembre,
a linha critica e definida por K = Kc(q) no caso da transigac de fase), a bo
Ta rola ate atingir Pes onde para. Se agora a bola se encontrar um pouqui
nho afastada de Pp» fora da curva critica, entdo a bola inicialmente tende
ra a acompanhar a linha critica e neste caso a solug3o associada aoc  expoen
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te negativo domina {eq. 37b}, pois L (o tempo) ainda & pequeno, Esta tenden
cia persiste até que a bola se avizinha de P ® entiao cai no rego que conduz
a pys @ sua meta‘final. Ao se afastar de P.» um tempo consideravel (L gran
de) transcorreu e entdo a solugdo de expoente Positivo passa a dominar (eq.
372), de modo que a contribuigdo da solugdo referente ao expoente negativo
se torna rapidamente desprezivel. Um ponto imporfante a se notar e que as
constantes multiplicativas que aparecem na solugao geral, que & uma combina
¢ao linear das duas solugoes mencionadas, fixam a posigao inicial da bola
(sistema de spins) e em virtude das consideragdes acima, a constante referen
te a estas condigdes (associada ao expoente negativo), nao influencia no cal
culo do tempo necessario para a bola se afastar consideravelmente de P, tu
mo a Pas pois neste trajeto apenas a solugao ligada ao expoente positivo &
relevante. Em outras palavras, o problema se reduz, ao lTongo deste percur
50, ao caso em que apenas uma constante de acoplamento, K, era considerada.

A denominagao "variavel irrelevante" se refere ao fato de
que, n3ao importa de onde parta na curva critica (exceto pB!), a bola sempre
acaba em Be (ponto critico). Por outro lado, se a bola parte de qualquer

ponto proximo 3 curva critica, ela sempre vai acabar parando em py (origem).
Em ambos os casos, & como se a bola esquecesse sua procedéncia. Mais i fren
te voltaremos a precisar estas nogoes.

0 quadro pictorico exposto acima pode ser consubstanciado
recorrendo-se as expressfies anteriores. A solucdo geral deve ser uma combina
gao linear das duas solugdes apresentadas, i.e.

K =k - etY +nL? | (39a)
9 = 9, - -eryLJ' * _hir_s;Lz- (39b)
h =hL*  (39¢)

Onde as constantes € e n dependem dos valores iniciais K =Ke 9 =9 na
forma: |
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r, (K-K)~-{q-4q.) :
& = =% < < (40)
ry Ty
r, (K-K) -(g9-gq.)
n=-Y < < (41)
r} -r,
0 sistema se encontra sobre a linha ¢ritica se e = h =0 e

n # 0, pois entao K .~ K. e q_ > 9. quando L > = (neste caso a solugido corres
pondente & a de expoente negativo, z). Se agora € << n e para h pequeno, 0
sistema estd neste caso proximo da linha critica, porém afastado do ponto cri
tico (Kc, qc).

~Para L <1 o termo em n domina; sendo z negativo, a  medida

que L aumenta KL eq se aproxima de Kc e q, acompanhando de perto a linha
critica.

Para valores de L suficientemente grandes, o termo em ¢ domi
na e I(L eq se afastam de Kc eq. respectivamente. A contribqjgio do termo
em n se torna cada vez menor ate se tornar desprezivel. Uma vez que nn mede a
posicao inicial ac longo da linha critica, a independéncia de n significa in
dependencia da posigdo inicial com relagdo a esta linha (isto &, & irrelevan
te se a bola parte de um ponto proximo de Pp OU Pp. para um dado ¢ fixo). @
valor de L para o qual KL = Kc/2 pode ser calculado aproximadamente usando.
(39a) (L >> 1 neste caso):

K
.-9. =EL‘Y
2

donde (42)

K
|_=(_°)1/-V _
2¢e .

Este calculo € realizado no mesmo espirito da aproximagdo linear da secao
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(7). Na realidade os dois resultados sdo 1dent1cos no que diz respeito aos
coef1c1entes criticos.

Para este va1or de L,

q = 9 - ry(K./2) (43)

-
[}

h(K_/2e)*/Y (84)

0 aspecto relevante destas equagBes € que G, independe de h,
€ 0u 1, a0 passo que h, depende, como antes, do produto he %Y, Deste

modo, F(K , q; » hL) e E(KL, q - hL) dependerdo de h e € somente atraves de
e~ XY _

Os resultados obtidos para F(K, q, L) e (K, q, L) s3o por
tanto qualitativamente identicos aos obtidos na segao anterior, onde 0  caso
unidimensional foi considerado. E bom lembrar, todavia, que os diagramas de
fase ficam afetados com a introducdo de uma variavel irrelevante no proble

-

ma.

Uma vez que K = K (q) para € = 0 (neste caso o sistema se en
contra na Tinha critica), segue-se de (40) que ¢ & proporcional a K - K f£9)
que por sua vez € proporcional a T - T (q) (da definigao K = -J/KBT) Assim
podemos identificar € com a variavel (T - T ) a menos de um fator de normali
zagao, nao importande o que seja q.

10  COMENTARIOS FINAIS -

As nogdes expostas nas segoes anteriores constituem a base
do GR. Partindo da propriedade de autosimilaridade do modelo de blocos de
Kadanoff, comum a todos os sistemas no ponto critico, chega-se 3s equagoes
do GR para este modelo. Linearizando-se estas equagbes obtem-se uma boa . do
se de infonnagﬁes relevantes, como expoentes criticos e expressoes aproxima
das para o comprimento de correlagdo e a energia livre (leis de escala) e
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com isto diagramas de fase. O emprego da analogia mecanica fornece um quadro
nitido, possiﬁi]itando compreendef faciimente as prin&ipais caracterTsticds
do GR. Assim & possivel traduzir o comportamento singular da fungao de parti
¢ao no ponto critico em termos de um potencial atuando numa bola "aristote
lica”.

Gostariamos de finalizar apresentando de um modo mais técnico
o significado de variaveis irrelevantes e uma versdo mais geral do GR, que
permite aplica-lo a um Ham11ton1ano envolvendo um numero arbitrario de aco
plamentos.

0 ponto de partida para determinar se uma variavel & rele
vante ou irrelevante (ou seja, determinar univocamente os "campos" relevan
tes e irrelevantes) consiste em determinar os pontos fixos do sistema. Para
ilustrar o significado destes pontos vamos recorrer ac caso envolvendo duas
constantes de acoplamento K e q, com campo nulo, apresentado na segao ante
rior. As constantes renormalizadas K, e q_ a0 se realizar 2 transformagae do
GR correspondente a transformacio de b?ocos ficam KL' e q.. Novas transfor
macoes levam a novas constantes. Os pontos fixos (K*, q ) definidos no es
pago (K, q) sao caracterizados pelo fato de, ao serem atingidos, nio se modi.
ficam frente a novas transformagoes. Uma vez obtidos estes pontos, deve-se 1
nearizar as equagoes do GR em torno dos mesmos.

0Os campos de escala associados aos autovetores corresponden
tes a estas equacbes, por exemplo 9y & 9y, se transformam em gi e gé . tal
que:

9-; = g]Lz
(L & o fator da escala)
LY

9

Se z < 0, a variavel € irrelevante; por outro lado, se y>0 ,
a variavel correspondente @ relevante. E importante assinalar que existem
pontos fixos sbbre a fronteira critica e pontos fixos fora das mesmas. 0s
primeiros determinam os expoentes criticos e aqui as variaveis irrelevantes
sao realmente "irrelevantes". Contudo, os diagramas de fase sdo determinados
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atraves de pontos fixos fora das fronteiras chticas, e neste caso as  varia
veis irrelevantes sao 1mportantes contrariamente ao que o nome 1rrelevante"
possa sugerir a pr1me1ra vista. A determ1nagao de diagramas de fase por meio

-

destes pontos € uma das formas mais comumente empregadas na pratica.

Um esquema geral para o GR referente a um Hamiltoniano que
inclui um numero arbitrario de acoplamentos pode ser visto como se segue.

As constantes de acoplamento presentes no Hamiltoniano ge
neralizado, previamente divididas pela temperatura, s3o associadas ags eixos
coordenados de um espago abstrato. Neste espago, a cada ponto corresponde um
Hamiltoniano da forma

KD s K2 s 4
= H { S, +<1§J> S, iS5 +{1§J} 5153 + ... | (45)

onde H @ um campo magnético, que supusemos nulo, e o segundo somatorio se
refere as interagbes entre um spin e seus primeiros vizinhos; o somatdrio se
guinte leva em conta a contribuicdo dos segundos vizinhos e assim por dian
te. Contribuigdes envolvendo um niimero de spins superior a dois devem ser
também levadas em conta, embora tenham sido omitidas por simplicidade na re
lacao (45) acima.

Consideremos agora as hipersuperficies de comprimento de cor
relagao constante ("equi-£"), definidas no espago gerado pelas constantes K
presentes no Hamiltoniano acima (K(]) K(z), H, etc.). Obtemos assima cole
gao de hipersuperficies mostradas na figura abaixo.

Tendo em vista que as constantes K sdc as "verdadeiras” cons
tantes divididas pela temperatura, os pontos de uma dada hipersuperficie de
€ constante se deslocam @ medida que a temperatura se aproxima de Tc, atra
vessando sucessivamente hipersuperficies de £ crescentes. Finalmente se -aco
modam na hipersuperficie correspondente a & = =, onde representam pontos eri
ticos, que podem ser pontos fixos ou nao.
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Figura 4: Hipersuperficie de comprimento de correlagao constante. Sobre 2 hi
persuperficie £ = = se encontram 0s pontos criticos.

-

N Os pontos fixos da hipersuperficie de £ = = podem esteﬁder
sua influéncia sobre a vizinhanga imediata em torno dos mesmos (“"bacias cri
ticas"), definindo comportamentos topologicos peculiares (veja pontos A, B e
C na ilustragao abaixo). E importante assinalar que o numero de variaveis ir
relevantes associadas a cada ponto critico define a dimensao da bacia criti
ca correspondente. Na figura 5 apresentamos uma possivel configuragao, que
resume o comportamento geral.

Figura 5: Configuragdo geometrica de pontos criticos. Os pontos A, Be C 1550
os mesmos da figura anterior. '
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Como indicado pelas setas, o ponto A € localmente : instavel
(correspondendo a um "maximo"); B € um ponto localmente estivel ("minimo") e
C @ um ponto de sela.

Um ponto sobre o segmento AC tem seus expoentes criticos de
terminados pelo ponto fixo Cexceto, clare, o ponto A. Por outro lado, se o
sistema "parte" de um ponto proximo da linha AC (ponto P), caminhard a prin
cipio rumo ao ponto C (ponto fixo com apenas uma inica variavel irrelevante
associada). Apos sucessivas iteragbes, troca de diregdo e se dirige ao pon

to B (ponto fixo com duas variaveis irrelevantes associadas).

Este comportamento & denominado "cross-over” na literatura.
E interessante observar que em calculos praticos, a precisdo se torna essen
cial. Uma aproximagao pobre pode erroneamente fornecer expoentes criticos re
ferentes ao ponto C, no caso em que o resultado correto se refere ao ponto
B, atingido ao se levar em conta aproximagoes mais acuradas.

Uma das generalizagoes do GR mais empregadas atualmente cor
responde ao Grupo de Renormafizagio no Espago Real, onde as relacoes de re
corréncia nac envolvem mais operagoes continuas (equagoes diferenciais para
as constantes de acoplamento), mas relagoes discretas. Todas &s outras no
¢oes expostas acima (pontos fixos, bacias criticas, etc.) permanecem essen
cialmente inalteradas. Existem ainda outras versoes do GR. A base de todas

elas se fundamenta, contudo, nos conceitos aqui apresentados.
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