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"War es ein Gott, der diese Zeichen séhfieb
Die mir das innre Toben stillen,

Das arme Herz mit Freunde ffillen

Und mit geheimnisvollem Trieb

Die Krdfte der natur rings um mich enthilllen?"

Goethe, Faust, v. 434-438, Edit. Montaigne Paris.

Citation invoqueé par L. Boltzmann & propog des équations

de Maxwell.
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CHAPITRE 1

LES GROUPES DE LORENTZ ET DE POINCARE

Le principe de la relativité et le groupe de Poincaré

1.1 Le principe de la relativité restreinte

Un referentied dfine&tie est un systéme de référence (axes
de coordonndes observateur et appareils de mesure) par rapﬁort
auquel la loi d'inertie est valable. Toué les systémes de réfé-
rence animés d'un mouvement de translation rectiligne uniforme
par rapport a un référentiel d'inertie S, sont eux aussi des ré-
férentiels d'inertie.

Le piincipe de Ra nefativite (restreinte) généralise cette
affirmation: les lois physiques trouvées par un observateur dfun
référentiel d'inertie sont identiques 3 celles trouvées par un
observateur 1lié a un autre référentiel d'inertie 8' (c'est-a-di-
re animé d'un mouvement rectiligne uniforme par rapport a S). Au
trement dit, le paincipe de La refativite galifeenne qui affirme:
tous les référentiels d'inertie sont éguivalents pour la formula
tion des Lois mecaniques se généralise par le principe de La re-
Lativite A'Einstein: tous les référentiels d'inertie sont équiva
lents pour la formulation des £Loi4 physiques,

Avant la découverte du principe de la relativité, on connais
sait les principes d'invariance des lcis physiques par rapport
aux déplacements dé l'origine du systémé de coordennées et de 1'o
rigine du temps; c'est pourquoi la répétition d'une cobservation

sur un systéme physique dans les mémes conditions initiales donne
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lieu aux mémes résultats quel que soit le laboratoire ol est fai
te l'observation et quel que soit le moment de l'cbhservation. Le prin-
cipe de la relativité ajoute gue l'obseréation ne dépend pas du
référentiel d'inertie ol elle est réalisee (c'est~d-dire ne dépend pas
de l'état de mouvement rectiligne et uniforme du laboratoire par
rapport & un autre laboratoire d'inertie).

Les transformations linéaires et non homogénes, des coordon
nées.spatiales et du temps, qui relient les référentiels d'iner-
tie entre eux, constituent le groupe de Poincare ou groupe de
Lorentz non homogéne.

Le principe de la relativité restreinte affirme donc que les
Lois de fLa physique sont invarianies par rdpport au groupe de Poin

cane {cet enoncé sera precisé 3 la fin du § 5).

1.2 Transformations de Lorentz et de Poincaré - Définition

Un événement qui a lieu en un point de 1l'espace physique

2

(xl,x ,x3), et 3 un instant donné t, est représenté par un point

d'un espace vectoriel a guatre dimensions:

oll on a posé x° =ct, ¢ étant la constante de la vitesse de la lu

W est un vecteur contravariant

miére. Ce vecteur de coordonnées x
de l'espace temps.
Etant donné un vecteur constant a" et un ensemble de 16 nom

e pU
bres K-U
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une transformation de Loreniz est une transformation linéaire et

homogéne de l'espace temps en lui-méme:
M= ¥ kY (1.2)

(une somme est sous-entendue de 0 & 3, sur l'indice v) qui laisse

invariante la forme bilineaire:
T W5 S S 1

Une transformation de Poincare est une transformation de Lorentz

non homogéne:
x*H = al et ¢V (1:3)
c'est le résultat de la composition successive d'une transforma-

tion de Lorentz et d'une translation dans l'espace temps. Une tel

le transformation laisse invariante la forme:
(x°2=x%) (y°=¥%) - (xt=xb) (vE-yh) - (x2-x%) (y%-¥?) - (2 X3 (YD)

ol x, X, v, Y sont gquatre points de 1l'espace-temps -~ La forme bi-

linéaire invariante par une transformation de Poincaré est cons-
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truite avec les différences des coordonnées des points.

1.3 Base physique de la transformation de Lorentz

Soit une onde lumineuse sphérique émise a l'instant t=0 &
l'origine O du référentiel S, que nous appellerons référentiel
fixe, et soit un deuxiéme référentiel S' animé d'un mouvement rec
tiligne uniforme par rapport a 'S de telle sorte que l'origine O°

de S' coincide avec l'origine O de S a 1l'instant t=0.

' V4

¥=<

V<

FI16.1
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Einstein a postulé que pour 1'observateur du référentiel §'
1l'onde lumineuse se propage aussi comme une onde sphérigque dont
le centre est a l'origine 0'..

Par conséquent si:

x%)?% - %1% = 0 (1.4)

est l'équation de l'onde sphérique vue par 1l'observateur de S, 1la
transformation de Lorentz qui fait passer du référentiel S au ré

férentiel S', devra transformer 1l'équation -(1.4) en 1l'équation

,0)2 - (% 2

(x x'}J7 =0 (1.5)

qui décrit l'onde lumineuse vue par l'observateur de S'.

Pour constater ceci, considérons la transformation de Iorentz
pure, qui relie les systémes S et S§' de la figure (l.1l) (transla
tion paralléle & l'axe Ox avec vitesse v); cette transformation

s'écrit:

X' = yv(x-Bct)

t! = Y(t-%x)'. y'=y, z'=2 {1.6)
ot on a posé
=2 ,  y= (1-8%) -172

Par conséquent la matrice de Lorentz 1, (1.1) s'écrit:
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-Y B 0
~Y B Y 0
1=1 o 0 1
0 0 .

Les équations (1.6) peuvent aussi mettre sous la forme

x' = y(x=8x")

x'9= y(x°-8x)

10 _

o]
avec X =ct et X ct!

ou encore

X' = xch8-xXshso

(2.7)
x9=- ¥ cheé-xsho

en posent ch8 =y , shb =By

ch2'0 -sh28 = 1

Oon vérifie aisément que les transformations (1.7) satisfont 3 la

relation:

x'9?%- 3?2 = O~ @2
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1.4 Produit scalaire de deux vecteurs de 1'sspace-temps

Le produit scalaire de deux vecteurs de 1'espace-temos, %M,

y", est défini par la forme bilindaire:
(x,y) = x" g, ¥ (1,81
(o une somme, de 0 & 3, est sous~entendue pour les indices répe

tes u et v)

Les nombres %n)sont ainsi définis:

00 901 Y02 o 0
910 911 912 “t 0
g=(g, )= (1,9)
Hv 920 921 922 Qo -1 ’
Jio0 931 932 0 0

et constituent ce que l'on appelle le tenseur covariant métrique.

On déefinit le tenseur contravariant guv par la relation:

(1,10)

U

Etant donneé un vecteur contravariant x' ,on lui associe un vecteur

covariant x,, par la régle:

X, =g, X (1,11
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On voit que:

Le produit scalaire (},8) vaut donc:

My = @ O - 2.3 = Mg
(x,y) = x'y, = x" ¥ Xy THEY
La noxame d'un vecteur s'écrit:
(x,%) = x* X, = (x2)?% - (%2 (1,11a)

nombre qui peut étre poéitiﬁ;-nuﬂ on negatif.

Nous pouvons maintenant dire que les t&anéﬁb&matﬁﬂné de Lo~
rentz sont Les transformations Lineaires ef homogenes de £'espace
-temps en Lui-méme qui conseavent Le produdit scalaine de deux
vecteurs quelconqued de cet eapaée. |
Les coefficients 1”u de 1'équation (1,2) doivent satisfaire &

certaines relations. En effet si
U
x.u y_'” = X yU
cela veut dire que:

| v, a B _ LV
'y x 9" g1 gy =% g,p¥
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Le principe de la relativité impose (voir équations (I.4) et

{1,5)) la conservation du tenseur métrigue

Hae e

M T

l-U gu o 1 8 = 9y 8 (1,12)
Ce sont dix &quations imposées sur les seize nombres 1uu;
Une transformation de Lorentz est done definie parn six parametres.
Une transformation de Poincari est deginie pan dix paramétres

(les six 1“U indépendants et les quatre a'").

1.5 Les groupes de Lorentz et de Poincarée

Nous rappelons qu'un ensemble G d'elements (Gl,-Gz,...)
constitue un gioupe si on peut définir une opération de multipli
cation entre deux élements quelconques de G de telle sorte que

leur produit soit encore un €lément de G (ie si G; € G, G, ¢ G

-alors Gi.G2 e Gy avec les propriétés suivantes:

1) 1l'operation est asscociative
Gl(Gz G3) = (Gle)G3

2) 1'ensemble contient 1'&lément {dentite E défini par

GE=EGk=G

k k
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pour tous les &léments G, de G.

3) 3a chaque @lément G, de G on peut associer un element invense

Gk_l defini par 1'EQuation:

-] _ _
Prenons le déterminant de l'équation (1,12) il vient:
(det 1) (det g) (det 1) = det g

d'ol on tire

(@Get 1% =1

Une transformation de Lorentz (1,1) (1,2) (1,12) a pour determi-
nant + 1 ou =-1.

Dans l'equation (1,12) posons uv =8 =0

il vient:
'1“0 T _1ao = 990
on a donc:
1°)% - k)% =1
c'est-a dire | |
1°)2 =1+ k)2 21 (1,12a)
k=1

On a donc pour une transformation de Llorentz (1,1)
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det 1 =+1 ou det 1 = -1 o
| (1,13)
o . o _
17, 1 ou 1T, -1

Il y a quatre ensembles de transformations de Lorentz:

1) L'ensemble des matrices 1, {(1,1) pour lesquelles

det 1=+1 et 1°o > 1

on le notera 1++

2) L'ensenble des matrices 1, (1l,1) pour lesquelles

det 1=+1 et 1° £ -i

1 ] .
c'est 1'ensemble 1 _.

3) L'ensemble 1__, des matrices 1, (l,1) pour lesguelles

det 1 =-1 et 1° >1

4) L'ensemble 1__, des matrices 1, (1,1) pour lesquelles

det 1 =-1 et 1° <-1

Considerons l'ensemble L., et trois de ses élements

= -y H 1)
xuu = (gz)uu X'U

xuiu = (23)UU x v
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' On voit gue

avec

kPv = (2)u, (2%

Par consequent la matrice k est le produit des matrices 22 et

ll:

et on a:

Ty u O 18 v
X (2,) a(nz)_ 8 (51) -, *

v

TR s 3
L (2.3)u “‘*2*1" v *

157

U o_ 1! B Vv
x = (238,07 gl2)" , x

L'identité® est définie par: x'" = &! xv et la transformation in
v

verse de ¢ est la matrice inverse 251 un element de !::<lagieéelle
' - W = — a Bv
est, d apres.(l.lZ) Zu on ﬁu = 9a 2 g 9

Parn consequent L'ensemble L+t des fransformations de Lorentz
pourn Lesquelles det L =+ 1 et Eoo > 1 consiitue un groupe,
Le groupe de Lorentz propre et orthochnrone.

. — ]
L'ensemble L++¥, pour lequel det £ =+1 n gst pas un groupe
puisqu’'il ne 2 0 = -1
contient pas 1'identité. Il contient la reflexion PT des trols

coordonnees spatiales (on d'une seule) et du temps.
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Pour la méme raison les ensembles I_, et L_, ne constituent
pas un groupe. On peut néanmoins construire des groupes a par-
tir de ces 3 ensembles si l'on fait la somme directe de chacun
de ces ensembles avec le groupe propre et orthochrone.

On a donc les tableaux suivants:

Ensemble Définitio;_- | Propriétés de groupe
T, 4 det 2 =1, 2% >1 ouI
Ly, det & ='1, £°3 1| NON
I} det & = -1, z°°_3 3 NON
B, det ¢ = —1} 2°, <-1 . NON

TABLEAU (1,1) - Ensemble des transformations de Lorentz

Loy . groupe propre orthochrone
L .- @ L v groupe propre

+ i contient la rgflexion PT
Loy & LI, . groupe orthochrone-

contient la réflexion spatiale

groupe impropre het@rochrone
content P et T

Ly ® Lx,

TABLEAU (1,2) - Groupes de Lorentz

Les groupes correspondants de Poincaré sont les groupes des

transformations de Lorentz suivies des translations.
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semble des dix éléments {a, &} tels que

o _ v

_ H M
X a” + ; v x

avec det % = +1, £°° > 1. On écrit: x' = {a, 2} x.

La loi de multiplication des €lements du groupe de Poincaré est

la suivante:

puisque les &quations

CeWH U U 1V
X = a, + 21 U'x
U U v A
x = a2 + L 2 A ox
donnent lieu a la relation:
whk _ u | UV .. ,H U A
X = a, + £l v a, + 2 1 v 12 A X

Il est clair que le groupe propre de Lorentz ne contienf
pas les réflexions par rapport @ un nombre impair d'axes de co-
ordonnées (les transformations avec det % = -1 sont les transfor
mations impropres); le groupe orthéchrone ne change pas le signe
du temps. Les reflexions de deux coordonnées spatiales sont e-

guivalentes 3 une rotation d'un angle II autour de l'axe corres-
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pondant 3 la troisiéme coordonnée.
| Pendant plusieurs années on a cru que le principe de la re-
lativité affirmait l'invariance des lois physiques par rapport
au groupe conplet de Poincaré. On a découvert en 1957 que les
lois des interactions faibles n'étaient pas invariantes par rap-
port aux réflexions d'espace et donc qﬁe cette généralisation &-
tait inexacte.
Le prineipe de La nefativite resireinte agfinme essentiel—
Lement que Les Lodis de La physique doivent 8tne invariantes par
rapport au groupe de Poincare propre orthochrone (que nous appel

lerons simplement groupe de Poincare).

1.6 Cone de Lumiére.

La norme d'un vecteur x telle gue nous 1'avons définie en

(1,11a) est le nombre 82 tel que

U o 02 _ 2 )
g2 = &M I X < (x) (x) (1, 14)

La distance entre deux points infiniment voisins x et x + dx de
1'espace-temps (espace de Minkowski, espace pseudo-euclidien)

est donc la forme differentielle:

2 _ H : v o : .
ds® = dx 9 v dx €1, i5)

ou 9., est le tenseur (1,9).

La norme S2 peut avoilr des valeurs négatives, positives ou nul-

les.

2

L'dquation: §° = 0 définit 1l'ensemble des points de 1'espace-



CBPF-MO-002/86

- 16 -

~temps qui peuvent &tre atteints par un rayon de lumiére # par-
tir de l'origine: c'est le cdne de Lumicre de £'ordigdine.

Les inégalites: s >0 , xX° >0

décrivent la rdgion de 1'espace-temps (le futur de 0) pour la-
guelle les points M peuvent étre atteints dés l'origine par u-
" ne action physique avec une vitesse inférieure 4 ¢ (l'intérieur

du cOne au-dessus de l'origine). A chaque valeur de la constan-

te a telle que

les.

A

cone cone

cone ’ cSne

FIGURE (I.2) - Cone de lIumiere
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Les in&galités: s2>0 x° <0 dafinissent l'ensemble des

points M' (le passe de 0) & partir desquels on peut atteindre
i'origine par une action physique avec une vitesse inférieure &
c (1l'int8rieur du cdne au-dessous de l'origine). La branche in

férieure de l'hyperboloide est s =a> 0, x° < 0. L'inegalite:

52 < 0 correspond aux points P & l'extérieur du céne. L'origine
ne peut pas les influencer physiquement puisque l'on admet que
toutes les actions physiques se propagent avec ure vitesse infe-
rieure ou &gale a c. s2 =b < 0 est un hyperbololde 4 une feudil
£Le. Cette hypothése constitue la condition de causaliie. Cette
condition est une conséquence du principe de causalité que nous
enoncerons sous la forme suivante:
Si un evénement B est L'effet produit par un evEnement A (La cau
se) dans un rgfenentiel S, cette nelation de cause d effet sera
encore obsenvie dans tout autre nifenentiel d'inertie s'.
du encore: La nelation cause-effet entre deux evenements A et
B doit etre invariante par rapport du groupe de Poincare.
Ainsi un &vénement représenté par un point M i 1'intérieur ou
sur le c¢dne de lumiéré du futur, peut etre considéré comme la
conséquence d'un événement a l'origine O.

Par contre Les evenements tels que P ou P' a L'exterieun du
cone de Lumiene 0, ne peuvent avoir aucune relation de cause d
effet avee L'evenement de L£'ondigine 0. En effet on peut tou-

jours faire une xotation de Loxentz autour du point 0 pour pas-

gser 3 un autre reférentiel S' dans lequel P se produit avant O.
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FIGURE (1,3) - Le signe de la composant'temporelle d'un vecteur

du genre espace n'est pas invariant.

Un vecteur dont la nosme, déefinie par 1'equation (1,14} est
positive, s'appelle du genre Lemps. Si la noame d'uh vecteur
est negative, le vecteur est du genre espace.

Le principe de causalit@ impose que les vecteurs, qui relient
deux avénements qui ont une relation de cause a effet entre eux,
soient du genre temps.

Une transformation de Lorentz peut étre regardée comme une
rotation autour de l1l'origine dans 1'espace—temps'de -Minkowski
(avec un angle imaginaire) - on peut 1'appeler une ro0fation hy-

pe&botique.' ainsi dans le cas des eéquations (l,7) on peut poser:
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= 1 = 4 .Io
X, ix ' x', ix
ch & = cos (ia) , 5h 0 =~ 1 sin (iaf , & £ R

de sorte que les équations (1,7) scient de la forme:
x' = icos(ia) + X, sin(ia}
x', = x, cos(ia) - x gin{ia)

L'angle ia et le signe de (dx°)2 dans la forme différentielle
d82 marquent la différence entre l'espace temps de Minkowski et

un espace euclidien 3 quatre dimensions.

Remarquons en conclusion, qu'il est possible de rejeter le
principe de causalité et de tenter de construire une théorie des
actions (tachyoniques) a vitesse supérieure 3 la vitesse de la

lumidre ¢ (voir § 1.3)

1.7 Transformation . de Lorentz inverse: trangformation de Poinca

ré inverse

Etant donnée une transformation de Lorentz (1,2), la trans-

formation inverse est définie par l'équation:
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ou encore

La matrice h est l'inverse de la matrice 2.

De l'équation (1,12) on tire:

LV e _ X
g 2 v gua L 8 ] 8
et par conséquent il vient:
A =L A _ AU L E _ L A
h 0 = (2 ™) a g An, A ia

Considérons par exemple la transformation (1,6) ("boost" ou trang

formation de Lorentz pure). On a

Y -BY 0
-ByY Y 0

% = _
0 0 1
0 0 0

det 2 =+ 1

L BY é 0
By Y 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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On constate qu'il suffit de remplacer v par -v ou f par - dans
la matrice £ pour obtenir la matrice 2'1 dans ce cas particulier

de transformation.

Etant donnée une transformation de Poincare:

x'u'=.aIJ ¥ £u0 xU

la transformation inverse correspondante est:
= = -p! + (2._1)u UXf"U
ou ' b = (1-1)u a% = L Ha®

a

1.8 Vecteurs contravariants et covariants

- Solt
v _ - :
A" = AV (X) ’ pw=0,1, 2, 3 (1, 16)

un ensemble de quatre fonctions d'un point de 1l'espace-temps de
Minkowski. Cet ensemble constitue un vecteunr (gquadrivecteur)
contravariant dans cet espace si le groupe des transformations

de Poincaré
x'¥ = a¥ + £uu x” ' -‘fl@ 17)

induit une transformation linéaire, homogéne de ces fonctions de

la forme:

attxny = a¥) 2’ (x) (1, -18)
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Un veeteur contravariant se transforme done, par definition, com
me La difference entre Les coondonnees de deux points de L'espa-
ce-femps, par rappori aux trawsformations de Poincare.

Soit un ensemble de quatre fonctions d'un point:

B =B (x
By 11( )
telles que leurs transformées, par rapport a une transformation

de Poincaré, laissent invariant le produit scalaire .Bu.Au' ol

le vecteur A“(x) est contravariant:

' t M — A0
B u(x') At (x') = Ba(x)nA (x)

L'ensemble Bu {x) constitue un vecteur covardiant:

o _ : ‘ 9
Bfu (xt32" = B, (x) - {1e 19)

L'égquation (1, 11) relie les vecteurs covariants et contravari-
ants dans tous les référentiels:

' ' = WV '
B " (x') Iuv B .(x )

¥ - U
B, x) = g, 8 (x

Ces relations se combinent avec les équations (1, 19) et (1, 18)
pour rétablir 1l'équation (1, 12)

l)'U

En multipliant 1l'équation (l, 19) par (& on obtient:

1 = '1\) - \Y]
B'a(x ) = Bv(x) (L _) o = Bv(xlza (1.20)
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1.9 Tenseurs

Le produit tensoriel de deux vecteurs contravariants

Yy

A H (x) A X} se transforme selon la loi:

1 2

A'lu (x") A'zu(x') = z“a 2Y Al“(x) A

B
g (x)

2
Un tenseur contravariant du deuxiéme ordre est par définition

1'ensemble de 16 fonctions

Y (x) (w,u =0, 1, 2, 3)

qui se transforment selon l'équation:

TlUU (x") = £H 'EU

af |
a ¥ p T (x) ‘1. 21)

De maniére analogue on définit un fenseur covariant du deuxiéme

ordre SNU(x) comme obéissant.é'ia loi de fransformation:

: _ Co=lga -1, 8,
§'u (X' = Suglx) (TN (T (1, 22)

_ a, B
= SC‘B (x) Luwg !'V‘ i

et un tenseur mixte Ruv-(x) par la loi de transformation

sV _ oV 0 -1, B : . ‘
Ra.u {(x') =& o R B {x) (2 ™) n (1, 23)

En général un tenseur mixte, covariant de degré n et contravari-

ant de degré m est l'ensemble des fonctions
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ul 32 LI a

ZL ' (x)

al a2 - N e a.

qui satisfont & la lol de transformation: -

Oz

: %L"aiaz...am (x') = galfz A zL B$BZ°'Bm(£-1)blal(2_l)bl
aiaz...a B1 B2 Bm  bibs..by
b |
vee ATH T . o (1,24)
) n

induite par une transformation de Poincaré.
Son ordre est r, avecm + n = r et ce tenseur a 4t composantes.

La trace d'un tenseur mixte du second degré Rsa

(x) est par de-
finition la somme Raa.(x).'Le lecteur montrera que la trace est
un invariant par rapport au groupe de Poincaré, et que la somme
sur og 3 tLTa1a2"' %n est un

A8,.00 @

tenseur de degré m - 1 contravariant et de degré n - 1 covariant.

Le tenseur de Kroneckher 6" a &té @éfini par 1'&quation (1,10).

Il est invariant:

Al o g g8 =l B _ U emlia _ cH
sth, = 25, 6:8_(£ ) g = AT =8 (1, 25)

aByu

Le tenseun de Levi-Civita ¢ est le tenseur totalement anti-

symétrique:

ai
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(0, si deux indices sont 8gaux

1, si aByu est une permutation paire par rapport i 0,
e %BAu _ ﬁ 1, 2, 3

-1, si1 afyy est une permutation impaire par rapport a

.L0,1,2,3

Ce tenseur est invariant par rapport au groupe propre de Poinca-~

ré:

H rgry g
er@BM o Eaa, 265: zlxr e e BrAau,

(det £) e“alu

It

- eaﬂku

Un pseuda tenseur contient det! comme facteur dans la toi

de transformation. eaBY“ est donc un pseudo tenseur
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CHAPITRE 2

éLECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE"-

s - N
Les equations relativistes du mouvement de particules et du champ

-,
electromagnétique

2.1 Temps propre; quadrivitesse; accélération

Dans l'espace a trois dimentions, la trajectoire d'une par-

ticule en mouvement est déterminée par les &quations:

les trois coordonnées spatiales étant des fonctions du temps t.

La vitesse de la particule a chaque instant est:

Dans l'espace - temps on peut introduire un paramétre sca—
laire r qui varie, sur la trajectoire, dans le méme sens que le
temps.

La trajectoire sera alors définie par les éguations:

Z]'1 = Z.I'l (r) , = 0:_112;3:

La distance entre deux points voisins de la trajectoire, dzu, se

ra déterminée par:

et 1l'invariant associé a ces deux poimts est 1'intervalle:
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ds?® = az* gﬂv.dzv = @z%9? - dz¥az® (2, 1)

R
L'intervalle de temps propre entre les deux points z“,_zU-+ dz",

est, par définition l'invariant:

1/2

ds = dt (1 - Y
c

dt = 2} (2, la)

ol vi = (92

Le référentiel d'inertie par rapport auquel la particule est au
repos a4 l'instant t est par définition, son iEﬂE&entieZ prophre.
Dans un référentiel propre S, l'intervalle drt coinciéé avec
dt, intervalle de temps mesuré en S,

Pouf un rayon de lumiére on a dt = o

Si 1'on choisit pour uné particule matérjelle le temps propre

comme paramétre r, on a les équations e la trajectoire:
z" Z¢ (1) (2, 2)

La vitesse quadrimensionnelle (quadrivitesse) est définie par:

_ u H _

c'est 4 dire:

k
uk = L—..... ’ uo = c ’ k = 1'2'3’8 = —"c:—' (2' 33)
/I-B3 /1-82

La quadrivitesse satisfait & la condition:
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_ _ -H
u” u_ = = e U
u c ou w wu l avec w" = o (2, 4)

Dans le cas des transformations (1,6) et (1,7) on a:

' = -
W' W ch © L sh 6
t2, 5)
w' =w ch 8= w_ sh ¢
o] o z
La relation:
2 2
LS - W, =1
indique que 1l'on peut poser:
= L] = ]
LN ch a wis ch o
= ] = ]
W sh o LA sh o
par conséquent les équations (2, 5) prennent la forme:
sh a'" =sha ¢h6-cha shae
(2. 6)
ch o' =cha ¢h-sha sh 8
soit:  a' = - 8
Yx
Maintenant C - = v, est la vitesse de la particule dans
o _
. w!
le référentiel S et c —;TE— = v'x est la vitesse de la par-

ticule dans le référentiel S' (ne pas confondre avec la vitesse

v de S' par rapport a S)
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Il résulte des formules (2, 6) que:

, _ tha- the i
tha' = Y- thatho (2, 7)

et par conségquent:

Ve V v'x+ v
v! =, v, = ———— (2, 8)
b4 V.V _ X 1+ V'V
1l - c2 02
On voit que:
b = ' ’ ) .
Ve © ¢ >vl, <¢ (2, ?a)
= —a ' =
Vo c >v'y c

L'accélération quadridimensionnelle est définie.par la formule:

U
Re la condition:
u uu = c2 {2.9a)

" il résulte que l'accélération est orthogonale i la guadrivitesse:

vH u, = 0 {2, 9b)
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2.2 Le guadrivecteur éhergie—impulsion et 1'équation du mouve-

ment classique d'un corpuscule

3 L} - [} +
La masse d'une particule anime€ d'une vitesse v dans un

référentiel. S dépend de cette vitesse et s'exprime par la formu

le A'Einstein:

m (¥) = 1/2 (2, 10)

Q
s

oi m_ est la masse au repos de la particule,.

L'impulsion d'une particule, en mécanique newtonienne, est
le produit de la masse par la vitesse. En mécanique relativiste
on maintient cette définition mais la masse est donnée par la re
lation (2, 10); il vient alors: |

-
S - (2, 10a)

- 2
1/2

(1 - ¥
c2

L'énergie d'une particule libre est donnée par 1l'!équation:

m C:2
E= _"0°%
2 ' 2, 10b)
(1 ___Y'z_) 1/2 _ _ { ’
[

En considérant les éguations (2, 3a) nous'constatons'qu'il est

possible de définir le quadrivecteur impulsion:
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p* = m, u? | - (2,11

dont les composantes sont:

= E 4
P = g et p

On voit grdce i l'équation. (2, 4) que le guadrivecteur impulsion

-

d'une particule libre satisfait 3 l'équation:
pp, = om 2 2 . (24 12)

qui est la relation quadratique bien connue entre énergie et quan
tité de mouvement:
2 2

-~
E° = ¢ (p° + L

2 o2 €2, 13)

81 l'on considére un référentiel dans l'espace des impulsions,

il y aura un cdne défini par 1'éguation p" P, = O dont les so-
lutions sont ies particules libres de vitesse egale a la vitesse
de la lumidre: photons, neutrinos (fig. 2, 1) (peut-é&tre les neu

trinos ont une masse faible).
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v
Qo

FIGURE (2, 1) - Cone de lumiére dans 1'espace des impul-

sions

Nous voyons gque l'impulsion d'une particule libre qui satisfait

d 1'@quation (2, 12) est du genre temps puisque:
P',"p,,_ > O pour m_ # 0 (2, 14)

Comme l'énergie est positive, po > 0, l'impulsion est un gquadri-

vecteur du genre temps situ@ d 1l'intérieur du demi-cOne vers le
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haut et le lieu des impulsions d'une particule de masse Mo est
1'hyperboloide ?2.1@);

En physique des particules élémentaires on dit d'une particule
qui satisfait 3 l'éguation (2, 12) - c'est a dire d'une parﬁicu-
le libre - qu'elle est dans sa couche de masse. Le fait que le

temps propre soit invariant entraine que la quadrivitesse ot
(24 3) se transforme comme un vecteur par rapport au groupe de

Poincaré, et de méme pour 1l'impulsion pu (2, 11).

(24°15)

Pour le groupe propre orthochrone, det £.=1,£0é

>1?-£é4 particw-
Les @ enengie positive poun un observateur auront une energie po
sitive pour tout autre obseavateur en mouvement nectiligne et u-
nifoame par rapporl au premien. ’

L'équation de mouvement relativiste d'une particule qui générali

gse l'éguation de Newton aura la forme:

u .
c -%g— = (2) (2, 15a)
. S;Jk gk . :
oil F = ’ étant la force qui agit sur la par
| | 1/2
(1 - xi—) / ticule

c
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o <’ _
et F° = EF r C mf © &tant 1la puissance.
(- Yo 1/2
2

C

Cette équation s'écrit encore

m e -—-g-— = F* (2) (2, 15b)

2.3 Les hypothétigues tachyons

Un fachyon serait une particule de vitesse v supérieure &
la vitesse de la lumiére c.

Supposons que les équations (2, 1l0a) et (2, 10b) pouxr 1'im-
pulsion et 1'énergie soient encore appliquables & un tachyon. Com

ne:

- 1/2 v2 1/2 _
(l - =1 (—;i— ~ 1) pour v > ¢ (2, 16)

on peut admettre que le paramétre ", est imaginaire:

m0=iu;118 %+

de sorte que E et E soient des nombres réels:

> i ; ' ne
P, = r E = {2, 17)
t 2 1/2 -t v . 172
( 1} { —5— 1)
c c
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Les valeurs possibles de 1'impulsion et de 1'&nergie d'une par-

ticule réelle sont représentées, en fonction de la vitesse v,

par les courbes de la Figqure (2, 2).

b
—

A e m ok e maer o Amema ew m—

> Ar

nﬁ.-- ems e .

FIGURE (2, 2) - ﬁnergie et impulsion d'une particule en fonction

de la vitesse
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Les valeurs possibles de 1'impulsion et de l'énergie d'un tachyon

sont données, en fonction de la vitesse v, par les courbes de la

figure (2, 3}.

Et A 1k°

S

"""b-‘_-__-

————

- a W E e B Amm wE E E= AT

}u_‘b;---—-.-...-.....'..-.. - e e e o=

gV

FIGURE (2, 3) - Energie et impulsion 4'un tachyon en fonction de

la vitesse -
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Comme la vitesse d'un tachyon ne peut pas etre inférieure 3 ¢ la
notion de tachyon au repos, et donc de masse au repos, n'a pas
de sens; le fait que m, soit imaginairé.n'est donc pas un ihcog

venient de la theorie.

L'énergie dun tachyon croit quand v tend vers c, comme
pour les particules ordinaires, mais elle decroit au fur et a
mesure qu'augmente la vitesse du tachyon.
A la limite d'une vitesse infinie, l'énergie est nulle mais 1'im

pulsion est finie et &gale & uc:

-
'-l.
=
=
il
o
'—l
[
=
vl
il

UC-'

Il n'y a donc pas propagation d*'énergie 3 vitesse infinie, mais
une impulsion uc se propage instantanément.
I1 résulte des équations (2, 17) que l'énergie et l'impulsion &’
un tachyon satisfont & la relation:

2

2
ES = ¢ (pt

2 2

- u? c™)

Le quadrivecteur impulsion pta est donc tel qué:

c'est un vecteur du genre espace.

Par conséquent si un tachyon a une impulsion pu avec énergie po-
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Dl o - . .

sitive, p > 0, pour un observateur donne, il existe un autre
observateur, transformé du premier par une transformation de Po-
incare propre et orthochrone, qui voit le méme tachyon avec une
(O

énergie negative, p'" < 0 (Figure 2.4},

7

v

7
S

//%

e ——

L
et g L LR

NDZRN

\\\\

FIGURE (2, 4)
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Autrement dit, le signe po, qui est invariant pour les vecteurs
p" du genxe temps, n'esl pas dnvariant pounr Les vecteuns pt du
gente espace. On peut démontrer ce résultat dans le cas simple

d'une transformation spéciale de Lorentz (1, 6)

X' =y (x=-Vt), y' =y,2'" =z
" = - X =
X' Y (xo x) , X ct
y=a-%) Vv
c

oll V représente la vitesse de l'observateur 0' qui se déplace pa

rallélement & P, : par rapport a l'observateur O; on a V < c.
x

L'énergie du tachyon se transformant comme le temps, on aura:
' = -
E', =Y (B, -V ptx)

Il résulte des équations (2, 10a) (2, 10b) aussi bien que des é-

guations (2, 17) que:

- Et -~ - -5 > )
Py = 2 ' ol vtf c

Par conséquent il vient:
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Il existe donc un observateur 0' animé d'une vitesse V telle que:

C v
N, € - <]
V;t c
x
ol Ve > € représente la vitesse du tachyon dans le référenti
X

el de 1l'observateur O.

On aura donc pour l'observateur 0':

et par conséquent:
E' x 0OsiE_> O

La trajectoire d'une particule ordinaire

solution de 1l'équation de mouvement (2, 15b) est une ligne du
genre temps, c'est 3 dire telle que deux points arbitraires de
cette ligne déterminent toujours un vecteur du genre temps (Fi-

gure 2, b5)
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FIGURE (2, 5)

On a:
(z%(s,) - 2¥(8))) (z,(8)) = z,(s))) > O
{

Ce fait est naturellement équivalent au fait de dire que 1'impul

sion d'une particule est toujours un vecteur du genre temps.
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Comme nous avons remarqué précédemment que l'impulsion d'un ta-
chyon était toujours du genre espace, la trajectoire du tachyon

devra donc etre une ligne d'univers du genre espace (Figure'2.6Y

trajectoire d'un
tachyon pour

1'observateur O

FIGURE (2, 6)

‘L'une des difficultés fondamentales d'une théorie classique des
tachyons est la viclation du principe de causalité.
En effet si, pour un observateur donné 0, la trajectoire 4'un ta

chyon est la ligne représentée par la'figuré (2, 6) pour laguel-



CBPF-HO-002/86
- 43 =

le tachyon se propage vers le futur, il existera un autre obser-
vateur O' pour lequel le tachyon Se propagera vers le passé et

sa trajectoire sera représentée par la Figure (2, 7).

)\'X.O

trajectoire du

tachyon pour

1'observateur O

FIGURE (2, 7)

Autrement dit, si un tachyon est émis au point O & l'instant ini

tial t = 0 et arrive au point A & l'instant tar postérieur, t >0

A
pour 1'gbservateur O, (Figure 2, 6) pour l'observateur O' (Fi-
gure 2, 7) ce méme tachyon, émis a l'instant t' = o, arrivera en
A' a 1l'instant tyr % 0, c'est d dire dans le passé de O'.

La relation cause-effet n'est pas invariante; c'est une conséquen

ce des transformations de Lorentz de vecteurs du genre eSpace.



CBPF-MO-002/86

- 44 -

Une réinterprétation possible est de dire que, l'énergie’du ta-
chyon &tant négative pour O' si elle est positive pour O, 1l'émis
sion par O ﬁﬁuﬁ'tachyon a énergie négative E absorbé par A' dans
la passé t'é x 0, est équivalente é'l;émission.d'un tachyon
avec &nergie positive - E @ 1'instant t,, < O par A' et absorp
tion par 0' & l'instant t' = O.

Les processus d'émission et d'absorption sont alors renversés
pour les deux observateurs.

Un tachyon peut donc subir l'action d'une force et passer d'un

état avec énergie positive 4 un &tat avec énergie négative (Figu

re 2, 8)

KadlV'

Y...__ trajectoire
possible
\\\ d'un tachyon

AN
N

FIGURE (2, 8)
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Si une interaction existait entre un tachyon et une particule
orndinaire, on devrait pouvoir observer La panrticule ordinaire
passant a un etat d'energie, arbitrairement tlevie due au trans-
fert de l'énergie du tachyon qui, 1lui, pourrgit passer a un état
d'énergie négative arbitrairement grand en valeur absolue.

I1 résulte de l'@quation (2, la) que l'intervalle de "temps
propre" pour un tachyon est imaginaire:
2

ds = ids, = icdt (3-2- - 1)1/2 pour Vv > ¢
o .

et que par conséquent la force qui agit sur un tachyon a la for-

me - i Ft“(z). L'équation (2, 1l5a) sera par la:suite équivalen

. ’
te-a l'equation:

e H
dst
ol Ftu {z) est un vecteur réel.
L'égaliteé
FM (z) = -1 Ft“ (2)

est satisfaite dans le cas électrodynamique. Nous abandonnons

ici 1'é&tude des tachyons.
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2.4 Les équations du mouvement et le principe d'action

Revenons a l'étude des particules classiques normales.
Soit:
ds = (az" dzu)l/2

1'intervalle d'univers, égquation (2, 1)

s
fzds
s

1

L'intéegrale:

est l'action d'une particule libre.

On postule que la variation de l'action est nulle:

s
2
_ U .
6‘[. ds = 0 avec § 2" (8) |y rstes s, s, 0 (2.18)
sl

et que cette équation détermine 1'é&quation du mouvement de la

particule. Soit la famille de trajectoires

zH = z¥ (s, o)
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définie par le paramétre o; a chagque valeur de o 11 correspond

H

une trajectoire. déterminée par 2z' comme fonction de s.

v
ud

FIGURE (2, 9)

La variation de z! est par définition la différentielle de z

correspondant a da:

aq
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alors que nous écrivons:
H H
dz = ( gzs ) ds

& = constante

Nous avons alors:
B2 52
8 ds = § (ds)
sl S1

puisque

dz¥ G(dzul
1/2

§ (ds) =
(az* dz )

az¥ ¢ (dz. )
ds ¥

on a 5 S
5[ 2 q _f 2 az* & (az)
- s = rem u
1 1 8
. ) 5

8, "
_ az¥ d (éz.)
, & u
8
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"

s |
2l gz sz - _a _az¥, | as
1 ds ds u_ ds ds M

S

az" o) 82 a4 az¥

35 qu : "j’ (—a—s- T) qu ds
83 %1

comme d'aure part:

1] wvient:

S s n
2 _ 2 d dz _
Gjl ds = fl (_ds is } qu ds 0
8 s

s
2
comme({ ds s'annulle (d'aprés le principe d'action, pour

-qu ‘arbitraire et.qui s'annulle & la frontiére)

on obtient:

dzu.

_d___ =0
ds ds
ou encore:

duu
ds 0
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Pour une particule libre la vitesse est constante et donc l'accé

lération nulle.

2.5 Le principe d'action pour une particule placée dans un champ

dlectromagnetique

Considérons A présent le postulat suivant:

S2 [ e U
8 m ds + —— AF (z) dz. .| = 0 {2.19)
Jfl My € - ]J
s

o A (z) est le champ électromagnétique dans lequel se trouve

- la particule de charge e et de masse L

On a

g
fj’ 2 ¥ (2) az
: U
Sy
s -1
- 2 saM 2 M
f SA dz]_l +f A 6(dzu)
S 51

82 aak 82

= 2z §2z% dz + a a (62zu)
o H

5, s
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8 s
2 2 u u
3A o 3A o
= d(a¥sz ) + (—5— 62z 'dz_ - dz" 8z )
fsl u fsl Bza uo §za no
s 8
2 "2 u o
_ u A A"
AT Sz + { - ) dz 6z
ulsy ‘/;1 8za Bzﬁ H “a
Comme on a par hypothéses:
ey
qu . = 0
1
- il vient
8 s
2 2 ¥ o
8 aM(z)dz. = (=B _ 3B, 45 sz
U 2z 3z u o
8¢ 8y o Y

En remplagant dans 1l'équation de départ

on obtient donc:

1=

s dz oA 3A daz
21 -4 o e o o
= —( ) + — ( - ) a—]'-l §z ds = 0
L [ds ds moc2' _ 3;:a | Bzu s]

Cette relation devant étre véerifieée quelle que soit la variation

6z% on aura:
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dz u o dz
2 48 _ JA" _ 9A", Ty
"y o¢ 3 ! W@ e (32 3zu) ds
= - e ( aa® _ aA“) dzu
8zu - Bza ds
Soit:
a dz° ay dz, (2.20)
mo c2 ds ds e F (2) ds ' :
ol
- T T L. SO S N
B dA™ _  3A = 9"A - 3 X {2, 21)
azu 3za :

est le tenseur antisymétrique du champ électromagnétique.

Oon a
X = FOK = 5% a0 - 30 Ak - - 3 A° - ° Ak = - Ey
g=-9e- 24
Flz—azAl-aliz_E=— 3, ;I\l-t-_all 2 =8l
P o= af - 2fad=-0, 8%+ a8
Pl - gt oA 3.3 Al=-a'1 a3+ 33Al = F
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soit

2.6 Le champ dual et les égpations homogénes de Maxwell

Le champ dual est, par définition:

« gpdB _ 1 afuv (2, 22).
F 5 € Fuv
-~ aBuv -
ou € est le tenseur totalement antisymetrique.
aBuv _
€ €xBuv
on a
g0123 =1 ; 023! - 1; g%%12 =1
g3021 =1 ; g320} =-1; €2301 -1
E3IUZ =1 : 81230 == 1 81203 = 1

d'ou on tire:
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- FUI o F . * FOZ - F : [l Foa —_ F
23 : 31 12
* F12 = F : * F23 = F H * F!l - F
03 01 02
soit:
« pok W gk o B, ; *F = =-F
a1 213
« g3t o «pgF - gK, x = F
23 %1

Considerons a preésent la relation:

ia* FOB cOBuv  9F

.1 i\
azB 2 9z
- % Eo;Buv .aFuv_ ) eavBu  ??31 ;N euuvB BFvB
' 32B . - azY az¥
mais on a
eoBuv o aBvp _ovBu - OVuB _ auve
il vient donc:
.
3™ FqB 1 éaﬁuv (?Fuv .¥ 3FBE . aFij
azF 6 32P 3z°  azM

par conséquent les équations homogénes de Maxwell sont équivaleg

tes 3 la relation:
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*GB
3 F o
dz
On constate que:
*_af _1 apuv
F GGB =% € F
- 1 _uvaB
“Z Fw E Cug

= x MV
Fuv G

Ce produit est un pseudoscalaire

puisque F

on a:

* aB
F! G'GB

*
aB est un pseudotenseur

G

uv af

= (det 2) “F°B Gy

B
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(2, 23)

Les équations.du champ électromagnétique et des particules

en interaction

Considerons l'action du champ;

= - 1 IRV

- -1 uv 4 _
§s, = 2[Fuv5 F'' @'x =

= -1 18aVal - gaHaV
= zjrwwan 8§37Aa")

d4x

(2, 24)
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R : Veal _ aHaaVy 4 _
= 2[1?“ (376A 3"8AT) d'x =

| M VY gV u
_+§J’ M (F,88") - 3Y (F oA )1 gty -

_ 1 Tl oy sV L (aV ]
Q-J’_(a IR ST N IS

si 6AY ’ frontidre = 0, c'est-3-dire si 6AY s'annule sur la fron

tiére du domaine ou l'on intégre S; il vient:

. V.. ) TR
681 -]a .rwsa d ' x.

Le postulat 651 = 0 conduit donc aux équations du champ libre:

v =
) Fuv =0

pour toute variation &AM s'annulant 3 la frontidre du domaine

d'intégration.

Nous sommes par conséquent amenés & considérer l'action § sui-

vante:

- - 2., _ 1 uv a, _ .
S = fmocas 7 wa(x) F''(x) 4 x e fA (z)clzu (2, 25)
'oﬁ

- f mc,c2 ds est l'action pour la particule)
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|
e

‘[-Fhv(xi F'V (x) a*x est 1'action pour le champ,

- ej’ aY (z) dzu = —f ju' (x) AU(X) d4x est 1'action d'interaction

On peut écrire: |
3, (x) = e[a—s—u—— §* [ %~-z(s) ] as

3

u {x) est le courant electrique de la particule ponctuelle de
charge e.
On a:

6 k=2 (5) ] = 6[x°2° (8)] . 8§ [ %% (s) ]

[( £(x) § [g(x) ] ax =[ £(x) & [g(x) ]l_ﬁ.(_)_g (§’|

£ (X9
= i |g'ixii|
avec g (xi) = 0
d'oll on tire:
dz
> o
ju (x) = e d_zg 8 [':E-z{z).]

si on falt varier zV {s) on obtient 1l'éguation de la particule
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2 u ' dz
mo 02 d 5 = - e Fuv (z) 3
ds

vV

Si on fait wvarier ak {(x) on obtient:

= - u YV 24 v 4 _
8s fa Fiv sa° d'x fjv(") ¢A" d'x

=0

d'ou

ou encore:

n - s ' \
MR =3, (2, 26)

Cette équation est l'é&quation du mouvement du champ - 1l'&quation

de Maxwell.
on a:
1 O dz° +, O,
3 (x) = p(x) =e 5 & [x2z(z7) ]
dz
=e s [xz (29 ]
3% (x) = p(x) représente la densité de charge en un point X quel

conque de l'espace, la particule étant localisée en un point de

sa trajectoire z (s).

Le tri-vecteur courant est donné par:
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. X
i (x) = e Zzo' 8 [';-z (z% ]
=

S est £'action complite de L'interaction d'une charge ponctuelle
avec un champ.

Dans le cas présent, il est impossible d'obtenir l'équation du
mouvement de la particule a partir de l'éguation du champ. Par
contre 1l'équation d'une particule dans un champ de gravitation
peut se déduire des équations d'Eilnstein de ce champ parce gque
ces derniéres ne sont pas lineaires.

Classiquement, les équations d'une charge dans un champ électro-

magnétique sont donc:

)

VI _ LV - dz (4) _ _
3P =3 = e.jrzﬁ;- ) | x-z (s) | as
* MV _
au F o

2 dz

2 4d'z 1AM Y
m_cC =-aPF
o ds2 ds

De la relation:

on tire:
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Le courant est donc conserve:

L'équation de Maxwell s' &crit:

2, (3" av¥ - ¥ a¥) = 5V (2, 27

ous

oa’ =" o a¥ =y’

Cette équation est invariante par rapport au groupe de tras
formations:

at¥ix) = aM(x) - a¥a(x) (2, 28)

ol A(x) est une fonction scalaire arbitraire (différentiable).
En effect le champ FYV(x) est invariant sous ces transformations:

)

Y'Y (0 = MV (x)

par conségquent les equations (2, 26} et (2, 27) sont aussi inva
riantes.

Les transformations (2, 28) s'appelent transformations.de
jauje électromagnétique._ En théorie classique, les corpuscules
obeissant aux &quations (2, 29) les variables z"(s) ne aubissent
aucune transformation correspondante aux transformations (2, 28).
En théorie quantique la matiére étant representde par certains

champs complexes - _par. example, un scalaire ¢(x) pour des par
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ticules a spin 2zero, un spineur de Dirac ¥(x), pour les varticu-
les a.spin 1/2 - ces champs, comme nous le verrons subissent u-
ne transformation de phase |avec A(x) comme phase|, en correspon
dance aux transformations (2, 28). C'est cet ensenble de transfor
mations du champ électromagnéfique et du champ de la matiére qui
" constitue le groupe de jauge electromagnetique.

En physique classique, don¢, c'est le champ F““(x) qui est
rattaché aux observations, le champ A¥(x) n'étant determiné que
dans une jauge choisie et qui peut varier d'cbservateur en obser

vateur.

CHAPITRE IIT

LES SOLUTIONS DES EQUATIONS DE MOUVEMENT -

3.1 Les fonctions de Green retardée et avancée du champ eléctro

magnétique

Les équations d'un champ électromagnétique en interaction

avec un électron classique sont donc données par:

3, FHY = 3¥ (3, 0)
ou
. +co U
| j”(x)=e[ - gj—a"' (x - z (s)) ds (30 1)
_ -
et
2_u dz
2 4’z _ uv v
m_c 5 e F (Z)ds
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avec
v

= gV AW _ al
Fuv = 3 A 3" A
Pour déterminer le courant j¥(x) de 1'électron classique, il
faut connaitre sa trajectoire z"(S). Celle-~ci, est par ailleurs
solution de l'équation de la particule dans laguelle intervient
le champ qui est solution de la premiére équation.

On rappelle, que, étant donnée une équation”différentiellé

linéaire en ¢ (z) du type:
L [ ¢(z) ] = £(2) (3, 2)

oli L est 1'opérateur

dn
dz

= les a, sont constantes,

L=1I a,
n

et f(x) est la source du champ ¢(z), La gonction de Green de cet

te équation est par definition:

LG (z; 2')] =6 (z - 2") (3, 3)

si §(x) représente la fonction de Dirac, source de la fonction
de Green. Comme &, G est une distribution.

Une solution particuliére de l'équation (3, 2) sera donnée

. ¢(z) = jG (z ; 2') £ (z') d4z!

comme on peut le vérifier par application de l'opérateur L aux

par:

deux membres de cette derniére relation.
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Si ¢o(z) est la solution générale de 1l'équation homogéne:

L Lo 2] =0

alors une solution générale de 1'&quation inhomogéne (3, 2} s’

ecrira:

¢(z) = ¢°(2) + J,G(z: i') £ (z') dz!'

On constate que la fonction de Green prend les contributions de
la source f£(z') en les points z' et les transporte pour ainsi di
re au point 2z pour donner la contribution totale de la source

au champ ¢(2).

On appelle souvent la fonction de Green un propagafeur.

La deéfinition de la fonction G (z ; z') comme solution de
1'équation {3,.2) doit étre complétée par des conditions aux li-

mites.

Les equations de Maxwell (é, 27) n'admettent pas de foncti-
on de Green, D'aprés l'équation de definition (3, 3) la fonction
de Green est l'inverse de l'operateur_L.'Or l'operateur de Max-
well O g"¥ - 3¥3Y nta pas d'inverse. En effet, soit le (x5x')

' la fonction de Green de l'equation (2, 27).

- aHaV . ;
[U gg\) .3._3 ] G,y (x:x') = 54 (x=x) gHA (3.3a)

Nous voyons tout de suite que cette équation n'est pas cor-
recte puisque si l'on appligque l'operateur Bu sur les deux cotés

de cette équation et si 1l'on fait la somme sur u, le premier mem
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bre est zero tandis que le deuxieéme membre est 8164 (x-x')

Ensuite, si l'on prend l'dquation ci - dessus en l'espace

des impulsionslau moyen des transformations de Fourier:

.
\ - Couny o a'x - ik ({x-x')
* G\’)\ ( (x: X ) = _—1' g\)l (ké (3'4-)
(27r)
' 4k
54 (x-x") = 9——4 e - ik (x-x')
(2m)
on obtient:
k2g"¥ 4 kM KV _ RATE SN
g"*¥ + k" k G,y = (k) = &% - (3.5)

La fonction G;A (k) ne peut &tre que de la forme:

Gyy (K) = AK) g, + B(K)

ou A(k) et B(k) sont des fonctions de X2, L'equation pour €ua

(k) devient alors:.

{— k2 g" + k“k"}'qvl (k) =

- 2 su U —

= a0 (k2 &%, + k¥k,) =

=-am* @Y, - A ¢ s
k .

Il nous faut donc modifier 1'éguation TZ. 27) de telle fa-
¢on que l'operateur differentiel soit inversible. Comme 1l'équa-

tion est invariante de jauge on peut (on doit) se placer dans



CBPF-M0-002/86
_65_
une jauge particuliére. Ainsi, on peut cheoisir la fonction N (X

de 1'équation (2, 28) de telle sorte que la divérgence de AY(x)

s'annulle. Il suffit de choisir

u _ aM _ oM
A" (x) = A(v) (x) 8" f (#)_

sera une source pour { (x):

= H '

de sorte que

-3uAu (x}) =0 (3, 6)

Si l'on veut que cette équation soit satisfaite par tous les
champs A'M(x) = a*(x) - 3"Q@' (A) provenant de A par une transfor

mation de jauge alors les fonctions Q' (x) doivent satisfaire a

1'équation de D'Alembert
ga (x) =0

L'dquation (3, & définit la jauge de Lorentz. Dans cette

jauge 1'éguation du champ €lectromagnétique devient:

a a!* (x = 3" (%

3, a¥(x) =0
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Dans ce cas le propagateur aura la forme:

U . — aH .
G, (x; x*') = G_v G (xf x')
ou:
- - akx 1 —ik (x~x"')
Glx; x') = f'rmr —z°

Cette integrale ne sera définie que lorsque' on postule

comment on traite les deux poles:

Le champ correspondant sera donné par:

A”(x‘) =.A°“'(x) + jG(xs x') ju (x') d4 x

Le terme Aou(x)-n'est pas produit par le courant ju (x); c'est
soit un champ libre incident (incoming), soit un champ libre é-

mergent (dut going) :
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Qa Ao (x) =0
Si nous imposons au propagateur la condition:

1y — '
G (x, x') O pour x, < x'

et si le courant ju(x) est régulier a la limite quand x_ tend
vers - =, alors le champ AY"(x) se réduit dans le passé lointain

a une onde libre incidente:

u

in (x)

lim al(x) = a

X + - o
o

La fonction de Green qui satisfait 3 cette condition est la {on-

etion de Green refardee:

. t = : '
Gret {z ; x") 0 si Xy < X o (3.4a)

et la partie du champ qui lui correspond est £e potentiel retar-

-

de:
. = ' Hopey ador :
Aot (x) fGret (x, x') 3" (x*) d™'x (3.4b)
Nous avons ainsi construit une solution a"(x):

A¥) = Ainu (x) + ]Gret(x' x')ju(x')dqx' | (3.40¢)

obtenue en imposant la condition gque & la limite du passé loin-

tain, x, > - =, la dynamigue du champ se réduise 3 celle d'un
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champ libre incident, le courant étant supposé suffisamment régu

lier pour gu'on ait:

lim " 4
- OO - 1 3 1 1 =
Xy Gret(x ; x)37(x')d'x 0

On peut aussi construire une sclution en imposant la condition
que dans le futur lointain, x, tend vers + =, le champ se rédui-

se & un champ libre &mergent:

1im aYx) =a_ M
X > + ® out
o
La solution sera:
H. - U, e ety aHrory gt ol
AF(x) = At (x) + fGav(x  xY)3N(x')d ' x | (3.7)

ol la genction de Green avancée est définie par:

H 1 = L] :
Gav(x : % ) o pour x_ > x' {3.7a)

Le potentiel avancé est donné par:

B o_ _ sy aH oy qdor
Aav —-IGav(x,x)j (x")da'x

Il ﬂous faut & présent determiner ces fonctions de Green ou pro-
pagateurs. Considérons, au lieu de 1l'équation (3, 3) l'équation:

4

(o+1dH 6 (x, x ,w =38 (x-x (3, 8
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La constante i a les dimensions de 1l'inverse d'une longueur; i

est 1'inverse de la longueur d'onde Comptoh, associée a

Hoe,
~h

un champ ¢ (x) dont l'é&quation
9. _
(0+ ") & (x) =3 (x)

admet la fonction G(x ; x', u) comme propagateur.

Si 1l'on représente les fonctions 64 (x) et G (x : x', u) par des

intégrales de Fourier:

GQ(X - x') = __1__4_ f d4k e—ik(x - x')'.k(x _ x')=ku(x _ x')u

(21)

Gix , x'; w) = —-—Lf; [d4k gk , e-:"k(x - x')
{(27)

alors l'equation (3, 8) nous donne:

' - __ —ik{x - x')
G(x:x',u)=-——Lfd4ke2 )

k¥« u

Cette intégrale n'est définie que si on spécifie comment on trai

te ses deux pdles:

o
LR
[N
+
=
]
£

et
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ko . -
>2 2 _
kT + u = - W
On a
-ik =z
: 'ﬁ z e © o
1 3, *t 1 dk
G(x ; x', p = - . d ke =— o (k_-w)(k_+w
’ (217)3j 2“] o~ o™
ou z = ; - X! z =x - x!
' "o o) X0

Dans le plan complexe ko' les deux pbles w et - w sont sur

l'axe réel (Figure 3, 1)

&

Im k

FIGURE {3.1) - Contour d'integration pour le propagateur retardé vers le futur.
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Déplagons les pOles w et — ¢ de = i€ vers le demi-plan inferieur.
Soit (¢} un contour fermé AOBCA conStitué par 1l'intervalle A B
sur l'axe réel et par le demi-cercle, de rayon R, BCA de sorte
que les deux pdles déplacés w - i€ et - w - ie soient a l'intéri

eur de la région limitée par le contour (c).

Considérons un peint ko quelcohque du demi-plan inférieur, .

k0 =g - iB, B > o

on a alors:

Si on prend 1l'intégrale sur k, comme une intégrale sur le
contour (c), a la limite quand R + =, l'intégrale sur la demi-

circonférence BCA tends vers zéro et donc si zZ, > 0
iko o i - lk z
d5 (k ot - €32 [ %o (k —GITRT K _To7ie)

En appliquant le théoréme des résidus on obtient:

++5

SU("II—-‘

. - ik =z
iiT o dko L °°
c (ko-w+ie)(ko+m+187
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Le signe négatif provient de l'orientation du contour (c)

D'autre part, si z, <0

forme du segment AOB et de 1

B i

, 11 faut consideérer le contour(c')

a demi-circonférence BC'A, puisque

alors
- lkozo =i{a + i B)zo - laz Bz0
e = e = e e
&4
Im k
o
ét
) = - +w
- ] r r'd T "
A ] 0 } Re E
) . t
. -ig '
W = I e e d e e W = if

FIGURE (3, 2) =~ Contour d'intégration pour le propagateur

retardé vers le passeé
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si z < 0, 1'intégrale sur la demi-circonférence tend vers zero
quand R tend vers l'infini; mais dans ce cas, comme les réesidus
ne sont pas a l'intérieur de la région limitée par (c') on aura:
| . - ikpzo
[ o W -wviok, vovie 052 <0
c' -

Le propagateur retardé Goop (X 7 X', W de l’'&quation (3, 8)est

donc:
- - 1 ]
A (x - x') pour x >x'
. i = A - ! =
Greg (x5 x', W) = A (x=x')
1
0 pour x ¥x'
(3.8a)
ol la fonction A (x) est définie par
3 ik X sin w X
' ('21r)§
= V2 o .2
avec u %2 + ¢

C'est la fonction de Jordan~Pauli pour un champ de masse |.

Pour le propagateur avancé défini par la condition (3, 7}
nous déplagons les deux pdles w et - w vers le demi-plan supéri-
eur de + in

(rigure 3, 3)
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h--————-——-@m + in

N v
Re k
Q
-
FIGURE (3, 3) - Contour d'intégration pour le propagateur avance
pour z < 0.
Comme dans ce demi-plan, k_=a +ib , b > 0
- ikozo - 1iaz bz
e = e e

P _
On doit donc prendre le contour f%== MONPM (avec les deux

pdles 3 1'intérieur) pour l'intégrale sur kg-
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On obtient ainsi:
+ . - J;kozo
dk e T X
- o [k, = w)(k, + w),
=
lim e - ikozo
T n+o dko (ko - - in)(ko + w - in)
R » =
- iwz iwz
= 27 i = ° - € °
2w 2w
sin w z -
= 21 m o pour z < 0

Quand z_ > 0, on doit avoir par définmition G, (2)

O et par con

sequent on prendra le contour de la Figure (3, 4)

A Im lco
in 11
J; > 4 @ Y Re k

FIGURE (3, 4)




CBPF~M0-002/86

- 76 -

Le propagateur avance de l'equation (3, 8) est donc:

() ur x. > x!
G po (o) o

avix; x', u) = Eav(x - x') =

ﬁfx - x') pour X, < x'o

(3, 8b)
Pour un champ électromagnétique, les fonctions de Green retardée
et avancée sont données par les équations (3§ 8a) et (3. 8b) res
pectivement ol on pose pourtant u = O dans l'expression (3, 9)

de la fonction A(x) que l'on appelle alors D (x):

A(x) = D(x) . pour u = 0 {3.9)

3.2 La fonction A{x)

La fonction A(x) est importante puisqu'elle détermine le
crochet de Poisson d'un champ scalaire libre ¢(x) en deux points
de l'espace-temps. Définissons le crochet de Podlsson d'un Zel

champ par l'expression:

. N N N .
S¢ly,t) don(y,t) miy,t) 6¢(y,t)

(3, 10)

o T (%, t) désigne le moment canonigue conjugué de $ (X, t) .
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est la denivee fonctionnelle de La fonctionnelle F
§ £(x) _

[ £(x) ] par rapport i f:

éF 4 . '
T s m L (sLeqivesd - % 1 - #C e )
§ £(x) £>0

Un exemple trivial de fonctionnelle bien connu est l'intégrale:
F[f]'=fd3x £ (X g (%

Pour une fonction donnde g (X) cette intégrale définit une
correspondance entre chague fonction £(%) pour laquelle l'inté—
grale ci-dessus existe, et un nombre F[ £7].

>

Dans c¢e cas:

§ F[[ £17

—— = g () (3, 11)
§ £ (u)

D' autre part, comme une fonction peut s'écrire, grace a la fonc-

tion de Dirac:

+
Qi.i%L_El =35 (4 - %) (3, 12)
6¢ (ur t)
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Dans la dynamique lagrangienne, le champ ¢(x) et le moment
conjugué au méme instant sont considérés comme des variables in-

dépendantes; nous traduirons ce fait par l'équation:

EE_LEL_EL = 0 (3' 13):
§w {y, t)

En vertu des relations (3, 12) et (3, 13) le crochet de Poisson

(3, 10) s'écrit:

{¢- (x), ¢ (x')} = f‘d3y s (x-p o lxi, £ . 8¢ (x', t')
dr (y, t) §m (x, t)

Faisons un développement limité & l'instant t de la fonction
¢ (%', t").

Il vient:

- -
sk, £ = ok, pEE - o) Xy £ .
_ t' =t

R € LN 5 R L TE AP LD
n 3 ¢£'2

+..--

Le champ libre ¢ (x) satisfait & 1l'équation:

(O + 1% ¢ (x) =0

et son moment conjugué est donné par:
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26 _;

ax

T (x)

Il vient:

0
L]

(0 +1u®) 1 (x

et par conséquent:

2 > )
2% o(F', t') ‘ - e, 0+ v e, B

3 £12
t! =t
32 m(x', ') 2 > 2 >
2" _ = - u” wix', t) + 9" w(x', t)
at! o
t? = ¢

Le crochet de Poisson devient:

{Mx). ¢(x')} —r—L e - W22 I - D)
n=o(2n + 1)| o

La représentation de Fourier pour la fonction de Dirac
> . > -+
G(E'-'_ﬁ)é'l fd3keik (x' - %)
(2m) 3

donne:

2n+l 2n+liii.(§'-§)
2 =M (k' -t X5 e 3

{‘NX):‘NX')} = _-‘];T z=o (m J d 'k

(21}~ n o
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ofi k, = (K2 + u 172 (3, 13a)
cl'est & dire -

{¢(x). ¢(X'{}= - 8 (x' - x)

ol on a défini A (x) par l'intégrale (3, 9)

La fonction A (x) etant impaire:
A(x) == A (=x)
on a par conséquent

-{d: (x), ¢ (x')} = A (x = x")

La fonction A (x) peut s'écrire de la manidre suivante:

- ikx . :
A (x) = - ;3 fd4k e kX -p¥ e «® (3, 14
(2r) . _ _
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e(k®) désigne le signe de L

Comme
2 2, 1 - _
§ (k" = u%) =5 (6 (k= w) + & (ky +w)) (3, 15)
avec w = (ﬁz + u2,-1/2

l'expression (3, 14) est equivalente a la définition.(3. 9).

En vertu de l'expression (3, 13a), k est un gquadrivecteur
du genre témps; par conségquent 'anoj est invariant par rapport
au groupe de Poincaré orthochrone et, d'aprés l'intégrale (3,14),
la fonction A (x) est &galement invariante. Le lecteur vérifiera

que & (x) satisfait & l'éguation de Klein-Sordon:
y2 1y =
(0 +u%) & (x-x") =0

et gque
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Comme A (x - x') est un invariant de Poincaré de méme qgu'une

fonction impaire de son argument il s'ensuit que
" = ' 1y 2 : 2 :
A (x=x") =¢ (x-x') £ ((x-x")7) pour (x ~ x'})°%> 0

ol € (x - x') désigne le signe de X, —,x'o;

invariant pour tout vecteur (x ~ x') du genre temps, et f est u-

ne fonction (invariante)} de l'invariant (x - x')z.

Lorsque (x — x') est un vecteur du genre espace, € n'est

plus invariant et on doit avoir:
"y = 2
A (x=-x') =0 pour (2 - x"J7< 0

Revencons a lL'intégrale (3, 9).

S8i 1'on introduit des coordonnées polaires et si on effectue 1'in

tégration sur les angles on obtient:

1 1 [o]

A (x) = = = —
41 r ar
>

ou r = |xlr
+
_ 1 dk
F(x,, r) = % . 3 cos (kr) sin (k, xo)-

{3, 16)

Une autre expression pour F(xo, r) est obtenue par le changement

de variables:



Il vient:

Si 1'on pose:

on auras:

et donc

A (%)

CBPF-M0-002/86

dk -
ks

dy cos (ur shy) sin (u ko chy) (3, 17
5

s x°2 -r

1 = 1

r or S

- 1 F(x, 1) (3, 18)

s ol’ ) . ¥

8i x représente une différence de points de l'espace-temps, puis

d
que A (%), s et s

sont des invariants de Poincare il en sera

de méme pour F(x,, r).

Par consequent, comme:

F(xo, r) = 0 pour x

{voir l'intégrale (3, 16) il vient:
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— 2 _ 2
F (xo, r) = 0 pour X r <90

c'est 3 dire F(x,, r) =0 a l'extérieur du cone de lumiére de 1°
origine, donc pour - r < x_ < r.

o .
D'autre part 1l résulte de 1'intégrale (3, 17)

[
= f-

+ @
F (xo, 0) ']l _ dy sin (u X, chy)

La fonction de Bessel Jo est bien commue:

Jo(z) = -11? j du sin (z chu)

par conséquent

Jo (u O) pour X, ? 0.

F(xo, 0) = |
=3, (u |x,]) pour x, < 07

D'aprés 1'invariance de F (x, r), on aura

3, ux 2 - 52

> r
o } pour x_

F (xo, r) é

- 2 | 241/2 -
Jo(u(xo £°) ) pour X, ¥ - T
La fonction F sera donc telle gue
{ 2 _ _2,1/2 2 S
T (ulxy x ) ) pour x" >0, x>
0 pour xz < 0, - r<x <r
F (x,, ) = < ’ 0
\ 6J6(u{xb2 - r2)1/2) pour xz ¥* 0, xo'< - T
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ou encoere:

F(x,, r) = Jo(u(xo2 - r?)1/2

) e GAed) (3, 19)

oll
e(x°) désigne le signe de X,
- 2
1l pour x= > 0
e(xz) =
0 pour x2 < 9
Comme

3% e (xz) = 28 § (32)

dJ_, (us) =~ u J; (us)
35 © 1

il vient pour la fonction A par l'intermédiaire des équations

(3, 18) et (3, 19)

b x) = - ke (x) (s (x%) - Y3, sy o (xz)) (3, 20)

Si 1'on remarque que:

2. 4 (o) d
@ (X ),—/ e (x7) = =— € (x) = = g (x)
ds ds 1g2 s o 98 s = x
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- _4a _
= EE; £ (xo) = 2 G(xo)

2 0 (-r?) =0

=320 (x%) & (x)

Jq (us) 6 (xz) e (x°)

g (0) & (x3) & (™
=8 (%) e (x°)

on obtient

A () = - 5= (x0) I[ﬁ-(xg)'- - 3 (nxh1/?) o (xz)} (3.20a)
1 X _

Si 1'on fait tendre x vers zéro & l'intérieur du cdne,

.dlf(y(xz)llz) tend vers H%—

et
R 2. u2 2
lim Alx) = =g € (x) [5 (x7) - Py 0 (x )] (3.21)
x2 =0
2 >0
x

Ainsi A (x) présente une singularité delta 3 la surface du cOne

u2 1 '
gr lorsquion tra

qut

de lumiere et une discontinuité finie égale

verse cette surface (Fig. 3, 5).
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5\
A{x)# O
- g singularité delta

< .2

et discontinuité

gn

A(x)=0 Ax)= 0 .
' X

A(x)# O

FIGURE (3, 5)

La fonction invariante pour le champ électromagnétique, gui est
représentege par gé(xJ, s'obtient a partir de A(a) en posant u=0;

il vient:

Do ==L e s D). (3.22)

3.3 Le probleme de Cauchy de 1l'équation de Klein-Gordon

La fonction A (x) est également importante parcequ'elle ré
soud le probléme de Cauchy de 1l'équation de Klein-Gordon. Ii s

agit de déterminer la solution ¢ (x) de 1'équation:

(O +%) ¢ (x) =0 (3, 23}
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en un Point gquelconque x de l'espace temps si l'on connait la

] - - - - a a ¢
fonction ¢ {y) et ses dérivées premiéres 37 sur une surface
' L
du genre espace I antdrieure au point x, c'est 3 dire telle que

l'on ait Yo € X, pour tous les points y de I.

o d(x)

Ro(yy, BU ¢(y)$

=D
x
FIGURE (3, 1) - Le probléme de Cauchy de l'8guation de Klein-
Gordon
Considarons les &quations (3, 8) et (3, 21).
On aura 1' |identite
d (x) = - a2 _ 2 _ 2 _
y { Gly)-x) (O+u") &(y) d{y) (O+u") G(y—x)

ou encorg

(%) - - Jdéy {G(y'—x) Qd(y) - dJ(y)E]G(y—x)}
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Si 1'intégration sfétenl sur un volume V de l'espace-temps limi-
t& par deux surfaces 4 genre espace, L' et I, se situant respec

tivement avant et apréd L& point x Figure (3, 7) et si le champ

est tel que

Gly - x) 20 (y) »0 poury + =
3y
u

d (x) ﬁ—%.ﬁx_:_ﬁ}* 0 poury =+ =
Y
u

alors le théoréme de G.uHS nous permettra d'écrire:

¢ (x) =—j -{G(y-x) ‘g%ﬂ AL _a_g;_(y-yx_)} a (y)
Tt H u

FIGURE (3, 7)
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ou yo (z')y > x°, yo (£) < x°

Si I' tend vers l'infini, y° (I') tend vers l'infini et alors:

o (x) = - {G(y-x) ”’u - ¢ (y) BG‘Y""} as* (y)
z 3y 3y

Comme dans cette intégrale, on a y° < x° la fonction de Green ne

peut étre que le propagateur avancé pour lequel (équation(3,8b})

G (y - x) = A (y - x) pour y° < »°

Par conséquent:

® (x) = A(y-x) _9ly) | (y) 8 Aly=-x) do™ (y)
5 3 y" 3 y"

avec x° > yo ’ y° £ L
Il s'en suivra en particulier, pour la fonction 4, la relation:

A (x-2) = A (g-x) A N¥mE) | 4 (gog) A (-X) [ goM (y)

3.4 Les champs retarde et avance

Les fonctions de Green de l'égquation:

O+ ¢ (x) =3 (0
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- A (x - x'), T x'o > 0
- wl} =
Aret (x — x') 1
— ]
- [ 0 ' X x'y <0
et
f - !
o ;xo x°>0
— o _
Aav(x x'} {
- ! - o
L A (x - x"), X, x'y < ]
avec

A (%) = -y e (0 [s (% - P 3, (ix$)1%)o (xz)]
X

Les propagateurs correspondants pour l'équation du champ &lectro

magnétique s'obtiennent 3 partir de ces fonctions en posant u=0.

Désignons ces propagateurs par JESret (x - x') et éé%v

(x - x'). Il vient, au moyen de 1'équation:

O =-2 ¢ s 6D,

Dret @ =g L+e (x0) 8 (D),

—

Qav (x)

= (1-¢ () 8 (xD).
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De cette maniére la solution de l'équation (3, 0) qui, dans

le passé lointain se réduit 3 une onde libre incidente est:

AP (x) = a, Y +—$—j £ [1+e(x—z(s))]6 [(x-z(snzj-‘?-z-u- ds
in ar | _ o _ o 'dS

o
L'hypothése —%%— > 0 fait de z°(s) une fonction croissante de

S8 ; par conséquent quant X varie entre - » et + =, x° - 2° (s)
prend d'abord des valeurs positives puls des valeurs négatives.

Soit S, tel que

et

X~ < z° (s8) pour s > S,

Dans ce cas

2 pour s < SO
1l +¢ (x=-z(s))-

0 pour s > so

donc

| . "
at(x) = A M(x) +%—$—] s ([x-zs) ]% $& as
(3.24)
z" (s)
|ia(s)(xa - z%(s)) |

2© (s)

Heg) = M e
AV(x) = Ain (x) + i

=x° - |% - z(s) |
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B
*u _ dz
2" % 3s
Quand Ain Hix) = 0, cette expression est celle du potentiel re-
tardé de Liénard et Wiechert.
Le champ retarde est donc:
P () = & |2 a zM(s) (x¥-2"(s)) -2V (s) (x"-2"(s))
ret Lz (s) (%-2%s) | Bz Me) (x, - z,(s)
o A A
(3.25)
ou l'on pose:
2° (5) =x° - | X -2 (s)]

La solution qui, dans le futur lointain, se réduit 3 une onde 1i

bre émergente s'écrit

U _ M ® - 2 dz"l
AT(x) = A out (%) +f § (x z(s}") = ds.
SO
u LK % zH (s)
A {x) = A out (x) + T

z (s) (x* - 2%¢(s)) | 1
¢ - 2° (s)
=x° + |%-2Z(s) |

Le champ avancé est:

WV gy = € 1 d ¥ (x"-2Y(s)) - 2" (x)

F _
av am za(s)(xa—za(s)) ds

) (8) (x,-2, (s))

ou l'on pose:

z° (s) = x° + I%x - ;'(S)|
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Les deux champs résultent des contributions des ondes émises par

points Ml et M2, respectivement, et qui arrivent au point x a la

figure (3,

o )\

X

8)

I Y

s > S0

champ avancé -au_ point

trajectoire

de la particule

[v)
X

[
H

" % proviendrait des
ondes émises par
la charge au point
M, aprés x

2 9P [

le champ retardé au point =
est produit par les ondes
émises par la charge au
point Hl avant x_

FIGURE (3, 8) - Champ retardé et avancé
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Le champ retardé est produit par 1'&tat de la charge & l'instant

x° - |X - z (s)| et les ondes &mises par la particule & cet ins-

tant arriveront au point x 4 l'instant x°.

C'est la solution qui 4atisfait au principe de causalite et
qui est retenue dans la théorie de 1'é&lectron de Lorentz.

Le champ avancé est produit par la charge au point M,, al
instant x° + !X - 2 (s)| et les ondes &mises i cet instant ar-
riveralent au point x 3 l'instant x_, c'est & dire dans le passe
de M,. Cette solution, d'aprés la théorie classique de Lorentz,
n'a pas de sens physique, puisqu'elle viole le principe de causa
1lité.

D'aprés cette theorie les equations fondamentales dans la jauge

de Lorentz sont donc:

g A" x» = 3% (x

LU f".m daz"
37 (x) = e ] r-re 8 (x - z(s)) ds

-

2 azM dz

dz" _ _ uy )
mo ¢ as e F ' (z) ds
avec Fuv = Bv Au - M Av

et la condition aux limites:

B — H
1im A o=a P

X > —

oa," (x) =o0.



