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INT RODUGED

0 que & um espago tridimensional curvo?

Todo mundo distingue uma linha curva de uma linha re-
ta, bem como distingue uma superficie curva de uma superficie
plana. Mas um espago tridimensional curvo, o que & isso? Além
do mais, parece taoc dbvio que ¢ espago em que vivemos & eucli=-
diano... entao para que servira estudar triespago curvo, seja
13 o que for isso?

Estudo de espagos curvos & da competéncia dos matemd
ticos, essencialmente. Na Fisica, fol aparentemente na Cosmolo-
gia que o estudo de triespagos curvos encontrou seu mais fru-
tiferc campo de aplicagao.

Em verdade o quese estuda modernamente em Cosmologia s3o
quadriespacos curvos: o Universo nao & considerado simplesmente.
um espago tridimensional no qual o tempo flui serena e inde-
pendentemente, mas sim uma mistura de espaco e tempo formando
uma variedade quadridimensional curva. A gravitagao dos corpos
celestes seria entao a manifestacac da curvatura dessa varieda-
de.

Mas como visualizar a curvatura de um quadriespago?
Isso & sem dlvida bastante dificil, e uma grande fragao daque-
les que iniciamo estudo da Cosmologia rapidamente desiste de
conseguir essa visualizagao. Quase sempre os alunos interessa-
dos em Cosmologia partem de um conhecimento elementar de geome
tria das superficies bidimensionais curvas diretamente para o
estudo daos sofisticados quadriespagos curvos.

E aqui que entra esta monografia: ela visa proporcio-
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nar um Util. degrau intermedidrio entre os espagos curves em
duas e em quatro dimensdes..

Vamos aqui estudar a triesfera, que & proﬁavelmente-
o espagco tridimensional curvo mais facil de ser apreendido.
Foi precisamente a triesfera que Einstein propds em 1917 co-
mo modelo para o Universo; nesse modelo o tempo fluiria uni-
formemente em todos os pontos do espaco. :

Nossa exposicao do assunto sera essencialmente do ti-
po descritivo ou qualitativo; apenas em Apéndices os leito-
res mais interessados encontrarao calculos e fdormulas que jus-
tificam algumas das muitas assercoes constantes do texto prin
cipal.

E notorio gue os trabalhos de divulgagao cientifica
sao alvos faceis tanto de especialistas como de iniciantes. Co
mo satisfazer a gregos sem descontentar a troianos? Ao apresen-
tarmos este trabalho estamos assumindo um risco, e pedimos aos
leitores que nos assistam, com sugestoes, em nosso esforco de
futuramente lhes proporcionarmos leituras em que a amenidade,
a gquantidade e precisao de informagaes estejam melhor equi-

libradas.
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UNIVERSC QUASE FPLANO

Imagine uma superficie esférica ‘B.

Achatados sobre essa superficie, admita que vivam se
res bidimensionais inteligentes, os betas.

Admita ainda que esses seres sejam dotados de Orgaocs
sensoriails diferentes dos nossos; esses Orgaos se sensibiliza-
riam apenas aquelas informagBes que se propagassem sobre a su
perficie_f}. Em outras palavras, aos betas pareceria que a su
perficie‘f?é 0 palco e a fonte de todos os acontecimentos.

Assim sendo, e 3 semelhanca ao conceito que temos des

se vocdbulo, os betas diriam que R & o UNIVERSO.

(:) superficie esférica JE;

9
acontecimento fora de B

informagdo propagando-se ﬂxa.de\i9;
nao sensibiliza os betas

pento de J?atlngukapela.hﬁ&nmagao exterior

informacdo propagando-se sobre 8 ;
sensibiliza os betas

acontecimento scbre J3

® OB @@
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Suponha ainda que a coldnia dos betas nao se encon-
tre espalhada por toda a superficie, mas ocupe apenas uma pe-
quena regiao, e que os prdprios betas sejam bastante pequenos

relativamente a essa regilo.

superficie esférica B
{can semicircunferéncia
ou magnitude M)

W
M
pequena regiao dos betas
ﬂ;**”” (dimensao tipica L&M)
-

imagem ampliada da regiao

L

*~___ UM pequeno ser
— hidimensicnal beta

(dimensao tipica J« L)
g i, o
Jak-

imagem ampliada de um beta

Os pequenos betas podem se locomover em qualquer di-
recao sobre a superficie, porém sua lerdeza lhes impossibi-
lita viajar a grandes distdncias. For isso, com a experifncia
devida somente a pequenas incursoes, eles descobrem e adotan
a pratica geometria euclidiana; esta se revela satisfatdria

dentro dos limites de precisao dos seus melhores instrumentos.
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GEOMETRIA PLANA

Cedo aprenderam os betas a tracar retas, por ele vagamente
definidas como linhas que seguem "sempre em frente", sem desviar nem
a direita nem a esquerda, Os betas créém que o comprimento de

uma reta & infinito, tanto para frente como para tras.

- 00 SO s + 00

Num estagio posterior, aprenderam a tragar retas para
lelas, definidas como retas que se manté@m equidistantes; os be
tas créem que tais retas sao realizaveis em seu universo, pois
para eles o UNIVERSO & wuma infinita ampliag¢ac da regido supos

tamente plana em que vivem,

Aprenderam ainda a tragar circunferéncias, e créem que
0 quociente do comprimento da circunferéncia pelo do raio € uma

constante = 27, qualquer que seja o tamanho da circunferéncia.
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—-G=
r .r [ B I |
C +71 2
1 C2
Cl-2ﬂkl C2"21l’r2 e

Igualmente, acreditam os betas que a soma dos angu-
los internos de um tridngulo & uma constante = 1809, indepen-

dentemente da forma e do tamanho do triangulo.

oy

B X

o tp el 180 opifrdy = 180 o

Completaremos agora esta peguena amostra do pensamen

to geomeétrico (euclidiano plano) dos betas: eles notaram que,
em sua pequena regiao, a jungdao de 6 tridngulos -equilateros
idénticos se efetua aparentemente sem dificuldade em torno

de um ponto, bem como a de 4 quadrados ou a de 3 hexagonos
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regqulares. Hn consegliéncia, O UNIVERSO aparentemente poderia
ser inteiramente ladrilhado por uma infinidade de tridngulos
equildteros idénticos de tamanho qualquer, ou por quadrados
(como um infinito tabuleiro de xadrez) ou ainda por hexagoncs

(como uma infinita colmé&ia).
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DESACERTOS

Um dia os betas inventam um veiculo gue lhes permite
viajar mais rapido em seu universo bidimensional; consequen-
temente, eles passam a sondar regides mais afastadas. Resulta

dos estranhos comeg¢am entao a ser observados.

superficie esférica

,g/' (0 universo dos betas)

viagem de um beta

ﬁ\hﬁ_’,<:7‘é”(samrme:ximezasquﬂﬁchﬂ

_ r— —_ = — planc infinito (o UNIVERSC
A(,,f*‘ oo os betas ainda o imaginam)

I I

l
\EJ/ENNTEJVMmkmmm

Um veiculo que viaje rigorosamente "em frente" termi
na por retornar a¢ ponto de partida apbs percorrer uma longa
distancia que designaremos por 2M; qualquer que tenha sido a

direcao inicial, © retornosempre se da pelo lado oposto ao da

partida.
'.I‘l".?..ol‘.""?tOrll.'..
- r- - - = - - = "'l -
? , ?
_  PARTITA (0 lan) P
.rlcl (ZM)’_ - --Io

L oo o e =
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Dois veiculos que partem em diregaeé escolhidas cui-
daaosamente paralelas, no mesmo sentido, deveriam deixar como
rastros duas retas paralelas. No entanto, os instrumentos dé
medida indicam que a separagao entre as retas diminui com a
distdncia percorrida, e gque o mesmo ocorre no sentido oposto.
Tanto para a frente como para tr@s as retas terminam por con-

correr.

Verificam um dia os betas que a formula que da o com
primento de uma circunferéncia de raio r nac & simplesmente
2tr, porém C = 2Msin{(mr/M). Qﬁando o raio & péqueno (r <<M) as
duas formulas coincidem; quando cresce o raio, também cresce
a cvircunferéncia, porém num ritmo mais lento e sd atgé um va-
lor maximo C = 2M, quando r =M/2. Crescendo ainda mais o raio,
a circunferéncia passa a diminuir, desaparecendo cuando r =M,

circunferencias
com raios ry,Ty,ry

r <M C.22Wr

1 e} 1
r2=M/2 : C2=2M M 21
r3= M ; C3==0 {21)
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" =10

Ao construirem grandes triangulos, os betas verificam
que a soma } dos angulos internos ndc & constante, mas depende
da drea S do tridngnlo sequndo a expressdo ; = {1+ 7S/M?) x 1809;

somente para pequenos tridngulos (S <<M?} se tem )} n 1809.

tridnqulo triretangulo-
(Grea S=M2/2T)

Finalmente, os betas descobrem que nio poderiam de-~
senhar em seu universo uma infinidade de tridngulos equildte-
ros idénticos de tamanho arbitrdrio (concorrendo 6 em cada vér
tice), ou quadrados (4 por vértice) ou hexigonos (3 por vér-
tice). Na verdade, sd haveria cinco maneiras diferentes de co-
brir inteiramente O UNIVERS) com poligonos regqulares idénticos:
l) com quatro enormes triZngulos, dellado 24 =0,608M, concor=-

rendo 3 em cada vértice;
2) com seis quadrados de £, =0,392M, 3 por vértice;
3) com oito triéngulos'de £8J=0,500M, 4 por vértice:
4) com doze pentidgonos de £,, =0,233M, 3 por vértice;

5) com vinte tridngulos de £20 =0,352M, 5 por vértice.
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UNIVERSO FINITQO MAS ILIMITADO

Os gedmetras dos betas nac tardam a explicar esses es
tranhos resultados: seu universoanEo e um plano infinito, como
supunham at& entao, e sim uma superficie curva e {inita. Embo-
ra finito, esse universo nao apresenta em qualguer lugar algu-
ma linha intransponivel, ou seja, algum £imite; & portanto um
universo finito e ilimitado.

B facil para nds, seres tridimensionais, a visualiza
cao do universo&: & uma trivial superficie esfdrica de raio
p =M/m, e portanto area total drp? =41 (M/m) 2 =4M? /7, Note=se
que o centro C dessa superficie nao pertence aoc universoc dos
betas, e que a medigac do raio p & efetuada por nds no nosso
espaco tridimensional (fora do universoc dos betas).

'o1nﬁma$o B
% (superficie esférica)

7.

} (exterior & superficie)
‘\x um beta
(sobre a superficie)

Se nos fosse apresentada uma pequena regiao delB,nés
construiriamos ¢ restahte de ﬂginicialmente estirando a peque-
na regiao para todos os lados, e a seguir "curvando para den-

tro" a regiao estirada a fim de soldar suas beiradas.
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regiao .
J regiao
dos betas i::::::::::::hﬁit estirada

Entretanto, teriamos dificuldade em explicar aos be-
tas essa nossa construgido do seu universo: eles nido compreen-
deriam o que queremeos dizer com "curvar para dentro". Aos be-
tas sd sdo familiares as nogoes direcionais "frente, trids, di
reita, esquerda"; eles nac dispdem de qualguer sensibilidade
associada a "para dentro, para fora" ou equivalentemente "pa-

ra baixo, para cima".

sensibilidade de um beta sensibilidade dos humancs

(E%ES

N3o obstante, pela analise de um problema .unidimen-
sional semelhante poderiam ©s betas perceber a origem da dificuldade em
compreenderem sen universo.
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VISLUMBRE DA CURVATURA

Imagine-se que na regiao habitada pelos betas exista
desenhada uma circunferénciaj%, ao longo da qual vivam alinha
dos pequeninos seres unidimensionais, os alfas, Cada alfa so
pode se locomover para frente e para tras sobre agquela linha,
e n3o faz idéia do que seja "vara os lados". Além disso; so-
mente chegam ao conhecimento dos alfas as informacgoes que se
propagam ac longo da linha.j%; os alfas dizem entao que hfh e

O UNIVERSO .

superficie pequenino ser
esférica B unidimensional alfa
ciramferéncia 7% | = {

‘{///" desenhada em B

Q/ regiaodeaé

Em suas pequenas andancgas sobre seu universo unidi—
mensional, cada alfa nota que gquanto mais se locomove "em fren
te", a partir do seu local de moradia, mais afastado ele fica
daquele local. Muito justificadamente, ele extfapola mental-
mente suas experiéncias iniciais e cré que o UNIVERSO & infi-

nito, para frente e para tras.

umniverso euclidiano
mﬁdersimuﬂ.~\\

S — ——t - e

— 0O um alfa - OO0
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-14=-

Com surpresa verificam os alfas que numa viagem mui
to longa, deslocando-se sempre no mesmo sentido, eles retornam ao
ponto de partida. Os alfas nac conseguem compreender o que o-
corre, mas tém que aceitar essa ocorréncia como real e apren-

der a conviver com essa nova realidade.

PARTIDR.
. RETORNO ??.!)' > .,

Os seres bidimensionais betas, acompanhando o dia-a-
dia dos alfas, percebem sem dificuldade o fechamento do univer
so unidimensionalhﬁ% e compreendem o motivo da incapacidade
~dos alfas em entender tal fechamento: & que falta aos alfas sen
sibilidade para as nogoes de "direita, esquerda" tao familiares
a eles, bketas.

Por compreenderem essa incapacidade, podem .agora os
betas vislumbrar o motivo da sua propria incapacidade em perce
ber a curvatura do seu universo ;@ Agora eles podem até imagi-
nar um universo tridimensional 4%, no qual seu universo bidi
mensional'z}estivesse encaixado. Seres tridimensionais perce-

beriam espontaneamente a curvatura de:B.
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INFINIDADE DO TRIESPAGO

Nos, humanos,.definimos vagamente uma reta como sendo
uma linha que seque "sempre em frente" no espaco tridimensio-
nal, sem desviar 3 direita, ou a esquerda, ou para cima ou pa-
ra baixo. Assim,.parece—nos evidente -que as- retas do nosso
triespag0 tenham comprimento infinito tanto para a frente como
para tras. Parece-nos também Obvio que nosso universo possa ser
percorrido por retas orientadas em quaisquer direcoes; portan-

to O UNIVERSO seria infinito em todas as dire¢des.
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-16=-
A RETA NA PRATICA

E éntretanto chegada a hora de perguntarmes: o que é
uma reta na pratica? Mais precisamente, deverlamos perguntar:
0 que nos convém escolher na pratica para representar a reta
dos gedmetras?

Certamente o trajeto de um . raio de luz & um excelen
te mrandidato, contanto que umas tantas precauqaes sejam toma-
das. Por exemplo, devemos retirar todo objeto opaco do caminho
a ser seguido pelo raio de luz, a fim de que a reta correspon-
dente n3oc se interrompa no objeto. Devemos também retirar es-
pelhos do caminho, pois a trajetdria do raio sofreria rprefle-
x0es € nao representaria uma reta Gnica. Devemos ainda evitar
variagoes do Indice de refragao do meio, pois também essas va
riagdes ocasionariam desvios do raio luminoso.

Pode parecer entdo que uma definigao  apropriada de re
ta (fisida) seria "o caminho seguido por um raioc de luz no va
cuo": realmente, estando o vacuo desprovido de maté@ria, nada
haveria que desviasse a luz do seu caminho retilineo.

Entretanto, sabe-se hoje que também os campos gravi-
tacionais alteram a trajetdria da luz. Por exemplo, um raiode
1uzlque passe nas vizinhangas do Sol sofre em sua trajetdria -um
desvio angular Ax da ordem de 1,75 segundos de arco, em conse

quéncia da gravitacgao solar.

Tuz trajetOria sem Sol

i { > ~ >

estrela .MZZSo( .

distante S5 trajetoria
ccm Sol
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Uma definicdd ja um pouco melhorad#'para reta "fisica"
seria ent3o "a trajetdria de um raio de luz no vicuo e na au-
séncia de-campos gravitacionais".

Entretanto, ainda essa defini¢ad & insatisfatdria, pois
a anulagac total da gravitacdo no UNIVERSO exigiria a elimina-
¢ao total da propria matéria do UNIVERSO. Assim, devemos buscar
uma definicdo de reta fisica que aceite a convivéncia da gravi
tagao.

Para minimizar a influéncia gravitacional, podemos ad
mitir que, em escala cosmoldgica, a matéria do UNIVERSO intei-
ro se encontre espalhada de modo uniforme; assim, por questao
de simetria, um raio de luz nao seria defletido gravitacional-
mente nem para a direita, nem esquerda, nem para c¢ima nem para
baixo ao longo de sua trajetdria. FPortanto vamos admitir que a
melhor realizacao fisica da reta geométrica & "a trajetdria de
um raio de luz no vacuo, sendd este vacuo gravitacionalmente wuni

forme".
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CURVATURA DO TRIESPACO.

Imaginemos agora, no espa¢o tridimensional com gra-
vitagdo uniforme, trés pontos nao-colineares proximos .um do
outro, e undmo-los por segmentos de retas formando assim um
triangulo. Segundo a geometria espacial euclidiana, a soma dos
angulos internos desse triangulo serd 1809, e nossos mais pre
cisos aparelhos de medida confirmam essa previsao., Mas cabe
aqui a conjectura: e se os afastamentos entre aqueles trés pon
tons forem muito grandes (de dimensces cdsmicas, digamos), se-
ra que a soma dos angulos ainda valerd 18097

E verdade que a geometria euclidiana espacial & mate
maticamente bastante simples, e que ela ate hoje mostrou-se e
ficiente na solugao dos muitos problemas que lhe propusemos.
Entretanto, devemos recordar que tampouco os pequencs - seres
bidimensionais que habitem uma grande superficie esférica te
rao qualquer motivo para abandonar a pritica geometria bidi-
mensional euclidiana enquanto se ativerem a medigoes de peque
na envergadura; somente para medi¢Oes em grandes escalas é que
sentirao a conveniéncia de adotar uma nova geometria, que no

caso deles serid a geometria :sbidimensional esférica.

geanetria
bidimensional esférica

s[1# 1
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~19-

Portanto, & plausivel conjecturarmos'que também o nos
so imenso universo seja nao-euclidiano, e investigarmos alqumas
das estruturas que ele possa ter.

Vamos iniciar pelo modelo triesferico do UNIVERSO (a
triesfera): trata-se de um modelo homogéneo, isotrdpico, fini
to, ilimitado, orientado, e estacionario (imutavel ao longo do
tempo). Fm outras oportunidades esperamos tratar & modelos eyi

tico (também finito) e hiperbdliceo (infinito) para O UNIVERSO.
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20~
TRIESFERA. EM MODELOS COSMOLOGICOS

Foli o matemdtico Riemann (1854} o descobfidor, ou in
ventor da triesfera; e fol a triesfera que o fisico Einstein
(1917) apontou como modelo cosmoldgico estatico para o Univer-
so, como uma das solugles de suas equagaes da relatividade ge-
ral.

0 modelo cosmoldgico de Einstein pressupde que o cons
tituinte fisico fundamental do Universo & o seu contéudo mate-
rial, e que a densidade volumétrica da matéria ¢ & uniforme no
espaco e constante ac correr do tempo; a eterna atragao mutua
da matéria seria contrabalancada por um campo repulsivo de na-
tureza cosmoldgica, associado i chamada constante cosmoldgica
A. O valor dessa constante seria A=4mwGe/c? (onde G =constante
gravitacional de Newton, ¢ =velocidade da luz no vacuo), e o
universo triesférico teria um "raio" de valor p=1/YA (adian-
te veremos o significado desse raio).

Acredita-se atualmente que uma triesfera estitica ndo
representa satisfatoriamente © cosmos, o qual parece estar em
expansiao. Entretanto, uma .triesfera cujo "raio" varie ao lon-
go do tempo ainda vem sendo aceito como modelo para ¢ nosso uni
verso; isto justifica o estudo da triesfera estatica como pas
so preliminar ao estudo de modelos cosmoldgicos mais elabora-

dos.
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TRIESFERA: FINITA MAIS ILIMITADA

t bem provivel que o leitor esteja imaginando que“tri-
esfera" € apenas uma denominacdoc sofisticada para a familiar
"esfera solida", da qual uma bola de bilhar & um exemplo tipi-
co. Isto seria um equivoco com graves consequéncias, e convém
que imediatamente deixemos bem estabelecido que essas dvuas en-
tidades sac totalmente diferentes.

A raiz dessa diferenga & da mesma natureza que a exis
tente entre um circulo e uma superficie esférica. Circulo e su
perficie esférica se assemelham no serem ambos bidimensionais
e terem ambos area finita. Enttetanto, encontramos nc circulo
pontos de duas classes distintas, os "interiores" e os "da pe-
riferia", enquanto que na superficie esférica ndo ha "periferia"
e portanto todos os pontos sac "interiores”.

O correspondente tridimensional do c¢irculo € a esfe-
ra comum, ou esfera so0lida; esta entidade claramente tem volu
me finito, e tem claramente pontos "interiores" e pontos "na
fronteira”.

Finalmente, o correspondente tridimensional da super
ficie esférica & a triesfera (ou S;), que tem volume. também
finito mas nao tem fronteira; todos os seus pontos sao interio
res, e & isso que torna a triesfera radicalmente diferente da

esfera comum.

entidades entidades

com fronteiras | sem fronteira
1-dim, segmento circunferéncia
2=dim. circulo superficie esférica

3—-dim. esfera solida triesfera
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E quase certo que esta primeira inforﬁagao sobre a
triesfera nao basta para o leitor adquirir uma vis3o éatisfa—
toria da triesfera; o leitor provavelmente sd comegard a "sen
tir", ou "compreender", ou "dominar" a triesfera a partir das

proximas segoes.
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MAGNITUDE DA TRIESFERA

Em anteriores consideracbes sobre a biesfera {(ou se
ja, superficie esférica), estivemos caracterizando seu tamanho
pela medida da sua semicircunferéncia, que chamamos de magni
tude M: essa quantidade representa o maximo afastamento entre
dois pontos da superficie, o afastamento sendo medido acompa-
nhando a curvatura da superficie.

Do mesmo modo caracterizaremos o tamanho de uma tri-
esfera por sua magnitude M, que representari o maximo afasta-
mento possivel entre dois pontos da triesfera {relembremocs
que a triesfera é finita, isto &, tem volume finito.) Por a-
nalogia com a superficie esférica, denominamos raio da tries-
fera a quantidade p = M/m; embora comparecendo frequentemente
em expressoes matemdticas, o raio p n3o tem para nds interpre

tagdo métrica t3o direta quanto a magnitude M.
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PONTOS ANTIPODAS

Para facilitar a visualizagao de certos conceitos, va
mos admitir que a superficie do nosso planeta Terra seja per-
feitamente esférica, cor equador de comprimento 2M =40,000 km,
e que constitua o universo bidimensional dos seres - athatados
betas.

Nesse universo (uma biesfera), notamos que a .cada
ponto P corresponde um iinico outro ponto P que dele dista M =
20.000 Km. Alguns exemplos de tais pares de pontos, chamados
antipodas terrestres, sao

polo N - polo S,

Montevidéu - Seul (aproximadamente),

Portugal - Nova Zelandia (aproximadamente).

N

superficie
terrestre
{(M=20 . 000km)

Também na triesfera cabe o conceito de pontos anti-
podas; dado um ponto P, hda na triesfera um Gnico ponto P (o
antipoda de P) que dele dista a magnitude M da triesfera.

Imagine~se agora o leitor contemplando um céu estre-
lado no nosso universo suposto triesférico; seria muito natu

ral o leitor se pgrguntar em gue dirégao naquele céu se encon
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tra o antipoda (trifesférico) da posicaoc que ele estd ocupando,

Preparando a resposta a essa pergunta, vamos analisar
uma questac semelhante na geometria da biesfera, =~ Suponha-se
um beta inicialmente em Montevidéu, e partindo para uma viagem
de M = 20.000 km en uma trajetoria "retilinea", fsto &, acompa
nhando a curvatura terrestre., E ficil perceber que ao fim da
viagem aquele beta estard em Seul, antipoda de Montevidéu, qual

quer que ténha sido a diregao inicial.

Informamos agora a¢o leitor sob o c&u estrelado na tri-
esfera de magnitude M: o seu antipoda se encontra em todas as
direcoes (em cima, em baixo, a direita, & esquerda, em frente,

atris, etc¢.), sempre 3 distdncia M.

M e — T~
/ )zﬁ_h
\
p _ M
T segmento re /
7 /
{ M /
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Ja travamos conhecimento com as retas da biesfera (su
perficie esférica) de magnitude ou semicircunferéncia M: elas
sdo as circunferéncias maximas da superficie, e tem comprimento 2M.

Se um viajante da biesfera parte de um ponto A e via
ja em linha reta, ele se afastarid de A até atingir o antipada
A, situado & dist3ncia mixima M; se prosseguir naquela linha re

-ta ele passard a se aproximar do ponto A, o qual serd finalmen
te atingido "pelo outro lado". Notamos que ¢ trecho de retorno
& todo ele constituido por pontos seguidamente antipodas dos
pontos do trecho de ida.

superficie
esferica

de magnitude M.

reta (ABCABCA) =

circunferéncia de
camprimento 2M

As retas da triesfera sao em tudo idénticas 3as da
biesfera:  sao também circunferéncias, todas com o mesmo com-
primento 2M{onde agora M =magnitude da triesfera), e cada uma

& toda formada por pares de pontos antipodas.
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Possivelmente o leitor resistira a aceitar que uma re
ta triesférica resulte numa curva fechada, pois por construa-
¢d3o a reta nao sofre gualquer desvio para qualquer lado no es-
paco tridimensional; relembre entao o leitor que a mesma difi-
culdade & sentida pelos pequenos seres bidimensionais que vi-
vem em uma grande superficie esférica, e que eles tém que apren
der a conviver com essa realidade,

Em uma superficie esférica, duas circunferéncias maxi
mas se interceptam em dois pontos antipodas; em outras palavras,
duas retas de uma biesfera que se cruzam em um ponto P automa

ticamente se cruzardo também no ponto antipoda P.

biesfera \ﬁ(

retas da
biesfera
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Também na triesfera duas retas que se encontram em

um ponto P automaticamente tornarao a se encontrar no antipg
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SEGMENTOS DE RETAS

Na gecometria plana euclidiana, bem como no triespaco
euclidiano, para cada par de pontos dados hia um lnico segmen-
to de reta que os une,

J3 na biesfera (superficie esférica) e na triesfera,
hA nao apenas 1, mas 2 segmentos de reta unindo .dois dados
pontos {que naoc sejam antipodas); um dos segmentos faz aunido

- pelo caminho mais curto que M, e o outro a faz pelc mais longo que

biesfera i sboa
terrestre L
(magnitude
30 000 [ o somes
‘)' Mantevidéu e Lisboa
{< 20.000km)
maior segmento “-:b-/
de reta entre
Montevidéu e Lisboa _ \ Montevidéu
{> 20, 00Ckm)

M, ou seja, "pelo outro lado". A soma dos dois segmentos da

uma reta completa, de comprimento 2M.

triesfera . S

com magritude M \___ T

maior segmento
de reta AB
(camprimento > M)

————

—
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Por razoes de economia, & usual designar—se O segmen
to menor que M simplesmente.pﬁr "segmento", tanto na biesfera
como na triesfera.

No caso dos pontos extremos serem antipodas ha uma
infinidade de segmentos de reta entre eles,todos de comprimente

M, tanto na biesfera como na triesfera.
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Na biesfera de magnitude M & facil ver que a maxima
dist3ncia entre um ponto e uma reta & M/2. O mesmo ocorre na

triesfera de magnitude M: dada umareta gqualquer, nenhum ponto'

biesfera

reta da _- )
bigsfera \/,

da triesfera distara da reta mais que M/2,
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DIFICULDADES NOS MAPEAMENTQOS

Chegou o mamento de enfrentarmos uma séria dificuldé—
de para o estudo e compreensao da triesfera:o doseu mapeamento.
Para percebermos a natureza do problema, buscaremos primeiro
analisar um problema andlogo no mapeamento de uma superficie,

Para simplificar, vamos inicialmente supor euclidiano
o nosso triespago. Nesse caso serd facil obtermos uma copia uni
formemente reduzida de uma dada gravura plana: tomamos uma fo-
lha plana de papel, e nela desenhamos a gravura na escala que
pretendermos. A precisao da cdpia dependerada apenas da nossa ha-
bilidade como desenhista.

Mtretanto, mesmo no triespago euclidiano fracassare-
mos se tentarmos reproduzir com fidelidade um continente ter-
restre sobre uma folha plana de papel. Com efeito, se quiser-
mos elaborar um mapa preciso de qualquer regiao do nosso plane
ta (suposto esférico com raio pl), ndos necessitaremos dispor de
uma superficie também esférica que sirva de sustentacao para o
mapa; chamando de p, o raio desta, entao o mapa Senrma composto
na escala P, 3Py -

Nao constitui problema para nds, seres tridimensio-
nais, o manuseio de superficies esféricas em nosso espago tri-
dimensional, pois tais superficies podem ser inseridas no nos-
so espago. Entretanto, percebe-se facilmente que uma superficie
esférica nio pode "fazer parte" de uma superficie esférica de
tamanho diferente. Este fato & de fundamental importancia pa-
ra os betas, os seres bidimensionaisque habitam uma superficie es

férica: impossibilitados de confeccionar em seu universc uma
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pequena superficie esférica, eles jamais terdo acesso a um ma-
pa preciso de qualguer regiao do seu universo, e teraoc portan-
to que se satisfazer com representacoes imperfeitas sob um du
outro aspecto.

Ja os alfas (seres . unidimensionais que habitam uma
circunferéncia\j%) podem realizar precisos mapas parciais de
seu universo; entretanto nao podem confeccionar um mapa comple
to, pois uma circunferé&ncia nao pode "acolher" uma circunferén
cia menor.

Tal mapa completo de.j%pode evidentemente ser realiza
do pelos betas no universojeu bem como nds, seres tridimensio=-
nais, podemos desenhar em nosso universo mapas proporcionais tan
to a J% como a _58 inteiros.

Chegamos agora ao ponto a que pretendiamos. Do mesmo
modo que uma circunferéncia (objete unidimensional fechado},
mesmo pequena, nao pode ser posta dentro de um pedago limitado
de linha, e do mesmo modo que uma superficie esférica (objeto
bidimensional fechado), mesmo pequena, nao pode ser posta den-
tro de uma fragao limitada de superficie, igualmente sera im-~
possivel para nds confeccionar em nosso espago tridimensional
um modelo uniformemente reduzido de uma triesfera (objeto tri-
dimensional fechado}. Um tal modelo, mesmo gue pequeno, "nao

pode ser acolhido" pelo nosso universo tridimensional,
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MAPEAMENTO

Vimos que os betas nao podem confeccionar um mapa qué
sozinho represente com fidelidade seu universolﬁginteiro, e que
assim eles ter3do que se habituar com mapas menos satisfatdrios.

Novamente vamos tomar emprestada da superficie terres
tre toda sua terminclogia a fim de descrever o universo biesfé
rico doé betag. Vamos construir um mapa que se destaca por sua
simplicidade. O mapa consiste essancialmente em um circulo. 0
centro do circulo corregponde ao polo norte N da biesfera, e o
raio do circulo representa a magnitude M da biesfera (seria M=
20.000 km se ;B fosse efetivamente a superficie terrestre). Os
paralelos sao representados por circunferéncias concéntricas,
com raios linearmente proporcionais aos correspondentes ~ 3ngu-
los polares 6 = const; finalmente, os meridianos sac represen-

tados por segmentos radiais ¢ = const.
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‘equador (O =09)
__—45O
\€r4ﬁrmrﬁEnaxnacm£
representa o polo S
( e =1809)

nerﬁham:de
| Greerwich ($=09)

Tal mapeamento apresenta distorcao minima na regido
central (regido artica) e crescente nas diregdes das bordas.
0 continente antartico se apresenta desproporcicnalmente grande,
e o polo sul (que & apenas um ponto, o antipoda do polo norte)
& representado pela borda toda do mapa, ou seja, por uma cir-
cunferéncia.

Se entretanto centrassemos em Fortugal o nosso mapa,
entao terlamos a Peninsula Ibé&rica representada com distorcao
minima, e as regides polares ambas deformadas em grau tolera-
vel; mas teriamos a Nova Zelindia estendida por toda a borda
do mapa, de modo anormalmente grande.

£ importante conhecer o aspecto apresentado pelas re

tas (circunferéncias maximas} da geometria biesférica no nosse
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mapa centrado no polo norte; elas comparecem usualmente como
curvas ovais (nao elipses), tendo como formas limites ora uma
circunferéncia (o equador), ora didmetros {os meridianos), es-

tes adicionados do contorno todo do mapa (o polo sul}.

retas da biesfera aspecto das retas no
oconcorrentes em A,A

mapa centrado em N

Encontramos dificuldades semelhantes quando tentamos
mapear uma triesfera (entidade tridimensional fechada) em um
espago tridimensional aberto. Escolhemos um ponto P da triesfe
ra para centro do estereomapa, que serda uma esfera tridimensio
nal comum cujo raio representari a magnitude M da triesfera; a
regido volumétrica vizinha a P serd representada com minima distor-
¢do mas a regido volumétrica vizinha ao antipoda P estard altamente
deformada e estendida pdr toda a "casca" dos estereomapa; o©O pon

to P sera representado por toda a superficie esferica externa,

o involucro do estereomapa.
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representacao do ponto P
=superficie esférica
=invOlucro do estereomapa

Feita esta apresentacdo do estereomapa, vamos a par-
tir de agora adotar a seguinte norma de econdmia nas legendas
das figuras: indicaremos simplesmente como "triesfera" o que cor
retamente deveria ser indicado como "éstereomapa da triesfera,

centrado no ponto tal”.
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PLANOS DA TRIESFERA

No infinito triespago euclidiano, consideremos uma 'rg
ta R e um ponto A n3o pertencente a R. Essa reta e esse pon-
to determinam um particular plano :P, aquele que contém ambos.
Notamos que o plano rPconteré também qualquer reta gue passe
pelo ponto A e se apoie ha reta R;assim, uma caracterizag?a'o sim=-
ples do planc fpé "o conjunto das retas que passem por A e se

apoiem em :Q_ "

Esse plano euclidiano :Pé infinito em todas as dire-
¢des (frente, tras, direita, esquerda), e sobre ele & valida
a geometria euclidiana plana,

Também na triesfera de magnitude M podemos especificar
um plano _(f)por meio de uma de suas retas,ﬁ, e um de seus peontos,
A, exterior a®R: o plano @seré igualmente o conjunto da retas
que passem por A e se apoiem em SQ

Entretanto, na triesfera tanto a reta .(R.como as demais
retas que nela se apoiam sac circunferéncias, todas - de mesmo

comprimento 2M; assim sendo, o plano@ € na verdade uma super-

ficie esférica cuja "cintura" mede 2M.
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hnem&xa ccm
magni tude M

/;;//?~\\€;i:) plano da triesfera '
superficie esférica

com cintura 2M

Sobre um plano da triesfera de magnitude M nao vale
portanto a geometria euclidiana plana, e sim a geometria da
superficie esférica de raio p =M/m, com a correspondente "tri
gonometria esférica" (APENDICES 2,3,4).

Novamente & possivel que algum léitor receba com des
conforto a revelagao de que um plano da triesfera & topologi
camente uma superficie esférica; - podem crer, maximos esfor-
cos serao envidados no redigir das proximas segOes visando

progressivamente eliminar esse desconforto.
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FECHAMENTC DO PLANO

Ainda no contexto de curvatura do planc triesférico,.
uma interessante guestdoc pode ser colocada: suponhamos que o
tampo (horizontal) de uma mesa no espago triesférico € esten
dido para todos os lados até completar um plano triesférico.
Como esse plano & uma superficie esfé@rica, & razoavel pergun-
tar-se se essa superficie "se fechou".por c¢ima ou por baixo da

mesa. Em outras palavras: ficam as pernas da mesa foraou den-

LN

tro do espago esférico enclausurado pela superficie esférica?

Para encaminhar a resposta a essa pergunta, vamoscon
siderar uma quest@o semelhante na geometria da superficie es-
férica de magnitude M. Tomemos um ponto O sobre a superficie,
e uma direcao g;, também sobre a superficie. Construamos a se-
guir uma pequena circunferéncia passando por O e tangenciando
6? pela direita, e fagamos a circunferéncia crescer mantendo-a
tangente a 6§ no ponto 0. Quando a circunfer@ncia atingir o
raio M/2 ela serid uma reta da biesfera; pela maneira como es-

sa reta foi construida, seria natural afirmarmos que ela "se

fechou pela direita" (ver Figura).
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mtretanto, essa mesma reta poderia resultar de uma pe
quena circunferéncia construida i esguerda de 6-;{ e com raiocres
cendo at@& o valor M/2., Portanto, seria igualmente valido di-
zer-se que a reta "se fechou pela esquerda".

Retornemos agora 3 mesa na triesfera de magnitude M.
Coloquenos sobre a mesa um baldo esférico inflavel e fagamo-lo
crescer mantendo a forma esférica. Cada vez mais a forma esfé-
rica do balao se aproximara da forma do tampo "plano" da mesa.
Quando o balao adquirir uma cintura de valor 2M ele serad um pla
no da triesfera, e portanto as duas formas se confundirdo. So-
mos assim tentados a afirmar que as pernas da mesa ficaram fo-
ra do espago encerrado pelo plano (= superficie esférica).

Entretanto, esse plano pode ser considerado como ¢ li-
mite a que tendem superficies esfericas tangenciando o tampo
da mesa pelo lado de baixo, guando suas cinturas crescem até o
maximo valor 2M.

Portanto, quando na triesfera de magnitude M estira-

mos © tampo da mesa para todos os lados, obtemos finalmente uma
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supgrficie esférica de circunfer@ncia 2M, cujo "fechamento" tan
to podemos dizer que ocorreu por Cima c¢omo que por baixo da me
sa.

Quanto a qpestéo "mas afinal, as pernas da mesa fica-

ram fora ou dentro ?", passe o leitor i segdo seguinte,
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PARTICAO DA TRIESFERA EM DUAS ESFERAS SOLIDAS

O leitor sabe que uma reta euclidiana & dividida por
qualquer de seus pontos (P} em duas semiretas, bem como que um
plano euclidiano & dividido por qualquer de suas retas (9%1 em
dois semiplanos; sabe também que o triespaco euclidiano & divi

dido por qualquer plano euclidiano em duas regices tridimensionais.

reta euclidiana

sami-reta /f’ Semi-reta phmm)euciuﬁamo
ponto P
R semi- semi—
’ , plano P plano
/ reta p
espago ‘euclidiano
semi~ - sami-
espago €spago
/
%/

Passemos agora a espagos curvos: uma biesfera (super
ficie esférica) de magnitude M fica dividida por qualquer de
suas retas (circunferéncias maximas, de comprimento 2M) emduas

superficies idénticas, que sao circulos curvos.

biesfera oom
magnitude M w

superficie
hemisférica - é;,

“—reta £ (tem
camprimento 2M)

superficie
hemisférica
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Finalmente, uma triesfera de magnitude M & dividida
por qualquer de seus planos (superficies esféricas de circun
feréncia 2M) em duas regices idénticas, que sao esferas tri-
dimensionais curvas.

Podemos agora concluir a questao das pernas da mesa:
elas ficam fora da regiao esférica enclausurada por cima pelo
tampo do plano da mesa, mas ficam dentro da regido complemen-
tar, também esférica, enclausurada por baixo pelo mesmo plano.

Facil, nao &2
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- OUTRO MAPA DA TRIESFERA

Em segao anterior descrevemos um mapa plano da super-
ficie esférica cuja virtude maior era a de consistir em uma pe
ga Unica, um circulo; essa virtude era entretanto parcialmente
neutralizada pelas enormes deformagdes presentes na borda do
mapa.

Vamos agora descrever um modo alternativo de mapear a
biesfera (e depois a triesfera); as deformacSes serao conside-
ravelmente menores, porém o mapa completo constari de mais de
uma peca.

Fazemos separadamente os mapas de duas superficies he
misféricas complementares, separadas por umareta R ; esta reta per

tencerda a ambas as saﬁks do mapa completo. Notamos gque as maio

biasfera
superficie
hemisférica, gﬁigta
esquerda

hemisférica
direita
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res distorgoes desse mapeamento ocorrerao nas vizinhangas da
reta R, mas que essas distorcdes sdo bem menores que as das
bordas do mapeamento descrito anteriormente.

Do mesmo modo que na biesfera, dispomos de uma manei-
ra alternativa também simples e pratica de mapear uma triesfe
ra de magnitude M. Nosso mapa completo constarad de duas pegas,
cada pega consistindo em uma pequena esfera tridimensional, co
mo uma bola de bilhar. Uma dessas pequenas esferas sdOlidas representa
ra o espago da triesfera vizinho a um ponto P, e a outra pe-

quena esfera sdlida representarid o espago triesférico vi-

triesfera . com
fagnt M \/—\ .. superficie esférica 070

com raio M/2

zinho ao ponto antipoda P. Ambos esses -espagos triesféricos

mapeados sao esferas soOlidas; de xaio M/2, no sentido de que o invdlu

cro de ambos & uma superficie esférica de raio M/2.
Intretanto, essas esferas grandes da triesfera 530

. . -
esferas "curvas", com geometria diferente das esferas e



CBPF-M0O-002/84

Y i

clidianas, do mesmo modo que um ¢irculo pertencente a uma su-

perficie -esférica & metricamente diferente de um circulo eu-

- ‘clidiano..
circulo euclidiano, circulo curvo,
can raio R com raio R
{no plano euclidiano) {em biesfera com magnitude M)
érea=7(R2 éxea=£sin2W—R

b1 M
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POLAR DE UM PONTO, POLOS DE UM PLANO

Na geometria euclidiana plana um dado ponto ndoc pri-
vilegia reta alguma do plano. J& na geometria da bilesfera (superf£f{-
cie esférica) de magnitude M, a cada ponto P podemos associar
uma reta R com a sequinte caracteristica Iimpar: todos os seus

pontos distam M/2 do ponto P,

biesfera cam

£ ficil perceber gue também o ponto P (antipoda de B
dista M/2 de todos os pontos de fp._; dizemos qu.e@é a (reta) po-
lar dos pontos P e P, e que estes pontos antipodas sdo os po~
los da reta KR . B também facil perceber que a reta maximamen-
te afastada de um dado ponto na biesfera & a correspdndente
reta polar, e que vice-versa os pontos Jﬁaxi_ma.mente afastados
de uma reta na biesfera sao os correspondentes polos,

Também na triesfera de magnitude M encontramos oscon
ceitos de polos-polar; sd que agora o polar & um plano (swperficie
esférica maxima) e ndc uma reta (circunferéncia maxima). Dado
um ponto arbitrario P; notamos que o conjunto .()-‘)dos .pontos
que dele distam M/2 constitui um plano, denominado plano po-
lar de P ou simplesmente polar de P; dizemos ainda que P: e

seu antipoda P sd3o os polos do plano J°
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triesfera cam -
magnitude M
(estéreomapa
centrado em Q)

Clarc estd que o plano 9é uma superficie esférica com
raio M/2, centrada tanto no polo P como no antipoda PB. Além disso,
e semelhantemente ao Que ocorre na biesfera, um conjunto polos=-
polar na triesfera apresenta as caracteristicas de maximo afas
tamento mituo entre pontos e planos da triesfera.

Vamos retornar por um instante 4 geometria da biesfe
ra, Notames que todas as retas que passampor um ponto P .inci-
dem perpendicularmente scobre a retaf}-_apol.ar: de P, Vice-versa,
todas as retas normats a uma dada reta R se cruzam sobre os seus

polos P e P.

N
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O mesmo ocorre na triesfera: todas as retas que pas-

sam por um ponto P incidem perpendicularmente sobre o corres-

7D

pondente plano polar _J, e vice-versa. A visualizagao desses

resultados & trivial: todas as retas que partem do ponto P sdo

perpendiculares a qualquer superficie esférica centrada em P,

em particular ao planc polar 5)

Podemos entao descrever em 4 etapas gualguer "tour-

née " retilinea em uma triesfera, todas de mesmo comprimento:

ala

P

etapa vai do ponto P de partida até um ponto A noplano polar
(a localizagao precisa de A depende da direcdo e sentido
2

iniciais); a 22 etapa vai do plano ao ponto antipoda P; a3®

etapa, que ja & de retorno, vai do antipoda P ao ponto A (no-
vamente no plano _(j) ), e a 42 vai do planc ao ponto P de parti
da.

Ainda na triesfera, notamos gque todos os planos que
passam por um ponto P sao perpendiculares ac plano .(ppolar do

ponto P; do mesmo modo, todos os planos normais a um dado plano'-ii;-D
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- 0 _
se encontram nos polos P e P de plano J .

-~
;7
_-7:) Ve
2//.,\53
7 \ S~ planos.(/:])_e Jﬂg
nonnaisaoplanof)
N (P,§=polosdeﬁ:>)
\ P
\Y P4
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SEMETHANCAS E DISSEMELHANCAS

Possivelmente o leitor estarid se sentindo inseguro so
bre a "acomodagao" .ou "ajuste relativo" das retasle dos planos
em uma triesfera., Talvez uma série de comparagdes com as retas
e planos euclidianos venha a melhorar a situagao.

No triespago euclidiano, dois planos diferentes sao
ou paralelos ou concorrentes. Neste Qltimo caso eles detenminam
uma reta, ae longo da qual ¢ angulo (diedro) o entre os planos
é constante; o espag¢o euclidiano fica repartido em dois pares

de se¢Ces cuneiformes infinitas idénticas (I=III, II=IV).

Jﬁ) Plancs
1 I _ euclidiancs

111 v

Na triesfera niao hd paralelismo de planos, eles sem-
pre concorrem aco longo de uma reta; formam também angulc die-
dro constante, pois sdo em esséncia superficies esféricas que

se interceptam (ver Figura).
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triesfera

A concorréncia dos planos partilha a triesfera em dois

pares de segdes lenticulares idénticas (I=III, II=IV),

A regido IIT aparece
miito deformada
no esterecmapa

Diferentemente do que ocorre no triespago euclidiano,
quaisguer dois planos da triesfera sempre admitem uma reta ortogo
nal a ambos. Essa reta & Unica, e & determinada pela jungaodos

polos dos planos. Mais adiante veremos gque as retas 93 rﬁfg
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triesfera

(intersegao de dois planos) e P, P, (juncao de polos correspon-
dentes) formam um par muito especial, cada reta sendo -chamada
reta polar da outra.

No caso dos planos serem ortogonais, eles dividem o
UNIVERSO em quatro setores idénticos, cuneiformes infinitos no
infinito triespago euclidiano e lenticulares na triesfera. Fla
nos ortogonais na triesfera apresentam ainda uma - propriedade

digna de mencao: cada plano contém os polos do outro.

triesfers

b

plano jD

2

plaK)jD (J-5?5

1 1

P., P, = P.,B, =
l1 : de P 135 ge P
polcs 1 PO 2
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- No triespacgo euclidiano,
duas retas concorrentes determi-

nam um plano; o mesmo se di na tri

esfera.

No triespaco euclidiano,
uma reta nao pertencente a um pla
no & ou paralela a ele ou tem com
ele um ponto Gnico em comum; na tri
esfera nao hd paralelismo entre re
ta e plano, e toda reta ou perten
ce a um plano ou tem conm ele dois

pontos (antipodas).em comum.

CBPF-M0-002/84




CBPF-M0~002/84

© =56~

RETAS POLARES

Do mesme modo que um plano da triesfera: privilegia.mn
par de pontos antipodas (e vice-versa}, tamkém cada reta ?da tri
esfera privilegia uma reta companheira R', chamada reta polar
de fRou simplesmente polar gde R : reciprocamente, .(R sera a po
lar de g{:

H3 um modo simples de construirmos um par de retas po
lares na triesfera de magnitude M: inicialmente tomamos duas
citcunferéncias de mesmo raio, enlagadas e situadas em planos

artogonais , centradas cada uma em algum ponto da cutra; em sequida fazemos

circunferencia Ei
raio a, T
centro A E}

crescer os raios das circunferéncias, mantendo tanto a centrali
zagao mitua como a ortogonalidade dos planos. Quando os raios
atingirem o valor M/2 as circunferéncias constituirao o preten
dido par de retas polares R, R'.

A caracteristica mais admirdvel de um par de retas po
lares € que a distancia de qualquer ponto de uma delas para

qualquer ponto da outra & invariante, M/2.
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)
reta £ -
polar de 2

A qualquer em R
B qualquer em 2’

Anteriormente notamos que nenhum ponto da triesfera
de magnitude M pode distar mais do que M/2 de qualquer reta;
percebemos entao que cada reta em uma triesfera & o lugar geo
métrico dos pontos maximamente afastados da correspondente re
ta polar.

Isso sugere um meic simples para obter a reta polar
de uma reta R.. Primeiramente escolhemos arbitrariamente um pon
to Pl da retafp.e desenhamos ¢ correspondente planc polar 3%
(constituido, relembremos, pelos pontos que distam M/2 do pon
to Pl); em sequida escolhemos arbitrariamente outro ponto P2
da mesma retaSR.e desenhamos © correspondente plano polar-jg.
A intersecgac dos planos j? e 9% determinard a reta R! polar
daGQ.

Vale ainda mencionar gque
o 'segmento de reta que une qualgquer
ponto da reta Ra qualquer pontoda
polar R & ortogonal tanto a & co
mo a R,
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REGIOES COMPLEMENTARES

Consideremos uma superficie esférica, e imaginemos um
pequenc tridngulo ABC nela desenhado. Imaginemos agora o que
resta da superficie quando

descontamos o pequenc tri-

superficie

Cﬂ:EL’fpequaK)Zﬁ
grande 2

/

angulo: trata-se de uma su
perficie limitada também uni

camente pelos trés segmen-

tos de retas AB, BC e Ca.
Em outras palavras, & tam-
bém um tridngulo, um tridn
gulo de aspecto  estranho
pois tem uma grande 3rea e
pegqueno perimetro.
Igualmente a superficie complementar a qualguer pe-
queno poligono sera um grande poligono QoM O meSmo pequeno contorno.
Ainda na superficie
ésférica de magnitude M (cin

tura 2M) consideremos agora

circulo
. . centro C
um ¢ircule de centro C e raio raio b
b (& claro que o centro C es
circulo

ta sobre a superficie, e que centro &
o raio b & medido ao longoda _%Eh_____//'nnobbb

superficie); notamos que a C_~
circunferéncia que limita o
circulo também limita o circulo camplementar, de centro C (antipoda

de C} e raio M-b (medido acompanhando a superficiel.
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Passemog agora a uma triesfera de magnitude M, onde
iremos encontrar resultados semelhantes. Por exemplo, a su-
perficie esférica que limita uma esfera sdlida de centro C e

raio b limita também a esfera sdlida de centro C e raio M-b.

Na verdade'este resultado & apenas uma generalizacdo (para b#M/2) da

superficie esférica
\\& ' com
centro C, raio b
ou_com
centro C, raio M-b

particao de uma triesfera em duas esferas sélidas iguais, partd-
cao essa efetuada por um plano.

Ainda na triesfera, o espago complementar a um pe-
queno cubo & um grande cubo limitado pelas mesmas seis peque
nas faces, 0 espago complementar a um pequeno tetraedro 2. um

qrande tetraedro, etc. Este tOpico serd retomado quando estudarmos a

particao da triesfera em poliedros regqulares.
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ENTIDADES EQUIDISTANTES

Em um plano euclidiano, as linhas que se mantém equi-
distantes a uma dada reta no plano s3o também retas do plano.

Em uma biesfera (superficie esférica}, as linhas que
se mantém equidistantes a uma dada reta KX da biesfera (R é&.
uma circunferéncia maxima) sdao circunferéncias menores centra-

das nos polos R e R da reta R..

reta £ _
~—~+" (polos Re R)

e ciramferéncia
equidistante
de R

Finalmente, em uma triesfera as superficies que se
mantém equidistantes de um plano j)(superficie esférica . maxi-

ma) sdo superficies esféricas de menor irea, centradas nos po-

los do plano jj.

triesfera

plano jD .
{(polos P,P)

suwperficies
esféricas
= distantes b
do plano
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SUPERFICIES DE CLIFFORD

Ainda no contexto de entidades equidistantes, consi-
deremos o triespago euclidiano e selecionemos uma particular
reta 32 : 0 lugar geométrico dos pontos que distam b dessa'ré
ta & uma superficie cilindrica infinitamente longa, de eixoR

e raio b,

reta euclidiana

[2 [ [
L gy,

mgexﬁ&iecﬁlimﬁﬂca

Na triesfera de magnitude M a reta R & uma circunfe-
réncia de comprimento 2M, e portanto aquele lugar geométrico

assume um aspecto de cdmara pneumiatica (superficie toroidal).

reta &

da triesfera

superficie
de Clifford

iﬁqim;#’// {(toroidal)

Tal superficie na triesfera foi estudada por Clifford
(1873), e apresenta propriedades notiaveis.

Uma delas: consideremos uma reta je, eixo de uma su-
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perficie de Clifford com pequeno ralo b << M; tal superficie &
delgada como uma camara-de bicicleta (quando b tende a zeroc a
superficie se confunde com a prdpria reta J¥). Imaginemos agd-
ra que podemos inflar homogeneamente essa cdmara, mantendo inal
terado o eixo 5?; entdao em todas as fases do bProcesso teremos
sempre uma superficie de €lifford, com um valor de b cada vez
maior. Entretanto, a curvatura da triesfera nos.reserva uma sur
presa quando o raio b da superficie se aproximar do valor M/2;
como ja sabemos, o lugar geométrico dos pontos que distam M/2
de uma reta & a correspondente reta polar R!, e portanto a ci-
mara maximamente inflada ficard reduzida a uma reta., Para valo
res de b ligeiramente menores que o valor miaximo M/2 a superfi
cie de Clifford parecera portanto novamente uma delgada c&mara
de bicicleta, porém envolvendo agora a reta N, polar da reta
original R.

Disso tudo inferimos a. seguinte notavel . proprie-
dade de uma superficie dg Clifford de eixo R e raio b: automa-
ticamente ela tem também eixo R (polar de R) e raio (M/2) -b.
Isto significa que as superficies de Clifford s3o de dupla re-
volugao, diferentemente das superficies cilindricas euclidia-
nas, que sao de revolugao simples em torno do eixo,e de trans—
lagao paralela ao eixo.

Entretanto, superficies cilindricas euclidianas e su
perficies de Clifford compartilham uma propriedade de suma im
portdncia, a de serem ambas superficies regradas; em consequén

cia, sobre ambas & valida a geometria euclidiana plana.
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cilindro euclidiano superficie
O de Clifford
o+ ) = 1809 o +p+) = 1809

A superficie de Clifford com raio b = M/4 & particu-
larmerite interessante, pois o outro raioc b' = (M/2) -b valerdtam
bém M/4; essa superficie separa a triesfera de magnitude M em
duas regices toroidais sdlidas idénticas, entrelacadas como dois
elos circula;es de uma grossa corrente. A simetria de tal sepa
ragaolsugere um mapa alternativo para triesfera, que poderiamos

chamar de isotorcoidal.

Mapeamento
isctoroidal
da triesfera

(a superficie
simetrica

de Clifford
carparece
duas vezes)
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RETAS PARATATICAS

Vimos que na geometria da superflcie esférica nac ha
retas paralelas, pois cada circunferéncia maxima se cruza com
cada outra circunferéncia maxima em dois pontos antipodas.

Na triesfera, porém, a curvatura do espago permite a
existéncia de pares de retas que mantenham entre si uma sepa-
ragac constante. Entretanto, tais retas equidistantes nao po-
dem ser coplanares (se o fossem teriam que concorrer em dois
pontos antipodas), por isso evita-se chama-las de paralelas;
sao denominadas paratdticas, ou ainda paralelas de Clifford.

O posicionamento relativo das retas parataticas se
assemelha ao de circunferéncias enlacgadas. Entretanto, é cla-

ro que o simples enlacar de duas circunferéncias (de compri-

ja,j%:==para&§jcas

mento 2M na triesfera de magnitude M) nao as torna necessaria
mente equidistantes; hid uma receita para obter parataticas, que

passamos a descrever,
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Inmaginemos uma reta 52,
e um ponto P sito & distdncia b.
Queremos tragar por P as retas
paratiticas a R ; (adiantemos que
serdo duas, essas parat3ticas a R).

Comecamos por desenhar o plano 93

1!‘
que contém a reta R e o ponto P. .
Ly
Em seguida baixamos de P a per- P\
P! 3 /
. ~ ™ \ -
pendicular PQ i reta R (o segmen o L
~ |-
to PQ terd comprimento b), e tra “\\\\

camos pelo ponto P o plano ﬁinqg
mal ao segmento Pg.- Os planos ﬁ? e 5? formam uma reta,GQP.(Cg
mo as retas SieﬂiP pertencem ambas ao plano ‘gi, elas nao po-
dem permanecer equidistantes). Finalmente, no plano Sé tracanos
duas retas passando pelo ponto P e formando com a retaEQP an-
gulos B = Tb/M; essas duas retas (5QDeaﬁQE) sdo as paratdticas
(direita e esquerda) & retaSR_que passam por P. |

Um caso particular de retas parataticas ja nos & fa-
miliar: o das retas polares, que sac paratadticas separadas pe
la especial distancia b=M/2. A reta polar def?lgbza da pro-
priedade Unica de ser paraté&ica simultaneamente direita e es
querda a®R.

Uma propriedade importante das retas parataticas nos
lembra as retas euclidianas: duas paratdticas direitas a uma

dada reta s8o também paratiticas direitas entre si, bem camo paratiticas

esquerdasa uma dada reta sao parataticas esquerdas entre si.
Isto significa que podemos preencher a triesfera in-

teira com uma infinidade de retas todas paratdticas direitas en-
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tre si, bem como com paratiticas esquerdas. Nessa propriedade
a triesfera lembra o triespaco euﬁlidiano, que também pode ser
preenchido por uma infinidade de retas paralelas entre si. |

Lamentavelmente, qualquer tentativa de facilitar por
meio de uma Figura a visualizacgac das paratiticas preenchendo
harmoniosamente a triesfera estid fadada ao fracasso, pois o e
maranhade de circunferéncias cada uma enlagando todas as ou-
tras no espago curvo mais servird para confundir que esclare-
cer,

Vamos agora escolher um sentido de orientagao ao lon
go da reta.ga(gue @ uma circunferéncia, vale relembrar), e bus
quemos orientar com esse mesmo sentido todas as retas parata-
ticas direitas aR. Iniciamos pelas retas vizinhas aGQ,ezynqg
seguimos orientando passo—-a—-passo retas cada vez mais afasta-
das, até finalmente chegarmos 3 longinqua.polar de R. assim orien
tadas todas as retas paratiaticas direitas a gl, verificaremos
que em nenhum lugar da triesfera havera retas prdximas com orien
tagoes relativas opostas. (Novamente desistimos de ilustar es

te texto.)

Fica agora facil

9 triesfera

perceber que se definirmos
- N -

um vetor unitarico A em um

ponto P da triesfera, en-

t3o em qualquer outro ponto Ofi

cara univocamente definido

e
unitario B d :
um ocutro vetor rataticns direitas
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paratatico direito ao vetor i; bastard imaginar qhe‘K e:B sae
vetores tangentes a retas paratiticas direitas, orientadascon
sistentemente.

£ claro que tudo o que foi descrito referente a para
titicas direita @ também valido para paratdticas esquerdas;as
sim sendo, a triesfera admite dois tipos de paralelismo abso-
luto, enquanto que o triespacgo euclidiano admite apenas um.

Retornemos brevemente ds superficies de Clifford, pa
ra notar que cada uma admite uma familia de retas paratiticas
direitas a seus eixos, bem como outra familia paratidtica es-

querda,

Paratiticas direitas
em uma superficie de Clifford Parataticas esquerdas
na mesma superficie
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PARTICAO EM POLIEDROS

Sabemos que no triespago euclidiano sao apenas 5 os.pg
liedros regulares (ou de Platao): tetraedro, cubo, octaedro, do-
decaedro, icosaedro.

Ainda no triespacgo euclidiano, imaginemos um desses
poliedros platdnicos inscrito em uma superficie esférica, o

tetraedro por exemplo; se a partir do centro O da superficie

<___>

projetarmos cada aresta euclidiana do tetraedro sobre a suder-
ficie esférica veremos a superficie repartida em 4 tridngulos
esféricos regulares idénticos, e dizemos que foi realizada uma
divisao-ém-4 da superficie esférica.

Com respeito aos restantes poliedros platdnicos efe-
tuariamos correspondentemente as divistes em-6, em-8, em-12 e
em-20 da superficie; essas seriam as cinco Ginicas divisoes pos-
siveis de uma biesfera em areas poligonais regulares idénti-
cas. Nas divisdes em~4, em-8 e em-20 as areas saoc triangula-
res, na divisao em-6 sac quadradas e na em~12 si3c pentagonais.

Imediatamente nossa curiosidade @ despertada para a
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questdo andloga na triesfera: haverd algum modo de repartir o
" espaco triesférico em regides poliédricas regulares idénticas?
A resposta & afirmativa, .hi 6 particOes possiveis; nessas parti
goes 08 "blocos" sdo ora tetraedros curvos (particoes em-5, em-16 e
en-600), ora cubos curvos (particao-em—-8), ora octaedros cur-
vos (parti¢aoc-em-24), ora dodecaedros curvos {(partigao-em-120).
Vamos ver quais razoes limitam a apenas 6 as possibi-
lidades de partig¢do da triesfera em poliedros regulares idénti
cos.
Imaginemos um pequeno tetraedro regular, praticamente
euclidiano na grande triesfera. Cilculos trigonométricos sim-

ples mostram que o &ngulo diedro o entre as fares.desse~pequenc

tetrasdro
euclidiano
(4
p j‘, o 59
* = gec 13 = 719

tetraedro vale aproximadamente 719. Como S x 719 =3559 < 3609,
percebemos que a jungao face-a-face de cinco tetraedros eucli-
dianos partilhando uma mesma aresta nao seria suficiente para
encobrir totalmente essa aresta.

Aumentamos agora o tamanho do tetraedro regular na
triesfera; os efeitos da curvatura positiva do triespago fa-
rao aumentar o valor dos dngulos diedros «, dande ao tetraedro

uma aparéncia geral de inchado. Quanto maior o tetraedro, mais
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pronunciado seri o seu arredéon-

damento. Para certos tamanhosdd tetraedro
: triesferico.
tetraedro, o angulo diedro a se '
tornara submiiltiplo de 3609; nes
tes casos poderemos assentar um
nimero inteiro de tetraedros des -

= o > sec 13w 717

se tamanho em torno de uma aresg

ta comum. Como os demais dngulos diedros dos tetraedros regulares terao
todos agquele mesmo valor, poderemos prosseguir assentando tetraedros
idénticos em todas as direcgoOes até que a triesfera inteira esteja
preenchida.

Notemos que o niimerc de poliedros idénticos a compar
tilharem uma dada aresta nao pode ser inferior a trés, e por-
tanto o angulo diedro desses poliedros curvos nao pode ultra-
passar 1209,

Para blocos tetraedricos, os valores o =12090, 909, 7%
sao entdo os dnicos submiltiplos de 3609 aceitfveis, maiores
que o valor euclidiano & 71?9; conforme veremos mais adiante,
a esses trés valores de o correspondem as partigdes em-5; .em16
e em-600 da triesfera, respectivamente.

0O cubo euclidiano tem angulo diedro reto; assim, uma

cubo bloco cibico
euclidiano da particdo—em-8
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partigdo da triesfera em blocos clibicos idénticos sd serd pos
sivel se o angulo diedro dos cubos triesféricos for'1209; se~-
rao ao todo 8, esses blocos.

0 oc¢taedro euclidiano tem o ~ 1099, portanto somente

octaedro bloco octaédrico
euclidiano da particao-em-24

oo >2109¢

com o = 1209 poderac octaedros curvos compor a particao (em-
24) da triesfera,

0 dodecaedro euclidiano tem angulo diedro ligeira-
mente menor que 1209 ; dodecaedros curvos com angulos diédros
1209 servem de blocos para a particac-em-120 da triesfera.

Finalmente, o mais arredondado dos poliedros platd-
nicos, o icosaedro euclidiano, tem angulo diedrc j& maior que
1209; isso torna impossivel a partigdo da triesfera em icosae

dros curvos.
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PARTIGAD ~EM-5

Em uma superficie esférica imaginemos um pequeno tri-
dngulo equilatero ABC, com centro
0, e construamos trés outros tri-
angulos equilateros ABD, BCE, CAF.
A seguir fagamos crescer gradual e

homogeneamente esses quatro peque-

nos tridngulos; devido 3 curvatura

da superficie, os 3ngulos internos
dos triangulos gradualmente aumentam de valor, enguanto que os

angulos exXternos § = FAD = DBE = ECF gradualmente diminuem de

valor. Quando cada angulo interno atingir 1209, os dngulos externos &
tenderdo a zero e os trés veértices D, E, F se encontrario no
ponto o {antipoda do centro O do tridngulo ABC); teremos entao
efetuado a divisao-em-4 da biesfera.

Analogamente imaginemos em uma triesfera um pequeno
tetraedro regular ABCD com centre 0O, e construamos 4 outroste

traedros regulares ABCE, BCDF, CDAG, DABH. Fagamos agora.crescer . gra
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dual e homogeneamente esses 5 pequencs tetraedros regulares; todos os an-
gulos diedros, gue inicialmente valem v 719, terdo seus valo-
res gradualmente aumentados devido 3 curvatura da triesfera; is
so0 ocasionard a aproximagao gradativa de pares de faces livres
{CDF e CDG, por exemplo). Quando os dngulos diedros atingirem
1209 aquelas faces se confundirdo duas-a-duas, e os quatro vér

A

tetraedro da
particao—em5
da tri-esfera
de magnitude M

(l—n_lsec_l4)M

= 0.58M

tices livres E,F,G,H se encontrarao no ponto 0 (antipoda do
aentro O do tetraedro ABCD). Teremos entao efetuado a parti-

cao-em-5 da triesfera.
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PARTICAO-EM-8

Podemos preencher a triesfera com oito cubos esfdri-
cos idénticos. Para isso, partimos de um pequeno cubo euclidi-
ano com vértices ABCDabed, (ver figura) e a ele juntamos seis

outros cubos idénticos, um em cada fiace. Notamos gque entre os

dllt Alll
BI“ ‘ot
A=
5 . i
. b| |
3 | | |
| |
c' | =
B' cl __-_""i_- bl
C" [ o B E b
I
Ny o
- ol p"
a' D!
'C_m.__...n._.. ; bB™
a'“ / Dlll

seis cubos anexados ficam formados pares de faces ‘contiguas,
ortogonais, tais como Cac™A™ e Cac"A", ou como (hc"B™ e Che'B’.
Em sequida fazemos crescer gradual e homogeneamente todos esses
sete cubosy a curvatura positiva do espacgo provocara
ur aumento gradativo . do valor dos anguleos diedros dos
cubos (gque originalmente eram de 909}, diminuindo consequen-
temente o dngulo entre aquelas faces livres contiguas. Quan-

do os angulog diedros dos cubos atingirem 1209 essas faces
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contiguas se fundirao duas-a-duas, deixando o . cubo central.

ABCDabcd totalmente encoberto pelos séis cubos vizinhos., A a-

Bloco cubico
da partigdo-em-8
de triesfera
can magnitude M

Ad = M/3
AB = M/2
Aa = 2M/3

& = 1209

resta dos cubos medira M/3 (M sendo a magnitude da triesfera),
cada diagonal de face medird M/2 e cada diagonal de cubo va-

lerd 2M/3. Cada triade de vétices "linhados" estari amalgama

Partigao—em—8 ,,nf"’_wﬂ_
da triesfera | 7

Notar o cubo de véEr

A ices barrados, ocu
na triesfera

o carplemen

tar os restantes 7

" cubos, Esse oitavo
cubo centro O ,
e se agpresenta "do
avesso'l no mapa cen
trado 0.
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da no ponto antipoda de algum vértice do cubo central; por exem
plo, A', A", A"', estarao em A (antipoda de A), assim como c';
c", c"' estardo em ¢ (antipoda d& vértice cj, etc.-

No total esses sete cubos formarao um enorme cubo cu-
jos vértices sao pontos antipodas dos vértices do subcubo central.
0O espago da triesfera ainda nao preenchido & portanto também um
cubo, com os mesmos vértices, arestas e faces que o0 enarme cu-
bo, e idéntico aos sete cubos anteriores. A triesfera ficou as

sim partida em 8 cubos idénticos,
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PARTICAO-EM-16

Outra particao da triesfera em tetraedros idénticos &
obtida quande os angulos diedros destes valerewm v = 900 (tam-
bém submiiltiplo de 3609); cada bloco tetraédrico terid agora a-
resta M/2, e serao necessarias 16 blocos para preencher a tri-

esfera de magnitude M., Em cada um desses tetraedros as arestas

M/2 Bloco da
particao-em-16
da triesfera
com magnitude M

opostas sdao segmentos de retas polares, e-cada vértice € polo da
face oposta.

Ha um modo simples de repartir a triesfera nesses 16
tetraedros idénticos. Considere-se um plano j? qualquer datri
esfera, que ficard dividida em 2 regices esféficas de mesmo
volume. Considere~se um segundo plano _9'2,, normal a .(/)
esfera estd agora separada em 4 regides lenticulares idéntiecas,
Considere-se um terceiro plano gg, nornal aos dois anteriores;
teremos entao 8 regides idénticas, cada uma tendo aspecto de uma fava
com secao reta triangular., Cada fava tem apenas 3 faces, 3 a-
restas e 2 vértdces; todas as oito favas.tem em comum esses 2
vértices, que s3oc os pontos antipodas, P e P onde os trés pla-

nos ortogonais se encontram. Finalmente, considere-~se um quar

to plano ‘51, polar de P e P; esse plano & ortogonal aos trés
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anteriores, e divide cada uma das oito favas em dois tetrae-
dros idénticos, completando assim a particao-em-16 da tries-
fera.

Notamos que oito des-
ses dezessels. tetraedros tem ©
vértice P em comum, preenchendo
simetricamente uma esfera sali

da de raio M/2; os oito tetrae

dros restantes envolvem o pon-
to antipoda P de modo anidlogo.

Vale ﬁotar ainda que os 16 tetraedros idénticos po-
dem ser arrumados na triesfera de modos menog simétricos que
o descrito anteriormente. For exemplo, 4 dos oito tetraedros
que envolvem o ponto P naguela descrigﬁo poderiam ser deslo-
cados com respeito aos outros 4, ocupando porém coletivamen-

0 mesmo espago.
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PARTICAO-EM-24

Vimos anteriormente que a triesfera de magnitude M 'pé
de ser preenchida cam oito cubos idénticos. Esses cubos curvos pre-
¢cigarao ter aresta M/3, quando entao a distdncia do centro do
cubo a cada vértice seri também M/3 (pois a diagonal dJdo aubo
valera 2M/3).

Podemos entdo incrustar na face de cada um desses cu-

bos a metade de um octaedro curvo regular. Cada cubo cohterd assim

Relagao entre as parti-
¢Ces em 24 octaedros

e em 8 cubos na triesfera

II cam magnitude M
F
i

<
P

6 metades de octaedros, ou 3 octaedros ao todo, e os oito cu-
bos conterao 8 x3 =24 octaedros no total; estara. assim consti-~

tuida a particdo da triesfera em 24 octaedros identicos.
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- PARTICOES EM~120 E EM-600; TABELA

Se repartirmos o espago triesférico em um niimero e-.
levado de regices de mesmo tamanho perceberemos que a trigecme~
tifa em cada pequena regido pouco diferird da geametria euclidiana. Assim,
quandé dividimos em 120 dodecaedros -idénticos uma triesfera, nota-
mos que esses dodecaedros sao praticamente euclidianos, ape-
nag ligeiramente "inflados".

A fortiori, os tetraedros que constituem a partigido-
em-600 da triesfera de magnitude M(eles tém aresta M/S) mal po

dem ser discernidos de modelos euclidianos.

tetraedro
tetraedro
AEC com aresta M/5
euclidiano em triesfera
> com magnitude M
o = 719 e = 729

A seguir, vamos resumir em uma tabela alguns dados re:
ferentes as seis partigoes da triesfera em sdlidos “regulares

idénticos.
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lido (sdlidos tetra&dricos,
cliblcos, ...}

s numero de solidos -

na partigao 5 8 16 24 120 600
| ———— e - :
f nimero de faces em cada soO 4 6 4 8 12 4

s nimeroc de sdlidos com uma 3 3 4 3 3 5
aresta em comum

s nimero de sOlidos com um :
vértice em comum 1 ‘ : 8. 5 4 20

f nunero de faces na partigao| 10 | 24 | 32 | 96 | 720 | 1200

a ngmaro de arestas na parti-| ;g 39 24 96 | 1200 720
cao s

v niimero de vértices na-parti| 5 16 8 '24 600 120
cao

a nimero de arestas em cada fa| - 4' 3| .3 5 3

ce
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APENDICE 1

ELEMENTOS DE LINHA NO PLANO EUCLIDIANO

Para a descrigao de um espa¢o, uma apreciivel quanti
dade de informagdoes &€ prestada compactamente pelo chamado "e-
lemento de linha", que & a expressac matemadtica do quadrado da
distancia (dZ)? entre dois pontos vizinhos, P e P +dP, Conhe-
cendo o elemento de linha podemos calcular comprimentos, areas,
volumes, trajetos mais curtos entre dois pontos, etc.

Como exemple muito simples, vamos ver um elemento de
linha apropriado para ¢ plano euclidianc; se o ponto P tem coor-
denadas cartesianas (x,y} e o ponto vizinho P + 4P tem coorde-

nadas (x +dx, y +dy), entac o elemento de linha sera

(d2)? = (dx)? + (dy)? (al.1)
xdx BHdP
ak/ |ay
ydy X
X 5 ax
Y

O sistema cartesiano de coordenadas & geralmente o
mais pratico para calculos matemdaticos. Entretanto, hi  casos
em que outros sistemas de coordenadas se mostram mais apropria
dos. Por exemplo, se o leitor estiver situado na origem carte

siana O e quiser se locomover até o ponto P de coordenadas (x,y),
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ele provavelmente procurarad tomar o caminho mais curto. Assim,
ele procurarad saber "em que direcdo" esti aguele ponto P, e "a
que distancia". Isso nos leva &s coordenadas polares e a outro
exemplo de elemento de linha, valido ainda para..o plano eu¢li-
diano: o ponto F tera coordenadas polares (r,¢) dadas por
-1
r= Vx%+y? , ¢ =tan (y/x) (al,2)
ou equivalentemente por
X=r cos9p , y=r sing, (Al.3)

Diferenciando estas Gltimas duas relagoes obtemos

dx =cos¢ dr ~r sing¢ 4o,

(Al.4)
dy =sin$ dr +r cos¢ d¢,
o que nos di para (dx}? + (dy)? a expressao
(de): = (dr)? + (r d¢)?, (Al.5)

2

que & o elemento de linha euclidiano nas coordenadas polares (r,9).

pP+dP

r &
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APENDICE 2

ELEMENTO DE LINHA NA SUPERFICIE ESFERICA

Vamos agora obter um elemento de linha sobre uma su-
perficie esférica de raio p. O sistema de coordenadas que usa
remos constard de um ponto origem O (sobre a superficie) euma
diregao orientada GA (também sobre a superficie). As coordena
das (r,¢) de um ponto genérico F da superficie seriao obtidas
do modo descrito a seguir.,

Inicialmente unimos P

—~ superficie

A origem O pelo arco OP gque se esferica
cam centro C

estenda sobre a superficie es- € raio p

férica e apresente minimo com-

primento, e medimos esse com-

primento, que denotaremos por
r. Em seguida medimos, nas vi-
x -~ . -~ N H
zinhacas de O, o angulo ¢ gue a diregac orientada OP faz com
. - I F‘
a direcaco orientada OA.

Notamos que r varia de um valor minimo zero :ate um
valor maximo M = mp (semi-cintura da superficie esférica), en
quanto ¢ estd compreendido entre zero e 2.

No caso de a superficie esférica constituir o UNIVER
SO bidimensional dos seres betas {cap. 1), estes seres deve-
rao obter o elemento de linha da biesfera mediante experién-
cias geométricas realizadas unicamente sobre a superficie; e
xemplos de tais experiéncias seriam medicces de comprimentos, &areas,

angulos, etc. Entretanto nds, seres tridimensionais, podemos
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obter tal elemento :de linha por um modo formal largamente mais
econdmico que o método empirico dos betas. Estabelecemos no cen
tro C da superflicie esférica um referencial cartesiano CXYZ;nQ

~te~se que nem o ponto C nem os eixos cartesianos pertencem ao

universo dos betas. B facil ver que as trés coordenadas carte

sianas do ponto genérico P da superficie se relacionam ao raio

Y o) CD=CPCDSP/(\D
=P sin r/p
# X =00 ocos &
P pd .
™~
; 7 = CP cos PCZ
Z

p fixo e as duas coordenadag (r,¢) do mesmo ponto P segundo

>
]

psin(r/p)cos¢,

-
il

psin (xr/p)sing,
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Z = pcos{xr/pl.

Para obtermos o elemento de linha (dX}1? + (dY)? + (d2)?

sobre a superficie p = const precisamos diferenciar essas .ex-

pressoes tomando dp 0:

aX = cos{r/p)cosd dr -~ psin{r/p)sin¢ d¢,
dY = cos(r/p)sin¢ dr +psin(r/p)cosd dé,
dZ = =sin{r/p}dr;

o elemento de linha & entdo expressc, mediante algumas simplifi

cagoes, por

(@)% =(dr)? + [psin(r/p)a¢]’
2 ]

dr

/lab
4+dg y P sin®)d
e

A

Reparamos que quando os pontos vizinhos Pe P +dP es-
tao préximos 3 origem (isto &, r <<p), entdo psin(r/pl »r e o
elemento de linha se confunde com seu correspdndente euclidiano
{81.5); & por ésse motivo que a geometria de uma pequena regiio

de uma grande superficie esférica & aproximadamente euclidiana.
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APENDICE 3

CIRCULQOS CURVOS

Imaginemos uma superficie esférica de raio p, e sobre
ela um ponto A; consideremos os pontos da superficie que dis-
tem r do ponto A, essa distancia r sendo medida acampanhand a

curvatura da superficie. Da figura abaixo percebemos que no tri

AD=1IP = ¢
B=r
ﬁaP==r/F
PN
BP = OP sin ADP
= p sin(r/p)

espaco euclidiano a circunferéncia terada centro "B (localizado

fora da superficie esférica) e raio BP = psin(r/p); entdo

na superficie esférica de raio o uma

circunferéncia de raio r tem comprimento

C{r} = 2mwpsin(r/p) {(a3.1)

Talvez o leitor estranhe que o resultado nao .seja 2mr;
o motivo & que "r" nac & o comprimento do segmento euclidianeo
BP na Figura, mas sim o do arco AP que acompanha a curvatura
da superficie.

Uma circunferéncia adquire seu maximo comprimento quan

do r = mp/2, circunstincia em que ela se torna uma geodésica (ou .
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"reta") da superficie. Chamando mp =M =magnitude, dizemos en-

tao que

na hiesfera de magnitude

M as retas tem comprimento

C{M/2) = 2M, (A3.2)

Imaginemos uma reta@. em uma biesfera de magnitude M
(ou raio p = M/m), B facil ver que uma curva da biesfera que
acompanhe essa reta a uma distdncia constante b @ uma circun-

fer@ncia; o comprimento dessa circunferéncia & dado pela (A3,1)

circunferencia
equidistante
A reta B

onde tomamos r + b = mp. Consequentemente,

em uma biesfera de raio p a cir
cunferéncia que acompanhe uma reta
d distdncia b tem comprimento

2mpcos (b/p)
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Vamos agora calcular a area de um circulo de raio =r
em uma biesfera de magnitudeM. No triespago euclidiano essecir
culo & uma calota de uma swperficie esférica de raio p=M/7m, com raio

r medido acompanhando a curvatura da superficie (ver Figqural;

uma estreita zona esférica de circunferéncia C(a) e pequena

largura "da" tem area elementar

dslta) C(a)lda

2npsin{a/p)da, {a3.4)

e portanto a area da calota sera

i

a=T
Sltr) = f dslta)

a=0

r
2npf sin(a/p)da
Q

2mp2 (1 —cos r/p}

4 2 2;1:_ . 3.5
mp“sin Czp) (a3.5)

Dizemos entao que
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na biesfera de raio p um

circulo de raio r tem &area

5, (r) = n(2psiny)” . (a3.6)

Um circulo de irda maxima tem raio r =7p =M =magnitu

de, dai concluirmos que

uma biesfera de magni-

tude M tem area

sl(m = 4M%/7 . (A3.7)
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APENDICE 4
REGRAS DE NAPIER

Sobre uma superficie esférica de raio p seja um tri-
dngulo esférico de lados .a,b,c e dngulos internos a =909,8,v;

o triangulo & portanto retangulo no vertice A da Figura abaixo,

‘(//,, superficie esférica

:, kk‘\

(\ (eSferlm)

As cinco gquantitades a,b,c,B,y do triZngulo retangu-
lo nao 550 independentes, e algumas das numerosas relagdes en
tre elas foram engenhosamente sintetizadas nas regras de Na-
pier

" seno=cosop
=tanadj".

Essas regras sao escritas compactamente quando o raio
da superficie esférica & unitadrio, p = 1; Quando tivermos p #
1 deveremos substituir a,b,c =+ a/p,b/p,c/p em todas as expres

s0es que se seguirao.
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Principiemos por construir um pentagono auxiliar com

lados 32 8 ¢ b ¥ (a sequéncia correta & fundamental}, onde

a= 90 - a,
§=909_B: /\
Y = 900 - v. pouanma)

A regra "seno-cosop" diz que o seno de qualquer lado do penta-

gono auxiliar & igual ao produto dos cosenod dos lados opostos;

exemplo l: sin a = cos b cos ¢, ou seja

cos a = cos b cos c;

cos ¢ cos B, ou seja,

~t
Il

exemplo 2: sin

CO8 Y = ¢cos C sinB.
A outra regra, "seno=tanadj", diz que 0 seno de qual
quer lado do pentagono auxiliar & igual ao produto das tangen

tes dos lados adjacentes;

tanBtany, ou seja,

]
i

exemplo 3: sin

cos

o
l

cotBcoty;

exemplo 4: sin b = tan c tanﬁ, ou seja,

sin b = tan ¢ coty.

Quando os lados do triangulo esférico forem muito mai

ores que o raio da superficie esférica, as regras de Napier se
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reduzem 3is(mais familiares) regras trigonométricas dos trian-
gulos retangulos euclidianog, como serié de esperar. Com efei
to, vamos tomar a,b,c
pequenos em alguns

exemplos anteriores.

exemplo l: cos a = cos b cos ¢, ou seja,

2 2 2
a-3 v a- a-H
% 1=-(b%/2) - (c?/2) , ou ainda
a? n b? +¢? , que correponde ao teorema de
Pitigoras;
exemplo 2: ¢cos Y = ¢os ¢ sin B
e
n (L -S5)sin 8
& sinB , gque diz que B e y sdo aproximada-

mente complementares;

exemplo 3: sin b tan ¢ cot vy , ou seja,
b nccecoty , ou ainda

tan vy » ¢/b , como da definigao de tangente tri-

gonométrica,
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APENDICE 5

ELEMENTO DE LINHA NA TRIESFERA

No Apéndice 2 o elemento de linha da biesfera foi de
duzido a partir do elemento de linha de um espago -euclidiano
auxiliar, do qual a superficie esférica. era uma especial se-
¢do bidimensional (p = conat).

Igualmente podemeos considerar a triesfera como uma
especial segao tridimensional de um quadriespago euclidiano
auxiliar; neste espaco estabelecemos 4 eixos cartesianos O0X,
0Y, 0Z, OW, e o elemento de linha serd (dX)?+(dAY)2+(dZ)?+(@W)2
Consideremos agora a triesfera constituida pelos particulares
pontos (X,Y,Z,W) do quadriespaco que satisfacam X*+Y%Z4W?% =
p? = const; dizemos que essa triesfera tem centro no ponto 0
do guadriespago, e que tem raio p, medido euclidianamente nes
se quadriespacgo.

Nessa triesfera S, (um espago tridimensional curvo)
relacionamos as quatro coordenadas (X,¥,Z,W)} de um ponte gené

rico P ao "quadriraio" p = const e ds trés coordenadas (r,9,3)

do mesmo ponto segundo

X = psin{r/plsin 8 cos ¢,
Y = psin{r/plsin & sin ¢,
Z = psin{r/p)cos ¢,

W = pcos(r/p);
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diferenciando essas relacoes (nas quais tomamos dp =0) e efe-

tuando numerosas simplificacSes obtemos finalmente

Ldﬁ)és = (dr)? + (psin r/p d8)? + (psin r/p siné d¢)?;
& esta a expressao do quadrado da distdncia entre um pontc P
(r,8,¢) e seu vizinho P + dP com coordenadas(r+ dr,8+d8,¢+ dd),
ambog pertencentes a uma triesfera de magnitude M = 7np.

No elemento de linha da triesfera, notamos que quando
os pontos vizinhos P e P + dP estac prdximos 3 origem (isto &,
r << p) entao psin r/p ~ r, e portanto o elemento de linha se
assemelha ao da geometria espacial eunclidiana LES) expresso em

coordenadas esféricas,

()2 = (dr)? + (r d8)® + (r sing d¢)?;
3
isso faz com gue as duas geometrias sejam indiscerniveis para
pequenas distancias.,
Sera portanto apenas nas grandes disti@ncias que encon
traremos as novidades da geometria tridimensional esférica com

respeito a tridimensional euclidiana.
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APENDICE ¢

ESFERAS DA TRIESFERA

Lembremos que no triespago euclidiano a drea de uma

superficie esféricaderaio r & 4mr?; esse resultad & obtido partin-

rd sin6 dg

do-se do elemento de linha euclidiano tridimensional

(dz); = (dr)? + (r d8)2 + (r sin6 d¢)?2
3

e efetuando-se a integracao total dos elementos de drea com
dr = 03
2n

T 27 o
f (x de)f (r sine d¢) = rzf siné de[ d¢
0 0 0 0

=x* , 2., 21 = 4mr.

Para obtermos a 3rea de uma superficie esferica de
raio r em uma triesfera de raio p lembramos que o elemento de 1li-

nha & agora
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(@)% = (dr)? + [psin(x/p)ad)" + [psin (x/p)sine af]’
3 .

e efetuamos a integracao total dos elementos de &rea com dr=0:

T 2m
I I:'psintr/pldejf psin (r/p)sing d¢] =
0 0

' ™ 2w
(psin r/p)zf sind deI d¢
0 0

at(psin r/p) 2.

]

Portanto

a area de uma superficie esférica
de raio r em uma triesfera de raio

p vale

S, (r} = 4m(psin r/p) 2.

Vemos gue a fungdo S,(r) & crescente para r crescen-
do de zero até wp/2, porém dectrescente para r crescendo demp/2
at® o valor miximo mp = M (magnitude da triesfera). Para com-
preendermos esse estranho comportamento vamos acompanhar algo
semelhante que ocorre na biesfera,

Imaginemos que em uma biesfera de raioc p nds pingue-
mos uma gota de dleo, que se espalha formando uma pequena.mag
cha circular com um pequeno perimetro. Com a adicao de novas

gotas no mesmo lugar, a mancha inicialmente aumentara  tanto
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de perimetro camo de &rea, depois manterfo perimetro pratjica-

mente invariante mas ainda aumentard de Area, para em seguida

OO86

diminuir de perimetro embora continue aumentando a area. No
final, a superficie inteira serda toda ela uma mancha, corres-
pondendo a um grande circulo com perimetro nulo.

0 andlogo triesférico da mancha crescente na biesfe-
ra & gbtido com um baldo esférico inflavel. Inicialmente o baldo te
ria pequeno volume e pequena area; ao inflarmos sequidamente
o balzo, ele primeiro aumenta de volume {que corresponde 3 a-

rea da mancha) e de area (gue corresponde ac perimetro da man

cha), depois mantém a Area praticamente invariante mas ainda
aumenta de volume, para em seguida diminuir de area apesar .de
continuar aumentando de volume. No final, o espageo inteiro da
triesfera estard contido no baldo agora com area nula.

Notamos que S, (r} € maxima para r =7np/2, circunstdn-
cia em que a superficie esférica € um plano da triesfera. As-
sim, embora o raio dessa superficie seja wp/2 (e nao p) a area

vale S, (mp/2) = 4mp?; dizemos entdio que



CBPF-M0-002/84

na triesfera de raio p

um plano tem area 4mp2.

Retornemos ao triespage euclidiano para vermos comoige
calcula o volume de uma esfera sdlida de raio r. Esse volume
® obtido pela integragao de finas cascas esféricas de raio"a"
e espessura "da", cada casca tendo Area 4ma‘’; entio o volume

da esfera de raio r &

r
f Ata?da = 47r’/3.
0

Na triesfera de raio p calculemos agora © volume de
uma esfera sdlida de raio r. Procedemos exatamente como no ca
so euclidiano, apenas notando que agora a area de cada casca

esférica de raio "a" vale s,(a) = 47 (psin a/p)?; entdo

r r
Vi) = [ s,(a)da = 4wp2J sin®{a/p)da
0 0 '

1l

21p3 (£ - sin¥ cosy).
P D o)

Fode-se mostrar que a fungao V(r) & monotonicamente
crescente; para o valor maximo do raio, que & a magnitude M =
mp, a esfera estard ocupando o volume todo da triesfera., As-

sim,

a triesfera de raio p

tem volume 2m2p3.
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APENDICE 7

SUPERFICIES DE CLIFFORD

Em uma triesfera de raio p, seja uma circunferéncia
de raio r (portanto com comprimento 2mpsin r/p). Seja ainda a
reta R normal ao plano dessa circunferéncia, e passando pelo

seu centro (a retaR tenm comprimento 2mp).

ponto P
circunferéncia &

Tomemos um ponto P qualquer da circunferéncia., Consi-
deremos o plano da triesfera comum ao ponto P e & reta®R, e fa
camos o ponto P percorrer nesse plano uma curva equidistante da
reta.?a; tal curva sera uma circunferencia de raio (mp/2) -r,
portanto terd comprimento 2mpcos r/p.

Admitamos agora que o ponto P transporte em seu movimento a
circunferencia 1% , mantendo-a sempre normal & reta.jz; entdo
cada ponto de © descreverd também uma circunferéncia de compri
mento 2mpcos r/p. A superficid assim gerada & de Clifford, com
eixo R e raio r; como sua area & dada pelo produto (2mp sinr/p) x

(2rpcos r/p) concluimos que
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na triesfera de raio p uma superficie

de Clifford com raio r tem area

'Sc(r) = 2n2p%sin(2xr/p}.

Notamos que a fungdo S,(r) cresce at@ o miximo valor
21%p?, quando r =mp/4 =M/4 (onde M=Tp =magnitude da triesfe-
ra), tornando-se decrescente para maiores valores_de r.: Rortanto,

natriesfera de magnitude M a super-

ficie de Clifford de mixima Area tem

raio M/4, e sua 3rea vale 2M?,

0 volume contido por uma

superficie de Clifford de raio r
é obtido por integracio de finas
"cascas" de Clifford, de raio va

ridvel b e espessura db:

r T
vctr) = f SC(b)db = 2nzpzf sin(2b/p}db
0 4]

= 2n%pisin? (xr/p).

Notamos gque quando o raio r da superficie de eimaj?tender a
mp/2 entao o volume enclausurado juntamente comfRatingiré'. o
valor miximo 27%p?, que & o volume todo da triesfera de raio
p; neste limite a superflcie colapsa i reta R' polar do eixo

chonsiderado.
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