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PREFACIO

Esta monografia apresenta o curso que um de nds (G.Otter)
proferiu no Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rio de Janei
ro, em agosto e setembro de 1980. A elaboracao foi feita tendo co
mo base as notas de aula revisadas pelos dois autores em traba-
lho conjunto em Aachen.

Este curso foi dirigido aos pesquisadores e estudantes in
teressados na andlise das interac¢des nucleares a alta energia. Es
tas interagdes podem ser descritas através das amplitudes de he
licidade. A determinagdo experimental t3o completa quanto possi-
. vel destas amplitudes torna-se de grande importancia para a in-
terpretacao do mecanismo de interacgfo.

Por necessidade; assumimos conhecimentos basicos de Me-
canica Quantica e Fisica de Particulas, alguns dos quais sao re-
¢ordados no Capitulo I, para a conveniéncia do leitor. Varios e-
xercicios sd3o incluidos no texto. 0 leitor deve procurar resolvé
los, pois somente assim adquiriri treino para aplicar na pesqui-
sa seus conhecimentos obtidos.

A0 CBPF e ao Convénio CNPg-KFA somos gratos por terem
possibilitado a estada no CBPF de G. Otter. Agradecemos ao pro-
fessor J.J. Giambiagi a leitura critica do manuscrito, a Helena
de S. Ferreira e 3 Ana Maria de Miranda Rosa o arduo trabalho de.
datilografia, e a Sonia MariaReis a paciéncia na revisdo . das

provas.

Rio de Janeire, Dezembro 1981

G. Otter

A.M.F. Endler



1. INTRODUGCAO

1.1 - Rotacbes e Momento Angular

Existem varias possibilidades para se especificar a rota-
c3o de um corpo. Fixaremos no corpo um sistema de eixos definido
através de 3 vetores x, y, Z, ortogonais entre si e usaremos os 3
ingulos de Euler a, B, Y para descrever a rotagao do corpo. An
tes da rotagéo, o sistema de eixos fixo no corpo deve coincidir
com © sistema de eixos X, Y, 2 de coordenadas. Usaremos a chamada

rotacao ativa, i.e., manteremos o sistema de coordenadas X, Y, 2

fixo no espago e os &ngulos @, B, Y definirdo a rotagdc do cor-
po em relacao a estes eixos. Equivalente a esta rotagao seria a

rotac3o passiva em que o sistema de coordenadas sofre a rotagao e

o corpo é mantido fixc. Em cada um dos dois casos a rotagao pode-

rad ser descrita de duas maneiras:

a) rotagdo em torno dos eixos fixos no corpo, isto e,

'y
Z4

antes da rotacgao depois da rotagao

a rotacao pode ser considerada ccmo o resultado das seguintes

[ ¥

rotagdes sucess:vas:

R = RZ(Y)RY(B)RZ(G?

19) R (a): rotagcao de angulo a em torno do eixo z



29) Ry(Blz rotagao de angulo B em torno do eixo y

3Q) RZ(Y): rotagao de Angulo y em torno do eixo z.
Os dominios de o, B, vy 880 0 <a<2m; 0 < B < 7; 0 <y < 2w

b) rotagao em torno dos eixos fixos no espago

R = Rz(u)RYFB}RZQYJ

Exerclicio 1.1

Mostre que a rotagac em torno dos eixos fixos no corpoc & identica

d rotagao em tornc dos eixos fixos no espago.

R, ()R, (B)R, (a) = R, (a)Ry(B)R,(y)

As rotagoes podem ser representadas por matrizes chamadas matri-

zes de rotacao.

Por exemplo, para uma rotagac de um angulo ¢ em torno do eixo X,

associamos a matriz

1 0 0

Rx(¢)'= 0 cosd —sen@
0 send cosg

que efetua a rotagao

. \
x 0 (Bxx Bxy Bxap] [¥
' = + =
Y Riy: Ryx  Ryy Ryg
[}
2 z Ryx  Rgy  Bpgd (2

Analogamente, para rotagtes, em torno dos eixos Y e Z associamos

as matrizes



! cosd 0 send .eos¢ -sen¢ 0
RY(¢) =| 0 1 © Rz(¢) =|sen®b <cosé¢ 0
t-sen¢ 0 cos¢ 0 0 1

Exercicio 1.2

Expresse pelos angulos de Euler, a rotagao de um angulo ¢ em tor-

no do eixo X.

As matrizes de rotagdo a 3 dimensdes formam um grupe, (o
produto de duas matrizes de rotagao € uma matriz de rotagdo e to
da matriz de rotagao admite uma inversa), satisfazendo 3s seguin
tes condigoes:

1) S3o matrizes unitirias, i.e., R'R = RR' = 1 sendo R' a

transposta conjugada de R (RY = RY).

2) S3o matrizes reais R* = R.

3) Sao matrizes unimodulares (det R = 1).

Este grupo & chamado 803 (special orthogonal group em 3 dimensoces).
0 grupo ortogonal On & definido como o grupc de matrizes n x n sa
tisfazendo 3s condigoes 1l e 2, e 0 grupo especial ortogonal SOn é
o subgrupo satisfazendo ds condigoes 1,2 e 3.

Se a rotagao & infinitesimal poderemos escrever para o ca

so da rotagao em torno do eixo X,

1l 0 0
Rx (d¢) = |0 1 ~d4

n - iJXd¢

0 dé 1

onde I' & a matriz identidade e



0 '0 0
Jx = 0 0 -i é chamado o gerader.
0 i 0

0 0 i 0 -1 0
JY =| 0 0 0 e J& = |i 0 0
l-l 0 0 0 0 0
0Os 3 geradores J.,, J,,J, € 0 operador J2 = J2 + J2 + J2 isto &
X' vz P = U% Y 7 ’
1 0 0
2

obedecem is mesmas regras de comutagao que os momentos angulares,

i.e.,

EIX'JY:I = JXJY - JYJX = iJZ

e as relagdes ciclicas semelhantes.

[wd®] = [10d®] = ] - o

Uma rotagdo finita de um 3ngulo ¢ pode ser obtida compondo trans-

formagoes infinitesimais

-iJ_ ¢
= - i . * X
RX(¢) iim g (1L - 4 Iy n) e

Analogamente para uma rotagac finita representada pelos angulos de
Euler o, B, Y teremos

—iaJZ —:LBJY —iYJz
R{o,B,y) = RZ(a)RY(B)Rz(Y) = e . e . e



Exercicio 1.3

Demonstre que a matriz de rotagao representada pelqs angulos . de

Euler o,B,Y & dada por:
cosycosfcosa-senysenc =-senycosfcosa-cosysena Senfcost
R(a,B,Y) = |cosycosBsena+senycosa -senycosfsenat+cosycosa senBsena

—-cosysenf senysenp cosf

Representagdes do Grupo das Rotagoes

Uma representagao matricial de um grupo consiste em asso-
clar a cada elemento do grupo, uma matriz de tal maneira que ao
produto de 2 elemehtos seja associado o produto das matrizes cor-
respondentes (homomorfismo). A representagao se chama unitdria se
as matrizes forem matrizes unitirias. A dimensdc das matrizes re-
presentantes & chamada a dimensdo da representagao. Considerare-
mos certas representagéeé unitarias de dimensdoes n =1, 2, 3...
do grupc das rotagoes e veremos gque elas correspondem ao spin
j = (n-1)/2 =0, 1/2, 1... respectivamente (usaremos a notagao em
que ¢ =h = 1). Nas representagOes unitarias os geradores Jx, JY,
J, e J2 satisfazendo as mesmas relacoes de comutagao dos Jx' Jy'
{z' J2 sdo0 matrizes hermitianas, isto &, os autovalores destas ma
trizes sdao reais e os autovetores de cada uma delas expandem con-
pletamente o espaco da representagdo. Poderemos entao considerar
os autovetores de J, (que 3o também autovetores de J2 pois J, e
J2 comutam) como sendo os vetores de base do espago da representa

¢ao e denotaremos estes vetores como |j j,> tal que:

]

3%13,3,> = 3G+ 13,3,

lejljz> = jzljsz>



onde j(j+1) e jz sac autovalores, com i = (n-1)/2 (onde n & a di-
mensdo da representagao} ;

e

As representagoes,neste espago a n dimensdes, das matrizes de ro-

tagdo em relagdo a estes eixos serao:

. -iYJz -iym
RZ(Y)ﬁ,m =<j, | e [j,m> = e Som {i.é., a matriz
& diagonal) ; isto porque
) -iYJZ -iym _
P T

. -iBJ
Ry(B), o= &) L(B) = <j,ale  YIimw

em que a matriz 4 & conhecida como a matriz d de rotagao reduzida.

A toda matriz de rotagac R(u,B,Y) no espago real a 3 dimen-
s0es corresponde uma matriz DJ(G,B,Y) no espago n{n = 2j + 1) cu-
jos elementos denominados fungdes D sao dados por:

. 'ian -iBJY -iyJ
Di'm(arBrY) = <jr£le e e Ijrm>

-ifa-imy 3
adg'm(B)

Como exemplo, estudaremos a representagao bidimensional (corres-

pondente a j = 1/2) cujos geradores J, JY e JZ em termos das ma-

X
trizes de Pauli Ogr Oy © 9y serao dados por:-
Ix=3% =70 % =3% =3 7 I373%2 o -1

para que as relacdoes de comutagao sejam satisfeitas.

: _ 3 /10
Teremos portanto J =7\ 1)



Entao:

R, (B) = re.—iBJY = e"i % "y =B- (i3 o, + (12?)? °Y2 + e
Como o, = {g -%) entao cyz =Ji, UYS = Oy ynnes oan =1 e
0Y2n+1 = UY,, 1ogo'

R,(6) = 1 Q1 +(—i—g{L2+ vee) - do, (O B/2) + ('—B{L3+ ces)

.cosR/2 - icy.senB/z

cosB/2 -senB/2

- a8
enp/2 cosR/2 |
Dai resulta que
( )
pl/2 1/2

/2,172 P172,-172
Dljz(aaBrY) = =

pl/2. pl/2
L _1/211./2 '1./2!"'1/2]

e i0/2 g R/ 2 9—17/2 ~sie/2 R/2 o1v/2

eia/zsenB/Z e"iY/2 ei“/zcos&/z ej‘Y'/2

Observa-se que a expressao da matriz D1/2(a,B,Y} tem a se

guinte forma
*

A -B
*) com [al2 + IB|? =1
A

0/ 2(q,8,y) =

B



Trata-se, portanto, de uma matriz unitaria unimodular no espago a
2 dimensdes, isto &, &€ uma matriz de SU(2).+
Vimos assim que toda rotagdo no espago real a 3 dimensoes

admite uma representagao por uma matriz pertencente a SU2.

Exercicio 1.4

Sendo a matriz d de rotagao reduzida para spin j=1 dada por

(1+cosB) /2  -(senB)/¥Z  (l-cosB)/ 2
al = |(senp)/v2 cosB -(senB) /v2
(l-cosB)/ 2 senB/v/2 (1+cosB) /2

calcule os geradores Jx, Jy, Jzean

]
Z,m

eles saoc fungoes trabalhosas para serem determinadas. E melhor e

Apesar dos elementos d {(8) da matriz 4 dependerem somente de 8,

mais facil consultar tabelas destas fungOes (para j<2 vide tabela
no Apéndice pag.-140) e usar suas propriedades e relagles espe

ciais para valores especiais.

Propriedades das fungoes D e alguns valores_especiais

n & e = FTal e

m,
2) al, 8= ()] e
Ha e = I (-
oy el e

Tgu(2) (Special Unitary Group em 2 dimensoes)

O grupo unitario U(n) & definido como o grupo de matrizes
unitarias de dimensdes n X n e o grupc especial unitario SU(n) é

o subgrupo de matrizes unitarias unimodulares



8) d]:l;mtﬁ) = {=) j_k dg,—m(““s) = (_)j+m dk;-m(Tr-‘-B)

4

6) dg 0(B) = Pz(cosB) % =10,1,2 (Polindmio de lLegendre)
1 4
. —1/2 :
di 0(B) = (-1" £i+$;. P (cosB) (funcoes de Legendre
’ associadas)
* 3 fad g - [ 2
7) Détola;B.O) =y 2£+l Yéta,ﬁ) (fungOes harmOnicas esféricas)

8) Ortogonalidade

27 +1 2m .
J do J d{cosB) J dy Di. (o, B,y) _Di,m(“'B'Y) =

0 -1 0
2
. _8m
= 33%T %35 %kk " Smm
e
+1 - . .
J' J =2 -
J-l d(cosp) 4 (B) 4  (f) = 3341 “sjj,

9) As fungoes D formam um sistema completo.
Por exemplo, a funcao f£(a,8,Y) que descreve a distribuigao an-
gular do decaimento de uma particula em 3 outras, pode ser es-

‘crita como uma combinagao linear das fungoes D tal que

f(a,B;'Y) = j }E{ o aJ'k'm k m(a B;Y)
r r
onde a4 k,m sac os coeficientes da expansao.
LA

Definindo o D-momento da distribuigao f(a,B,y) como

<D2'm¢ = IJJ £(a,B,v) Di’m(u,ﬁ,ylda d(cosB) dy

e usando a propriedade de ortogonalidade das fungdes D teremos

Bﬂ

5t * ' Ak
<D]:<1|'m|> E JIJ f(aJBIY) D]il,ml(afB!Y)dad(COSB)dY = 23 +1 a L ] kl ml
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10) Clebsch-Gordon serie

L3 L] j +j
Jl 32 : 1-°2 . \ M . s e
Dm1'mi(a'B'Y)'DmZ'mi(a'B'Y) = I <dgmdgm,lime<iymijom)[Imt> X
| J=13,-3, |

X Di,m'ta'B'Y)

= 1T - 1 1
onde m ml+m2 e mnm ml+m2

e os coeficientes <jlm1j2m2|jm> s30 os coeficientes de Clebsch-

-Goxrdon. (Vide apéndice pag. 137)

Significado das funcoes D

Quando se faz no espago a 3 dimensoes uma transformagao
(por exemplo o sistema fisico scbre uma rotagao}, entdc deve-se fa
zer uma transformagdo correspondente no espago de Hilbert onde o©
estado do sistema estd caracterizado pelo vetor |y> . Esta trans-
formagdo deve naturalmente ter as mesmas propriedades da transfor-
magao original nqg espago a 3 dimensdes. No nosso exemplo, em que o
sistema fisico sofre uma rotagido (rotagac ativa), o vetor de esta-
do |y> serd transformado no vetor [|¢'> por uma representagdo no
espago de Hilbert correspondente 3 rotagao. Se a rotagao no espa-
go a 3 dimensdes for caracterizada pelos 3 angulos de Euler (a,B,Y)
em relagdc aos eixos fixos no espago, ent3o o vetor de estado |¢>
se transformara em |yY'> da seguinte maneira:

S -iad, -iBJ, -ivyJ
|¢'> = R{a,B,Y) 9> = e 2 o ¥ e z[¢>

onde J JY' JZ 830 os geradores da representacao no espago de

Xl’
Hilbert correspondente.

Quando [¢> = |im> teremos:
‘ +3 ] 3
lv'> = R(a,B,7) [3im> = § |Fk><ik [R(a,B8,v) [3h>" = E Digm (087} k>

k==] k=-3
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l.2 Estados Puros e Migtos

Na Mecadnica Quéntica assume-se que 3 qualquer grandeza ob-
servivel (i.é., mensurdvel) de um sistema fisico, corresponde um o-
perador herﬁitiano A que age no espago de Hilbert dos vetores de es
tado do sistema. Os autovetores [m> de A sfo ortogonais e formam
um sistema completo (i.&., podem ser considerados como vetores de
base para o espago) e os autovalores o da observavel corresponden
te sao nlmeros reais e sao as medidas da grandeza. .

Agsim
Alm> = a_[m>

Operadores gue comutam tem os mesmos autovetores. A0 se me
dir a grandeza que corresponde ao operador A, o autovalor o é obti
do com uma probabilidade que & igual ao quadrado absoluto da proje-
¢ao do vetor estado |Y> em relagao ao autovetor |m> que corresponde
aa (isto & [<m|w>|21.

No caso em que |y> tiver a diregdo de |m> o autovalor corres
pondente - sera medid camprobabilidade 1.

Um conjunto completo de observaveis comutdveis corresponde
a um conjunto de grandezas mensuraveis simultaneamente. O estado do
sistema fica completamente determinado quando se determina este con
junto completo de observaveis. O sistema pode ser representado por
um Ginico vetor de estado no espago de Hilbert. Trata-se, heste
caso, de um estadoc puro. Entretanto, pode acontecer que a informa -
¢do sobre o- sigtema & incompleta (por exemplo quando se tem um feixe
de particulas em estados quanticos nao idénticos). 0 sistema

seri, entao, descrito por diferentes vetores de esta-
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do lwi> através de probabilidades P; Que o sistema seja descrito

pelo veteor de estado |wi> . Diz-se, neste caso, gue 0 sistema esta

num estado misto. Naturalmente, teremos que ter Zpi = 1.

Quando o sistema fisico estd no estado misto caracteriza-
do pelas probabilidades Py relativas aos vetores de estado ]wi> o
valor médio das grandezas fisicas mensuriveis ser3 obtido atraves

do conhecimento do operador densidade p definido como

p = Z |Wi> pi<¢il
1

O operador densidade para o sistema figico no estado puro sera
particularmente simples, a saber: ¢ = |p><p| . O valor médio da

observavel A correspondente ao operador A seri:

<A>

{w]A|w> para o estado puro

<A> = E pi<wi]A[wi> para o estado misto.

Em termos dos vetores base '|m> no espago de Hilbert, o operador

densidade serd representado pela matriz densidade ¢ cujos elemen-

toes op sao dados por

m',m

Pt = <m'[p|m> = <m'|§lwi>p§<wi|m>

Escrevendo lwi> = Z <m|¢i> |m> teremos
m

<A> = <P, Im'> <m' |A|m>< . >
a ;—Epi mgm vy m'|A|m><m|y,

A

ntm S Tr (pA)

N mgm %mm

onde Tr significa o trago da matriz.
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Propriedades da matriz densidade

1) Tr{p) = 1 (porgue fazendo A = 1 em <A> = Tr(dh) tem~se
<l» =1

il

Trp)

* -
2) p = p , isto &, Pik = Pri (porque Py Sd0 reais)

3) Trp2 <1 (Trp2 = 1 para estados puros)

4) A matriz densidade de dimensao n x n possui n?-1 parametros re
ais independentes. De fato, como seus elementos sao quantida-

2 ~ -
. des complexas, os 2n” parametros reais que seriam necessarios

se reduzirao a n2-1 pelo fato de se ter p=p" e ‘Trp = 1.
Exemplo
Consideremos um feixe de elétrons ) { particula
de spin -1/2) em gue nao sabemos qual & a terceira componen-

te de spin. Utilizaremos o formalismo da matriz densidade no espa
go de spin.

O espago de spin (2 dimensoes) sera gerado pelos vetores:
13,3,> = |1/2,1/2> = |+> e 1/2,-1/2> = |=->

Consideremos o estado misto caracterizado pelos vetores de estado

ortogonais

l¥,> = a|+>_+ﬁ bl~> com probabilidade p,
e

4> = b*|+> = a*}-> | com probabilidade p, = l-p, tal
que |a|2 + |b[2 = 1

De fato, estes vetores de estado |wl>, |w2> sao ortonormais pois



<v v, > = |a]?
<y lv,> = |b|?
<¢2|$1> = ba<+
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+ |b|'2 =1

+ |a]2 = 1

|4> - ab<=|=> = 0

0 operador densidade serid dado por

Py ¥ >50, |

+ pyl¥,><y, |

A matriz densidade serad dada por

Para um estado puro ter-se-ia P; = l e

R1/2,1/2

Pars2,172

a1l 4 2
pIYaI + lebl'

(Pl-pz)a*b

P1/2,-1/2 Prv Py-
9“1/2:'1/2 p'+ P—-
(pl—pz)ab*

2 2
pllb[ + Pz]al )

P, = ¢ (ou Py = 0

Py, = 1). Os valores esperados para o spin da particula serao

<J, > =

n

<J.,>

I, > =

Tr(pr)

Tr(JYp)

Tr(sz)

Tx

il
ro| =

Tr

i
-

Tr

[
oo | b=

1P+ Py

]

(Ql-pz)Re(a*b)

0 ~4)(Pyy  Pyu
= (p~p,) Im(a*b)
i Oj(p.y P__
1 offe., P, . , ,
=3 (py~p,) (]a| -|?| )
0 -15{P P )
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Para spin j = 1/2, o vetor polarizagao § € definido como

B =2 <}

Entaoc

[3[2 = 4(<Jx>2 + <JY>2 + <Jz>2)

= mympp?[Ual®- 17 + dize (ar5) 24 4 (axp) 7]

€ Como |a|2|b|2 =(Re(a*b»2‘+(1m(a*b»2 temos

l-§|2 = (pl-Pz)z[(lalz + lblz)z:] = (Pl-Pz)z
ou

1Bl = |(py=p,) |

-+

e dai o0 < [P| < 1.

Num estado nao polarizado temos P;=P,, isto é |W1>e|4b>
sdo igualmente provaveis e portanto, |5] = 0 e num estado puro
>
temos p, = 0 (ou p; = 0), e portanto, |B| = 1.
Para spin 1/2, a matriz densidade tem 3 parametros inde-
pendentes e portanto pode ser expressa pelas 3 componentes do ve-

» - .-» ] -
tor polarizagao P da seguinte maneira

-3

_1 3

Pom

De fato, usando esta definigdo em P = 2<J> temos

— — — 2.
P, = 2<J,> = 2Tr(pJ;) = Tr(J, + 2 3 PijJi) =2 P,Tr(J3,

=Pi



Exercicio 1.5

Qual & a forma das matrizes densidades para spin 1 e para spin 3/2
e quantos parametros independentes tem estas matrizes, supondo que

elas satisfazem ds seguintes igualdades

a) p (- m’

m,m' -m,-m'

= (_)m-m' P t

b) m,m' m,m

Veremos mais tarde que estas igualdades serao satisfeitas no caso
de conservacd3o da paridade em processos de produgdo em reagdes en

tre particulas elementares.

Tensores Estatisticos

Trataremos a seguir somente de estados mistos de spin. Vi
mos que os estados mistos podem ser descritos pela matriz densida
de. Em vez de usarmos a matriz densidade existe a possibilidade de
descrevé-los pelos tensores estatisticos.

Em relagdo ao spin j com -j < mm' < j definimos o tensor

estatistico Tg como

= 7 (-3t

T =
mm '

J I— [} '
M <J-mjm |JM> pm'ml

onde <j-mjm'|IM>' sao os coeficientes de Clebsch-Gordon e portan-

to
0 <J<2j
—JiMiJ
Usando a propriedade (para as propriedades dos coeficientes de

Clebsch-Gordon vide o apendice pag. 138)
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<j-mim' |aM> = (19723 <jm'j-m|am>
podemos escrever

™, = I ()37 <jm'j-m|am> p

' n,n

A matriz densidade pJ teria (2j+1)2 elenmentos independentes se nao

tivéssemos a propfiedade Tr{p) = 1.
2] . 2 -
Existem [ (2J+1) = (2j+1)° diferentes tensores estatis-
0
ticos Tg. Portanto, poderemos escrever 0s elementos pmm' da matriz

densidade através dos tensores estatisticos na seguinte forma

- NJm L J
P, ';M (-) <jm'j-m{IM|> T

e usando a propriedade acima referida dos coeficientes de Clebsch-

Gordon temos,

= yI=j-m _. . J
Po,m! EM () <j-mim' |TM> Ty

De fato, substituindo Ig pela expressdo definida acima te

mos

I I mryemjaM> 3 (=)37P <ynten|ams o o,
JM nn' n'n
= 3 (-y®n Prn? ) <im'j-m|IM><jn'j-n|[IM>
nn' JM

Pela propriedade de ortogonalidade dos coeficientes de

Clebsch - Goxdon, i.e.

J <im'j-m|IM ><jn'j-n|IM> = .4
JM

, ¢

n -nm-=n

podemos escrever a relagcd3o acima como:

mn—n
- & 8 =
En . (» ) p pm'm'
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Das propriedades da matriz densidade podemos concluir al-

gumas propriedades dos tensores estatisticos:

Propriedade 1

Como Tr(p) = 1 temos TO0 = 1/VZ3+1

De fato
j-m .. J
rr(e) =) o = 1 (=)3® <mj-m|IM>T
m &0 gMm M

e como neste caso M = 0, temos

() =] 1) ] )3 Gnympges .
3 m

Como
<Jgmj-m 00> = L:li:f-<00j-m]j-m> = i:LEZT
/2IFI YZ3F1
temos (vide apéndice pag. 138)
Tr(p) = g ) /'za'trrl)% <3jmj-m|00><jnj-n|JI0>
=§Tg VI 859 = Ty AFT
e
Tr({p) =1
implica
Tg = 1/ v23+1 C.Q.D.

Propriedade 2

*
Como p w= p temos Tﬂ = ()M T‘IM
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De fato,
J* . yJ-m o _Loes *
Ty =L () <im'j-mfgm> pX o,
mm
e como
%* = = '
pm'ml pml'm r M - ~-m
e

<jm' j-m|JIM > = <jim jem'|I-M>

teremos

I¥ _ g (oydmmten
ml

(=)

3
a

<jm j-m'{J-wo_, =
r

My

l- . -
(=) ™ <jm j-m'|I-M> P = (=)t
mml

M -M

Propriedade 3

Quando o sistema fisico sofre uma rotagao R, i.e.,

¢ (R)> = R|¥>

os elementos da matriz densidade o sofrerdao a seguinte trans
L

formagao:

- 3 i*
Pt (R} = Ez Doy (R) Prp Dpag (R

De fato, o efeito da rotag3o R sobre o operador densidade p serd

+
P{R} = RpR

Teremos entao para os elementos Pom

. o
Prm (R) <Jm|§ R|Y,>p,<¥, [R" |Im">

- ], picamIR IRt b o2y, 3053 5 Jmt>
ik +
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Como

Dj (R)

<jm|R[jk> = DI

H

<j£|R+|jm'> = <jm'|R|j£> = D (R)
podemos escrever
= J 3*
pmm.(R) ¥ Dmk(R)pkg b (R) C.Q.D.

kg n'g

Analogamente os tensores estatisticos sofrerdo a seguinte trans-

formagao:
J _ Tk J
Ty (R} = E Dy (R) T
De fato,
7,7 (®) =]  (2)7<in' Jem|ow> ] pJ, (R)p, DIV (R)
' k%
M=mn"-m
e como
J j* _ E ml 2]
Dmk(R)Dm'R,(R) = (=) F_O <jmj-m' |S~-M><jkj-2 |8k~ g>p> M, k- o (R)
(propriedade das fungoes D)
<jmj-m' [S=M> = <jm'j-m|S M>
e

7 <jm'j-m|SM><jm'j-m|IM> = §

-y sJ

podemos escrever

J

J — - Rn-m'-j"hm . r Tl
Ty(R) = I (=) <3kj-2 |Tk=2> D_M'k_zta) Prc s,

k%
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Como M = m'-m e chamando L = £-k teremos

[y

9-M=3 J

J _ _ et [T
Ty (R) = %2 (=) <jk 3 £|J,L>D_M'_L(R)pk£
Como
J M-L_J% C . o
D por, (B} = (=27 "D (R} e <j kj-2f=L> = <jei-k|JIL>

e L s0 pode ter o valor -k, podemos escrever

J
Ty (R)

oy dk sl J* _
L%g (=) <323~k |JL>Dyy (R} pp

J* J
-DML(R) TL C.Q.D.

i
e

Como se pode ebservar, ao se fazer uma rotagdo do sistema fisico,
os tensores estatisticos se comportam de maneira bem mais simples
que os elementos da matriz densidade.

Pode-se ver o significado dos tensores estatisticos pelo
seu comportamento nas rotagoes. Os tensores estatisticos se com-
portam da mesma maneira como as representagoes do grupo das rota-
gOes. A decomposgigao da matriz densidade em tensores estatisticos
significa portanto uma decomposicao da matriz densidade em repre-

sentagbes irredutiveis do grupo das rotagoes.

Exercicio 1.6

~ - *

Considere a reagaoc K p + K On e suponha que a matriz densidade pa
*

ra a particula Ko (de spin 1) no sistema de Gottfried - Jackson

*
(sistema em repouso do K 0

com eixo z na diregio do feixe K , o
eixo y perpendicular ao planc de produgac e o .eixo X = § X E) se-

ja dada por:
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Determine a matriz densidade correspondente no sistema de helici-

*
dade (sistema em repouso do K 0

com O eixo z na diregao oposta &
do neutron que sai da reagao, o eixo y como no sistema de Gott-

+ - =+ -+ .
fried-Jackson ¢ ¢ eixo % = ¥y x 2z} nos seguintes casos:

. . ~ > - - -~
a) o eixo y tem a diregao y = n x £ (onde A, T sdo, res-
pectivamente, as diregoes do neutron e feixe);

b) 0 eixo y tem a diregio y = £ x B.

Exercicio 1.7

Considere a reagao w+p-+ moat?t e suponha gue a matriz densidade
para a particula A++ (spin 3/2) no sistema de transversidade (sis
tema em repouso do A++ com o eixo z perpendicular ao planc de pro
dugdo, digamos z = 1° X P, O eixo y na diregao oposta ao do prd-

ton inicial e X = § x 2) seja dada por:

0o o 0 0
0 1/2 o 0
"“lo o w2 o
0 0 0 0

Determine a matriz densidade ceorrespondente no sistema de Gott-

fried-Jackson (sistema em repouso do d++, Z=PpP, ¥y =1 x_p e

=¥ x 2.
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Exercicio 1.8

-m' - - . .
Considerando que a relagao Pom® = (- Py —p € valida no sis-
r

tema de helicidade,

a) prove que ela serda vilida em gqualquer sistema obtido
pela rotacdo do eixo y (por exemplo no sistema de
Gottfried-Jackson) ;

b) indigque qual sera a relagao num sistema onde o  eixo
z & perpendicular ao plano de produgao (sistema de

transversidade}.

Propriedade 4

Quando em certas condigoes a matriz densidade satisfizer
uma determinada relag3o, existir2 para os tensores estatisticos u

ma relagac correspondente.

Exercicio 1.9

Prove que:

a) se Pom' = {(~) S entao 'I'M = (=) Tfﬁ
_ ;_yo-m’ ; ~ J _ ;M
b) se p v = () Py entac T~ = (=) ol

'Propriedade 5

A distribuigdo angular do decaimentc de uma particula em
2 outras estd relacionada aos tensores estatisticos (da particula
que decai) de uma manéeira muito mais simples gue aos elementos da
matriz densidade correspondente.

Como exemplo estudaremos o decaimento de uma  particula

(com elementos p .4 da matriz densidade ou seus tensores estatis
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ticos TMJ) em duas ocutras de spin zero. Veremos mais tarde que a
distribuigao angular W(8,¢) no sistema em repousc da particula

que decai podera ser descrita como

- J  3*
Wie.o) = %m' P, m Yo Yo
onde
s QU |
Ym Ym(8¢)

sao as fungdes harmdnicas esfdricas.

Substituindo Pom' fungao de T J teremos

M
We,e) =7 ¥d w1 (933 ™gns-n|amer,”
mm* JM
Como
- v s
2, = (" v, , M=nm'-m
Yi Yzm. =} —23*) <jmj-m' |LN><j0jo |LO> Y;
LN YAn (2L+1)
e
<jmj-m’'|ILN> = <jm'j-m|L-N>
teremos
W(e,¢) =] § (I 2BL _ vIoj050 (10> ) x
JM LN YIa{2L+1}
X )} <jm'j~m|[IM><jm'j-m|L-N>
ml
Sendo

N TN =
gm' <jm*j-m|IM><jm’j~m|L-N> 8 21, 5M=N
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teremos

Wie,e) =3 (-3 2L 5650 90> 1,7 v

IM VAT (20+1)

Escrevendo

p1y = (-3 —23EL_ <5o050(g0>

JAT(2IFI)
obtemos
J* J
Wie,¢) =] FI) Y, Ty

JM

que & uma relagdo bem mais simples gue a com os elementos da ma-
triz densidade.

Os tensores estatIsticos podem ser facilmente determina
dos atraves do calculo dos momentos.

De fato, sendo

gY > = [J W6 ,¢) Yﬂ_d(cos@d¢

J
M
podemos escrever

J - . Jl J'*
<Yy> = JJJZM- F(I') Ty Yy Yﬂ d (cose)d¢

Da ortogonalidade das funcoes harménicas esféricas, isto &

"% J
”y; Yy d(cosels = Gy fig
concluimos

J. _ J
<YM> = F{J} TM

Exerclicio 1.10

: 1w _— .
Supondo que W(g ,4) =} frnm " YiYi, onde Y% sao as fungoes har-
ml
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monicas esféricas, qual & a relagdo de simetria vilida para a dis-

tribuigdo angular W(8,¢) ’

(_)m—m'

I

é) quando pmm" p .

=m-m

I

b} quando Prnm !
c} gue resulta de p = p

d) que resulta de Y3(8,¢) = (=) Yg (r=8 , )

Significado dos tensores Estatisticos

Como j& foi dite, a decomposigac da matriz densidade em
tensores estatisticos significa a decomposicdo da matriz densida-
de em representagdes do grupo das rotagdes. Estudaremos agora, de
talhadamente, este aspecto.

Definimos © operador Qﬁ cujos elementos de matriz sao da

dos por:

J _ (_yJ-m
(QM)m'm - ( )

<jm'j-ro]IM>
e portanto a sua transposta conjugada sera:
J.+ _ = - j'm' T N
Qi = @ (=) <jmj-m’ | IM>

3 J+M~-m_ . Vs _ o (M T
(=) <jm’3j-m|JI-M> (=) (Q ) v m

como
=7 (03 <mriem|amp,
teremos
J J _ J v nd
Ty ém' Q) m'Pum’ = TX(QuP) = <Qp>



isto &,0 tensor estatistico T

Como

temos
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ﬂ & o valor medio do operador Qﬂ.

%

Premt EM (-)j"m <jm‘j-mlJn/p'rfl
J _ M J*
Ty = (77 Ty
J J* _ J M J*
oumt = 1 @nen ()Ml = L @ ) M
J J *
= §M (QM)mml <QM>

Propriedades do operador Q;

Jy o
1) Tr(QM) = /23+1 GJOBMO
De fato:
Tr(Q;) =7 (=) 3™ <mj-m|IM>
m
e como
(=) m - .
<jmj-m|00>= (vide apéndice pag. 138)
Y23+l ' :
temos
Tr(Q)) = VZ3FI % <jmj-m|IM><ind-m]00> = VIIFL 8640
2) Tr{QJ+ QJ') =4§ 5, {ortogonalidade)
M **M! JJ' MM’ g
De fato:
1 LI | s ]
mr(elt.ol) =1 (3™ <gmj-nt |aw ()3T <myemt {TM0> =
ml
= SqaSume
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Calculemos ¢ valcor do operador Qﬁ para valores de J=0 e 1

%

J=20
0 j-m' L, . 1
(Q ). =(=) <jmj-m'| 00> = Y
0 g * 1 o* 1
(Q ) . X<Q> = §. , T, = = 8
g = 1
1 _ j-m' . .,
Q) o = ) <jnj-m'|1M>
Como
sy . '
<jmi-m'|1lM> = (-y3™® _/2;11 <l=Mj-m’|j-m> =
= (3 J-m! sy .
(=) 341 <jm"1M| jm>
teremos
(Qi)mm. = /2511 <jm'1M| jm>

Para M =0 ,

1 = — 1 ! 3 9 / 3 - ) 6 1
Como (Jz)mm' = mﬁmm' podemos escrever
1 _ k)
(Q0) = ‘/(2j+1)3Tj+1) (T2

Da mesma forma

1 o 3
Q) = ’/(2j+1)2j(j+1) (T)
e
1 _ 3
Qe = / (23+1) 25 (3+1) (T_) p
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onde J =J = J

* ® Y
Portanto
1 _ . 3 |
Ty = <Qp> = /z_—zi+1)j(j+1) <J,>
1 Ul L 3
Tep = <917 % /(2j+1)2j(j+l) >

Observamos Jque os tensores estatisticos para J=1 sao es-
sencialmente os valores médios das componentes do momento angular.

Definimos o vetor polarizagdo como

- >
P = \E:QT) :
23%.(3+1)

em particular B =2<J> no caso j = 1/2 e P = /3/2.<3> no caso

j = 1.
Desta definigac resulta:
g <gi>* Q) pt = 2511 J;E: B h,
De fato
5 <Q;>* (Q;)mm, = T§j+i)j(j+1) [%Jé)ﬂ(Jz}mm‘ + % <J+>*(J+)mm. .
+ -]2: <g >* (_J_)mm':’ _

_ 3 B * S * *
= TEFDIGAD (Y2 Tt U Ve * Sy (Jy)mmz]

= T3+D3 G+ f3>° mmm'___'

e portanto

1* 1 1 > ¥
g-i(Qna’ Q) gmt = 33+ V3eT T Yome




Exercicio 1.11

Usando as relagoes

W

Tr(J,J,) = (2j+1)j(j+l)5ik

Tr(Ji) =0
onde i,k ¢ {x,v,z}, prove gque

0 < |Bl <1

Generalizacao da"Matriz'DeﬁSidade e dos Tensores Estatisticos

Dois casos serac aqui tratados:

a) Consideremos um sistema constituldo por duas particulas (1) e

(2) de spins e j2 respectivamente. Sejam pll e pJZas ma

jl
trizes densidade de cada uma das particulas em relagao ac seusis
tema em repouso.

A matriz densidade do sistema constituido pelas duas par

ticulas e definida como

J 3
p = p]‘():>2 ,

tem dimensao (2j1+1).(2j2+1) e & denominada matriz densidade

combinada (joint density matrix).
No lugar da matriz densidade podemos usar os tensores es

tatisticos definidos como

J,J j,=m+j,-n '
172 _ o1 2 v s s v mm
M M, L= <jym'3pmm|I My ><int o |TMy >0,
mm
nn'

e a relagdo inversa sera



' j.,=m+j,-n JJ
m = - 1 2 L] 14 — 1 [ ] - . '...1 2
Pant = Ly Ipm'Iym|I My ><dpn Iy |IMy > Ty
Tinl
22

As propriedades dos tensores estatisticos e da matriz densidade pa
ra @ sistema de 2 particulas sao semelhantes ao caso de uma parti-

cula com spin j tratado anteriormente

1) Como Tr(p)=1l temos ng =1 / (J§j1+I . ¢2j2+I )

2) A matriz densidade para a particula (2) serd p_.. = ¥ Prn ¢
m

portanto © tensor estatistico correspondente sera

T0J2 _ 1 TJ2
oM., M
2 ¥i§1¥1 2

Analogamente se obtém a matriz densidade e o tensor estatisticopa

ra a particula (1l).

3) Come p = p+ temos

J.J M _+M J.J
(M) = )y Dy
172 172
. J.J J.=M.+J.-M, J.J
mm' _ ,_ m-m'+n-n' -n-n' « 192_,_ J1mM ™8y I3,
4 Se pppr = 7 Pup-p' ©ONta0 TMle (=) ToM,-M
J.J M. +M J.J
mm' _ ,_ m-m'+n-n' mm' - 172 _ Mt 1Y
Se p v = (-} Pan® entao TM11712 (-) TMsz

5) Os efeitos causados por rotagodes R, ¢ R, serao:

' j 3 v 3, 3o *
mm _ 1 2 kk 1 2
Prant (RaRp) = ) | Prjc(Ry)Pn (R)ggr Dpugr (Ry) Dyl (R))
28"
e
J.J R A J % J.J
1¥2 1 2 1Y2
T, M (R.B)Y = § D (R)ID.S (R)T
MM, 172 1, My L Ml 2 L,L,

172
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Exercicio 1.12

Prove as relagoes acima referidas

b) Consideremos o caso em que o spin do sistema composto por 2
particulas ndo & conhecido, por exemplo, o sistema w+w; com es
tados interferentes das particulas p e ¢ . Neste caso existem tam
bém tensores estatisticos que sdo denominados tensores estatisti-

cos parciais e definidos como:

.Tﬁ(j:j') =73 (=)3 eyt jom |aMsp,

mm* jm,j'm’

cnde

= : S ot
Pim, 3 = <Jmleli'm'>

Inversamente poderemos escrever

j'- . . J,.o.
P St Z (*)j m<3'm',j-m|JM>T (3.3")
Jm,j'm M M

Como p = p+ temos

J

T (s sy =3 .,
Ty (3,307 = (13373 e (5,3)

Os tensores estatisticos parciais tem também proprieda-
des analogas &s deduzidas anteriormente para os tensores estatis
ticos.

Vimos que os tensores estatisticos podem ser facilmente
determinados através da distribuigdo angular no caso do decaimen
to de uma particula em duas outras de spin zero. Entretanto, nesg
te caso, os tensores estatisticos parciais nio podem ser determi
nados individualmente.

As formulas correspondentes s3o:



LICHSEE R S TN 0

P DTS v

J PTEYR SR
<gM> = Z_ Fjj.(J)TM(J:J')

onde Fjj' & uma fungdo conhecida.
Portanto do calcule do momento pode-se determinar somente
a soma dos tensores estatisticos parciais e n3o seus valores indi-

viduais.

1.3 - Formalismo do Espalhamento

Consideremos uma reagao entre as particulas a e b em que
o estado final & composto pelo sistema de particulas cde...., is-

-

to e,
ab + Cde L B )

Na mecdnica quiantica o comportamento dindmico de um sistema & de-
terminado quande se conhece o operador Hamiltoneano (hermitiano) H

do sistema. A equagao de Schrddinger

2_

T

P (t)> = H|o(£)>

onde [y(t)> & o vetor de estado do sistema, descreveria o desenvol-
vimento temporal do sistema.
Restringiremos ao estudo de interagOes fortes, e para es-
tas nao se conhece H. |
Nas interagoes eletromagnéticas e fracas se conhece H e a
través do calculo das perturbagdes procura-se obter solugdes da e-

quagao de Schrddinger. Nas interagdes fortes, entretanto, o cdlcu-



- 34 -

lo das perturbagCes torna-se sem sentido uma vez que a constante
de acoplamento & grande. "

No estudo de interagdes fortes trabalha-se com outro mé
todo que, em vez de procurar o mecaniso detalhado da interagio,

observa o resultado do espalhamento. Utiliza-se o formalismo da

matriz S. Como a interagao forte & uma interag@o de pequeno al-
cance, as duas partiéulas iniciais a e b podem ser consideradas
num instante bem anterior (t = -») 3 interacac como niao afetadas
pela interagac e podem ser descritas por estados livres (isto &,
por ondas planas). Do mesmo modo, as particulas finais ¢, d,e....
podem ser consideradas num instante bem posterior (t = +») & inte
ragao como particulas livres e descritas por ondas planas.

O operador § de espalhamento (matriz S em uma determina

da representagac) leva o vetor estado inicial |i> ao vetor esta
do |i'> apds a interagao. Seja, por exemplo, o vetor estado |i>
descrito na base dos momentos das 2 particulas livres a e b .por:
li> = Iﬁala>lﬁbxb> onde p & o momento e A a helicidade. Quan
do no estado final, determinadas grandezas (por exemplo momento 5
e helicidade 1)) foram medidas para as particulas finais c,d, e....
formando assim um vetor |f>, cbtemos a amplitude de transigao d¢ esta-

do inicial |i> ao estado final |f> por

1 _ - =>- =3
Sp; = <f|i'> = <f8|i> = PArPgrg-e--

Slﬁaxaﬁb)‘b>

As quantidades Sei sao os elementos da matriz S.
A probabilidade de transicao W,,¢ Que o sistema faga u-

ma transigao de um estado [f> para o estado |f> & dada por

_ 2
Wiag = [Sgy ]
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Como a probabilidade que de um determinado estado inicial [i> se
obtenha algum estado final posgivel deve ser igual a 1, temos:

Jw,e=1 i.e, Il<g]s|i>|® = ] <i|stje><Els|t> = <i|sTs]i> =1
£ £ £

Disto resulta que a matriz § & unitaria, i.e,

sst = s's = 1

(para um dedugao rigorosa, consulte livros sobre fisica de particu
las elenmentares),
No espalhamento se usa na pratica o gperador T de transigao {ma-

triz T em uma determinada representagdo) como:

S =1L+ iT (i = v-1I)

O operador T & usado no cidlculo da segdc de choque da interagao
Somente no casc 4o espalhamento elfistico na diregao para frente &
que a matriz unit8@ria 1 na relagdoc acima tem sentido; em qualquer
outro caso pode-se usar S = iT. De fato, somente quando [f> =-|i>
teremos <f|i> # 0 pois nos outros casos se tem <f|i> = 0.

0 significado da passagem da matriz S & matriz T & que,
deste modo se subtrai a parte da onda incidente que nao foi espa-
lhada.

A propriedade do operador S ser unitdrio implica para o o

perador T a relagao

+
T-T =i7TT

Nos processos de espalhamento h&@ sempre conservagao de e-

nergia e momento e portanto podemos escrever

- - - -> -
<pclcpdld...|5]palapblb> = §3 ( f)6(E fl<p A pd q |S|palapb b>
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onde ﬁi'Ei e ﬁf,Ef sao o momento e a energia dos estados ini- -
cial e final, respectivamente. Analogamente o oparador T satizfaz
uma relagac semelhante.

A secao de choque & proporcional a

2 dBP d3p
3,z _2 - c d
§7(p;"Pg) S (B -Eg) —§ B,

-+ - - -+
IJ...I |<pclcpdld...lei|paAapbAb>| - P

Exemplo 1:

Seja o espalhamento de 2 particulas de spin zero caracte

rizado por um canal, i.e.,

ab + ab (por exemplo atn? > 1n0)

Para um spin total J temos

J

<IM|S|T'M'> = 8y i8S

sendo sst = ]S]2 = 1L obtemos

onde GJ & um nimero ~real conhecido como variacdo de fase (phase

shift)

J
Como ™ =5 -1

i
teremos:

2i8 .
TJ % e J-1 ZelaJ cons. = 2sen6J _ 2
i J cosGJ-isenGJ cothJ—i

Portanto a segao de choque o é proporcional a

2ié
|TJ]2 =le 9J- ll2 =4 sensz
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Exenplo 2:

Seja o espalhamento de 2 particulas de Qpin zero caracte

rizado por 2 canais, i.e.,

ab + ab cd + ab

+~cd | + cd

ab e cd correspondem aos canais A e B respectivamente;

por exemplo:
KK + KK (8, = <a|s{a>) |nw~RK (8,; = <A|s|B>)}
KK > nm (8, = <B|S|A>) Inm+nw (8,, = <B|8|[B>)
A matris S

5 S

11l 12

S

891 22"

devido 3 invari@incia na inversiao do tempo & tal gque

812 = 593

e sendo SS+ = S+S = 1, podemos escrever

-

2i(al+iB) =

- i(al+a
e iV l-e e

2

(e ta) 2i (0. +iB) -
\i l-e e 172 e 2 J

onde o +if e a2+iB sdo "phase shifts" complexas com a mesma
parte imaginaria.
A matriz T (dimens3o 2x2) pode ser determinada através

da matriz S.
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Simetrias e Regras de Selecao

Recordemos dois resultados importantes da mecinica quan-
tica
a) Quando uma observavel B (correspondendo ao operador hermitis
ano B). que ndo tenha dependéncia explicita do tempo, comuta com a Ha-

miltoneana H, i.e.,

[H,B] =0

entdo o valor médio desta observavel <y|B|y> onde |¢> & o vetor
estado, & constante no tempo. Diz-se que a observavel & uma cons-
tante de movimento e isto significa uma lei de conservagido. Analo
gamente, num processo de espalhamento descrito pelo operador S té
mos que se [B,§] = 0 entdo <y |B|y> & constante no tempo.

b) A uma transformagdo fisica corresponde no espagoc de Hilbert um
operador ufittdrio ou antiunitdrio. No caso em que o problema fisi
co & invariante em relagdo a esta transformagao o operador corres
pondenté comita com o operador hamiltoniano do sistema. Num processo

de espalhamento invariante em relagdo a esta transformagdo temos:

s = usu® para operadores unitarios U e
st = asa* para operadores antiunitarios A,
onde 8 & o operador § de espalhamento.

Combinando os dois resultados acima, temos que se U cor=
responder a uma observavel B, ou for uma fun¢ao desta observavel
U= £(B) tal que [H,U] = 0 implique [H,B] = 0 entdo o valor mé
dio <y |B|y> @& uma constante de movimenﬁo. # importante salientar

que a um operador antiunitario nao se pode fazer corresponder uma

observavel.
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Quando o sistema fisico & invariante em relacao a uma
transformagdo, isto &, a transformacdo aplicada ao sistema deixa
as propriedades flsicas do sistema inalteradas, dizemos que a
transformagao & uma simetria em relagdc ao sistema. Uma simetria
representada por um operador antiunitario é a reverszo do tempo;
as outras transformagdes de simetria usadas sao representadas.per
operadores unitdrios.

Toda simetria, gque esta relacionada a uma observavel,

corresponde a uma grandeza conservada (teorema de Noether),

Estudaremos agora invaridncia em relagao a um grupo con
tinuo de transformagdes. Definimos um grupo continuo como o gru-
po cujos elementos g(al,az...an) variam continuamente com parame
tros reais a,...a . Quando os g(al...an) sao diferencilveis em

relagao aocs parametros, o grupo continuoc & chamado grupo de Lie.

Os parametros o, sao definidos tais gue quando a, =

= g vee0 = 0 temos o elemento identidade, isto e g(0,0,0,...)=I.

2=
Para um elemento do grupo infinitesimalmente prdximo da identida

de podemos escrever

Incluimos o fator i = /-1 no desenvolvimentc em série de Taylor
para que quando os elementos do grupo g forem representados por
operadores unitarios, os operadores representando as quantidades
Ly gejam hermitianos (i.e., se gg+ = g+g = 1 entao L = L;).

08 LjsLpyeeeesb sao chamados geradores do grupo e qualguer ele-
mento do grupo pode ser expresso em fungao destes geradores. Uma
propriedade importante & que gqualquer elemento do grupo pode ser.
expresso como o produto de elementos que estdo infinitesimalmen-

te proximo da identidade. Por exemplo, o grupo das rotagdes
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R{a,B,y) € um grupc de Lie de 3 parametros, onde R{a,8,y) =

-—iaJX -igdJd,,. _iYJZ
= e e ¥ e é um operador unitaric e os 3 geradores

Jyr Tyur J s30 hermitianos. Do fato gue o produto de qualguer 2

X' "y Vg
elementos do grupo & um elemento do grupo, resulta a seguinte re

lagdoc de comutagac para os geradores.

I-_—I'l-:"l'n:I =-r§::| c]r:an

onde cEn 830 constantes conhecidas como constantes de estrutura
do grupo.

No grupo das rotagSes temos [Jy,Jy] = 1J, e as rela-
¢oes ciclicas semelhantes. Através de combinagbes entre os gera-
dores, pode-se construir_outros operadores Ci que comutem com to

dos os geradores, i.e., [?i'Léj = 0. Estes operadores, C,,C,....

C. sao chamados operadores de Casimir. No grupo das rotag¢des o

operador J2 = J2+J24J2

g+Iy+dy € um operador de Casimir.

As mesmas propriedades valem para representacées do gru
po de Lie. Restringimo-nos a representacées unitarias pois, como
foi dito, estas tem geradores hermitianos. Quando o problema fisi
co & invariante em relacao a este grupo, 0s geradores, gue nos ca
sos conhecidos representam observaveis, s3o constantes de movimen
to.

Nas representagdes unitdrias, os operadores de - Casimir
Ci juntamente com geradores Lk que comutan, formam um conjunto de
observaveis que podem ser simultaneamente medidas, isto &, dao o
rigem aos autovetores |ci£k> gque geram o espago da representa-
gao.

Lema de Schur. Quando um operador comuta com todas os e

lementos do grupo (ou © gue & o mesmo, com todos os geradores) ,
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entao ele & um miltipled do operador identidade. Pelo lema de Schur
concluimos que os operadores de Casimir sac miltiplos do operador

identidade (i.e., C, = ciID.

i
Todo vetor |a> do espago da representagao que & ligado
ao operador de Casimir Ci € um autovetor do operador de Casimir e
tem autovalor c,, i.e., Ci]a> = ci|a>. O autovalor dos operado-
res de Casinmir caraéteriza portantoc a representagéo. Por exemplo,
no grupo das rotagdes o autovalor relative éo operador J2 e j(j+l).
No caso em que o problema fisico & invariante em relagac
a um grupc de transformagoes (grupc de simetrias), isto &, todos
0s elementos (e em particular todos os geradores deste grupo} co-
mutam com © operador S, ([S,p;] = 0), concluimos, pelo lema de

Schur que o operador S & um miltiplo do operador identidade. Por-

tanto os elementos da matriz S sdo dados por

(c)

<c''|s{ce> = <c'2'|et> 8 = (c)

SactOggr®
onde cC = (cl'CZ""'cp) consiste dos autovalores dos operadores
de Casinir Cl.Cz,...,cp e tambem £ = (21,22,...,Lk) consiste dos
autovalores dos geradores Ll' Lz,...Lk,cym,ammnuguaque juntamen
te com os operadores de Casimir correspondem a observaveis possi

{c)

veis de serem medidas simultaneamente, e S € um nimerc depen-

dendo somente de c.

Em particular, para o grupo das rotagoes temos

LS}

<3'm'|slim> = 8,

.mm's

Quando os estados inicial e final s3ao caracterizados adicional=-
mente por um conjunto de autovalores T = {7 12"'Tj} de observa
veis extras (que nac tem nada a haver com o grupo das transforma

¢oes consideradas) teremos
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(e)

<e''1'|S|ctt> = §oetSgprSqin

Simetrias Especiais

a) Paridade (operador unitario P)
- -+
Sejam p e ¢ o8 operadores momento e coordenadas espa

ciais respectivamente.

Aplicando © operador paridade P temos
-+ -
Pg = - gP
PP = - PP
- A - . , L~ >
Como o momento angular e dado por J = g X p, isto ﬁqﬂica"[%,é1= 0.

Como o operador rotagao R & uma fungdo de J, 4isto é:
-iaJ_  =iBJ_ -iyJ
R{d,B,Y) = e Ze Y e z
temos

P,87] =0

b) Reversao do tempo (operador antiunitario T)

Temos
TP = - pT
Cr.g] =0
73 = 37

Porque 7 & um operador antiunitario entdo vale

C7,R] =0

Além dissé T comuta com o operador paridade

Cr,p7] =0
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e) Conjugacioc de carga (operador unitario ¢ }

Sejam Q, B, L, Y operadores de carga; numerc baridnico,

nimero leptdnico e hipercarga respectivamente:

Temos

cQ = - QC
B = - BC
(L = - LC
oY = - Y¢

Para um sistema ser autoestado de ¢ deve ter Q = B = L
=Y = 0. (Por exemplo, a particula 7’ & autoestado de ¢, i.e.,

¢|ln®> = |7°> ). Para o vetor de estado |y> de um fSton temos
C|Y> = "|Y> '
e para o sistema de n f&tons temos
n
Clny> = (=) 7[ny> .
Para o sistema constituido por uma particula p e sua antiparticu-

ila ;, num estado com momento angular orbiltal 2 e spin & temos

- L4s, —
Clpp> = (=) 7% |pp>

d} Paridade-G (operador unitario @)

Definimos o operador paridade G por
G =C exp ( -iwI2 )

onde i = v¥V=1 e 12 & a segunda conponente do operador isospin f.

A combinagao da operagao conjugagdo de carga C com a rota

¢ao de um angulo T em torno do segundo eixo do espago de’ .isospin,
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0
aplicada aos pions 1* faz que os estados dos pions sejam autofun-

¢oes da operagdo combinada, com autovalores -1, 1i.e.,
0
Glﬂi> = - 'ﬂi>

Para o sistema de n pions temos

Glnﬂ> = (—lnlnﬂ>

Para o sistema constituido por uma particula p e sua antiparticu
la p, de isospin I, num estado de momento angular orbital 2 e

spin s temos

f4s+1

Glpp> = ()7 pps
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2. FORMALISMO DE HELICIDADE

2.1 - Transformacao de Poincare

Uma teoria relativistica & invariante em relagac &s trang

formagdes de Poincaré (também conhecidas como transformagoes de

Lorentz nao-homogéneas). Estas transformagOes podem ser : escritas
como

x'¥ = A”vxv + a*

e devem ser caracterizadas pela invaridncia do intervalo entre 2
pontos (deixam invariante formas do .tipo (xu tl)rXﬁ(Z)) =" (1)»x"(2)) O indice
repetido na posig¢do superior e inferior significa soma em relagao
a este Indice. 0s x¥ com p = 0, 1, 2, 3 s3c as componentes contra-
variantes de um .‘quadrivetor. Por exemplo, as componentes contrava

riantes do quadrivetor espago-tempo sao dadas por

e Y
x : t

x! = . = >
Y X
2}

.

Usamos unidades em que a velocidade da luz é ¢ = 1. As componentes
covariantes x, com yu = 0, 1, 2, 3 estao relacionadas as compo-

nentes contravariantes x¥ através do tensor métrico guv tal que

P-l 0 0 0 1

v 0 -1 0 0

X)) T g,,x com g, = 5 o - 0
0 0 0 -1 J

As componentes covariantes do guadrivetor espago-tempo sao dadas

por



x, = (t,%,=y,-2) = (t,~%)
e xuxu é dada por
H_ vou o _ 2 22
xux -—guvx X t X

que corresponde & equagaoc de um hiperboloide no espago de  Min-.

kowski.
i

Os a sao componentes de um quadrivetor constante que
caracteriza as translagaes no espago—tenpo. Quando se tem a0 =
= al = a2 = a3 = 0 diz-se que a transformacao de Lorentz & homo-
génea.

Os Avu s3o os elementos de uma matriz (real) 4 x 4 Que
satisfaz

guv = Aou Jox Alv

Esta relagac estabelece o requisito necessario para que as trans-

formagcées homogéneas preservem o invariante xuxu. De fato

PU 1V =Au_0v':\ = xM
x'""x guv o A 1 ¥ guu xu

e significa due guv = ﬂaugoxﬁkv .

Desta relacao conclui-se que
detA === 1

As rotagdes no espago de Minkowski satisfazem 4 condigdo detA=+1.
Por outro lado, a reflexac das coordenadas espaciais (operador pa

ridade P} ou da coordenada temporal (operador reversao do tempo T)

4

1 0 0 0
0 -1 0 0
P -
0 0 -1 0
o 0o o -1,
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( ]
-1 0 0 0
0 1 0 0
7 = \
e 0 0 1 0|
0. 0 0 1
\ )

ou seja

satisfazem 3 condigdo detA = -1.

Estas transformacdes P e T ndo podem ser obtidas por uma
soma de rotacﬁes infinetesimais.

Consideremos primeiro somente as rotag¢des no espaco de

Minkowski (conhecidas como transformagdes de Lorentz proprias).

Existem 6 tipos de rotaq&es, a saber: as rotacdoes nos planos (1,2),

(2,3) e (3,1) do espago (chamadas rotagdes espa¢iais) e as rota-

¢oes nos planos {(0,1), (0;2) e (0,3) do espago tempo (chamadas trans

formagoes de "boost" ou simplesmente transformacdes de Lorentz).

Por exemplo; a transformacao de Lorentz ac longo do eixo x3(1.e.

eixo Zz) 8 dada por:

L
1 g

com
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£ ficil ver que esta & uma -transformagao na qual a origem do sistemade
coordenadas espaciais (xl,xz,x3) se move com uma velocidade cons-
tante -B ao longo do eixc z. . Dizemos que o sistema de coordena-
das recebeu um "bocst" de velocidade -8 .

As rotagoes podem ser obtidas por composigao de  rota-
¢oes infinitesimais. Portanto concluimos que existem 6 geradores
para os 6 tipos de rotagdes acima referidos. Temos os 3 operado-

res 3 do momento angular para as rotagoes espaciais.
J=(a,,3,,3) =M., M., M)
T oWxt Yy Y20 7 MT23f T3l 12t !
e os 3 operadores 4 para as transformagoes de "boost™

-
K = (K, Ky' Kz) = (M Mygr M )

01’ 70 03

Estes 6 geradores sao as componentes do operador guadritensorial

antisimétrico

M, = My,

Além destes 6 geradores das rotagoes no espago de Minkowski, exis

tem ainda os 4 geradores P, com u = 0, 1, 2, 3 das  translagoes.

Estes 4 geradores Pu saoc as gquatro componentes do operador qua-

drivetorial energia-momento.

Estas rotagdes e translagdes podem ser escritas em fun-
¢do de seus geradores como: exp(-i a“Pu] para a translagao carac-
terizada pelo quadri-vetor au,
exp(—ie(3~ﬁ)) para a rotagao de um angulo § em torno do eixo 4,
exp(-iz (B.¥)) para a transformagdo de Lorentz ao longo da dire-

~ -
gao v .

Por exemplo, a rotagdo de um angulo 8 em torno do eixo z
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0 0 )

1
0 cosf -senbd
Rz(e) =
0
0

0
0
senf cosb 0
b

0 0 1}

[0]]

dada por exp(-iBle

A transformagio de Lorentz ac longo do eixo 2z

coshé 0 0 senhf )
0 1 0 0
L (E) =
0 0 1 0
| senhE O 0 coshi .

(]

dada por exp(-iEKz)

2)-1/2

Como coshf = v = (1-B e senhf = YB temos tanhf = B,

O parametro £ da transformagao & conhecido por rapidez ("rapidity").

Exercicio 2.1

R -
a) Determine as componentes JnyJz e KxKsz dos geradores J e

K das rotagdes no espago de Minkowski.

b} Determine os geradores P,P,P, P, das translagbes no espago Min

kowski.

As relagdes de comutagao para estes 10 geradores sao:

Lryrm ] ==t e
Lageke ] =3 eg 0Ky
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Cepp, = Cppeds ] =0 wv =0,1,2,3
3oL = 1,3,3

]

[}
H
-

EPg'Kj:I 3

[Pj,xkj = -1 84P,

onde i = /-1 e €3k sao as componentes de um tensor antisimétri

co em relagdo a todos os pares de Indices tal que:

1 se (jy++-3,) €& uma permutagdc par de (1l,...,n)

gjdf...jn=v -1 se (jl...jn) e uma permutagac Impar de (1,.l..,n)

0 se existem 2# m tais que ig = Ip

L

ij

ij

1l gquando j =k

0 quando Jj # k

Considerando também os operadores de paridade P e reversio no tem

re T temos

I, = = J,T PJ, =J.P
j 3 j ;|
TK., = K.T PK, = ~K.P
J J J ]
TP, = P,T PP, = PP
TP, = -P.T PP, = -p.P
3 J j 3

onde j =1,2,3

Exercicio 2.2

Prove que

u H
A v a

0000 1
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& uma representagdo (no espago a 5 dimensdes) das transformagOes de

Poincareée. R

Exercicio 2.3

Com a ajuda da representagdo no espago a 5 dimensoes, demonstre -as.

relagGes de comutagio para K, 3,.Pu.

Representacdes do Grupo de Poincaré

As transformagdes de Poincaré formam um grupo denominado
Grupo de Poincaré. Na Mecanica Quintica, para fazermos transforma-
¢des equivalentes is transformagSes de Poincaré, precisamos de re-
presentagdes unitarias do grupo de Poincaré (os geradores J, K, PlJ
sdo, portanto, operadores hermitianos).

0 grupo de Poincaré tem 2 operadores de Casimir que comutam
com todos os geradores, com o operador paridade P e com © reversao
no tempo 7. Como os operadores de Casimir sao operadores escalares
gque comutam com o operador guadritensorial th e o operador quadri
vetorial Pu' para obt&-los, construimos operadores escalares€pela com
binagao dos operadores NLU e Ph e investigamos seus autovalores que
caracterizam diferentes representagoes do grupo de Poincaré.

Podemos formar dois operadores de Casimir:

A=ppPp = P02 - P12 - P22 - P 2 _ M2 (operador massa)

u g _ 1_€ouvh

Muﬁpk

O significado de B & facil de se observar no sistema em que Pu =

(PO,O,O,O), isto €, no sistema centro de massa. Neste sistema temos:
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1 | .
o . e portanto B = M%3°.

Como vemos, B significa, essencialmente, o spin do sistema.
Para gerar o'espaqo de Hilbert da representagao, &€ necessa-
rio se ter um conjunto completc de operadores que comutem (cbserva-

veis). Podemos escolher o seguinte conjunto:

A, B, Pu . EO

onde GO g o mo normalizado,isto &,

0 _ 1 _Ouvi _ -
W =3¢ M Py JxPx+JyPy+Jsz (F.3)
e .
2L = (F.Bw1B
-0

w representa o operador helicidade.

Um autovetor deste conjunto de operadores & representado

por

CM,87] pYu>

onde M e S séo os autovalores massa e spin dos operadores de Casi-
mir A e B respectivamente; p“ & o quadrivetor momento-energia e u
a helicidade.

Abreviadamente este autovetor pode ser escrito por |§u>'og
de se deixou de escrever os autovalores massa, spin e energia.

No sistema centro de massa temos P11 .= (M,0,0,0) e o autova
lor y do operador Eo torna-se a componente m do spin; entao
|§u> - [0u> = |000m>. Os vetores |pu> sao ortogonais e geram o

eépago de Hilbert. Eles sao normalizados tais que
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B> = BB

onde p0 ='(MZ+§2]1/2 & a energia.

Prova-se que ao se fazer uma transfbrmagéo de "boost™
exp(-if(k.v)) no autovetor |0p>, se obtém um autovetor do operador
energia-momento, mas, em geral, este vetor nao & um autovetor do =]
perador helicidade. Entretanto ao se fazer, no autovetor [Ou>, uma
transformacao de "boost" Lz(EI ac longo do eixc z considerado como
0 eixo de quantizagao do spin (i.e., a componente do spin ao longo
deste eixo & y) e em seguida uma rotagao R{¢60}, obtém-se um vetor

-iEK
R($60) e 2lop> .

Este vetor nao & apenas autovetor do operador energia-momento como
também & autovetor do operador helicidade, cujo autovalor p & man-

tido; portanto este vetor pode ser escrito
|Pu> = R(p60) L_(£) |0n>

com |P| =M senhf onde M & a massa.

Rotacao de Wigner

Investigaremos agora comoe © vetor estado |§u> se transforma
quando nele se aplica uma transformagao de Lorentz homogénea arbi-

traria A
AlBu> = ARL_]Op>

Como as transformagoes de Lorentz formam um grupo, o resultadc da
aplicagao do produto de transformagoes A R L, pode também ser obti
do por uma transformag¢ao de Lorentz aplicada no sistema em repouso

(sistema centro de massa). Entretanto, em geral, nao & possivel
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substituir o produto A R Lz por um produto R fz composto apenas de

uma rotag3c R e de um "boost" Ez. Geralmente, o :sistema em repouso

deve primeirc sofrer uma rotagao espacial R chamada rotacdd de Wigner.

A(RLZJ = (RLZ)R
isto &

_ -1
R = (Riz) ﬂ(RLz) .

Entao _
Alpu> = ARLz|0u> =.RLZR|0n> ;
e como
rlow> =§ D%, (=) lour> ,
TRt Rl
temos

Mpu> = I of, &) lpar>
ul

onde p' = Ap.

Os angulos de rotagao de R nao sao fiAceis de calcular. Consideremos

© caso particular em que A & uma transformagdo de Lorentz ao

do eixo z, isto e

bOth 0
o 1
A(y) =
0 0
-?enhx 0

Neste caso P' e P estido num mesmo pland que contém o eixo z,

0
0
1l
0

senhy
0
0

coshXJ

com coshy

por simplicidade tomaremos como © plano xz. Entdo:

-

Rt¢=0,e)ﬂztcl¥

0
0
1l
0

0
senb

0

v

coseJ

cogho
0
0

Lsenhq

(= =~ B ]

senhy

longo

BY

que

senhg

cosho |
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onde E = mcosho e |§[ = m senhg .
Analogamente N

1 0 0 0 } ([coshs' 0 0 senho’)
_ - 0 cos8' 0 send' 0 1 0 0
R(¢'=0,8')Lz(0') = :

0 0 1 0 0 0 1 0

0 -send' 0 cos6'j {senho' 0 0 cosho']
onde E' = m cosho’ e |§'| = m senho' .

—-> - e . - R . R
Como p' e p estao no plano x2, a rotagao de Wigner, aplicada no sig
tema em repouso, devera ser uma rotagdo de um angulo w em torno d&o

eixo y, tal que

(1 0 0 0 )
0 cosw O senw cmle—]
R(0,w,0) = : = Lz R (0;9',Ojn(x)RCO,e,O)Lz(U)
0 0 1l 0
.0 -senw 0 COSw |
Portanto:
coshy = coshocosho' - senhosenho'cosw
cosho = coshycoshc' - senhysenho'cosd'
cosho' = coshocoshy =~ senhosenhycos(n-86)
senhy _ genho' — senhg
senw sen(m-90} send’

que implica

cosw = coshocosho'-coshy _ EE{-mz;coshx
senhcsenho' |§||§'|

Para se entender mais facilmente a rotagao de Wigner consideraremos
o ponto de vista passivo para as transformagoes.

g . -
Assim, se |pu> descrever o estado num sistema I, entao A|5u> descre-

vera o mesmo estado num sistema transformado I' no qual o quadrimo-
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mento & p'. Analogamente, a transformagao RL, & a transformagao do
LY

sistema em repouso I, ao sistema I{a direcao de p & a do eixo z, do

sistema ZO)

Inicialmente ¢ sistema em repouso EO é transformado no sis-
tema I, para em seguida ser transformado no sistema ' e finalmente

regressado ao sistema 26. A transformaglc resultante & simplesmente

a rotagao em torno do eixo Y de um angulo w tal gque leve o eixo 2,

0!
tria hiperbdlica temos naturalmente

em z isto &, transforma © sistema ZO em I!. Por causa da geone-

0

w+ 8' #06

2.2 - Estados de Helicidade Para Uma e Duas Particulas e a Relacaoc

Entre Eles

Definimos o estado de helicidade para uma particula de mas-

sa m suposta diferente de zero e spin s como
[BA> = |#6pA> = R($80)L_(v) [000X>

— - -
onde ¢ e 6 sac os angulos polares de p com 0D < <me-m<$<T.
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Para ¢ = 8 e 6 =0 ou 9§ = 7 definimos

|00pA> =_Lz(v)|0001> '

|ompA> = |00-pA> = L_z|00041> .
Como

R(mn0} |000A> = ;1 D3,y (770} |000A">
e

pS,, (1m0} = ™+ &, (m = N R JRPEN
temos

R(110) [000%> = e (e1™157* |000-1> = €*"%|000-2>

gomg e L_ R{nm0) = R(rw0)L, (veja exercicio 2.4), podemos entao es

crever:

[orpA® = |00=-p)>

L_z|000—kﬁa§l“SL;thnw0)[000h> = e *"SR(7w70) |00pA>
Os vetores |pi> sZo normalizados tais que

<§'1'|§1> z:_gﬁB(ﬁ-B')alA, con £ = Vum2+p2
Com esta normalizagao teremos

. 3
4 2_ IJ g T ] > = d' ; 3 -}_-p L] - = l
; J d pv 8 (M°-p pu)<p A Ipl> § J EEE ed” (p-p") le, 5

£ importante se estudar o efeito da aplicagao, nos estados de he-
licidade, das transformagoes de Poincaré: rotagao, ~ translagao,
transformagao de Lorentz, paridade e reversac do tempo.

Aplicando uma rotagae R{o,B,Y) em |§A> teremos:
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{l

R(aBY) |BA> = R(aBY)R(¢60)L_{0002> =

Bl

R(a'B'Y')Lz[000l> = R(a'B'O)kzty')Lz|0001>
Como L R = R L_ (veja exercicio 2.4} temos;
Z Z z Z

R(aBY) |[BA> = R(a'8'0)L_R_(y') |000X> = R(a'8'0) e‘i*Y'Lz|ooox>

e portanto
- [
R(aBY) [BA> =. e 1AY" B,
> - - -+ >
onde p' tem dngulos polares o' e B' e mddulo [p'| = |p| .

A lei de transformagao para [§1> diante de uma translagao

exp(-iauPu) € muito simples pois |pA> & autovetor dos geradores

P, das translagGes. Assim, diante de uma trﬁnslagao, os vetores

-ia'p
|pA> adquirem somente um fator de fase e P isto &

-iatp: -iaup

e Y1pa> = e Hipas .

Para a aplicagao da transformacdo de Lorentz A en |BA> vimos que

A|§A> =3 Di,l(ﬂ}lﬁ'l'> com p' = Ap
1.

e R & a rotagao de Wigner.
Consideremos agora a transformagao de |§A> diante de uma

reflexac das coordenadas espaciais (operagao paridade P)

P|BA> = PR($80)L_|000%> .

Relembrando as regras de cemutagao PR = RP e PK = -KkP , em paxr
ticular PL, = L__P, sendo P}000XA> = 1[0002>, onde n & a parida

de intrinseca, temos

n e 178R(400)R(nT0) [00P-A> .

fi

PIPA> = nR($60)L__[0003>
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De

5

R($060)R(wn0} = R{m+d,m=-6,0) (vide exercicio 2.4)

entao resulta
; -i-n-s -
PIpr> =n e |-p=2> .

Consideremos agora a transformagdo y reflexao das coordena-
das espaciais pelo plano xz, isto &, trata-se de uma trans forma-

em que somente a coordenada y &€ refletida
Y = R(Om0)P = PR{OTO)
7|000A> = R(Om0)P|000A> = PR(OWO} [0002A>

Ccomo

R(0T0) |000A> = ;. a5,, (m)|000x"> = (- 15"} j000-2>
temos

¥[0003> = ri(- )5 |oooéx>
Como YL, = L Y podemos escrever

Y [o0pXr>

YL, [0003> = L, Y| 000A> =

n(-15721_[000-2> = n (=157 % 00p-2>
e portanto

PR(OTOIR($,6,0)|00pA> = PR(~¢,0,0)R(OW0}|00PA> =

i

7|BA>

it

R(-,8,0) 7] 00pA> =n (= 1572 -2>
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onde Er € o momento refletido pelo plano xz.
Trataremos agora do comportamento de |§A> diante.de uma transforma
gao T de inversaoc do tempo.

O efeito ao se aplicar T no estado |0001> €, a menos de um

fator de fase, o meémo que o da rotagao R(0,7,0), portanto

T|000A> = a R(Om0} |0003> = a(-)5 2 |000-1>
A aplicagao de T em |[00pA> sexi
Tl00pA> = TLZ|OOOA>

e como 7L = 1L__ T porque TKj =K eT € antiunitdria temos

T|00pA> = L_,7|000> = a L__ R(070) [000%> = a R(0W0)L_|000A> =
= a R(0m0) |00pA> .
Cons equentemente:

T|BA>=TR($60) |00pA > = R($60) T |00pA>=a R(¢80)R(0T0) [00pA>=a e 1™ |-Di>=
= a (-)_ll-ﬁlb
porgue
R{$80)R(070) = R(m+¢,n-8,m)

TJj = -JjT con T antiunitaria.

0 fator a & irrelevante por causa da propriedade antiunitfria de 7.

Portante, fixaremos a = 1.

Exercicio 2.4

Prove que
R($,0,0) R(wm0) = R(m+¢,m-6,0) -~ LR, (M = R (m L,

R(¢60) R(OW0) = R(m+¢,m-0,m) YL, =L 7Y
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Em vez de se usar a base IBA> para gerar o espago de Hilbert, pode-

mos usar uma outra base, denominada‘base'momentO'bngular constitu-~

ida pelo conjunto dos autovetores | jmpr> comuns aos operadores J2 '

Jz' 32, EO e aos 2 operadores de Casimir. Pode-se mostrar que

=T

E"."'I'._

| jmpr> = 2& J -dcos8dé D;§(¢60)|¢8pk>

e portanto

|¢opr> = § V —%EI DjA(¢80)|jmp1>
tm T m
(veérifique por substituigio)

A normalizagaoc & tal que

<3'm'p'A' [Jmph> = =5 S(R'-PY & 8nundy ey
p ' '

(verifique por substituigio)

Aplicando a transformagao paridade emn |jmpAr> teremos

an

p|impr> = V 2221 J acos0dd D, (600)R($60)R™ (070} 7 |00pA>

Colocando R(¢60)R_1(0w0) = R'(¢",0",a) temos

* * '. . *" . j—-A *5 ] v -
D 3(6,0,0) =] D J(s7,0%,a) p-J(ow0) = (~)77" b J (e',8%,0) =

n
= (137 R 5T (40,0000
Como
¥|oopr> = nt-)s"‘IBOp—p
temos

plmpr> = VL 537 (437 J doosf'ds’ e D 3, (47567, 0)R' ($',6",8) |00p-2>
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pois

R'(6°0%a) [00p-2) = eX%R1(47,61,0) [00p-A)
Portanto

Pljmpr> = n(-)j—sljmp—l>

Aplicando a transformag8o inversdo do tempc em lympA> e conside-

rando que se trata de uma transformagdo antiunitaria, teremos:

N \J 23+1 j :
T|jmpa> = T J dcosfd¢ DI::IA(R)R(-¢80)T|00PA>=

=V _L-?JI J dcos0dd Dfn.)t (R) R($60)R (070 |00pA>

Colocando
R(¢,0,0)R(0TM0) = R'($"',0",0)
temos

j j 1 1 Z ‘* j ) A‘ j 1 r
pd. (6,6,0y = I 0J (s7,0',8) DiJeomo) = =)D (47,00 ,0) =

. m=X
_ oy i-m _+ida#f iat
(-3 HAogd (416t0)
pois -
j ] L A *j 1
D) _,(4,87,0 = (=)D (47,0,0)

Portanto

rl5mpr> = VEEL (o3 J dooso'd ¢ &3 (91, 0%,0) €% (470°0) |00pr>

isto &

T|3mpr> = (= }3 | j-mpA>
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As vezes @ conveniente se usar uma outra base, denominada — base

momento angular orbital — constituida peles autovetores |jmp£>og

de % significa o nimero gquintico momento orbital.

Pode-se provar gque

. 2£+1 1/2 s .
| jmpl> = ; CEEIT ( <20,8X 32> | jmpr>
e
. 20+1 2
| jmpi> = E (23+1}1/ <%0,8% 32> | jupe>

Os vetores |jmpl> saoc normalizados tais que

<j'm'p'L'|jmpi> = j% 8 (p -];))6:I 3 SmimSera
p

A aplicagdo em |jmpl> da transformagic P resultara:
. _ L
Pljnmh> = n(- ) |[imp2>

Como se pode observar, |jmpf> sac autovetores do operador parida-
de correspondendo aos autovalores n(-l)i .

A transformagdo T aplicada em |jmpl> resultara

T|jmpi> = (- yJ | j-rop2>

Exercicio 2.5

Prove gque

a) Pl3mp> = n(- ) ¥|dmpa> : b) T|jmpe> = (= II®|jompr> .

Sistema de Duas Particalbas

Consideremos un sistema constiuido por duas particulas li-

vres {(l) e (2} de massas w, ew,e de spin s, es respectivamen-

2
te.
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O espago de Hilbert Z de todos os possiveis vetores de es-
tado do sistema & o produto direto dos espacgos’ de Hilbert
H(wlsl) e H(wzsz) dos estados correspondentes ds particulas (1)

e {(2).
H = H(wlsli ® B(w,8,)

Nosso objetivo & decompor o espag¢o produto em uma soma direta de
espagos de representagoes irredutiveis (semelhante ao acoplamento
de dois momentos angulares). Estes espagos podem ser gerados pela

base constituida dos seguintes vetores:
| B A[ws ¢]>

B & o momento total e A & a helicidade total do sistema; W e S
sao 0s autovalores dos operadores de Casimir correspondentes ~ &

massa total (wl+w2_5 W < +w) e ao spin total do sistema; ¢ consis

te dos autovalores dos adicionais operadores de Casimir (veremos
gue sao apenas dois).
Em analogia ao que foi feito para o caso de uma particula,

definimos

¢_ 1 _ouvai.
W= 3 € 'M]J\J A

+ mt2)

(1) (2) ' _ (1)
Mu\) B Mu'\)' nv

onde P11 = pl‘-'l +-p11 e

espago produto.

sao geradores do

Além dos dois operadores escalares

g o
A =PP B = -
u e mwc

relacionados 3 massa total W e ao spin total S do sistema, pode-

mos construir dais outros operadores de Casimir:
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Ll)a P cIVPA (i)p(i)
, _ £- ......... x Pg
172 . 1/2
[c A1) pmy2 _ (1))] f[(P:(ti)Pu.)z - (ww1)y2
(i = 1,2)
Como m(i)c

sdo pseuddvetores, os geradores A, s3o pseudoescalares
e portanto nao comutam com o operador paridade.

No sistema centro de massa (CM) das duas particulas
(E(l) + pcz) = 0,W = Etl) + Etz)) os operadores ll e Az 530 08 O
peradores helicidade das particulas (1) e (2).

De fato, como

cM

P ='{Poooo}
e Etl) + E(Z) € autovalor de PO
resulta que:
1p 0wyl (4
ACM _ 3 Pg & MRy '/ -
i 1/2
[(E(i) & D42 y52 - (@4t 2).)w(i})2:|
.2 $(1) 3 |
E(1)+E(2) IP(i)i

e portanto

+(1) > (1)
Bt

CM

Ay
Para o sistema de 2 particulas pode-se escolher como

observiveis possiveis de serem medidas simultaneamente, as seguin

tes:
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B, 58, _EA,B_,AL,AZ:]_

onde GO =41 EOu\J}\

k]

5 anpl € o operador helicidade do sistema.

Usando a base constituida pelos vetores

n+
5 1 o)

geramos totalmente o espago correspondente ao sistema.
Analogo ao vetor estado de helicidade de uma particula,
podemos escrever para o vetor estado de helicidade do sistema das

duas particulas:

> >
Ip *"E“Sll"z:l" = R(dJBOle’P =0 AEISAIA:;I:'

Relacdo Entre o Estado de Helicidade do Sistema de duas Partioculas e |

os Estados de Helicidade Correspondentes a cada uma das Particulas

Em lugar dos momentos El e 32 das particulas (1) e (2),

- -> -+ . .
pode-se usar o momento P = = + Psy do sistema centro de massa jun
tamente com o momento E de uma das particulas em relagdo ao siste

ma centro de massa:
> > -
(py+P,) > (B,P)
No sistema centro de massa temos:
B> |=BA,> == [B=0,BA 0> = & |B=0,¢0pA >
1 2 1PAyAgy A 199PA A5

onde A & um fator de normalizagcadao e ¢ e 9 sAo os Angulos polares
de E.
0 mddulo do momento p = |§| pode ser substituido pela

massa total W pois
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.2 2,
ET -(wl w2) ][W -(:wf-wz)z:‘
2 )

P 3
aw?

Pondo A /p/W, os vebores }5 = 0,¢6 Wl112>- sao normalizadoes

tais gue

<B' = 0,4"0'W'AIA;|B= 0,90WA 1, >=8(P(~P, 162(0'-2) 8,4, 8,1,
AA1 A2)2

onde df = senddéde e d' = send'de’'d¢

Observemos que o estado Iﬁ = 0,¢6W11A2> pode ser escrito como

R(¢80)(Lz|00011>L_z]000-12>)

Definimos:

|§=0,AE¢SA 11

Prova-se gque este vetor & um autovetar ao ope.rédm: Tomentd -anqulaby ‘hem como

*g
A,l l

(¢80) P=0,40WA_ A.>

J dcosb6d¢ D 1%2

da sua terceira componente} com autovalores S e A respectivamente.

A formula inversa da definigdo acima &
P SRV -5 N 00) |2 = :
|P = 0,08WA;A,> = ezm e DA'Al_Az(chO) |P O'“Eqs"l"zj >

(Prove por substituigao)}

Exercicio 2.6

Como deve se modificar esta decomposigao em ondas par-

ciais, caso o centro de massa sofra as seguintes transformagoes :

a) R(¢BO)Lz

b)  R($80)L_,
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A relagao entre |BA E'ISA l]> e os vetores |p111> e

5

|p2X2>' é obtida por

—
|an¢sA x;|> R($80}L, |B= onEvsxlxz_]

, 25+1
T “an

*S
A ll A

n

J dcos0dé D (¢90)R(¢90)Lz|3 = 046WA,A,>

2
e Ccomo

[" P > _r
b ﬁ |P?\1>| pkz >

e
lp = 0,8WA ),

obtemes o resultado

> J 25+
IPAE.TSA A:I = J dcosgtde Dﬂ -y (980) X
1 %2
) p 1 %2 |pIrr> B!
% T (B})D (R ) [BIAT> B2
AT PAgn l A, 2

onde R, e R, sao rotagoes de Wigner.

A normalizagdoc & tal que

g T =
<p'n'Ew's Aixg|§AE¢sx k:l> s4 (pr-P; )63 18y "611"16"2"2

Consideremos agora as propriedades de transformagao dos '-vetores

P = O,AE%SX Aé] diante das reflexdes espaciais e temporais.

Operacao Paridade

+ S-sl-s2 -
P|P=0,AE§'SA ;\] nqyny (=) |P=0,AE~IS—)\1-1£>

sao as paridades intrinsecas das particulas (1) e

onde 1

(2).

1802
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Exerciclio 2.7

Prove gue, para B # 0, aplicando a transformagac paridade P resulta

-g.-8
> _ - L T2 _3_ -\ -
Compare com a formula correspondente para o estado de helicidade de

uma particula

Exercicio 2.8

Prove que, aplicando a transformagao reflexao Y pelo plano xz tem-

sa

S-A »r
ylﬁnﬁfs—_lle = (=) pt-A Eqs:l-xl-xf

S-5.~8
1 "2 e ﬁr

onde n =1 nz(—) & o momento P refletido pelo plano

1
XZ.
Compare com a formula correspondente para © estado de helic¢tidade -

de uma particula.

Operacao Reversao do Tempo

3 _ oy S=Alx -
TlP—O,AEﬂSlllz:\zr = (=) ‘p_.o, AE\ISAJ_JL,;‘;. .

Operacao Permutacao

0 operador A12 troca as duas particulas. Para que esta
operagdo tenha sentido, & necessario que as duas particulas se-
jam idénticas; pelo menos, dentro de uma simetria.

Por exemplo, em SU(2), protons e neutrons sac idénti-

cos. Se as particulas s3o idénticas os possiveis vetores ‘estado
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devem ter propriedade: definida de simetria. De fato, os vetores
estado devem ser simétricos se as particulas idénticas forem bo-

sons e antisimétricos se elas forem fermions.

Exercicio 2.9

Prove que para particulas idénticas (sl = 52) vale:

28

4. .|B=0,00WA 0> = (=) 1|P= OWAL, ), >
12 = r¢e ].. 2 - ) P-—O,TI‘+¢,TI‘- W 2\1 -

Veremos agora o efeito da aplicagd@o de 4,, no estado 13A[§Sk ké}

Como

> -+ ' ‘
‘PAE@SAllz > = R(¢80)LZ|P=OJ‘1E\ISJ\1J&;I>

onde

~3=0AE1’SA x] V 25* Jcosedcbbﬁ . {¢90)| =0,40WA A
1"

-5 D S

m':n(“"'tb ,TI'—B !0)

S = -
L (680) = (=)

e usando o resultado do exercicio anterior temos:

Alz‘_ﬁ!\l}sl 12]> = R(¢80)L Alz’ﬁ-onEisx AZZI> =

s-28 .
= (0 YV g0 J dcos8'ds’ D> (1+6*,m=0",0)
‘ z A;AZ-A]‘

[
|P=0,w+¢',n—9',Wl2A1>'
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Pondo m+¢"' = ¢" e T7m-68' = &" - temos dcosbf'de' = deosi"de" e

portanto ,

SPZS
Alzlﬁnﬁsx A:] 1 EAEwsx A]

Algumas vezes, & mais conveniente se usar uma outra ba-

se de vetores estado tal que os niimeros guanticos da helicidade
Al,kz, sao substituidos pelo momento orbital relativo £ e pelo
spin resultante ¢ das particulas. Esta base denominada — base do

momento angular (ou base LS) & constituida pelos vetores

|§n Ewsa{]>

onde

a+
]
wnd

S§=7+0
A relagado entre estes vetores e os |§AE%SA Aé] sera:

l3=onEwszo:|> = :\ZA 3 /2 1"1'52""2|
x |3=0AE\'SA A]

onde <20,0)1|8A> e <sqX;is,7h,

cl><£0,oklsk> %

|oA> s&o coeficientes de Clebsh- -
Gordon c¢coO6m A = Al—lz.

A normalizagao & tal que

> . _
<PrA Eq's'a'o:HﬂEwsn{' st (p}-P W 8grg8arabaig8oig
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As aplicagdes dos operadores P, T e 4,, resultam:

12

p|§=on WS40 |>

nny (=) * I§=o oA E:szcﬂ >

- M) S-Ajzx_ : _
T|§=0A WSto |> (=) |P-0,-A[%S£%}>

+ T —_ £+U-2sl -
PA|WSRc|> {(~) 'PAE-ISR.{’>

A

12|

Como vemos estes vetores sdo autovetores dos operadores paridade

g ~
{para P=0) e permutacgao.

Autoewstades dos Operadores C e G

Vimos no capitulo anterior que o foton Y e a particula

¢

T' sao autoestados do operador C conjugagao de carga com autova-

lores -1 e +1 respectivamente. Portanto, um sistema constituido

de n fotons e k pions neutros sera autoestado de (, tal que

Clay:km?> = (-.)nlnY,kﬂ°>

Um sistema constituido por uma particula p e sua antiparticula p
tem os nimeros quanticos carga, numero baridnico, nGmero leptdni-
co e hipercarga iguais a zero (Q =B = L =Y = 0) e portanto & um
autoestado de (.

Na Teoria de Campo prova-se que

28

C|p5> = (=} 1 Alzlp};)

Quando o sistema pp & descrito pele estado de helicidade

afoorpn)
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temos
> it 5|=>
g|pAEwsxlx.;]> = (=) |PA W31211:|>

e portanto, este estado sG serid autoestado de ¢ se x2=xi. Para

Az # 11, podemos construir os estados

>
|PAE~ISJ\1)\;|> + |§AE€SA2J\]:I>
s+1

que sdo autoestados de ¢ com autovalores (-)° e (-) respectiva
mente.

Quandc ¢ sistema p; é descrito pelo vetor estado

l PA Eqszcz' >

temos

| 28 |
c|“§n|:wsﬂ.{]> = (=) lglz"ﬁn[wszc]> = (-)£+°|'1?A[W3g,ﬂ>

e portanto & um autovetor de ¢ com autovalor (-)£+0 .

Um sistema particula e antiparticula no esquema SU(2)
tem B = L =Y = 0 e nao necessariamente Q = 0 {por exemplo proton
e antineutren).

Quando este sistema € tal que corresponde a um determi
nado estado de isospin I (por exemplo o sistema proton e antineu-
tron tem |I=1,Iz=l>), entac ele pode ser um autcestado do opera-
dor 6 = CR{(070) = R(0m0)C,onde R & uma rotagao no espago de isos-
pin.

Na Teoria de Campo pfova—se que

251+I

¢lpp,113> = =) " A, lep,TT>
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Portanto

+ S+I ‘
G'pAEqslllz II3> = (=) \PAEGSlzl]]II3>-

que para Al # A, nao & um autoestado de G. Entretanto, podemos cons

truir os estados

e
Pﬁ[sl )\2]:[1 > + PAE312A}]II3>

que sao autcestados de G com autovalores (-}

S+I+1

St (=) respecti

vamente.

Descrevendo o sistema pelo vetor estadeo

|§A E'SMEIHf

temos

GI;AE'IS!.{IIIB> = (=) 9‘+°+IIEAI}S£{|II3> ,

e portanto & um autovetor de G com autovalor (-)2+U+I .

2.3 - Estados de Helicidade para um Sistema de Muitas Particulas

Consideremos um sistema constituido por n (n > 3) par-
ticulas livres (1) (2) ... {(n}) de massas w, e spins ;- 0 espago
de Hilbert H do sistema & o produto direto dos espagos de Hilbert

H(wi,si) individuais das particulas

H = H(w,,8y) ® 2lw,,s,) @ ..... ® Hlw_,s)

e 0s vetores neste espago sao:

> > -
|plll>lpzlz| veves |pnln>
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Como no casc do sistema de duas particulas, queremos decompor o es -
pago produto em uma soma direta de espagos de representagdes irre-

dutiveis., Estes espagos podem ser gerados pela base constituida pe

|§A[§S%}>

g - .
P & o momento do sistema das n particulas (momento do centro de

los vetores

massa); A & a helicidade total do sistema; W e S sdo os autovalo-
res dos operadores de Casimir correspondentes a massa total W e
ao spin S total do sistema: c consiste dos autovalores dos opera-
dores adiciconais de Casimir (existem 4n-6 operadores adicionais de

Casimir).

Para se construir estes operadores de Casimir, existem
varias diferentes possibilidades. A‘méis simples, & a generaliza-
cao do acoplamento de duas particulas; primeiro formamos o siste-
ma de duas particulas, para entdo acoplarmos com uma terceira, for
mando entao um sistema para ser acoplade a uma quarta particula e

assim sucessivamente.
{({12)3)4) .....

Construimos os seguintes geradores

(12) _ {1}, (2) (12) _ (1), (2)
Py TRy Py My Mav Py
| 3 .
3 - (123) (12) . (3) (i)
(123) _ _(12)_ _(3) _ (1) M =M +M = ] M
P P, 4R, i£1 P, uv uv uv 42q Wy
(1...n)_ % (4) (1...n) _ T y(d)
pu =jil MUV Eillm
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1 ouvd (1) (1)

g _ . _

m(i) = 2 uv P)\. 1l = 1,2;3,...,1'1
o _ 1 _ouvd ,(12) _(12)

w12y T2 ¢ Mv  Ba
o _ 1 _owvk ,(123) _(123)

W13 T3 € My By

No acoplamento (12) existem os seguintes operadores de Casimir in-

dependentes
(12) v o] (12) c .. (12) o {12)
Py Py + Ya2¥% ' “i1yPg ' “(2)Pg

-

gue correspondem respectivamente a massa e spin do sistema (12), a
helicidade da particula (1) e 3 da particula (2) no sistema em re
pouso, Analogamente, no acoplamento (12} com a particula (3) temos

(123) _n a (123) ¢ _(123) o, (123)
Py P(123) * ®@23)% ' Wy 2Pg r WaPy

que correspondem a massa e spin do sistema (123), a helicidade do
sistema (12) e a da particuia (3) no sistema em repouso de {123}.
Para um sistema de n particulas existem, portanto, 4n-4

operadores de Casimir incluindo a massa total do sistema

[ (l...n)_u ]

o (L...n)
P, P(1...n) e o spin total [w )

{l...n}) o

A segulr, vamos considerar um sistema de 3 particulas
e veremos a relagdo entre o estado de helicidade do sistema das 3
particulas e os estados de helicidade correspondentes a cada uma
das particulas. Em analogia ao sistema de 2 particulas, definimos;

para o sistema de 3 particulas, o seguinte vetor estado
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It

> — > —
[P—0,¢6W:¢Bwllk2;l3> = |P=0,uW;ww;} 12,A3>

. A
= AR(?J){ EE-ZR(m) ( IOOpll> [00-p)\2>) :l l00—9313>}

onde ¢6 sac os angulos polares de 5 no sistema 12 e ¢8 os de 53 no

1

sistema 123

R(®) = R($80), R(w) = R($80) ;

w e W 530 as massas dos sistemas (12) e (123); Lz é a transforma-
¢ao de Lorentz do sistema (12) ao sistema (123).

/2

Tomando o fator A como A = (ppa/WnB)l resultara a

seguinte normalizagao

+|—||.rrll.|"’—. . = -
<P'0'W'iw'w 1112,13|wa,ww1112,k3>

4 2,—, — 12
= §(P"'-P )8 (w'~0) 6" (w'=w) b8 (w'-w) 6 8 )
Mo ARy A2rg 32

Convém salientar que Al e 12 830 helicidades referentes ao siste-
ma em repouso de (1l2) e AB € a helicidade referente aoc sistema em
repousc de (123).

Definimos:

-
'P = OﬁEiSWSlllz:UABJ> =

A

= \/ 2541 \/22*1‘ f-dﬁdw D*S (fﬁ)D:S)t - {w) |‘§.=0 ,EJ_W;kal)\-z; 3>
4 "™y T2 '

4 b ‘A,u—l3
onde S e s sao os spins totais do sistema (123) e (12); A é a heli
cidade total do sistema (123) e yu = l12 a helicidade do sistema

{(12) no sistema em repousc de (123).

A fdrmula inversa da definigao acima é:
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- —
| P=0 ,wW;ww) ))

1h2ir3”

_ v + \ s+ s —\ n38 = .
5 g;vfzf;I\/ T Dy umay @05 z(w)\ﬁ OAE%Swslllz.ulé]>

Y

(Prove por substituigao)

A normalizagao & tal que

+I ] ] ] 1 L ] 1 . L ] ] .y - =
<P'A E'I S'w's lllz,u l;l |PAEFSWSJ\1?\2.M;|>

- .4 .
= 6 t ¥ s 8 .} ) [\
(P Pu’G‘W W) Sy s!ses'saxixl xéxzau-u 1513

Operacac Paridade

5—31-32-53

> -+
P|P=0n EﬁSwskl)\z;uA:;I > = NiNyN, (-) P=0A Evsws-ll-kz;-u-l?] >

Operacao Reversao do Tempo

— - — — S-A '+—— s -
T|§—0A WSwslllz,ulé]> = (=) 'P—O AE%SWSA112'uAé]>

Base do Momento Angular

Sejam £ e ¢ o momento angular orbital relativo e © spin
resultante das particulas 1 e 2. Semelhantemente, o momento angu-
lar relativo e o spin resultante{do sistema 12 e da particula 3)=erac desig
nados por L e } respectivamente. Em analogia ao gue foi feito para
o caso do sistema de 2 particulas, introduzimos a base momento an-

gular constituida pelos vetores:



’3;\ [{msmz} com B+l Femii.,. T=osd

A relagao entre estes vetores e os anteriores sera

lﬁﬂ EWSWSEULE]' > =
- 284+1,1/2 2L+1 1/2, )
= lzl ; (3e71 (SevT) 81218, 2|0l><£0,0k|sk><su's3 13|ZM>X
172 3

x < LO,IM|sM>{BA WSwslllzulé] >

A normalizagao & tal que

CPTA? Eiuslwlsuglcllezjlgﬁliq‘SwsEGLE_'> =
_shp |
= & (PIJ Pl'l)ﬁ(w'-w)ﬁn,ﬁas,sﬁ ) § § 8

g'sa 'L 0'g L'L 'L

As aplicagOes dos operadores P e I resultam

Pl§=0AE?Sws£cL%]> nln2n3( )L+£| P=0 A[%SwszoLé]

-+ S=Al=>
T|P=OAE%&#S£UL%]> {(-) |P=0,—ﬂ[%SWSEOL%]>

Como vemos, estes vetores sao autovetores do operador
paridade.

A maneira como o estado de helicidade para o sistema de
n particulas foi construido, isto &, pelo acoplamento sucessivo de
particulas (((12)3)4)...., resulta num tratamento diferente para

as particulas (por exemplo, suas helicidades estaoc relacionadas a
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diferentes sistemas de referéncia).

Para sistemas contendo particulas idérticas, é aconse-

lhavel trata-las igualmente, isto &, relaciona-las ao mesmo siste

ma de referéncia. Para isto, precisamos de outro conjunto de ope-

radores de Casimir. Escolhemos o0s seguintes 4n-4 operadores:

(12...n)_
Pu P(12...n)

(l2...n) ©
o “(12...n)

m(12...n)_ay
M

i
“,P(12...n}

— onde a

- relacionado 3 massa total W do sistema

— relacionado ao spin total § do sistema

¥ & um quadrivetor operador construi-

do pelos diferentes momentos pt. Quando este
invariante é normalizado, ele significa apro
jegao do spin total na diregao de a no siste
ma centro de massa total. Denotaremos por K

¢ seu autovalor.

830 n operadores relacionados As helicidades
A; individuais das particulas, medidas nosis

tema centro de massa total.

sao outros (3n-7) operadores escalares ou
pseudoescalares de Casimir construidos pelos
momentos P; das particulas. Para um &istema

de 3 particulas usa-se comumente o0s seguin-

. = (pl2),, . (3},2 _ ) (2),2
tes: ¥, (pu P, _) e X, = (B, "+p, ")
cujos autovalores sac as massas efetivas uti

lizadas como varidveis nc grafico de Dalitz.
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Portanto, o vetor estado para o sistema de n particulas

pode ser escrito por :

|3A E’ISKXA] >

onde X e A saoc os conjuntos

X = (Xlxz..'XBn-‘?) e )\. = (lllzooukn)

Vamos considerar as seguintes duas possibilidades para
K:

a) Escolhendo pSJ

como au, o autovalor K serd a projegao do momen-
to angular total na dire¢do do momento da particula 1 no sistema

centro de massa total;

B HVeA

b) Escolhemos a pél)péz)pilz"°n), isto €, a forma inva-
riante do produto vetorial de p(l} e p(Z) no sistema (12...n). No

caso n=3, o autovalor K sera a projeg¢daoc do momento angular total
na direcao da normal ao plano dos momentos das trés particulas em

relagao ac sistema centro de massa.

No primeiro caso, K & autovalor de um operador pseudo-
escalar e no segundo de um operador escalar.

Para se estabelecer a relagio entre o estado de helici
dade do sistema e os estados correspondentes a cada uma das parti
culas, definimos, no sistema centro de massa total, o seguinte ve
tor estado:

n

3
R{aBY) _H ﬂiki>
i=1

P=0,aBYWXA> =

S -

- -
onde |viki> sd3o os vetores estado de cada uma das particulas com
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> . ,
momento ﬂi e helic:.dade_}\i no sistema centro de massa. Escolhemos

a orientacao de 2 das particulas e com isto as outras sao fixadas
e pela rotagiao R{a,8,y) pode-se obter gualquer orientagao no espa

go. A escolha desta orientagdo é feita por conveniéncia pratica.

Para o caso a) em que a.11 = é}) escolhemos %l=(00p )

1

na diregao do eixo z; ?2 = (08 ) no plano xz e %k é fixado por

2FP2

Para o caso b) em que a" = cHVPA Pél)Péz)P{l'°'n)

> a— _Tf_ =g 1 . > = I-r-
escolhemos w, = (0 3 pl) na diregao do eixo x; T, (6,7 30 p,} no

plano xy e T (¢k8kpk) onde k = 3...n.

k=
A rotagao R(aBy) leva os vetores ?i nos vetores Bi

B, = RaBy)T,

e portanto
- -iliy' -
R{aBY) [m,2y> =e. IBiA;>
como fol mostrado anteriormente (pag. 58)
Escolheremos como fator de normalizagao A o jacobiano da seguinte

transformagao das variaveis

=2 a?p daa ns?
- = adcosBdy ) dxj
1 %4 521

==

A normalizagdo sera tal que

<Bla B YWY A |BaByYWXA> =

4 .. 3n-7
= § (Pﬁ-Pu)6(&'-&)6(cosB'—cosB)th'-y)1. 6(x5—x

onde
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|BaBYWXA> = R(¢90)Lz|'§=o,asywxz>

A relagao deste vetor com o \3A[%SKX%]> é:

FAEGSKX)J> = \/'Z'Sﬂz J dadcosBdy DKE(&BY) B-aBYWXA>
8w

0 fator g2 aparece porque a integragao & em relagdo acs 3 angulos
de Euler. |

A férmula inversa da definigdo acima € dada por

s
§aBwal> = } Eﬁi% DS (uBY).ﬁﬂ[%SKX%]>
‘ gﬁ K=-8 gn A&

A normalizagao para Igﬂ[%SKX%]> sera tal que

% ] ] o — 4 - .
<P'A'IW'S K'x-'k':l I_PAE@SKX)]>. = ¢ (Pfl_Pu)_aﬂ'AﬁK'KGS'S

o

850
1AM -

[[IR==

i

Prova—-se gque ho ¢aso a) em gque a = pﬁ? K é a projecao do momento

u
angular na diregdo do momento da particula 1 no sistema centro de

massa; e no caso b), em que au=euvpkp£l)pézﬁml(12...n)'K & a proje

¢i3o do momento angular na diregdo da normal ao plano definido por

- - .
p; € p, no sistema centro de massa.

Aplicando as transformagSes paridade e reversdo do tem-

po teremos para o caso a)em que K & um autovalor de um operador

B=0,A E«rs—xi—{l >

pseudoescalar:

-x) B 837M
-15% 1 (=) T

P §=0,AEJSKXJ\]> ' ,i}
i=1 :

(=) S'A‘§=o,-n Ewsm??]>

3
oy
I
o
R
F=l
mn
=
>
>
W
I
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com _A. = (_kl'-‘lz' L] -A.n) e X = (Xl;xzp ey x3n_7) ObtidOS
pela reflexao dos y = (Xl""'x3n-7] em relagdo ao plano defini-
do pelos vetores %l e %2. Para o sistema de 3 particulas, sendo
X; € X, as variaveis do grafico de Dalitz, teremos il_= Xy €
X2 = Xpr

E para o caso b) em que K & um autevalor de um opera-

dor escalar, teremos:

P |B=0A|WSKXA|> = (=)
L i

K

n -
T (=) ny |§=0AEfsxx-ﬂ>
n

1
3=0—AE@S—K§§Z‘ >

com X = (xl'x2"°"x3n—7) obtidos pela reflexao dos Y = (xl,xz,;.

N - - A+3 A,
T |P=0A|WSKXA{> = (=) 1

""X3n—7) em relagao ao plano definido pelos vetores %l e ?2. Pa

ra o sistema de 3 particulas, sendo X, © X, as variaveis do gra-

2
fico de Dalitz, teremos il =X © X; T X,
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3. REACOES

3.1 - amplitudes de Espalhamento

Procuramos as amplitudes que descrevam o processo de espa-
lhamento ab - cde ...., supondo gque as particulas envolvidas (a,b,
c,d,’e...) tenham spin. Principalmente trataremos do caso particu-
lar das reacgdes bindrias ab + cd (em que o espalhamento elastico
ab > ab & um caso especial).

O processo de espalhamento deve ser invariante em relagao
as transformacoes de Poincaré, e portanto o operador S5 de espalha-
mento deve comutar com todos os geradores do grupo de Poincaré. De

veremos ter

E"PJ =0 E'”Mu;] =0

Em relagao i invariancia diante das transformagdes paridade e in-
vers3do no tempo (caso dos processos eletromagnéticos e fortes) po-

demos escrever:

E.:,{l =0 st = pgrt

Pelo lema de Schur concluimos que S & miltiplo do operador identi-

dade do grupo de Poincare.

Estudaremos agora, as amplitudes de helicidade do processo.

Para isto,. descreveremos os estados inicial (i) e final (f) do es-

palhamento pelos seguintes vetores de estado de particulas livres:

-+ E R _ -
j1> = lab> = |p_A_p 2> ou [i> = [PgeWA A >

|£> = |cde...> = | P APgrgPlge > OO |£> = |P,38W,40.... >

S



_'8‘6..

dependendo do problema.

Os elementos da matriz S serao: s

> % > - >
Sgy = <f|8]1> = <pcxcpdldpele...iS|pa}apbAb>
ou

Sgq = <B,30W,40...(5|B, 00 WA N>

Da invaridncia em relagao ds translagoes no espago-tempo (i.e.,

[?,Pﬁ:] = 0) resulta a conservagdo de momento e energia; portan-

to,
_ .4 _ > - -
ou
s.. = 8% prys@Eeowr n...)
fi SH T ab""*

Como o operador S & um mitltiplo do operador identidade do grupe de
Poincaré, ele s6 depende dos autovalores dos operadores de Casimir
da representagao (i.e., depende de grandezas relativisticamente in
variantes).

Consideremos o espalhamento no sistema centro de massa CM

em que 0 eixo z estad na diregac da particula incidente.

$|00pA_,00-pA, >

_ .4 o >
Sgq = 6 (E P, ; P <Py b

ou

S

il

4 Py <3 ~ ol
8 (Pu Pu)<P Oreee slp-o,oomakb> .

fi

A conservagao de paridade no processo de espalhamento implica:

[B.f] =0 .oa S =pP'sP
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e portanto
<f|sli> = <£|P sp|L>= <PE|S|Pi>

Como O momento angular também se conserva, isto é,[:S,R'T = 0, po
demos usar, em vez da invarifncia em relagdo a P a invariancia em

relagd3o a Y= R(0m0)P, reflexac pelo plano xz:
<fls|i> = <£|¥*sy |i> = <YE|S|vi>

Ja vimos que Y|§l> = n(r)shxlgr-l>, onde Er & o momento refletido
pelo plano xz, pag. 59), portanto:

c_)sa-ka+sb—lb+sc-lc...

ncnd...
My

-+ > -+ > :T=
<pclcpdkd...lslpalapblb>-
>y .x -+ ‘

> r -+ b nd -~ .
Notemos que pa = P, e Pb = pb, polis sac vetores no eixo z .

Se, nas reagdes binarias, escolhermos o plano xz como ©

plano de producaoc, teremos:

nNg (*)Sa_ha+sb_kb+sc—%c+sdfad

X

< -+ L -+ - -
pclcpdkdlslpalapblb> nanb

> -+ &> -
8 <pcfxcpd-ldlslpanxapb-lb>
ou

=X 48 +A ¥5 =2 +S_-2
a c ¢

s
ncnd(—) a b b a "d

+
<P=0, ¢=0 r erCld IS |§=0 "0 '0 l'Wla,}\b)m Tlale

e
x <p=o,¢=qaw—xc-xd|s|§=o,oo,w-Aa—xb>

A invaridncia do processo de espalhamente diante da trans-

formagao {anti-unit@ria) de reversao do tempo, implica

<f|s|i> = <£| (st |i> = <ri|s|TE>
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A transformagio de reversdo do tempo relaciona a reagao ab > cde...
com a reacdo inversa cde... » ab. Quando ndo existe invariancia de
reversdo do tempo, nac se pode relacionar estas duas reagoes. No ca
so de espalhamento elastico (ab - ab), esta invariancia implica nu-
ma relagdo entre dois valores da meswa amplitude, isto é,

A A At AT

> > Tea 1Tty o (= e Ty T _Z >
<Palapblblslpalapblb> (=) < pala Pb;‘bISI paka pblb>

Quando transformamos o estado de helicidade de uma particula para
o sistema em repouso da particula, ent3c a helicidade se transforma
na terceira componente d¢ spin, na direcao da transformagaoc. Uma ou
tra possibilidade & quando, ac se fazer a transformagao para o siste
ma em repouso da particula, a terceira componente do spin seja per-
pendicular 3 diregdo da transformagio.

Para reagoes bindrias (ab > cd) & muitas vezes aconselhavel
se construir amplitudes tais que, quando se faz a transformacao pa-
ra o sistema em repouso de cada uma das particulas, a terceira com-
ponente do seu spin seja perpendicular ao plano de produgao. As am-

plitudes assim construidas sao denominadas amplitudes de transver-—

sidade.

Congsideremos uma reagdo ab - cd no sistema centro de massa
CM. Definimos o sistema de helicidade SH para a particula c, sendo
o sistema em repouso de ¢ com © eixo z na diregdo oposta a da parti
cula d(zH = —Ed), 0 eixo y perpendicular ao plano de produgao
(+ _ % -»> 1 . -+ N - ;>
Yy P, X Pgl € 0 eixo x como X, = yu X 2y

Definimos o sistema de transversidade ST para a particula c,
como sendo o sistema em repouso de ¢ com o eixo z coincidente ao ei
x0 y do sistema de helicidade (;T = §H], 0 eixo X coincidente ac ei

-

N &> _ 2 . . > =—> N =
x0 x do sistema de helicidade LxT = xH) e o eixo y ocomo YT szg X
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. > o+ > =—p ’ >
¢ xH-YHXZH ZH d xT 5 XH
a b
» ‘o : - e - _—1—
Tq= Pp*Pyg T g
= -
d CM SH Yp = "2 ST

E facil ver que o SH se transforma em ST por uma rotagao de % em

torno do eixo X, a qual em fungdo dos &ngulos de Euler &:
Rx(n/2) = R(E' 30 %) (resultado do exercicio 1.2)
Desta rotagéo, que e uma transformagao passiva, resulta:

1> = R_l{l>

onde [t> e [A> s3o vetores no ST e SH, respectivamente.

Portanto, teremos a seguinte decomposiciao

> =’ = Tl s = ] oS im
1! U

Da mesma forma
r =5
<t L<A[Rw><n| = [ B} (Ry<n| .
u g M

Consequentemente, podemos escrever a seguinte relacao entre

a amplitude de transversidade T e a amplitude de helicidade H

s S, s s

a D c d
T = ] D¥ 7 (R)D* P(R)D,€  (R)D (R) .H

chdAaAb “a“b xa”a Ab“b “ete Ad“d Petakaby
v i
crad

~onde

_ <+ e [Sl—r -+ .

ucuduaub Pcucpd_d: tP_u PbLb
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Pela conservagao da paridade e sendo o plano xz do SH, o plano de

produgad, teremos

n.n
HolgHaly P
e como
S 31 m om _
resulta
n ﬂd -)
dlakb n Ny ab
Exemplo:

a -u +sb ub+s

s+i~-1 _S
-) D3y

Ac+ld-ka-l

Consideremos a reagdo

+ (0_

KA
(cd)

P
(ab)

L

1
2

-

+
1l
3 }

0

(3ﬁ

2

Tx

-u_+
¢ Me'®

¥
2

cldla

Existem as seguintes amplitudes de helicidade:

H - .
Rabp

Ry

H

Pela conservacao da paridade concluimos que

H++ =H__ ; H+_
e portanto
H,
H = =
Ha¥p
-H

4

—H
a"d g

r

My

r
2

-uc-ud-ua"ub
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Existem as seguintes amplitudes de transversidade

1

T =
kdlb

T+_ = -T+_ '} T_+ = -T_+ ’
isto &
T_, =T, _*= 0
e portanto
T, . 0
T =
>\t:'lkb
=0 T--}

A relagdo entre as amplitudes T e H se obtém através de:

1/2 1/2 s

DL D, 1 1 i
“An Y2020 2 /2

pV2  pl/? -4 1

como sendo:

Amplitudes de Refletividade

+
No sistema em repouso de uma particula, os vetores lp = 0a>

(ou abreviadamente |A>) geram o espago de spin. Em vez de usarmos
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esta base constituida por 2s+l vetores (i=-s,-s+l..s) que sao auto-
vetores de J, e P (i.e Jz|l>=lll> e Piia>=nia>) utilizaremos uma ou-
tra base constituida por autovetores dos operaddres paridade P e re
flex80 Y (YsR{0m0)P). Definimos o vetor |ei> onde X significa o mo-
dulo de A, como combinagdo linear de |A> e |-A> e determinamos os
valores de € tais que o vetor |el> seja um autovetor de Y com auto-

valor (—)zse , isto &,

(_)25

Y |ex> elex> .

Como sabemos, Y|i> = n(-)s-l|—l> e portanto

8=

72|

A> = n(=) y|=x> = (->25 | 3>

Aplicando yz em |€A> = a|A> + b|-)> temos
y2[51> = (—)zs(alx>-+ b|=-1>) = (-)zsiék>

Entretanto, pela definigao acima temos

Concluimos portanto que

2

e? = (-)2%8

Para bosons (8 inteiro) temos € = :1 e para fermions (s semi-intei-
ro} temos € = 1 com eg* = 1,
O autovetor |ei> de Y com autovalor (')2S€ pode ser escrito

como:
ler> = c(l){l1> + sn(-)s-ll—l;}

com



c(r) = 1/¥2 para A > 0
c(A) = 1/2 para i =0 *
c(A) = 0O para X < 0

De fato, aplicando Y em |cXi> temos:
Flers = c(zyin(—)5'11-3>+ em(-)s'*n(-)s+l|x>} -
o e(_)ZSC(k){|A> + % (_)28(_)B—l|_l>}

23, podemos escrever

Y|er>= e(-)zsctl){|1> + ne(-)s-k|;i$ = E(-)25|el>.
0 vetor |ei> & também autovetor do operador paridade P, pois
_ s-X
Plex> =1 c(x}{JA> + en(-) |-A§} = nler>

De [er> = c(k){]l> +‘en(-)3-l|-1;} podemos escrever a formula in

versa

x> = T Jex>e(d) + n(-)%*A

e

e*le=a>e(-1)

Y c(d) |ex> + ne(—)s_l c(-l)lé—k>
=

Quando numa reagao binéria ab -+~ cd, introduzirmos esta hase de ve-
tores para uma das particulas (digamos, a particula c¢), a relagao

entre a amplitude de refletividade R e a de helicidade H sera

=i
R =c(A))H +exn (=) "¢ H_
(|Ac,ec)xdmaxb c [ Agraly  ©C Argralp
Para as outras particulas tem-se relagoes semelhantes.
Veremos mais tarde, a vantagem de se usar as amplitudes de

refletividade.
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3.2 - besenvolvinento em Ondas Parclais

4

0 desenvolvimento em ondas parcias significa a decomposi-

c3ao em estados de momentos angulares.

Para o vetor estado de uma particula, ja foi visto que o

desenvolvimento em ondas parciais & dado por (pag. 61)

\

qm

|o6pA> = % VZEL b3 46 0) | smpr>
m

Para o sistema de duas particulas vimos que (pig. 67)

‘§,¢e,w>\112>= ) V _.A__ES"‘I Diff’i“b@e 0)} anisl x]

it
sA
o que, no sistema centro de massa na diregao para frente se reduz

a
18=0,00Wr,2.> = § V BEL p8 (000) |B=0a|wWs2 )2,
127 T LYV o Caage,

e como p® (000} = & tamos

Al}\l—kz

|§=o,oow1112> =3V zj;I ‘§=om E-zsx l—_l
S

Ary=dh,

Para o sistema de trés particulas, vimos que o desenvolvimento em

ondas parciais € dado por: (pag. 78)

] VEE VET

Su
-|‘§=0nEiSwskll2:uJ\;l>

0 desenvolvimentc em ondas parciais da amplitude de espalhamento

@DF , _y (w) X

| 1 A 1A

L

para a reagado binaria (ab + cd) sera:

+ —
s <P=o¢emc1d|s|§=000max > =

fi b
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v/ (2s+1} (28'+1) ..
-y Xl2stlil D¥S. . ($60)8,1, _
L, rE K,;\c Ag K=k x
g'A! .

% <P = D e 1 '
<P = 0A Wslcld]]SlP 0 A E-zs Aalb:|>
a conservagao do momento angular implica gue

> S R S _ g(s)

{S; 3 sfo invariantes relativisticos e dependem
a b
somente de uma variavel continua PuPu = w2

Os elementos 8
e das quantidades in-

variantes s e Ai: portanto podemos escrever

s.. = 8% -2y I = 2S+1
H =]

(s)
£1 GV Siagn, )

a c'd’a b

Para o espalhamento na diregdc para frente (¢=6=0), isto &, quando

o gquadrimomento transferido t & minimo (t' = |[t-t_. [=0), no desen

“min
volvimento em ondas parciais aparecem somente as amplitudes em que
)\a-;\b = XC - ld pois

S

“Mprrc X b'rcra
Assim,no espalhamento para frente de pions com nucleons (rN-+nN),

A -A

as Unicas contribuigdes para a amplitude serdo: s e s%,.

Para reagoes a muitos corpos (ab > cde...) teremos:

Sey = <B=0apyWxA|S |B=0,00Wr ) > =
[Zs%1 [257FL . *s '
2 i 3 —— D (GBY)G _ X
S'A'
x <B=0A Wstk |5 |B=0A" W 'A_A, s=f(p-pry)y 28l p¥S . (agy) x
1] 11 — A_=A K '
x g(s)

Ay W, x)
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A conservacdo da paridade em reagGes binfrias implica:

g (s U

= S(s)
lcldlalb NNy

“ATAgTA A

(=)

A invariancia em relag3o a reversdo do tempo (<f|S|i>=<Ti|S|Tf>)é&
como ja foi dito, particularmente importante para o espalhamento

elidstico (ab = ab) | em que as particulas iniciais sac iguais as
finais. Neste caso, obtém-se as seguintes restrigoes adicionais pa

ra as amplitudes:

(s) (s)
87 14 14 (WL =8 . 2 (W)
la lb lalb Aalbka lb
Exemplos

a) Consideramos o espalhamento el&dstico neutron-prdton (np-np) .
Veremos come a invari@incia em relagao & paridade e reversao do

tempo, limita o nimero dag diferentes amplitudes parciais. Pa-
4

ra o momento angular total 5 # 0 existem 2 ° = 16 amplitude par
cias.
Pela conservagao da paridade temos
S = 5
Aalblcld Aa-lb-kc-kd
isto &, 8, =S ___ i S, =8 ___,, S4,_ = S__,,s etc, e por-

tanto o nimero de amplitudes parciais se reduzira a metade (isto
€, 8). Da invariancia diante da reversac do tempo, existe ainda

2 restrigoes adicionais

Sppim = Sppy € Spet = Sipis

Portanto, existem 6 amplitudes parciais independentes.



b) O desenvolvimento em ondas parciais, para a reagdo entre 4 par-

-

- ticulas de spins zero (00 » 00) & bastante simples e pode. ser

escrita como:

4. ., 28+l . *s (s)
Sgy = ) (pu Pu) £ e D00(¢90)S (W)

2s+1
4

s4@ -p) 1 p_(6)s‘®) w)
U s
8
onde PS(B) sao os pclindmios de Legendre.
Das invaridncias em relagao i paridade e reversio do tempo
nac resulta nenhuma condigac adicional para as amplitudes parciais.
Se a reaqﬁo 00 -+ 00 representar um espalhamento elastico,

entac pelo fato de s8) ger unitdrio, isto é |S(S)|2 =1, as ampli
tudes parciais poderao ser descritas por meio de deslocamentos  de

fases Gs (phase shifts), isto &

2i8
s{8) oo 8,

Exercicio 3.1

Quantas amplitudes independentes existem para as reagoes seguintes:

a) pp +* pP
b) pp > pp

c) PP + nn

Base do Mcmento Angular (base LS)

Ja vimos que usando a base do momento angular, o vetor es

tado do sistema de duas particulas pode ser descrito como: (pag. 71)
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(21 1/2 .
]PA[%5£5]> = 2s+l) <£0 aMsl><sl l,s2 12|01> .

X |$n|wSx112|>-

e invergamente

= 2£+l 1/2
|§A{§sl l;]> b 25+1) <20 al|sk><slxl 2= 2]ax>|§AE%S£§]

Considerando uma rea¢do biniaria, a decomposigao da amplitude de he-
licidade resulta em:
fs) 3 [ é] :
= <B=0A|Wsx A, ||8|P=0A{WsA_ ) |3 =
lcldkalb c'd a’b

) 2841 4 22°'+1
1o 2s+1 28 "+1

t'o!

2
)1/ <£0,ck|sk><saxasb—xb|ql><£'00'1'|sk'> X

_ (s)
X-§scl Sq ldlo At> Sz.a.QUGW)

onde

ﬁsé 0o M) = <15—0AEvzsz a]|s|3-0AEWs£ﬂ

Exercicio 3.2

Prove que o desenvolvimento em ondas parciais (base LS) da

amplitude de espalhamento para a reagac ab + cd & dado por:

8+ 2+ y
4w

< B,08Wr A.|S|B'=0,000 A X > = &% P,
P, 00WA Ayl yO00W X N> = 87(P ~P) ]

b s 208'c!

X * 5 - — ’ - 1 [}
x - D¥y,(900)<s X 54 xdlcx><20oxlsx><saxasb xblc A'> X

X <4'00'A' |sA'> s5 , (W) .

rolto
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A conservagdo de paridade em reagdes bindrias implica:

4

(s) _feha e L (8)
sz'c'zo(W) - NNy (=) si'd'kc(W)

Esta relagao & bem mais comoda para se usar que a correspondente
para amplitudes de helicidade.

A invaridncia em relagdo a reversao do tempo (<f[S|i> =
= <7i|8|Tf> ) que & importante nos espalhamentos eldsticos, impli

ca a seguinte relagao

(s) )
SR'U'RU(WI - Skdz'o'uwl

Como caso particular, estudaremos o espalhawento elastico, de par
- .
ticulas de spins e paridade (0_-% -0 % ): por exemplo, (wp - Tp).

A decomposigdo em ondas parciais na base da helicidade &:

= = 4 Capt += 2 =
Sey glalc(¢e) 8% (p =PI <P 040WA |S|P = 0,0,0,W >
. 28+1 *g (s)
= &§* (P -pt) z === D (,QJBO) s (W)
I - *Pa

A decomposigdo em ondas parciais na base do momento angular
& dada por:

s = £ (¢0) =
fi lakc

= 89 . /TP D ZLFI] o *s 1. ‘
=8 (e -P}) ) i D ($00) <20,3X |81 > X

Wiggg! hare
' l (s) .
x <% Ozkalsla> SQ.‘Q-CW)
A conservagao de paridade implica
(s) (s) (s) sii) Sii)
5.5 =83 ., isto & 5,5, =
c'a ¢ "a c’a g(8) g(s)

+= ++



- =100 -

‘S(S) ) 0

(s) 2=2'_ (s (s) 9*%!S+%
52'2 (=) S£,£ isto e SQ'R = -
(s)
0 ‘%1
5727872
'

A invaridncia em relagdo a reversdo do tempo ndc implica condigdes

adicionais.

3.3 - Secao de Choque

Como j& foi visto na segao 1.3, para o cdlculo da segao de
chogque de uma reagao, usamos o operador T de transigao definido a-
través do operador § = IL + iT (i = /=1). O guadrado do valor abso-
luto de <£|T|i>, isto & |<f|T|i>|?, & a probabilidade de transigdo
usada no cilculo da segdo de choque.

A secao de chogue & definida como a probabilidade de tran-
sicac por unidade de tempo, por unidade de volume e por unidade de
densidade de fluxo (isto &, por feixe unitario).

Para a reagao ab + cde... temos
= - > - -> _4 _ > &> - o+
Tfi_{pc}\cpcl)\d.pe-.)‘e’"|'I'“':fa;“apb)\b)_CS (gpu %pu)'(pclcpdld""w(m|Palapblb>

A segac de chogue pode ser escrita como:

3
a’p

N 1 4 _ - > > 2 f
—— § Lgpu %pn)l<pcxc...]T(W)|paxapbxb>| g -

do =
Aa;\bkcld)‘e"" G(2m) £

onde G & o fator do fluxo que segundo a normalizagdo que estd sen-
do usada para os vetores estado, serd G = pW/(ZW)G, onde W & a e-
nergia total e p & o momento de a ou b no sistema centro de massa

e portanto
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3

2 d™p

(21" 4 v Ty (<2 SRR G-« 2 £
do = =" §"(Ip. =Ip. Y [<p A ... |T(W) [p_2A M |E T
Aalprcrgte... PW imgn “ce Patafpp”! ¢ TE

(Para uma dedugdo rigorosa, consulte livros sobre fisica de parti-
culas elementares).

Para a reagdo bindria ab » c¢d, a probabilidade de transi-

gao é
1<B 2 B! TIBA B A2 = W2\ 3e0 WA Ao 1T [B=000WA_x, > |2
PArcParaiTIParaPprp> ™ = pz‘ P=0¢OWA AqIT[E a*p” |
pois
|B=0¢6WA 2> =V £ |BA >|-Br >
172 W 1 9
Como
3 3
d’p, d7p
= c 5 d - % d4Pdw
c d
onde duw = dcospd¢ e P & o guadrimomento do sistema centro de

massa, temos

do = Léﬂlzgi | <B=040WA 24| T (W) |B=000Wr 2 2 |%
Aatarera  ow p ca i
45 _py P g4 = (252 (B= = ?
X8R =Pg)  d'Pdw = (p ) |<3“0'¢BWAcld|T(W)|§-0'00 WAk |

Analogamente para uma reagac em que o estado final & constituido de

n particulas, a segac de choque diferencial passa a ser:

_ /2w, 2 _ 12 -
do y = &5—] .|{§-0,u67WXA]T(W)|§=0,0(JWAaAb>| ‘dodcosBdy T dy

*a*b 3
onde A e X s3ac os conjuntos A = (Ai2oh50002 ) @ x = (XyXg*+*X3p.7)

As segoes de choque acima consideradas se referem a estados
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iniciais e finais com helicidade fixas. No caso mais geral, quan-
do o estado inicial & descrito por wna densidade de matriz, pode-
se calcular facilmente a segdo de choque da seguinte maneira:

(1}

Seja p o operador densidade do estado inicial da reagao defini

do por:
éil ) |¢k>pk;¢k| = |i><i|£|¢ﬂ>pk<wk|i'><i'|
k ii! k

onde Iwk> representam os vetores de estado, e <i|£lwk>pk<¢kli'>=

= Pyq & a matriz densidade na base |i> .
Portanto
o) o § Jimp,i<i']
ii’
Devido & reagao, o operador densidade QCi) se transforma no opera-
dor densidade p tal que p = T|i>pii,<i'|T+ onde T &€ o opera-
ii’

dor de transigdo.
A matriz densidade do estado final da reagdo na base [f> &

] <£lm|ivp, <t |Th (£

Peer =
L

) <f|T|i>pii,<f'|T|i'>*'
ii

Se a matriz densidade do estado inicial da reagao for uma matriz

diagonal, o tracgo da matriz densidade Eff, sera
- (12
Tr Pegr = ;i [<€]T>i> " pyy

Portanto, Tr Eff, representa, a menos de uma normalizagao a segao
de choque diferencial da reagio.

Por exemplo, para a reag2o bindria ab + cd temos
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do
g TAgMAerg )
do T LA T Tdw T ANy :
A2 |
c'd
= (22 3 | <B=096WA_) 4 | T (W) |B=000W2 xb>|zpl X2 A
P° A - a a’b”a’b
Aday
cd

Para o casoc geral em que a matriz densidade do estado ini-
cial nao € diagonal, o trago da matriz densidade Eff., ~ isto é
Tr Eff., também serd, a menos de uma normalizagdo, a segao de cho-

que diferencial da reagaoc pois

o+
p. = ¢ <E|T]y >p <y |T |£'>

onde wk sdo o8 vetores estado.
Portanto, uma matriz densidade normalizada do estado final

sera
*
7 J <E|Tfi>p,  <E|T[i'>
oléstado final) _ Pggr  _gge AT
££! Tr — - —
Phe i§i£<f|T[i>piii<f|T|l'>

Por exemplo, para a reagao binaria ab + cd temos

1 — B E—- —
Pyyr = plalbh;ilgx ,  <ElT|i> = <P 0¢ewxckd|w|§ 000WA A >

e portanto,

<P=0,¢8WA X, |T (W) |[B=000WAr_% >p x
' c*a ' N NS S U NP LY,

"a’b"a b

do _ (Zw 2 E
de = "p’ |
b

x <B=0g6r 2, [TOW) [P =0,00A] ) >*

Como

plestado final) _ P
' - —
£f Tr pff'
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teremos
0 =k x (E) 2 <B=0goWA )4 |T(W) [B=000WA X > X
AAGN. Ay do P ke c’d a’b
cd’c d -= A_A
o A22
b
X 0 Vv <B=0¢6WA " A4t |T(W) |B=0,00WAr AL >
Aalbxa'lb c d ' a’®

A matriz densidade p, ; vy & a matriz densidade combinada ("joint"
¢"da%¢ "d
density matrix") referente ao sistema centro de massa. Esta matriz

coinéide com a referente ao sistema em repousd da particula c ou da
particula 4, pois a transformagao ocorre ao longo do eixo do momento
Ec ou ﬁd respectivamente. A matriz densidade de uma particula, diga-

mos da particula ¢, sera

(e} . )

P p -
xclé la Acld”c ld

Exemplos

1) Consideremos o espalhamento el@stico wmsnw (070" 00 )
do =:(%})2|<§=0¢9W|Tcw1l§=ooow>|2dw

Desenvolvendo <§=0¢8W|T|3=000W> en ondas parciais temos

B = o¢ow|T(N |B = ooow> = § 2T p F(e60) T (W)
3

Pelo fatc da matriz $ ser unitaria, isto é.lsJ|2 = 1, po-
‘g » 2i8
] AR - J_ J_

demos concluir SJ = e J e portanto TJ_= Si =28 i 1 onde GJ
representa um fator de fase.

J _
E como D00(¢80) = PJ(cose) temos

- 216:
<P=0¢ oW |T (W) IP=000W>= } 21:1 = “i"lx'PJtcose)

J
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concluimos portanto que

$ - (2; 2 [ (23+1) P_ (cos)

2) Consideremos o espalhamento eldstico Nv + Nm (50 ~ Edl .

0 desenvolvimento em ondas parciais resulta em

<B=ogomn [T [B=0,000 > = 5 (4.6) = | S 2L ol (40 0)T
cC a

A ké 1 l
ix_¢
J a J
% . =
onde D™y (¢, 6,0) e dlalc(e)“
a“c
e Ti A desenvolvido na base do momento angular é
c a
J _ Y(28+1) (247+1) . 1
chla = zé' RN <20, A IJA ><2'0 1 b P} >TE 'y
A conservagac da paridade implica
J =21 J
Torg = ()7 7 Thug
e como J ==£i% e J=42'% ;, isto &, |-2'| 8 pode assumir os

valores 0 ou 1, portanto Ti'z pode ter valores diferentes de ze

ro somente no casc L' = f£. Portanto
J oy 23l 4l 1 J
Tléla E 2J+1\<£021a|31a><£02)\c|J10>TR

1

Como & = J:t% os coeficientes da expressdo acima sao

1 1 .1 1, _;1 yIal
W+ 50,52 sla, £ 3 =% 3 J1
1 1 L1 1 1 IF
<J - = 2 1= + Ly = %
T =500, 50 3T, 5 3 T

Substituindo estes valores na expressao de Tg A temos para Ao =
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1 1.,
J 2 (J+ 3)+1 11 2741l g ..2&J...2l+l_” 1,2341) .7 _
PV o= et (2 x &Y : =X =
++ 2J+1 4 J¥l| - 2J%1 4 J +
S N, B, J_ 3 J_ J
=3 (7~ + T+) | onde T_ TJ+ 1l e T+ TJ_ %
Analogamente para Ac =1/2 e X, =-1/2 temos
J 1,03 _ od
Ty- =3 5 Ty .
Da conservagao da paridade resulta
J _.J o md
™, = 10_ e =17,
os elementos da matriz dg y (9} sao
a’c
J - qJ _ 2 8 ,;
d . (8) =4 _(8) = 557 cos 5 ' =P )
J + = J - =
2 2.
J = g7 = 2 2 (p
d__ (8) 4, (8) = 5357 sen 3 (PJ L1 + P; _ l,
-2 - 2
onde P' &€ a derivada do polindmio de Legendre.
Portanto
avy 3 0 ' J
F _(¢,8) =F__(-¢,0) =} e “ x === cos = (P' ~p'* )T
++ 5 dw 2J+1 2 J+1/2 J-1/2 ++
e
vy 15, e J
-F_+(¢,9)=F+_(-¢,9)= z 5 e x 35+1 sen 2 (p! + P! )T_l__

J J+1/2 J-1/2

Como vimos gue % = 2', a watriz S referente a base do momento an-~
gular sera diagonal, isto &,

J

S
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0 fato da matriz S ser unitaria implica |Si|2‘= le |Sg|2 =1 e
portanto s
2i6Y 218"
el S 1 e ™ =8 -1
+ i - i

onde Gi e Bf sao os fatores de fase.

As amplitudes relacionadas & reversac da helicidade (spin

£lip) T, = T_, e as amplitudes relacionadas d ndo reversao da
helicidade (spin non-flip) T _ = T__ podem ser escritas =
J J
216 216"
J _ 7 _) 3 S | + - -
T, = T__ =35 (I_ + I) =37 (e + e 2)
J J
216 2i¢
J _.d _1,.3_ .3 1 + -

E portanto

s 12 218, 248_
— - = — —_— L} -TF —— . —
F,,(68) = F__(-¢8)=cosz e g T (PJ+1/2 P J+1/2)21‘e +te 2)
i 218, 2168 _
w2, .8 v Lo —p! (e =1) (e -1)
= € ©osy g or P 2 Fa-1/2) T oot Y
2 osl Ly ey -y, 4
= e coss 7 .. =P +£_)
22w 5 "Iy Td_TI, 3o
onde
218, 216 _
_ e C =1 e -1
f5, =T © £ =7
Analogamente
1e/2 o 1 o
1 = =- - = e L -
F_,(48) F,_(-98) =e sens - § (PJ+ + PJ_)(fJ+ fJ

Podemos escrever
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T _ 3 [ i¢/2 ‘ _11,/21

F., F,._ A{el)e ~ - B(8)e

F, , (48) = = )
¢’a ip/2 -i¢/2

- Fo. \B(e)e - A(®)e

e

A segao de choque diferencial &

do
AA
c'a 2

Se o estado iniclal for descrito pela densidade de matrisz pi A

a
teremocs

dg 27, 2
- (P) N

1 ,2m,2
4] ' = e (—_) F p ' F*
lc)‘c %% P laX; lc)‘a rara Xc'la

3.4 - ReacdOes com o Estado Inicial Nao Polarizado

Consideremos, agora reagdes bindrias (ab » cd) com o estado

inicial n3o polarizado, isto &, a matriz densidade pl A e

*a’p

dada por:

= l . ]]1
b*a b (23a+1)(25b+1)'

plk

onde I1& a matriz identidade.

A amplitude de helicidade, neste caso, é
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il
]

(90) = <P=0, oW ) |T|F=0,000x 1 >

b

L1

B
7\«:‘:)‘él)‘alb

I
t~1
[
n
+
=t

D¥S_ . ($,8,0)7T5 (W)
IT DX = odgmrg PP TEER Aga oy

e a segao de choque diferencial &

2

= S ] | .(.2-5 .+1‘] -%-2-3 .+1) B
w P Ay a b c*d%a’p
lcld

do (2“ 2

Como vemos, a segac de choque & obtida tomando-se o guadrado das
amplitudes, fazendo-se a soma para todos os estados finais e ti-
rando-se a média para os estados iniciais.
A matriz densidade combinada ("joint density matrix”) d&o
estado final é
2n, 2

1
P v o = e ()
xcdeC'ld do p

(Zs +1}§s T3 By oo ERT O a0
1akb a b cd’ab c"d"ahb

B facil ver gque do/dw sao independentes de ¢. De fa

e p
Ackdké lh

to, substituindo nas expressoes acima o desenvolvimento em ondas
parciais para a amplitude de helicidade, os termos dependentes de

¢ se cancelam, isto &, teremos

*

D.5 .
Ag=AprAomhy

(¢eo;n§ ($60)

a—lb'lb '*&

sendo fungao somente de 6 ,

Exerclcio 3.3

Prove que para as reagOes binfrias (ab + ¢d) com estado inicial nao
polarizado, a conservacao da paridade implica
A=A =a e

By 4 41 40 = (=) © d € d b s
lcldlc ld -lc-%d Ac ld
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Para a matriz densidade de uma particula, digamos, da particula c,

isto &,

{c)
p =3
7‘c:)‘c': Ag Aerare 2a

a conservagao de paridade implica:
A=At

{(c) = (=) ¢ ¢

p ] = p_ -y T
Ackc lc kc

Exercicio 3.4

Considere o espalhamento mN - 7N para nucleons iniciais nao polari
zados . Deduza a expressio da segao de chogue diferencial e a pola-

rizagao do nucleon no estado final.

A matriz densidade ?chdléfzé pode ser determinada pelo de-
caimento posterior das particulas c e d em outras particulas, a sa
ber, atravées dos seus angulos de decaimento. Isto serd tratado em
detalhes no capitulo 4.

Usando-se as amplitudes de transversidade no lugar das ampli
tudes de helicidade, a conservagao da paridade implica, para a mwa-
triz densidade com amplitudesde transversidade (,métriz densidade no
sistema de transversidade}, a seguinte relagdo:

AAgTre Mg

c
P ) '
-lcldlc-ld

T

p 1 1
lcldlc Ad'

= (=)

De fato, a conservagao da paridade implica a seguinte relagao para
as amplitudes de transversidade (pag. 90)
Agth g2 =2

n_n
a'd d "a b
T = === (-} T
lckdkalb nanb ﬂlcxdkalb
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e portanto
* lc- d-l; +lé g

L
AL Ny A zcx AN AL

XT .
dkaxb cd "a'b

"Acratatn
disto resulta a relagao acima para a matriz densidade.

Muitas vazes, & conveniente se usar a matriz densidade no
sistema de refletividade. Consideremos tal matriz para uma parti-
cula. Como a base considerada & constituida pelos vetores:
ler> = c(k)f|h>+€n(—)s-l|~l>}txmlEg=(r)25 e c(x)=1/v2 para 2> 0;

c¢(r) =1/2 para A =0 e c{i) =0 para X < 0, a matriz densi

ge'

dade Pyt e

bii: = <er|ple'r’> = c(A}GCA'){<A[+g*n(_)3'1ﬁ_l|}p{|1-> +

+e'n (=157 |-ars)

='c(Z)c(x’){pll. + ;*g'(—)kflzp_l_l. + E*n(-)s_kp_lxxf +

+ e'n(—)s_x'pl_l.}

Para as amplitudes de helicidade, a conservagao da paridade impli

ca que

= ()27

p)\l' p_l_ll

e portanto
e’ o 1 *e * 8= ’ E'(“)ZS
Pyyr = cMelr?) Pyy v (1¥ere Y+e*n (-) p—ll'(1 + __f:?__)

Como € = ¢t 1 quando 8 for inteirc e ¢ = +i guando s for semi-in

teiro, temos

2s
(1 + Eliil——) =14 e'e*
€
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e portanto

‘ |
p;i| = (,1 + E'e*)C(,XIC(-A'); E))tl' +E*n(_)s—lpﬂll'J N

* *
Para € = €' temos € €' =1 e 1+ e'e =2
e para
. ! * R *
€ = -6' temos £ €' =+l - e 1l+ee' =0 ;

*
e portanto sempre (1 + e'e:) = 28 __,

Portanto
08 = 2ene ) [pray + (=52 a6,
AA! AAT n -aAt | ee?
e pode-se verificar que
E —
Tr pll' =1

Assim, a conservagdo de paridade divide a matriz densidade

en duas outras

(+)
0111 I 0 _
o |

onde (+) representa +c=+c' e (=) representa -¢ = -g' .

Inversamente temos

Parr 7 z{&al,ccxjc(1{)+s*n(-}S+A'pi_l.c(llc(—l')+en(-IS+ADEA11 X

A=A

x al-nen) + (A eE L e-de-an}

Exenplosg
a)l A matriz densidade para uma particulé de spin e parida-

de 1 (por exemplo o méson p} na base de helicidade é
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P11 P10 Py-1
LY
-_ * f— =
Poo ~Plo|  cOm Tr p= 205, + Py, 1,

P12

polis sendo p hermitiano temos Py = p;,A , € pela conservagao da
=31

paridade temos p,,, = (-1A A P33 * Na base de refletividade . ,

e =], temos

58 = ac(ne(an) £ (=) |
AN Paar VY

e usando os valores de c¢(A} resulta

+) = -1- -]: = . *) = .

60_0_ T2X3%3 [poo*"oczl b0 ¢ Poo =0

I 1 1 I: Lz ] =
—2x-2xL o T =p ¥ Py

11 = g Pt Py 11t P11

+) _ I v § 2

b0 = 2 2 [%10 p¥=10:] = 7= P10

portanto temos

((+) (+) )
611 610 0
+} '
| 500 0
' <)
y o 0 &11 )

b) A matriz densidade para uma particula de spin e paridade

+

3/2" (por exemplo a ressonadncia baridnica A) na base de helicidade

é



(P33

Na base de refletividade,

P31

114 -

P31 £33}

Py-1 31

1 -5

| P33
€ = #i, temos

. | | }
i) = 2°(*)°(*'1[§;x' 7 i(=)"® *p;xA{]
e . os valores de c(i) resulta
(+y _, 11
Piz T2 S5 [33 1 °-33:| [33 mops. 3]
(+) _ . (+) _ —in .
Pyz = Pyt Im Py 7 Py Pyy~iPgy i
0l7) . (=) -, - . .
P33 = P33*IWPy_ 57 PNy TPy T IM Py
(=) .
P3y’ = P33 + 1 Py 7
portanto temos
(+) (+) \
°33 P31 0
b (+)
"11
(*) ("l
P3a: P31
[ Ir

3.5 - Reacoes Com o Estado Inicial Polarizado

Consideremos agora, as reagaes, nas quais ¢ estado inicial
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é polarizado; e em particular a reagao que ocorre comunmente, entre
um pseudoescalar meson e . uma particula de spin 1/2, isto &, a
reagdo (0 172%).
A matriz densidade do estado inicial para a reagdo biniria
ab >~ c¢d &
1+P_ _ 'Px—ipy

1/2

p .I.l p ]
lalbka Ab lbkb

m + 3.3)= 3

8N

P +iP 1-p
X Yy - z

- -~ - .
onde B = (Px'Py'Pz) € o vetor polarizagao e ¢ = (cx,cy,az) consis
te as matrizes de Pauli (vide capitulo 1 pag., 15)
Considerando o plano xz como o plano da reagao, a se¢do de

chogque diferencial &

do _ ,2m2 . _
il I <B=0,¢=00WA ) 4|T|P 0,00WA X 504 5 31y X
AAAY A a’b’a b
akbkg b
c
x<§=o,¢=oemcxd|T|§=o,oomé' Ay >* =
21, 2 o
(=) H X (11 # B~0) ' HY¥
POodAAS AN 2 Ay AL
AT A
c"d
A densidade de matriz do estado final Py A o é
c¢'dec "d
do 27, 2 N | >
X p ' ' = (=) H x = (1 + p.-g H¥* , =
dw X PA g, Ny el el 2 A Bx oy ar
do (0) (x) (y) (z)
= (z>) [p + P p 1 41 + P p t .+ + P p 1 a0 )
dw 0 lcldlé.lé X lcldlc ld1 y Acldkc Ad z lcldlc ldr
sendo
do (0}
("'"'_) e p t
dw’0 TAghary Ay
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a segao de choque e a matriz densidade do estado final, ambos pa-

ra o caso em que o estado inicial nao for polarizado, isto &,

: 2
do em, 2 ,
Gy = &2y |n |
dw” 0 X lcldlb
AP
c'd
e
do, (0} ‘ 27, 2 . *
(=) a0 ' = (= E H X Hioy 41
dw’ 0 Acldlékd . P lb Acldlb A Ad Ib
e b4 X
d 1¥ 27, 2 J?J *
4 2 m z
(). p = (=} -z- H X v H., ' ’
dw0 [ T ) A XA XA A )y A
lcldlc kd Ablb c'db b"b d b

Conservacao da Paridade

Pelo resultado do exercicio 3.3 podemos escrever

po Ty = (_)Ac kd AC‘+Ad po ' '
A AGAIAL “AgmAgAy -AY
Como
A=A +1
0 1 b~ *b
(6.}, -i }=co)__.—c—> @) 1 _
X lblé 1 0 x lb Ab X -lb 15
A=At
0 -i b~ b
(¢ ) = } = ={0 )_ T | (=) (o )_ R
Yipdy L0 Y A7y Y "y
. A=At +1
1 0 | b Ay
(0.) = - ) =-(0_)y . _ = (~) : (¢ )_, _
z) Ay 0 -1 2’ =3 -3 2’ =2 =2
e
. L pTA ATl A .
Hy 3, XHyrv o, =) Hoy ca=a By aar -
c*a’s el ¢ Ma™ “te *Ma M
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podemos escrever:

{x) N . {x) A
p(z) - (_)lc Aa~¥e g +l.ptz) . .
] ) | P - - -
lcldkc Ad lc ld lc ld
N R (_llc Agrg tAg N
. - . -}y 1

De maneira andloga se obtém as relagoes semelhantes referentes as

amplitudes de transversidade.

Ja vimos que a relagdo entre as amplitudes de transversida

de T e de helicidade H &: (p3ag. 89)
8

7 Dy ® ®0*P @ @A ()
T = " . R} 'H
kckdlaxb Mo By Aaua ‘b A *a¥a W Mg 4 My
BoPq
= (37 T 3
ondeR—-(2 '2'2)
e inversamente
S s s s
b * o *7q
H =J p? (®RD (R) D (R} DO ¢ (RIT
BoHgtatp 8aU Oaka ¥y Oolc 9qkg 9:93%a%
032
cd
Substituindo esta relagdc (no caso particular s, = 0) em

*

. 1 -+
Hy = (0 + Be3) H
*a’p 2 b Acharh

cdb

temos
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do 27, 2 - 5 53 : >
9o - (<h, D (..R)D (®D, ¢ (R)T M+B+G), ,, X
dw P’y ai"aa. b © " 9a*a 9%’ Apdp
P’b "c¢”d
°cah |
q;dd.cé
+5p 8, Sq
x D (R) D (RYy D~ (R)T
uﬁ lb* Uc Xc oh.l U' cd ob
do _ ,2m. 2 * ﬁb
W= 1 T o000 c';izil.nato (R) x
?ch_ cdb "cdb lblb b“b
9%y
x (i + B+9) D;Sb (R)
. ' X 1y
'2 ApA AR
Como
p € (r) DS R) = ¢ '
Ac c’c”&c cc lc Ucoc'
taeranos
dg *
do _ (2m,2 5] or T X (ﬂ+PU)
du P° g oy 9:%a% %%a% 5 9%
UcUd
onde % (L + 5-3)0 o é a matriz densidade do estado inlicial refe-
b"b
rente 3 base de transversidade.
Da mesma maneira se obtém a matriz densidade pT , do
o UdUc o3
estado final referente & base de transversidade.
do T 2w 2 1 *
P l Z T x (1L + 5’0') T 4 ' 1 =
dw "o cd€ a bc' % 94% Z abub 0y 93 %
do (0} T (x)T (y)T (z)T |
= (=) [g y +P.p + Pyp + P p
dw 0 \acadoc_od X O Ud c'od‘ ocod c Gd‘ z g Ud c
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Prova-se que a conservagdo da paridade implica as seguintes rela-

coes:

- - ] [ |

plor (_1% %47 % %% o
Ucddcc O'd UchUc-_O'd
(x) — ! 1 (%)
ST (- e7%a% e + o (V)T
9%3% g’ °c%a% %4
(DT (0% % a  ar

1 - L] ¥

O'CUdO'CO'd . UcUdUC O'd.

Exercicio 3.5

Prove as relagoes acima.




- 120 -

4. DECAIMENTO

1

Neste capitulo estudaremos o decaimento de uma particula
em duas ou trés outras. Trataremos scomente dé casc em que a tran

sigao conserva a paridade.

4.1 - Decaimento em Duas Particulas com Conservacao da Paridade

Estudaremos o decaimento da particula A nas particulas
a e b em relagao ao sistema em repouso de A.
0 vetor estado do sistema das duas particulas a e b

consideradas livres, &
&> 25+1 _ 8 >
= - ———— . = >
P=0, ¢6WA A gn \/ i DM,ka-lbwem ’p omEqskaxb:l

onde ¢ e 6 sac os angulos azimutal e polar de uma das particulas

secundarias (digamos a particula a) no sistema centro de massa de

A‘
A amplitude de transicac &
fSA 8) = <P= B > =
ab
=y |/ D*SA (¢00)<§—0ME-JSA A] |T|3—0AI:5 w:[>
3M 4T Mka-lb ab A'A
Escrevendo
<P=0M|WSX A EFEE w‘i> = & 8 °a

temos
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s B+ s

s

A [ <K *“n A
£,2  (¢8) = \/—=— D, (480) G
Ax Ay I UMM AL A My

Consideremos © casoc geral em que © sistema constituido pela par-
ticula A é uma mistura de estados de diferentes valores do spin
S, paridade n e terceira componente do spin A. Seja pSAn,S'A'n'
a matriz densidade relativa 3 particula A.

A distribuigdo angular I(¢,8) &

Sn *S'rl'
I(,8) = Z £ p vats £ =
lalb
S : Sn
= v(25+15¢(2§ +I; * gt _ *S'T]'
! 4 Dma—xb”’eo’DA'Aa—xb“”BQ)Gxabex-axb PgAn,S'A'"
Como
x [ ] )L -}L -A R
DyS _, (460)D7,. _, ($60) = (=) 2 B 7 <g'A’,5-A|m> X
a’b a’b J
X "o -y ] J .
<S'A AL S Aa|jO>Dm0(¢60)
com m= A'-pA temos
. A=A —A
I(¢,0) =] D3I (480) ;] (= 2P "(25”4’ “{23 L2 I
jm S?‘ﬂn'ﬁ
ab
@ _ala 1 o -'_-- . Sn *S'n!
X Ogpn, 5" (mba)ns < WEAS-AIIM><SIA "hy o8 -A, [30>Cy oy G ap

Por outro lado, a distribuigdo angular pode ser escrita como uma
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combinagdo linear das fungoes D, uma vez que estas fungGes formam

um sistema completo. Portanto, podemos escrever °

_F 23%1 o3 5* 3
I(¢,0) =1 S=<pd > Dl ($60)
jnm
onde
3 _ J
<pd > = J I ($60)D),(¢80)dédcoss

sdao os D momentos da distribuigao.

Comparando com a formula anterior podemos escrever

A A

A

23+ o o* _ oy a ‘b /(28%1) (28 "% 1)
am ‘cDm0> ,I ' A (=1 47 *
sg'gn:
a"b
' ~A (3 vy - - -1y *S'n?
PsAn,S' (m+A)n ' <5 m+d, -4 |jm> x <8 A Ay e Sy }\a|:10>c;;,t r Gy

ab a’h

Consideremos agora as propriedades .da distribuigao angu-

lar e dos D momentos.

a) Condigao de Realidade

A distribuigdo angular I(¢8) & uma fungdo real (consequén
cia do fato que a matriz densidade & hermitiana).

Portanto temos
I(¢0) = I*(¢8)
e Ccono

m

*) = (- J
Do (980) = (=)7 Dz ,(4$60)

podemos escrever



E 2j+1

3
. <D
S 4m m

0

- 1

Im 47

Concluimos gque

2 ;3
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* 3 = 23+l 53 .p*3
> Dp,(980) = ) 1 <Pno’Cpp (€60)

: 0
Jm R

3
~m0> Dpo ($60)

b) Conservacac da Paridade no Decaimento (A + ab)

A aplicacac da conservagac da paridade em

5 _ A >
Gy 4. = <“15-0Al}lsxax;| | T|P=0A>
a'b
implica
G, A <=0 A E‘S"a"b] |P TP | P=0A>
d
8-g_-s
— - b *= - - F-—
= NNy (=) n<p o.AEws Ay xlil |T|P=0A>
_ 1 (_)S-Sa-sb SN
n.n =A_ =2
ab a'b
Como

S
DAA(“+¢'“'9'°)

Podemos escrever

5.8 .
= (_) DA-A(¢'8’0)
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l'.
r(e,0) = § LEEDIITHI oS | (400)05,; _, (480)

b
A
sn *S n'

X Gy PR
alb sAn.s A'n

= 1 ri2 S$1L§ZS +1) (- )S ~5p q(1T+¢, T-6,0) X
A- )
b
8! $-S' _Sn S'n
- Div_(y =y y T+, 7=0,0)nM" (=) G_, _y G- p
A (ka lb) la Ab l A SAn,S'A'n'

Paran =n' ter-se-a I(¢,8) = I{n+p,m=0)

Concluimos gue somente quando o sistema A consiste de uma
série de estados de mesma paridade (casc particular & quando A e
uma particula com determinada paridade) teremos I(¢,0) = I(m+p,m=0).

Escrevendo a distribuigdo angular como combinagac linear

das fungbes D e impondo I(4,8) = (w+$,r—H) temos
=y 23+l 3 *pd = _J__ 3 *pd - -
I($,0) =) =g <Dpo> Dy lte0) § <Dro> n o (T+o,m=6,0)

Jm

Concluimos que para n = n' temos
<Dio> = (-3 <D&0> p
isto & .
<Dio> = 0

para valores Impares de J.
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c) Conservacio da Paridade no Processc de Produgao

Vimos que na base de helicidade, a consetvacao da paridade

para uma particula de um determinado spin, implica em Papr =
=h1

= (-)A A‘Q-A-A" Analogamente, para uma mistura de estados de dife

rentes valores de spin, paridade e terceira componente de spin, te

mos:
_ s gy SHA=S'-A!
Psan,s'A'n* = ™ (=) Pg-An,S'-A'n?
Como
5 _ oy SHA=X S _
Dy, ($60) = (=) D_, (7 $,7m-6,0)

podemos escrever:

) Y {(25+1) (25" +1} (_)S'+A'-55Aﬁiil

I(¢6) T

{(r=¢ ,m7-0,0) X

a-lb

: *xQ¥tn ! P
Dfﬂ'l -2 (r—¢,7=6,0) Gink Glsxn nn:(_}5+ﬁ S'=A x
a b a “a'b

ps'ﬂﬂas"ﬁ'n'

Para n = n' ter-se-a T(4,6) = I(r-¢,m=0).

Para I(¢,8) = I(m=¢,m-6) obtém-se a relagao entre os D-mo
mentos escrevendo a distribuigao angular como combinagao ‘linear

das fungbes D. Deste modo temos:

1 L) * L) [ ] L} * ]
1(6,0) = J 2L «pd >* pd (g00) = ] AL <pf > "pp (w0, 18,00 =

0 mQ m

i

23+ m o3 ¥ o]
IS ()77 <Dpg> Dipg(¢00)
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Portanto, para n = n' temos <D-, (-} Do
£

Resumindo, podemos dizer que na base de helicidadé, para
n =n' e pela conservagio da paridade no processo de produgdoc e

no decaimento resultam as seguintes relagoes:

I(¢,8) = I (¢,8)
I(¢!e) = I(“""d’r“_e)
I(¢l‘e) = I(—¢,e)
I($,0) = I(m—¢,m=0)
Exemplos

Congideremos o decaimento de uma particula A (spin e pa-

ridade fixas). A distribuigdo angular & dada por

25+1
- 4T
b AA lak

I1(¢,0)= 'Z
AA lalb

* C12xs7 s
£ S e + Dy |, Do,y _, P
m )y Paarfana Ay | P13 Pan -, Page

b

a) Seja o decaimento em duas particulas sem spin (por exemplo

o > )
Como
Sy T 8y T 0
e
nre = Vs Yp (400)
temos
1(,8) = |G|2 A£| Y3(4,0)%,5(6,0)p0,,,

onde G significa um fator de normalizagao.
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b) Seja o decaimento em uma particula sem spin e outra com spin

.

++
1/2 (por exemplo A + Pqh)

A conservagao da paridade implica em

Gi =T (18712 G-Sk
a ab a
e portanto

2 2 2
G . = G = |G
| Aa_?_...&/z l l }‘a = -1 /2l I |
Para a distribuigdc angular temos

2 28+1 _*S .S
an Dma Pata, A

16,0 = [6)° ¥
AA la

Tanto no caso a) como no caso b)), a matriz densidade (ou uma
parte dela) pode ser determinada da distribuigao angular. Isto

fica mais facil de ver, se no lugar da matriz densidade Papy U=
J

sarmos os tensores estatisticos TM.

No capitulo 1, vimos que a relagao entre Pppr € Ti é

dada por: (pag. 17)

s-A J
P = (=) I <sA',s-AlamM>T
ANT J# M
e Ccomo
A=A ~A
*g s PN N Ny _ s
ana-AbDA'xa;H)-( ) j% <SA',S-A|Im><SA_-X ,SA -2 |30 x

x Dioc¢eo)
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temos
L
28+1 _*S S 2
I(¢,8) = ] D,y _» D7,y _, IG |“opas =
Aﬂ'kalb i Axa lb A la Ab Ay AA
S=x +X
2S+1 2 - .
= § (= @ P2 g | <sr_=r,Sh -A_[0> x
jmJM an Aaxb a'b lb a
A5
x DI _($80) T2 Y <SA',S-A|jm><SA',S-A]IM>
m0 M AR
Sendo

] - ] ] - -
A§'<SA ;S=A| jm><8SA',S=A|TM> = ajJ .

a relagao acima reduz a

. . S=X_+A
1(9,0)=] 220l weoy T3 1 (- 2P
jm

Aalh

(2
|

G <8Xx =X, _,SXx
lahb a

b b-xa|

Quando os valores de |G 2 sao iguais para qualquer ka e A , 08

Aalbl b
tensores estatisticos podem ser determinados através dos momentos
<D%0>

Conhecidos os tensores estatisticos pode-se sempre calcu-
lar a matriz densidade. Como vimos, para o decaimento com conserva
gao da paridade podemos determinar somente os D momentos com j pa-
res e portanto, em casos favoraveis se pode calcular os tensores
estatisticos com j pares. Em consequéncia,a parte imagindria da ma
triz densidade nao pode ser determinada.

Como a matriz densidade & hemitiana (i.e. pﬁh':=pﬁ'ﬁ) te-

mos

30>
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2RepAA. .
=Py P R T =
2Tmp AR A'A AAY T -A'-A
AAY
-— : ' ] .
=7 (0° A<sn',s—A|jm>T3n sy (S A s sn | gmo T
jm jm n

Como <S-A,SA'[jm> = (-)J_zs<SA',S—A|jm> temos
[ 2res
AAY _ . o
=7 %M snr s-abime | 1l (07 Ty )
L2Imepp im

Observamos que para o calculo de ReDAA, necessitamos somente dos

Ti com j par.

4.2 - Decaimento em trés Particulas com Conservacao da Paridade

Estudaremos o decaimento da particula A nas particulas a,
b e ¢ em relagac ao sistema em repouso de A.
0 vetor estado do sistema das trés particulas a, b e ¢

consideradas livres, &

B=0, aBYNX X Mo = ) \/ZEH o5 (asy) \3=omE«SlexzxabeJ>
- SMK 8w

2

_ Wy 2 ;
ac (ﬁ; + pc) (isto € os

2 H U, 2
= = + =
onde X, M(bc) (pb pc) e X M
autovalores sio as varidveis usadas no grafico de Dalitz).Para a
massa total W constante, Xy € Xq fixam a forma do tridngulo de im-

pulso
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A orientagdo deste tridngulo no espago & descrita pelos trés angu-
los de Euler aBy . Sejam af os angulos que determipam a diregao da
normal ﬁa x Eb ao plano que contem o tridngulo e y a diregao de
ﬁ ne pland.
A amplitude de transigao & portanto:

SA _
EAN Ap e laBYX Xp) = <B=0, aBYWX X, A A 2 ~ \p onE; ] =

S+l S* +_ ) : -I
) V ——22 DMK(aBYHP—OME-JSKXiAi:H { -OAES WAJ

SMK 8w

Escrevendo

| S
< B=0M Ewsxx 'J\.:' IT l’ﬁ'=on[s w:|> =& 5. G.R '
1M AA 55, MK "a"b"cK-(Xlxz)

temos

s 25, +1 S S

A - \/ Zatl «Sa A |
£ @BYXy%,) =} V —=5— D, " (@BY)

AR Aph g oY Y2 ar® MK G2 KO

K

+
Py
Quando se tem a matriz densidade :@,,, para A, entao a dis

onde K é a projecao de S, na direcgao degax

tribuigdo angular serd fungdo do grdfico de Dalitz (através das va

riaveis xlxz).

X SA S *
I(GBYX X) = f D 1 f =
172 \ ﬂﬂi h AAaAbA AA? E l Abl
abc
28_+1 S * S =] g %
= A A A =
mt o AAKK
ab’e
2S +1. . -
= A2 X DiL(agy) Z _(—)A_KpA At ,m+ﬂ S -A|jm>  x .
g JmI; AR
s S, &
Ny <SA,L+K,SA.-Kle> ) G)\AK GAA K+L
Aalbkc A A



=131 -

Por outro lado, a distribuigao angular pode ser escrita

como uma combinacdo linear das fungoes D. Portanto, podemos escre

ver
- _ oy 2L 3 o% .
I(aBY, XX,) = 1 <D > D7 (aBY)
2! T L T2 Tmb Xy oL
onde
j . - -. i
<DmL>(X1XQ) J I(aBY¥y%o) Dy, (aBY)dadcosBdy

s3o os D momentos da distribuigao.
Utilizando a f£ormula anterior, podemos obter facilmente

- | _
a relacac para <DmL> ( Xlx'z) .

Calculemos, agora, a distribuigao thrmé) do grafico de

Dalitz.
SA 2
WX X,) = [ I(aBYX;x,) dodcosfdy = Z*DAA-Z le K|
A KX, i
] 2
KXy i

onde usamos as seguintes propriedades

3 - i 0 _ 2
_J DmL(aBY) dodcosidy J DmL D00 doadcosRdy = 8m GjOGmOGLO '
Si-A S.-A
< 8,A,8,-A}00> = (-) AT __ 1 <§,4,00[8,4> = (=) S
¥ ESA"'I VESAH
e

i Ppp =1
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Concluimos, portanto, que a distribuigdc do grdfico de Dalitz &

independente da matriz densidade do. decaimento da particula A.

Estudaremos, agora, as propriedades da distribuigao angu
lar e dos momentos D.

Sejam aB os dngulos gue determinam a diregdo da normal
-

P, 5b ac plano que contem o tridngulo e vy a diregao de uma das

particulas no plano.

a) Condigao de Realidade

A distribuigao angular I(agY X X,) é uma fungdo real (con
sequéncia do fato que a matriz densidade € hemitiana).

Portanto, temos

- * -
I(aByixyxy) =1 (aBYXqXp)
e como
Djﬁ(uB ) = (=)L pd (agy)
AL “m-L ‘*PY

podemos escrevers

. , * . . ]
23+1 _.3 ] y = v 23+l .3
<DmL> DmL(aBY) z 2 <Dm

i* =
) > Do (aByY) =
jmi  8n” Imi, 8 .

L

23+1 .3 _ =L _J -
j%L o 2 mL (=) DLy, (@BY)
- 2i+1 7 _ym=L _J :
sk 8“2 <D 1> (=) Dy r, {0BY)

Concluimos que

' *
<%&> = (=)

m-L j
<D, .1>
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b) Conservagao de Paridade nho Decaimento (A + abc)

A aplicagao da conservagdo da paridade em

8

A B [
G —<ponwsxx1]||_on[sﬂ
Aarp AKX ,)

implica: (vide pag. 84)

S

A -+ s
— -} P —J
G"a LA K X,) <P onEwsAK.xixi:l | TPl'ﬁ onEAﬂ>

U 1 T R ¢ S +8 +8 +K
--_abe ., a"*p*¢ <_f>—0AE'IS Ky, - :H ipon[s W:I

"a

MmNy N - g +Sb+S +K GS
T = A=A =2 KiX1Xp)

Ccomo

S s
_ ,_ K=K' °n

SA SA )*

A *
G (G )
liK liK'

-A,K'
i

podenos escrever

*
2SA+1 S s S

K-K'

I(aBYX X, = — 2 (agy) D,Bgs (aBY) gy s () c:;__,L <

8w &A K%

a b c

Como

s s
D2 (aBy) = (-} DR (aBT+Y)

podemos escrever

G

Bk

A

-A,K'
i
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35.+1  S_* s S. 5.
X _ “Pa A A _ A A -
- 8w \ i i
= I(u8w+yx1x2)

Observemos que diante da operacao paridade, a normal se
mantem inalteradvel mas o impulso da particula muda de dire-

-

¢ao.

Escrevendo a distribuigdo angular como combinagao linear

das fungoes D e impondo

I(eBYX;Xp) = I(aBm+Y X X,y

temos:
sko gii% <DiL>?XﬁQ) DgL(aBY) = jiL gii% <DiL>:Xlxzf€LUMW+W)
e como
o (agy) = (=)* DI (agm+y)
concluimos que
@ > = (-)F @ >

isto é <D%L> 0 para valores impares de L.

Conservagac da Paridade no Processo de Produgao

Vimos que na base de helicidade, a conservagao da parida .

de para uma particula de um determinado spin, implica em

A-AT
thl = '("') D—‘A—Al.
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s S.-A S ' !

Dy Ragy) = (=) B DRy (m-a,m-B,m4y)

podemos escrever

28, +1 S S S S, *

I(aBY X X,) = —= I A(aBy) D, 2, (aBY) G.2, G2 =
XX an? M iRk Dix A'K! A K SR Paar
Ay
25 +1 S * S s SA*
= - —L 1D AK(“ o, -8, ﬂ+Y)Qﬂ w70, T=B, T+Y) GMKGA X' Popopr

=I(ﬂ—a,ﬁ-B,ﬂ+7;XLX2)

Escrevendo a distribuicdo angular como combinagao linear

das fungdes D e impondo

T{aBYXyXp) = T(m=a,=8,7+Y XX, ).

temos
Zi_& <DJ p pJ_(aBy) = 2itl .3 i~ -
¥Y) = D > . (m—a, 78 ,THY)
jﬁL 8n (fixz) DhL ng 8n 2 (x x2 i
e como

D;L(ﬂ-a,ﬂ-ﬂ,ﬂ+?) = (-)J+m DimL(GBY)

concluimos que

J _yJ+m 3
“Dhr” =) Dl

para valores inteiros de j, m.
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Exercicio 4.1

. L]
Estude a mesma reagao para © casc em gue os angulos oBf determinam
a diregao da particula a e o &ngulo Yy determina o plano das par-
ticulas a e b. Prove que as correspondentes propriedades da dis-

tribuigado angular e dos momentos D sao:

ML <pd > (condigio de realidade da distribui

j *_ _
a) <b_.> = (=) ——

mL
cao :angular) .

b} T(aBYxlxz) = T(Tr+u,'rr-6.1r-Y,le.X':2)

e
: [RGRING IS S - . .
<Drr> (=) <Dp.1> (conservagao da paridade no decai
mento)
¢) <Dg;> (=) <Dl (conservacao da paridade no proces

so de produgao).
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APENDICE

1.1 - Adicac de Momentos Angulares

Na Mecanica Classica, somamos dois momentos angulares em
um nmomento angular total de maneira gque os vetores momentos angu
lares sdo somados vetorialmente. Na Mec3nica Quantica, temos que
somar os dois operadores Ea e 35 de nmomento angular. 0 operador
resultante J age no espago produto dos dois espagos de Hilbert

> -+
gue correspondem a cada um dos operadores Ja e Jb.
> - . -

Assgim, Ja + Jb =F em gue as dimensces dos espagos de
Hilbert correspondentes a Ea, 3b e § sfo L2ja + 1), (Zjb +1}) e
LZJa +1)(2:|b +1).

2

Denotamos por |jéma> os autovetores dos operadores J (a)

e J e por Ijbmb> os autovetores de J%b) e Jz(b)' 0 vetor

z(a)

[jamajbmb> & um autovetor de JZCterceira componente do momento

angular total) mas nao & sempre um autovetor de g% =
2 2 2

= h 4 + i . -_

Uyiay @ Ty * Gyga) DIy))” ¥ p(ay @ T Entre

tanto podemos formar autovetores de J2 e JZ combinando os veto-

res |jamajbmb>= tal que

|JM'Ja'3b> = E <Jama3bmb|JM>ljamanmb>
a
com M = m + m e J podendo assumir gualquer dos seguintes valo-

Os coeficientes <jamajbmb|JM> sao conhecidos como. coefici-

entes de Clebsch-Gordon.

Devemos ter
- . Ja+Jb _ :
(23_ + 1) (23, + 1) = 3 (27 +.1)
a b _1s .
I=13,-3,1
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isto & a dimens3o do espago produto &€ a soma das dimensdes dos es
pagos dos momentos angulares totais separados. Isto corresponde a

decompor o espacgo produto em subespagos irredutiveis.

1.2 - Propriedades dos coeficientes de Clebsch-Gordon

1) RelagOes de ortogonalidade

2 ] ] ) ] ] =
3y | cd m w3 M = 85 by
3

Y < i.m_ ] | M><3j _m'j. m' | IM> = § , 8 '
IM aa bmb a a bmb mam a mbmb

2} Os coeficientes de Clebsch-Gordon poden ser escolhidos

tais que sejam reais

J-3,-3
. X - (o a-b.. s
3) <3amajbmb]JM> = () _<3bmbjama|JM>
. : J-j'_a—jb s e
4) <3amajbmb|JM> = (-} <Igiy mb|J—M>

isto & <ja0jb0|J0 >=0 quando J-j -3 € impar

-y " {2'J+-1 )'V 2

5) <jm jym [JM> = 39,41 <J-M mebl;;¢a>
: j=—tm 1/2
. . _ (yTaa 2J+1 . s
6} {Jamajbmb|JM> = (=) [§§;$T) gm, J M|ngb>

Alguns coeficientes de Clebsch-Gordon e valores dos harmd
nicos esféricos usados frequentemente 53ac apresentados nas tabels

seguintes
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Coeficientes de Clebsh-Gordon N
N T
notacaolu w
]/2 x 1/2 . neomy,
B ] % she »
IPFITEN L 2 ]/2 L5/ 558 342 m, m, ,Icwflﬁ‘i'-
yeay el (VERRVE I R I VAR © ' gentes
NrEIEERIE NISTHIUTARETA: A1 i T
{-172 -1/ NV AICA S VAR VA ;
NESYE :;s sl e 3;:
IR TA R NIRRT
E
1 X ]/2 -lf- ’ EHE AR B
RN ‘f;j:ﬁ oy 11 172 28 AL 32
- ’ 2 WESYE 175y /¢
w178 /Y /3 32 i 3/2 x 1/2 1 o e |l ?{: ‘4,{-‘-5%
LML AT DARAIE | TR g e T
HRTARARRA R YISV HITE R AL B ] ot
2 ]-3. SRATE RTARETA. O V) - _l{,z:l’,g_,‘;‘_,}_, PR
x y ;
o 3 frem— | MY 3/2 % 1 g,t._ YIREYH NYPNTRITETE
2] 02 SRR B2 NTAERFR RIS EN P RS
w01/ 2/ Yy 2 [ vhee 0] 2 ol 57z 32 ij¢ EYFRSPERTLINTE I
sle2f1-0/ 1 k1 .;;’_!_ . \tf_z _gﬁgk?ﬁz .i?‘z *I;Z REROTMITEIS TS B4
AR TITAL IRV N T s12 /e /s 1/ Sl /g !
1 =1 ? N TR AT ED R Y RYITIRYS W7 I———
z | o+1|6/315 «3f2 1/10§ 0 o 0 R AT B T
| NI EL S S-S 12 Y 0 — sife -l3/10 8/15 /b
voelfe /el q o oofy/s 0 L1ts 32 ) NYZRN TS URAVAL SVAT I T T
0tz -1/2k0 o o BNV NS VEIRVET.! R R SR Y B L
d1aife /2 1/ 0 -16/1% 12 1/1D NVERY I TR AL RIS
o oj2/y o 1;;! R -1 oahsa;s-s/m 52 2o pfs adsfasie
SRSIIFLIEI VR ERYE' S R . RN ISVAL RV N 4 3 R AN . l'j‘}“ T
0-[|I/Z 17y 2 1ERIE K )
-1oopfe -/ -t ol1/5 L) [y mpm, [y, TM)
| . | S Vo)
’ s {1} 1 ”{J:;'nlzm’]uj’].\l

Nota: a v deve ser subtendida aocs coeficientes

Coeficientes de Clebsch-Gordon para j,=1/2

| .
i CAJ‘J: *z
! my =} mz = —%
Je=j,t4 [I:‘FM‘:'}_]*} [f:—M'F'&]‘l‘
U 2+ 1 2+ 1
P e N L LA R
o 2, + 1 2 +1

Coeficientes de Clebsch-Gordon para Jo,=1

Clj;:l ";l

m;-l m,=-0 . Mg"'_l

Gt MU+ M+ D4 [{;.—M+ DU+ M+ D] [U;—M)(J'.-—M+l)'§
I=h+1 [ GhT DT D ] @+ DU+ D @+ D+ D

(h+ MU — M+ 114 , M P—MW&M+W§

I=h _[ WG+ D) LG+ DB 2,Gs + D
: (Jo— M) — M+ 1T [(11 M)(J':+M)]i [Ux+M+1)Ux+.M)-§

I=hml (=i TRy T+ D




- 140 -

Y'l"{ﬂ‘ ¢) =\/‘:%{_.M Pr(cos 9)2""‘

4nfl + m)!
d )mP( 08 ﬂljl' {
dicos ) #e ’ m,“<“ )

d : 2 i
Plcos ) = 7 [(d[cos 9}) (- sin* ﬂ)]

Y, @) = (- )"[IT6. $1)*
(= m!

Ficos 8) = {—1)" sio" 9[(

" -1 [
Py™Mcos @) = [ )"’U+ )IP'"{cos )
1=0 Ye = —
° 4n
I=1 Y‘}=J-§—cosﬂ Y=~ Esin‘ﬂe“
4n \ 8n
s |
=12 Yy = ——-(3 cos*f — 1) Y: = —\/-——smﬂcos ge'*:
16n Bn
= E sin? fe?i*
R ’

21 )
P=13 Y] = —L{Scos’6—3cosﬂ] Y= — [——sin®5cos® 6§ — 1)
16x &
fios . 3
Yi= I sin? § cos fe* | Y=- pom sin® fe*'*.

Buncdes & , para j < 2

J= -;— dhyy 17, == COS g, d;,,..q, = —sin%
j=1 d,,=_‘.*:‘;';’“3, doy = 5:;’;
th—y.= l-;osﬂ' dyg = cos
jnT dygapy = I'H;OS'BBOS% ' dyyy—3y = mﬁggfﬁsin-‘g—
s = _ 1+c B s:n%, by = YT 1 cos,& %
dyyy = 3005;3-—1 cos%, dhgpify = }.ﬂﬁz&_ﬂ _g_
et
= — 1+;°sﬁsinﬁ, dyey = — 1’?”351:1,6
4= 1+cosﬂ (2c0s B—1), dor = 1~ c.:os,fi(2 osf+1)
a’,.=-l/T?—Sin’ﬁ; e = -'l/gsinﬂcosﬁ

3costfi—-1
do=—7
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