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INTRODUGEO

O presente texto contem e complementa uma série de ex
posicOes realizadas no primeiro semestre de 1974 no CBPF, para o
departamento de Fisica Tedrica.

Esta dividido em seis capitulos.

No primeiro capitulo faz-se uma introdugao rapida da
dlgebra tensorial e exterior.

No segundo caplitulo algumas nogOes bésicas da  Geome
tria Diferencial siao estudadas. Introduz-se a nogao de variedade
diferencial e a seguir dio-se exemplos em que o espago de configu
ragdo e o de fase de um sistema mec@nico satisfazem os axiomas da
quele conceito. Estudam-se algumas propriedades referentes aos fi
brados vetoriais, particuiarmente ¢ fibrado tangente e contangen
te 3 uma variedade diferencial. As formas diferenciais no R" e
em variedades sao estudadas com certos detalhes.

No terceiro capitulo estuda-se a mecanica hamiltonea-
na sob o ponto de vista simplético. O objetivo deste capitulo &
o de formular de uma maneira explicita o aspecté geométrico do
formalismo hamiltoneano. Trata-se de estudar este formalismo na
forma subjascente ao fibrado contangente a uma variedade. Tal mé
todo & baseado no fato de que a descrigao dos movimentos de  um
gistema mecanico & feita obtendo-se as solugdes ou trajetdriasde
um dado campo de vetores sobre a variedade considerada. Mais ex-
plicitamente, mostra-se gque o fibrado contangente admite uma es-
trutura simplética candnica que permite, a partir de uma dada
fungdo H definida nesta variedade, a obtengdo de um campo de ve-
tores cujas curvas integrais serac, localmemte, solugdes das co-
nhecidas equagOes de Hamilton.

0 desenvolvimento destas ideias deve-se, entre outros,
a E.Cartan(o), G.Reeb(l), J.Souriau(Z) (3)

tude do formalismo geométrico Lagrangeano, desenvolvido princi-
(4)

e A.Lichnerowicz . Oes

palmente por J.Klein' ', necessita de uma formulacao propria no
que diz respeito aoc calculo exterior sobre espagos tangentes. U-
ma versao sumaria & apresentada no quartc capitulo. “

No quinto capitulo apresenta-se un estudo conhecido o
mo Mec@nica de pirac-Bergmann. Trata-se da Mecanica usual em pre
senca de vinculos. O texto apresentado € uma reprodugac de  uma



nota publicada nos Anais da II Escola de Cosmologia e Gravitagao
do CBPF, vol.III (1980) pp 1165-1191.

0 capitulo sexto aborda, de uma maneira acanhada, al-
guns topicos da Geometria Diferencial empregados na Relatividade.

A redagao do presente texto foi realizada numa forma
gque permita atingir aqueles que na3o estao habituados com esta
parte da  Matematica. Dal, aparentemente, realizar-se certos a
busog que visam somente evitar dificuldades desnecessarias. Ques-
toes de existencia e unicidade saoc, por exemplo, deixadas de la-
do.

Agradecemos ao Prof. Mario Novello pelo convite feito
naquela oportunidade. Ao prof. Constantino M. de Barros agradece
mos as sugestoes dadas no que se refere ao Capitulo II. Ao CBPF
agradecemos igualmente pela publicagao destas notas.



CAPITULO I

ALGEBRA TENSORIAL E EXTERIOR

l- Preliminares

Por R representa-se o corpo dos niimeros reais. Os espa-
gos vetoriais considerados sao reais e de dimens3do finita. Sejam

Vireeos Vk e Z espagos vetoriais. Diz-se que a aplicagao f: V,X....

1
+Z, defi

X V, 2 € uma aplicagao multilinear ou k- linear se £,0Vy
nida por £, (x) = £(xy,e.0s %;_10 X, Xy4qr+++s% ) & linear para to

do i, 1<ikk. Se Z = R, diz-se que f & uma k- forma linear.

Por Lk(vl,..., V. ;i 2} representa-se o conjuntc das apli
cagoes k-lineares de ViX «.. x V) para Z, munido de uma estrutura
de espago vetorial, (as operagdes de soma entfe k- lineares e o
produto de um escalar por uma k- linear sfo definidas da . maneira

habitual para fungoes). No caso particular em que k = 1 e 2 = R ,

poe-se L (V;R) = V*, dito espaco dual de V. Se (el, aeey en)=(ei)

é uma base de V, ent3o existe uma {inica base de V*, (vl, ce. V=

(v)) tal que vJ(ei) = Gi. A base (vJ) & dita base dual de (ei).

2- Tensores de ordem 2

Sejam vV, W espagoé vetoriais. Seja (V@W, f) um. paxr
tal que VW & um espago vetorial e f: V@W > VW & uma apli
cagao bilinear tal que -

(1)V @ W & gerado pelo conjunto f(x,v); (x,y) €V x W ,

(i1) se (ey) e (gj) sao bases de V e W respectivamente,
entao os nm elementos de f (ei, gj) formam uma base de

V@W, 1<ixn, 1<j<m.

0 par (V@W,f) &€ dito produto tensorial de V por W. Re

presenta-se f(x,y) por x @y. Os elementos de V @W sdc ditos ten



sores (de ordem.2). Se teV @V, entao t & dito tensor contravari-

ante (de ordem 2). t & ‘dito ‘tensor covariante (de ordem 2) se

t € V* @ V¥ e tensor misto ou de tipo (1,1) se t e V& V¥,

3- Propriedades

a) Proposigao.

Se V, W e Z sHo espagos vetoriais, entdo a todo elemento
g de LZ(V,W;Z) corresponde biunivocamente h € 7 (V @ W; 2), tal
que g = hof'
Demonstragido: De fato, defina=se h: V W + Z por h(t) = Eg(xi,yi),
onde t = in @y, € VAW, Tem-se que h estd bem definida, pois as
componentes do tensor t numa base (ez:.L ® gj) independem da represen

tagdo dada 3 t. A aplicagado h & linear por construgao e & unica co

mo € facil de verificar-se.

b} Colorario

LZW,W;RI e isomorfo A (V @w)*.

c) Proposigao.

(V @W)* & isomorfo 3 V* @ W*,
Demonstragdo: Basta definir g: V*xW*>(V @W)* por g (x*,y*) (x @ y)»
x*(x)y*(y), xeV, yeW. Tem-se que g & bilinear e pela Proposigao
(a) existe uma Gnica linear h ¢ L(V* x W*); (V x W)* tal que g=h0f,
onde f ¢ L2(V*,W*: V¢ @ W*). Como dim V¥ @ W* = dim (VQ W} *, tem-

se o isomorfismo desejado.

d) Ccrolario.
L2 (V,W:R) & isomorfo a V* @ W*.

O Colorario (d) sugere a seguinte definigao: Seja V espa



¢o vetorial e Lz(v*,V;R) o espago vetorial das formas bilineares
de V*xXV em R. 05 elementos de L2(V*,V,R) sao ditos tensores em V.

No caso Lz(v*,v*:R), sdo ditos tensores contravariantes (de ordem

2} e no caso L2(V,V;R) sao ditog tensores covariantes (de orden

2}.

Os resultados acima enunciados sao de facil generaliza-
¢ao para o caso em que considera-se k espagos veumﬂaisiﬁ3 z,uu,yk
No que se segue consideraremos a situagdo em que Vl=...=Vk = V.

Colocar—-se-a

r+s

Tz(Vl = Y8, ..., V¥, V, ..., ViR},

onde V* e V s30 repetidos r e s vezes respectivamente. Os elemen

tos de T;(V) sao ditos tensores em V, contravariantes de ordem r,

covariantes de ordem s, ou ainda do tipo (r,s). A dimensac : de

Tzcvi é nr+s, onde n & a dimensac de V.

Sejam T:(V) e Tﬂ(V) espagos vetoriais conforme a conven

cao acima. Seja
r n r n
£: T_(V) x T, (V) > T (V) @T, (V)

a aplicagad bilinear da definigdo de produto tensorial. Como

r+n

r n - b
Ty (V) @Tu(V) e isomorfo a T_ .,

(V) , pode-se tomar f como sendo u

r+n

s+u(V). Diremos que £ &

ma aplicagdo bilinear de contradominio T
a multiplicagao tensorial de elementos de T;(V) por elementos de
TE(V). Se t ¢ Tg(V) e Vv € TE(V), entlo pela convencao adotada ,
poe-se f£(t,v) = t ® v. Se Lj, Bj £ V¥, aj, bj E V, tem-se por de

finigao



t-Ga" (Llf RO ] Lr' ﬁlpa-o.; Bnp al' sy a_ b1' LR bu)

= t (Ll; awny Lr, al; “e sy as) v (91' ...’Bn' blf s ey bu)i

Uma algebra & um par (A,f) onde A & um espago vetori-
al e f£:AxA~A & uma aplicagdo bilinear, dita produto. A aplicagao

£:T(V)XT(V)>T(V), onde T(V) def @Tz (V), reZ, definida por

L] — ] 1 1 ] ]
E(t,t") ——t°®to+ (to®t1+tl®to) + (t°®t2+tl®tl. +
+ t2 X to) + L3 I ]

= 4 1 = ] 1 !
com t t° tl + ..+ tm' t t0 + tl + ... + tm € T(V) mune

o espago vetorial T(V) de uma estrutura de algebra, dita algebra

tensorial contravariante. De maneira anidloga tem-se a algebra dos

tensores covariantes e dos tensores mistos.

5- As conponentes de um tensor do tipo (r,s).

Seja (ei) = (el, cees en) uma base de V. Uma base de

TE(V) € dada por
jl js
(ei @...@ei e " &...0c ")
1 r
. . 3 1 n, -

onde i,,3,¢€{1,2, ..., n}, (e°) = (e7, ..., €7) & a respectiva ba
gse dual de (ei).

Se t ¢ trl(V), entdo as conmponentes de t na base de

51
t:(V) a¢ima s3ao representados por

i ..ll
.

Jin..] r
t = Zt%l i

com {il' caes ir}' {ji, ey js} representando um arranjo com re



peticaoc de 1, 2, ..., n.

A expressao de t acima pode ser re-escrita na forma

t =73 tg e; X 7,
I,Jg

onde I,J representam a r-upla'{il, cers ir} e a s—upla'{jlf"u,js}
respectivamente.
Voo tad Iyl 3 j 3y s
Se e'; Xai es e ¢ Ebi , onde (ai) e (by) desig
nam as matrizes de mudanga de bases em V e V* respectivamente, en
tao

£l = ¥ ali... alr b1 .,.b?s g+ M

J I,J ml m. 31 Jg N

€& a relagao de mudanga de componentes de um tensor do tipo (r,s)

na mudanga de bases acima mencionadas.

Sejam V espago vetorial e k um interior nao negativo.
Por xkv representaremos o produto cartesiano Vx Vv x ... xV, k
vezes. Seja (Akv; £) um par tal que Akv designa um espago vetori

al e £: XkV+AkV tal que:

PEa) f & multilinear alternada, i.e., f & linear em

cada variavel e

f(V F wwug Vi, Vi+l, “ney Vk)= -f(Vl, asey Vi+l, v g msagy Vk);

onde vj e V, j=1, 2, ..., k:

PEb)AkV & gerado pelo conjunto

{f{vl, vens vk);(vl, oo oy vk) £ ka},



PEc) Se Tyr sver % @ uma base de V, entdo os ( 2 ) e-

lementos
£f(o0, 4 2.y O, ) & uma base de nkv, “gom 1<i <_...<.:I.k<n.
_il ik ) iy | =

Os elementos de ﬂkv sdo0 chamados de k-vetores sobre V e £ (vl,...,

vk) & representado por le...AVk, chamado produto exterior de

Vit seey vk. Convenciona-se

Aov =re alv = v.

Diz-se que LAkV,f) & uma k-8sima potencia exterior de

V. Se (Akv',f') & outra k-ésima poténcia exterior de V, . 'entao
(Akv,f) e (Akv'f‘) sao igomorfos.

EXEMPLO. Se k=2 e dimV=3, entao AZV & constituido das combinagoes
de todos os elementos (o,B) de VxV da forma aAf. Se {Ul; G 03}é

uma base de V, entao

com a, , bjeR. Por (PEa), (PEb) e (PEc) tem-se

ahB =} aibjci

Ao..
i,3 ]

Portanto dimﬂzv = {n!/{(n-k)'k!) = 3.
Se w ¢ Akv e se'{dl, .o cn} & uma base de V, entao

poxr (PEc} tem-se

we=ja; 3 0y

)
1 k 1A...A i

kl‘ (I-G.l)

comliil< e <i < n.

Observa-se que se dimV=n e k>n, entao ﬂkv=0, pois pela

multilinearidade de £ e por (PEc) tem-se que 0, Ao..hoy é o pro-
1 k
duto de k-vetores, com k>n; logo nulo.



0 produto exterior de um k-yetor a por um p-vetor B &

por definicio wma aplicagdo A: AV x APV » A¥*Py definida  por

A{a,BR) = alB.

Logo se (al, ceoy uk) [ ka e (Bl, caes Bp)_e XPV, entao

(ulr Ay ak) ﬂ (Blf -..o-p Bp) = alA- .'.A ak A BlA..'.ABP.

Tem-se gue
(i) A & distributiva
(ii) A & associativa
{411) ahg = (-1)F gha.

Munido do produto exterior A, o espago kS§ ﬂkv dos k-
vetores € uma Algebra, dita dlgebra dos k-~vetores.

Seja Ti(V) © espago dos tensores em V contravariantes
de ordem k e seja t ¢ T];(V). Se t=x; & ... @x.k € uma representa
gao de t; (xl, “eey xk).e §v, entao diz- se que t & alternado se
t=-x, & ... x, &%, ® ... @ %, . Como as componentes do tensor t
numa base independem da representagao de t, tem-se que t & alter
nado se suas componentes, com respeito a qualquer base, mudamde
sinal quando permuta-se dois indices sucessivos da base. Se f:
§v -+ Tz(V} & a aplicagd@o k- linear da definigao de produto tenso
rial, entao TE(V) & isomorfo a Akv se e somente se f & alternada.

Portanto um k-vetor & um tensor alternado contravariante de or-

den k.
Unm tensor covariante de ordem k alternado & dito uma

k-forma exterior. O espago das k-formas exteriores & representa-

do por Akv*. Da mesma maneira, tem-se a existéncia de um produto

exterior A que mune o espago é%E Akv* de uma 3lgebra, dita alge-

bra exterior ou algebra de Grassmann.




CAPITULO II
ALGUMAS NOCOES BASICAS DA GEOMETRIA DIFERENCIAL

1l - Variedades Diferenciais

Diz-se que um par (U,¢) é um sistemd de coordenadas local

ou uma carta local (h-dimensional), se ¢ : U > R & uma funclo injetora e ¢ (U)

émnabertodoRn,espaqonasn—uplasdosm’.'nmmsreais.SepeUdiz-se que
(U,4) & um sistema de coordenadas local ou uma carta local en p.
Por brevidade, pde-se p = (xl,...,xn) ou (Us%y,...,x ) onde (Xyreeex )=
(¢1(p),...,¢n(p), para designar-se um sistema de coordenadas local em p.

Dois sistemas de coordenadas (Ua'¢a) e (UB,¢B) 530
ditos compativeis se ¢a(U5\UB) e ¢BLU£\UB) sdo abertos de R" e

85087 s 04 (UNU) + 65 (UOU,) & um difeomorfismo , i.e. b0 &

diferencifivel e o seu jacobiano & diferente de zero em todo o ponto

- -1 .
de ¢a(Ué\UB). A fungao ¢B°¢a e chamada‘mudanca'gg'COOrdenadasgal

de cartas,

Uma estrutura diferencial (n-dimensional) & um con
junto de sistemas de coordenadas locais n-dimensionais Q = {(Uq,¢a):a e I}
tal que
{i) para todo par (d,B] £ IxI, (Ua’¢d) e (UB,¢B) sao compa-
tiveis
(ii) Se (ﬁ,¢) & um sistema de coordenadas local tal que

UcLJUb & compativel em todo (U 0,) € Q) entao (U .¢reQ.
oel
Uma estrutura diferencial sobre um conjuntc M & uma

estrutura diferencial Q = {(Ua,¢a)@ aell tal que M = Jg& U,- Uma

-

variedade diferencial (n-dimensional om de dimens3c n) & um con-

junto M munido de uma estrutura diferencial (n-dimensional), que
representaremos pelo par (M,Q}. Quando estiver subtendida sobre:

M a estrutura diferencial Q considerada, a variedade sera ‘repre



‘sentada somente por M.
Diz-se que U & um aberto da variedade diferencial M

se UCM e para todo o € I se tenha ¢ (UAU ) aberto do rR®,
o o

OBSERVAGAO: Todas as variedades consideradas no texto satisfazem as
propriedades: | “
(i) se x, y sdo elementos de M e x # y, entdo existem a
bertos UeWde Mtaisque UNW=FexelU, yeW;
(ii) existe uma colegao enumeridvel G de abertos de M tal
que se U & um aberto de M, entio U = U Gi' com G, & G,

iel i

2.0-espago de confiquracdo e o de fase como variedade diferen-

cial - Exemplos.

Em geral o espago de configuragdo € de um sistema me
canico nao esta em correspondéncia biuniIvoca com todo o RY; no
entantc em cada um de seus pontos existe um sistema de coordena-
das que permite munir ¢ de uma estrutura diferencial. Se o siste
ma mecanico & constituido de uma particula no R®, entdo ¢ & uma
variedade diferencial imersa no Rn, onde as coordenadas generali
zadas s30 os sistemas de coordenadas locais.

EXEMPLO (1) (ef [5]). Consideremos um sistema mecani
co constituldo de trés particulas que se movimentam no ®>. como
duas particulas nao podem ocupar a mesma poéigao no espacgo, ao

3.,3_,3

nesmo tempo, o espago de configuragdo & ¢ = {R"xR"xR” - 8}, on-

de

_ 3_.3..3. _ _
S = {(vl,vz,v3)eR ¥R™XR™; v, =V, ou v, =V

ou V2 = v3}.

Se o0 sistenma mecinico & um corpo rigido, por exemplo

um pido girando em torno de algum ponto fixo, entdo a posigao do



- 10 -

sistema mec@nico ser& descrita dando-se a posigdo no espago por
tres vetores ortonormais com origem no ponto fixo. Assinm se
(el,ez,eB) representa uma base ortogonal arbitrr?u;'iar entaoc gual-
quer que seja a posicao possivel do sistema, ela serd dada pelo
terno (ul,uz,uB), onde v, = A O, i=1,2, 3, com A represen
tando uma rotagdo. Como a base ortonormal & arbitriria podemos a
firmar que ¢ & o conjunto de todas as bases ortonormais orienta-
das do R3. Portanto ¢ & uma variedade diferencial de dimensio 3.

Da mesma maneira tem-se que © espago de fase P € uma
variedade diferencial.

n

EXEMPLO (cf. [6] ): Seja £: R = R™ continua e para to-

do X, € R", o sistema autdnomo
¥ =f (x), {(r1-2.1)

possua wna fnica solugdo ¢(t) tal que ¢ (t) = ¢(t,x ) e ¢(0) = x_. Seja

E: DcR" + R uma fungad de classe(il, onde D & aberto do R". Diz-

se que E & uma integral primeira ou simplesmente uma integral de

(II-2.1) se E nao & constante em D e & constante sobre toda solu
¢do de (II-2.1) i.e., D = R™. O sistema (II-2.1) & dito ser con-
servativo se possui integral global. As Orbitas dadas pelas solu
¢oes do sistema conservativo coincidem com as curvas de nivel da
integral E. )

Se o sistema considerado & o mecanico, i.e, as equa-
¢oes (II-2.1) descrevem o movimento do sistema, entdo por hipdte
se (II-2.1l) & conservativo. Uma integral sera dada pela energia
total do sistema, tomada como fungao das coordenadas de posigao
e momentum. |

Consideramos o péndulo de massa m, comprimento 1 e for

mando um angulo 6 inicial com a posigdo de equilibrioc. O momen
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tum sera
P =nm 1%8. : (I1-2.2)

A energia do sistema & dada por

E=—e-————2-mglcos 6,

2m1l
onde g denota a acelerag@o da gravidade. A equagao do movimento

do péndulo & dada por
8 + % sen 8 = 0. (II-2.3)
Ponhamos £(9)= % sen 0. Ent8o (2.3) fica

8+ £ (8) =0,

ou equivalentemente, pondo § = u,
§ =
a = - £(8) (11~2.4)

as drbitas deste sistema (que coincidem com as curvas dadas por

E} decompdem R® conforme a figura 1:

A curva a corresponde a um movimento de <rotagao
periddica do péndulo, quando E<mgl; a curva b corresponde a si-
tuacao em que E = mgl, e a curva C significa que E>mgl, ou seja
o péndulo possui energia suficiente para ultrapassar a posigao

8 =
*u____—ﬂ"":t‘"“i-__-f

1y
Figura 1 4{ \ /

—-——-huhhh__—_‘,,——""'"‘

i
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Considerandc o subconjunto A de R2 constituido por
estas Orbitas e levando em conta que ele & formado por curvas pa
rametrizadas, tem-se que A & uma variedade diferéncial.

O espago de fase P & obtido observando-se por exem-
plo, que se o movimento do péndulo & periddico, tem-se para 6 =0
que [pB! € o maximo. Portanto, como P = (xM, onde M denota o es
pago dos momerituns, em cada um destes subespagos tem-se um seg-
mento fechado da reta contendo a origem, determinado pelas osci-
lagoes repetidas do péndulo. Consequentemente, neste caso, tem-se
em P uma elipse (figura 2). Devido a équaqéo (II-2.2) & facil se

ver que P & difeomorfo ao espago das solugdes das equagdes (II-

2.4), logoc P e uma variedade diferencial de dimensao 2.

£

®

Figura 2

3. Espagos tangente . ¢ cotangente. Caracterizacdes.

Seja (M,Q) uma variedade diferencial de dimensao n e
p um ponto de M. Seja Qp o conjunto {¢$;(U,$) é um sistema de co-
ordenadas lcocal em p, pertencente a Q}. Seja Tp(M) o conjunto das

fungoes X:QP » R® tais que

- -1 _
X(8g) = ald 00 ") X(4,) (11-3.1)

% (p)



onde ¢a' ¢B £ Q e d(¢B 0 ¢ )¢ (p) e a -diferencial de ¢BO¢;1

no ponto ¢a(p).
A condig8o (II-3.1) pode ser reescrita da seguin

te maneira, 1

onde

X(¢G) = (Ol-lpa'z_;...,an); X(¢B) = (81'82'...'311)

-1
24600 )
Bxi ¢a(p)_

& a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas. O conjunto Tp(M)
munido das opera¢Oes usuais de soma de fungoes e produto de um
escalar por uma funcao tem estrutura de espago vetorial.

Diz-se que o conjunto Tp(M) é o0 espagoc tangente

a4 variedade no ponto p e gque a funcgao XET (M) & um vetor tan-

gente 3 variedade M no ponto p. Dado ¢ eQ por {(— ) ,.”I—iqﬂp}
d ¢ 3 ¢u
indica=-se a base TP(M) tal gque cada (—E—I)P & definido por
8 &

K a(¢Bo(¢l) 1 3(4to (6™ ™ |
“7_'1') ¢B= 1 )4, sonns e 2 ) pa-

3¢ ax 8 (p) Bx %8 (p)
ra todo ¢B £ Q ‘ onde ¢ I¢;,..., ¢2).

Seja £: U ~ R uma fungao .real definida num aberto

U da variedade M de dimens3o n. A fungdo & dita diferenciavel no

-1 . .
ponto p € U se para cada ¢a £ Qp’ fo ¢a : (Uf\Ua) + R, (dita a

lida de f no sistema de coordenadas local (Ua* ¢ui), for dife--

renciavel no ponto ¢a(p).
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F ={fePF ; £f:U~+Repc¢clU}

onde F & o conjunto das fungdes reais definidas em abertos de M
e diferenciaveis. Seja x um elemento de ¢a(UaF\UB)c:Rn e ponha-

1

mos X = ¢Bo¢; (x). Ent3o,em virtude da regra de cadeia

a(fo ¢;1) (x) = d(fo ¢;1) %, (IT-3.3)

. . . n ™
para todo f ¢ Fp. Fica assim associado a cada x ¢ R uma fungao

xx : FP + R tal que

_ -1 -
X (£) = d(fo ™), (0 () (II-3.4)

para tode ¢ € QP, (a qual nao depende, devidp a (IX-3.3), do sis
“tema de coordenadas local escolhido ¢ € Qp).

Pondo x = (xl,xz,...,xn), ten-se ainda

: -X
3(fod )
G, e *a

X (f) =],
Seja Tp(M) o conjunto de todas as fungoes Xx: Fp + X € Rn, defi-
nidas acima. A fungdo de R" para T (M) definida por x + X, & bi-

jetiva e define uma transformagao linear de R para TP(M), muni-

do da seguinte estrutura de espago vetorial:

Il

(X + X ) () = X (£) + X () ,

(AX_) (£) MK (£))

ra todo £ P e todo A e R .Se YeT (M) e £ entao ,
pa £ P P() ¢'l‘w Qp'

em virtude da definig3o dos elementos de TP(M), X y- A

~ y(¢)  “y(¢
fungao de TP(M) para TP(M) definida for Y > X4y onde ¢ € Qp,
e um isoformismo de espago vetorial TP(M). Em virtude deste iso-

formismo identificamos TPCM) com EP(M) e chamamos também os ele
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mentos de T p(M) de vetores tangentes 3 M no ponto p.

OBSERVACAO (1): Seja %P(M) o espago-vetorial consti-

tuido por todas as aplicagoes X : Fp + R tais gue

X(Af + ug) AMX{E) + uiX(g)) =

X(f.9)

X(£f).g(p) + £(p) .X(q),

para todo A, un ¢ Re £, g € FP. Tem~se que existe uma correspondemnr

cia injetiva de Tp(m) para 'TI"P(M) . Se cada elemento de Fy é de clas

= . s
se C, 1.e., as lidas em sistemas de coordenadas locais possuem

em derivadas parciais continuas de todas as ordens, entaoc 'T'p(M) é

isomorfo a “1“9 (M) .

OBSERVAGAO (2): Seja uma curva regular a: (-ee} + M,

e>0,di.., 60 a: (g ¢ » R & diferencifvel e Jr(§0a) (t') #0

para todo t'e (-¢€,6) e ¢ € Qp, p = a{0) } . Entdc a cada curva re-

gular podemos associar um elemento de Tp(M) . De fato, seja
£ ¢ Qp e I'p = {a ,a & uma curva regular tal que o{0) =p} . En-
tdo temos uma fungao de I‘p(M) definida por o + v, , onde
Ve = (%{(foos))t . Mostra-se facilmente gque esta fungao & sobre-

_jetiva, logo existe uma bijegao candnica de TP(M) sobre o gquoci-

ente de I'p pela relacdo de equivaléncia definida por o-a' <-=;vu=

o Em virtude disto chama-se frequentemente uma tal classe

de equivaléncia de vetor tangente & curva no ponto p. Dora em

diante usaremos ¢ em lugar de va(f) , desde que isto nao acarrete

confusao.
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Seja Tp(M) o espago tangente a variedade no ponto p.
0 espago dual (Tp(M))*_de Tp(M), tambem indicado por TP(M),écmg

mado de espaco . gotangente _5 M no ponto p.

Se £ € F entdo a sua diferencial & uma aplicagao de-
finida poxr p + dfp de U em TP(M). Se
3 . 3
(=) seeeslz=—1}
3 X°P 0 X, o]
for a base de Tp(M) assoclada a um sistema de coordenadas local
(U,xl,...,xn), entao o conjunto {(dxl) ...,(dx ) } sera base em

P (M), (CE. 7)) . pomos df Ii( )dx e chamamos dfp de vetor

cotangente a M no ponto p, determlnado pela funcao f.

4~ Algebra tensorial num ponto de uma Variedade Diferencial

Seja M uma variedade diferencial n-dimensional eTPQO
o espago vetorial tangente a M no ponto p € M. Por A(Tp(M)) de-
signa-se a dlgebra tensorial de tensores contravariantes relati-
va ao espago tengente TP(M), em pe M, Os elementos desta dlgebra

se chamam tensores contravariantes no ponto p € M. Da mesma forma

A*(T (M) designa a algebra dos tensores covariantes emp e M e

M(T (u) a algebra dos tensores mixtos neste ponto de variedade M.

(¢Ga ¢a - -
{ T ¢ (p) da expressao (II-3.2) s

Os valores

X
08 valores AJ da matriz da mudanga de componentes de um  tensor

contravariante, visto em I-§(5), Portanto

[3(¢B’O'¢;1) ) [3'(¢BO¢;1) r) Tle mr _ til ir
ml L ] 3 xmr TR ha [ N ]

9 X

sdo as formulas classicas usadas para definir um tensor contrava

riante.
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5- Fibrados Vetoriais

Sejam M,N variedades diferenciais e m: M > N uma apli

cacao diferencial ¢, scbrejetiva. A terna (M, 7, N) é dita varie

dade fibrada (C£[8]) se para todo p ¢ M,existe uma carta (V,¢) em
p, n+m dimensional e uma carta (V,y} em 7(p) = g, n - dimensional

tal que o diagrama

v 25 g™ x g™

L

V. I.JL):»Rn
& comutativo, (p2 representa a proje¢do candnica de R'xr™ 'sobre
r™ .

-

A carta (v,9) & dita carta fibrada e a carta (V,y) &

dita induzida por (v,¢).

Se q ¢ N, pbe-se 1—¥(q) = Mys subvariedade de M, di-
ta fibra sobre q.

No que se segue a variedade fibrada (M,w,N) sera dita
somente fibrada, M espago total, m projegdo e N a base do fibrado.

Uma secao de (M,7,N} & uma aplicagao s:v » M. de clas
se I?, onde v & um aberto de N, tal que wos = Idv'

Um fibradeo (M,m,N}) & dito fibrado vetorial se

i} para todo q € N, Mq estd munido .de uma estrutura de
espago vetorial real,
ii) para todo q € N existe um aberto v 3 g e uma carta fi

brada (w-ltv),¢) tal que, para todo p e v ¢p:M§4wpme
& um isoformismo de espagos vetoriais, onde ¢pdgf¢/Mp

e (v,%) & a carta induzida por (1 1(v),d).
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6~ Fibrados tangente e contangente

Seja M uma variedade diferencial. Por TM designaremos

o conjunto de todos os vetores tangentes é variedade M, i.e.

=
™ pEM TP(M).

Se X € TM entao existe um Gnico p € M tal que Xs:%pun;
este p € dito a origem de X. Por 7 indicaremos a aplicagao de TM
sobre M tal que 7(X) & a origem de X.

Seja (U,¢} um sistema de coordenadas local e ponhamos

¢ = (¢l,...,¢n). se peUe XE:TP(M) entao

=l Ei'Eﬁ%ﬂP

onde
ey = 3 _
{[Fdj'—"i'_]p;.oo;["wn]p}

é a base de EP(M) associada & ¢. Consideremos a aplicagao

2n_ Ponhamos 6-= ﬂ—l(U) en-

§: X > ( (p),Eyy..esE ) de T () em R
tio 5(6) = ¢ (0)xR®, ou seja (5,5) 2 um sistema de coordenadas lo-
cal, associado § ¢ ¢ Q. B de verificagdo quase imediata que a co-
legao constituida por todas as cartas locais (6,3) onde ¢ € Q ,
determina sobre TM uma estrutura de variedade diferencial e gue
a terna (TM,r,M) & uma variedade fibrada wvetorial, dito fibrado
tangente a M.

De manelra analoga, se T*M =I}€JMTP(M) é o conjunto de
todos os vetores cotangentes & M, entdao T*M & uma variedade dife-
rencial de dimensao 2n e (T*M, 7w¥M), onde w*: T*M > M & asobrejetiva,

& uma variedade fibrada vetorial, dito fibrado cotangente 3 M .

{(Maiores detalhes, veja o CAP. III, §2).



7= Pormas diferenhciais

7.1) Formas diferenciais no R'.
Seja p ¢ rR? e Tp(Rn) = Vp o respectivo espago tangen

k

te e A V; o espaco dos k-vetores, associados ao espago vetorial Vp.

Os elementos de Akvg serao chamados de k-forma (exterior) sobre
V. Seja £: X© ve - n’&r; definida por:
: oy : * -
Se ¢l,...,¢k sac tais que ¢i £ Vb_e se Vj £ VP, en
tao f(¢l,...,¢k) = det {—¢i(vj)}, onde

ooy [T T
d:ktvl)... k(vk)
Logo f satisfaz (PEa); (PEb) e (PEc). Poe-se det '{¢i(vj) } =
= ¢1 A ¢2...ﬂ¢k.
Se {(dxll

p...(dxk)p} denota a base dual da base ca-
n6nica'{el,...en} de R%, i.e., (dxi)pE:V; é definida por
l, se 1 = 3
(dxi)p(ej) = { 0, se i # 3
entaoc o conjunto'{(dxi Aooohdx, ) 2 1l < i % .., i< n} & uma

K 1 x P
base de A VE,

Diz-se que w & uma k-forma difeérencial (exterior) em

R 'se

. pP . U T
w s R psﬁn ARVP.

€ uma aplicagao tal que para todo p € R®, existe um aberto U de

R" tal que pe Ue para todo g € U

(@) (ax; A...hdx, ) (I1.(7.1)1)

wg) = Ja, «=s
0 1 k

k



onde, a, sao fungdes diferencifveis de U para

1
Ao Adx, )
t1 P
tem—-se a notagao simplificada

R, (dx & a base acima definida e 1<i.< ... V, < n

1 ik

w =3 a_ dx
i I I

no aberto U acima mencionado.

Conveﬁéiona—se que uma O-forma diferencial em R",&
uma fungdo diferencidvel £ : R" -+ R.

Sejam w e n k e g-formas diferenciais em R, respectivamen

te.[Hfhrrseu:hrncamasemk)alﬁq—ﬂxmaemnﬁn

w An = zaijdeAdxj

conde

w=17}a dx, en= ij ax.s .

Por Qk(Rp) denctaremos o conjuntownk(Rn) ={w ; w
& uma k-forma diferencial de R"}.
Para todo k inteiro ndo negativo, existe (C£ [9_])
- . - k _n k+l, . n .
uma unica fungao de { (R7) para & (R"), indicada por 4, sa-

tisfazendo

DE i} d(w+n) = dw + dn ,

DE ii) d{whn) = dwln + (-1)* “GAdn,

il

]

DE 1ii)d (dw) a%y =0,

DE iv) Se f & uma fungdo diferenciével, entdo df &

q diferencial de £, i.e.,
df =

Diz-se que d & a derivada exterior de w ¢ nk(Rn).
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Tem-se
do = } da_Adx_ ,
Ul I 1
onde
w=13 a.  dx
U I I I

éejam V, W espagos vetoriails sobre F, de dimensdo n
e m respectivamente. Seja T : V » W uma transformagao linear. En-

k k.

tdo T induz uma aplicag¢3c , representada por A'T de AV para wku.

De fato, sejam

f : Xk'V > Ak Ve g: Xk W AkW

as aplicagoes caracterizadas por PEa, PEb e PEc. Entaoc AkT e defi

nida por
v he. Av.) = (AT o £ (v v, ) = g(T(v.,) T(v )) =
looo k ll'o"!'k g 1!"'! n

= T(vlln...Achnl.

v — > xw

e | |

Akv —— AkW

Denomina-se_ﬂkT de k-é&sima poténcia exterior de T.

Se (Tij) & a matriz associada & transformagao linear t: V + W, i.e,

onde {o n) & a base de V e {cl,...,%n} & a base de W, entao

1'...'
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'nk-r(oil Aees Aoy ) = T{oy JAe.. AT(o; ).

n 1 n
Como
T, =7J T p. j=1,...,k
iy Py 1y Py 30
Tem-se
k
A'T(oi A.iiho, } =} @ «..T ghootAg, =1 T T .
1 i L1977 4P By Py IP “p

£ de verificagio imediata que

X o= (aFmy (aFm

Seja £ : R® » K" uma fungdo diferencidvel. Entio a diferen
cial de £ no ponto p ¢ R & uma transfornagép lirear dfp:Vb > VE(P). Iogo'dfp
induz uma aplicagio tu@%ﬁ%) daﬁﬁvgqﬁ pamaﬁFVE , ‘definida por

t, .k k.t
A"@f }y = A f
( p) (4 P}
onde tdfp representa a transposta de transformagao linear dfp,i.e,

s VE o> VE

t £ (p) P

£
d p

& uma aplicagao definida por

t
dfp(d:lv = ¢(dfp(v11,
onde ¢ £ viCp) e V& vp.

n

PROPOSIGAO(7.1-1). Seja £ : R™ » R" diferencidvel.

" A toda k-forma diferencial

w Rm -+ U m A]ﬁf*
geR 9
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estd associada uma k-forma diférencial do R™ para pn AkV;. in-
pEe

dicada por | f*w ] e definida por

(£*a] (p) (v A.. AAv ) = w(f(p)) (dfp'(vl) A.. .nafp (v,)).

Lol ~ *
Demonstragao: Suponhamos que k = 1. Entao Akva = vq.

Portanto
t,, k.- t t
Atarf = df = “df
( p) ( Pl p

Como w(f(pl) € Vgtpl tem-se

t -
dfp(m(f(p)) = m(f(P))dfp(v), vs:Vp.

Defina-se um l-forma denotada por (f*w] de R" para ;an V;

[e*u] (phv = "af (u(£(p)) (v) = w(£(p))aL .

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira parak- l.
Ent3o, como

t

t,, k k=1 t t
Aas = Adf = £
( p) (A dfp p) (d p)

k-1

A )
{ dfpl

tem-se

t(A%aE Ju(£(p)) (vihe . hvy) =

_ t t k-1 : =
= (dfpl( (A dfplw(f(p))(vl...vk) =

t, k-1

t(dfp) CUETTAE )0 (£(p)) (vihe vy ) Ae (£(R) vy

t t t -
(dfp)( dfpw(f(p))vlﬂ...A dfpm(f(p))v

k-1’
hu (£(p))v, = t(dfp)(m(f(p))dfp(vllﬂ---

...Am(f(p))dfp(vk_l))Aw(f(p))vk
w(£(p)) (@F,(vy)A... AdE) (v, 1)) At(dfp)m(f(p) )V,
w(E(P)) AL, (Vi) Aees AAE (v ;) AGE (v,).

. n k
Defina-se [f*w] : R® » U n MV*  por

pPER

Ef*d](p)(vlh...ﬁvk) = w (f(p})(dfp(vl)A...A...hdpr%J);



R By gk s
geR d
(£*u]
U v '
peRn ﬂk.v;

Ponhamos f* = t(hkdfp]. Entao a aplicagao f* & um o-

pefador linear, em relagac a soma de formas diferenciais e multi-

plicacao de formas por escalares. Tem-se ainda que:

i) [E*(wAn)] = [E*s] A {F*]

i1) [E*(g(w) )] E*q) [F*wl, onde g & 0-forma
141) [Foh)* w7 = [h¥]£*w]]

iv) [E*due] = d[f*u]

f* opera em w, k~forma em Rm, por substituicado de va-

‘ridveis. De fato, se f: R+ R™ & diferencidvel e se

f(xlrf.-;xn) = (fl(xl,...,xn),...,fn(xlgo..xn)) =

= ('Yl, .. ;Ym)

pondo
w = a_dy
; I-"I
tem-se
(E*a] = [E*(Jajdy)] = [[E*a] [Eray,]
Mas

Eray ] (v) = ay, (df(v}) = dlyof(v)) = df (V)



Logo

E*w] = XI:f*aI:! afy = Ja (y;se..0y;) dfy

Portanto [f*w] & uma k-forma dependendo das varidveis
xif...'x.

Se w & uma O-forma, tem-ge |[f*w| = w o £.

EXEMPLO. Considere uma 2-~forma

w = a(yl,yzldylndyz.

Entaoc

Cexa]

(E* (a.(yl;yzldylﬁdyz):! =

1

(E* (aly,,y,)] [Eray, A £ray,]
onde £ : R + R° & diferenciavel. Portanto

(f*u] = alfy (xyrenesX ), £o(xy,000,x JAE; AAE,

Mas
of
af_ = 5;? dx, , e = 1,2
Logo
. afi 3f2
* = - L
Ef w] Ia(fl (xlr - w rxn) lfz(xl; - -?‘gn))_axi '5';‘(‘3:' dxij\dxj
ou ainda pondo fe =Yg r
- 2Y] 3Y,
]:f*wj = Ea(rYi (xi' [ fxn) ;Yz (xl; ") 'xn))ﬁl -B-EC-—j- dxiﬁdxj .

7.2) Pormas diferenciais em variedades.

Sejam o espago euclideéeano r" e Ak(vp)* o espago dos

k-vetores, onde Vb = Tp(Rn). No que se segue identificaremos RQ@
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- ..n

com A (RM*, onde AX(RM* = Y ARy y»
PER p

Seja (M,Q) uma variedade diferencial de dimensac n, onde
Q= {(Ua,fa); fa 2 U, > fa(Ua) M{aeI}
€ uma estrutura diferencial sobre M. Ponhamos

a) fa(UaI = Va

b) Vaﬁ‘VB = VB Vd = VGB

C o= '.0 _l =

l (Ua]' fB (VaB) UB

o fB : UBa > UaB

-1 .
c) fa (vdB

d) faB = fa

TEOREMA(7.2-1}. Seja (M,Q) uma variedade diferencial de

dimensaoc n. Ent3o para todo k‘inteiro'nEO'negativo existe uma vari-

(AkM,(UaxAk(Rn) , XX¢ ), ae 1)), (*)

Demonstragdao. Seja k inteiro nao negativo. Seja ﬂk(Rn)
o respectivo espago dos k-vetores. Entdo a mudanga de coordenadas

£8 ° Ugy qu induz uma aplicagdo
. sk,n k. .n
(dfaB); : AT(RY) ~ AT(RT) , qEUBa'

Como UBGFUB' pela identificagao mencionada aéima, tem-se

k,.,n n k,.n % 4D
UBa xAT (R )""CU6 X R(k) e UaB xAT{(R™) CUax R-(k) .
Seja
k . Dy & o k,.n
X £,5 F Ugy XAE* > U o xh° (R

a aplicagac definida por

k -
)s f,p (@) = (£,4(q), AE )% u), qeU

-

Bo
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- * N n
onde w € uma forma definida em R,

Se (UB,fB) &€ uma carta local e se qeqsentio existe ocl

tal que quBd' Seja w uma k-forma em R" e seja

vk . K . oh o, Yk k, n _

A fB : (UBa xAT(R)*) > A fB(UBu X AT(R)*) = vaB '
tal que

(ke y5tFe, = Ko, (% ;%)

a
ik _ U
Pondo-se A'M = VdB ¢ tem-se que

g = {w xn* &M+ ; K¢y jae 1)

W
define uma estrutura diferencial sobre AkM, onde (*,*) caracteri-

za a mudanga de coordenadas nesta variedade.

TEOREMA(7.2-2) . A menos do difeomorfismo, 1°M & Gnica,

cuja mudanca de coordenadas & caracterizada por (*,*)

Demonstracao. De fato, se (M, (Uaf fa); a £ I) & outra,
dimens&o n + (;), obtida conforme o teorema acima, como agﬂbdﬁ(Rp)*

kﬂ + M define o difeomorfismo entre es-

- k =1
tem-se que f_ o(k fu) s A
tas variedades.

Diz-se que (*) &€ uma variedade de k-forma (tangentes) de

Seja ﬁﬂk(M) : AkM > M tal que, para todo a € I e todo

q e v,
£ (q) = (n.k,.. ohf£ ) (q,w
o AT (M) o P

Entao “Ak(M) & uma projegao de ﬂkM sobre M.

Ponhamos

Vk T -1
ﬂq(M) = ( Akcm)l (g , g e M.
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Entao 1;(M) esta munido de uma estrutura :de espago vetorial. De

fato, defina-se

(ikfa)q s W -+ kaa(fgl(q),”w)

Yk

Entac (A é um difeomorfismo entre o espago vetorial Ak(Rn)*_

£}

a’q
vk

socbre Aq(M).

DEFINICZ0(7.2-3) . Uma k-forma w sobre a variedade

diferencial M & uma aplicagao
w s M - ik(M)

tal que
¢k owl(gq) = I elU, w( )sik(M)
A o) q dM'q ’ q q

Diz-se que w & uma k-forma diferencial socbre M se

(kg );1 o (g) & uma f-forma diferencial sobre
KRNy, g u, .

v - » o,
Se Q(AkM) & o conjunto de todas k-formas sobre M, entad existe um

unico operador

D : oM » ot im

satisfazendo DE(1), (ii), (iii), (iv}).

V]
De fato, se w € uma k-forma diferencial em AkM en-

- v - -
tao (Akfa)ql owl(gq) €& uma k-forma diferencial sobre Ak(Rn)*. Logo
(Kk(fa))al o dw(g) & uma k+l-forma diferencial sobre 'ASt1(R™)*.

Defina-se

D : w = Dw
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! -
onde Du = (ﬁkfdlql o dw(g) & a k+l-forma em_hk+l(Rn)*.

Diz-se que D & a derivada exterior de w, que represen

teremos por d. E imediato que @ satisfaz as propriedades DE(i) ,
(11), (iii) e (iv).

No caso em que a variedade & uma espago vetorial V ,
Kkv é o espago vetorial das k-formas scbre V, onde uma estrutura
diferencial ﬁkQ em ikv caracterizada pelas cartas locais (Uax R(;L

vk k

A fa), o ¢ I e onde A £, & tal que

(ikfﬂlgl (g ) = L I
com
e oz + (X, B
aB
onde X = f,a0%) e w = Akfasw,:.é a k-8sima poténcia exterior de £, L

Akfas é a aplicaqﬁo de Ak(Rp)*, para AktRn)*, induzida pela trans

formagao linear bijetj.wm.i’mB + U c R% » Ua c Rn, conforme vis-

Bar B
to anteriormente.

0 caso particular em que V = R"” nos da a teoria . das
x-formas no 'R°.

Uma k-forma diferencial f em uma variedade diferencial
M & dita fechada se 4@ 2 = 0 e exata se existe n,k-1l-forma em Mtal
gque dn = Q@ . Toda forma exata & fechada, maé a reciproca nem sem

pre e verdadeira.

OBSERVACRO: Para o gue se segue & conveniente observar

- se O seguinte: seja 0:M +-XIM uma 1-forma diferencial sobre uma va-

riedade diferencial M. Se p € M, entac num sistema de ' coordenadas

def U % (oD , .
= qeRn Tq(R ). Em vista dis-

" local, B(p)'§'EglelementO'gg_ﬁl(Rn)*

to, considerar-se-& uma 1-forma difererncial como sendo uma aplica-

a0 diferehciil 8:M+T*M tal que 8(p) ¢ T;(M),'para todo p e M .




Uma k-forma diferencial em M serd, pois, uma soma do produto exte-

rior de l-formas, k-vezes: w: M + k T*M.

8- Campos de Vetores

Por Fi representamos © conjunto das aplicagoes dife-
renciaveis de A para B.

Un campo de vetores num aberto U de M elementos X de

F%M tal que, para todo p ¢ U, 7-(X(p)} = p, i.e., X(p) € TP(M). Se

a: (-e,e) > M & uma curva diferencifivel tal que a(0) = p, pde-se

(veja § 3.}

Em termos de coordenadas locais, tem-se

of dx
X(f) = E _— =i,
i axi dt

Podemos supor entao que

X ¢« F(M} » F(M)

& uma aplicagao da algebra F(M) das fungoes reais de classe c” de

finidas em abertos da variedade M, gue a todo f associa

3 _ dx, 3 - .
(§ ay 3;; }(£), onde a, = ItL © 5;; é o vetor tangente & curva

T f(O,...,xi,...,O), no ponto p ¢ U, Pde-se
- 9
X =) a 5 -
1 1
Seja b, o conjunto constituido de todos os campos ve
tores sobre U, aberto de M. Tem-se que s8c validas as  seguintes

propriedades :
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1)X(£g) = (xf)g + £(Xg) ,

i1)X(f + g) = X(£) + X{qg}) .,

1ii)X(f)p = 0 , se f € Fﬁ & constante e p c M ,
iv)(X + y)f = X(£f) + Y(£f) ,

onde X , ¥y ¢ H, e £, ge Eﬁ 830 gquaisquer.
Sejam X, Y ¢ Hy,. Por |Xx , Y| representar-se-i o u-

nico campo de vetores tal que para todeo f ¢ Fﬁ tem-se

(X , Y] (£) = (XY - ¥X)(£)

Em termos de coordenadas locals tem-se que
X=}a, =— ey=1b 5
i 8x, Y JOxX. '
] ]
onde Xy 8 U+ R® & um sistema de coordenadasilocal em p € U. Se

f e FR entao

M
)
X{(Yf} = z ai-a—i— (Yf) =
i i
3b.3d 2
£ 0" f
g i 3 5xiaxj JBxiaxJ
S i kT S Lo S
i3 i X, ij j i 5xiax
Analogamente, obtem-se
- 2
_ 335 »of 3°f
vxE) = § by 5T 5xr Y Py 8y Txawy
el 1 ] - i 7]
Donde
3b, da Bf
Xy - ¥X)f = Z (Z 3 Ix. bin. ) ox '
i i i i 3
Pondo
Bbi ;.Qaj



Tem-se

- = )
(XY - YX)f = Z2(f), 2 = § cj axj

Logo, se X , Y s8o elementos de iy entao existe um ({inico) campo

R
7 representado por [X , ¥] tal que, para todo f ¢ Fy
X, ¥] £= (XY - YX) £

Seja M uma variedade diferencial. Uma derivacaoc na al-

gebra FY & uma aplicacdo
M P ¢

D: 33 -+ Eﬁ tal que

i) D(fg) = D(f) g + fD(éJ,
ii) D(f + g} = D(f) + D(g} ,
31i) D(f) = 0, se f ¢ Eﬁ & constante.

Tem-se o resultado: Sejam X, Y € Hy- A aplicagao
£+ XY(f) - ¥X(f), onde £ ¢ Fﬁ,'é'uma”derivacﬁo na algebra Fﬁ .
As sedquintes propriedades sao validas:

1 K,y =-0&.,x],
i) [Cx,9,2+ .2 .,.x] + 2,5 ,4
= 0, (igualdade de Jacobi) ,
111) X, £¥] = kDY + £ , ¥ , £ Fy ,
iv) X, ¥y+z] =X, Y] + [Xx, 2]

Mostra-se que (CF. [l@ ), pag.77) a correspondencia que
a todo campo de :vetores X sobre M, associa a derivagéo f + X,f de

Fﬁ & um isomorfismo.
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CAPITULO III

FORMALISMO HAMILTONEANO

Consideremos um espago vetorial real W de dimensac n,
munido de sua estrutura de variedade diferencial natural Q, i.e.,

Q & um conjunto de cartas locais de dimensao n scbre W tal que

i) se ¢: W ~ R" & uma aplicagao linear bijetiva, en-
tao (W,¢) € Q:
ii) se (U,¢) & uma carta local tal que U ¢ W, se (U,y) &

compativel com todc elemento de Q, entdo (U,¥) € Q.

Seja v um vetor de W,TV(W) e Tv(ﬁ) os respectivos espa
¢os tangente e cotangente. Para cada v € W seja Ev: W = TV(W) tal
que gv(w)(¢) = d¢w(v), onde ¢ € Qv e w ¢ W. Devido a (II-3.1l) esta
aplicagdo independente da ¢ escolhida. Segue-se que L € um isomor
fismo entre W e TVCW). Da mesma maneira obtem-se . um isomorfismo
E*v: W* > TV (W). Por £ indicaremos a fungdo de WxW em TW definida
por (V,u) - E_(u}. Indicaremos 6* a fungdo de WxW* em T*W defini-
da por (v,u) » £* (u). Tew-se que E: WxW > TW e £%*: WxW > T*W sao
difeomorfismos tais que (7w o £;(V,u) = v e {n* 0 £E¥*){v,t) = v, pa-
ra (v,u) €¢ WxW e t € W¥*; ou seja £: WXW > TW (resp. &*: WXW* > T*W)

& um isomorfismo do fibrado diferencial (WxW, ﬂW;W), onde ﬁW:WXW+W

a proje¢ac candnica (resp. (WxW¥, ﬂw: W), onde e WxW* > W & a

1]

projegiao candnica) para o fibrado (TW, 7; W) (resp. (T*W, 7*; W)).

_g.... * E*_ *
WxW ) W WxW ) T*W

\\\\ 1ﬂ \\\\ mk

™
W w




Se (U, vl,...,vn) denota um sistema de coordenadas lo-

cal de v ¢ W, designaremos a base de TV(W), que lhe & associada por
(Gdyreeor Gy
vy vt VoV

e por
'{Ehﬁjv;..”.ﬁwhjv}

gua base dual em Tv(W).

Ponhamos
9 _ -1,r738
(3'6:\7 = (&) (Eﬁ'{;’.’]v)
1

(@v,), = E*, (fav])
onde

£, TV (W) + W*
& o isomorfismo inverso de £} i.e. £ = (g;)'l

éeﬂa L: WxW + R uma funcao diferenciavel e v € W. Por
L, indicaremos a fungdo de W em R definida por u + L(v,u). Em ou-
tras palavras, L/ é a restrigdo de L ao espago tangente TV(W). De
fato, fixando v, tem-se que {v} x W, We T, (W) gdo isomorfos.

por [dL ] indicaremos a aplicagdo de W em T' (W)  tal
que (dL ) = .o EHRJ' para todo v £ W. Denotaremos por LLv a fun-

g3o diferencidvel de W para W* definida por u > (dL_) (),

L
W ————)w*

], \ /5

i (W)



- 35 -

En termos de componentes, se (U,wl,...,wn) € um sistema de coorde

nadas local em w, entaoc
aL JL
v v n
('aw_)wfooo;(m—}we R
1 n
Se representarmos por 7, a projecdo I-&sima coorde-
nada de LLV, temos entac que
7 aly
(w07L,) (7w
i
Pondo L &i s define-se

: B'Lv L
Py = 3§, T "%

com i =1,2,...,n. Devido & fisica, chamamos p; de momentum.

Para todo v ¢ W, ponhamos

<p. >= ()% or

Lv v Lv

Entdo <L, > & uma fungdo diferencidvel de T_(W) para V(W) .
v

-1
oEv

Se W € um espago vetorial com produto interno <,>en
tao para cada v £ W tem-se uma forma quadratica positiva definida
em W, associada a uma bilinear de {v}x Wx{v}xWw para R, definida
por ((v;w),(v,w)) » <w,w>. Tem-se a seguinte

PROPOSIGAO(1.1): Seja W um espago vetorial com produ-

to interno <, > . Se w e We se L, éa forma quadratica positiva
definida em W, associada a este produto interno, entdo LLv € um
isomorfismo de W para W*,

Demonstracio: Seja (el,ez,...,en) base de W. Se

(U,ql,...,qn) for um sistema de coordenadas local em W, entao

L

~ : L.
w = ] z; e;. Entdo considerando "L, temos
i



Wil (8> = < wdyby St él,...,in,(-;z—:)t,...,(;%:)t> =
=i§j Bij 2, qj = < w,t >
Logo LLV € uma aplicagao de W para W* associada a W,
dada pelo produto interno <w,.> : t -+ <w,t> = <w,LLv(t)>. Sendo
linear e nao degenerado, tem-se que Ly, e um isomorfismo.

v
Como W & isomorfo a TVCW), o produto interno < , >

induz para cada v € W, uma forma gquadratica positiva definidaem
TV(W), associada a uma bilinear de TV(W) X TV(W).

COROLARIO(1.1}: Se L, & a forma guadrdtica em T, (W),

associada ao produto interno < , > definido em W, entao <I. > €&

L
v
um isomerfismo de Tv(N) em ™ (W) .
TEOREMA(1.1): Se L, tem inversa (LL )_l, . pondo
- v v
W o= Lv(v), entao (LL ) L L, , onde H : W*¥ » R & caracterizado
——rr Hw-_-.—-._w _—
v
Por
H = Ei G Py — L. (III-1.1)

Demonstracao: Sejam Cpl,pz,...,pn) = y as coordenadas

locais em W* e consideremos (LL l_l : W*+ W. Entao pondo Lil(y)=
v v
—_ - — — _1
= (ql;qu---,qn) e definindo Hw(y) = < y,LLv(y)> (Lv oLLV)(y) '
tem-se H = Ii 4; P; - L. o
L - * ** = 3 = w
Consideremos LHw : W > W W. Entao ﬂj.oLHw 55;.

Derivando (III-1l.1) em relagao a pj, tem-se que



Portanto
ZE o (Byseneipy) =TI, cz—g‘ﬁl’- 2—?}? =
LLv(ql,...,qn) = (;gf reeny ;gﬁl = Ipl,...,pn)

Ou seja, Li':voLHv = ;d . Logo LHw ='(LLV)- , em uma vizinhanga de

um ponto de W¥*,
DEFINICAO(1.1): Sejam L : W x W » R diferenciavel e

(w,t) € WxW. A transformacido de Legendre de L & a fungao LL de TW

em T*W definida por

Ly © Elw,t) = E¥(w, (L, ) (t))
W
onde £ e £E* s30 os isomorfismos de WxW para TW e WxW* para T*W ,

respectivamente, acima definidos.

L
W L iy
A AN
g g*
wa%;%—¢WxW*

N Se t € W, entao EW(t) & un elemento de TW(W), portan-
to, devido as consideragdes acima, temos que Ew(t)¢ = d¢t(w) ’
$ € Q,r ou ainda, como WxW e TW sao isomorfos d¢t(w) = E(w,t)d.
Portanto
LL(d¢t(W)) = E*(W;(LLwlttl) E*(w.(de)(t)) £ w(de)(t)-

Desta maneira, fixando w ¢ W, associada a L :WxW - R
tem-se a aplicagao L, s+ W~ R, Tomando-se a sua diferencial no
ponto t € W, a transformagao de Legendre associa, via os isomor-

fismos £ e £*, o par (w,t) ao par (w,(de)Lt)). Como w & fixo, po



demos assumir que a transformagdo de Legendre associa o . vetor
t e Tw{W) a diferencial de Lw no ponto t, que & um elemento de
™ (W) . |

Seja (U,ql,qz,...,qn) vizinhanga coordenada de veW
en: TW > W a projegdo do fibrado tangente para a variedade .
Entao (ﬂ—l(U),qi,qz,...,qn,ql,qz,...,qn) sera um sistema de coor

denadas de TM em V. Logo

LL(ql'...'qn'ql'...,qn) = (ql’...'qn' (,dIlv) (.W)) = (ql'...'ql']ﬁ’llv'...'
[p1v
Onde w = (qlfqzl’"'lqn)

Se L for a fungdo lagrangeana de um sistema mecani-
co, tem-se que no fibrade cotangente as coordenadas sdc de posi-
cao-momentum, ou seja, o fibradoe cotangente & o espago de . fase
de um sistema mecanico. A importancia da transformagaoc de Legendre
estd no fato de que ela associa isomorficamente, no caso em que
W @ um espago vetorial, o espago das velocidades com o de fase.

Devid® ao teorema (1.1} podemos antever que através de L, obtere-

mos as equaqSes de Hamilton. B o que passaremos a fazer.

2- Equagoes de Hamilton

As equacoes de Lagrange permiﬁem descrever ¢ siste-
ma mecdnico estudadé. Seja h: R + W uma aplicagao diferenciavel ,
suposta descrever uma curva representativa do sistema meca@nico con
siderado. Em cada ponto h(t} € W, podemos tomar o vetor tangente a
curva em {(h)t e podemos considerar a aplicagdo diferenciavel
h : R > TW que a todo ponto t associa o par (h(t),#). Esta aplicé
¢30 & uma curva em TW que "levanta" a curva h em W. Por composicao

com a transformagdo de Legendre podemos entao afirmar que em T*W



existe uma curva diferencidvel que representa a trajetdria do sis
tema mecanico considerado. Estas trajetdrias satisfazem certas e-
quagoes, chamadas equagces de Hamilton. |

Pelo teorema (1.l1), determinamos uma aplicagao H

W
definida em W*. Vimos que

8H_
5 " 4 (11I-2.1)

Derivando em relagdo a a0 obtem-se

3H 9L
w o _ v
qu qu

Usando as equagoes de Lagrange e a definigao do momentum, tem-se

aL,

v
T = b. (III-2.2)
dy J

Logo

..._pj

LY
3
!

95

Seja a fungao H : W* x W* » R definida por H(w,u)=

= H_(u). Entac as equagoes (III-2.1) e (III-2.2) ficam
= q, (III-2.1)*
= - P, (III-2.3)*

e sdo denominadas de equagOes de Hamilton. Elas sao validas para
o espago de fase, ou seja o fibrado cotangente, devido ao iso-
morfismo entre W* e T" (W).

Seja M uma variedade diferencial de dimensao n e L

uma funcao diferenciavel definida em TM. Seja L/Tq(M): Tq(M)+-R,
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onde q € W, a restrigac de L ao :espago tangente Tq(M). Sendo Tq(M)

espago vetorial defina-se a aplicagdo
Ly = TM + T3M
Ly tv L)’Tq(u}) = Lv,d(.L/thﬂ)v)
Pondo L/Tq(M) = Lq, tem-se d(L(Tq(M))v) = LLq' Logo
LL(v,Lq(t))-= (vf(qu)v)

Como no caso anterior, chamamos L, de transformagac de Legendre da

funcao L.
Se (U,ql,qz,...,qn) forem coordenadas locais e se

m : TM - M for a respectiva projeg¢ido, entao
Cer by, o 4 5 ))
’ qlr---rqa: lr---rqn

é um sistema de coordenadas em ﬂ_l(U) de TM. Se v ¢ “—l' definin-
do-se ¢ : 7 L(U) ~ R®® por ¢(v) = (@y (TV)) v yq_ (1(¥)) ,dg; (V) ey

dqn'v)} tem-se que
qi(n(v)) = qi(v) e dqi(v) = qi(v)
pois
vel &
;M 5&; (v)

Da mesma maneira no fibrado cotangente T*M cobtem-se
coordenadas locais (ql,qz,...,qn,pl,pz,...,pn) a partir das coor-
denadas (U,ql,qz,...,qn) em M. Para isto, basta observar que se

m* & a projegao de T*M sobre M, dado w ¢ (ﬂ*)-l(U) e definindo-se
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d : (w*)_l(U) + R2n por
B0 = (@ (nr ) .o q (rr () ,w(-é%-l—),...,w(g%;n,
pondo
w= ] RO g
tem-se que
q (r*w)) =g, (W) e p, =wizdy) .
1 1 1 3qi

Desta maneira podemos determinar as componentes da

transformagaoc de Legendre ; pondo

L = L(ql,qu .- ;qn;ql,qu aaw ;qn) tem-se

onde “i € a projegao.
Se Ly & uma imersao (*)2 sobrejetiva e se H &€ uma

funcao definida numa vizinhanga da imagem Ly, de um ponto de T por

H(qu'--"qnfplfcuupn) = z qipi = L(ql'.."%'ql'...'qu)'
1

entao LEl = Ly+ Neste caso H & chamada de fungao hamiltoneana re-

gular e L & a lagrangeana regular. No caso em que a transformagao

de Legendre & um difeomorfismo de TM sobre T*M diz-se que a hamil

toneana e lagrangeana sao hiper-regulares ou perfeitas.

(%)L

d,L denota a diferencial da fungdo L no ponto v. A razao des
ta notacao & para simplificar a leitura das equagdes a serem vis-
tas no proximo paridgrafo.

(*)2 Uma aplicagdo ¥ : M + N diferencidvel, de uma variedade N, &

dita imers3o se sua diferencial dy & injetiva, {(logo dim M<dim N).



' 3- Espacos Simpléticos e Variedades Hamiltoneanas.

Seja V espago vetorial real de dimensdo par 2n e se
ja w uma forma bilinear alternada em V. Seja w a aplicagac associ
ada 3 w de V para V definida por w(vlu = w(v,u), onde v,u V. Diz-

se que W & nao-degenerada se o posto (dim w(V)) & 2n, ou equiva-

lentemente se para todo Vv £ V existe u e V tal que w(v,u) # 0 .

Diz-se que w & uma forma simplética em V se w € uma forma bilinear

alternada nao-degenerada em V. Diz-se que o par (V,w) é um espago

simplético (real) se w & uma forma simplética em V.

Seja A = (aij) a matriz associada a forma simpléti-

.I » .l=w L} L i - & & ) L]
ca w, i.e., a;, (vl,vj). dénde Vi Vo, & base de V. Se v e
u s3o0 dois elementos de V entao mostra-se que wiv,u) = tXAY, onde
X e Y representam as matrizes colunas cujos elementos sao as coor

denadas de v e u na base mencionada.

PROPOSIGCRO (3.1} . Seja (V,w) um espago simplético

(real). Entdo existe uma base'{vl,...,vzn} de V na qual a matriz

associada a w & da forma

onde I & a matriz identidade n x n.

Demonstragao: Seja vy eV arbitrario. Logo existe

u € V tal que w(v,,u) # 0, pois w & nao degenerada. Ponhamos
LRI AR Podemos supor que w(vl,vn+l) = 1, bastando para tal
multiplicar, se necesséario, v, por um escalar conveniente. Se W
& o espago gerado por estes vetores entao o espago ortogonal

wh = {zeV; w(z,vl) = w(z,vn_'_l) =0} & tal que V = W@W+, on-

-

de @ . denota soma direta entre espagos vetoriais. Como dim -

par, 2n-2, tem-se que (W+,W/W+) € um espago simplético. Logo



existem VorVioio tais que w(vz,vn_'_z) =1le w(vz,vl):o, w(vmz,vl) =0
etc.. Obtem-se indutivamente, portanto uma base'{vl,...,vn,...,v%n?
tal que a matriz de w & da forma mencionada.

Diz-se que uma base {Vy,...,v,.} de V € uma base sim-
plética se a matriz associada & w nesta forma for A.

O objetivo deste paradgrafo € caracterizar o tipe de
variedade em gque o formalismo hamiltoneano & expresso. Mails preci-
samente: obter-se-3 um caso anilogo & proposigao (3.1) para varie-
dades, i.e., introduzir-se-a um certo tipo de variedade diferencial

de dimens3o par 2n, chamada variedade hamiltoneana ou simplética ,

representada por S, na qual estd definida uma 2-forma fechada i de
posto maximal 2n, tal que em cada ponto da variedade & possivel es
colher coordenadas locais (U,.xl,...,xzn) na qual a 2-forma Q assu
me a expressao local
n

fy =i£1 dx, A A%y,

Se o fibrado cotangente & variedade admitir uma es-
trutura diferencial hamiltoneana e se H & uma fungdo diferenciavel
definida nesta variedade, enti3o mostrar-se-a a existéncia de '~ .um

campo vetorial, associado a H, chamado campo hamiltoneano, o gqual

(quando expresso nas coordenadas acima mencionadas) terd como cur-

vas integrais as solugdes das equagOes de Hamilton. Passaremos a u i

tilizar a notagao q; + P; para representar as coordenadas locais ,
ditas hamiltoneanas.
Diz-se que uma 2-forma fechada tem posto maximal m

se

m_ QA...AQ m+l _ QA AR
Q= e # 0 e @ = =1 - 0

Seja S uma variedade diferencial de dimensao 2n ,




uma forma hamiltoneana ou simplética em S & uma 2-forma diferen-

cial Q@ fechada, de posto maximal 2n, definida em S, tal que para

todo ponto existe um sistema de coordenadas local

(Ul' qll' LI an!plf LI I ;Pn) tal que

o = Xi dq, A dp;

Diz-se que (U,ql,...,qn,pl,...,pn) sao coordenadas

hamiltoneanas ou simpléticas. O par (8,1} @ dito variedade hamil

toneana ou simpletica, que serad representada somente por S.

OBSERVAGAO: E usual em Geometria Diferencial defi-

nir-gse forma simplética sem a condigcado de existencia do gistema

Este fato decorre do "Teorema de Darboux” gque afirma (C£{10[)etc)

gue em cada ponto de uma variedade simplética existe um sistemade

coordenadas simpléticas tal gue @ assume a forma local acima men-

geométrica da mecdnica hamiltoneana, acreditamos ndo haver per-

das de generalidades em se adotar a definigdo acima.

Sejam T*M, o espago fibrado cotangente de uma va-
riedade diferencial de dimensao 2n e q,/pysi = 1,...,n, as coor-
danadas locais em T*M, i.e., ¢, : U~> R, p; : U~>R sao funcdes
definidas em um aberto U de T*M. Entao cada dq, € uma l-forma lo
cal em T*M; dqi : O = (w*)_l(U) + T* (T*M}, com dq, {b} = (b,dbq.h

i i
para todo b ¢ U, Mas b ¢ T*M, logo b = (a,bag), para a € M e al-

gum g € F. Portanto
dg; : b » ((a,d_g),d,q,). (ITI-3.1)

O produto p,dq, das coordenadas p; por dq, & uma
1-forma em U assim como a sua soma 6 = ] p, dq,.
i



Recordamos que uma aplicagao § : U »~ T*Medita se-
cao lg_c_:_g_; do fibrado cotangente , se y &diferenci@vel e se T*Y(x}x,
para todo x ¢ U, onde n* & a projegao de T*M sobre M.

Se g & uma fungdo diferencidvel definida em U e
dag € o respectivo vetor cotangente em a ¢ M , entdo tem-se  que
dg : U > T*M é uma segdo do fibrado cotangente. Observe que a se-
cao independe do sistema de coordenadas escolhido.

0 nosso proximo passo consiste em demonstrar que a
l-forma 6 = Z pidqi' expressa em termos de coordenadas locais, po
de ser definida independentemente destas coordenadas. Este resul-
tado € muito importante pois permite obter uma 2-forma fechada de
posto maximal em T*M e em consequéncia temos que o espago fase &
uma variedade hamiltoneana. O estudo da formulagao hamiltoneana na

mecdnica passari entdao a ser feito sobre este tipo de variedade.

PROPOSIGCAO(3.2). Seja M uma variedade diferencial

de dimensdo n. Seja T*M o respectivo espaco fibrado cotangente e

denotemos poxr qi,pi,i =1,...,n as coordenadas locais (posigdomo-

mentum) 'em uma vizinhanca de um ponto de T*M. Se & = } p, dq

| D

a

l-forma acima referida, entdo podemos afirmar que 6 € uma secao

de T*(T*M) e consequentemente, em todo fibrado cotangente de uma

variedade existe uma l-forma que independe da escolha do sistema

de coordenadas locais. Dé-se a © o nome de forma de Liouville.

Demonstracac. Primeiramente definiremos uma aplica

¢a0 e mostraremos que ela & uma segdo de T*(T*M)- logo independe
da escolha de coordenadas locais. A seguir mostraremos localwmente
ela coincide com 6 e consequentemente 6 estd definida em todo T*M.

Seja vy a aplicagac definida por b ~» (b,d (g o T*)),
onde b = (a, dag), geFemnt : T"M -+ M & a projegao usual, A a-

plicagdo composta & diferenciavel, logo o par (b,db(g o %)} & um



elemeto de T*(T*M). Se w** : T*(T*M) > T*M representa a projecao
de T*(T*M) sobre o fibrado cotangente, tem-se que y & uma segdo.
Loge & uma l-forma gue designaremos por 6. Portanto

(b)) = (b), & (g 0 T*)). Resta mostrar que 8 =0, Mas 6 & uma
l-forma em T*M e por isto 6 & uma aplicagao de T*M em T*(T*M), de

finida por
g = (br E Pi(bldbqil.
i

Calculemos 6 (b}. Para isto coloquemos

dg = ¥ k,d_q,, onde k; = p,(a), a e M. Entdo

i
8(b) = B(a,d_9) ="écaf E k,d q,)=
= §(a,da(£ kyq,)) =
= (b,q (] k;(g; o M) =
= (b, (} k,q4))
Pois (q; © T*) (a) = qi(a); Entac,

8() = (b, ] k;d.q,) = (b, | p;(b)d q,).
1 1

Comparando com (III-~3.2) e como b & qualquer, tem-se o resultado
desejado.

Conclue-gse entdc que a l-forma 6 = Z pidqi estad de
finida em todo o fibrado cotangente, sendo portanto independente
dos g's e p's.,

TEOREMA(3.2) . Todo fibrado cotangente (espago de

fase) de uma variedade diferencial M de dimensdo n & uma varie-

dade hamiltoneana.

Demonstracdo: Pela proposicao (3.2) existe em T+*M




uma l-forma 8 = } p:dqi e portanto uma 2-forma fechada Q@ = 48 =
i
=3 dp; A dg,. Ela tem posto maximal 2n e como a dimensao de T*M

€ par, tem-se o resultado desejado.

4- Sistemas Hamiltoneanos.

Seja W espago vetorial e W* o seu dual. Seja
W* A W*o produto exterior gerado por e Ae', onde e, e’ & W* | Seja
t ¢ W*¥ A W*, Entao t € combinagdo linear dos e A e'. Sem perda
de generalidades, tomemos t = e ]| e'. Para cada t ¢ W* A W*, de
fina-se uma aplicagao, representada por Py e de W para W*, da se

guinte maneira:
pt(v)v' = ({e A e’y (W))(v') = e(v) e'(v'),

com v ¢ W, v' ¢ W%,
Obtem-se, desta maneira, para cada t ¢ W, uma aplicagdo py @ par
tir da base e A e'.

Seja M uma variedade diferencial. Podemos considerar o
produtc exterite dos fibrados cotangentes T*M A T*M, em que, para ca-
dabeM, TM A T°M & uma fibra. Se Q: M > T*M A T*M & uma 2-for
ma sobre M, entao Q(b) € TbM A TbM. Representemos por Rb o valor
de 2 em b. Pelas consideragbes acima, tem-se uma aplicagdo
pﬂb 2T M > TbM, associada 38 e definida per

(pQy (u) (v} = @ (u,v),

Diz-se que $d & nao degenerado se pr for bijetiva.

De uma méneira geral, para todo b £ M, obteremos u
ma aplicagdo o, : TM > T*M, diferencilvel. Nao & dificil de se
ver que o €& biunivoca e sobre, (pois T*M &€ uma variedade ha-

1

miltoneana). Logo existe a inversa p& : T*M > TM. Ponhamos

pi, = ﬁ

b n+ bpara cada be M Sevel b.M, diz-se que -(ﬁg_lhﬂ



& o 0 - gradiente de v en b, ou simplesmente (quando estiver suben-

tendido de que 0 se trata) de gradiente de v em p. Poe-se

1

grad, v = - (ﬁb)_ (v)

Nosso objetivo neste paragrafo & mostrar que se H
e uma fungao diferenci@vel definida em S, variedade hamiltoneana,
entdo existe um camﬁo de vetores X associado 3 H, tendo como cur-
va integral as solugOes das equagCes de Hamilton. Para isto intro
duziremos algumas definigOes e propriedades.

Se X ¢ L chama-se produto interior de X por Q, a

Ml’
l-forma diferencial, indicada por i(x}Q, tal que

(1 (X)) (y) = Q(X,Y),

para todo Y ¢ HM.

Se 2 & nao degenerado, tem-se que X + i(X){ defi-

ne um isomorfismo de H,, sobre Hﬁf(dual de HM).

M

Se f ¢ FR, por grad.f, ou simplesmente grad £, in

Q

dica-se o inico elemento de HM tal que

i(grad £)Q = - 4f.
Portanto

(grad £)_ = - (2 ) L(@np ,

P P

se p € M., Tem-se

i{grad £)Q = Q(grad £ , X) = - Q(X, grad f).

R

O parenteses de Poisson de £, g ¢ Fy &€ definido

por

{£f , g} = Q(grad £ , grad g).
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Tem—se
X(f) = Q(X, grad £} = (i(grad £)Q) (X) = - df(X)
Quando
X = grad g
tem-se
(grad g} £ = Q{grad g , grad f) = - {g , £fl.
Logo
{f , g} = (grad f}gqg.
Em termos de coordenadas (U,qi,pi) tais que
2y = g dp, A daq, ,
tem-se
9] c-’j’-%f%?afa—g-f%),

que € a forma classica usual,

Para £ , g , e h € Fﬁ, tem-se

i){f,£f} =0
ii){f,q9,h} = {£,9} h + g {£,h},
ii1) {£,{g,h}} + {g,{h,£}} + {h,{£,9}} =0
iv){xf,g} =X {f,9}, se A € R
{£ + g.h} = {£,h} + {g,h} .

Seja w uma 2-forma sobre M. Demonstra-se, CE£[10] ,
que a aplicagdo X + i(X)w, & um isomorfismo de H, sobre AI(M) .

Se o E Al(M), por Xa representa-se o campo de vetores sobre M tal



que o = i(xa)w
Seja (S, %) uma variedade simplética e (U,qipi).i=

=1,...,n um sistema de coordenadas local tal gue

Q. = % dp, A dq,

Se a =] a, dq; + b, dp, , tem-se

X =})-b + a, .

a ¢ iBgi 1Bpi
De fato, ponhamos

oy g
X=)>d + .
X ini qu

Entao

a = i(X)Q = Z d, dgq; - ¢, dp, . Logo

-

Un campo de vetores X sobre S & dito sistema (dina

mico) hamiltoneanc se A{(i(X)Q) = 0. Se i(X)Q & exata, i.e., exis-

te B tal que dB = i(X}Q, diz-se que - 8 & um hamiltoneanc do cam-

po X. Poe-se B = H e portanto
i(xX)@ = - dH. (ITI-4.1)

Se H € uma fungac diferencial em S, entac existe
um Unico sistema hamiltoneano X socbre S tal que i(X)Q = - dH,.Diz-
se neste caso que X & associado & H.

Em coordenadas localg, a l-forma dH tem a expres-

- BH

ap
p; 1

JH
X.___
i 94



=51 -

A expressio local do sistema hamiltoneano X asso-
ciado 3 dH &

3H 5 CSH D

X =Z -
aH ¢ Epi 9qy og, Bpi

Portanto
- " 3H
= PR H = - .
{pj } 'g'&"j—
Se ¢ : I » 8 & uma curva integral do campo X , i.
dH
e., X (¢(t)) = ¢'(t), entao, em coordenadas locais, tem-se
dH .
X ($(£)) = X (g, (8),p, (£)) = (52 q, (t), 72 b, (t)
dH dH J
Logo
C - 8H_ ., 3 = - OH

que sao as equagoes de Hamilton em coordenadas locais. Vale a re-

ciproca i.e., toda solugado de (*) & uma integral de Xg..



CAPITULO IV

FORMALISMO LAGRANGEANO

Vimos no capitulo anterior que a descrigdo geomé-
trica do formalismo Hamiltoneano decorre canonicamente da existen
cia de uma estrutura simplética obtida a partir da forma de
Liouville (Prop.3.2) e do calculo diferencial exterior. No que con
cerne o aspecto Lagrangeano da Mec@nica Classica a situagac é mais
complicada. Isto decorre do fato de que ¢ fibrado tangente & uma
variedade diferencial nac admite canonicamente uma estrutura sim-
plética. Este “"defeito" pode ser no entanto eliminado se a lagran
geana L : TM > R for regular, i.e., a Hessiana de L com respeito
as velocidades for diferente de zero em todos‘os pontos. Neste ca
s0 existem dols métodos para dotar TM de uma estrutura simplética:
via a transformagdo de Legendre, conforme visto no §1 do cap. XII
ou entao via a "estrutura quase tangente" canonicamente associada
ao fibrado TM (Cf [4]) Este segundo ponto de vista serd o objeto
do presente capitulo. Faremos um estudo rapido, sem muitos deta-
lhes. O excelente livro de C. Godbillon (Cf [10] cap. IX e seguin

tes) podera servir como referéncia ao leitor mais minucioso.

1- 0 duple fibrado tangente e o pmolongamenté tangente

Sejam M,N variedades diferenciais de dimensao m,n
respectivamente. Sejam (TM,pM,M) e (TN,pN,N) os respectivos fibra
dos tangentes e consideremos uma aplicacgao diferencial h: M =N .
A aplicagdo Th : ™ -+ TN tal que h o Py = Py © Th & dita aplica-

¢ao tangente 3 h.

Consideremos agora o fibrado tangente a variedade

™, i.e., (T(TM),pTM,TM). Se considerarmos a aplicacgac tangente a
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projegao Py ¢ T™M > M, Tp, @ T{(TM) + TM, entac podemos verificar

que existem duas estruturas de fibrado vetorial tal gue o dia-

grama
TPy
T (TM) > TM
Pyy Py
%ﬁ > ﬁ,
By

Comuta, i.e., Py © Ppy = Py © TpM. Damos a (T(TM),,pTM, M) o no-

me de duplo fibrado tangente de M e a (T(TM),; TpM, T} o de pro-

longamento tangente de TM.

2- A estrutura guase tangente 3 uma variedade tangente.

Seja Jo ::Rzn +cm2n o endomorfismo definido por

Jo(a,b) = (0,a). Entao a imagem de J, e seu nlicleo sao iguais, i.
_ 12 _ .

e., I Jo = Ker Jo' Temn~se ainda que Jo Jo = Jo = 0., Consideremos

agora uma variedade diferencial M, de dimensao n, h ¢ Oy € u e TM

2u

tal que p,(u} ¢ dominio de h. Seja Hu : R“" + T _(TM) tal que, se

localmente u = (x,y) e v = (X,y,a,b) ¢ Tu(TM) entao Eu(a,b) = v.

E clarc que Eu € um isomorfismo de espagos vetoriais. Seja
def

J =" h_ . Jo © (hu) . Entao J

" a Tu(TM) > Tu(TM) & um endomor-

fismo tal que ker Ju = Im Ju e Jﬁ = 0, para todo u ¢ TM, . Pode-
mos, entao considerar um endomorfismo linear J : T(TM) -+ T(TM)

tal que J restrito 3 Tu(TM) seja Ty (i.e., J/Tu(TM) = Ju). Damos

se segue, se X € T(TM) entdo localmente X sera representado por

X = (x,y,a,b) ou X = a%; + b%; {(eliminando-se o8

indices)
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A ac3o de J em X & dada por
J(X) = (x,y,0,a)}

@ fibrado vertical V(TM) & o subfibrado de T(TM) definido por

v(TQ) = Ker TPy » Pode-se mostrar que Ker J = ImJ = V(TQ) e gue
se X ¢ V(TQ)}, ent3o localmente X = (x,y,0,b). Em particular pode
se mostrar que existe um Unico campo C € V(TQ), chamado campo ver-

tical ou campo de Licuville tal que, localmente
C = (%,¥,0,Yy)
0 produto interior de J por uma g-forma « & definido por

X )

iJw (xl,...,qu = % m(Xl,...(JXi,..., q

i=1
onde X, € T{TM}, 1 = 1,...,4. PCe-se iJf = 0, para toda fungaoc f.

A derivada vertical d. & definida por
a; = Iy 4y = i,d - dig

3- As equacoes de Lagrange

M como sendo o espago das configuracgoes, TM o das
velocidades e I, : TM -~ 1R uma Lagrangeana. Entac a forma vertical

J determina uma 2-forma fechada

w = deL

N i i -
sobre TM. Em coordenadas locais (q~,v’), w assume a expressao

2 . - 2 L3 L1

3L i 3 3L i 3

w = —7—z dg™ A dg dv™ A dg-“.
3gq sy IV 3VJ

A Lagrangeana L & regular se e somente se w & nao dege

o 2. .
a Hessiana E—%——w - @ nao singular.

v av
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Seja C = (ql,vi,o,vl) ou C = vi§EI a expressao lo-
v

cal do campo vertical. A Hamiltoneana de L, como sabemos, & defi-

nida por
H = qlpi - L
i oL
onde P =37
. g

Podemos, entao definir intrinsicamente a energia do sistema  La-

grangeano por
E=¢C(L) - L

As equagoes intrinsicas de Lagrange assumem a forma

i(X)w = - 4dE . (ITV=-3.1)
| ER 42
Em coordenadas locais, pondo X = a’—7 + b — obtem-se de
Lo v
(IV-3.1) o sistema
2 L] L]
o L (al - vly =0
v-ov?
'BZL § _ AL '32L 5
P ;e S W S
IV~ IV 3g ag-v

como a hessiana e inversivel, tem-se que
al = vJ (IV-3.2)

O leitor podera demonstrar que as curvas integrais de X satisfa-

zem as conhecidas equagOes de Lagrange

.&% {_B_i;] =A£l, (IV-3.3)
v 3q

(ver o capitulo IIT para © caso Hamiltoneano)
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4- Equacac diferencial de 2a ordem

Como vimos acima T{TM) admite duas estruturas de fi-
brado tangente. Um campo de vetores X : TM -+ T(TM) & uma sec¢ao de
fibrado Pry * T(TM) » ™, i.e., Ppy © X = idf Se no entao X for
também uma segao do fibradoTpM : T(TM) > TM, entdo X € dito ser

uma equagao diferencial de 2a ordem. Em coordenadas locais, se

X = (q,v,a,b) entao X & uma equagao diferencial de 2a ordem se e
somente se v = 0. Isto decorre do fato de que pTM(q,v,a,b) = {q,v}
e TpM(q,v,a,b) = {(q,a). Decorre dal que o campc de vetores X gue
& a solugac da equagao de Lagrange (IV-3.1) & uma eqg. dif. de 2a
ordemn.

Congideremos agora a acao da forma vertical J sobre
o campo X. Localmente tem-se J(X) = (q,v,0,a). Se J(X) = C, entao
a =v. Logo X & uma equagdo diferencial de 2a ordem se e somente
gse JX = C.

Consideremos a aplicagao X + i(x)w. Como w & simplé-
tica esta aplicagdo & um isomorfismo. Logo se E & a energia da
Lagrangeana tem-se que existe uma {inica eguacgao diferencial de 2a

ordem X tal gue
iX)w = - dE.

Se, no entanto, L nao for regul&r {i.e., deL nac &
simplética) entdc podemos ter situagdes em que a eq.(IV.1l) nao ad
mite solugdes, e, mesmo admitindo, pode ndo ser dUnica e nem uma
equagao diferencial de 2a ordem. Como vimos a questao de regulari
dade de L é equivalente 3 Hessiana de L ser inversivel. A situa-
' g¢ao "singular" foi estudada por Dirac e & conhecida como a Teorié
de winculos de Dirac-Bergmann ou Mecdnica de Dirac-Bergmann. Abor
daremos esse assunto no proximo capitulo no que se refere ao as-

pecto Hamiltoneano.
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CAPITULO V

FORMALISMO HAMILTONEANO PARA A MECANICA COM VINCULOS

1- MecAnica préesimplética

0 assunto que abordaremos no presente capitulo diz
respeito a uma formulagdo geométrica da teoria de Dirac - Bergmann
para uma mecanica com vinculos. Em termos geométricos isto signi-
fica que a forma simpletica quando restrita @ subvariedade naqual
o movimento do sistema (no espago das fases) estad vinculado, per-

de uma das suas caracteristicas, qual seja, abaixa o seu posto .

0 ponto de partida do formalismo Hamiltoneano diz
respeito & definigao dos momentus generalizados
pi=a_v"-' ,i=l,-.-,n
i
onde L & a lagrangeana € os v's s3o as velocidades generalizadas.

Se
v )
VYT
€ a hessiana de L, entdo os p's estarao definidos (todos) se opos
to de W for n. Se for k < n, entao a nao maximalidade do posto de
termina que somente k-variaveis de velocidade podem ser expressas
como fungoes dos gq's, p's e as restantes (n-k) velocidades (Teore
ma das Fungdes Implicitas). Decorre dal que existem (n-k) relagces

independentes entre os p's e g's. Estas relagoes podem ser expres

sas na forma
fA(qi'pi) = 0 r A = 1,2,...,1'1—]{

Elas sao chamadas de vinculos primiarios (primdrio porgue as equa-




¢oes de movimento nao foram usadas para obte-las). O movimento do
sistema considerado ficara entao confinado a uma subvariedade N,
cuja definigao & precisamente dada pelas equag¢des de vinculos aci
ma. As fungoes £® estdo definidas em um aberto U do espago ambien

te e sao tais que, quando restritas & intersegdo U, = U N N, sdo

1
nulas. Pode ocorrer, no entanto, que outras fungoes gB definam tam
bem N. Neste caso fA e gB seraco iguais sobre uma parte de N. Na

terminologia de Dirac, isto significa que fA e gB sdao fracamente

iguais. Se, no entanto, g2 e gB tiverem também o mesmo dJradiente

nesta parte de N, entdo diz-se que £ e gB sao fortemente ‘iguais

( a necessidade de se impor esta condig¢ao sobre o gradiente fica-
ra mais clara ac leitor logo a seguir).

As equagoes de Hamilton, como vimos, tem a forma
i(X)w = = dH

onde H & a hamiltoneana, dH sua diferencial e i(X)w o produto in-
terior da forma simplética w pelo campo X. Este campo X & unica-
mente determinado. Se, no entanto, N & a subvariedade de vinculos,
a restrigao de w a N naoc &, em geral simplética. Assim, a equagao
em X acima pode ou naoc ter solugdo e, se tiver, ndoc serd necessa-
riamente Gnica. Isto se deve precisamente ao fatoc de w nao ter
mais posto maximal.

Nosso objetivo sera, pois, o de entender geometri-
camente, o0 que significa "equagOes consistentes" no caso pré-sim-
plético. As idéias a serem expostas a seguir serdo feitas para a
situagao que consideramos mais simples. Assim, por exemplo, o es-
pago das fases sera tomado como sendo o espago euclideano 2n-dimen
sional R2n dos nimeros reais, e nao o fibrado cotangente de uma va

riedade diferenciével qualquer., Utilizando um resultado devido a



Darboux, tomaremos como forma simplética a 2-forma dp A dq, onde
p = (pl,...,pn) e (ql,...,qn) sao coordenadas locais no R2n. Fa-
remos isto por uma questao puramente psicoldgica. Ao 1eitor'sug§
rimos consultar o artigo de Gotay, Nester e Hinds ([GNH]), de on
de nds baseamos o presente trabalho, para uma abordagem mais am-—
pla e detalhada.

0 caso pré-simplético (também chamado degenerado)

aparece quando existir uma subvariedade (superficie euclideana

abstrata) N do espago Rzn, de dimensao k, no qual a forma simplé
tica w nac tem posto maximal nos seus pontos. A subvariedade N &
caracterizada da seguinte maneira: para todo ponto p e N existe

uma vizinhanga U de p enm R2n e 2n-k'fung6ES'diferenciéveis

£ u- R, A =1,...,2n-k, tais que a intersegao U, =U N é de

finida pelas equagoOes

i

Lo, g0k

0

Cologuemos & = 2n-~k. Entao d & dito codimensdo de N, (se d = 1,N

é chamado de hipersuperficie; se d = 2n, entao N & um conjunto de
pontos; se d = 0, entao N & um aberto do Rzn). Representemos por
W a restrigdo de w a N. Em geral (N,w) ndo & uma variedade sim-
plética, pois o posto de w ndo & forgosamente maximal em todo pon
to de N. Isto significa que existe um subconjunto C de N consti-
tuido dos pontos onde W ndo é maximal.E este exatamente o ‘cbsticilo
para que (N,#) herite a estrutura simplética do R, além do fato de ser a di
mens3o de N par ou ndo. Seja p € N e suponha que o posto de w em p seja s. GO
loquemes ¢ = k-s, chamado co-posto de W em p. A menos que o co-posto ¢ seja O
mesmo em todo ponto de N, teremos necessariamente outros suboconjuntos onde o©
co-posto € diferente. Por um arqumento de continuidade pode-se mostrar que em
pontos suficientemente proximos de p, © co-posto aumenta.
Resumindo, em N cbtemos subconjuntos Co definidos por



C, = {pe N; o co-posto de W em p & c}

Pode-se mostrar que os C, sao subvariedades de N
cuja codimensao & % (e-1}, (C£.[12]))

No que se segue nEo iremos consiaerar a situagao
em que N & "partido" por tais subvariedades. A situagao em que o
co-posto aumenta A mais complexa e, para obtermos resultados inte
ressantes, necessitariamos de hipdteses suplementares. Um estudo
nesse sentido (utilizando técnicas de topologia diferencial) foi
recentemente realizado (Cf.[12]) utilizando a Teoria das Catlstro

fes de R. Thom. Nos contentaremos aqui com a situagao em que o CcO
).

posto de w & c em todos os pontos de N (isto & N = C_

Passemos agora a descrigdo da Mecanica com vincu-
los do ponto de vista geométrico. Seja (N,w) conforme a descrigao
logo acima. Nesta situagdo as equagdes de Hamilton podem ou  nao
possuir solugoes. A existéncia de possiveis solugoes dependera do
fato de dH estar ou nao na imagem da aplicagao linear b definida
por b(x) = i(x)w = -dH. Ndo sendo w simpldtica, b ndo & mais um
isomorfismo; nao & scbrejetora. Como vimos anteriormente, a subva
riedade N & localmente determinada por uma familia fi,...,fa ,

(d = 2n - k) de fungoes. Estas fungdes sao precisamente  aquelas
que n3o permitem definir todos os p's como fungdes independentes
dos v's. Chamaremos, portanto, N de variedade dos vinculos prima-
rios. Nosso problema agora se coloca na segﬁinte forma: dado uma
hamiltoneana H:R2n + R, como determinar geometricamente o "local"”
onde a equagaoc i(X)w = - dH possul uma solugac X quando restrita
a N, de maneira que as curvas integrais de X estejam inteiramente

contidas em N?

DEFINICAO: Seja N uma subvariedade do espago simplé-

tico (Rzn,wl. Diz-se que N & uma variedade de vinculos regularmen

' te consistentes se para toda forma linear o sobre Rzn, a equagao
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1w =gqa (%)

quando restrita a N admitir uma solugao X tangente a N.

A condigdo de X ser tangente a N & importante. Sen
do X um campc de vetores do Rzn, ele associa necessariamente cada
ponte p € N a um elemento do respective espago tangente TPN. Quan-

do isto ocorrer entao o movimento do sistema mecdnico considerado

esta totalmente vinculado a N, caso contrario o sistema se desen-
‘volve para fora do dominio N.

No entanto, a condigao de tangéncia, genericamente,

nao ocorre. Somos obrigados a "restringir” nossa subvariedade. 0

processo geométrico de determinagdo da subvariedade de vinculos re
gularmente consistente € o seguinte: Se a forma linear o & tal gque
a(p) £ b(TN) para todo p ¢ N e o campo X & tangente a N, entac o

problema esta resolvido. Se nao, consideramos a subvariedade Ny de

N definida por
Ny = {peN;: (p} e b(IN}}
Se a solugao X for tangehte a Nl' o problema estd resolvido, caso

contrdrio , consideramos a subvariedade N, definida por

N, = {p ¢ N, i alp) € Q(TNl)}

e assim sucessivamente. Obtemos entdo uma sucessao de subvarieda-

des N3,N4,...,NS{... tais.que

N, ={p N ) }

s s-1

i olp) ﬁ b(TN,_,

0 process¢ acima nos leva as quatro possibilidades seguintes:

Caso l: Existe um inteiro K tal que N, & vazio;

X

Caso 2: Existe um inteiro K tal que Ny nao & vazio mas a dimgNk=0;

Caso 3: Existe um inteiro K tal que HK K41

com'dimNK # 0;

Caso 4: O progesso nao & finito.

O primeiro caso significa que as equagaes de Hawil-

ton jamais possuem solugao. O sequndo caso significa que a varie-

¥
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dade de vinculos @ constitulda de pontos e a Unica solugao possi-
vel & a trivial, ou seja, X = 0 (n3c had portanto dindmica)., A ter

ceira probabilidade & aquela que diz respeito & existéncia de uma

variedade de vinculos regularmente consistentes e maximal (se V &
outra regularmente consistente entao V C Nk).

A situacido descrita no caso 4 corresponde aos sis-
temas com um niimero infinito de graus de liberdade. Nesta situa-
¢30, podemos considerar N_ como sendc a intersegdo de todas as
subvariedades N, e podemos entdo recair em um dos trés casos ante
riores.

Este processo nos permite, ainda, determinar 4 ti-

pos de vinculos:

(a) Os vinculos primirios: sdo aqueles que definem a subvariedade

na qual a forma simplética se degenera (fA: A=1,..., 2n=k)

(b) 0s vinculos secundarios: sdo aqueles que possibilitam determi

nar as solugdes das equagdes da Hamilton (ou seja, dH estd na ima

gem de b);

(c) O0s vinculos terciirios: sdo de dois tipos. Os chamados de 1la

classe dizem respeito & condig3c de tangéncia da solugao X & uma
subvariedade de vinculos. Isto significa que dentre os vinculos
primdrios e secundarios, deve-se extrair uma sub-familia de fun-
¢coes gp que sejam preservadas pela dindmica, ou seja, eles deven
ser constantes ao longo das trajetdrias (curvas integrais)} do cam
po X. Geometricamente, isto significa gque x(gB) restrito & subva-
riedade de vinculos deve ser nulo. De fato, isto acontece se e so
mente se X [gB(h(t))) = 0 para toda curva integral h{t) de ¥. Mas
isto & equivalente & condigdo %E [QB(h(t)}) = 0, ou seja,

gB(h(t)) € constante.



0s vinculos que nic sao de la classe sao ditos de

2a classe

2- A relacdo com o formalismo de Dirac-Bergmann

Passemos agora a compara¢ao da interpretagdo geo-
nétrica acima descrita com a teoria dos vinculos proposta por Dirac
Bergmann.

Seja L : Rzn + R uma lagrangeana. O ponto de par-=
tida do formalismc & a hipdtese de que a transfgrmaqéo de Legendre

—~ L _ nao & inver-
Bvti.
i

€ degenerada. Isto significa que a hessiana [
sivel. A transformagdo de Legendre nac &, pois, sobrejetora (exis
tem coordenadas p's gue nao podem ser definidas independentemente
das coordenadas v's). Se representarmos por N a imagem do espago
de configuracao (no caso presente tomado como Rzn) pela transfor-
magdo de Legendre, entdo N € uma subvariedade de dimensao, diga-
mos, k, 4 qual o sistema estd vinculado. Os vinculos primarios sao
dados por uma familia de fungodes £ que definem N localmente. Se
representarmos por Hl a hamiltoneana obtida a partir da transfor-
magac de Legendre para a parte em que for possivel definir os p's
(isto &, N) e se representarmos por El qualquer extensac de Hy a0
aberto U que caracteriza N localmente, temos que a hamiltoneana so

bre U, = U{\ N tem a forma

1

h = H1 + fAuA

onde o©s u, sdo os multiplicadores de Lagrange a serem determinados

(s3c fungOes constantes). Queremos, portanto, estudar a equagao
i(X)w = dd restrita a U,.

Como vimos, a fim de que U1 seja regularmente consistente necessi-

tamos da condigdc de tangéncia. Isto pode ser feito numa forma e-
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quivalente , qual seja, a dos parénteses de Poisson. Da hamilto=~

neana h acima tem-se
dh = @i, + dfPu, (**)
1 Up
Consideremos o campo grade. Entao
dh(gradf®) = 1(X)w(gradf®) = w (X,gradf®) = x(£%) . (o)

O lado esquerdo da expressdo acima fica

dh(gradf® = aH, (graat™ + ag® (graaf® u

i(grade)w(gradﬁl) + ;(grade)w(grade)uB

n

w(grade® , gradﬁl) + w(grads® , grade)uB

. B
{fA,Hl} + {fA,f }uB

Representaremos o termo & direita na expressao acima por EA. Entao,
de (***) tem-se que:

X(fA) restrito a U, = 0 se e somente se E° restrito a u, = 0.

1l
Traduzindo nesta forma a condigéo de tangéncia, podemos obter in-
formagoes com respeito aos coeficientes up. Do fato de E* ser nulo

sobre Ul' tem-se
(7 ,£%) = ugleh, %)

As equagles acima podem ser colocadas em forma ma-
tricial. O sistema tera solugao se a matriz ({fA,fB}) for inversi-
vel scbre os pontos de Ul. No entanto, genericamente, isto ndc o-
corre. Somos obrigados a considerar uma subvariedade local u, de
Ul' onde parte dos uy serao determinados. 0 fato da matriz
({£®,£8}) ser singular nos permite obter uma familia de fungdes (au

tovalores) f; # 0 tais que fg{fA,fB} = 0., Isto nos di entac a igual
dade



que passa a ser entdo uma nova condigdo, dita de yInculos secun-

darios. Coloquemos
a4 8=
" = £51H,, £ .
Pondo
= 1%} + u (g%, %)

temos que, como anteriormente, a preservagao destes vinculos se-
cundirios g% nos leva 3 condigao de gue g* restrito a u, deva ser
nula, Isto vai originar novas condigdes de vinculos, ditos tercii
rios, dado por algo do tipo hg{ﬁl,ga} restrito a U, ser nulo. Re-
petindo o processo gquantas vezes for necessario, obtemos, caso o
problema seja sollivel, uma subvariedade final Uk’ onde determina-
mos a solugao.

Como vemos, © algoritmo de Dirac-Bergmann & o mes
mo que o algoritmo geométrico proposto. A diferenca & que o segun
do & colocado en termos nas subvariedades Ns' enquanto que o pri-
meiro tem cardter meramente local; a construgao &€ feita a partir
das fungoes fA que definem localmente a subvariedade. O algoritmo
geométrico &, portanto, uma formulacao intrinseca, independente do
sistema de coordenadas utilizado. Outros resultados podem ser ob-
tidos para uma situagdo mals complexa, como por exemplo, para va-
riedades de dimensio infinita (que podem ser aplicados & Mecanica
Quantica).

Para terminar, observemos gue hamiltoneana a

2n

ser considereda, no espago R* & da forma:

= 1§ a b c
h, =H, +ubh” +ut’+3}s",
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chamada por Dirac de hamiltoneana total ou estendida. Nesta ex-

pressao, u, sao arbitrarios, enquanto u sao fixos. As fungoes h?
e tb g¢d30 vinculos primdrios de la e 2a classes com multiplicado-
res arbitrarios A®. A equagdo que admite solugdo, quando restri-
ta a U, & entdo da forma:

i(X)w = th .

Finalmente, um estudo do Formalismo Lagrangeano

para uma mecinica com vinculos pode ser encontrada em [13] e (141
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CAPITULO VI

APLICAGOES EM RELATIVIDADE

1- Conexoes Lineares

Seja M uma variedade diferencial de dimensdoc n e
¥{M), resp. Fﬁ ¢ conjunto dos campos de vetores em M, resp. das
fungoes reais ¢” definidas em M. Uma aplicagdo

V: ¥(M) x ¥(M}) > ¥(M} & dita conexao linear se, para todo X, Y,

2, ¢ ¥(M), fe Fﬁ, tem-se

i) V(_X‘l‘Y,Z) = V(X;Z) + V(YrZ) ’
ii) v(X,¥+2) = Vv(X,2) + V(X,2},
iii) V(£X,¥Y) = £fV(X,Y},

iv) v(X,fY) (Xf)Y + £V(X,Y) .

£ usual na literatura representar-se V{X,Y) por VXY, dita deriva-

da covariante.

Seja p e Me TpM o espago tangente @ M no ponto p.

A aplicagao que ao ponto p associa uma base (Xi), Xi € ¥(M) do es

pago tangente TPM gera dita referencial. Se por P(M) representar-
se o0 conjunto dos referenciais (p,xi).em p, entdc mostra-se (Cf.
[11]) que P(M) & uma variedade diferencial de dimensio n+n’ e que
(P(M), 7M) & uma variedade fibrada, 7 : (p,xi) + p. No que se se-
gue omitiremos o ponto p na representagao do referencial, repre-

sentade dora em diante por (Xil. Portanto

V. X, = Z rk_ X (vIi-1.1)

As n° fungoes Ptj sao ditas componentes da conexao linear.

Se (U xl,...,xnl € um sistema de coordenadas local
F
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e p £ U, indicaremos poxr (81,...,Bn)p o referencial em TPM indu-
zido, i.e., (3;), = (B/Bxi)p. Utilizando-se os axiomas da defini

¢ao de conexao linear, tenm-se
VY = LD, + b, I v 3.
<Y (P) %(Xpbjtallp bj(pl(§ a; (p) 31('3)9))'

(VI-1.2)

onde X_ = a 3.) , ¥ = b.{3.,). Decorre de (IV~l1.2 ue
o E P (3, b § 5094 ( } q
AXY(p) depende exclusivamente de X em p e de Y.

EXEMPLO. (A conexac candnica no R™) - se X, YE:*(Rn)

epeE Rn, defina-se
V¥ ip) = §(xbj)(p)£3j1p .

Seja a : I + R% o circulo unitdrio a(t) = (cost,sent). Entao

¥ — — = - =
a'(t) = (-sent)d, + (cost)az. Se Xp X8, + X35, b = (X].%,5),

entao

X(py = (-sent}d, + (cost}d, = a'(t).
Portanto V X(a(t)) = (-x,)3, + (-x,)3, , i.e., VXX(a(t}) represen

ta o vetor aceleracao de d:I + R2;

n
lj.'
L3
2
—
ar

Vuia'(t) Jy dt2
Seja o:I + M uma curva diferencidvel. Diz-se que a &

uma geodésica se&hfu' = 0. Diz-se que uma curva diferenciavel
a:I + M & uma curva integral, ou uma solugdo, ou ainda uma traje-
toria, de X se a'(t) = X(a(t)). Neste caso diz-se que o campo de
vetores X & um campo (tangente) 3¢ longo de a. Diz-se que Ye $(M)

& paralelo ao longo de a se V,¥{a(t)) = 0, onde X & um campo tan-

gente 8 a¢. Se X € um carpo tangente 3 o, entao o € uma geodeésica

se e somente se X & paralelo ac longo de a.



Seja Vv
$(M) x ¥(M)

€ a 2-forma de torgao,

se que T :

se
T{X,Y)
{resp.

Segque-se que T, (resp.

T{X,Y)

T (X+X',Y)
T({£fX,Y)
(resp. R(X,Y)
R(X+X',Y)
R(£X,Y)

R{X,Y) (Z2+2')

uma conexdo linear em uma variedade M. Digz
> ¥(M), (resp. R: ¥(M)x¥ M) ~ L{¥(M), ¥(M)

(resp. 2-forma de curvatura) associada a Vv

R(X,Y) = VXVY - VY Vx -V I:prJ ).
R} € bilinear alternada, pois

= - T(Y,X) ,

= T(X,Y) + T(X',Y) ,
= £fT(X,Y) ,

= - R(X,Y) ,

= R(er] + R(X'!Y) ’

= fR(X,Y) ,

= R(X,Y)Z + R(X,Y)2' ,

R(X,Y) (£2) = £R(X,Y)Z) .
Se (Xi) é um referencial, pondo Exi'xéj = Xctj X + tem-se, por
(Iv-1.1),
T(X;4X,) = rij - rgi - cfj dgf Tij ,  (VI-1.3)
R(X; X)X = Xy My - xkfgi + Ty r?l - r;i I
- c%k r?i dgt R?jk. (VI-1.4)

No caso em que T(X,Y) = 0, qualguer que sejam X,Y ¢ ¥{(M), diz-se

que a torgac & livre e neste caso que V &€ simétrica. Se X, 0= 3.

1l

engéo (VI-1.3) e (VI-l.4} assumem a forma
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S .
ij ij ji
h h h 1 .h .1 .h
Risk = %9 Tix = %031 * Teg Ty 7 T30 T
visto que [ai,aj] = 0. Observa-se que a tomada do referencial ca

nénico (3;) depender3d das condigdes do teorema de Frobenius (Cf .

0]y .

Tem-se ainda gue (se a conexac for simétrica)
R(X,Y}Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

(dita identidade de Bianchi)

2- Equacoes de Estrutura

Seja V uma conexd3o linear sobre M, (X,) e P(M),

X = ZX.. Se
& 1'
1

= k -
e se w; sao (n=-1) formas tais que wi(Xj) = 6ij' entao
k _ i , _
Wy = E Fig ©3 (VI-2.2)

As n e'n2 1-formas «,, m? sao definidas sobre P(u) e sdo linear-
mente independentes. Diz-se que w? sao ag l-formas de conexao do
referencial (Xi).

Se X,Y ¢ ¥(M), entao, pondo

T{X,Y) = £ T, (x,Y}xi

R{X, )X, = R,, (X,¥Y)X,
®Vxy = IRy XDX

tem—-se
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T, (X,¥)X, = g(mj(n - Yo x) - wy [x,Y])xj +

+ E(wj(YlwijCX) - wj(X) wij(xlxi

donde
T, (X,¥) = Xa, (¥) - Yo, (X) - o, [X,¥] + § mijf\wj (X,Y)
ou
dw,; (X,¥) =T, X,¥) - § wijﬂijX,Y)
A equacao
dw, =T, =} w,. A w, (VI-2.3)
i i 3 1] J

é dita la equagao estrutural de Cartan. Analogamente, deduz-se

dwij = Rij - ]zc Wy A @33 (Vi-2.4)

dita 2a equagao estrutural de Cartan.
Num referencial cal,...,an) induzido por um sistema

de coordenadas local, (VI-2.3) 2 (VI-2.4) ficam

LI T]jc.j dx; A dx

J.k

o h
Ryy = L Rugk 9% 4 9%,

k,

2 _ = -
{Observe que d“w = 0 e que ®33 A ¥ cam,an) = wij(am) j(an)

3= Caso Riemanniano

Seja M uma variedade Riemanniana i.e., M estd munida

de uma estrutura Riemanniana dada por uma aplicagao real cmg tal

que, para todo ponto p € M, g associa uma aplicagao

-




9y TPM b'e TpM + R bilinear, simétrica e positiva definida . Diz-

se que uma conexao em M & Riemanniana se, para todo X,Y,Z € x{M) ,

tem—-se,
1) X (¥,2) = g(V,¥,2) + gy, vxZ)
ii) 'x,y] = VY - Vxx a torgao associada & nula

Mostra-se, (Cf. Dﬁ])lque existe uma Gnica conexao Riemanniana nu-
ma variedade Riemanniana.
Se a : [a,b] * M & uma curva regular numa variedade

Riemanniana, o comprimento de o & definido por
b
a(a) = J gla’ (81, a'(£)2
a

Num sistema de coordenadas local tem-se

2 = t )
ds ) 9y4 4

onde

dgf
. 3.,9,
9ij5 9035035y

Mostra-se por (i), (ii}) que

. =1 -

ou ainda

x -1 - -
E rIj (9.4 = 3 (aitgjk) + aj(gki] 3k(9:j)) {Iv-3.1)
onde (glm) = (g(Bl,Bm) representa a matriz associada d g.

Se (al,...,an) & ortonormal, entac

_ (39 39 T« N
r _1l, rk ki ki _ ijY. _
iy =34 l 5%, T Tix, ‘Eiﬂ] (VI-3.2)



onde (grk) representa a matriz inversa de Lgrk).
Do fato de que a torgao associada a conexao Riemanni

ana ser nula, segue-se que as eguagoes de estrutura de Cartan sao

dwi -] wij A wj

dw

I
o)
|
3
£
K-
W
=
E
o

137043 T} 3
EXEMPLO-A. Consideremos um sistema de coordenadas po

lares no R> representado por p , ¢. A métrica &€ dada por
das? = dap® + (£(p,9))%a¢?

Ponha-se

w, =dp , 0, = £{p,9}do

Entao

2

ds” = (wl)z

+ (wz)z
Tomando-se a derivada exterior, tem-se
dwl =0

dw., = £{p,$)d%% + Af A dp =

2
_af af
= 5p dp A d¢ + 36 do A d¢
L af

wros = [ oo

r
e

Verifica-se que wyq Wyy = 0, donde

dwy = = Wy, Auw, o, duy == wyy Aoy

2 . .
Mas wlz = - w21 ='I[§§)/f£p'¢)] w2' pols



£ - -
dmz(xl,le..ﬂ I[T]}f(p ¢)] A w, (xl,xz)-—

= (1B eo.n)

Logo a 2-forma curvatura é

R = « R

12 = Guy + § gy gl

P

_ of -
=d Ha_]/f] _| +upy Bugy v gy ey

a([#)se) 2 s

[l
rt—,
mlw
o |+h
N
~.
n
L
o,
£
N

Tem-se
dw, = = 6wy, A wy [lgp}/fl Aw,

e

d[[-g—g)/f'ﬂ 0, = [[a—f /f)dp A w,

- f{(28)e) [8)rees 0 o

logo

Rig = - Ryy = [[:—:%)/f] wy A w,
e

2
2 Ia-f}
R = |Z=XIl/f .
112 ap2
EXEMPLO B.(Cf.[ld]). Seja M uma variedade Rieman-

niana n-dimensional e (xl,...,xn) um referencial em p € M. A forma

quadratica 95 sendo positiva definida admite uma decomposigao



onde Gi =3 aij Xj. A composigao acima possui m termos positivos

e n-m termos negativos. Diz-se que M & hiperbdlica sem = 1. Diz -

se que R” munido da métrica

2 2
dA = fa; (ax,) , a; =1lou-l

& um espago "flat". Uma variedade Riemanniana de dimensdo 4 hiper

bdlica é dita Lorentziana e sera representada por V,- Se o espago

rR? & "flat" e hiperbdlico, entdc & dito espago-tempo de Minkowski,

denotado por M4.
Pode-se mostrar, que uma curva em V4 & uma geodée-

sica se satisfaz

k - _y ok
a T oAl
t

Tomemos V, munido de uma metrica dada por

9y = 7L Yyye G1p T Yipeeeee9yg T LY Yy

onde os Y's sao fun¢des diferenciaveis cujos valores, bem como suas

derivadas de la ordem relativamente aos x's, sdo suficientemente pe
dx dx
i

quenos. Consideremos ainda que o < 3T <€ T l1+4§ e
d2 g
bl TS SR Mt L}
dt2 44 2 Bxk

com, g, =0, k =1,2,3. Neste caso a métrica 9 5 pode ser tomada
como representando © campo gravitacional. Pode-se mostrar (Cf.[}é]j

que o tensor curvatura de Ricci definida por

- n
Rix = E Rikn



neste caso é

R, =-4 z'[a?g44 _ 32911)
44 2 § ox? ax2
. 4
Tomando a situagao
29
-1l e 37744 1l
44 2 axz 2 44
a condicao R = 0 implica na equagac de Laplace, que estabelece

44
a equagao para o campo gravitacional. Na ausencia de matéria,

Einstein introduziu a egquagao

[

= R

Gig =Ryy =293 R=0

onde R = | R,;, que a transforma em
PO S . = T.o
GlJ XG Rij k i3’

(onde Tij € 0 tensor energia-momentum, r,k constante), quando con

sidera-se a presenga da matéria-energia.

4- Equagdes de Maxwell (Cf.[17])

Consideremos as equagoes de Maxwell

{1) div B

n
o

(2) div D

n
Q

(3) rot E (1) fot H

I
u
+
|

onde 0 € a densidade de carga, j o vetor densidade de corrente ,
E = D o campo elétrico e B = H o campo magnético. Sejam
(xl,xz,x3,x0 = t) um sistema de coordenadas local de M, (espago
tempo) . As componentes do campo eletromagnético de Minkowski Fij'
sao dadas pela matriz



(0 -E, -E, -E, )
_ E, 0 B, -B,
1y 7 E, =By ¢ By

| E, B, -B; o

onde Ei' Bi sdo os componentes de A e B respectivamente.

Como (Fij) € anti-simétrica, pode~se considerar a 2-forma

F

] Fyyaxt A -

) 2 dxi A dt + B, dx2 A dx3 + B2 dx3 A dx2

+ 33 dxl A dx2 = ¢ K dt + B

para caracterizar o campo eletromagnético. Pode ser demonstrado

(c£.[6], B]) que

a8 =0, i.e, divB =20

e .‘]N-,..

dF = 0 <=>
3B _ = - 38

TEOREMA A: Suponha que cada observador inercial

observe que div B = 0. Entao dF = 0, donde cada observador chser-
B

at *
Prova. Seja (xl,xz,x3,t) um sigtema de coordena-

va que rot E = =

das local (para o observador inicial) em M

4
3 3 o~
+ R7xR (xl,xz,xa) > (xl,xz,x3,to). Entao,

fixa-se to' € consi-
deremos a inclusao ¢ R
(CE£. §7, cap.III) ¢*F & a 2-forma induzida pelo ¢ i.e., F restri

ta 4 segao espacial (x;+%,,X4,t) . Tem-se
¢*F ¢*B Bldxzﬁdx3+B2dx3ﬂ_dxl+]?.3dxlﬁdx2

visto que para t = t,» dt = 0. Por hipotese
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d(¢*B) = {(div B) dx, A dx., A dx, =0

1 2 3
donde d(¢*F) = ¢*(dF) = 0, ou seja a 3-forma QF restrita a segao
espacial & nula. Tem-se que dF = 0, pois pondo

dF=XAijkdxiAdxjﬂdxk=i(A) at A dx; A dx, A dx,

onde A & o vetor de componentes Aijk' tem-se que dF = 0 <=> A =0,
Se A # 0 entao pode-se determinar um referencial A,yl,yz,y3 em

v, tal que

4
dF(erYZrY3) =dt A dxl A dxz A dx3(ArYi!Y2!Y3) #0

o que contradiz o fato de que em qualquer refe-

rencial d(¢*F) = 0
A demonstragéo do teorema abaixo encontra-se em
il.

TEOREMA B. Se div E = o, para cada observador

3E
3t °

inercial, entaoc rot B = j +
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