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"Wenn dle Sache mathematisch durchgefithrt ist,
sollte doch auch ohne Mathematik ausgedrtickt werden kén-
nen, wo der springende Punkt ist.”

o .. == Braun Physikallsche Zeitschrift,
. : vol. 8, pg. 841 (1907) in Diskus
o sion, ﬂ Sommerfeld, Ein Einwand
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PREFACIO

Estas notas apresentam o curso oferecido aos alunos de F{?
sica Superior da 32 Série da Faculdade Nacional de Filosofia (Curso
de Fisica) e aos bolsistas do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas.
Elas pressupoem um conhecimento de Fisica Geral, do tipo programado
para a cadeira de FPisica Geral e Experimental, la e 28 &eries, da
Faculdade Nacional de Filosofia, ou para a-cadeira de Fisica das Esco=-
las de Engenharia. Sem um conhecimento intuitivo e seguro dos fatos
fundamentais da F{sica, ¢ dificil estudd-los de um ponto de vista su-
perior. Pressupomos, portanto, que o leitor esteja bem familiarizado
com o conteudo de um livro como o de F, W. Sears, F{sica, 3 vols.,
Livro Téenico, Rio de Japneiro. Nas presentes notas, procuramos, Se€il=
pre gue possivel, resumir o conhecimento experimental dos fatog, antes
de apresentar o seu estudo téorico, Neste sentido, o leitor deve pre-
ocupar-se em apreender exemplos ilustrativos e casos partiliculares re-
correndo, quando necessério, a tabelas numericas e a esquemas de dis-
positivos experimentais, que esclaregam o assunto em estudo. As teo-
rias fisicas destinam-se a interpretar (e a predigzer) fenomenos da
naturésa; em consequéncia, ¢ evidente que o estudante deve conhecer
aquilo que vae interpretar, antes de mergulhar nas eventuals dificul-
dades matematicas da teoria mesma,

A concepgao atomica foi uma das mais importantes invengoecs do
pensamento humano. Ela satisfaz ao nosso descjo de reduzir os fend-
menos materiais complicados, com que estamos habituados em nossa vida
ordinéria, a principios e conceitos mals simples, que descrevem acon-
tecimentos invisiveis numa escala microsedpica, ao mesmo tempo que &
poderosamenie Intuitiva e pitoresca. 4 visualizagao dos princ{pios
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¢ resultados de uma tcoria fisica & um vigoroso clemento para a sua

~ . . N . ’ .
couprcensac. 4 teorla atomica, neste sentido, ¢ tambem um incompara-

vel exercicio para o apuro da imaginacgao.

Varias problemas foram aqui incluidos. O cstudante nio pode
deixa-los dec lado. ¥ cxtremamente importante que os procurc resolver,
pois somente assim ficara scguro de que realmente compreendeu 0 as-
sunto exposto. Um problema ¢ um desafio ao leitor, que o deve aceitar,
Ele seo habltuara, assim a gradativamente fazer-se perguntas sobre
acontecimentos ou sobre detalhes da teoria ¢ a encontrar, por si mesmo,
a explicagao desejadas O encontro de uma tal explicagao é scnpre um
motivo de alegria.

No fim de cada capitulo estdo indicados alguns livros cuja -
leitura & aconsclhada. Néles, o leitor encontrara, segundo o caso,
um resumo de conhecimentos pressupostos ou mais pormenores sobre o
assunto tratado. Em qualquer caso, ¢les foram da maior utilidade
para a confecgdo destas notas e nao_hesitgmos emn lhes tomar cmpresta-
dos proklemas, tabelas, figuras ¢ sugestdes, Para maior ajuda ao lcie
- tor, inclulmos em apéndices a varios capitulos, questdes complementares
- ou resumos de conhcecimentos dados paralclamente na cadeira de Fisieca
Teorica, como a radiagdo de dipolo.

0 presentc curso é programado tendo em vista o de Mecanica
Quéntica, oferecido aos alunos na 48 seérie de Fisica Superior da Facul=
dade Nacional de Filosofia, € que completa a formagio do estudante
sobre a parte teorica da estrutura atdmica da matéria. Espcramos que

as notas corrcspondentes sejam publicadas em futuro proximo,
' 0 presente volume nado teria sido possivel sem a colaboragao
dedicada de Adel da Silvéira, que redigiu varias de suas partes, co-
ligiu dados e elementos indispensaveis a sua confeccao, 4 éle os meus
calorosos agradecimentos. Margaret Parga Nina deu a este volume uma
becla aprescntacgao gréfica, datilografando~d com carinho e paci&ncia e
inserindo as formulas matemidticas. O Snr. Reginaldo M. Santos de-
senhou as figuras con grande pcr{cia, imitando até fotograflas, como -
as dos cspectros. - e
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R;o de Janeiro, Julho 1953
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CAPITULO I

N s . - d » .
Sstruturs ftonica da atlria - ’

I,1. INTTODUGLO

Vamos apresentar, neste cap{tulo, os diversos fatos cue
-condugziram os fisicos a cgneepgdo atdomica da matéria. Esta cone-
cepcao nao resulta da simples observagao pelos nossos sentidos;

e. antes, sugerida nela analise de exp:riencias mals-elato;adas.
De. fato, a simples observagao visual de um pedago de materla, por
exeaplo, um tloco de ferro ou um llquido poderia levar-nos a con-
ceter a distrikuic¢lo de materia como continua, a substancia sendo
indefinidamente divisfvel.

£ aiffeil coneilisr, no entanto, a hipdtese da estrutura _
continua da matériz com certos fenomenos, coio a enorme capacidade
gqus o0s gases apresentam de seren comprimidos e distendidos.

L conmpressao ¢ a distens3o dos gases sdo, porén, fécilmente
exnllcaveis, s¢ admitirmos que eles sejam constituidos de particulas
(a que chamaremos moléculas) separadas pcr grandes vazios. ias se
fizermcs esta hlpotese para os gases, devemos, tambem, generaliza-la
205 s61idos e aos llqu¢dos, pois sabemos que os gases poden ser li-
-quefeitos e conhecemos solidos quc pasgam ao esftado gasoso com re-
lativa facilidade (o gelo seco, por exeaplo, a pressac ¢ tempera-

. tura noraais, apresenta esta propriedade); em cutras palavras, ua
‘dado’ corpo pode passar, continuamente, dc um cstado fisico a ocutro.
Consideremcs, agora, diversos fendmcnos & luz dessas cuas

C el st i 1 b amn PR

- - ) = ] ] ae, s
hipéteses rivais: ¢ dc descontinuidade ¢ a da continuidade ca wmats-

ria. Como e“*mplo mgis siaples, vamos examinar o scguinte: se
azitarmcs a agua de um copo a gue fol adicionado um pouco &: agucar,
notamcs que o aguear desaparcee ¢ quc, no copo, fica um 1{quido uni-
forme com sator diferente do da agua. Con a concepgao atomica, po-
dzremos explicar este fonomeno dizendo que o aguecar sc quebrou ca mo-



-
1éculas ¢ ~ue estas sc distriduiran cntre as particulas de 4drua. Jé
se admitiraos a sczpurda hipdtese (2 da continuicdadce),térenos muita
dificuldade em explicar &ste fondicno tio sisples, de mancira simples;.
poderiamos, talvez, dizer que o agucar ¢ a agua ddizaram de existir
€ que, em scu lugar, aparcdeu umad nova sutstancla continua. Mas
criamos -forcados a dar um medclo de comp'teve lugar csta transforma-
edo. : , .
Fci Dalton cuem primeiro deu forma quantitativa a tcoria
atomica ¢ poude precizer ¢ oxplicar diversos fendiencs qulmlcos. Blc
acreditava, couc MNewton, que os gascs fosscm constituidos de perti-
 culas,mas ia além ¢ acrcsccntava quc un gas sc¢ distinguc de cutro
nela ¢ifercnga nas dimensOecs ¢ massas das mollculas de um ¢ do outro.
Com isso, Dalton conscguiu formar modélos para os gascs compostos,
adnitindo que as moléculas dc um composto fosscm formadas pclos
atomos dos couponentess Os conceitos de clencnto, composto ¢ mistura
' sao0 prcc13635 de acdrdo conm csta conc¢pg§o- cm um elcemento, todos
08 atomos sag, 1puals, &m ua composto, ha atomos difcrentes gue sao
r-unidos cm molceulas iguais ¢, finalmente, pa mistura, ha moléculss
difsrentess & ideia de quc cade cspéeic de atomo tem massa. invaria-.
vel ¢ consistcate com algumas infer2ncias quantitativas a que cha- |
marcios lei das proporqces duflnidas ¢ lci das proporgocs multiplas. ;

I,2. LI DS PROPORGOES_ DEFINIDAS | _ i‘

L lei das proporgdcs definidas fol descoterts pcr Proust
¢ pode scr vorificada om uda exﬁzrizncia sinples cono a gue scguc:

. s¢ nisturarmcs enxofire ¢ limalha de fcrro, oktercmos uma substancia
de aparﬂncia difcrente da do ferro ¢ do cnxofrc. 2 muito fécil
pornm, isolar o fcrro por meio de un ina ou dissolver o cnxofre,
usando o sulfeto de carkono. Sc, pcrcm, agucecraos a mistura, nao
mals conscguircmos sceparar os compon:ntcs. Torna-sc clare, portanto,
que o fcrro ¢ o enxofre conscyvam as propricdades oiriginais quando
cstao simplesmente misturados ¢ que o aquccivato da origca a uma
substancia dz propricdadces difcrentces, .

Estes resultados s3o bem conhecidos ¢ nao precisanos entrar
enm mais detalhcss basta acrccintar o sczuinte: a cxperifneia mostra
que 100 gramas d¢ ferro s¢ ccibinanm con 57, L dac onxofre dando lugar
a 157, li graenas de sulfcto de fcr;o C quc nao conscguircmos maior
guantidade do composto. s8ir- plesm ntg‘gglcicnando meioxr guantidade dc




&2

Hidrogén;o

oxTgénio

Instantaneo (a)
NMoleculas livres de

hidrogenio e oxige-
nio.

Instantaneo (b)
Colisac de duas RnQ~
leculas de hidroge-
hlo com uma de oxi-

- genlo dando lugar a..

"Flg. 2. Combugtio do Carbono

Q0 . Oxigénio

] Carbono -

‘ 080  Gas cartdnico

-

Instgntzneo (c)
s++ molacuias de agua’



-5 ‘
nr ges gonmonentas, Tim outras palavras, apenes catrem com rcagio, as
messas do cnxofr: ¢ de ferro enje rilegi . scia 0,57k, .

Outros cxemplos poderiam scr fornceidos nas dcixomos csta
tarefez a2 cargo do lcitor, '

. Estas cxpcrifncdias ccndugem-ncs 3 scoulats lci (lci de

Proust): , _

aﬁl;ygﬁﬁj dos clemcntos gus intosrem un co1postoo cstao

entre si nqg_ﬂrazao constante.

As im, a analise quimica da agua da seipre a seguinte comn-
posigao: 2,016 gr. de hidrogenio, estao com.lnadas ceil 16 sr. de
oxigenio. A razio constante meste caso & 1.608

Para cc4p¢eender esta lel, somos levados a formar um modelo
' da molécula de agua. 0 mais simples, seria considera-la como formada
de un atomo de oxigenio e un de hidrogenio (foi o considerado pelo
proprio Dalton). WNeste caso, a relagao de massas de que fala g

lei, seria igual a relagdo entre a massa do atomo de hidrogénio e

a do atomo de oxigénlo e estas, segundo a teoria atdmica sio inveria-
veis. 0 mcdelo correto para molécula de agua nio é o de Dalton,

ela é constituida de dois atocios de hidrogenlo ¢ un de oxigénio.
este caso, z relagao de massas da lei acima & izual so ddbro da
relagao entre as massas do atomo de hidrogénio e do atomc de oxi-
genio, o que é, também, uma constante. Zvidentenente, a hipotese

-

- - ”,
da continuidade nao oferece nenhuma explicagao razoavel para esta lei.

1,3« LBI DAS PROPORGOES :OLTIPLAS

Os dois gases, oxigZnio e nitrogenio, que existem no ar mis
. turados sem nenhuma recagao, podem, sot condigdes especiais, formar
" cinco compostose. A tatela abailxo indica as massas de oxigénio que
,se combipam com 100 gramas de nitrogénio, para formar cada ua desses
compostos. o

TADBELA I
Compostos Massa de Oxigénio
0xido nitroso - 57,1 gramas
bxido nitrico 14,3 granas
Trioxido de nitrcg@nio - 171,3 gramas
Tetroxido -de nitrogénio 228, granas

Pentoxido de nitrogénio 285,5 gramas

ﬂ--ﬂ---—““-ﬂ“--——-—-nu--ﬂ---—--““-gl‘h-ﬁn— LR TIPS T T

= v ot A i i a L .
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) - A A 1
As wmasras d¢ oxigenio que se combinam cow 100 gramas de

A >
aitresonic sdo, aproxina Qaﬂuﬂtu, 57, 57 * 2, 57 » 3, 57 » L, 57 « 5
Id
isto ¢, as nossas de oxiﬁenlo sao, nos einco compostos, nultiplos
inteiros d: 57, , -

3xanincaos um outro exemplo. Conncceen-se dols compostos
do clowo ¢ cobre, um braico € o cutro colorido. Berzelius fcz a se-
guinte experitneia:  ‘tomou 8 gremas de cotre, converteu-a em cloreto
colorido ¢ juntou depois uime solugao dsstc ocloreto com ums barre d¢
cobre de masca conhiceida. B1le noteu que, depois de algum tcapo, a
cor da solugao tiiha desaparecido ¢ que & massa da tarra dec cobre
tinha diminuido de 8,03 gramas. Decssa expericneia concluc-se que
no clorecto colorido, o cloro esta em uniso com 8 gramas de cobrc e
que, no cloreto ngo coloride, o cloro estéd cm coitinagao coa 16,03
gramas de colre. 4 rclaggo cntre ésses dois num:ros ¢ 16,03/8, isto
&, aproximadamcnte, Z. Excimplos como estes dois ncs levam a induzir
a seguinte regza:

S¢ dois elementos A e B formarem mais de um couposto,
as MA3648 Ad A gue se combinam com a mesma massa de B, nos
diferentes compostos, devem ter, por razoes, nﬁmerog_inteirosa
Procuremos extrair, da tabela (1), mais alguns resultados.
Tentemo:, pcr exemplo, obter, apenas a partir dela, as composigoes
- s
dos dlvsrsos compostos, Se admitirmos que a molecula do primeiro

’, - A, .
composto € formada de um atomo de nitrogenio, N, e de um de oxigénio, .

0, (moléqula '0) (a2dmitindo portanto que a relagao
| _massa ztomo oxigenio _ 5151 )
massa atomo nitrogenio 10 }
as moléculas dos outros compostos seriam HO,, NOB,-NOA, Nos.

»

| Mas esta nao e a unica possibilidade. Podemos admitir,
que a relagaoc d¢ massas seja:

massa &tomo oxigeénio = 1,3y,
masca atomo nitrogenio 100

Festo caso, © composto mais simples seria o segundo e as férmulas
dos corpos da tatela seriam:
NZO EQB_ NZO NO2 5
Bstes resultados mostram gue nao podemos determinar as
massas dos atomos dos elementos nem as féraulas dos diversos corpozic
usando apenas um conjunto de compostos de dois elermentos, Toriz-se

claro, ainda, que as conclusdes que podeamcs tirar sobre o numero de
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atomos de oxlvenlo € nitrogenlo, nas moléculas dos diversos compostos,
nao dependem das massas dos atomos mas de seus valores relativos. Re-
ciprocamente, as percentagens de oxlgénio e nitrogénio nao determinam
as massas dos étomos; apenas sugerem a sua existéncia.

A consideragao, no entento, de ccmpostos de que fagam parte
varios elementos, sugeie os valores das massas relativas dos diversos
. Atomos. Vejamos uin exemplo., .0 nldrogenlo, ¢ cartono, o oxigenio e
0 nitro#eﬂio formaf compostos exm gue as nassas qué reagean tem por -
razbes, o$ numeros irdicados no quadro atalxo:

TABELA IT
| _ . RAZOES DES MASSAS
ELEMENTOS COMPOSTOS : ATOMICAS _ ,
Cartono . monoxido de carbono 12/16
e, - R |
Oxigenio gas carbonico 12/32
Hidrogenio agua L 2/16
e ' . | '
Oxigenio - agua oxigenada 2/32
Nitrogénioc = dxido nitroso 1 .
1
€ _ dxido nitrico 1/ « 1
Oxigenio , ' - L
trioxido de nitrogenio 1% 2
_ 16 « 3
tetrdxido de nitrogénio 1% . ﬁ
L] l -
pentoxido de nitrogénio Wy e 2
Nitrogenio
e | amonia AL
31

Hidrogenio | o ‘ i
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Ve-se, por este quadro, que, se atribuirmos a masca 1 ao
hidrogénio, os compostios de hidroggnio, oxigenio, cartono e nitro- |
génio, podem scr consistentemente interpretados se atribuirmos as
massas 16, 12, 14 aos atonos dos trés Oltimos elcaentos., Indicaremos
depois as unidades em Que se medem as masras atomicas e moleculares.

I,4h. LEIS VOLUIGTRICAS

As lcis que estabelecemos antes nao dependem do estado
fisico em que se cncontram as substancias. Agora apresentarcilds as -
leis aue valem para os corpos no estado gasosoa. |

0 hidrogénio coumtina-se com ¢ oxigénioc para formar gua. |
A experiénqia mostra que os volumes que tomam parte nesta rcagao sao:

2 cm’ de hidrogenio +1 cn” de oxigénio —» 2 cm® de agua (I,1)

. » . : . .
0 hidrogenio comtina-se, também, coh o cloro para formar
f - ) B '
dcido cloridrico, segundo o seguinte esquema:

1 Cm3 de hidrcgcnlo + 1 e’ de eloro .=y 2 cﬁ3 de aci&o cloriduviern (3 R4
o Gay-Lus -ac, que estudou estas reaqoes gasosas, chegou des

te modo a seguinte lei:

Os volumes dosﬁgases aue .se¢ combinan estao entre si como
_gnuros intciros C_peguenos.

'Agora, se admitirmos que (hipdtese de Avogadro),

USobk as mesmas condlgoes de tempersturs e prcsséo3 iguais
volumes de_todos os gases conteem o mesno numero de moleculas"

. podemos exprimir as reagoes acima do seguinte modo:

n moléculas de hidrogenio +n moleculas de cloro-—u-gg moléculas de
' ‘acido clorfdrico (I,3)

2n moleculas de hldrogcnio + n moliculas de oxigonio - —-;g;_moleculas
] de agua
'ondé n rrpregenta o numero de moléculas por cm3. _—
% intaressante notar que a hipotese de Avogadro se rela-
ciona com moléculas (nab diretamente observavéls, =mguantn as leis
volumétricas sao de carater macroscopico.(*)

" —— - g Aty it b e ek W S WS A e

(* )“ste e, alias o ohjeti a tecoria atomica: recduzir ac propria-
dadcs macroscoplcas, a proprie es mais*31mp1es de moléculas e -
atomos, .
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A primeira das relagdes (I,3) mostra ‘que 'z hipdtese mais
simples que se pode fazer sokre a constituigdo da molécula de hidro-
génio é a de que haja dois atomos em cada molécula porque sio neces-
. sarias n moléculas de hidrogénio para formar 2n moléculas de icido
clor:{dricoo Do mesmo modo, somos levados a dizer que, no cloro,
tambem ha dois atomos por molécula, Ainda o mesmo argumento aplicado
no segundo exemplo de (I,3), leva-nos aos seguintes resultados: na
molécula de oxlgénio, existem dols 4dtomos e na de azua, ha dois de
hidrogénio e um de oxigénio. | |

Estes resultados obtidos por um raciocinio tio simples, sio
confirmados por experiencias mais elaboradas.‘ 0 estudo espectro-~
scopico do hidrogenic, revela que a sua molécula &, reslmente, di-
atomica.

El

* 1,5. DIMENSOES MOLECULARES .

As moléeulas sfo muito pequenas para serem v1stas ao micro- -
scopio ordmnario, logo devem ter diametro inferior a 10 3mm. Pode-se
também fazer fios de platina de 10 ucm de dismetro e laminas de ouro
com espessura igual a 1072 G, . .

Hz um modo muito simples de demonstrar que os dizmetros mo-
leculares s3o ainda inferiores a 10'5cm. Sate-se que uma gota de
$leo de 1 mm’ de volume, se espalha sobre uma superficie de Agua
dando lugar a uma camada uniforme de cerca de 900 cmz. A czmada deve
ter portanto, uma espessura de 10'6cm o que mostra que os dizmetros
das moléculas de Oleo nSo podem ser superiores a este valor. Experien-
cias mais precisas, dao valores da ordem de 10'8cm para os diametros
moleculares. -~ | ‘ '

Resta, apenas, dar uh significado mais preciso a palavra
diametro., Em termos de' forgas intermoleculares, didmetro de uma
molecula é a distancia gque separa os centros de duas moleculas iguais,
quando a forga de repulsao nao perinite maior .aproximagio., En outras
palavras, se considerarmos as moléculas como pequenas esferas S, O
diametro de cada ‘uma € a menor distaneis possivel entre os seus
;centros. .
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1,6 ATOMO

As leis un aprescntamos até agcra, nao fornecen nenhunma
indicagao da existZncia de estrutura atomica: + elas pcdem ser cxpli-
cadas mesno s adultirmos que os Atomos sejam pequenas esfaras homogéh
nzas. Foi o fisico inglés Rutherford quem mostrou que o atomo consta,
na realidudc, dc una pa;tc central carregada positivamente ¢ de cle-

" trons pcriferlcos. L cXxper encia dc Rutherford consistiu em tombar-
dear tlocos dec pequena espessﬁra con particulas alfa ¢ estudar os
desvies ocorridos.(*) Quase nenhuma particula era desviads {apenas -
uma em cada 100 000). Num dos casos ¢lec usou laminas de 5 000 i de
espessura de modo que as particulas alfa atravessavam cera de 1 000
camadas de atcmos, sea sofrerem, praticamentec, nenhum desvio. (Fig. 6)

Estes resultados poden ser conpreendidos sec admitirmos que
unm &tomo nfo é uma esfera homogénca; ole ¢ fornado, na realidade, de
uma parte central carregada positivamente, de nmassa huito superior
2 do eletron, e de eletrons perlferlcos.

. ks dimensdcs do nuecleco podem ser estimadas a partir deste
'expcriéncia do scguinte modo: de cada LOO OGO particulas alfa SC-
mente uma, em média, fol desviada ao atravessar 1000 camsdas de
-atomos, entao, de cada 100 000 000 perticulas, apenas uma scria, en
nédis, desviada por umes camada de’ atomos. Dai concluc-se que a rslagao
entre as seggdes do micleo ¢ do atomo & 1/100 000 000 ¢, portantc, a

—q-_-—_-..—_—-—-.—-—----n_q-—_-n-—--b—m-—---————

(*) Particulas alfs sao cmitidas por clcmentos radjoatives cormo
Fedium. T¢m corga positive ¢ massa muito sup:rior & do elctron.



—e Hidrogenio

Oxigénic

Fig. 3. Moléeula de 4gua (vapor)

Hidrogenio ...__O

Enxofre

} 'Fig. L. H,S (gas sqlfidrico). 0 angulo de 92°20!
e determinado gxperimentalmente.' ' _ o

Fig. 5. Diametro molecular.




P Deteto{r

Ra_d_ium

N/
>N

de chumbo

Fig, 6. Experiéncia de Rutherford. As parti-
culas alfa de radium, depois de atravessarem um
canal, na protegao de chumbo, atingem uma lamina -

de ouro, onde algumas sao desviadas.
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relagzo entre os respectivos didmetros vale 1/10 000, Comc os atemos
" tén ciametrcs de crden de 10'8cm, os nliclecs Gevem ter aproximadamente
10712 cm de didmetro. _ |
Sate-se atualuente que os nicleos atomicos ecmsisten de

protons e neutrons. '0s protons teem massa igual a 1836,1 vezes a
massa do eletron e szo cerregades positivemente. - Os neutrons teen

masge aproxinadamente igusl 2 dos protons e sao desprovicos de Ccarga.
| 0 ndmero de protons nos nicleos varia desde 1 (no hidroge-
nio) ate 98 (no Californie) (*) “

I,7. MASSAS ATOMICA T OLECULAR

Massa molecular (atomica) de uma sutstancia é a massa da
molécula (&tomo) referida ao valor 16 arbitrariamente fixado para a
nassa atdmice do oxigenio., £ um nimero atstrato (¢ nao expresso em
gramas). Representa-lo-emos por A4 W

Chamna-se molecula grama ou mol de una substancia a quanti-
dade cuja massa é igual a/u gramas., Assim, a massa molecular do hidro-
.genio sera igual a 2 e sua molécula grama sera. toda a porqao desse
gas de massa igual =2 2 gramass -

Results da propria definiqao de mol de uma subst2ncia que
o nfimerc de moléculas de um mol é independente da sutstancia" pois,
para que se¢ tecnha '

massa de 1 mol Go gas A . Dassa da molecula de A

massa de 1 mol do gas B =  ‘nassa da molecula de B
é necessario gue

massa de 1L mol de & = L massa da mclécula de A

massa dc 1 mol de B = L massa da molécula de B

0 nimero de mcléculas per mol & © numaro de Avogadro ¢
vale 6,025 1023 moléculas/mcls - (¥¥)

Sc¢ p representar a.massa de uma molécula expressa cil gramas,
. ¢ obtvio quezh4 = Ln. )

nentos.

(¥%) Alguns autores dao a éste num.ro ¢ nome de Lochsnldt; outgos
guardan este nogc pera ¢ numero de moleculasl cr en?, em ccpdigees
normaise Este ultimc numero vale 2,687 + 10 moleculas/cm3.



(a) S (b)

— - ) ~— -

, _ Fig. 7. (a) Atomo de hidrogénic-o seu \\
nuecleo ¢ o proton, em torno do qgual girg o
eletron. (%) Atomo ge helis, No seu nu.-- \Q\
cleo existem dois protong ¢ dois heuironsg. ..
As dimensoes relativas nao correspondem a ~ Y,
realidade; o pucleo deveria ser muito me- S——
nos do que esta indicado na figura. Os pro-
tons estao representados por reulos co-
Mo 8inal +, os neutrons, por circulos cheios
e os eletrons por circilos com o sinal -.

A — A — —

Blceo 1
de agucar

¢ .‘. ) .-__:. . *
Porticula s =y

de acuecar

Holgcula
ae asua

Figs $\. Dissolugdo de aguecar em égua-




-10-
, .
Tambem, se p for o numero de moléculas por centimetro
cibico, ¢ N o nimero de moléculss no volume V,

rd -
e, se~ for o numero de moles existentes no volume v,

-

1,84 CONMSTITUICAO DA MATERIA

Como vimos, & matéria & formada de moléeculas. Uma coneep-
gao muito importante da teoria & que estas se encontram dotadas de
um movimento irregular e incessante. Assim, uma molécula de um corpo
sélido, de um l{quido ou de um gas, tem uma energia cinética que varia
a cada instante e varia de molécula a molécula, na mesma substancia.
Uma hipétese fundamental da teoria consiste em identificar
o calor com a energla cinética média das moléculas. Esta hipdtese
torna compreensivel, de maneira simples, um grande nimero de fehdmenos.
Consideremos, por exemplo, um 1iquido. Vamos supor que suas -
moléculas sejam pequenas esferas que exercenm uma forga de atragao
mitua a qual diminue rapidamente guando a distancla entre elas eunenta,
Quando a distancia diminue, = forga de atragao aumenta. Por outro

lado, varias propriedades dos 1{guidos,como a pequena compres-itilidade) :

sugerem que existe tambem uma forga de repulsio entre as moléculas.
Assim, quando a distancia entre duss moléculss diminue, a sua forga
de atragao vai aumentando até uma certa distancia abaixo dz qual. a
atragso cede lugar a uma forte repulsao, ‘

Vamos levar em ordenadas negatives, a fOrga atrativa (fig.9):
em ordenadas positivas, a farga de repulsac (fig. 10). 4 resultante
das duas fOrgas, tem a forma indicadz na figura 1l. Nesta figuras,
supomos que uma molécula esteja na origem. Em I, erta molécula .epele
fortemente uma cutra que esteja a distancia r, da primeira, o que é
~indicado, na curva, pelo valor infinito e positivo da fdrga  assintd-
tico a reta). Em II, as duas moléculas se atrazm e e ta atragio di-
minue gquando ¢las se¢ afestam. |

A forga de atragdo veria como 1/r s a forga de repulsao

como 1/r" (n compreendido entre 9 e 1l). |

Deste modo, as moleculas de um 1iquido se movimentsa sob
o talango déssas duas forgas, conservendo-se a densidedc aproxim~da-
mente -constante. Quando aquecemos o liquido, a energia cinética das



V(r) 4

-

Fig. 9. Parte atratiya da energia
potencial epntre duas moleculas, em fun-
%ao da distapcia entre ,08 seus centros
- (uma, das moleculas esta na origem, D é

0 diametro molecular).

V(r}4-

Fig. 10. Parte repulsiva da
energia de interagao de duas
moleculas.



'I,9. SOLIDOS

POgo atrativo, no estado 1iqu1do as moleculas estao preferencial-

| -11~
moléculas aumenta e estas ‘passam menos tempo perto umas das outras de
modo que a forga de atracgao ¢ menos efetiva gque antes. HNestas condi-
cOes, sumenta o numero de moléculas que passam da fase liguida 2 fase
gasosa, dando-se a vaporizagio, (fig. 8) I claro que, no estado gaso-
so, a energla potencial média & desprezivel c¢oimparada com a energia
c1net1ca, de modo que podemos considerar as moleculas coilo aproximada-
mente livres (exceto gquando colidem).
£ .de notar que, mesmo a baixas temperaturas, ha moléculas do
1{quido que adquiren, por colisdes, energla cinética suficiente para
atravessarem a superficie livre do liquido: ¢& o fenomeno da evaporagzo.
. Quando resfriamos o liquido, passa-se o fenomeno contrario:
as moléculas lerdem ehergia cinética e passam mais tempo perto unas das
outras. Ficam, portanto, sot o balango da atragao grande e da repulsao,
vibrando em torno de uma posigao média que é a abeclssa correspondente
ao minimo da curva. (fig.l1l). '
Bn resuno, no estado solldo, as molcculas estao presas no

mente a beira do pogo ¢, finalmente, no gasoso, estdo em média acima
do pogo de atragio (fig.ll).

Deixamos ao leitor examinar, de maneira analoga, o fenomeno
de liquefagdo, fusdo e sublimagio.

_ Os s0lidos podem ser distribuidos segundc duas clsises prin-
cipeis: cristalinos e nzo cristalinos, Os primeiros sio caracteri..

‘zados por un alto grau de ordem no arranjo atorico. Nos_sélidos nao

i

cristalinos, a distribuigao dos atomos ou das moléculas nio aprecsenta
um.grau tao elevado de ordem. Os vidros e as matérias plasticas, sao
exemplos de sdlidos nio cristalinos.

A distribuicgao dos Atomos nos so6lidos pode ser deternminada
pela analise con raios X (*), Os principais resultados obtidos com -
este método s3ao os seguintes: '
| 1) nos cristais, os atomos se distribuem segundo uma estru-
tura a trcs.dimensSes (réde cristalina), BExernlos ti{rfens dncta cs-
(*) Adiante indicarcmos como se usan os raios X para obter estes
resultados. | '

i cmes st T s i bl . -
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Fig. 11. CurVa para a energias potencial de interagao
entre duas moléculas (valores negativos indicam atrggao, va-
lores positivos indicam repulsao% en fungao da distancia en-
tre os centros. Em (I), (II) e (III) estao pintados o sen-
tido e a grandegza relativa das forgas que atuam sobre as mo-
léculos as distancias mituas indicadas.'



Fig. 12. Molé-
culas evaporam-se e
ge¢ depositan no eris.
tal de iodo.

.
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. Fiz. 13. Dis-
tancia relativa das
molecules de iodo, nos
3 estados: (1) solido; -
(2) liquido; f3) gasoso. e
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Fig., 14. 4 curva V(r) representa a energig potencial de dugs molé-
culas (independente do estado fisico), em fungao da distancla mitua. Em
ordenadas levamos tambgm a energia total E_ de uma molecula, ,que depen-
de do estado fisico e e constante em cada +« A energia cinetica e a
difgrenca entre E. o V(r), para cada r. O internalo que lhe corresponde
asta indicado em ?a), (b) e (e) pelos tragos paralelos: No caso dos ga-
ses, (¢), a energia potencial,diante da cineticaye desprezivel.
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trutura ‘szo apresentadcs na figura 15, & figura 158 apresenta a reéde
fundamental de étomos, caracteristica dc metais ccuo o cobre e o ni~
quel. Vemos que os atomos estao cclocados ncs vértiees de un cubo
havendo taabem um no centro de cada facz., Esta r3de chana-se rede
‘¢itica de face centrada ¢ se rapete no eristal consideradc. 4 figura
15t epresenta a réde fundamental do cristal do clorecto de sodic. 4
estrutura cristalina do clorecto 8¢ oésic cstd 1ndicada na figura-1l5c,.
Este constituec ume réde cdbics centrada pois ha um dtcmo de césio em
cada vértice do cubo e um de ¢lore nc centro deste.

2) Os s¢lidos nio-cristalinos apresentan, tanb01, alguna
orden ¢m seus arranjos atomlcos., No vidro, os atomos proximcs de
un dado atomo A, sc distribuem segundo uma certa simetria em torno .
deste., Hsta orden, no entanto, nao se extende alen dos nais proxlmos.
Podu-se, entao, dizer que a difersnga entre os sélidos cristzlincs
- € 08 neo cristalincs se resume no scguinte: nos sdlidos crlstallnos,
uma deda estrutura se repete em todo o material (ordem e grandcs Gis-
tancias)s Kcs sdlidos ndo cristalincs, @ estrutura nao sz repete;
uma pcquena réde ‘¢ continuada por cutra um pouco diferente da pri-
meira ecmo se vé na figura 16 do oxido borico (ordem a pequenas dis-
tancias). ‘ -
Existen cinco tipos de solidos eristalinos:
{a) Hetais e ligas '
(b) Sais (sais idnicos)
(e) Cristais dc valincia
(@) Cristais nmclecculares
(e) Semicondutorcs

s mctals ¢ as ligas se caracterizan por possuirca alta

cendutividade elétrica. 4 condugdo clétrica é devide ao movinmento
fzeil de cletrons através da réde de ions. B necessiric obssyver
que os metais nao chedecom as r*gew'usuais de valencia guando sc cci-
binan. Eles tesm une tendéneia para s¢ ccntinarea en proporqocs quc
varian ci ua grande intervelo. Per exemplo, o cobre dissolv: 305 de
zinco s:m que s¢ altere a sua cstrutura. Este fato ncs leveriz a
classificar as llgas ccmo misturas mas a existéneis de forgas intensas
entre os atomos das ligas nao permite dizer qQue nao sejam combinagoes
quimicas. O fato de que nao existe formagao de compostos tem defini-
dos estequiométricamente é uma indicagio de que as forgas entre atomos



Fig, 15a., Cristal clbico |
de face centrada (estruturg
do cobre, do niquel e de cer-
ca de l/% dos metais).

[ Ny | P U

Figs 15c. Cloreto
de - cesio (cristal cu-
. blco centrado).




Fig. 16. Estrutura ir-
regular de oxido borico.
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Fig. 18. Estrutura
do diamante. - .
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de um mesmo metel e as fﬁrggs entre atomos de metais distintos, na
liga, sao aproximadamente iguais entre sf.

De um modo geral, conhecem-se dois tipos de ligzss: as
ligas substituciocnais 2 as ligas intersticiais. 4is do primeiroc tipo
teem a propriedade Ge que, atomos de um tipo de metal, s3o substi-
tuidos por dtomos de outro tipo, na réde do primeiro. O latlo teta
(Cu e 2n), o tronze (Sn e Cu), e a liza de ouro e cobre {fig., 17),.
sao exemplos deste tipo de liga. Ja nas ligas intersticiais, os
atomos de um dos metais por ssraom suficientemente pequencs, intro-
duzem-se ne rede ¢o oLLIo. Exenplos destas ligss saoc as formadas
dis olvendo cavtonc em ferro. Outro exemplo de liza intersticial
¢ a liga que se obtem quando se dissolve hidrogénio em palddio. (*)

Nos sais ionicos, a condugdo se deve a ions e nso a ele-
trons. 4 condugdo, além disso, aumenta com a temperatura. Ions sao
atomos ou moléculas que perdem ou ganham um eletron. Por exemplo,

o cloro absorve, com fecilidade, um eletron, tornando-se ionizadn-:

o sﬁdio, e de um medo gsral, todos os metais alcalinos (veja tatelz
peridodica), tém um eletron fracamente ligado e forma um ion perden-
do éste eletron. Os ions de cloro e sédic constituem o cloreto de
sédio (fig. 15t). - Os ions se encontram ligados no crirtal por £or-
gas eletrostaticass . (*¥) A neutralidade elétrica obriga a que

cada ion de Na se encontre associado a seis ions de Cl e vice versa.
Isto mostra que nao tem szntido falar de molécula no interior do
Cllfe (nele existem, spenas, ions); um cristal de ClNa &, por assim
dizer, uma moldcula zigante.

Os_cristais de valéncis <f¢ corpos muito duros como o
diamante (fig. 18), e o carboneto de silicio e possuem um ponto de
fusgo muito elevado. Hos cristals de val@ncia, os atomcs se encon-

A . .

tram ligados por forgas de valéncia quimica (analogas as que uncm

L) * - - - - '
dois atomos para formar uma molécula, as maléculas de hidrogenio ¢
(*)E interessante ncter gue dois elementos hao formam ume liza se a
relagaoﬁentre os, seus diametros for superior a 0,59 e inferior a
0,85, E um regiao em que os dois tipos de ligas acime: indiceados,
s2o.impossiveis; os atomgs de um meotal sao muito grandes pzra_se in-
troduzirem entre os da rede cristalina do outro mas nao sao t2o grou-

rl

des que possan subkstituir estes ultinos.

(**) Compreende-se a fgecil soluzac ,dos  eristais iCnicos cop
de alta constante diel>*ricg como a_agua, por exemplo. . forga
liga os dois ions vale, na agna. 1/82 da'que existe entre eles,
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de cloro, por exemplo). No diamante, cada atomo de carbono esta lige-
do qulnlcamente, a2 quatro &tomos vizinhose, Estas llgagoes sao rulto’
fortes, o que explica a dureza do cristal, No diamante, cada atomo
de carbono esta no centro de um tetraedro e ligado a quatro outros
situados nos vertices.:

Os cristals moléculares ou de Van der Waals, sao solidos dota=
dos de alta tensio de vapor a temperaturas ordinirias; sua sublimagao
da lugar a moléculas ou atomos estiveis. Os sdlidos moléculares sho
rédes de moléculas qulmicamente estiveis, Exemplos de tals sdlidos
sao os dos gases raros (argonioc, nednio, eriptonio, xenonto), nitro-
génio solido, iodo sélido, gélo, etc.

A alta tensBo de vapor indica que as forgas entre as moléculas
no eristal sao fracas (ndo so forqas quimicas pois as moléculas sdo
quimicamente Saturadasj sao as £orgas de Van der Waals que estudaremos
no Capitulo III. :

Os _semicondutores, finalmenfe, sdo sélidos com baixa conduti-
vidade que &, no entanto, devida a eletrons e nio a ions. Eles di-
feren dos metais alnda porque a condutividade aumenta com a teumpera-
turas A balxa condutividade eletrdnice dos semicondutores, indica
que eles devem ser considerados como sdlidos situados entre os metali=
,cos ideals e os isolantes ideais. O dxido _euproso, o oxido de ferro,
o &xido de zinco (fig. 19), e o telirio, siao exemplos de semicondu-
tores. A4s propriedades caracterfsiicas dos scmlicondutores resultan

de imperfeigdes na r@de cristalina da substincia considerada (lugares

que deveriam ser ocupados por atomos de ferro, no éxido de ferro,
‘estdo vazlos) ou hd dtomos intersticials a mais na rade, como é o
caso do Zn no oxido de zinco.

B preciso observar, finalmentc, que existen multos sdlidos
cristalinos que nfo sc enquadram perfoitamente em um destes tipose
Os silicatos, por excmplo, apresentam propriedades de cristais de
valéncia ¢ de sais idnicos. Cristals como o grafitc c as micaé} teem
a seguinte estrutura: atomos ou ions distrituen-se cn laminas ¢ sho
nantidos neclas por ligagdes fortes;  entre estas laaminas exercen-se
forgas de atragio bem mais fracas. .© grafite (fig. 20), a distancia

entre duas laminas & de 3,44, enquanto Jque a distancia entre dois
atonos de carbono en una mesma lanina e de-1 hA.

e e e e e e o Do
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Flz. 20. Estrutura do grafite. Os atomos de
carbono se distribuem laminarmente nos vertices de
hexagonos.,

Flge 1G. GXid
de zinco. :

OxigsniO'

o f {
o
o ,

Zlnco

Fig. 21, Enxofre ortorrombico. O an-
gulo de 106> & determinado experimentalmente.
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Fig. 22.
Oxido de cobre (Cu,0)

Fig. 23.
Tetraedro de cloreto
de magnesio.

O Magn‘ésio

o Cloro
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0 enxofre ordinirio ortorr&abicc ¢ formade ¢ moléeulas con
a estruturs indiceda na figura 21, .. nollcula é fornada dsz 8 Atomod
quc s¢ distribuen em um ancl franzido. . 2002 C, o cnxofre torna-sc
un 1iquido viscoso, Os anéi? deserltos anteriornente roapen-sc a esta
temperatura ¢ as extrenidades s¢ unen, fornande longas cadcias. Res-
friando-sc ust;, obtcn~sc o chanado enxofrc plastico. /4 borracha no
cstade natural nao epreosenta evidlneia de oricntagac cristalinag. Za-
tretanto, csticada (nals do que 80%), forma wma cstrutura scaicrista-
lina, anzlcga a do cnxefrc plastico, |

. I,10, L{guidos

Portanto, um corpo nc estado solido ¢ caracterizade por um alto
grau de ordcn ne distribuigﬁo dos atomos, Esta ordem resulta de que
a cncrgia pcteneial precveniente da fcrga atrativa cntre cs 2tcncs (ou
icns), ¢ muito maior do qucé a cnergla cinetlca de hgitagac térnica,
No cstado gascso, ao contraric, predoniina a encrgla cindtica e daf
resulta a descrden caracteristica na distrlbuigac de suas ncllculas,

Nc. estado 1iqu1do, as ncléculas csta 1 sCt a agfo, dc um certo
nodo unlllbrada, das forgas de intcragao ¢ da energia cinética dc
. agitagdo térmica, Esta ultina ja ¢ suficicntemente forte para, no
estado llquldo destruir a ordem-de lcnge aleance caracteristica do
estado sdlido, Mas ndo & suficientemente forte para inpcdir quc haja
una crden local, uma c:trutura semi-eristalina resultante da firga de .
atragao internclcculor. Un liquido ent que a cstrutura scni-cristaling
¢ relativazente acentuada & a aguas Nesta, cada molécula cn vez de
never-se zigue-zagucandeo cntre as cutras, csta assceiada a quatrc
cutras de tel ncdo que csda atcno de oxig:nio dc uma dada mcléeula
esta, na rcalidadc, cavelvido tetracdricamente pcr quatre de hlarcﬂ:nio
(figura 24). Este cacho de ncléeulas C, 11~s, rcspensével pelas pro-
pricdeacs ancnelas de Azua. Num liquido nernal, o estrutura scri-crise
talina & ben nenor, de ncdo que, gquandc so aquecce, é pcqucnlssiﬂu o
tratalhc para dcstrul-la, de ncdo que quasc tcda @ cnergia tcrmica ¢
eipregada na evitugac das moleculas, o quc aunenta ¢ vclune, ¢, pcr-
tantc, diminue a densidades, No caso ‘da agua, nc entantc, a cnsrgia
tgrmica atscrvida no aquuciacntc, c, pr*mcirauentu, capregada oo de-
struir ¢stcs caches en ccnscquéneia dc que as ncldeulss peden ficar
meis préxinas, dininuinde o veluac. Coa um nove aqucclimente, ¢ntac,

Fa i ’ . . -
H X . . -t ' . »
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a agua passara a se¢ compcrtar como un 1fguido normal.

A descokerta do estrutura semi-cristelina dos -{quidos foi
feita pelo método de espalhamento, por liquidos, de raios X,

£ de observar, finalmente, quc os solidos nio cristalinos
como os vidros ¢ as substancias plésticas, dec gque falamos anteriors-
mente, podeﬁ, de un certo medo, ser considerados como liquidos soli-
dificados,



Fige 2l Estrutura semiécrista;ina da égua liquida. As asfor-
a8 pretas raepresentam atomos da oxlgenio ¢ as brancas de hidrogenio.

¢:jf (‘\\v”,/’ﬂ;'
N
(a) (v) (¢)

Fig. 25 - (a) As moldculas da superficlg livre so atraidas pe-
las moleculas go liquido. Esta dissim tria da origem g tensao superfi-
clals (b) Moleculas no interior dos liquidos sofrem forgas que, em ne~
dia, se equilibram., (c) A agitacao molecular pode fazer com que a molé-
cula saia do meio liquido vencendo a atragac referida em (&).



~17-
PROBLSHAS

1. Quc ¢ tensdc de vaper a teaperatura T? Bxplique acléeular=
nmente 2 sua variaghc com a temperatura. -

2. Que & tensic superficial? Qual & a sua cxplicagac e termos
das intcregdes nclceularcs? |

3. Pcr que liguides, como a agua, mclhan ¢ vidre ¢ cutres, cono
o ocreurio, nao o mclhan? Sugestic: lcver ¢ conta as fcrgas dc
atragdc entre as mcléeulas do liquide ¢ eatre as do 1iquide ¢ as do
vidro, | |

L. Quel das duas hipbteses feitas no paragrafc (I,3) para a
rclagic entrc as massas dos atomos dc oxigénio e nitrogénic ¢ a ver-
dadecira? T ‘

5. Qual ¢ a distancia nédia centre os étomc; en un cristal de
carbenc (diamante), cn ua cristal de ferro ¢ em um cristal de niquel?
Cenhcecn-se as densidades e as nassas atanicas. h

T  AAY - ———— . W T S5 -y WA S e S pep g P A B VEE Ak Sk S U SN A dels SRS IR S ek TN D e W B Sy g O S gy

| Densidade . Massa Atcnica
Diamante 3,519 gferd 12,01
Niqucl . 8,8 g/cn’ 58,69
Ferro 7,9 g/cn”” 55,85

(Suponha qué a rcde fundancntal de cada ul destes cristals scja cubica
¢ tome a distancia média ectio a raiz clbica do velunme médic do Atomos

6. Una gota dc Oleo tem a volune de 2 e 109 e, espalhada
sCbre unme superficic dc 4gua, cobrc uma area de 0,2n°. Qual & o di-
anctro naximo possivel de uma mv1écula dc élco? Qual o ncnor nincro
pessivel de nmclcculas na geta?

7« Quc fragac do velume ccupado pelc gas hidregénic a tempe-
ratura ¢ pressfio ncrmais ¢ ceupada pelo voluae rcal das ncléeculas?
Satc-sc que o diamctrc des noléculas de hidroglnio & 2,The10"

8+ Sabendo quc as foérgas de atragBc cntrc as ncléculas sfc in- =

versancnte preporcicnals a sétime poténeia da disténcia entre os
centres ncleculares ¢ que a fErga de repulsdc ¢ inversanente pro-
perecional: a décima potEncia desta distancia, a quc distzncia estas
duas forgas s320.1guais addltindo se que a rclagac entre as constontes
de properclonalidade da atragac para a repulsic vale 1021, as distan-~
cias scndo medidas cn centinctres.,
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9« Comsultc uma tabeola de constantes fisicas para cnceentrar as
densidadcs dos scguintes gascs: cleorc, fluor, hidrcgunic ¢ nitroginio
¢, assim, calculc as suas nassas nclecularcs.
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CuPTTULO I

Teoria Cinética dos Gases

- II, 1. INTRODUCZO

A .concepcao molecular,ds matéria encontra a mais fecunda
aplicagao na teoria cindtica dos gases. Neste'estadb,'as moléculas
estdo, em média, muito afastadas umas das outras (fig. 13 e fig.
). Na meior parte do tempo, & muito fraca a forca que uma exer-
ce sdkre outra, de modo que podemos considerar as particulas como
dotadas de velocidade constante, as trajetérias sendo retiliness.
Quando uma molécula se aproxima suficientemerte de outra, di-se
uma colisdo, durante a qual mudam, bruscamente, as condigles de
movimento das particulas. Depois da colisao, as moléculas se a-
fastam e podemos considerar, novamente, as suas trajetdrias como
retas, as velocidades tendo, agora, valores diferentes (*).

B interessante observar como, baseando-se em ideias fi-
sicas simples sobre o movimento das moléculas e sem nenhum conheci-
mento detalhado da estrutura interna destas, a teoria cindtica af
uma descrigao satisfatdéria de grande numero de propriedades dos
gases. Idéias anélogas sao utilizadas em cutros campos da Fisica,
quando se tem um sistema de particulas cujo movimento seja anéiogo
ao das moléculas de um gas. O moddlo estatistico dos nicleos
pesados, & um exemplo de aplicagio deste método.,

IX, 2. DEDUCAO SINPLIFICADA DA EQUAGAO DE BIRNOULLT

- L L et ) ot ek At i e

(*) Nesta aproximacao, ao invés de usarnmos a curva da figura 11
para a energia potencial, estaremos usando a da figura 26, que
representa o potencial de interagao de duas tolas impenetraveis
(duas bolas de bilhar, por exemplo).
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exercem sobre as paredes dos rcciplentes en que estao econtidos, a co-
lisdo de suas moléeculas contra essas paredes. De fato, a parede scfré
uma forga sempre que, contrg ela, colide uma molecula. Calculemos esta
forga e, a partir dela, a presszo d: gas.

Suponhiamos que moléculas de massa I estejam contidas em uma
caixa clibica de massa M e resta‘g » Inicialmente, admitamos que (1) as
moléculas colidam eldsticamente apenas contra as paredes e que (ii) as
moléculas s¢ movaam perpendicularmente as faces contra as quais se vao
chocar. Congideraremos, primeiramente, o efeito de uma moléculs e, de-
pcis, o somaremos sSbre tadas elass Se a velocidade de uma molecula for
I antes do choque, sera —u depois da colisio (*) e, portanto, a varia-
¢a3o de sua quantidade de movimento sers Zmu, o que faz que a caixa ad- j

quira velocidade (%) _; ' ¥
Zmu / M (II 1)

Devido as ¥ CGllSOQS, por segundo, de uma mesma molécula, a .
‘parede sofre uma £orga cujc mddulo &:
F=MNU=2nvu (IL,2).
Calculemos V. Entrc dois chogues contra uma parede, a molécu-
la percorre a dlstgncia gjl durante o tempo t « - 0 niimero de choques
por segundo, que ela efetua sobre umg parcde, vale, portante:

: = 1-31/2’8 = u/2 4 (II,3) .
Substituindo (II’3) en (IL,2) temos: | }
Pt /A | (11,4)

que ¢ a forga a exercida pela molécula, sdbre uma parede, durante wum _
segundos. . f@

De. acordo ccm as nossas hipoteses simplificaderas, ﬁ3/3 das | -..
o moléculas que ex1stem em um cn3, colidem contra a parede que esta- ;

T T et e vn b TN PR ey e g e E YR R o w e ren e a e, VT TN v e et e

(*) Esta rclagao entre ,as velocidades da noleculg, antes ¢ depois do
' choguc, decorre da hipétese de que a massa da molecula e miito inferior
a da “pergdc , isto &, m/M<¢ 1,

chresontcwos por u ¢ u'as velocidades da molécula antes e
depois da colisao. Entre u ¢ uT existe a relagio:

mu / 2M = nu'a / 2M. +(mg / ZMg)(u + @ -2uut)

que accorre da consorvagéo de cncrcla e de quantidade de movimento.
‘Esta relagdo sc reduz a no = yil , Se tivermos em conta que wc/MP<<¢ m/M.

Dai results que u = ~u' (por que nao pode ser w = = ute).
(**) Pela conservagao de quantidade de movimento.



Fig.26:_  Potencial de
interagao de duas bo-
las de bilhar (zero_

: guando as bolas astao
afastadas ¢ repulsao infinita_quando elas

. 8@ tocam, é a chamada interagdo ds con.
tacto). .

-

x A

0

& Fig. 27. Numa colisdo

¥ elastica, as componen-
tes da velocidade sao “U, uX
antes do choque @ ey Wy de

©— Molécula

pois da colisao.

Fig. 28. Gpaus de 1li-
berdade de uma molecula biato-
mica.



-21-

mos considerando e dio lugar a forga total
F, =(n£3/3 )s (n_m‘2 7 X)= nmu2f2/3

~N - - -~
sokre esta parede, de onde se conclue que a pressao vale:

=7y /A2 = omd / 3 . ar,s)
ou, se usarmos nm = 1/v onde ¥ e o volume especifico: \
pv = ue/ 3 (II1,6)
Por outro lado, sabemos que a aquagao dos gases perfeitos &:
p¥ = VRT (I1,7)

onde p é a pressao que o gas sofre, V o ‘volume que ele ocupa, I a tem-~
‘peratura absoluta em que ele se encontra e 2 o numero de moles que
existem no volume V. R & uma constante wniversal e vale

8,3 » 107 erg/grau/mol
Se considerarmos, apenas, um mol, a equagio (II,7) se reduz a
pWF=RT, v=1 . (11,8)
onde V¢ o volume de um mol. o
As expressdes tedrica (II,5) e experimental (I1,8), concordario se

Lmi®/3 = RT . | (I1,9)
. © que mostra que a energia cinética de cada moldeula vale: '
- 3 8%

o que da um significado a temperaturs absoluta: No zero absoluto, as
moléculas se cneontram em Tepouso.

. A expressao (I1,10) pode ser 'simplificada, se introduzirmos
R/L = k, uma constante conhecida como constante de Boltzmann que vale
1,380 » 10~1 erg/grau, de modo que cada molécula tem energia cindtica
de 3KkT/2.

II 3 DEDUCAQ GERAL DA FORMULA DE BERNQULLI

Un gas nao submetido g forgas exteriores, ocupa, uniformemen-
te, todo o volume que lhe & oferecido. Bste fato expecrimental sugere
a idela de que as moléculas de um gas, nestas condigdes, ‘podem ocupar
qualquer posicao dentro deste volume (nfo hi p03193es privilegiadas)
indica, ainda, que todas as diregoes e scntidos sao igualmente PTO-
vaveis para as vc1001dades das moléculas (rdo ha diregoes ou'sentidos
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priv*legiadog,pa;a as velocidades moleculares). Esta concepgao forma
o chamado princivio do caos molecular,

3stas consideragdes mostram que devemos introduzir modifica-
.g0es nas hipdteses feitas para a dedugao da formula (I1,5) da pressac.
La admitimos, por exemplo, gue todas as moléculas se- movimentavamn pere
pendicularmente as paredes com as quais se iam chocar e supuzenos que
elas nao colidianm entre sf, Zstas hi poteses estio tem longe da reali-
dade; resolvemos toma-las como base para mostrar que, mesmo assim, era
possivel dar uma ldela do mecanismo e da ordem de grandeza das quanti-
dades calculadas. .

Na realidade, entre as n moléculas por cm3, havera ny com ve-~
locidade ?' (ou melnor, entre v, . e VitV L, Vly e Vi Ay, Yy,

vlz+dvlz), o com velocldade vZ y etc. Como nfo podemos observar a
velocidade de cada molécula individualmente (e se pudessemps, isso nfo
teria utilidade porque as colisSes modifican esta velocidade a cada in-
stante), devemos calcular vclocidades medias., A nédia da componente

x da velocidade u é: S
d:::_- i h( X" z)
. <“’x> x“y ‘z
| = n(u-x,“y.uz.)
ou, no caso continuo: Uy dy U
<u> fffu n(u ""Lya z)du du du..
X jffﬁ(ux uvu!)duxdu‘,du

-,

De um modo geral, valor médio da grandeza G é&:

(&= [.?C: G n(G)] /{% n(c)]

Com esta definigao de média e com a hipotese do caos molecular, pode-
mos demonstrar que

(%, = <uY> ) <uz> =0 (11, 11)
‘porque .I n(ux, U uz) = n(-u, Uy uz)
nlu, , Uy, u,) = nlu, ~u, u,)
n(u,, Uy u,) = nu, U ~u,)

F'd

Tem-se, tembem: _ <
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para u fixo em modulo.

Vamos, agora, okter a equagao da press:o, sob forma mals prew
cisa, Consideremos uma molecula, no interior de uma massa gasosa, que
se dirige, com velocidade ¥ , para a parede (fig. 27), Na colisdo,
apenas a componente da velocidade normal & parede, se modifica (por !
que?). Representcmos por Ox o eixo normal a parede, A frequéncia com
que tal molécula se choca contra uma parede, vale

Y =

‘e, portanto, a farga F do_parégrafo anterior 'deve ser substituida
] 3 _ _ ?
por o

= 2m lu ] Aw) = = l'-’f:l/«e

A forga total produzida por uma molécula sobre as seis paredes.é,
portanto (*):

FAD) =48 (W) /L
Somando Ft('ﬁ) sobre tddas as moléculas,

ZF (DN (T = WELIZE (D) N (D)
N I u
, ’ ’ I . S o
onde N( ') & o numero de moléculas, no recipiente, com veloclidade u.
Mas, a ultima soma é o produto da pressao pela area das seis paredes,
isto &, -

/72 2 E (WIN(T) = p.642
Agora

<f, (ﬁ’)) (1/n)ZE(u)N(u‘)
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e N (W)= A7n(d)

X > ” » :
se representarmos por =n(u’), o numero de moléculas por cm3, com veloci-
- ’, " )

dade u e n o numcro de moleculas por cm3. Assim,

| p=2n(B(X)/3=nmm{f)/3 L (I,12)
de onde (por que?) ' | '
2
L2
By 3 (11,13) N

A £érmula (II,13) permite calcular'<afa} . Tomando o éaso de
um mol em que V = 22 400 em? para t = 0%C e p =1 atm,,

<u2> = 1-‘:13.10'15/n1 (cmfseg)a ,__é’? J ’.-{ >

Os valores de<(n2> para diversos gases sao, em condlg¢bes normais:

TABELA IV
Hy G2 N,
E<;u?-¥ kn/seg 1,85 0,46 BN LY i

II, L. ENERGIA DE AGITAGCAO TERMICA §

A equagao de Bernoulli (II,12), juntamente com a equagio dos
gases perfeitos, conduzem-nos aoc seguinte resultado

) = 3kT7/2 | (11,1k)
para uma molecula. Assim, a temperatura de.um-mol & proporcional a
energia cinética média das moléculas.
Se particulas, comneutrons, estiverem em equilibrio com as
moléculas de um gas perfeito a temperatura T , entdo, pela férmula

(I1I,14), podemos conhecer a energia cinética média de tais particulas,.
emtora nao conhecamos Sua massa. .
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1, 5 KOUIHEETO i aNIA 10

Particulas, em suspens8o coloidal, apresentam um novimento de
vibragﬁo'irregular-que poGe ser ohservado ao microscopio. Uma tal
suspensac pode ser obtida, por ekemplo, dissolvendo goma-guta em alcool
e diluindo esta solugao, suficientemente, em agua. Como a resina é in-
soluvel em azua, a diluigdo da solugao alcodlica nesta, da lugar a re-
unifo das moléculas da resins em particulas de dizmetros da orden de
1072 cimy que podem permanecer el SUSPENSA0e

Este movimento irregular de particulas é aenomlnado movimento
browniano (descoherto por Brown,em 1827). O fato de nao ser devido .a
causas ecternas & wma indicagao direta. de que tal movimento provém e
colisOes as moléculas do 1iquido contra estas partiéulas coloidais,
Além disso, prova que o movimento das moléculas apresenta,a cada ins-
tonts, desvios de uma distribuigao uniforme; denominadas flutuagoes.

| Se o movimento das moléculas do liquido fosse tal que a par-
t{cula coloidsl recebesse, a cada instante, colisGes dessas, em igual
nlmero e'intensidadeg de uwa lado e do outro, ém seu redor, ela perma-
neceria imovel. O mevimento krowniano & uma prova Ge que isto nao &
verdade: o movimento irregular da partlcula coloidal resulta de que,
" a cada in.,-uantes as colisbes das moléculas sobre ela néo se contra-
talangam. Uma moldcula a mais ou a menos, imprimir-lhe-a uma quanti-
'dade de movimento resultante e ao acaso (*). ‘

ileste estado. de- equil*hrio, a energla cinética média da par-
ticula coloidal & igual 3 energia cinética média de uma molécula ou
seja 3kT/2 (se digamos 20 moléculas se aproximam da part{cula de um
‘lado, segundo a propris concepgac do caos molécular, nio sera muito
diferente o nﬁmero das que se aproximam do lado oposte).

II,6. LEL DE DALTGH

Se varics gases estiverem'cchﬁidcs,-separgdamente, em um vo-
lume V cads um e 82 f3s B, g sses Torem os annros de moléculas de

(*) Para ter ums idéia da ordem de grandeza do deslocemento das par-
tlculas, enconirou-se pera o valor medio do quadrado das p$039 ces deste
deslocamento sot rg um certo eixo, mmn vglor igual a durante
.30 seg, para particulas suspensa s en dgua a LOQ C, " claro que o _valor
‘das projecgoes cestes qeslocamuntos e nulo. .



Fig. 29.
Estados quanticos de energia.

Fig. 30. Movimento browniano. Na asmpliaczo
aparec?m as moleculas de agua que se chocam contra
a particuls de goma~guta. -
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#as5S3S Liy; M,;e.0. neste volune, entao, pela formula (II,12):

o 2
Py = (1/3) mll us .
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ou

P, = (2/3) 43, >
= (2/3)<E,}

onde ‘-’:El’) » <E,> , ete, sdo as energias cinéticas médias dos
gases., | |

Se os gases naa reagirem, e misturarmos todos no volume ¥V, a
energia cinética da mistura é a soma das que os gases tinham separada-
mente, pois, nao se otserva nen umaabsorgao ou emissao de calor, gquando
se efetua a mistura, isto é:

E = "“l> + (E 5. + oaeee

portanto, a prassio da mistura definida pela relagao p = 28/3
é a soma das pressoes parciais.

S

pl ' pa T o sesee ) ’

o
II,7. CALORES ECIFICOS DOS GASES

Calor especifico, a volume constante, Sy ¢ a quantidade de
calor neceesaxla para elevar de 12 C, a temperatura da unidade de nmassa
de um gas, mantendo-se o-volume constante. Analogamente, pode-se de-
finir, para os gases, calor especifico a presszo constante c, « Entre
as duas quantidades ey € Coy existe a relagaos:

| ¢, - ¢, = R (11,15)
como se pode demonstrar em termodinamica.

Experimentalmente, foram encontrados vs seguintes resultados
para © calor espeCLfico melar C (caloria/mol/grau), a Zero graus centi-

grados:
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TABTA ¥
| ‘ | Cv . I L Cv
! b S $
i He ;0,75 - 4,003 | 3,02
LA} 0,076 + 39,9 2,98
oW, | 0,17 * 28,016 b,76
é 0, i 0,15 « 32,000 L, 80

| Esta tabela mostra duas regularidades: 1) o calor especifico
molar €atomico) dos gases monoatomicos He, 4, Hg vale-~3cal/mol/grau;
2) o calor especifico do# gases dlatomicos 0,, CO vale--5cal/mol/grau.
Um outro fato experimental é que esses Cv naoc dependem de T nem de p ,
para pequenas variacgOes de p e de T.

A-teoria cinética explica estes dols resultados do seguinte

modo: a energia cinética média Ge translagao de uma molécula vale
3kT/2 e, portanto, a energia interna de um mol vale, para um gas mono-

atomicos: - E, =L () = BRT/Z

Daf

C, ™ 2,98 cal/mol/grau. (II,15)

Para os gases diatOmicos, o argumento é meis elaborado. O
principio da equipartigac de energia atribue 1kT/2 como energia média
para cada grau de literdsde. Na rotagdo dos atomos de uma molédcula
diatdmica, hé dois graus de liberdade (fig. 28), logo:

. <Erot> = RI/L
Dai Bpigp = (3/2) RT + RT = (5/2) RT

e portanto:
C (biat)= 4, 967 cal/mol/grau (11,16)

Uma questao que foi um mistério para a fisica pré-quantica e
a seguinte: por que naoc consideramos a energla de'rotagﬁo de um atomo?
Porque, em outras palavras, a energla de rotacao dos atomos nzo con-
tritue a energla interna de um mol e, por conseguinte, ao calor espe-

L
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cifico de um gas monoatdmico? Por que ndo contribue ao calor especi-
fico de um gas dlqtom;co, a ronaqao dos dois atomos em torno do eixo
que 08 liga? A resposta esya na teoria quantica. A rotagao dos atomos
& produzida por eletrons e a energia correspondente & muito grande coft-
parada com kT e, em temperatyraa normais, & energia de aquecimento nao
tasta para fazer passar o atomo a um estado guantico superior, por-
tanto, nzo contribue ao calor especifico,

A aste respeito, é muito instrutiva, uma experlen01a reallzada
por Eucken, gue mostrou que o calor espaciflco do hldroganio, que vale
c8reca de 5 cal/mol/grau a temperaturas normais, mantém &ste valor quan-
do I diminue e passd bruscamente a 2,9 cal/mol/grau a L0 graus abso-
lutos e a temperaturas menores. Este fato & explicaéo se SupuzZermos
que a mol lécula de H2 50 pode’ aumentar sua energla de rotagio descon-
tinuamente, esta podendo assumir os valores Eo’ Eq (Fig.29). Quando
a energia térmica (3/2) kT for inferlor a Eq -B o» henhuma molécula
pode passar de E 1, logo nao ha contribuigao dos graus de liberw-
dade de rotagao,para o calor: espec1flco. | ;

11, 8, PRESSAO OSMOTICA '_ - :
No rgciplente B indicado na figura (30a) con agua pura,

mergulhamos 0. Vaso A que contem uma solugac de agucar nagua. 0 fundo
do vaso 4 e comstituido por uma parede gue tem a’propriedade de s0

deixar passarem as moléculas de agua mas nio as de agucar, esta parede -

chama-se uma: membrana semi-pcrmeavel de que celofane é um exenplo.

Se mergulharmos o vaso 4 de;modo que, né infcio, as superfi-
cles llvres'dos 11quidos estejam no e smo nivel . (Fig. 30a), notaremos
que depois de algun tempo o seu nivel se torna mals elevado (Fig. 30b).
A agua penetra gradualmente em 4 e eleva 0 nfvel aa solugac até gque a
pressac hidrostatica nio dcixe penetrar mais agua. Chamamos pressao
‘osmotica a esta pressao hidrostatica. ,

A tabela abaixo da os valores da pressao osmotica de uma so-
lugao que contém uma grama de sacarose por 100 em® de solugio. Vant!
Hoff mostrou que esta pressio p coincide com o valor que se obtenm
usando a equagio pV.=~RT dos gases perfeitos, se tomarmos ¥ como o
volume ocupado pela solugdo e W ¢ numero de moles do solutos Os re-
sultados de tals calculos se encontrem indicados na nesma tabela..




Fig. 3la. A ampliagao
indicada no circulo abaixo
do vaso'B mostra a situagao
inicial: moleculas de agucar, o '
tlogqueiam a passagem das de agua, de cima parsa baixo,
sengo, consequentements, maior o nimerc das moleéoulas
de agua que atravessam 3 membrana,de balxo bara cima,

Fig.3lb. A ampliagao
mostra a situagao final. 4
diluigao diminue o bloqueio
produzido pelgs moleculas
de agucar, até ser atingi-
do o equilivrio,
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TJ.’; BEL! 1 y_l

Temperatura (graus _ - -
contigrados) Pressao (atm.)
Observado Calculado
6,8 0,664 0,665
13,7 0,691 0,681
1,2 - o,671 0,682
15,5 o 0,68h 0,686
22,0 - 0,721 0,701
32,0 : 0,726 0,725

¥

Explica-se eéstz fendmeno dlzendo que o soluto se comporta
como um gas perieitc, s solugao dando o volume ocupado pclo gas. Ini-
cialmente, sc cm um scgundo, hd n moléculas de dgua que vio colidir
com 1 cm® da membra por baixo (da qual uma fragao a atravessa), do la-
do superior, no mcsmo tempo, ¢ contra a mesma érca, vae colidir um ni-
, -, . - ”
mero menor de¢ moleculas de agua pois gue havera tamben, algumas de agu-
. - LS R -~
car tomandq parte na colisaoc. Como estas Ultimas nao podem atravessar
a membrana por serem decmals grandes em relagao a0 ¢sSpagos interatomi-
cos da membrana, bloqueiam parte da superficie e, en conscquéncia, pas-
, : » , - ? >,
sara do vaso 4 para © vaso B, um numero menor d¢ moléculas de agua. O
resultado ¢ uma ascengac do nivel do 1iquido no vasoe. O processo, cvi-
dentenente, estacionara quando a diluiczo do soluto for tal que, diga-
AL -~ :

mos durante un segundo, praticamente, nac haja mclécula do scluto perto
da membrana (diminue a frequéncia de colisdes das moléculas do soluto
contra a membrana porguc a diluicao aumenta o volume a disposicao des~
tas moleculas ¢, por conseguinte, diminue o numero das que estao proxi-
‘mas a membrana).

Como miitas substancias nao se encontram no cstado g£as0sS0 a
temperaturas ordlna¢ias, usa-se a lei de Vant Hoff para dcterminar as
massas molcculares.
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II,9. LIJAS CAMIIHO MEDLO

A Srajetderia de wa noluculg, no interior de um gas, consta,
de zigunc-zagucs. As moléeulas sho consideradas livres
até gque ten lugar ume colisho,quando a distincia entrc os seus centros
se torna da ordem de 107 cm, Entre dois chogues sucessivos, as molé-
culas percorrem segmentos de rcta. 5 inpossivel, no entanto, nmedir
cada um desses percursos livrés; apenas o seu valor medio (livre cami-
nho médio), pode ser determinado.

Una evidéneia das colisSes molccularcs ¢ dada pela cxperilneia
comam de que o cheiro do perfunc contido em wa vidro que s¢ abre em wna
extremidade de uma sala, s6 atinge outra cxtrenidade depois de algum
tempo o que é devido as colisles das moléculas do vapor do perfume com
as do ar, que retardam a. chegada das primciras,. '

_ Havera uma colisSo sempre que a distancia entre os seus cen-
tros for igual ao dismetro molecular D (fig.32). Suponhamos que tdodas
as moléculas do gas estejam em repouso, colt exceg¢ao de uma. Esta mo-
1écula colidira com outra se o centro desta estiver no cilindro de
base ? DZ descrito pela primeira (fig.33), O.numero de colisdes que ela
experimenta ao percorrer uma distancia x e, e%identemente, igual ao
numero de centros moleculares dentro deste cilindro e ¢m sua superflcle
e e, portanto, igual a:

[ R
ol
2
[
L7
;
ke
b
]

nnDZX

‘onde n é o namero de moléculas por en’.
0 livre camlnho medlo e, portanto'

’Q nﬂiE = niwD 2

porque o aespaco total percorrido pela molécula vale XxXeo numero de
caminnos livres & igual zo ntmero de colisdes.

(I1,17)

Por esta formula, ve-se que o livre caminho médic diminue quan-

do aumenta a densidade, o que & intuitivo, O livre caminho meédio &,
também, inversamente proporcional ao didmetro molecular,

Un calculo mais preciso que tenha em conta o movimento irre-
gular de todas as moléculas, conduz ao seguinte resultado:

£=@Q /2 mnr?

A tabela na proxima pagina,dara alguns valores de



Figo 32. Eg-
era de prgotegao
@ umg molecula. A

rea do,circulo_maximo desta

sfera é a secgao de choque
eometricas .
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i - -
- .
-
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Fig. 33. Volunme descrito
pela esfera deg protegao ao per-
correr a distancia Xe

' Eixo de suspenszo
1.~ do cilindro interno

\ cilindro externo

B Filg. 3. A viscosidade
ﬁ do fluido entre os c¢ilin-

dros faz com gque um movimen.
to que se imprime ao cillindro externo se
transmita ao c¢ilindro interno.
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MABELA VIL

1 b - . - . am o m—— - [P

-

Livre caminho médio .  (temperatura e pressho normais) ;
o it = . -
ATGON = =~ = = = = = = = = = = -1 » 107%cm - .-

HELiO = m = = = = = = = = = w = 1,85. 10'5 . e
HiArogenios = = = = = - = = = - 1,83+ 1072 i
! HeOnio = = = = = = = = = = - = 1,93« 1072 | i
Oxigenio= = = = = = - - me = -1 s 107 -

A pressbes mais baixas, { aumenta, chegando a atingir varios
centimetros. Por exemplo, no hidrogenio a um milionésimo de uma at-
mosfera, & cerca de 18 cm. :

A férmula (II,17) fol obtida por um modo simples e elegante;
podemos mostrar, agora, qQue o valor de X encontrado,_corresponde ao
valor médio das distancias percorridas por uma molécula entre duas co-
lisBes. Seja € o nimero de moléculas em uma caixa., O nimero de mo-

-

léculas dZ que saem de suas trajetdrias por colisfio &:

47 = - ZnT DYax

e o valor médio de x ¢ portanto

“t

A= (fxaz) / ([ az) = 1/nwD?
II, 10. VISCOSIDADE | '

Tomemos dois ¢ilindros co-axiais entre os quais existe ar

(fig. 34) e imprimamos um movimento de rotagao ao cilindro exterior
com velogidede y. Verifica-se gue, logo depois, o cilindro interior
passa a executar um movimento de rotagao, com menor velocidade., Este
movimento foi transmitido pelo gas e ¢ independente do material de que

s30 constituidas as paredes dos cilindros; apenas, GO gase
| A fOrga trensmitida, por unidade de area Go cilindro fixo, &
proporcional a ¥ ,/R a diferengs entre os rzios dos cilindroé}
| F/S=m7nv/R (I1, 18)

, : s s - i
onde‘7 ¢ 'ma constante (coeficisnte de viscosidade) que depende do
fiuido e des condigdes em que ele sc ¢ncontra (para.o ar, em condigoes
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normais, -vale 1,8 « 107 -l em” g seg l)

Estes resultados sBo explicados se admltlrmos que existea mo¥é-
culas adsorvidas sobre a superflcia interna do cilindro exterior que se
movem com €le e contra as quels se chocam as moléculas do gas. Hestes
chogues, as moléculas adquiren uma quantidade de novimento cuja conpo-
nente maior tem, em geral, direg¢Ho e sentido do movimento da superficie,
Elas, por sua vez, transmitem esta quantidade de movimento as outras mo-
léculas. Este processo continua, dando lugar zo moviments do cilindrs
interior.

Para simplicidade, consideremos duas laminas horizontais em ux
gas, uma das quais se move no sentido de seu comprimento e estudemos a
transmissZo, pelo gas, de quantidade de movimento a lamina inferior
(fige. 35). Podemos dividir o gas compreendido entre duas laminas em ca-
nadas, cada uma das quais com velocidade vo(z) gque depende da posigZo
da camada ¢ decresce com z (fig. 36).

Uma molécules de ume camada tem velocidade resultante de duas
ocutras: a velocidade Vs (z) do movimento horizontal de toda a camada e a
velocidade u(z), do movimento molecular desordenado (agitagdo térmica).

| v(z) = v (2) + u(z)

Moleculas de uma camada supurlor passam pera uma inferior; as-
sim, esta camada ganha a quantidade de movimento que fol perdida pela
primeira. Moléculas da camada inferior, tambén passam para a superior
havendo, destc modo, uma troca de quantidade de novimento no sentido
inverso ao prineiro. : '

A quantidadc dc movincnto resultante, por unidade de area e
por segundo,dé a prcsséb que ¢ excercida pela.camada superior sobre a
inferior.

Considercrncs un plano P entre dvas camadas (fig. 37)s Molécu-.
las que veem da camada supcrior, por segundo, ¢stao contidas em uil ci-
lindro cuja basc ten arca igual a 1 cm? e cuja altura & u, (a compo-
ncente z da velocidade dc‘arrastamcnto & nula) ¢ o nanero das que, por
segundo atravessan a unidade-de area do P O u, n(u,uz), onde n(u uz)
¢ o ntnero de mcldculas por cm3 conl velocidade termlca de modulo u
e componente u, (fig. 38). '

A quantidade dec movimento horizontal,transferida a B per unidade
de area c provenicntce da canmada superior é

n(uyu,) uy alv(zd) +w (z+a) (11,19)
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A que provem da camada inferior é -

n(u,u ) u, 1 ﬁvo'(z—d) +ou (z—d)] (II,20)

- -
Suponhamos que 4 seja pequeno, multo menor do que a distancia

R entre as 13minas. Desenvolvendo v, nas expressoes (II,19) e (II,20)
obtemos:
n(w,u,) u, o fv (z) + & v (2) +u_ (z+a)l  (1I,21)

n(u,uz) u, o [vo(z) - d-vl (2) + ux(z+dj§ ‘ (I1,22)

Se considerarmos como contiribuindo a essas quantidades de mo-
. 57 '
vimento, apenas as molaculas que, antes de chegaren a P, tiveram a sua
L . M .
ultima colisao na camada superior (inferior), podemos escrever

d=F cos @ = {.uz / u

onde 6 & o angulo formado por 0z e o livre percurso consideradof-
Em média, # sera o livre caminho médio.
Tomando.a soma sobre todas as diregoes subtraindo (II,22) de
(II ,21), obtemos: . > . '
E; n(u, u,) m.ﬂ :.z 3';9'
dir
" Observe gue a soma sobre todas as diregbes é feita sObre um
hemisfé: rlo,em cada uma destas expressoes.,

Finalmente, '
s 5 “32; av, nm)? <ud av,

Dai concluimos que o coeficiecnte de viscosidade , vale:

n=mfgu> /329 Xud /3=vlcu> /3= ncud/ 3007
| (11,23)

7 & proporcional a YT’ (por que®) e independe da presszo e da den-
sidade {(a pressgo nzo muito inferior a uma atmosfera) para d pequeno
em relacgao as dimensdes do recipiente R, -Pois, nas expressoes (I1 21)
e (II 22), substituimos v, (z + d) por v, (z) + dxv'(z) ou per v, (z)+— v
o que s6 vale se tlvermos d<~<R. rlsicamentu, 1sto 51gn1flca que
a férmula acima sd valc quendo o livre caminho medio for muito pequeno,
guando comparado com as dimensSes do recipiente.

CEMRH BSHERD DE PESTUISAS FISICAS

BIBLIOTECA

0

o imer e 1L e ke
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TABELA VIIT

Pressao (mm de Hg) = ’7 / '7’ /_ﬂ (mm)
750 o 1 | | 6 -+ 1077
380 1,01 1,2: 1074

20,5 1,004 2,2 + 1078
2,4 | 0,978 1,9 « 2072
1,53 0,956 | 0,030
0,63 0,9)8 0,073

A independencia da viscosidade con a pressao ndo é evidente
a priori, & antes, surpreendente. 1 primeira vista, poder-se-ia pen-
sar num aumento da viscosidade com a densidade. Por (II »23), vemcs que,
ao aumentar a densidade, diminue, na mesma proporgao, o livre caminho
medio de modo que o transporte de quantidade de movimento permanecc
constante. Va- -se, ainda, que a viscosidade aumenta com a temperatura,
como VI' . B curioso notar que, nos 11quidos, a viscosidade decrﬂsce, '
quando a tempcratura aumenta. A razao dcste comportamento difercnte &
a seguinte: as moléculas gasosas s8o préticamente, livres e o aumento -
de temperatura aumenta o seu movimento, logo o transporte de gquantidade
de movimento e, consequentamente, a viscosidade. J& para o4& llquidos,
a viscosidade é devida a forga atrativa que existe entre as moléculas
e o aumento de temperaturs nestes tem, por primeiro afeito, diminuir
tal coesao.

A pressdes superiores a uma atmosfera, a viscosidade nio &
mais independente da pressﬁo,como 0 mostra a tabela ataixo:

TIPELA IX &
.Pressao (atmosferas) o q7 , .
1 ' 1,57 » 1074 |
2L 1,69 + 1074 |
100 . 4,83 » 1074 i
1 .




-35~

A razao deste fato é que a dedugho acima nSo & mais vilida por-
que as forgas de atragio entre as moléculas comegam a ser importantes.
Por outro 1adb, a pressbes multo baixas, da ordem de lmm Hg, o livre ca-
minho médio jé se torna comparavel ou supcrior as dimens8cs do recipén-~

~ . 4 "~ bed . .
te, a dedugao acima também nao se aplica., & estas pressoes, a viscosi-

dade passa a ser proporcional a densidades De fato, a baixas pressaes,
as moldécules chocam-se apenas com as paeredes de modo que 2 quantidade
dc movimento transmitids ¢ proporeionsl so ntmere de moldeulas existeore

tes por cm3.

II, 11. DETERMINACAC DiS GRANDEZAS MOLECULARES

aAntes de prosseguirmos, é importante saber como se medenm as
grandezas moleculares até aquf encontradas e gual a sua ordem de grande-
Z38s '

As principais férmulas qué obtivemos até agora foram as seguin-

res: ' pv="uf) /3 (I1,13)
Mm =94 Lu>/3 o (11,23)
€=1/nn0® (11,17)

as quais podemos acrescentar: $7;? :
i) 3 _ i :
Iliq = 6éu/mDF (II,25)

Esta Ultima vale se admitirmos que, em primeira aproximag¢io, o volume
do 1iquido & igual & soma dos volumes das moldculas.

Na, férmula (I1,13) p e v sBo_grandezssdiretamente medidas no
laboratorio. Daf podemos conhecer \h{u2> « Veremos no paragrafo II,17
que esta raiz & avroximadsmente igual a <u) .

Conhecendo-se {u) , a densidade ¢ e o coeficlente de viscosi-
dade 7 , podemos calcular, a partir da formula (II,23), o livre caminho
médio A 3 conhecendo /Q,‘f e Plic,~as trés Gltimas equagdes permitem-nos
caleular D, m (massa da molécula) e n ; finalmente, conhecendo n e o
volume V* de um mol, podemos determinar I pela formula

L =n\ ' (I1,26)

Inversamente, sc pudermos medir, diretamente, L, a férmula
(I, 26) nos a3 o valor de g, uma vez que Vpode ser medido; com p ej’
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determinarenos m; coam e ?li , calcularemos d; comd e n calcularemos
2 e, finalmente, CO..LQ, .7 ; Otteremos (u}

A aeterminacao direta do numero L pode ser feita por di
ferenues métodos. O método de Perrln, que descreveremos no paragrafo
seguinte, determina k = R/L de onde se pode tirar - valor de L. 0 métcdo
eletrolitico utiliza a lei de Faraday: e = F/L, onde F = 96519 coulombts
é a constante de FParaday que significa fisicamente a carga depcsitada
am um eletrodo »or um mol de um elemento monovalants; 2 ¢ & carga ds
um ion monovalente. .

Un terceiro método & taseado no conhecimento da estrutura
de um cristal, por meio da analise com raios X. Esta andlise permite
determinar a distancia média entre dois &tomos, no reticulado crista-
lino. Conhecendo-se esta distancia, podemos calcular o volume médio
do atomo no cristal. A relagdo
| w =‘Ul/L
‘onde § é a densidade do cristal, nos di o valor de L.
II,12, Y3TODO DT PERRIN PARA A DETE MIFAGAO DE L

A diferenca de pressao entre d01s bontos em um gas sutbtmew
tido & agao da gravidade, vale:
dp = -mn g dh (11,27

hJ

onde &n

¢ a altura entre os dois pontos. Mas, de p\VF*=R T, de
L=nW ede k=R /L, tem-se: .
p=nk?t o (11,28)
Comparando (II,27) e (II,28), obtemos
dp/p=dn/n=-(mg/kT)an (II,29)

Se supuzermos gque T nao varie com L, obtemos, integrando (II1,29)

—

p=po exp[ - mg (h-ho) / k T} (1I,30)
A mesma relagao vale para o nimero de moldculas por em> (%)
n=n_ exp[-mg (h-ho) / Xk T] ~ (II,31)

e portanto, para a densidade
g= 6 exp[ -mg (h-ho) / k T] (11,32}

T ol N N . S gy S ey RS T A T W AN M T Y e e W

(*) Representaremos muitas vezes a fungao exponenciai e por exp(x).
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No caso de uma mistura de gases, a difererica de pressac entre .
dois pontos de altura dh e:

dp = = (Zmini ) g dh
' i

- - o * k]
onde a soma ¢ estendida sObtre as componentes da mistura. Delfinindo uma
hd =
massa media de molécula &m ) por

2. g0

il = L ¥
< e
a relagao acima torna-se: _
p=-&n) ngdh

onde n '—'E n;
1

Portanto, na formula barométrica, devemos substituir, simples-
mente, m por {m) para o caso de uma mistura.

A relagdo (II,30) é a conheclda férmula barométrica. Sua aplica-

- - » -~ . :
¢ao nao e rigorosamente correta pois supuzemos que T nao variasse com a

altura. Na realidade, em média, a temperatura atmosféria decresce quan-

do a altura aumenta, de 6,58 C por quildmetro.

A formula barométrica fol estendida por Vent’Hoff & concentragio.

de solugdes e as pressdas osméticas, assemelhando as moléculas de um
soluto, no solvente, as de um gas, no recipiente ocupado pela solugao
como vimos no paragrafo (II1,8). Perrin, ousadamente, em 1906, estendeu
a férmula acima a uma suspensao de particulas de uma resina, a goma-
guta. Ele preparou, convenlentemente, a suspensﬁo, selecionando, por
meio de um centrifugador, particulas de mesma massa. Observando-as, ao
microscopio, determincu suas dimensdes e tomou para sua densidade, a do
1iquido em que flutusvam. Finalmente, contou o ntmero de particulas en
suspensao em agua a diversas alturas. Desta maneira éle determinou n,
n,, h~h e T que ocorrem na formula {II,31)

n = n, exp (-mg (h-ho) / X T) (I1,31)
Dai, obteve o valor de kX ¢, portanto, de L.

o?
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TABELA X
Valores numéricos )
L =6,025 . 1023 moléculas / mol )
n = 2,687 « 10 19 mo1éculas / cm3, em condigoes normais
kK = 11380 . 10°16 erg / grau
My = 3,32 o 10-24 gramas

d A 1078 cm
A 1070 cm, em condigdes normais

II,13. COLISORS ELASTICAS

. YR CEEYRE T R

uando duas moléculas colidem, ha sempre conservagao de quanti-
dade de movimento e de energla total:

Prg * Ppy ® Py t Py . (11,33")
Wy = W (I1,33")

onde os {ndices 1 e 2 se referem as duas moleculas,i e £ se referem
aos estados inicial e final.

No caso particular em que a energia cinética das duas molés
culas no estedo inlcial € igual 3 energia cinetica das duas moleculas
no estado final.

Ejp + Ejp ' (I1,34)

21 °

Fyy * E 1

o chogue chama-se ¢1agticd. o |
Para que um choque seja elastico, é necessério que as molé-
culas que colidem, nao entrem em reagio quimica e que, além disso,
enhuna delas absorva energia cinética para excltar-se., Ja ro choque
ineléstico, parte da energia de movimento é transformads enm encrgia
interna das molécula Bste acrdscimo de energis interns pode dar
infcio a unma reageo quimica (energia de ativagdo) ou pode ser emitido
Dela molécula sob afforma da colisao con uma energla cindtica inferior
8 que tinhsm inicialmente, S ARESLY
Vanos interessar—nos, agui, apenas pelas colisSes elisticas
(e o caso, por exemplo, dos 2tomos de um gas raro: helio, argon, ete).
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Zm outras palavras, continuaremos admitindc que as moléculas sejan como
kolas de "lll"dl‘. -
Chama-se centro de massa de duas particulas com massas m, e

m, nas posigdes Ei e fz, ao ponto cuja posigio é r.

o
—>

ry (mlr + o, a) / (o + ;)
fiste ponto tem velocidade igual a

-—)
V

(my v11 * mé'vai) Vﬁﬁml + m,) (11,35)

antes do choque e a masma depois da colisao . -

Rt m T emy 39
em virtude da relagao (II,33).

Ha dois sistemas de referencia importantes no estudo das co-
lisBes: o Sistema de Latoratdrio (S.L.) & o Sistems de Centro de Mzsss
(8.C.M.). Wo primeiro, consideramos uma das particulas (a particuis
2, por exemplo) inicislmente em repouso onde estd colocada a origem
do sistema de referencia. Depois da colisfo, ambas as moléculas pos-
suem quantidadesﬁde movimento ﬁzf e_ﬁ;} tals que pli = plf + ﬁ*}

No sistema de centro de massa, a origem estd ligada ao centro de massa
des duas moléculas e os eixos sao- paralelos.’'aos arteriores, A4ssim, o
centro de massa tem velocldade 52 no-sistema de laboratdrio e veloci-
dade nula no sistema de centro de massa,

Vé-se, pela figura U1, que, entre os momentos das particulas
.no 8.L. e no 8.CeM,, valem as seguintes relagoes:

Al = ool _ : . >
m VI3 S mpVEY e m Vo, mp Wy S mp Vi - mp Vo (1,3D)

antes do choque, @

m Vi = m Vi B Vy 2_25 = m, Vpp -mp ¥ (1I,38)
depols do choque, onde a linha indica que a grandeza fol medida no
S.C.M, '

Pode-se mostrar que, tanto antes do chogue como depols, gs .-
r‘\om:.ntos das duas particulas Sao opostos e de-mesmo modulo no S.C.M.
(comc?) -, - POy
' Poi = "Paa , Par ¥ "Pir ' (11,39)

Observe que as relagdes acima s3oc validas cm qualqua? tipo de
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'_ud_

~ i Fd - - - s , - e -
colisao (elastica ou nao). No caso de uma colisZo elastica, alem dis-
L. } - - # 4
so, a quanildade de nmovimento de cada molécula antes e depois do chogque,
) ”
se conserva em modulo., De fato,

= / > .2 - >\ 2 - ! 2 => . 2
(b13 * = Vo)™ (pyt mv)®  (Fie + 2, 7) ” (5or%m, Vo)
Zml 2m., 2my - 2m,
ou
G, DR o
14 ¥p3 = ’ = onl -
Zmy T Tam, T P11t Vo * Ppp 0 Vo = amalogo  (I1,L0)

L soma dos dois Ultimos termos dos dois membros de (II,A0),
& zero, como se pode demonstrar tendo em conta (IT1,39). 4Ainda se usar-
mos (II,39), & obvio que ¢s termos restantes dio lugar as igualdades

EHER b N bl

. L ) - g
_ No gistema de laboratorio, as equag¢des de conservagio se re-
duzem as seguintes: | |

> >, e |
Pii = P17 ¥ Ppr

(I1,41)
B13 = Byp ¥ Epp

LT . o
Para determinarmos, matematicamente, uma colisao, devernos
[l o’ ) - T

dar os valores de cinco variavels porque as quatro equagdes (IT,41)
relacionam nove grandezas. Podemos escolher, por exemplo, o momentum
inicial da particula 1 (trés grandezas, as trés componentes) e dois
Y 4 il -~
angulos polares da mesma particula apos a colisao,

No slstema de centro de rmassa, as equagoes de conservagao do
momentum, Sa0:

s UG S )
Py * Doy © plf + sz 0 (I1,542)

As trés equagdes (II,L2) d3o, respectivamente, ﬁ;& e ﬁz}-em fungio de
pI? e gg?; respectivamente., Ficam, assim, reduzidas: a seis variaveis
submetidas a ume relagao '

Big * B3 = Elyp *+ EBis

Podemos escolher, portanto, cinco variaveis; por exemplo, o momentum
da primeira particula ﬁii ¢ os dois angulos polares do momentum deste
pirticula apis eclisic. - |
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Plg. 39. Colisao n
sistema de laboratorios.

Centro
de massa
. ml - e -—gh ] mZ
i?._. n mv
+m ‘ 2 T
1 e By,
‘ hv Fig. h0. Colisdo no
mi;'mé - 8istema centro de massa. .

Fig. l1.- Composigao da velocldade da particula
no S. C. M. com a velocidade do centro de massa no

S. L. para dar a velocidade de particula no sistema
de laboratorio, - : . :
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IT,1h. SEGCLO DE CHOGUE

’ : ’ - - ' B ) A,
, 4 arca T DP que ocorre na formuia do livre caminho medio de
usla molecula > .
.Q = 1/aTD~ . = (II,17)

mnede, como vimos, a secg§6.plana que'ela oferece ao choque com outras
moléculas. Esta area chama-se secgio de chogue geométrica total e se
representa com a letra "= 4 formia (I1,17) da a relagio entre a sec-
¢ao de chogue e o livre caminho médio, em um meio em que haja g molécu-
las por cm3.

0 conceito de secgao de chogue @ muito importante no estudo das
colises de particulas, E necessério nio sdmente no caso de moldculas
mas também no estudo das colisSes de outros corpisculos como, por exem-
plo, de eletrons, de ralos X e neutrons lentos com moléculas {para o
estudo da estrutura das moléculas e dos cristais); de protons e de
neutrons com nicleos atdmicos (para o estudo da estrutura dos nicleos
atomicos), etc. Vamos, porisso, dar a definigao geral de secgao de
choque,

Consideremos um feixe de particulas (que representaremos por
particulas 1), com velocidades paralelas e iguais em mddulo, V), (fig.
L2). No parégrafo (II,16), sera dado um exemplo de como Se prepara um
tal feixe de moléculas.

Suponhamos que éste feixe incida sdbre uma outra particula
(particula 2 da figura 1;2) que admitiremos, por simplicidade, que tenha
massa muito grande em relagéo 3s massas das particulas 1. Poderemos,
assim, admitir que a particula 2, ao sofrer colisfo com uma das particu-
las do feixe, tenha recuo pequenc, permanecendo, praticamente em re-
pouso (*). Nestas condicles, somente as particulas 1 serfo desviacas
de suas trajetorias,

£ importante medir-se o nimero das partfculas 1 que, por se-
sundo, sao desviadas por collsao com 2, para dentro de um anzulo sdlido
afl, Gerinido por seus angulos © e P(fig. 43 e Lli) (¥*)

A S Rl o Wy P W T S W Gl U W b W W i S ey W i W A W e

(*) Nestas condig5es; o problema € tratado no sistema de latoratério.

{**} Observe gue o, numero de pgrt{culas que, nestas condigdes, o dete-

tor receke, soO sera igual a¢ numero de colisoes acima referido, se pro-
Tegermos o dgtetor das particulas incidentss., Uma maneira mais ‘precisa

de obtermes este numero consiste em medir o numero de particylas que atin-
gem o detetor gom e sem o alvo e depois.subtrair ¢ segundo nimerc de
primeiro. ' '
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Secgdc de chogue diferencial pars colisao da particula 1 com a parti-
.~ L. T - | L4 -
cula 2, 0%, (8,¥) df., nas condigoes especificadas, ¢ definida pela
i .
rclagao seguinte:

uNfimero de colisSes, por segundo, para particulas 1 emergentes
dentro de 482, ¢ igual az @y, 4O "

onde Jy ¢ a densidade de corrente do feixe indente; 54, tem, portanto,
as dimensles de uns arca (por que?)
Se ny for ¢ nimero de particulas 1 por cms, cntéo §; Vele

13 V12, 3 claro que, o primeiro membro desta relagio, é medido pelo
nimero de particulas 1 contadas no dctetor, colocado & unidade de dis-
tancia da perticula 2 (¥). Portanto, em geral, a sccgdo de choque di~
fercncial varia com os angulos & c .

A secgio de choque total & 2 soma das contribuigdes de todos
os angulos sblidos, en rcdor das particuiaé_a.

-..ioz =favla (G,Y) an

B cvidente quc, no laborstorio nac _podcenios medir diretamcnte
a seecgao de choque da colisao de um feixo com uma particula. O feixo
incidentc, na rcalidede, tombardeia um alvo convenicntcnente preparado.

Se n, represcntar o nunero de particulas por em? deste alvo,
entdo, o numere totel de colisdes por sezundo ¢ per cn’, entre perti-
cules 1 ¢ as do alvo scra: '

T3p(8,7) By ny vy, A0 |
para colisdes que desviem as particulas 1 para o angulo solido defini-
do anteriormentey ¢ cras

&

12 M1 2 V12
para todas as colisGes (*¥) _

. a . 4
Bn ambos os casos, estamos supondo quc a densidade de parti-

culas n, nao sc altcra com as colisbes. O numero de particulas dcteta-
- F +» ~ - . -
des € izual ao numcro de cclisoes sofridas no alvoysc¢ a densidade deste
for sufieicntemente pequena para quc uma particula de 1 colida apenas

T . W s —ﬁ-—--—uﬂ—-—----q——--_--

(**)IntuluiVameﬂtc, podengs T eprescentar a sccgao ge chogue total como
uma arca associadg a oartlcula 2 tal que, cada cu~ ¢e e desvia, por
segundo, uma partlcula do foixe incidente.

et i A s vl -4 Bka e, - e
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con uza varticula 2, desviando-sc pava.o Getetor (fig. Lé e 47).
11,15, SECGADE CHOQUE DF ABSORCAQ

Sc um feixc colimado de particulas 1 boambardecar um alvo 2, zl-
gumas Ges particulas 1 colidirao com as dc 2 ¢ scrao desviadas, O
fcixe de particulas 1 torna-se, com &stc processo, cnfraquecido depols
de atravessar o alve (fig. 48).

0 mlero de partfculas 1, 4T quc scrao dcsviadaes dec sua traje-
téria inicial ao percorrercm di &

i -~
‘onde N, ¢ o niamerc de particulas 2 por e,

Dai
I(ﬂ Ic/”'x
ondq/x & o coeficientc de absorgac das partlculas 1 »adlo mcio 2. B evi-
dentemente o inverso do livrc caninhe mcalo (%) ‘
A =1mey, . o ar,L3)

A formula (II,L3) nos da ua nétodo para medir, cxperimental-
nente, a secgao dc choque total cr'a, basta ncdir-sc Io ¢ I para uzma
cspessura conhcelda x do alvo. - '

II,16. IVFORE L0 _EXPERIMENTAL .SOBRE / DISTRIBUICSO D..S8 VELOCIDADES
ENTRE_4S MOLECULLS DE UM G/S EM EQUILIBRIO TERMICO,

Ja vimos quc um gas sobrc o qual nioc atucn fGrgaé_cxt:rnas,
. todas. as dircgBes das velocidadcs sao igualmcntc provéveis. Quc podc~
mos dizcr sobre os mddulos dostas voloeldades? 4 cxpericnela que des-
erevercmos agora, dara uma infornaglo sobre Gstc problenae
Consideremos um reeipicnte R onde sc cneontra ua gas on cqui-
librio térmico, por cxcnplo, vapor dc nereario a uma dada tcoperatura
(fig. 49). Do orificlo 0 sac wa feoixe de rolleulas. Os orificios
adiclonails 01 ¢ 02, destinam-s¢ a produzir unm feixe colinado (nolée-
culas com velocidades paralclas). Na trajetoria do foixe cstZo situ-
ados dois discos Dy ¢ D, quc lhe sao pcrpendicularcs, situsdos e uma

2
distancia d um do outro. Cada un dos discos tca umna ab;rtura(cogo

(*) Qtserve que, scgundo a efssa notagao, o livrc caninho addic da
partfcula 1 no. fcio 2 vale = 1/n, QYo
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csta indicado na *1gura). Os dois discos cstio montados sobre um
motor que lhcs imprime uma rotagho de velocidade angular W as atertu-~’
" ras cstando scparadas por un dngulo<x

As noléeulas gue -passan pcla atertura do prinaciro disco, sb

- etravessargio o segundo, 8¢ o tempo gasto por clas para porcorrer a
distancia 4 , for igual ao tcmpo cipregado pela abertura do scgundo
para colccar-sc¢ no caminho das mcléculas. Portanto, para uma dada
rotagao w Gos discos, ¢ detetor 26 rcechora mcléculas euja volocldols
v for tal que t=d/mw = &KJ/w

fstc aparélho ¢ chamado sclctor de vclocidades ou moncercia-
dor ¢ o fecixe quec dele crierge ¢ un fcixé nonocronatico (nonocn:rgético).

Exaninando as densidadcs dos depdsitos para difcrintes velores
da vclocidade, obten-Se uma infornagzo prccisa sObre a dilstrituigio das
velocidades do gas consideradc (*). ‘

A expcr1cnc1a fol recalizada por Lemmert (**) con un feixc de
nereurio. fie obtcve o resultado indicado na tabcla abaixo. Na pri-
ncira coluna, colocamos o nuacro de rotagﬁostaim por scgundcj; na sc-
gunda, as veclocidades molecularcs ~*, na terecira, os angulos formados
pclas aberturas ¢, na quarta, finalmente, as rclagbes entrc as dcnsi-
dades dos depOsitos dwe des , obtidas para a velocidade anguler W ¢
para o feixe total

TARELA II
i, | 140 - 190 . 1,89 . 19,1
2,2 190 - 240 | 2,u6 23,2
37,0 ‘; 240 - 290 3,04 19,9
52,14 29¢ - 340 3,61 13,1
. 70,0 ! 340 - 390 1,18 6,8

t
PR . P

(*) JJoprinc-sc, por oXC mplo sos dois disces, yna clocidade dc lu I'Ow
tagBes por scgundc. Lnalisa se, dcpolis, © dchaltO que sc¢ forma Qu-
rante un cc;to tempo, digenos, urante 10 ninutes no detetor. Lepete-sc
dcpols, a opcragac para difer;ntes rota gocs, durantc o nesno intervalo
dz tcrpoe

(%) Observe ¢ue esta cxperifneia g anéloga a dc Fizeau para dctecrmina-
. gao de vcloc1aade da luz. .
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Ga figura 50,

IZ, 17. LEI DE MAXUELL DE DISTRIBUICAO DAS VELOCIDADZS ((ZTODO DAS
COLISHTS) '

[GRN

A curve experinsntal

A experiénecia anterior mostra que a distribuicio dos mdédulos
das velocidades entre as moléculas de unm gas, nio & un1f0¢me. Zxami-
nando a curva 50, vemos que, na unidade de volume de um gas em equili=-
brio te“mlco, encontra-se wn maior nlmero ce moléculas com wnme ce“ta
velocidade, a velocidade mais provavel e que € menor o numerc de nolé-
culas dotadas de outras velocidades. B, praticamente nulo, o numero
de mocléculas com velocidade muito pequena ou muito grande, en relagio a
éste valor.

. Esta curva cbedece a uma lei de distribuigao que estatelecere-
mos neste paragrafo, a lei de distribuicao de Maxwell. Ela é consequén-
clia de uma nove condigao que devemos impor, a saber, a de que as coli=-
sOes entre as moléculas se deven processar de tal modo que o sistenma
gasoso nommanecga em equilibrio,

- Consideremos duas moléculas que ecolidem, Sejam ﬁzi e pzl

as suas gquantidades de movxmento antes e plf e paf’ as quantidades de
movimento depois da colisaoc. Representemos esta colisso por

- = ' '
b1y T Ppy > Pie Bop (a)

Chamaremos colisfio inversa a colisao. reallzada por dugas Qu-
tras moléculas tal que

— —y ey —
Pie + Bae ——> Ty * Ty (t)
L Por definigao, o gas estd em equilftrio se, na unidade de
volume, simultaneamente com cada colisdo, ocorrer uma colisdo do tipo
irversc. Em outras palavras, o ntmero de colisdas, por segunda, 4o
tipo.(a) na unidade de vclume & igual ao nimero de colisBes do tipo ()
na mesma unidsde de tempo ¢ de volume.
0 primeiro numero vale_ .

3 -, .3 5. 3 P17 Pai)

=10 (pyy) &7py; 1 (Byy) @7py——65,(6, P) a8, (II,LLLL)

»

once n(pll) é pli & o nimero de moléculas cujo momentum csta comnreanai-
—

do entre pll e Py dp11 . Andlogamente para n(pZi) dPss. g iS}p



~§6-

-~

szo 08 anzulos polares do momentun de uma Gas particulas ro sistema de
centro de massa, apos a colisdo. ¢'{i, & o angulo solido dentro Go qual
se deve encontrar éste Gltino momentum,

0 nimero de colisSes inversas que ocorrem durante a mesma uni-
dade de tempo, na unidade de volume, é&, ggﬁlogamente:

=
’ P - P C
V= nal) Ppyp a5 7py SMEEey, (8 91y af AT ls)

0 estado de equilfbrio termodindmico & aquele em que as duas.
frequineias ds colisGes sBo iguaise

D= Y (I1,46)
Pode-se provar (apéndice II) que
= ! 3 - a2 3 = a> - =
afl J = al  , @%pyy = &gy 5 4%pyy = APy, O = 64, ¥

Além disso, j& sabemos que

= =
P =~ Ppi) _ |Bap - Por
m 413
e que -
| -~ Sip = .%

0 resultado destas relagdes ¢ que a equagdo (II,L6): se torna
a seguinte: ' | i
n(Byy) n(82;) = n(bye) n(d2p) (IT,47)
Como, na auséncia de fargas externas, n(ﬁzi) nao depende de
z (*) (pois pelo principio do caos molecular, a densidade ndo depende
da posigdo), segue-se que n s$6 pode depender de P=e Portanto, a re-
lagao (IILT) é: > > 2 >
- n(Pli) nCpZi)_= n(Plf) n(pzf)
Como as colisBes sio elicticas, hd conservagao de energia
cinética: : > > >

2 -
P13 ¥ Pz3 = Pip * Ppr (II,48)
e, por -~cnseguinte: o -
n(x) n(y) = n(z) n(xty-z) _ (I1,49)
onde pfi = x, pgi =y, pff =z

Derivando ambes os memkros de (II,[9) em relagao a x, tendo

e gy S Ay T A et Beb Sy S Ay Sy T Y Wy Y W W




n'(Pii) n' (P%I- + pgf pii) o
reaulilios e e d RS C X
n(py;) B (Prg * Poe - Py)
onde a linha indica derivada e ¢ é uma constante. De (II, 50}, con-
clue-se que: | '
n(p*) = n(o) exp [-ab?] B - (II,51)
Como p = v, pode- .Se escrever (I1, 51), sot a forma: :
‘n(v%) = n(o) exp [-ﬂva]_ ; /3 = da’ (I1,52)

" - >
gue e mails familiar,

Calculemos as constantes n(o) q,{} 0 nimero de moléculas poTY
vale, evidentemente: ’

o _
n= [ (A av = no) (m//53)¥2

resultado que & ottido substituindo-se, na integral n(va) pelo seu
valor (II,52). Dai concluimos que n(o) vale.nQ/B/WT)B/Z « Portanto,

n(v%) = n(/O/ﬂ)B/aexpt ﬁv ]

0 nimero de moleculas com velocidade entre v e v + dv vale

(fi e 52)
€ ’ LLT'n(vP) vedv = Liin (ﬂ /i"()B/2 vaexp[ ﬁvz]dv .

Até agora estudamos o caso de um gas puro._ Quando o slstema
é uma mistura de dois gases; teremos a considerar: (a) colisoes entre
moléculas do gas numero 1 as quals, em equillbrio,_obedecem a distritui-

géo nl(vz) = hﬂnl([f) /W)j/e.' exp{ -/3 lv“]vzdv (1I1,53)

(b) colisGes entre as moléculas do gas 2 para o qual vale, analogamente,

I'-!—.(VZ) an n, (ﬁ)z/ T')B/Z exp[ ﬁzvzj vzcw (II,5.4)
e, f¢nalmente, (¢) colisdes entre moléculas do gas 1 com molaculas do -
gas 2. Weste caso, temos, no equilfrrio:
- 2 ' — 2 i 2
| 8y (viy) na(VZ = 0y (v3g) ny(v5e) |
gue se torna, se substituirmos vZ pelo seu valor obtido a partir da
equagao Ge 00?serva’ao de energia cinetlca

Ny (x/my) n5(y/m,) = nl(y/ml) na(x+y-z/Q2) S (11,55

onde
- 2 2 = v
TR YR H Vs 2% Iy

- g - r
VPR SRS SOOI S Pl A




18 -

Logo, por (II,53), (¥I,%4) o (II,55), devemos ter:

exp [ -/3 &x/m:] expi:-/j EY/mZ] = exp [ﬁIZ/mlzexpg-ﬁz(x*'Y-Z)/ma

de onde
S L. o1
ml m 2 °?
¥, uma constante.

- L
A expressao para o numero de moléculas de massa & com velocidade -

”
¥ e, portanto:

n(v?) av = n(w/27 m>72 exp[—mva/Z'b’] dv (I1,56)
A energia cindtica média, vele:

{Ep = 3%/2 , |
Por outro lado, como {E} = (3/2)kT (parégrafo (I1,4), deve-se ter:

¥ = kT | (II,57)

- Finalmente, tendo em conta (II,57), podemos escrever:
- \ ) )
n(v?) = n(n/2 k0> 2exp( -mv2/2xr § (11,58)

e, portanto, o numero de moléculss de massa n com velocidade entre '
e v+ dv, em um ges em equilibrio térmico a temperatura T, é:

hﬁn(WZﬂkT)3/2 ve c—:xp[ -mva/akT] ave (I1,59)

A figura 53 mostra hrin(va)va = dn/dv como uma fung¢ao Ge ¥, para

a tempcratura Z. O valor V . Ga velocidade para o qual a curva é

maxzma, ¢ a velocidade mais provével. Calculos faceis conduzem-nos ao

seguinte valor:

= 1/2
Vmax = (2kT/m)

‘para a velocidade mails provavel (*). O maximo de hTTn(vz)vz oktide

T e W e et ity T D Ry U (e s T i i o et et e S e

(*) Se usarmos a formula (I1,58) vemos que o valor médio da velocidade

y ¢ - . n(vz)vd3 . -
<V>=f- — = N¥E ¥/

Por outro lado, jé vimos que, da equagac da pressﬁo, tem~-se
{v&Y = V3T /

o que deixa claro que <v>”§v2> 1/2 na recalidade, nao coincidem (com-
pare com o quc foiditono paragrafo I1I,11), Otserve ainda que

(l/v} L/ <vd, isto &, {1/v) # 1/ &> (o valor médio de
I/v nao 001nc1de com o inverso do valor médid da V Je

.
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FPlg. 51, Colisdes do tipo (g) e do tipo (b). Os
momentos inilclais das duas particulas, em um dos
casos, sao lguais aos momentos finais, no outro.

Fig. 52+ Volume entre as
esferas de raios ¥y e v + dv.

B V
vmax . ’

, . Fig. 53. Curva de Maxwell. Viax
e a velocidade mais provavel.



Fig. 54.
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23 3 F= M
fazendo v Viax ©

- \
| n/e g2 1 iy M2
Vi (atcissa correspondente ao méximo da curva) cresce com T como
ax , :
VT ; o adximo decresce com T :como 1/V7T s de modo gue, o produto X

Vmesx X Haximo da curva é ‘independente de I. 'Este produto_ &, também, in-
dependente de m.

II 18, LEI DE QISTRIBUIQKO DA EEERG;A {BQL:QQEL)

Un sistema de g particulas (moléeulas, atomos, etc.), pode ser
dlstrlbuido .entre os varios clementos de volume do reciplente que o con-
tém e entre.os elementos de volume do espaqo das velocidades (ou das
quantidades de movimento); isto &, ny corpusculos podem estar na celula
de volume dx, | dy, dzy ¢ ter quantidade de movimento entre plx’ply’ P1,

@ Py, * dplk, ply + dply’ p1z dplz 3 n2 corpisculos na ¢élula

dxa dya dz2 con guantidedes de movimento entre Poys p&y’ Poy € Ppoy dpax,

pZy dpay’ Po, + dp22 y etce Se adnitirmos que o sistema esteja cn

equilibrio termodinamico, qual & 2 probatilidade de encontrarmos um cor-

pusculo ne célule dxk dyk dzk (espacial) e com quantidade-de movzmcnto

en dnkx dpky dpk» > A ¢iviszo do esnago das coordenadas ¢ das guanti-
dades de novireato c tal gue -0s corplisculos em cada célula J tén a

mesma energia Ey. Porisso, nio distinguiremos catre si os corpiscules
dentre de cada célula.

-

Sz n represcntar o numcro total de corpusculos ¢ E, a sua energia,
a repartigao dc p sobre as células deve satisfazer a conéervagao 4o
numero &c corplisculos ¢ 3 ronservagao de energias

Chamarcnos de péso de uma distribuigao ao nlmero de maneiras em que ela
poae ser realizada. Bste niamero & thido perzutando os pn cornusculos

entre si, considerando, norem, que as permutagdes- dentro de cada celula,
nao dao- possibllidades diferentes e, portanto, o peso é (apéndice V)

n
W(n n,, —--) = .

O estado de equilibrio & &gora deflnido eomo acuele cujos ny tornan W
naxime. :

£ conveniente achar o miximo de log W( em vez do de W ), que &

T T
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fungao crescente com W, Devenos, p01s, achar o maxiac de

logﬂ*ﬁz ﬁ;nii

sendo A e /3 independentes de ng e ‘
- Limitar-nos-emosan, ny, n,, --- nimeros muito grandes. Neste
caso, podenos usar-a formula.de Stirling.

log al = n{log n - 1)
0 maximo procurado e, pois, o de

n(log n-1l) --2-11 (log n. -.“L) -2; /l z n;Ey

Derivando esta expressio em relagfio a n; e anulando-a, temos

- log ny-l - A _-[‘BEi =0

s exp-/3 5, ]

| ' ; ' ei&:p[-l = als ",
que € a lei de Boltzmann. : |

Como /3 é independente dos ny, a especiallzagao desta formula
a0 caso em ¢ue as energias sZo as energilas ClnetICES das molécilas de

um gas nerfeﬁto da k} . Temos ainda:

n vexp[—Ei/l:T]

nfm

e a probabilidade de encontrar um corpusculo em dxdydz e .dp dp dp
é .

Dai

ny
onde

A

dn exp[qm/kT] dxdydzdp dp dp
n ,f axp [-E/kT] d}.dydzdp dp,dp,

4 energiz E e, em geral, fungho dos x e dos B, de um corpusculo.
Casos particulares desta lei sfo a lel de Maxwell ¢ a equagzo baromé-
trica.
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APRYDICE T

r

No paragrafo (II,9), sb nos interessamos pelo valor médio dos di-
ferentes percursos livres, Pode-se calcular, ainda, como os caminhos 1i-
vres se distribuem em torno deste valor médio,

‘ Representemos por £ (x) a probabilidade de qué uma particula per- - -
corra a distancia x Sem sofrer colisfo. A probabilidade de que ela per-
corre a distancies x+dx sem colisio é f(x+dx) que consts de dois fatores:
(1) protabilidade de que percorra a distancia X sem colisao, isto é,

£(x) e (ii) probabilidade de que percorra o segmento posterior dx ainda
sem colisao. |

A probabilidade de que esta molécula sofra uma colisdo em dx &
proporcional a dx, isto é -vale a-» dx onde a é uma constante., A- pro-
babilidade de que nio haja colisao no_ caminho dx é:

1l - z-dx |
A fungao £(x) pode ser desenvolvida pelo teorema de Taylor:
N £lxkdx) = £(x) + £'(x)dx = £(x) (l-adx)
logo ' - T |
f'(x) = .af(x)dx
£(x) = Xk exp[;ax]

que da a lei de distribuigao dos caminhos livres,

4 constante k vale 1 porque a probabilidade de que a particula
percorra a distancia zero sem colisio & a certeza. A constante g é o
reciproco do livre caminho médio, porque |

‘e _ fx.f(x)dx _”I-L_

J f(x)dx s

A distribuigao £(x) ¢ importante porque nos permite calcular a
proporgac de moleculas cuao livre caminho esta entre Xxexdx . De
fato, n[f(x+dx) -f(xi} & o nimerc de moldculas par cm3 cujo livre ca-

minho esta compreendido entre X e xtdx (por que?), logo a proporgac indi-
caCa acina vale

PCerdx) -£(x) = -£(x) dx/ K
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Na demonstragio da lei de distiibuicao de Maxwell, usamos as

ralagoes
dpjy- = APy

<]
-

8
i

i
dP2e
enire os elementos de volume no ospago dos nomentos, e
dr\&' = d{lfl
entre os elementos de angulo s61ido, no S.C.M.
Na figura 5l estao representadas duas moléculas de centros O
2, os vetores Vi3 © Voy Tepresentando as velocidades inicilais,
1sto e, as velocidades que as moleculas tinham pouco antes do choque.
Na figura segulnte, levamos os mesmos vetores na mesma origem 02, sendo
0,0, , a linha dos centros das duas moléculas. O vetor Cli CZi que vai

de Cll a CZi’ representa a velocidade relatlva. So0bre és te ultlmo,
tomemos um ponto S tal que

1

Ci4 S/'CZi S = ma/n:!1 R S e a ve;oclda-
Gc.do centro de massa das duas moléculas, Desta Gltima igualdade resulta

que
C13 S/cliCZi = my/(my+m,)
e, por conseguinte '
08 = Ofy; * CpyS = (pyy + Byy) / ENEN

Como o choque & inelastico, & ‘componente das duas velocidzdes
segundo a reta perpendicular a 010?, n3o se altera depois do choque;
a componente segundo 0109, muda de sinal. Por conseguinte, as velo-
cidades depois da colisac sho 5Cypy SC,p (relativamcnte a $), ou
0,C1py 0,Csp (relativamente a 0,)s Vemos, pois, que o efeito do
choque Tol uma rotaggo, en torno do ponto S, dos vetores SC ¢ SC
que passall as posigCes oclf e chf.

£ evidente que esta rotagooc nfo deve alterar os elenentos de
volume., Compreende se, assim, intuithamcnte, que valham as igualda-
des Incdicadas no comego deste apéndice,

21
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No calculo da lei de distribuigao de Maxwell, encontramos

integrais cujos rosultados mostraremog, rapidamente, como sc obtem.
A primeira integral &

(rJ2 - Lf:e"‘zdx] f+7*°° “(x +y2)dxdy /21;9/ S’d? -

Dqﬁ, _ e
| J;m e P e a2 Nw/3
Lo xzdx—(l/h)\lﬂ/ﬁ
f e /%% iax ,c3/8>@?_

Vo - '- I_
e e /7 cl/a)f-% B ) - v2/3.
° i T | A

n

)

APENDICE IV

0 numerc de moléeculas com v91001dade entre o e k é proporcional

b SOV 2

Integrando por partes, vem .

fa"e"ﬁ""'v dv = [ )/Zﬁl"‘(l/af) /3" dv

'Agora

[P )/%*(f v ”..4%'-)/2/3-,
[T (m'ﬁ*‘- zﬁ+(f o7 civ /2/3

Portanto

o a - b .': -
['b%.'_'ﬁ." v dv :[4(v@-éyl)/2ﬂ]a+ T

Ja.

O,



_— _Rnp* ' aux 22 - )
+1/2A{; b? /3b+J:b% 'vdv+&eﬂ‘v‘4aa.ﬂvdv:’

. . ,.- . . Y_ . - ‘= )
0 calcwlo final sé pode ser feito numericamente, Existen tatelas que
- . ’ .
fornecem os valores das integrais que aparecem no calculo acima.

APSMDICE Vv

S

Para compreender bem o que estd dito no texto (pardgrafo 11,18),
vamos anallzar, em detalhe, o que & uma distribuicio de particulas
idénticas, no sentido 14 indicado e o que @ DESC estatistico desta
distribuicio. .

Consideremos dois recipientes 1 e 2, de masmo volume, mas que
poden ser distinguidos por alguma gualidade (a car, por exemplo). Pro-
curenos saber como se podem distribuir, entre ambas, n particulas in-
dependentes., Comecemos com apenas uma particula. Podemos coloca-la
no recipiente L ou no recipiente 2 temos, assim, as duas distribui-
¢des indicadas. abaixo a

1 2

4, o (caso I)

ot ra—

a (caso II)

- [4 .
Consideremos, agora, o caso de duas particulas 43 @ a,..Podenos
” . .
coloca-las assim:

1 2
O 29 ay _ ' : (caso I)
| a; a . (caso I1T)
a; ; ay (caso III)
az _ i 2l (caso IV)

Como as duas particulas sgo.idénticas,(por exemplo, duas tolas krancas)
€, eomo podemos distinguir as duas caixas uma ds outra, € claro que
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podemos observar a distribuigao I, podemos observar a distribuiche 1L

o’ . ot — e . )
e tenben obtservar a distribuigao IZII mas nio podemos dizer se esta
Ultima € a III ou a IV, Como a distribuicho que pde uma particula em
cada calxa pode realizar-se teoricamente de duas maneiras distintas
(I1I e IV), dizemos que ela tem nésc 2.

Passemos ao caso de tres pertfculas idénticas='al,aa,a3. Podemos

coloca-las nas duas caixas como estd indicado a seguir:

. 2
% %2 33 | _' (casc I)
S8y aé_aB | (caso II)
% %2 a3 _ | (caso IITI)
1 %3 P _ ," a5 ~ (caso IV)
i 32'33 | | _‘~_- | :?1; 1 {caso V)
.a3. - . ' ' é; a, . . (caso VI)
'L 5 e § (caso VII)
"2 ..  751 o3 .. (caso VIII)

Temos, assim, as distribuigdes:

tres partfculas na caixa 1 e nenhuma na caixa 2 (coim péso 1)
trés particulas na caixa 2 e nenhuma na caixa 1 (com péso 1)
duas particulas na.caixa 2 e uma na caixa 1 (com pdso 3)
duas particulas na caixa 1 e uma na caixa 2 (com péso 3)

Mo caso de ginco particulas, o leitor mostrari facilmente que
temos as seguintes distribuigles possiveis: . o

cinco particulas na caixa 2 e nenhuma na caixa 1 (com péso 1)
cinco particulas na caixa 1 e nenhuma na caixa 2 (com péso 1)
guatro partfculas na czixa 2 e uma na caixa 1 (com péso 5)
quatro partfculas na caixa 1 e uma na caixa 2 {(com péso 5)
’trés particulas na caixa 1l e duas na caixa 2 (com paso 10) Lt
‘trés particulas na ceixa 2 e duas na caixa 1 (com péso 10)
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Assim,ciziancs ¢ péso de uma distribuigaoc ao nimero de casos indis-
tinguiveis segundo os quais uma distrituicio pode ser realizadas Em’
- - Y
geral, o peso de uma distribulgao de n particulas identicas, das quais
. »
colocamos ny na calxa 1, n, na caixa 2, @
W( ) ni
n,) = v
Ay: B2 11 ol

sendo n. + a. S n . Ohserve que este valor é o coaficiente do Lermo
-1 2 4

n. n
a 1 b 2
do desenvolvimento binominal (a+b)® .

Podemos inferpretar um termo genérico deste desenvolvinmeato
da seguinte maneira:sea represeatar, simbolicamente, uma caixa e L,
a outra, os -xpccintest de g e b, indicam os nGmeros de particulas
nas caixas correspondentes. O coeficiente do termo da o péso Ga
distrituigio. O nimerc total de casos & a soma Cos pésos de todas as
distribuigdes e é obtido na formula fazendo.a = h = 1 e vale, portan-
to 27, ‘ ' -

Pelos exemplos anteriores, vemos que, cadas p particulas, -
distrituidas entre duas caixas, dos 2% casos possiveis, ha distribui-
QSes com pésos naiores do queoutras, B claro que, pela definigzo
de peéso de uma distribuigBo, as de malor peso sio as gue podexm cer
realizadas em maior mimerc de vezes, com maior frequencia, portanto.

Para p caixas, o peso de uma distribuicao em que eutrem ny
particulas na caixa 1, n, na caixa 2,..n, na caixa p , é:

ni

Winy, nZ-—-np) - 'nli n,T---n_1

| E aqui evidente o postulado fisico de que o estadc Ar cgui-
1frrio de uma gas deve ser a distribuicao que mals se repcte; isco é,
a distribuigao gue, tendo maior nimero de casos possiveis, spresenta-
se mals frcquentemente porque o gas estsd passando de um casc possivel
a outro que apreendemos como se fosse apenas uma distribuigzo; :
la distribuigao em que o gas tem maior oportﬁnidade de permanccer
idéntico a si mesmoyé, enfim, a distribuigdo que tem pEso maxino.

£

aque-
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PROILIIIAS
“1, Sc 1020 moléeulas de oxigenio, por segundo, chocam-ge

contra U} cm? de wna parede, com velocldade de 1100 n/seg, gue faz um
angulo de L5 com a parede, quc pressio exercem sohre ela?

2+ Unma particula de fumo em movimento browniano, esté, nomen-
taneamente, em rcpousc. Quantas moléculas de oxiaenlo, ccm velocidade
de 400 r/scg terian de colldlr, elastlcamcnte, con ela, si wmultaneamen-
te, afim de iaprimir-lhe uma velocidadd em nodulo, de lmm/seg ? Ad-
mita que a particula de fumo & 1 )6 - .10-]LZ
molécula de oxigenio.

vezes nels pesada do que unra

3. Qual ¢, em oV, a cncrgia cindética média de neutrons térmi-
cos (neutrons em equilibrio com as moléculas de ar a temperatura ambicn-,
te, digamos, 300° K)? Eletron-volt, por definigdo, ¢ & cnergia que um
eletron adquirc ao atravessar a diferenga’ dé“potencial de um velts a'
quantos erg equlvale 1cV? ' L

e Qual ¢ a energia cindtica mcdla de partlculas en unillcrlo
a 20 000 000° C (temperatura do interior co sgl) 2

5. Que temperatura haveria em um gas de particulas, em equili.
brio téfmico, cuja ecncrgia média individual’é da ordem de 0,77 ¢V?

6. Qual ¢ a arests de um cubto que conté um gas, em condigbes
normals, o numero de moleculas sendo ﬂgual a populagio do Brasil?

7. Qual é o nimero de mcléculas por cm> de hldrogenio a 300 K
e sob pressio de 1 em de Hg? Qual é &ste ndmero a 1000°K e O,1lmm de Hg?

8. Chama-se velocidade nédia quadratica & raiz gquadrada do
valor acdlo do quadrado da velocidade. Calcular a velocidade nédia
quedratica dos atomos de argon, em eguilirrio a 300°K, de moldculas
de oxigcnio em equilivrio a 300°K? '

9. Quantas. colisdes sofre, por scgundo, 1cma de una superf{cie
exposta ao ar anmblentc, em condigdes normais; satendo-se que a nassa
nolecular média do ar ¢ 29?

.10, Qual & a temperatura equivalente a encrgia de um feixe de
eletrons que atravessam a diferenga de potencial de 200 volts?

11. Moléculas de hidrogfnio a 0°C movem-se, con velocidade me-
dia de 1700 n/scg. Qual;é a distancia total pércorrida pelas noléculas
de lemd por segundo?
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Sgtendo=-se auc occcrren 2 ¢ 1029 colisbes por segundo ca lcms
dc hidrogénlo, qual ¢ o livre caminho nédio molecular?

12, Calcular o nimero dc choqucs, por scgundo e por cm3, el
condigocs nornals, para o argon, o hidrogenio, o neonio, o oxigenic ¢
o nitrogenlo.

13, Dois gases A ¢ B tem massas ﬂolccu*ares 99 ¢ 81, rcspec-
tivarente., O gas 4 ten un calor especifico a pressao constante de
0,0807 ¢ B ten um ezlor especifico a pressdo constante de 0,08L. Cal-
culc os calores nelares a pressac constante ¢ diga sc esses gases sao
nono, 4i ou poliatonicos. .

1. Uns tomba de difusdo de Hg rzaliza um vacuo de cérea 4.
1072 mm de Hge Qual & o livre caminho médie do hidrogénic a 0°C ¢ a
esta pressac sabendo-sc que o livre cauminho médio a zero graus € a
pressac normal ¢ 1 ;12 « 10 5cm ?

15. Mostre que, pela conscrvagao de-energia ¢ de quantidade
de movimento, ndo & POSmiV 1 que duas part;c ulas colidam ¢ saian jun-
tas. . . _
_ "16. Sabcndo~-se quc a composiqﬁo'dc ar no nivel do mar é
igual a 78°% ac ¥, 21 % dc 02'9 1% de A, provar gue a massa molecular
média & igual a 29.

| 17, Usando a f£érmula barcndtrica, mostre que se obten a
scguintc tatela para as pressces 6o ar aéiltindo-se que a temperatura
scje idcalmente iguel =2 273°C cm todas as alturas.

Altura (ka) i Pressao (mn de Hg)
0 ' o ' 560
1 : - 670
_ 2 t 590
.3 ; 520

18, Conhcccndo-se a composigho do ar ao nivel do mer,qusl
¢ @ ‘compisigio a 1C km supcndc-sc que entre Okm ¢ 10ku, 2 temperatura
nédia Paa de =-20°Ceo Qual a connosigac a 50 kna suponuo -S¢ una tﬂﬂ-
neratura nédia de entre 1C ka e 50 kn seja igual a -50 c?

19. Tracc a curva de Hoxwell de (urtn(vz)vz) /1 cono fun-
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gzo de ¥ psTa 111»16?3;110 a 0°C e a 500°C para oxigéenio a 0°C.e a 500 C.

20+ Calcule a perecantagem das moléculas de nl*“ogenlo s 0°C
cujas velocidedes estejam entre zero e 100 m/seg, entre 100 n/seg e
1 kn/seg entre 1 e 10 km/sez entre 10 = 50 km/seg.

2l. Considere a colisfo no sistema em que as leis de conser=
vagio de energia & quantidade de movimento sao (II,33'5 e (II,34).
Quantos paf%metros independentes existem? Deé um exemplo dos gue pode
es¢olha?, |

22, ¥a experiéncia de Bucken (paragrafo II,7) calcule a cnerw
" gla necessaria pzra excitar o estado de rotagfo das moléculas de hi-
arogenlo. '

23+ Zartman determinou a distribuicao de velocldades nas
- moléculas de hismuto, utilizando o aparelho da figura 55, O feixe de
moléculas deposita-se na superffcie interna do cilindro C, no ponto A
quando C esta em Trepouso, Quando o e¢llindro gira em torno do seu pro-
prio eixc, as mo;eculas se dezpositam ao longo de um arco sailndo de A.
0 raio do cilindro sendo igual a 5 cm e a sua velocidade angular, 241
rotagles por segundo, qual a velocidade das moleculas que se depositam
-no ponto 4, o arco 4 4, sendo igual a 1,8 cm?

¥



(a)

(b)

%

S

[
R

.‘\'D
L,
L]

Fig. 55. Método de Zartman e Ko de verificacgio
experimental da curva de Maxwell., Em (a) um feixe
colimado atinge o ponto A do interior do cilindro em
repouso. Em (b), o cilindro esta girando, o feixe
* € interrompido pelas suas pafedes (indicado por B)

mas_as moleculas que passaram pelo orificic, na po-
sigao (a), depositam-se no interior do eilindro, em
pontos do arco AAl. ‘ : :
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CAPITULO IIT

Eouagao de Bstado dos Gases Reais

IIT, 1. Introducao Qualitstiva

As moléculas dos gases perfeitos nio exercem férgas de atra-
géo mituaj comportam-se como diminutas bolas de bilhar que sé modifi-
can seu estado de movimento ao se tocarem (repulsio instanténea que
define a lmpenetratilidade de tais esferas). A teoria assim desenvol-
vida vale, apenas, para oS gases existentes na natureza, afastsdos das
condigdes fisicas de condensagio; assim, nas condigdes normais, os
gases raros (hélio, argonio, criptdnio, xendnio e nednio) sio bons exem-
plos de gases perfeitos (seus pontos de ebulicao sgo, respectivarente,
~268, 9 c, -185, 7" C =152, “c -107,1 C, =25, $°C). O mero fato de todos
0S gases poderem scr liquefeitos, e wna prova de gue as moléculas se
exercem atracoes matuas e9 conscquentemente, a teoria dos gases per-
feltos delxa de ser valida para o0s gases en condicoes de pressao e
temperatura nao muito afastadas das condigoes de condensagao (*).

Devepos, portanto, corrigir a equacao de estado dos zases per-
feitos afim de obter a dos gases ceais. &4 primeira & a seguinte:

C " pV = VR '
onie 3 € a pressao, K 0 volume que o zas ocupa, I a tempe“atura e =
o nimero de moles do volume V.

~esulta desta equagao que o volume de um gas perfeito tende
para zero, quando a pressao exercida aumenta indefinidamente (2 ten-
peratura nermanecendo constante) ou cuando a températura do gas tende
vera zero, & pressho constante. fste resultado é, evidentemente, ab-
surdo: cada molécula ocupa um pequeno voluime flnlto? da ordem de

. (%) 0 leitor fara bem em consultar uma takela de constantes fis icas,
por exenplo, o Handhook of Chemistry and Physles (Chemical Fubbter
Publishing Ceo.) e ver en que condlgoes outros gases podem ser consi-
aerados perfeitos. :
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10720 o3, Por conseguinte, o volume minimc de um gas seria igual a
soma dos volumes préprios de cada ﬂolécula, acrescentado dos peguenos
espagos vazios, exlstentes gquando $0das elas se tocam (flg. 56 (2)}.

. Cnamando_g eatG volume limite, veres que Y deve tender para
, e n3o pera zero, nas condigbes especificadas acima. Assim, a equa-
gZo de estado dos gasos perfeitos com moleculas ‘de extensdo finita

(nfc puntiformes), & a seguinte:

p(V-b) = ®ERT

Devemos, agora, levar em conta as atragoes mituas das molé-
culas de.um gas resl. Uma moléeula no interior de um gas estd, em mé-
dia, submetida a fOrgas atvativas de todos os lados (figura 25), as
flutuagaes 20 acaso das moléculas que a rodeiam, dando lugar a que a
molécula seja impelida ora numa,ora noutra diregao. GContudo, uma mec-
lécula dirigindo-se para uma das paredes, ¢ pouco antes de colidir com
ela, estara submetida a forgas de atragdo das moléculas que permanecem
no interior do recipiente. BEstas forcas dao ume resultente que age
em sentido oposto a quantidade de movimento e, consequentemente, a
pressao sobrc a psrede (estamos supondo despreélvel a atragao da pa-
rede sotre as moléculas do- gas; ‘'quando isso n3c se da, fendmenos como
o de adsorgao do gas sobre estas paredes, ocorvem; 1isto, allas, se
da sempre e'constitue um protlema de alto vécuo) . Portantc, a pres-
sfo de um gas reel & inferior a que seria exercida por um gas per-
feito, nas mesnas condigﬁes de volume e d¢ temperatura. O termo que
devemos suttrair de presszo de um gas perfeito é: 1) proporcional ao
" nfmero de moléculas por em’, que exercem atragho sobre wms que se di-
rige contra a parede, isto é, proporcional ac inverso do volwnc;
2) proporcicnal, evidentcmente, ac nimero de moléculas que se chocam
com a parede, o qual por sua vez, ¢ proporcional ao nimero de molé-
culas por unidade de volumc. ,
_ 0 termo corretivo @ gassin, invo“samente, proporcioral ao
guadrado 4o vclume do recipiente: a/VZ.

Uma das cquagdes dos gases reais, &, portanto, s seguinte:

(NET)/(V-Y) - a/VZ , ou  (p + a/V2)(V-b) = ~ RT

que € a ccnhecida aquagao ée estado de Van der Waals.



k 2 ,
Elenento (en cm?/étomo-g:ama) (en atmosfere-cms)
He 2l 3.5 + 104
Ne 17 2,1 » 102
A 3243 1,35 o 102
Kr 9,8 z,L0 - 10
X 51,5 4,10 - 108

Valores das constantes g ¢ b da equa-
- ¢ao dos gases recais, para alguns gases.

TABELA XIII

P
(em atmosferas)

PV (unidades arbitrarias)

'Observado
por Amagat

Valcr de
- Van der Waals

1
45,80
8l,16

110,47
170,01
233,58
329,14
398,71

1000
781
399
L5l
643
807

1067

1248

1000
782

- 392
158
6h2
805
1067
1254

Comparagac entre o valor de PV cbtido por Amagot
20°C ¢ o velor caleulado por Bames ,

pera o etileno a.
usando a equagao

de Van dcr Waals,
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-, Pig. 56+ - (1) Recipiente de volume V contendo
un gas em determinadas condigoes de pressac e tem-
peraturas (2} Volume limite que teria um gas per-
feito de moleculas nao puntiformes, no zero abso-
luto.

5

L \Hﬁi‘ds |

| Fig, 57. A pressao exgrcida pela
parede sobre o gas que esta contido no
recipliente, vale -gd5. O elementc de
area dS5 e orientado de dentro para fo-
ra do recipiente. .
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I1I, 2. TZOREMA DO VIRIAL

A equaggo de Van der Waals, em particular a equagio Gos gases

perfeitos, pode ser estabelecida, de uma manelrs muito elegante, & par-

tir de um teorema devido a Clausius, chamado teorema do virial., Uma
particula submetida a. uma forga F tem um movimento que obedece 2 equa~
cao de Newton:

v F

a¥=F SRTRE
N Multiplicando- se, escalarmente, ambos 08 membros desta equagas
por x e levando em conta que T
od : " o . .
. I &2, 2.9.%2
. 2 at?

obtemecs a seguinte igualdade:

Z 2 ( 2 =F.% + m(x)2 - (I1I1,1)
2 4t ‘ .
0.estado macroscopico de unm gas encerrado num recipiente de
paredes fixas e en eouilib;io nao varia com o tempo. Portanto, qual-
quer grandeza somada sobtre todas as moleculas néo deve depender do
tempo., Em perticular, temos o

—%—,&-[Emi (?1)2]'-' o e

a ‘soma sendo estendida sdbre todas as moleculas. IDaJ(III,l) e de
(I11,2) resulta a seguinte equagao: ‘

/2y my (TP = ¢1/2) 310 a?i,'f-?i ) (111,3)

A expressaoEZf(xi, r ) chama~se virial das forgas. O teorema
Go virial consiste nalultima equagac e diz que a energla cinet* : de
‘translagao de todas as moléculas do gas & igual a metade neda+1vd do
virial das forgas que atuam sobre as moldculas.

ITI,3. EQUACAQ DE ESTADO DE UM GAS: EQUACAC DE VAN DER WAALS.
O teorema anterlor nos vai permitir obter a equagao de estado

de um gas, em fungio das forgas intermoleculares. Bste método é impor-
tante porgue nos mostrara que, a cada hipotese feita sotre estas forqa

L3

-
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correspondera uma equagao de estado. Naturalmente, as hipéteses deven
ser plausiveis e corresponder z rcalidade. 4 dificuldade de obter uma’
equagao exata, provén do desconhecimento da forma precisa da interagso
entre as moléculas de um gas real., A equagao de Van der Vaecls hascia-se
na existencia de forgas de repulsio muito intensas entre as =oléculas,
quando elas quase se tocam, e de forgas de atragio fracas, quando estao
afastadas. Veremos também que a equagao de Van der Waals sd vale para
pequenas densidades dos gases reails,

As farggs que atuem sobre as moléculas de ua gas podei Ser
consideradas como a soma das forgas externas F (por exemplog as for-
gas da parede sobre as_moléculas nas colisdes com esta) e forcas de
-interagao molecular F.ne O teorema do virial escrove-se, neste caso:

(W2 Fim w® = -/2) ZAG, Fy) - L@ TG ) (@I,

Admitamos que as fargas entre as moléculas sejam centrais

7l 1{?‘11% F (rg,) (III,5)
i Txs 4

onde : o
= |3 _
r k - lxi - ?kl

Neste caso, a equagao (IIT,L) escreve-se da seguinte maneira:
(1/2) E myug '—-(1/2)2}( }- (/) Porgy Fayy)

Como a energia cinética média de translagao de uma mcléecula
& igual a (3/2) kT, terpmos, designando com N o nimero total de nolé-
culas do gas,

Mt = -1/ & T - <?L/3>§krik F(r;;)

(11%,6)
Para um gas isolado, contido nunm re01piente de pzredes fixas,
a tnica forga externa gue sdbre &le atua, é a pressao exercida belas
paredes, (fig. 57). A forga exercida pelo eclemento de area da parede
sobre as moléculas que colidem contra ele, e'-pég' Porta anto, o pri-
meiro termo do segundo membro de (III,6), &, neste caso, igual a



L] Ou

-65-

(1/%) p 6 (X, &).

Mas, como se tem a seguinte igualdade
=
L@ E = fy &, )a%x =

onde ¥ & o volume do reciplente, obtemos

NKT = pV -(1/3) g{rik Fo(ry,)

pv

It

NkT + (1/3) ;L:i(rik F (r;)) (IIZ.7)

Esta € a equacao de estado sob sua forma geral, adzitindo-se
que a forga de interagio entre as moléculas seja central. B inutil se
nao se especificer a forma da fungao F (rik) que define as fSrgas entre
as moléculas. O gas ideal e, por definigao, aguele em que ha auséncia .
de interagao entre-as moleculas, F = 0, ¢ a sua equagao de estado se

reduz a
pV = kT,

fiste resultado mostra, -agora, que a equagao da pressao estatelecida no
capitulo II para o caso de um gas encerrado num cuko, nao depende,
realmente, da forma do recipiente.

Retomemos a equagao gcral (III,7). Vawmos procurar gsereve-la
en termos da energia potencial U(r) entre duas moléculas. £ clarc que
podemos substituir a soma do ultimo terno de (III,7) por (ﬁF}»(l/Z)?(N-l)
ou -

(1/2) NZ {27
para X grande, onde {F) é o valor médio da grandeza tomado sobre todos
0os pares de moléculas.

A probabilidade para que duas moléculas estejam a ume distan-
cia L uma da outra, ocu nelhor,_a urma distaneia compreendida entre oy

e r+dr |, ¢ (onde a integral & estendida ao volume V do recipiente:
b [exp( U/ RT)] rldr

JExp(-0/x1)] axayaz

pois é, evidentenehth, igual a probatilidade para gue um par de a0l 3~
culas tenha ume encrgia potencial de interagao U(r) (paragrafo II,¢8).

Admitamos que U(r) scja uma fungao que decresce rnpldamentb quarﬁo a
distancia L aunenta, dc tal modo que possamos substituir a exponencial

s (II1,5)
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que figurzs na intcgral do denominador de (II1,8); por 1, sem GrTo apre-
clavel (em outras palavras, admitiremos que, no dcsenvolv1menuo en _
série da exponencial; todos os termos sao pequcnos diants do primeciro,
para quasc todos os valores de r , 0 que é uma boa aproxlmagao para
grandes temperaturas). Nestas condiqoes, a probabilidade acima passa a
ser escrita*
(1/V) Ln ol [u.xp (-U/kT)] ar. :
Como a forga F deriva do potencial U(r) F = -(dU/dr), teremecs:

GFD = - /V)f r3(aU/ar) exp (-U/KT) ar = <unkm9/' Pafs (V/%D)

Assin, a equagao (III 7}y referida a um mol, em cujo caso se
ten V -‘\9—, N =1L, Lk = R, torna-se:

V= RT{1+(2H/3)(L/\5‘)f 3d(exp(-U/kT)]} - (111,9)

A integral que figura nesta equagao, nao podera, evidentemente,
Ser avaliadaa se nfo s¢ conhecer a forma da fungao U(r). J& saberios
que a expericncia sugere o seguinte comportamente para esta funcao:
quando duas moléeulas idealizadas coro esferas se tocam, repelam-se
fortemente (fig.1l1l); e quando se afastam, U(r) passa dec valores posi-
 tivos a negativos que tcnden rapidamente a zero, quando distancia entre
as duas molcculas aunentas: Examin;mos, antes, dois casos limites
simples para a forma da energla potencial U(r).
1) Suponhamos que esta energla potenclal U(r) seja da forma apresentads
na figura 58, 1isto c, consideremos moléculas ideais que se repelem forte-
mente quando se tocam, esta repulsio tendendo, rapidame nte, a zero quan-
do a distancia cntrc elas. aurenta, Entaa a fungao exp(-U/kT) seri re-
presentada pela curva da figura 59, 1isto e, sers 1 para grandecs distan-
cias entre os parcs de molcculas, zero para distancias menores do que '
o dizmetro (pois coro as moleculas nzo .poden ter os seus centros conm
estas distineias: mutuas, isto equivale a supor que o potencial é in-
finitamente repulsivo para cstes valores de I}, com uma brusca transi-
gao para valores de r ha vizinhanga de D. Neste caso, a integral da
(Apendice): . .

j; r’d cxp(-U/kD)] = p3 (11I,10)

e a equagao (III,7) toma a forma:

»
I
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: Pig- . E2.
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- p\'= RT41 + @T/3 @R p?
hgora, (er)/6) ¢ o volume dc unma noléecula (“Slurlcd) (1/56) LTD> 3
o voluue ocupado nus ;ol, pclas T moI;culas* cnauenos b aly vezcs Hstb
volume, logo a ultina equagac sSc eSCrevce!:
pV = RT(1+ /W)
cu

P* (LA E T

Sc supuzernos \Jy> b, podercios no desenvolvimento de (I+B/WM)™L,  des-
prezar todos os tcroos, a partir do terceirc. Nosta eproxisegic, a '
-equagao dc eostado sc escreve: . p (V-b) = RT, que & a de moldeulas
que nﬁo:exerccm préticamentc rargas entre si, exceto gquando muito vi-
zinhas ungsdss cutras, quando entac se rcpelem fortemecnte. .
2) Como outro caso limite para a forma. da fungao U(r), suponhamos que -
esta encrgia potcncial scja negativa e pequena parg valores de I su-
. periores ao diﬁuetro, tendendo para zero, gquando a distancia entre as
moléculas auacnta (fig. 60). Suponhanos, ainda, que os valorcs de U(r)
scjan taols que U/KT scja muito menor do que 1, o que é vAlido para ten-
beraturas nao mitec toixas. Podsrerios entfo desenvolver a exponencial
em série ¢ substituis«la pelos dois primeiros termos destas 1-U/kT.

A integrel da equagao (III,9) vale, neste caso:

oo ) .
f r3d[exp(-U/kT)3 = -f 234 (U/KT) = -a!/xT
onde ‘?3 ) '
al —fa 4u ¢ independente de T.

Chanando (ZTTLe i?(BﬁﬂkT) = a/(RT), a equagaoc de estado se escrevc:

pV- RT - a/'\ﬂ
A constante g ¢ positiva pois que g o é (na integral r & una
quantidade scmpre positiva ¢ os inerementos dU sao positivosl}. Isso é
importante porque é o que permite dar a. interpretacao risica de que o
efelto da fOrga de atragao entre as moléculas é diminuir a pressio des-
tas sobre a parede, Se a compararmos com a pressao exercida pelo mesmo
numero de moléculas livres, nas mesmas condigdes.

' 0 exame dos dols casos 1imites acima é de interésse pois o po-
tencial que plausivelmente atua entre as moléculas pode, en primeira
nproximagao, ser considerado como a resultante dos potenclais das Ti-
guras (58) e (60); dando o da- figura (11).
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Assim, podemos considerar a integrel como a soms de duas: na
primeira, U(r) € a curva da figura 61, que acarreta para a exponencial
de U(r)/kT, a curva da figura'62, e da para esta perte da integral o se-
guinte wvalor: . D

f ? r3d(e"U/ kT)=i3%w/kTmD§.

D
Na segunda parcsla da integral, U(r) e & curva da figu"'a £C @ esta pars
cela Valera. f I'B d(e IIKT) = . (a'/kT).
D+r0

En consequencia, a equagéo de estado passa a ter a seguinte forma:

| pW = RT (1+5/ Q) - (a/"%) ,
ou - - , - (III, 11)
(P + a/\3%) (B 2/\f+n) =

Para\&)}tg a equagao (III,11) se reduz 3 de Van der Waals
(por que?). Assim, a equagao de Van der Waals basela-se na existéncia
de forqas de repulsao miito fortes quando as moleculas quase se tocam,
seguldas de forgas de atragao fracas, quando as moléculas se afastam
umas das outras; e sé vale para pequenas.densidades (porque?). Um gas
cujas forqas de atragao moleculares sejam maiores do que as de outro,
obedecera a equagéo de Van der Waals, a partir de uma temperatura naior
(pois que a aproximacgao usada taseia-se na expansaoc em potencias de

U(r)/%T).

-

Apendice

No paragrafo (II1,3) calculamos uma integral de Stieltjes, a
integral (IIT,10). Na integral de Riemann, da fungdo £(x), no intervalo
(a,b) dividimos este intervelo em pontos Xy B 8y X9y Xpewes Xyy Xy qgene
x, b (figura 63) e conslderamos & soma

; 2lrg ) Crpyy - %) ©I,12)
onde _ '
X3S ¥t & Hygy |
| - b ) -
A integral d/‘ £(x) d x é o limite da sora (I11,12) quando se fazen
a 3 . o -



f(x)

Integral de Stieltjes de
. £(x) sobre g(x).
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: " _
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Fig. 6 Fig. 65

, Caso particular em que g(x)

e zero para X< ¢ e vale 1 para
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tender a zaro as diferengas X;4q=%qe

Na integral de Stieltin;de £ sobre g, consideragmos duas fun-
goes £(x) e g(x), esta ﬁlt;ma limitada em (a,b) e definimos (figura 6L):

a

¢ limite sendo tomado como o anterior, _ .
. A oo n 4 - LY 4 _ N

Quando g{x) = x, 3 integral de Stleltjes se reduz a de Riemaun,

Um caso particular interessante ¢ o seguinte:

- 0 . cn
g(x) = - ! 5 |
: L 1 X 2 %» _ ' ﬁ

Neste caso, ve-se imediatamente que (figura 65)

f £(x)dg(x) = £ (?).
a |

b r ’
J fx)dgx) = Lim}?f (x )oi g(x;,4) —_.g(xi)};
1

Problergs

1. Quanto vale a constante

o} bxigénid, o helio, o argonio? Utilize os dados dz tabela 3.

2. Estabelecer uma equagao equivalente a equagao de Van der
Waals para um gas a duas dimensces (filme molecular).

3. Qual é o grafico de pV como fungio de p, para um gas que
obedega a equagio de Van der Waals?

L Supondo que 2=0 na equagao de Van der Waals, trace em papel
_milimetrado utilizando o valor de b encontrado no problema (1) desta
=serie, o) grafico de p contra V para os gases a que se refere o mesno
problema.

de Von der Waals para o hidrogenio,
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CAPITUTO IV

e T e

Momentos de Dipole Elétrica Holeculaores:

Modelo Clissico das Forcas de Van Der Wagls.

IV, 1 Introducio

No primeirc capftulo foi dada uma introdugio sdtre a teoria
atomica da matéria. No Segundo, as propriedades mecinicas e térmicas
dos gases foranm interpretadas 3 luz da teoria cinética dos gases ide-
als, que considers as moléculas destes como raquenas esferss impene#
triveis, que nfio interagem senio quando se tocam (potencial indicado
‘na figura 26). No terceire capitulo, levamos em conta que o modélo
acima deixa de ser vilido bara os gases reais; além da forte repulsao
que se exerce entre as moléculas quando se tocam, existe, taubém, unma
forga de atragio entre as moléculas, Agora, desejamos estudar as pro-
priedades dos gases que exigem, para serem interpretadas, que levemos
em consideragao a estrutura elétrica dos dtomos e das moléculas, HBs~
tes corplsculos nic s3o, na realidade, pequenas bolas de bilhar mas
sistemas formados de eletrons e de particulas carregadas positivameﬁte,
08 nucleos atamicos. Entretanto, as propriedades que agora examinarcew
mos, as de interagao de atomos ou moldculas com campos elétricos esti-
ticos, podem ser. interpretadas sem que tenhamos de especificar as ieis
de movimento dos eletrons, no interior dos Ztomos.

A distribuicio de cargas numa mclécula o determinada, em pri-
meira aproximagio, pela densidade média dos eletrons. Esta densidade
determina a distancia entre os niicleos atdmicos das moléculas (por
exemplo, a distribuicdo média, no espago, dos dois eletrons da molé-
cula de hidrogénio, figura 66, determina a distancia média entve os
dois nﬁcleos, protons, desta molécula, contratalangando a repulsio
mitua que se exerce entre amtos), Por outro lado, como ja saktemos que
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as moléculas ten um dado difmetro, esta densidade de cargas deve ser
grande entre os micleos e, decrescendo, ser multo pequena para poabtsos
afastados do centro de massa dos nilicleos.,

Un atomo neutro tem interagio nula com um campo eidtrico su-
ficientemente fraco. Esta Ultima condigag significa que o campc nic
deve,_préticamente modificar a distribuigao inicial de cargas do
atomos O mesmo resultado é verdadeiro para moleculas simétricas, Exem—
plos de tais moléculas s3o as de sulfeto de carbono CS , tetraclorote de
' carbono C Clﬂ’ benzeno Cg Hgy etes A simetria das moleculas significa
que os centros de massa das cargas positiva e negativa colncidem, isto

&, que (¥):

| ey = {x)
{x_y = ( Zlfez X )/(Zi’,-?;_ ),
v < ol gD

Deste modo, a end;gia de interagao

onde

2 el VG + 32 V(xi 3 (IV,1)
da molécula com um campo homogeneo -1 aﬁula, pols, neste caso, V = Ez
e, portanto, a expressao (IV, 1) vale:

E (Z;_'Gi z; + ): ei zi =B ({z_>e” + {2z &%) =
pois, a molécula sendo neutra, ¢~ = -e* ¢ a simetria a3 {2y =4z,) «

Devemos 'elembrar que este resultado & apenas aproxlmado,
valendo sdmente Jara czupos fracos que nao periturtem a dlstribulgao ‘
de cargas na molécula. Os atomos neutros e as moldculas slmetrlcas,
que apresentam esta propriedade, chamam-se nho-polares. Além das ja
mencionadas, S20 nao-pola ares as moléeulas diatomicas de atomos iguais:
HZ’ 55 etc. 4s molﬁculas que nao apresentam uma tal simetria no arran-
jamento dos seWs atomos t8m umg energia de interagao difcrente de
Zero com um campo elctrico homogeneo ¢ fraco. Tais s3o as moléculas
de égua, de aC¢do cxanldrlco (pwussico) HCN de monocloro kenzeno

- — T B s b T R R b -
-

(*) Aqui, os diversos x sio vetores, omitimos as setas para simplifi-

S—

car a notaqao. Os z sao as tcrceiras componecntes desses vetores.

(%) e~ Ze;:,- g'e



Fig. 66a. Molécula de hidrogenio. Entre os protcns, a densi-
dade das cargas negativas e nelor do que nos cutros Sontos, o
que ''mascara' a repulsac eletrostatica que existe entre oz dois
protons (ag cargas negativas sao dois elstrons e, no desenho
aclma, esta indicada a intensidade, malor ou menor, de seus
rastros). . .

Fig. 66b

Molécula de écidq_ cloridrico. 4 dissi-
metria da distribyicczo das cargas a torna
equivalente, em media, a um pequeno dipolo.



Cg Hs Cl, as moléculas diatamicas formadas de atomos distintes HeCl, .

HI, Br K, H Br, ete, 4 moléeula de dgua HZO classifica-sc entre estas

© que mostra que o arranjo espacial dos atomos nio & simétrico, como
Se poderia & primeira vista suspeltar. Nio &, por exemplo, H--O0-H mas
sim o apresentado ng figurs 3, '

A energia de uma moldeula polar num campo elétrico depende da
orientagdo da molécula, om relagio ao campo elétrico. Para definirmos
esta orlentago, associands 3 moldeuls un vetor, o momento de dipolo
¥, definido-da seguinte méhgira {(fig., 67)

1) cnergia de interasfo & mgxima, quando &ste vetor foﬁ\?arale-
Y

1o ao campo elétrico ¢ tiver Sentido oposto eo deste;

2) o comprimento do vetor & igual 3 cnergia méxima da molé-
cula, num campo ‘elétrico unitirio.

Chamandoigﬁé_energia de interagao-entre a molécu1a ¢ 0 campo
elétrico E , temos: -

U=-rcse = (7, 8),

sendo ® o angulo entre © momento da moléculs ¢ o campo. O momento

de dipolo da wuma medida da seﬁaraqao‘entre 08 centros das cargas posi-.

tivas e negativas da,molécula; Pois se tem: -t
' C - P e ”,’-;.l. + -
P = T oeg xi*“%“;’ixi =e
onde

——

3 = o - (*)

Esta formula dé-nos,1mediatameﬁtq,uﬁa‘ordem de grandeza dos
. momentos de dipalo das moléculas polares. domo a carga do cletron
vale 4, 8x10~ O'ues ¢ como os diametros das moléculas simples s3o
da ordem de 10'80m, Segue-se que o momento de dipolo ¢ da orden de

107" ues, Bste valor 10-% ues chama~-se um Debye (veja a Tatela
XIv), -
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TARZLA XTIV

Homenios de Dipolo (em debtyes)
HCL —mmeme 1,03 - . ) T —
H Br «e-e-- 0,78 © N0 —ereeen 0,10
KQl memeen 6,3 Hy 0 «mveems 1,79
EI wweee= 0,38 8 0, weveens 1,61
Na I wmeeca 4,9 N H3 ------- 1,46
o 0 | Hy § cewm-en 1,93

IV, 2 MOLECULAS POLATES.

Num gas de moléculas polares, estas se encontram dotadas de
um movinente de agitagao térmica,de modo que as colisdes frequentes
entre elas destroem qualquer diregao privilegiada, para os seus mo-

-mentos de dipolo elétrico. Assim, um campo el¢trico externo uniforme
tende a alinhar os momentos de dipolo das moléculas-segundo a sua
diregao, enquanto que a agitegio térmica tende a desalinhi-lose O
nimero relativo de moldculas cujo momento de dipolo faz um &ngulo \$

com o campo elétrico E; vale, segundo a lei de distribuigdo das ener-

glas de Boltzmenn,
exp [(p B cos @ )/(kT)]

O expoente (p E cos 8)/(kT) & sempre muito pegqueno, isto &, muito me-

’,

nor do que 1, para campos eletricos e temperaturas empregadas normal.’

mente nos latoratdrios. Assim, para T = 3000 X (temperatura ambiente,

- 27° €) e para um campo elétrico tio grande cono wau de 100 000 volts/em
€ para uma moléeula cujo momento de dipolo seja 10 dedyes (valor multe -

grande de momento de dipolo), obtem-se (p E)/(k T) = 0,08. UNestas
condigGes, pode-se sempre substituir a exponencisl por 1+(pEcos6)/(kT).
Bste nimero relstivo de moldculas serd s:mpre maior do que 1 para

cos 8 positivo; por conseguinte, hé um nimero maior de moléculas cu-
Jo momento de dipole faz um angulo agudo com o campo elétrico do que-

© das que fazem um 3ngulo obtuso, Em consequéncia disto, o momento

de dipolo resultantc, por unidade de volume, terd uma projecio sdtre
o campo elétrico no sentido positivo deste (fige 65)., Podemos caleye
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Fige 67. Uma mo;écula.ﬁplar, com monento T sub-
metida'aeuma campo eldtric » tem energia potencial
—p ECC’S{ o ’

Figs 68s Posighes dos momentos de dipolo elétr;cp de uma
substapcia polar, quando se lhe aplica um campo eletTico.
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lar éste momento resultante, que & o produto ds valer wédic o momento

P ] ” - 3 » .
de uma molecula,pelo numero de molicculas por ¢m’., De acordo con o que -

. ’ I,

aprendemos no capitulo II, &ste valor médio se caleula com auxiiio ds
lei de distribuicao das energias, de Bolizmann €y .00 presente casc, a

&, . A~ v ~ .
Soma devera ser feita sotre as diregoes do cspago. Teremos, assim:

i .
‘ ' 5 ©0S 8 exp [(pE cos &) / (&) | =en 6 d 6

?= n¢<p cos 8> = np e = e

-~ 1Y _
'/o exp[(pE cos 8) / (kT )} sen 8 4 &
= np .(cqth[cpE) / )] - e/ (pE)} | (1v,2)
que & a férmula de Langevin-Detye, 4 funéao .

coth { (pB) / (k1) } - (1) / (p8)

chana-se fungaoc de Langevin. A teoria foi'desenvclvida por Detye, mas
€ andloga & que Langevin havia anteriormenté 2laborado para atomos
‘dotados de momento magnético proprio, mergulhados num canpo magnético
uniforme externo. - 0 leitor poderé_prOVar, fécilmcnte, que P tende

para np quando (pE)/(kT) eresee, por excmplo, quends se resfria o gas
mantendo-se constante o campo eldtrico externo, Astc resultado é fisi-
camente intuitive e o limite np representa a saturagio: todos os mo-
mentos de dipolo sBo paralelos sao campo elétrico., Nas condigoes nor-

meis de latoratdrio, (pE) / (kT) € muito menor %o que 1 e, portanto:

P = (np° E) / (3 x1) (1v,3)

> : o
O vetor P reccte o nome de vetor de polarizagao.,

IV, 3. COFSTANTE DIELETRICA
' ' 4 agac de um campo eldtrico sOobre as moléculas de uma substina
¢la polar, orientando os seus momentos de dipolo elétricos, 43 2 esta
substancia as propriededes que "traduzimos chanando-as dieldt#icos,” O ...
campo elétrico no interior de wma tal substancia (exposta a wn ezmpo -
eletrico externo), é, en principio, mecida fazendo~se unma cavidade em .
torno do ponto desejado e medindo a £rga que af sofre a unidade de” care
ga positiva (corpo de prova). |
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£ facil ver, agora, qug o resultzdo ottido depende da fornma
da cavidade. Ao canmpo externo g superpde-se o campo elésrico nrgau—
zide pelos dipolos moleculares. Se a cavidade for do tipo de um disco
perpendicular a diregao do campo externo homogéneo, é elaro pela f£i-
gura 69 que o corpo de prova se desloca na diregio do campo efetivo,
que & maior do que o campo externo: além da forga que o campg externc
produziria sGzinho sSure o corpo dc prova, Gste Gltimo ¢ ainda repeli-
do relas cargas positivas dos dipolos de baixo e atraide pelas cargas

r.ogativas dos dipolos de cimas Bste campo cfetivo D chama-se deslo-

camento ou indugao M>E ). Sc a cavidade for do tipo de um disco ou
de um bastlo na diregio de E (a altura muito meior do que as dimensdes
transversais), o campo efetivo é aproximadamente izual ac campo exter-
no, como & evidente pela figura 70 . iR

Chama-se constante dieclétriea E,aococicntecﬁtnaI)ei?(vﬁn Iabe-
la XV). A constante dieldtrica esta relaclonada con a polér?ﬂaggd
dielétrica, Para encontrar csta relagao, tasta sazber ques

- - _
D= E + u?TF’ .
Intuitivamente, esta formula provém de que LTTP é o nimero
por cn® de linhas de forga que sacm da facce inferior para a superior

da cavidade pois que P é a densidadc superficlal das cargas induzidas
sobre as faces do dlsco. ' ' :

A conexao entre a constante dielétrica Eea polarizagéo P,
permite, conhecida a prineira, determinar~se esta Ultima, Esta de-
_ terminagao € feita conhecendo-se a variaqao da constante dieletrica
com a temperatura T, como veremos no paragrafo Iv, 5.

TARELA XV

Valores das constantes dieldtricas de algumas substancias

Diamante - - - 16 Porcelana-

- -llaé,8
fgua - - - - - 80,8 - . Quartzo - - = 3,5 a 4,7
Marmore - - ~ {8,5 | . Borracha~ - = 2,2
Papel ~ - - - 1,6 a 2,6 Hadeira - = - 2,8 .-



. Fig.. 69.
. Efetuando -se uma cavidade
com a forma de um disco perpendi-
cular ao campo, no interior do
‘disco o' campo qye atua sobre o .
corpo de prova e o daslocamento 3. <
: : F.Lg_o 700
Se fjzermos uma cavidade no,
dieletrico, na dirgeio de E,
O campo qye atua sobrg o corpo
de prova € o campo elétrico exe
terno E : as cargas laterais
Seé compensam e as das bases sgo
en muito pequeno muimero e esizo
a grande distancia. )

= . 1/T

- Figs T1, Variaq%o da_constanve dieldtrica €& conm
1/T., 0 coeficieni. angular da reia vale (L p2)/ (3)
(paragrafo IV, J).

. ) )
B R U . B I T,



IV, h. HOLECULAS FAQ-POLLIES
Em primeira aoroximacao, como ja dis: eros, ¢ nuls a interagdo -
de uma molecula neutra nao polar coid un campo elésrico externo fraco.
Emr segunda aproximagao. no entanto, este campo deforma & distrisuigio
original das cargas da molécula neutra, produzindo um.paqueno nomenio
‘de dipolo (uma vez que as cargas positivas se Geslocalt en sentido opoa-
to as nevativas) Para campos nio muito fortes, cste pomento de Gi-
polo & proporcional ao cailpo elétrico externc s, to;*hav, chzmna-~se
momento de dipolo induzido p <%'§ . A constanta‘* ¢ denominada sSus-
ceptlbilldade ou polarigublligggg eletnLJa.
Para moléculas esféricamente simetrlcas, a polarizabilidads
o & uma grandeza escalar. Em geral, porém, a polarizabilidade € um
tensor e se¢ ten
' Z 9(13 o

Para gases de moléculas nio esfericamente szmatricas cono
sestas podem girar livremente, considera-se 2 polarizavilidade média
sobre todas as direcoes & . A nolariZabilidade total por cm3 e
P = =1 nE '‘onde n & o numero de moleculas por an. Conmo D W+QTT;:
resulta dai para a constante dieletrica & de um gas de roléeculas néo

polareS° iaAo-
g_‘ Vi e-p.z. wi‘- =1+ Ufin& (Iv, L)

Ass1m, determinada a constante dielétrica & de um gas gqualquer de mo-
1éculas nfo-polares, a relagao (IV, lj) permite determinar a sua polar-
izagho o (observe que a constante dielétrica,neste caso, n2c depende
da temperatural. 4 polarizagao de hélio vale 0, 2Xx 10‘2u cm3 (velia
Takela XVI). | '

TABELA XVL
' | Polarizabilidades (=X x‘l5’21"* cm3)
HCL = == == = === ===~ 2463 '
EBY = - = = = = = == = = = = 3458
He =w========m=m===0,20
H, e e e e e == we s 0,83
HZ B L T A Ay
CO, = = == mwm=om==-===-2,9

CH), 5 : 2,66
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IV, 5. MEDIDA DOS MOMENTQS DE DIPQLO DE MOLECULAS POLARES

0 momento de dipolo induzido éxiste, nac somente para molécu~
las nao polares, como também para moléculas polares. Para estas ﬁltimas,
€le se adiciona ao momento de dipolo permanente, Assim, a constante
dieldtrica de um gas de moléculas polares vale

=1+ 4| p2/(3 k1) + &) n ,

Em geral, o segundo termo é muito pequenc em relagao ao primeirc. &
variagao de & com a temperatura &:estudads experimentalmente e da lugar
a reta da figura 7l. O coeficlente angular desta reta vale(hfrpa)/(3k)
e determina p. ZEsta método de determinagio do momento de dipolo das
moléculas polares s6 ¢ bom para gases e, assim mesmo, para gases que

. tém momento de dipolo nao muito pequenoc. Para liquldos, 0 gue a ex-
periencia determina & {p) de aglomerados de moléculas. Em outras pa-
lavras, a teoria assim desenvolvida nao leva em conta a interagio mi-
tua dos dipolos. Nao & entretanto nosso objetivo entrar em mais de=

talhes neste assunto (veja Tabesla XIV).

1V, 6. FORGAS DE _INTFRAGIQ _ENTRE, Morﬁc;g.ns NEUTPJ;S grﬁﬂggs DE VLN
DEE WAALS).

Devemos, agora, estudar as forgas qus Sec exercem entre as parti-
culas de um dado corpo material. ©Sabemos que, nun cristal idnico como
o de cloreto de sédioc (fig. 15k), as particulas.que se encontram nos
vértices ds rede cristalina sdo ions; portanto, .éstes se achan em agi-
tagao térmica nos respectivos vértices, sot & agio simultanea da forga -
repulsiva, e da f£orga coulombiana de atracdo entre pares de ions de
sinais opostos. Neste exemplo, a forga de atragac entre as particules
& devida as cargas dos ions, Ja-nos cristais moleculares como os de
gelo, nos liguidos como o benzeno, nos gases como oxigénio, nitroginio,
gases raros, etcy os atomos ocu moléculas sao neutros e, portanto, a
forga de atragio nfo é coulombiana; sdo as chamadas fOrgas asrativas
de Ven der Waals, que se superpdem & repulsac entre as particulas a pe-
quenas distancias ¢ das quals j& falamos qualitativamente no capitulo
I, paraarafos 9 ¢ 10, ‘i Fisica Classica cxplica as forgas de Van der
Wa atrativas que sc éwvrcun entre atomos ou moléeulas “cutras, atri-
bn:&Eb-as & interagio entre o5 dipolos permancntes, no caso das molé-
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culas polares, ou ¢ntrc os dipolos mutuamente induzidos pclos campos
clétricos das cargas (paragrafo.IIi, 1), no caso do moideculas nfo-
polarcs. _ : _
Quando as mcllculas possucn un nmomento de dipolo peraancnic,

como no caso do E CI, a fBrga de Van der Waals atrativa provén da in-

teragao dinolo~dipolo, combinada com a agltacao termica das nmoléculas.
No caso de moleculas senm dipolo permancnte ou de £tomos neutros (gases

raros, ¢tc), a £forga o atragado de Van der Waals resulia da interagao
pelarizabilidade-poiarizabilidade, isto ¢, da interacidc dc dipolo in-
duzido num’atono pelas cargas do outro, com o anélogo destes 0O fatc
de gascs nao polarcs (oxivenio, gases raros, ete) se dissolverem nagua
é uma indicagfo da exlstcncia de forras de atragac ecantre as moléculas
. do solventc ¢ as do gasf ¢ o interagho Gipclo-po rrizakilidades

Bstes sfo cs tipos classicos do fOTQaS ¢e Van der Wgals atra-
tivas. En todos os exenplos ﬂcn01onados acinma, existe tambér una
forga de repulseo entre as partluulaq, que predonlna a peguecnas dis-
tancias ¢ gue e, el altima analluh, a csponsavel pela inpenetrabili.
dade da materia. Esta forga de ripulsac s~ pode ser explicada pela
teoria qu tlcﬂ-rCS;ltg e aitina anallsq do fato de dois cletrons nio
poderem, SGgundo e} prlnClpiO de exclusao de Paul¢, pcupar ¢ mEeSsMo €5-
tado (esta-questao scrd examinada no seu devido lugar).

v, 7. é@ggzo DE V.H DER WisLS QIPOLO DIFOLO..

Fit forga de atragac cntrc noléculas polares é a dos seug no-
‘mentos ¢létricos permanentes. A4 energia de interagao entre dois di-
- polos pode ser avaliada da scguinte maneira: dois dipolcs alinhzdos
na dirggao de scus nomentos,tém a seguinte cnerzla de interacio mitua

I

U= e, ﬁr‘f (1/2) (e ? N [z--a/a)(z'l- )™ -

- [r - (/25 {}1 "2) ~ ‘[r + (./2)(€1 +f 2)} -'L}’

como G claro da figuez 72a

(1v,5)

Supondo quc o5 nomentos de dipclo scjan iguais (caso de no-
lécﬁlas de uma mesma substincia) ou da nmcsma orden da grandeza {caso
ge:al) (*) e que a dzstgnc a enlre Cc3 aipolos scja muito maior do gue

(*) Veja tabala dos mementos de dipeclo. ’
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Flge T2 Interaac_;ao de dois dipolos permanentes.
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Fig. 7'5 a
Formas de associagao de moleculas polares.
F lr'\ (2 H ,f{\! B
| i = | F
| é i
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Fig. 73b. Associacgio de moléculas ng acic" finoridrico. 4&s mo. ﬁwula.a
se alinham antlparalelaumente, a alstancia «F sendo igual o 25 i.
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a separagio das cargas dantro;@é,qada-um;delas,:obtedos (*)3

U= -(2/5%) (5D, By

Em geral, a energia de interagao depende da orientagio relativa
dos dois.dipolos e da orientaglo de cada um em relagio & sua distincia
(veja problema ne 1), . ‘ .

Numéricamente, a ordem de grendeza desta energia ds interagio &,
para a agua (vgpor), porque prvl, 79 debyds e o livre caminho mddio £
vale 0,6 x 10%%em: -f2x 2,797 x 107%6]/ { (0,6 x 10735] ,

Para a mesma substancia no estado séiido {gdio), temos:

- Ua‘-(langxlo"%]/[33::10“3—'”],
pols usamos para p o valor g debyes e supuzemos que & distancia entre
os dipolos fosse igual g 3 A

Esta n3o é, no entanto, ainda a fOrga de Van der Waals, pois,
como moléculas se encontram em agitaglo térmica pexrmanente, sd tem sene
tido calcular-se a energia de lnteragio média dos dipoloss Se a ener-
gia de interagip - (2/r2) {53,53) Tor paquena comparada com s energia
_ térmica KT, ent3oe os dipolos podem girar com facilidade, por efeitc das
colisdes. Neste caso, devemos ealeular a interagdo do campo elétrico
produzida por uma moldcula de momentd§¢p_§;pélo_ﬁi, com o valor médio,
no espago, dos momentes ﬁg das outras moléculas. ' -

. | Vag = - @py {pp3 ) / 7, .

Wiq © a energla de interagdo de Van dor Waals de duas moldéculas polares
Como (vejJa IV,3) _ <p2>= (Pg EJ.)I/ (3KT), o )
E; sendo o csmpo praduzido p_or3ﬁi calculado pa posigdo d fﬁ’atemf{ =
Vaa = - (@ p) PS B /. (3 W.r7) = - (2 9] 95 ) / (3 ¥IT7).

Estas forgas de interagao ¢ que sfo responsiveis pelo Tato de
as moléculas dos 1{quidos estarcm agrupadas formando caghos variivaeis
(fig.2l), estrutura esta de que a Jgua € un exemplo tipico. Esta as-
sociagao de moléeulas de um 1iquido, a4 a &ste propriedades de oriem
local e, em geral, quanto maior for o momento de dipolo, maior sera 2

(*)Se sgguzermsg que bs dipolos tém momentos da me:ima ordem de granme
deza, entao a expressio (IV, 5) sec reduz a

o U=-2a -8 A 2, B
se, ainda,® << r entao obtemos: :
LU= - (@) (5, B
{**) Pois Elfxrpl 3,
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gstrutura scmﬂ-crlstal*na (veja Cape I, 8§81, 9 ¢ I, 10).

41én az agua, fig. 24, um outro excuple de 1*cukau cujas mo-
1éculas sc agrupam em cacios, ¢ o acido flaorlcr“co? EF (L2324 !J), en
que as moléculas alinham-se antiparelelamenies Nic esquega o leijor
de que cstes cachos ou supermoliculas quebraza~-se a cada instante e sc
refazem, havendo wa verdadeiro equilibrio:

rd - .
n moleculas ¥ ecackon

Outras formas de zssociagao estio indizades esguematlicancntc
na fig, 73a ma Cependendo da molicula.
Iv, 8. INT 1ACEO DE VAN DER VALLS POL&RxZAsfliuz*“ POLAREZIBTIIIDATS

Os 2tomos neutros e as moléculas neutras, esfericamente simé-
tricas, ngo tém momento de dipolo permanentes Contudo, os eletrons
e 08 niicleos de qualquer um desses étomos produzea campos elétricos
que deforman g dlstricuian de corgas dos gue estac em sua v;zinnnga
vroxina, Esta intera gao mutua dos dipolos induzidos d& lugar a chamada
£orga de Van der. Waels polarizebilidade-polariza idadea

A cnergiz de um dipclo num dedo campo elétrico B

--fH(P,dE).

No caso de um momento de dipolo induzido po‘ wi campo fraco, ja sotermos
que p é proporcional ao campo aplicado i (T = ch Xa yolarlza"ilidade .
do atomo). Nestas condigbes, U = -(1/2)ec EZ, -

Para atomos (ou moléculas nac-polares) de um gas, O campo que
atua sobre um deles ¢ produzido pelas cargas dos que dele se avizinhan
¢ afastam a cada instante e, portanto, varia, flutuanto em torno de
zeros Devemos, pois, calculer antes o valor medlo, no tempo, da enecr-

gia aclma: (U) - (/2)x (E2> |

0 campo Eg _, , . produzido pelos dipolos de um Ztomo B (2ssecs
pequenos dipolos flutuantes sao constituidos pelos eletrons movengdo-sc
cm tqrno do nﬁcleo) nun ponto A a uma distancia r (muito superior as
dimensoes do atomo) & proporcional a » 3. Suas conmponentes polares
By e E, valem (por que?) ‘

Z 21"3 cos 8, (1v,8)
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=3 p=3
EG -zﬁ,r P, sen Sn ‘

onde Py sac os momentos de dipolo dos 2torios SBer, e er estzo indica-
FS v . N -~k 4
dos na figura Th.
Elevando zs duas expressdes de (LV 6) ao gquadradc e tomando ¢

valor _edlo, obtenos:
2 - 6
Em_) A - (2_/53) / I

onde

/‘?3 = (e%/2) [h((Zs cos enja)+ (( scn lsn)a})!.
, Pp =€ 85y
Logo : '
' (Bpopd = - (A fop0e®

4 energia de interagao mﬁtua dos dois Ztomos ¢, portanto: .

3 %
U_._’ = -( 1/v9) (o(r/JB +.’7{Bﬁ)-
que & a cnergia de interanao de Van der Waals polerlzabllldade polariza-
bilidade. ' o ]
Esta forga polarizabilidade-polarizabilicaie ocorre entre os

atomos dcs gases raros. Ela ¢ muito mais fraca do que a forga dipolo-
dipolo. En consequcnc1a, os sdlidos cujos atonos gio mantidos por clas,
sao facilmente deformeveis, tém ponto de fusfo muito baixo e alto ten~ |
sao de vapor. Estes solidos juntamente com os sd01idos cujas molécu-
las szo mantidas pelas forgas dipolo-dipolo (paragrafo anteri or), con-
stituen os chamalos cristais” de Van der Waals ou cristais meoleculares
(paragrafo I 39 e

IV, 9. INTERACSQ DE VAN DER WAnLS DIPOLO-POLARIZﬁBILIDﬁDE‘

4s moléculas polares com momento de dipolo clburico permaﬁente
pl, produzen um campo elitrico cuja orden de grandeza é pl/r . Zste
campo induz unz polarizabvilidado a(? sobre moldeuias nao-polares gue
esteaam mlsturadas com as primeiras. 4 energia de inwueragio entre
ambas &:°

(L 7 2) = (A /20 )
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. ., .
b a‘f cI'gz QU@ s& excrec, por bxv"plu, envre molcoulas do ul Zald nie-
- a -’! L. ¥ -y~

poiar, por exempio, HzZ, dissolvido cm 2gua ou ez outro iiguide wel:

IV, 10, OUTRAS INTERACOES

ilém das forgas de Van der Waals, devesmos mencionar: a) luntela-
¢Z0 ion-ion que ocorre nos cristais idnicos de clorete &2 sdédio; tiicn-
dipolo que é a fBrga entre os ions de um electrolito e az moléqulas 3.
dzua em uma solugao e ¢ a responsavel pela dissoludzo do um cristal
ionico en meios polares ccno a agua e .0 alcocij <€) Loi=polarizatilii-
dade, responsavel pelos complexos ionicos o

(¥ H}, CN°, N3, 30 , ete). o
. PROBIEMAS

i. Sahendo que © potencial elétrico produzidc por wum dlpOlO de rio=-
mento pl nunt pontoc P a uma dlstancia Tyo do dipoleo vale

= - [pl, (1/r12)1 caleular z ezergia Ge
intcragao deste dipolo com um outro de momento ﬁ” situado exn 2.

2+ Conhece-se g constante dielptrica da agua, & = 80,2 27° Cs Qual
seria ¢ momento de dipolo de sua molecula, se pudessemos desprezar a
interagao molecular9

3. Como se explica-a dissolugdo de cristais ionicos en agua? Desenre
nma figura mostrando as configuracoes moleculares que se forman.

L. Expligue, no prohlema'anterior, a agﬁo da tenmgorstura, a satura-
T . » ~ - . -~ - " ’ )
gao da solugao, a supersaturagao, a cristalizagao por evaporagac da agua.

5. Pefrin'prcparou una suspensao coloidal (particulas ou aglomeradas
ge moléculas con diznetros da orden de 10™cn a 10"7cm, espalhadas nun
1iguido) da seguinte mancira: dissolveu goma-~guta cn &lcocol e depois
diluiu este solugzo com muita agua. Nestas condigdes, as moléculas da
resina reuncm-se en particulas con diametro da ordern de ;Ohscm,'suspen-
sas no 1liquidc. Explique ¢ processo por 1ntera9ao de Van der Waals.

6. Como se explica que sais idmicos nao 's8o soluveis cn mcios nac-
polares cono C ClLL
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CAPETULO ¥

TEORIA CLAssIica nos £T0i0S

INTRODUCIO

is propriedades. eletrostaticas da matéris pudersm ser in-
terpretadas nc capitulo anterior mediante a ccnsideragac de dis-
tribui¢io média das cargas positivas e negativas dos dtomes. 4 in-
terpretagéo.dbs fencmencs de radiagac, em particular dos fencmenos
luminosos, exige que se ccnsidere, em detalhe, ¢ movimento destas
cargas. Neste cepitulo daremos a interpretagic classica dos fend-
menos de emissao de radiagzo, espalhamcnto de raics X e de luz visi-
vel, dispersdo e absorgao de luz,

4 especificagao das leis a que obcdece o elctron no atohu,
para explicar tais fenomcnos, constitue um nmodelec atdmico. O ri-
meiro modelo importante foi o de J« J. Thomson e ¢ o que cnamnarencs
propriamente a teoria classica do Atomo. Esta teoria da waa ros
descrigao dos fcnémenos acima apunerados, pois atrituc a sua origem
ao movimento oscilatirio de eletrons no intcrior dos 2tomes (con-
sistentemente com os resultados da tgcrla da radiagzo de Maxwell e
Lorentz).

v,2. O ATOMO COMO FONTE DE LUZ

0 primeiro mod2lo intuitivo de atomo que se nos apresenia
¢ simples e decorrc dos dois seguinte fatos: 1) os asomos sac for-
nmados de eletrons e de cargas positivasy; 2) os atomos ton didue-
tros da orden de 10™0cm a 107Tem. 0 moddlo deve, pois, stribuir
ao atomo uma distribuigio de teis cargas, dentro de uma regifio com
estas dinens8cs. '

En teoria cletromagnética, aprende-se (veja apéndices I e
II) que uma distribuigao de cargas quc sC mOVIMeRt.S nula »eguena
rezizo do espago, crilz un canpo cletromagnético que & forzado dc
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duas paries: uma parte predomina a pequenas distencias da distri-
tuigdo e é responsivel, por exemplo, pelas forgas inter-atdmicas
que tém_lugar nas colisﬁes; a cutra parte predonmina a grandes dis-
tencias ¢ & o campo que é emitido sob forma de radiegéo cletromag-
nética. Esta segunda parte, chazada campo de radiagio, & a gue nos
interessa neste capitulo (*) e é nula quandoc a: .rgas nao tén
aceleTragho, |

Num &tomo neutro, o nimero de cargas positivas & igual 20
ntmerc de eletrcns; a cada instante, o centro de massa dos ele=-
trons ¢ o céntro'de méssa das cargas positivas mudam de posigao (em
virtude do proprio movimento das cargas), de modo que o Atomo todo
é equivalente a um pequenc dipolo oscilante (#%).

: higora, o caﬁgo de égdiggéo eriado por um dipclo por um di-
polo oscilante é o seguinfe: ‘

. ) kP .
E.=0 Ey =~ sen 6 By =0
r . 9 cmQ_* L e . ? v,1)
Hr=0 ) :=§e=0 , . -I-Ig: =-;-:_5_-aene

isto é'(fig. 76): o campo elétrico produzido pelo dipolb, nun
ponto M, estd contido no plano que passa por M e que contém o Gi-
polo; tem como grandeza '

(} sen 8) / rc ¢
oun '

(-ng p sen 6 ) /_r‘_c2
onde puzemos (dipolo oscilanté), P = p, cos w, é éirigido em

segntido oposto ao de-iﬂ Observe que o campo & nulo na diregao. do

momento do Gipolo.

Este campo constitue uma onda esférica emergente e o seu .

LF . - r H -

fluxo através de uma superficie esférica envoivendo o dtomo, re-
G bk g S St — — — -H————-'—-————-———l—- . -~ - Fi
(*) 0 fato de gtomos‘neutros emitirem luz, exize um modelo classico
no qual as cargas atomicas estejam dotadas de um movimentg acelerzdo,
pols somente cargas aceleradas emitem radiacao eletromagnetiga (zpen-
. dicesIc IT.A consideragac de fendomenos luminosos elimina, pois,wa mec-
delo estatico do atomo nc qual haja uma combinagac srtificiosa’ de
forcas, de modo a delxgr os eletrons e as cargas positivas em posi-

goes fixas dgntro dos atogmos (modelo utilizado especificamente paTa
explicar fenomenos de valencia, por Langmuir).

(*%) £ claro que, se tomarmos a média ng tempc, encontraremos uva va-
+or nulo para o momepto de dipolo. A medig e que interessa no estudc

dag sropriedades estaticas do atomo, o que fol visto no cepftulo pre-

¥
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senta a energias cletromagniticn c-mttida_,po:—es—"::e_,-- per—aseznidc,.

1uxo pf:r segundo pe dado pela—-expre'SSao

by
[4/]
[t N O]
1]
4

| s= Jp r%an (v,2)
onde R ¢ o raio da esfera, df1& o elemento de angulo solido
seneded“{"e -Fﬁ{,

é o vetor de Poynting.

1!2 a
‘Com guxilic de (V,I), tem-se P = (L)< sen® @

LN RE G2

Efetuando_ a :Lntegral v, 2) vems :
S = (z/3c3> (P2 ‘ (v,3)

Assim, a energila eletromagnetica emi‘q:.da por um atomo, cone
siderado como um dipolo flutuante, & dada pela expressac (V,3).
Se figzermos T = ,,,/-(, onde ¢ ¢ a carga de um dos componentes do
dipolo (carga do eletron no caso do atomo de hidrogenic, por ex

emplo) ¢ x é a sua elongagao tem-se: .
= (2/3)(E/SN(R)E W, 1

Em fungdo da frequencia prépria-do &tomo (dipolo) w, (sendo
X =Xx, cos w, t), tem—se

. |
= @3 (/P ()2 (v,5)
V, 3. 0 MODRLO DE J. J. THOMSON |

, 0 dipolo oscilante mais simples .é um eletron dotado de ux
movimento periddico em torno de uma posigBo de equilibrio, a cargs
total do sistema sendo nula, A este resultedo conduz o modélo ima~
ginado por J. J. Thomson: a atomo Seria formado de ume’carge posi-
tiva (+Ze) homogeneamente distrituida dentro de uma esfera cujo
raio.coincidiria com.o do atomo, no seu interior movendo-se Z ele-
trons. Limitemo-nos, daqui por diante, ao caso do atomo com 1 sd
eletron (hidrogénio).
Sgla R o raioc da esfera.e 3:_" a posigao do eletron dentro
desta, referida a um sistema de coordenadas, cuja origem esté no seu
- centro (figura 77).
0 eletron esta ‘submetido ao campo das cargas positivas ccn-
tidas na esfera de raio ¥ ¢ este vale, evidentemente (veja probtls
ma 1) (6/33) ¥ . A forga que sobre &le atua &, portanto, X, Fag
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cnde a constante de proporeionalidade h vale erR) Cono verezcs
adiante, cxperiineias muito ;mportentes, reelizsdas por Geiger e Moin-

g

. . @, o 4
deny Mosiraram que a distribuiczo de c-'gas POSLTIVLES NO &iCcmO nad
cecupa todc o atomo, nas, ao.ucntr;::o, csta ccuuu“t_u“_ numa reglzo

de raio 105 vezes menor quc o do atcno.,

Ensretante, em primeira aproximagido, polimos considerar o Atomo
A B 'Y El .
cono formado de eleitrons e de uma ca rg positive, evlz fungso e aeum
tralizar “"caﬂvcsdcs prineiros @ mante-lo0s num MUJ":;niq ADUOXIEEC Hm

v n w - e v .
nente per;oalco, autia reglac de ralo Ga oreed e 20 Vem. Io Sunoes
) - T
palavras, o responsavel pelos feninmenos gue esuuderenos o Segurl, Ser:
-,
o eletron acelerado dentro do atono.

V, b, YVIDA MEDTA DO ATOMO CLASSICO

Se, no interior do Atomo, o cletron estiveuse dotado Ce wi
. ~ ~ N "
moviiento harmonico, a sua equagao de movimento seris

nx + k x=0 (v, &)
e teria uma frequéncia prépria OJ /2T sendo o = i /m CCHO TCw
sulta da substituigao, na cquagao (V 6), de sua aolngao (5 e B constan-
tes a screm determinades pelas condigbes iniciais), .
x =4 cos wy, t + Bsen s, ¥ v, 7

lias como o cletron, cstando aceleradc, enite continvamente
energia radiante (paragrafo V,2), a sua energia Gecresce com o tenpo
e, portanto, nao pode ser exatancnte a energia de un oscllador har-
nonico (que & constante no te EZpo) s

(1/2) wé + (1/2) kF= (1/2) aw? (22 + 59), (v,8)

0 valor meédio, no tempo, {8) da energia 8 que o eletron enite
por segundo, & definida pela expressao:

: O

(asry) ‘[ s at =48) ,
onde T ¢ um pcr{odo,de modo que T, <8 ¢ a energla emitida depois
de TO scgundos. 4 encrgia atual do eletron ¥ no instante TO, vale,

portanto: ' W=E = <S> T_

isto é,' W satisfaz a eguagao

dw/at = - {8 , | - (v,9)
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que cxprime a conservagao de chergla.
- Se a cnergia emitida{&ﬁ)Tg for muito menor’de que E, npdemos
substituirn, em primeirs oproxinacho, a‘equagho {V,9) por |
dE/dt = - {SY ( ¢8> T<<E) (V,10)

(V,4) e (V,7) aso lugar a (V,5) eujo valor médio no‘tempo é (por
que?): '

5 = (Bwh / 363 42+ 'B?),

ou, tendo em vista (v,8), - SN
’ _—— (S) = J‘O E (V, 11)
onde . L ‘2' 2 3 ’
' o = (2/3) (" wS / me”) (v, 12)

Levando (V,11) em (V,10), temos:
' dB/dt = - H; E
- ¥t

E=E e (v, 13
4

Id

cuja solugao é:.
v o S

Obtemos um resultado blausivel: em virtude da enecrgia
dida por irradiagido, a energia do eletron oscilante decresce expomena
cialmente no tempo, GChamg-se vida média’ do &tomo ao tempo @ depcis
do qual a energia do eletron decresce a 1/e do valor iniecial
(B=1¥,). .

E muito importante observar que a condig3o de validade do
resultado acima (V,13), & a desigualdade .

(8) T, <<E
ou, tendo em vista (V,11). .
Yo Iy d4 1 , (V, 14)

isto €, o periddo de oscilagac T 4o eletron no dtomo, deve ger
muito menor do que a sua-vida médiag
T9<< VO -

{em outras palavras, o eletron realiza muitas vibragdes completas
antes de a sua energia se tornar praticamente nula (figura 78)) Do
contrério, nao se boderia nem falar em oscilagao do eletron no atomo
(consequentemente, em perfoda), . ;

~Uua outra maneira de exprimir a condigio (V,14)- & a seguinte
\fagai):
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A >, (v,15),
onde ' _ ' ) o
_ | =_(ea/mcz) = éﬂ 8x10~13 cm,
e | A= c}LJo . §

1sto e o comprlmento de onda das radlagoes ‘emitidas deve ser tem
maior que (a menos do fator 2M) a constante universal Tge

V, 5. EEACKO DA RADIACKO SOBRE /S CARGAS EMISSORAS

0 fato de & energia do eletron qecaif no tempo segundo a
formila (V y13), sugere que a amplitude de oscilagao do eletron deve
decrescer sxponencialmente ne tempo., Isto e, (V 8) e (V,13)sugeren

PN 2 LI B= B e‘@f/at
onde L, @ B, CELS constantes e, portanto, um movimento do tipo:

X =@ (QF/Z)(AO cos wyt + B sen cuot) (V,16)

em substituigio a (V,7).

Mas, naturalmente, (V, 16) ndo & solugao de (V,6), O racio-
einio utilizado acima serviu apenas para mostrar que tipo de movi-
mento (oscilatdrio amortecido) a perda (fraca) de gnergia acarreia
para o eleiron no atomo. _

Devemos, agora, procurar a equagao de movimento cuja solugéo
seja (V 16), Fisicamente e intuztlvo que, se a emissic de energia
pelo eletron acarreta um decréscimo em sua amplitude de OSCll&QaO,
é porque deve haver uma forga freiando o eletron e que atua simul-
taneamente com - e em conSequencia da - irradizgaoc.

Chamamos esta forga a i:EE&LjﬁLngﬁEﬁLiELjﬁgéégég sotre o
eletron (radiation damping). Devemos determini-la de modo que a
equagao de movimento do eletron no atomo sejas

mX + mtug X = R : (v, 17)

e que o .trabalho realizado por R, na unidade de ten upo, sobre o ele~

tron, seja igual a cnergia por ele, perdida sob a forma de radiagao: g

-5* a'*:
. "») = -8 - %

ou ) 3;_5.
(B, )= =(2/3(e¥/c) (%38 . (v,18) i
R causa o desvio do movimento real do eletron, em relagac ao movi- F

- Fl



mento harzonice purc. .

" 4 solugao da equagao (v, 18) de um modo simples e geral, para
R, nao é facil. -Vamos estudi-la no caso de wn movimento quase-perio-,
dico que é o de interdsse fisico: dquele em que a2 vida média do Sto-
no & muito maior que o .periddo de vibragao do eletron no atomo
(176 >>%,). Devemos, neste caso, tomar a equaglo da energia (v,18)

em medi no tempo:
) ° LR, RV = -(2/3)(Br3) {32 )
(d/dt)( )= ¥+ &)

(B )= @3 (92/03)i<( 0 - ((d/dt)( ))}

logo . f -5 ( -ﬁ
(R, ) = (2/3)(e2/e3) (X, )Y -(2/3) (eZ/c3) TT

Da ldentidade

resulta

io

Supondo que X e® sejan limitadas no tempo, o segundo T2
mo do segundo membro tende a zero, quando I cresce indeflnldamente.

Podemos, portanto, escrever, para intervalos de tempo suficientenmente

longos, \

{®, W = (2/3) (Ba/cs)us;:; ESV R
que ¢ satisfelta por > _
. = (2/3)(e8/e%) %° (V,19)
E intuitivo que, no movimento quase-pcriodico, a reagac da
_ radlaczo deve ser fraca,comparada com a forga elastica da oscilagso
harmonica:

(2/3)(e%/e3) Fecawl # - | (v, 20}
Em outras palavras, no caso do movinmento quasé-periddico, a eguagio:
n x+ mUJZ x - (2/3)(62/03) ¥X=0 - (v, 21)

e, en primelira aproximegao, substituida pela do oscilador puros:
' mXx + mtug xX=0
de onde resulta

17} . 2 .o
xz-wox,

(oY
)

> medo que, en segunda aproximagio, a equagio &:
mk +mwdx o+ (2/3) (/) Wwe i = o,

ou (V, 12)
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R+ wZx v+ yox= 0 (v, 22)
\as csta &, precisamente,‘a equagdo dos osciladores amorte-
¢ido5, bem conhecida na teoria das vibragdes mecanicas e na teoria
dos eircuitos elétricos (apendice I e problema 4 ).
' Para resolver a equagao (V, 22), ponhamos:
x = tWE o (7,23)
Substituindo (V,23) na equagao (V 22), obtemos a relagac que de-
termina W 3 : ,

o]

-'w2+w2+ixo'w = 0
o

que da dois valores para W @

(1y/2) & Wy (v, 2
1 ,/wq ~ (¥E / R

4
onde

(N

¢ a chamada "frequéncia" das oscilagbes amorteccidas (a menos do
fator 2T ). A solugio de (V, 22) é, portanto,
_B%i Wt - 'c.?- (v, 25)
x= & Ae + ﬁ e "1 j ’
na qual levamos en conta que a solugao comporta duas constantes '
arbitrarias (a serem fixadas pelas condigoes iniciais) e que x
é real.

0 leitor deve, agora, mostrar que a condigao (V, 15) ¢
equivalente a condigao (v, 20). Assim, a cquagao de rovimento do
eletron no modélo classico do atomo & a do oscilador anortecido
(V, 22) e o movinmento é (V, 25) onde wl Zw, (pois que Z‘ << w)
En virtude da condigao A >) ro, todos estes resultaaos sb vﬁleu
para radiagio enitida de frequencla igual ou inferior a dos ralos
X. Relambremos que a energia do atomo cléssico decresce no tempo
scgundo a equagao |

-fX;t

E = E, e
sendo 1/ Y, a vida média do &tomo,
V, 6. ESPALHAMENTO DE RALIOS X PELA MATERIL.

Quﬁndo se faz incidir um feixe paralelo (ondas plenas) de
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Taios X sdbre um alve naterial (Flg. 79), a radlagao guc emerge, se
propaga oa varias dircgoes (con int»n31dad es cm geral difcrcntes T
as diversas dlregocs) é o chamado ¢spalhanmcato (*) da radiagBc pcle
c..lVOe

4 tﬁorla classica destc fendmeno ¢ muito sizmples: o canpc
elétrico da rédiagio incidente acclera os eletrons dos itomos quc en-
coniraj os cletrons assim acelerados enitem radingao de actrdo con ¢
que vinos no parigrafo (V, 2).°

Seja w /2% a frequ\.ncié dos raics X :anz.dcntca, de mode quz
o seu campo elétrico na origem, valc E cos wt (apéndiee III ). Suk-
netido a esta forga externa (o campo nultiplicado pela cargal), o cle-
tron de um 4tomo na origem, executara oscllagoes forgadas:

¥ +mw02x’+ m{x =e§ COS w & - (v, 26)

Vercnos adiante, no estudo da dispersio da luz gue a fre-
quencia W /Z‘T propr:f.a dos eletrens, csti compreendida ma reogiac da
luy visd ch (substancias coloridas) ou no ultravioleta (sub_u ancias
t;ansparuntcs). Cono a frcquencia dos raics X incidentes, ¢ muito su-
perior a csta frequencia propria, podenos yr, e priucirs upTOXi:l:G&O,
na cquaglo (V,26) Wo ® 0 c¥= 0. Néstas condiges, 'a cquagio (V, 26)

¢ substituida pela seguintc- - %‘»__:- o E)o cos wi v, 27

cuja solugio é&: o - , .
= T coswt, “onde L= -(cﬁb/mw‘?"

_ Sabenos Qua © canpo cletrico irradiado pelo eletron valc
(para rafo (V, 2) ¢ apéndice II. '
2
Erag © (e’ /re Y _scnc{ o
cude of é o angulo entre ¥ e R, que & igual ao angulc catre o earpe
w—ry
E-c R (figura 80).

c
L enecrgia irradiada pc.Lo cletron assin acelerado, por en’
c, en média nc tempe:

Py = (m 27 81 8%263) senlu (v, 28)
"Chamemos Zowé intensidade nédia dos raios X incidentes

[T = (e/u) 87 (cosPunt) = (e/ym) = 2

(#) Ba inglls, scatter:.ng.
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Espailhamento de luz  la metéria.
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Podemos oxprimirdP) com terncs de Ic
(P} (Ga/mca)a. (IO/RZ)se:nac!

It

ou

, 2
P> = o K) (I /RS v, 29)
ende
o IR) = rOZ sen® e ( 26,
-~ » - - ..\ u ”, 3
¢ & chemada seccio de chocve elczentar claziice “n cletrcn(é medida
a " - e L] - - I3 - * el
en c:nz), 0 scu significado ¢ cbtldo comsidevandy a cacrgis irradizde
I . v .
por scgundo, que atravessa ¢ clemento de suge~ficie & uma distzncles

R do emissor, subentendido pelo angulo sdlido ali:
' (P)’R?-da- = JX-G¥) I ds-.

- B evidente, per esta férmula que &y (ot) represent

tensidade incidente que é cmitida para dentro é3 angulo

L expressao acima fol caleulada para s direg

vibragao do c"-ﬂpo ._i dos raios X incidentes (radiagio polarizade
definida pelo anguic-x que £az coi o I‘aio vetor Ci. (Fig. 80)

0 angulo o/ podec SCT €XPresso o funcio dos Anzulos J A

¢ propriamente o argulo dc polarizagdo) ¢ éngulo polar P (Figurs 81):

cosel = cos ¥ sen & : (v, 3.}

pois o cosseno do angulo entre duas retas vele a soma cos produtos
dos cossenos dirctores corrcespondentes,

. De (V, 20) ¢ (V-, 31), rcsulta:
H
(d) (e ¥ )=:c'G‘2 (l-cosa‘}?’ sen 9 ) (v, 2z;
Para radiagao nio polarizada, deveros tomar a =édia sobw ¢ as direges
de vibragao de E;, isto é, deverios tomar a médiz s re}9 desde zero
até 2T
R . an - ~ 2 . 2
€xe) & () = (1/21) / o(0 Y1) ayr = x2 (1-1/2 sere)

4 intensidade irvadiada correspondente &;
(? (83> =5-(0 ) (I /R®

de modo que (P (8)% a0 R® ¢ a intensidede irrediads atrevds do
elemento dc superficie nc ponto M,
L intensidade cri+ida scgundo t3cas as diregles &:

L T T

(*) Veja a desinighc de sceglio Gu 2hrams ne naragrafo{IZ, 1lLl.

<
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a2 a0 i -
(P) =/o /O’ {P(8)) sen 6a6a Y = eI /RE

- onde = (Sﬂ“/3)h Z2=-g 5x10'25 cme (férmula de ihouson)

o I

gao de choque classica (total) do cletron (a expresszo (V, 32
¢ao de choque classica clementar). . v

4 inportancia pratica da seegao de choque & que © SCU Co-
nhcetacnto implica o de P, segundo as formulab (V,29) o (V,53). 4 scc~

¢3o de choque elementars(6) e sinétrica cm torno de §0° s 8 Sug cur=.-
va est2 dada na figura 82, '

V, Ts ESPAIHAMENTO DE LUZ

No caso en que a radiagao eletromagneticq, incidcn :c soObre
o alvo naterial, tem uma frequéncia da ordem de giandeza de (w /Z'r .
devenos usar a equagdo (V, 26). Vamos, entretanto, substituir (V, 26}
pela scguintes: " - -
+mw2i’+ mb’x e ﬁb eiwt . {v,3L)
nals coanveniente 'Jatcma’cicamcnte, con a convengao de, nos recsultadoes,
tomar a perte real das grandezas fisicas.

4 sclugao de (V,34) é: . ' .
sa0 ¢ ’ : X = 5':'; ¥t (V,35)

onde -

=-[<e/m>§'1/cw Cauf + i¥w) (v, 36)

Dai calculamos a parte rcal de x (fagal), afin de ss@s»i-
tuir na expressao de P irradiade (*).

Re B = - [(ew?/m) B cos(wt- ] / [(w 2w 4 p 2w2] 12
-onde ' i .
cosd = (W2 - wdy [(wB-uPZ + p 2w |l/2

sen = ~{rm)/ [(wo?- -wdBs g2y 2}1/2

Por ccnseguinte, o vetor de Poynting B (veja inicio do pardgrafo(V,2))
vaie

(Pr= (e®scnf ¥2/LHRECD) =
(c/!.;ﬂﬁa) jof 21' Z(wuscn x)/ [(Lu g uﬁ)2+ &(-2 2? cosz(-ut 8y

---—-—------nm ---.-_—---
L]

(*)} Conm Rc(x) represcntanos e parte real da funcao x .
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Fig. 83
Dispersio da luz por um prisma.

N Vermelho

Fign 82

‘Distribuigio angular da seccdo
de chogue 6 gspalhaments de

raios X, segundo a teoria clis-
sica (Thomson).

-

Azul

Violaoua
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Tomando a média no ‘tem'oo e introduzinde I = (o/L47) EOZ s temos

P> =) (B mB) ,
G~(x) = 12 w L’/_T_(Luo -wa) + 5"02(.02] (l-gosa&iﬂlsenze )

o

onde

No caso em gue a luz riao é polarizada, devemos tirar a média sotre 54’1,
como antes., Obtemos, para a secglo de choque diferencial de espalha-
nmento de luz pelo eletron:

6(8) = r % w “/f'(w JEewZ 4 p ZwZ]fcl-(l/z) sen6)

_ A secg3o de choque total & obtida integrundo & férmula acina
sobre ’codas as direcoes:

- ia Uiy 2o 2N2 4 on 2,2
G = BT/3) rf w YW FwBE + p el (V,37)
Venos que < depende da frequeéncia da radlaczo inc‘dente(w/aﬁ)
aZm outras Qalavras, a quantidade gde energia espalhgda por wm 3iomo de-

pende da natureza (frequéncia) de tal radiacBo. Traduzimos este fato
dizendo que ha disversao.

Analisencs formula (v, 37):
1) Se a frequéncia da radiagio inclden'te W for muito maior que & fre-
quencia do eletron atomico

Wyiol < Wo << W2
ou
Uiverm <Wol Wyig1¢ < W

wh/[(woa - 2)2 + b"zw-’i] ~ 1
”

pois y << ts,e B 0 caso dos raios X visto no paragrafo anverior:

a secc¢ao de choque total sendo S =(8W\/3) roa e a subsisncia é trans-
parente aos raios X.

2) Se a radlagao incidente for luz visivel

Hyerm < W { Wrias < YW,

15;<< Wiy

entao

ou infra-vermelha w .
< Weerm < wviol(( Wa

entao wa/[(woé-_wz)a - QZMZ] ~ (wbr/woj"‘)
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¢ se tem parac-
S = (8T /3)r 2 (wh/w, “*

que & aformula de Lord Rayleigh° a luz espalhada é iaversamenie proe
porcional a quarta potencia dos comprimentos de onda da radizglo inci-
dente, A intensidade de luz azul ‘espalhada é cerca de 10 vezes 2 da
luz vermelha. .
3) Se a rediagéo incidente tiver frequéncia igual a ou Gs mesma orcen
de grandeza que = frequenc;a dos eletrons atomlcos, entao as:cgao de
choque &~ toma .um valor excepcionalmente grande. Neste caso dizemos que
ha ressonancia: . |

- Por exemplo, 1lypinando vapor de sodic pela luz emitida por outra
fonte de sodlo, 0 espalhamento resultante ¢ bastante intenso e o Vapor
fica excepcionalmente iluminado: & a chamada fluorescéncia de ressonan-
- clae '

V, 8. DISPERSHEO DA LUZ

Vimos, no paragrafo anterior, que o fato da secgio de caoque de
espalhamento da luz pelos dtomos depender da-frequéncia dz radiacio ine
cidente, chama-se dispersfo. Em dtica, disperso da luz ¢ o fenduens -
da’ dependéncila entre o 1ndice de refragdo de ume substancia ¢ a fre-
quencia da radiagac que a atravessa., 4 origen do fenomeno, ¢n ambos os |
casos, ¢ a mesma. Mo espectro visivel, o ina*ce de refragdo n cresee
com LJ, para substéncias transpaientes, isto e3 n ¢ nenor para o ver-
melho Go gue para o violeta. Bste fenomeno constituc a chamade | disper~
sao normal ¢ ¢ bem observado com prisma (Fige 83): & luz branca que o
atravessa ¢ dccomposta em suas cowaoncntes monocromaticas € tanto maior
L, maior serd o desvio.

R

LABELA XVIT

A (em angstrons) 656 58% bsso 3970 |

C s 2 (sulfeto de carbono 1, 620 1 629 1 654, ,{02
i Vldro (Kronglass 1cve) 1,513 1,515 1,521 1,531 !
Agua - 1,331 1,333 1,337 1,30k

Varlaggo dc p com P
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4 Takela XVII mostra a variagao de n com A, para algumas sub-
stan01as, variagio essa traduszida por uma curva do tipo dado na figura
8L. Wa vizinhanga das frequéncias i)o, -001“.,3 curva passa & ser de-
erescente: diz-se que a substaneia apresenta, nessas regﬂocs disper-
SAQ andmals, LS freqaenclas -oo, vo;n.sao aguelas para as quals hi
forte absorgio.de luz pela substancia, Assim, o sulfeto de carbono
(Tabela XVII). que, entre 65608 e 39703 apresenta dispersao normal,

(Fig. 85), mostra uma dispersao anomala na regiso uxura-violeta, tcndo
uma banda de absorgzo enire 2000 e 2500 2 . O lcitor ja deve saber, do
estudo da Fisica Gcral, que, anterlormente 2 teoria eletrdnica classmca,
varias £érmulas empiricas foram propostas para rcpresentar o comporta-
mento dispersivo das substancias, Assinm, a dispersac do sulfeto de car-
beno (C S) rode ser representada na regilo visivel e ultra~violcta

proxima, pela formula (em microns):

n?= 1,71693 + 0 7911;,42/{(\ 2-(0,2255)2 ] ~0,0003 A2

Para A = 2255 3 , da-se forte absorgao (dispersao anomala);
para esne valor a formula acima deixa de ser valida. A dispersao ano-
mala esta nela aproximadamente representada- pelo fate de n® crescer e
decrescer indefinjdamente, pela direita e pela esauerda, respectiva-
mente (figura 86), de 22553, . . -

Cutro exemplo de formula empirica[representaﬁiva da dispersio &
a seguinte- ; ' ‘

n®=l},58+ 0 0106/[;; (0;103)%] N Lm az/fga_(ssau) J+ 713, 55/@ 2_(20 75) }

que fol proposta para o quartzo.
0 vapor de sodio, colocado no trajeto da raias amarelas emitida
. pelo s0dio excitado,'apreSenta forte absorgo das mesmas.(veja fluores-
gencia de ressonancia , paragrafo (V,7) e curva.de figura 87, que sko
as ¢aias de ressonancia. ' -

V,9. ZIEORIA CLASSICA DA DISPERSIO DA IUZ

Guando uma onda 1um1nosa esta atravesghndoum.dle¢bur1co, as mo~
léculas deste s3o submetidas & agado do campo eldtrico (rapidamente vaw
riivel no tempo) da onda. . Ja ‘sakemos .que, para os gases (*) ds molé-
cuias_subaetidas a_um canpo Ez subsiste a relagio :atre &ste e o mo-

S e ey S e TE TR - e g e S e iy bt iy Tl RS St W e N

(¢) Restringir-nos-emnos apenas a gases.




np

ﬁ J" \ ,f’km‘w{;’é ‘u%‘"
1 "‘kaé ”L““"'\:E\T\":gi{""""" e e o e e e e
s -
Pig. 8 _.ﬂ

Var iagao do indice de refraqao :
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Fig. 85

Trecho da curva da figura 84
em que a dispersdo & normal
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Dispersao anomala.
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Fig. 87

Dispersao das duas linhas
- amarelas do sodio.



mento de dipolo P : _
¥ =«LF, (v, 38)
onde X § a polarizabilidade, |
0 fato de estarmos restringindo o estudo aos gases & traduzido
pela férmula (V; 38) que pressupae'que, sobre o étomo, atue apenas o canm-
pe externo E 3 portanto que a interagao com os outros atomos seja des-
prezivel,.

hAgora, a polarizagio vale (%)
P=NP= NxE
onde N é o nﬁmépo de moléculas por cm>.,
Do valor da constante dielétrica (veja parégrafo v, 3}

“t= (o/E) = 1+ umi N, (v,39)
e da relagao de Maxwell
& =.n2 )
resulta 21 ‘
= Un N, (V Lo)

No caso de um gas (pequana densidade) a relagao (V,40) é aproxi-
mada (porgue n~1 ), por

n-1lrvamyx (v, 41)

4 teoria da dispersfo procura exprimir of , e portanto n, em fungao \
das grandezas dos eletrons, Quandc a onda incide sdbre um eletron de uma
molecula situada na origenm, J& vimos que a equagao de movimento do ele-

tron e (V, 3 o .
n¥+ mwozi?-l- n¥, ¥ =e F.'E; AWt

que admite como solugao (V, 35 e V,36) (H%) ;
= 1wt
X =x, e

0 momento de dipolo induzido na molécula pela onda incidente vale, pore-
tanto: -> - )
? = egxs [(eafm) EO eiwt ] / (Euoa-wa + i b"ow)
Por conseguinte (v, 38) :

W e Dy A g S A T -—p ---I----.-

(*) Neste garagrafo, 3 @ 0 indice de refragao e N ¢ o nimero de moleculas
por om

(#*)Veja apendice III, -
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| | oL = (/) /(w2 -wl+ 1 fow)
Dail resulta (V,39):
E=1+u4n (N@'Z/m)/(':.u.io"‘:--h.iZ t1yw)
e, para os gases,
n o~ 1+ 2n(ne/m) stw 2ow? 4 1y W)

0 fato de termos obtido, para o indice de refragao n, um nimero com-
plexo, tem um importante significado fisico, Chamemos n., & sua parte
real o Rim a sua parte imaginaria

n = n, +ing '
onde .
=1+ 27N [(e%/m) (w2 A/ () 2-wd)2 . PR ](V,hz)
= 27 [(e/m) ¥, w)/ [tw 2w + p 2w]

Se a onda luminesa incidente for uma onda plana de frequencia(tU/ZJT)

e vetor de propagagav k.

E =B, o-i[(E ¥ _) - w ] ,
a sua velocidade de fase, no gas, é

= (e/n) =
de onds _ '
k= (nw/e)
e portanto, no material, a fase da onda & (Wn/c)x-wt: :
F = T, omtwltwelx-t] LW, e
Substituindo, agora, R por (V, 42), resulta para (Vy, 43):
-5= B ‘c_,--(t.u/c)nj_,,1 X e-i@[(xul./c)x-t] (v, L4l

o

Vemos, assim, que a parte real n, de g é que e, propriamente, o
indice de refragao; a parte imaginaria Ny & chamado o coeficiente de
extinqao, pois o fator exponencial que o contém da lugar a um amorteci
mento da amplitude de onda, a medida que se propaga no -material, En
outras palavras, parte da energla luminosa é absorvida pelo material
dielétrico.

As curvas do {ndice de refraqao e 0 coeficlente de extingao estao
indicadas nas fYguras 88 e 89.



Fig. 88. Dispersio
anomala.

'Fig. 89. Absora
a0 assgciady a
ispersac anoma~

la.

c
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Fig. 90. Dqscarga de um cenden-
sador através de uma indutancia.
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Devemos mencionar ainda que o produto Dn X 0y, é sempre positlvo,
logo ambos>os fatores tém o mesmo sinal, o que significa que o campo .’
elétrico E (V,44) enfraquece sempre, ao longo de sua propagagaoe
(fow) <f:(wo - W22 0y 0y
entao o coeficiente de extingio é muito pequeno e se tem

n, AL+ L (e/m) Wkw 2-w?) (V, 45)

£ o caso das curvas fora da reglao de ressonancia. No caso de uma mo-
lécula com miitos eletrons, a férmula (V, L45) é substituida por

n,~1 + 47 Zr: (e%/m) ‘y(woz-wa) (V, L6)
onde 08 W, sko as frequencias préprias dos étomos.
Quando a onda que atravessa o dielétrico é de raio X duro, entao,
-a sua frequéncia é multo maior 4o que as frequéncia proprias dos sle-

trons. Nestas condigoes a formula (V, 46> se reduz & ssguinte:

=1 - (27 el nuwl) 2, N,
I

V, 10; UELOCIDADES DE GROUPO E DE FASE

Uma caracteristica desta relagio é que, neste caso, o indice de
refragao é menor que 1. O leitor podera tambem ver 1sto na curva da
figura 88, observando que n, para >tA$ é menor do que 1,

Como a velocidade de fase da radiacao ¢ a relagao entre a veloci-
.dade no vicuo C eo 1ndice de’ refragao & na reglao acima considerada
- a velocidade de fase é maior do que a velocidade da luz g, Z=ste re-
sultado foi muito discutido logo depois da teoria da relatividade
(1905), segundo a qual nio pode haver agdo fisica propagando-se com
velocidade superior a ¢ . 4 solugao da aparente contradicac foi en-
contrada por Sommerfeld e Voligt.

Primeiramente, recordemos que a velocidade de fase nfic tem realie
dade fisica pois todo sinal luminoso & limitado no tempo ¢ no cspago
e, portanto, n#o pode ser uma onda plana monocromatica. A velocidade
de propagagao de um sinal luminoso é dada antes pela velocidadc de
grupo. (que é g velocidade da propagacao da amplitude mixima dec um
grupo de ondas), Unm tal grupo ¢ uma superposicdo de ondas com fre-
quéncias compreendidas hum pequeno interValo 8 cuja velocidade de fasa

-
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_e, em geral, fungao do comprimento de onda (frequcncia varia com o com-
primento de onda). 4 velocidade de grupo, entdo, vale

V, = (dw/dk),
enquanto que a de fase vale |
ve = (W/k)

-0 leitor ja sabe, do curso de Fisica Geral, que,nas experiSncilas
de medlda de velocidade da luz, o que reslmente se mede & vg. A velo-
cidade de grupo ainda pode ser cserita

' Vg = Vg + k( dvp/dk
ou &
Vg = VemA (@vy/apd = (e/n) +A (e/n?)(dn/aA)
(V, 47

Agora, quando o meio ndo é dispersivo (dn/dA = 0),a velocidade
de grupo colncide com a de fase. Na regilo em que o melo apresents
dispersao normal (/dd) {0, nyl, entio v, < (e/n) ¢+ a velocidade
de grupo & Sempre menor que a de fase nesta regizo.  No caso dos raios
X duroa, a dispersao é normal {(dn/dA) <0] mas n<l. A velocidade de
grupo é inferior 3 de fase, mas daf nao podemos conelulr gue a veloci-~
dade de grupo seja inferior a velocidade g. Entretanto, a formula
(V, 47) .56 tem sentido para o caso em que se tenha efetivamente -

Vg £¢ o« Pode-scy dc fato, mostrcr (Voigt) quc a velceidade dc

o 20 de qualguer sinal inosp naoc pode ser superior s veloci-
dade da luz no vicuo. Quando um grupo de ondas incide s&bre um meio
material, a frente de onda (rrccusor) passa através deste meio com uma
velocidade igual a ¢, pois os ecletrons submetidos a agao do campo elé-
trico desta frente de onda, gastam um pequeno tempo, em virtude de sua
massa 1nerte, para acelerar-se e, neste tempo, a frente de onda ja
ultrapassou o eletron, Portanto, a testa (frente) de qualquer sinal
luminoso, propaga-se, através de qualquer moio material, com a veloci-
dade ¢ da luz no vacuo (como se o meio material nao existisse), 2
medida que o resto do grupo vai incidindo sdbre os eletrons, cstes en-
tao aceleram-se recmitindo ‘radiagio que se superpoe a incidente. #
claro que a propagagao de todo o grupo se processa sempre com uma vee-
locidade menor do que £ €, apenas a sua frente, com uma intensidade

bl
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poquenissima, tem a velocidade g. ,
0 tratamento matematico rigoroso esti acima do nivel introdutdrio

do presente curso; ele permite mosirar que a funcao de onda que repre-
senta um sinal luminoso que comega na origem das coordenadas e na origem
"dos tempos, ¢ nulo num ponto X,para todo o tempo menor do que x/c (veja
A. Sommerfeld, Vorlesungen Uber Theoretische Physik, Optik, capitulo

(III do volume IV). '
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Apendice I ~

Oscilacoes elétricgs e ondas eletromagnéticas

1. Oscilagoes harmonlcas

Um circuito de resisteneia desprezivel esta indieado na figura .
(90a) com um condensador de capacidade C, uma bobina de coeficlente de
auto-indugao L e um interruptor L. Se o condensador estiver carregado p
e ligarmos o interruptor I, uma corrente elétrica fluira dé A para B. |
Em um instante posterior, naturalmente, o condensador estarades carregado
¢ a diferenca de potencial entre os pratos do condensador sera igual a |
zero. A corrente que passou pela hobina, no entanto, deu lugar a um
campo magnético que decresce quando a corrente -que passa pela bobtina _
decresca, fRste decréscimo di origem, segundo a lei de indugao,a uma. if
forga eletromotriz e esta origina uma corrente de sentido contrario
Q'primitiva (por que?). Deste modo, o condensador ficara carpegado'
novamente mas as suas armaduras terao sinais -contrérios aos das car-
. gas iniciais (figura 90c). Se nkc houvesse perda de energla, o pro-
cesso se repetiria indefinidamente (como no caso mecanico dq.pendulo
ideal), dando lugar a uma oscilagao eletrica. & importante observar
que a energls se transfere do campo elétrico di condensador ac campo
magnético da bobina e vice-varsa, de modo inteiramente anélogo com 0O
caso do pendulo, no qual a energia potencial se transforma em cinética
e vice-versa. _

Se representarmos por g a carga instantanga do condensador, a -
diferenga de potencial entre os pontos A @ B (fig. 90) vala:

Vpp = 9/c
~em virtude do condensador, e

e — e b Lo w el -

,VhB= L di/d?

através -da bobina.

Agora, como 1 = - dg/dt (o sinal - resulta de que, V,p sendo
inicialmente positivo a carga decresce a partlir do instante 1nicial),
temos: .

- &Bq/at? + (1/10) ¢ = O | (v, 48)
que é a equagho diferencial de um oscilador harmonico. A sua solugao,
que da a variagio como o tempo das cargas das armaduras, é:
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. q = Qecosw i Fv’ h9)
onde ’
W, =\ 1/(L0)

A solugho (V,49) mestra que a carga instantZnea g do condensa-
dor oscila, ¢ valor méximo sendo igual a Q. A frequéncia do movimen-
to oscilatorio, w /2T, @ inversamente proporcional a raiz quadrada 
do produto IC. Se o q¢ondensador for plano, por exemple, a capacidade
é proporcional 3 area de suas armaduras e inversamente proporeional
& sua dist3ncia. Logo, para maiores 4reas das armaduras,as frequén-
cias das oscilagoes serEo_menores. 0 inverso vgle para as distancias
das armaduras. Como o coeficiente de auto-indugio L é proporcional
ao nﬁmero_de espiras N da bobina, a frequéncia sera grande quando o
nimero de espiras for pequence :

A corrente instantanea i pode ser calculada a partir de (Vau9)
e vale: ' '

| I sen mo t (V, 50)

m

onda I = u) Q. : '

A corrente tambem e periodlca mas a diferenga .de fase entre a
corrente e 3 carga @ de 90°:

2o’ Oscilacdes gmorte01d§s.

No caso precedente, supuzemos que resistencia total do circuito
fosse igual a zero. Vamos supor, agora, que exista um resistencia R
(figs 91). Neste caso, ao invés da equagio (V, 148),vamos ter:

- (l/c)q - L di/dt - IR =0

ou.(*)

' d 20/at2 + (R/L) dg/dt + (1/Lc)q (V, 51)

cu 1 H '

Ja soluglo é: 3 - ¥ t/2 ;
Q= Qe cos(w t+ §) o (v,52)
~ onde | -
“y "\[“’o ~ 82/ y Wy = VI/IC Y,.= R/L
o

T T A Ry g e e Sl W Y i --- i —————

(*) Compara com a equagdo (V, 22) do texto.
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Fig. 91

Descarga através de indutincia,
havendo resistencia no ecircuito.,

r

VAYadw

Fig. 92

Descargas possivels associa-
das ao circuito da figura 91.
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A corrente pode ser calculada a partir de (V, 52), usando
{= dq/dt (calculei).

A solugho (V, 52) contem um fator que decai no tempo g Fot/2
e um fator periddico de perfodoWw,/ 2m . Vamos examinar diversas hipd-
teses sobre os valores de R, L o C: _ .
1) Se R.= 0, a exponencial vale 1 e a soluglo (V, 52)se reduz a an- '?
terior (fig. 92a) ’ , : ’

' 2) Se R= 2YL/C' , entdo a descarga néo sera periddica. A carga do

condensador decal exponenclalmente no tempo (fig. 92b).
3) Se Rd 2 JL/C , a curva (q,t) estd indicada na figura 92c.

3. Emissao de radiacio (*)

As osciiaqSes no circuito consistem na transferdncia de energia }
do campo elétrico do condensador ao campo.magnético da Lobina e vice-
versa. Se a frequencia W /2N for muito alta, parte da energia do cir- |
cuito escapa sot forma de radiagfo eletromagnética (férmula V,5a), Bste
‘resultado, a saber, o fato de oscilagBes de cargas elétricas darenm lugar
a emissio de ondas eletromagnéticas, fol provado matematicamente poT
Maxwell na sua teoria eletromagnetica da luz (apéndice II). A existén. .
cia desta radiagio foi demonstrada pela primeira Vez, por experiéncias
diretas, por Hertz. .

| Un modo gimples de¢ produzir e detetar tals ondas sera deserito
a seguir, Um condensador (fig. 91) ligado em serie com uma botina,
" origina, como sabecmos, uma corrente oscilante. Se nao houvesse resis-
téncia, o movimento no circuito serie periddico e se manterfa indcfini-
;damente (para originé-lo, ﬁastaria carregar o cbndensador). A resis-
tencia do circuito, no entanto, torna o movimento amortecido (fig. 92¢c);
a oscilagae ndo persiste por mai$ de alguns periodos, em virtude da
transformagac de energia clétrica em calorificag Para manter o movi-
mento oscilatério, devemos portanto, carregar o condensador, ligar o
interruptor, desliga-lo quando a_amplitude for inferior a um valor _
muito pequeno e repctir as operagdes, clclicamente, 4s oscilagbes obti- %
das_cstao_indicadss na figura 03: as amplitudes sho grandes quando se . .

Ay A T S e e S Ty S gy Vo S gy St det S Sy ey e

(*) B nuito util que o lgitor estude o artigo Electric Waves da Encyclo-
pedia Britamnica ?a'cdigao de 1911, ¢xiste no C. Bs P. F.). O artigo
fol esorito por . J. Thomson e da métodos simples para a obtengdo de
-ondag cletromagncticas bem-gomo para verificar as propriedades de re-

flexao, refragao, polarizagao, ctc.
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(a)
Oscllador de Hertz

Fig. 93

PFig. 9y

(b
Receptor
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. liga o interruptor c¢ dccacm répidamcnte; quando se desliga o interrup-
tor ¢ sc carrega novamente o condensador, as amplitudes voltam a assu-
mir valores grandes.

Foi Hertz quen, pela primeira vez, construiu ésse circuito,
usando o fato hojc bem conhecido de que ocorre uma centclha cntre dois
clectrodos sempre que:a diferenga de potencial atinge um valor critico
(fig. 94a)s A centelha é rica em ions gasosos ¢ portante a porglo

-

do ar cntre os cletrodos ¢ condutora durante o tempo em gue persiste -

a centelha. Vamos ligar as armaduras de um condensador ao secundario
. 8 de uma bobina ¢ a duas esferas. Vamos aplicar ao primarioc P uma di-
ferenca dc potencial periddica V cuja amplitude scjé superior a dife- .
renga da potcneial Vc cm que se d3 a ccntelha entre as csferase - En-
quanto ¥ cresce (valores -inferlores a Vc), o condensador sc carrcgae
Quando ¥ atinge o valor V,, o condensador descarrcga através dc I, I
atua entéo como um intcrruptor ligado. Depols, a diferenga de poten-
clal, dccal (porque as celggs dos condcnsadores tcndem a zero) mas a
£orga cletromotriz de indugho mantem a diferenga de potencial, até que
o condensador € scja carrcgado inversamente .(com polaridade inversa)
ha entfio outra centelha. Devemos esperar, portanto, no minimo, 240
centclhas por scgundo sc a corrente aplicade no primario P for de 120

ciclos por scgundo. As ondas clctromagniticas irradiadas por &ste omis-
sor podcm scr detectadas por um sistema do tipo da figura 9t (rcceptor).

Assim, todo o circuito em que'haja corrente alternada, ‘irradia
pulsos clctromagniticos. Veromos no apéndice scguinte que, em geral,
energla sc destaca de um sistcma de_cargas todas as vozes que cstas sc
cncontram accleradas. Esta propagaqéo de pulsos clctromagnéticos éy
. .como todos sabcm, amplamentc utilizada como melo de troca dc informa-
goc8 a grandes distancias (rddio comunicagBo)s Estas ondas elctromag- .
néticas tem as mosmas propricdades que ag ondas luminosas: comprimcnto
de onda, frequéncia, vclocidade de fasc, velocidade de grupo, rcflexio,
refragho, polarizagdo, otc, Estude ¢ procurc memorizar a Tabela XVIII.
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Apéndice II
Radiacdo de um Dipolo. ' o

No paragrafo (V,2), usamos a expressao B = (p sen G)/(rdg) do
campo elétrico de uma carga acelerada. Neste apEndice, deduziremos a ;
expressao dos campos E e H. Vamos admitir que um sistema de cargas F
esteja localizado numa pequena regiao do espago, em torno da origem
do sistems de coordenadas.

0s potenciais vetorial K’(i?t) e escalar ¢(i?t) satisfazen
as ‘seguintes equaqoes em todos os pontos, exceto os da regiao em que
estao as cargas (*):

Z

8F-(1/c*)82F/0t% = 0 (v, £3a)
06 (/222 §p rotP =0 (v, 53b)
(T8 + (1/c)d 0/0t = O (V, 53c)

*»

A solugdo mais simples destas equagdes & aguela em que A é fungio
apenas da distdncia T do ponto M & origem, tendo, ademais, a mesma
diregdo em todos os pontos do espago em que ¢ definida. Tomemos e elxo
0, nesta direglo (Fig. 76). Vamos, pois, é?nsiderar a solugao de

(V, ©3a) tal que :

b =0, A =0 Ba-(/Hola otl s W, W)

Como A, depende apenas de r, o seu laplaciano, em coordenadas
—esfericas, se reduz aos termos radiais:

= 2% /0% + @/ A, for T (/1) cm )/ar

Assim, a equagao (V, F3a) se reduz a seguinte: '
28(xa,)/ 515 - (1/c%)0°(ra )/ % = 0

{pois r nfo depende de t), que ¢ a equagdo das ondas a uma dimensio

(em ) a que satisfaz rA . Uma tal equagfo, como o leitor podera veri-?
ficar, admito_como solugaoz uma_fungdo de t-r/c : P(t - r/c), que é

- i A M e e e e ey -

(*) Nestas formulas e nas que se seguirem, usaremos a seguinte notagao: 3
5 302/5 x> +3% soy° +9‘/az3 |
(V A) div Iy

2 rot &
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arbitraria (exccto naturalmentc, que deve ter derivadas scgundas, ctcls
Assim, podcremos por. ,

rh,= P (% - r/c)

Por ccnvenicneia, introduzircmos uma fungao (*) p(t-r/c), cuja
derivada em relagao ao tempo,vale a fungho P multiplicada por g:

(1/c) p (t-v/c) = P (£ -~ v/c)
Assim, a solugao de (V, 53a) ¢:

hy=0, 4 =0, &4 = (1/re) p - r/c) - (V, 55)

Uma vez detarminado o potencial vétor ry , a equagao (V, 53c) nos per-
nitird obter o potencial cscalar $. De fato, em virtude de (V, 55) a
equagao (V,53¢) toma a scguinte forma:

(W/e)o b /ot = ~94, /2% = - (94,/07)(d2/ %) =
= { (1/eBr) 0%p/2 42 + (1/er®) 9 /5 t} (2/7)

de onde deduzircmos ¢ (*%):

0={asemap/at + /D p} (arm) . (V,56)

Afim de estudarmos a significagao ffsica desta solugfio, su-
ponhamos que D seja uma funggo periddica do tempo com frequéncia
.Y = w /2w, comprimento de onda A e velocidade de fase g :

P=p,cos W, t=rp, cos 2TVt v, 57

Neste caso particular, de grande interesse nas apllcaqoes,
os potencials tomam a forma:

b= (p,2) / (2 A){ -2 sen 2T (V t-r//\) + (ﬂ /r)cos2m (vi-r/ A)}

(v,58a)
A, =0, Ay =0, A =-(p/r B) 2Tisen 21 (\}\t-r/;\) (V,58b)

Vemos que, para distanclas T muito 'f:aequenas, il.e., tais que
r<¢ A, podemos desprezar o retardamento r/A no argumento do cosseno e

(*) o fai;o de o argumento das funqoes ser t-r/c, tem a seguinte expli-
. cagao:t € o instante no qual medimos o campo no ponto Ps ao valer do
campc_obtido contrijue a configuragaoc de cargas no instante t-r/c, pois
as agoes eletromagneticas se¢ propagam com a velocidade finita g.

(%*) De agora em dlante omitiremos, nas formulas, a dependencia da fune
¢ao0 p no argumento t-r/c.
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do senoj poderemos, ainda, rejeitar o primeiro termo de (V, 58a) diante
do segundo. Portanto, em pontos proximos das cargas, (r<<\), a solu-
gao (V, 58) se reduz a: “

§ = zp/r? . re<A  (V, 59a)

Ay =0, A&, =0, & = (p/ cr) ‘r¢cA  (V,59b)
‘0 leitor vé, poT estas expressdes, que § , dada por (V, 59a) é o poten-
cial produzido por um dipolo életrico (veda eap, III), cujo momento i?
e paralelo ao eixo dos z. 4lém disso; a expressao (V,59b) do potencial
vetor ¢ a qﬁe & Qada pela lei de Biot-Sgvart, para um elemento de cor-
rentie (*)_i&? 2 P4 Isto sugerd consi@crar-se o potencial (V, 59) como
o de um dipolo elétrico ipdaliZado Na origem,com momento de dipolo
variavel no tempo (paralelo ao eixo dos Z)e B a conclusao a que chega=-
mos, muito importante, é esta: o potencial produzido por uma distrituigao
de cargas que sé movimentam sempre dentro de uma pequena (**) regizo
do espago,'é equivalenye ac de um dipolo'elétrico oscilante. £ por

exemplo, o caso de luz visivel emitida por atomos neutros. Necessitax - |

mos agora do campo elétrico E e do campo magﬁético 'I:l’. E conveniente
introduzir coordenadas polares ry e , em cujo sistema se tem, a
-partir de (V, 59a) e de (V, 59}:):‘ '

A, = (p cos 8) / (er), Ae='-(f: sen 8) /(er) , Ap= 06")
’ = [p/(ci‘)+p/r2] cos © ’

Os campos E e f,séo, entao, obtidos de V(60) observando que:

(*) Opserve que, de p = ed€ , se obtem p = 64 = 1af onde a1 & a se-
paragao entre as cargas de um dipolo.
(**)4 regiao deve ter dimensoces lineareg g ,bequenas em relagao ac com-
primento de ondad: £ (¢, Esta cgndigao ¢ essencial pera a equivaley-
cla mengionada. Embora o seu emprego nac tenha sido mujto clgro no me-
todo aqui utllizado para o-obtengag de (V, ‘5?) y.6la esta implicita nos
seguintes argumentos: 1) as equagdes (V, 54) 80 valem nos pontos fora .
da regiao ocupada pelas gargas. 2) a solugao (I}) sé tenm sintido para -
pontos cujas distancias a origenm sejam muito malores do que (fig. 95),
por%ue para r ~ 4§, deveriamos considerar @ retardamento r/c de cada
ponto da -distribuigao de cargas e somar sobre esta, Para obter-se a so-
lugac; 3) finalmente, comof << r e gcomg r pode ser muito menor do que
segue~sg que £ ¢ Ay Este congiq’ao € preenchida para luz visivel
emiiida por atomos neutros (A ~v 10" cn, £ ~A2107° cn), = .

S mes e e e b

[
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= (v, %) E=-Fb- e24/dt
o que da (faga os calculosi): . ' '
H,=C Hy=0, Hp = (sen 6/x) [ / oC+p/or ] |

(v, 61)
E, = 2 cos e[i:/(cra) + p/r3], Eg = (P sen 6)/(c2r)+[i)/(cr2)+p/r% ]sen e

No caso em que p & oscilante, (V, 57),teremos:

Ho =0, Hg=0, Hp=Gend/r |-k, cos 27 (vt-r/A)e

+ (kpocos 2T (-,)t-r/r\)) /r] ~ p sen 8 /r (1/A p-1/A 2y
E. = (2, cos 8) / ? [1/r - 1/p] .
Eg= (psen® /r [1/A2% 1/a ¢ + 1/72] v, 62)

9
Eﬁo =0 _ .

onde usamos as rclagoes wW/c = k, k = 2W/A
Examine estas formulas e veja ques

'1) em pontos préximos da regifo das cargas (r << A), predominam os ter-

mos en rf‘z para H e em r™> para B :

"E, = (2pcos 6)/r° , Eg = (p sen 6)/r%, (V,63a)
rc p ' i_
By = (b sen 0)/cr®) .V, 63b)

€, como era de esperar em virtude do que foi dito agima parape A(reca ]; i
(V, 63a) representa o campo de um dipolo estitico e (V, 63b), a loi de

Biot-Savart, ' 0 termo em r~2 para ﬁ ¢ devido ao fato de p variar no - |
tempo e a sua grandeza .é r/A vezes menor qué o primeiro termo. a

i

2) em pontos muito distantes da regiao das cargas, (r >>A), predomi-
narao os termos em r1 ' . :

H, =0, Hy=0o, Hp = (P sen 8)/(rc?) ‘ v, &)
' Er=0’ . Eg = (P sen 0)/(rc?) | Ee =0 .
Este valor dos campos B e & chama-se campo de radiacio
e os pontos em que ele predomina (r >>A~ ), ‘constituem a'ichamada zona -
~-da_radiacio ou zona da onda. ) S
- V_q;'i,‘g,f:;!,‘q,l_l,e;'_ o .deftor (importantel) que gg;"‘c‘.‘ampos.-,ﬁ,-.a"l_’i’_ de
radiagio, sdo perpendiculares entre s, t8m a mesma grandeza e sao -

% v,
L
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ambos perpendiculares a ?’; o campo de radiagio & transversal, do mes-
mo modo que o campo clétromagnctico de uma onda plana. Obsrrvo,'tam-
bém (importantex) que, sendo E = 0, E? = 0, o canpo elétrico de ra-
diagao é dirigido segundo os meridianos, cnquanto que, scndo H = 0,
He = 0, o campo magne Stico de radiagao esta dirigido segundo os pala-
lelos de latitude (Fig. 76). Mas os scus médulos vao diminuindo a me-
dida que o ponto se aproxima dos polos e se anulam nestes : o campo de
radiacio de um divolo oscilante ¢ pulo na direco do vibracho do dipolq.

Vé o leitor, assim, que 2 aceleracao das cargas a4 lugar a
uma parte do campo elétricp e do campo magnético que Se superpoe a que
estas cargas criam sempre, mesmo quando nao tém aceleragio : é o campo
de radiacdo (pois ¥ = e X para, por exemplo, um eletron movendo-se
em torno de um proton). |

A importancia desta parte nova 4o campo é a seguinte: o
campo de radiacio da lugar a um fluxo de energia cletromagnética que
se destaca das cargas (isto é a quantidade: que, por segundo,atréVQSSa
toda uma esfera em torno do dipolo, fluxo total, n3c 2:ogcuce do ralo
da esféra e, portanto, por malor quc seila ~$Te¢ ralo, existe ecnergia
saindo desta esfora),. Ja par. a outra perte do campo eletromagnético
(formula V, 63), o rluxo total de energia por segundo através de uma
esfers decresce quando o ralo desta aumenta e, portanto, a energia nfo

5¢ destaca. Podemos, por este motivo, chamar c¢st: outra parte do campo,'

que € a soma do termo estatico com o termo quase- estacionarlo, de campo
ligado as -cargas. A verificagao destas afirmagdes € feita calculando -
o vetor dc Poynting | |

P= c/Lm (£, H]

que d& no caso do campo de radiagao (verifiquel:
P = (ctsenfe) / (yrirPclhy,

ou, quando p = p,cos w t
P= (pzcuoasenze) / (hﬂTrZOB)

A integral do vetor de Poynting sAhre umas superficie fochada,
em torno da Aisiiiiuiein das cargas, da o fluxo total de en~ziat o
termo em »r -2 de P cancela com o termo enm ra do eluimunbe de supere
ficie, dando resultado ind;,_"6~n+e do raio da esfera (V, 4):

S =f Pas = (} Z/2c3)f sen®C sen 8 d @ = (2/3¢7) __'152(1;_1,/0). (v,65)

[P PR
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Fig. 96

Campo de um dipolo oscilante.
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No caso de dipolo monocromitico, temos(V, 5):
| 5 = -(2/3c%) w 1(F)2
vemos, assim, que a radiaqao emitida tem a mesma frequencia das cargas
emissoras. _

Deixamos ao leitor calcular no caso do do campo ligado e
mostrar que o fluxo correspondente se anula no infinito. En sintese,
o campo eletromagnético eriado por wma distribuiqao de cargas, ¢ for-
mado de um termo importante a pequenas aistancias e do qual o campo

coulombiano é uma parte' de outro termo que & importante a grandes

distancias e que ¢ o responsavel pela emisszo de radiagdoc pelas cargas
(ﬁ.g. 76) ]
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IABSLA XVIII

3 longas
Ondas de radio \ médias
curtas

Ondas ultra-curtas

-
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Infra-vermelho longinguo

Infra-vermelho
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_ 1 Laranja
Luz Visivel J Amarela
: o Verdg
Azl
. Violeta
Ultra-violeta
Moles
Raios X {
Duros
Raios Y :

Radiagao e¢dsmica

A
15 km +~+ 2km

2 Xm ws 200m
200 m ~ 10m -

IlO m - _1 m

-~

3 m ~— 80cm

10™%cn - 10™J¢m

1073 7.5x10"2cm

75 4 6.5
~ 6e5 1 549
5¢9 =1 543 . ._.10"'5031
5e3 t= U,9 ? .
be9 » a2 '
h.Z —4 ’.I.oo

J
Lis0 +— 1.8 x 10'5 cm
2x10"7 i IO'ch.
100 1 1079
16-8_*4 10710 -

- lO'IQ'hq lO“lBCm
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APENDICE IIIX

0SCILACOES FOR '

1 solucdo
¢ x = CE:Lwt_,

¢ =afwPwiay )/ fw 2w ¥ 2w?)

da equagao

+ Xﬁ+woa’:izae;‘wt ; a = B/nm

po&amos, evidentemente, adicionar a soluglo da equagho homogénea (V22)

2 - 2
2t Yo X o+ W,

i

X, =0,

X, = e aﬂ°. /2 { A cosw.t + Bsen wft‘s-_} y

. - 2 2,47
we =W 2oy 2
Podemos introduzir um angule de fase ¥ em ¢ : |
c =aeiw/[ (wo_a- wé)2y g'oawa.! /2
onde | ' .
tg¥ = y ow/ (wl.wd |
Assim, a solugdo geral da equagdo das oscilagBes forgadas, &
a seguinte: -y ot/2
TEX R, s e ° {A coswft+33enwf'1_:}+ '

r
1

+(a/Ww3Z ) cos (Wt -¥) | (v, 66) - '

onde z }[ 3_02_? (1_w02/w2)g} 1/2 ;
€ a chamada inpedancia, , _

O primeiro termio de (V, 66) é a chamada parte transiente das
oscilagdes e decresce ripidgmente no tempo. O segundo terma & 3
chamada parte estacionaria das oscilagdes forgadas e & a que predomina
depois de um tempo suficientemente longo, Portanto, o eletron oscilando
no atomo, submetido aec campo eldtrico oscilante das ondas luminosas
incidentes, toma,_inicialmente, um movimento complicado representado
pela soma (V, 66)}s Depois de um tempo superior a 2/ S s © eletron
passa o oscilar com frequeéncia igual a do campo incidente (supondo que
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a radiagao continue a incidir), apresentando uma diferenca de fase '
em relagao a éste e com uma amplitude inversamente proporcional a

frequencia.A Esta amplitude apresenta valores excepcionalmente grandes
para as frequencias de ressonancia. ‘

PROBLEMég

’ e d 3 "? ,
l. Justifique a formula E = (e/R”) X (parégrafo V, 3), expressando
a carga contlda na esfera de ralo x, em funcho da densidade e de seu
volume (observe que a densidade & constante, por hipdtese).

2. Qual & o valor da vida mddia de wm Stomo que emite continuamente
luz visivel?

3. Trace, em papel milimetrado, a curva que.dd a variago da seccho
de choque de espalhamento de raios X, com o angulo.® (parégrafo v,6).

Ue Um vibrador consiste num peso pendurado por uma mola; sua massa é
100 g. A forga de restauragao da-mola & proporcional ao dexlocamento
do peso, em relagao 3 posigao de equilibrio,,se o peso for deslocado
de lcm, esta forga vale 10 000 dlnes. A forga de atrito, que amortece.
os oscilagBes, é proporcional 3 velocidada do péso e vale 100 dines,
quando a velocidade & de lcn/seg. Qual é o periodo de amortecimento
(tempo necessario para que a amplitude decresga a l/e de seu valor
inicial)? Que frequencia teriam as oscilagOes se nao houvesse atrito?
Que frequencia tém as oscilagoes amortecidas?

5. Segundo a formula (V, L4), a amplitude e, em consequéncia a energia
da onda luminosa que se propaga ao longo do eixo dos x, diminue.. Esta

energia € ahsorvida pelo dielétrico, Em que e ela empregada? Como &
reencontrada?

6. Qual é o valor de A, quando wyw, ? quando w=w,? quando W yw?
7¢ Qual € o valor de ny nos*mesmos'casos? |

8. Mostre que o potenclal escalar ¢ , dado pela equagao (v, 56)
(apéndice II) & solugao da equagho (V 53b) ”

»
N




115

LEITURA ACONSELHADA TELATIVAMENTE A0 CAPITULO V

F, W, Sears ~ Electricity and Magnetism, Cap, 17 (Addison).

4. Kolin ~ Physics - Its Laws, Ideas and Methods, Cap. 33 (MacGraw
Hill). :

Encyclopedia Britannica -~ Artigo "Electric Waves", por J. J.
Thomson (edigdo de 1911 existente no C. B. P, F.).

_ {
G. Bruhate- Cours de Physique Générale (Optique), Cap. XCIII (Masson).

M. Abraham e R. Becker - Electricity and Maghetism, Cap. X (Blackie).

A. Sommerfeld - Theoretische Physik, Vol. IV (Optik) Cap. 3

(Dieterich), f ‘ j
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cAPfTULO VI

| ATOMO DE RUTHERFORD

VI, 1 INTRODUCAO ‘ i

0 modélo atdmico de J, J, Thomson (paragrafo V, 3) deu wma.

Justificagao Intuitiva @a forga de restauragao elastica atuendo sobre
os eletrons atomicos. A teoria sobre &le desenvolvida, permitiu a _
explicagao de um grande nimero de fenomenos. Contudo, como ja dissemos,
estes fendmenos njo sio sensiveis & estrutura detalhada do atomo €, en
consequencla, a verificagao do modélo proposto por Thomson teria de ser -
feita por experiéncias diretas, -EBstas experiencias foram realizadas
por Gelger e Marsden na Inglaterra e Lenard na Alemanha e deram dugar a
conclusao de que "as cargas aﬁsmicas positivas devem estar situadas numa
reglao de raio da ordem de 10° 12 Ora, como vimos no paragrafo (V 3)
o modélo de Thomson prediz um raio da ordem de 107 cm, para a esfera de

|
|
1
1
|
1
i
1

cargas positivas, Bste resultado é obtido pela formala (compare com §V, h) |

wy = Ve¥/(R%m)
fazendo . :
W /21 = 1077 seg™L
A snalise detalhada das experiéncias de Geiger e Marsden e a
- sua interpreta¢io mediante a ideia de que o Atomo consiste de um niicleo
 de cargas positivas com raio da ordem de 10~ -12 cm ¢ de eletrons girando

em seu redor, foi feita por Rutherford. O seu trabalho serd examinado
no paragrafo(Vl, 3). '

Vi, 2. WNOMERO DE ELETRONS POR, TOMO

Antes de examinarmos o trgbalho de Rutherford, e de interésse
citar experiencias rcalizadas por Barkla sObre a absorgao de raios X

pela matéria e que deram uma indicag&o do nimero de eletrons existentes
no atomo de’ cada elemento. '
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Um feixe de ralos X com intensidade inicial 1y apos atraves-
sar uma espersura X de uma lamina material, cemerge com uma intensi-
dade I (paragrafo II, 15) p

: = o~ M X
| I=1I,e
onde M= ne, n sendo o numero de eletrons por cm?
o= 82 /3= 6,66 x 10" Dend

é a segao de choque classica do eletron.
Barkla usou carbono come material e determinou o coeficiente
de absorgao M e encontrou (f sendo a densidade do carhono):

ne-/ ¢ = 0,2,

e

ou
n=3%.1 9§ .

Como o nfimero de &tomos, por grama de carbono, é L/A , onde
L é o nimeroc de Avogadro e A é o péso atdmico, segue~-se que o numero
de Atomos, por cm>, & L ¢/A. Dividindopor &ste nfmerc onimero de
~ eletrons por cm’, 5, encontramos o numero de eletrons por gtomo:
| =nA/Lg=6 ,

para o carbono. BEncontrou-se, assim, péla primeira vez,por um método

seguro, .0 nimero de eletrons existentns no atomo., Observe que Z ~A/2.
Ho:je sabe-se que, para os atomos de grande parté da tabela periodica,

o numero de eletrons é apr oximadamente a heétade do peso atomico.

VI, 3. TRABALHO DE RUTHERFORD

As experiéncias de Geiger e Marsden consistiram em bombardear
uma lamina fina de matéria pelos raioso{ (emitidos por uma substancias
radioativa como radium; poldnio) (*)}. Suas observagbes indicaram gque
uma pequena frag@o das particulas « , cérca de 1 em 20 000, sofriam
desvio médio de 90° ao yassarem através de uma l3mina de ouro de espes-
sura igual a 4 000 & . Poder-se-ia imaginar que &ste grande desvio
(90°) resultasse de uma composigdo de sugessivas colisGes de wma mesma
particulad com wrios atomos da lamina. A lel de distribuicio assim
. calculada nao concorda com a obtida experimentalmente, Rutherford,
entaq&_admitiu gque todos os desvios fossem devidos a coliaoes da par-

M e

(*) Lenard usou raios"ﬂ
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. ’, .
ticula & correspondente com um étomo; o atomo deve, além disso, pos-

- . FJ
suilr uma pequena regiao onde g excepclonalnente forte o campo eletrico

e os grandes desvios, raros, sao devidos 3 aproximagdo suficiente de
algumas raras part{culas, desta regifo(*) .

Os célculos feitos, segundo o modélo de Thomson, nio puderam
explicar os resultados experimentails de Gelger e Marsden; nem tam-
pauco os de Barkla {paragrafo anterior), pois o nimero de eletrons no
dtomo deveria ser, segundo Thomson, trés vezes o scu péso atdmicos

Vamos, agora, mostrar, seguindo o trabalho de Rutherford,
como foi obtida a lei de distribuiglo das particulas alfa nas ex-
" periénclas citadas. Um atomo constituido de uma carga positiva Ze

localizada no centro, rodeada de cargas negativas -Ze uniforme-
-mente distribuidas em uma esfera de raio R, produz a uma, distancia
I do seu centro, um campo de grandeza :

E = Ze(l/r - r/R3)'
_que dariVa do potencial
V() - V(R) = Ze(l/r - 3/2R + 12/253)

Uma particula carregada, com carga igual a Z'¢ movendo-se
contra o centro deste atomo parara a wuma distancia b do centro tal
gue
T e = 2 AR - 3/ + D
O leitor deve verificar numerlcamente que, para um atomo de
uranio (2 = 92), bombardeado por particulas alfa (3' = ), com veloci-
dade igual a 2-10 cm/seg obtem-se, aproximadamcntc,

brs3 0 107 -12 cn

Se tomarmos esta distancia como uma medida da dimensBo linear
da regiao onde esta conccntrada a carga positiva- nicleo atomico-
vemos que o raio deste nicleo é muito menor, cerca de th vezes menor,
que o ralo do atomo. Assim, antes de parar (ou antes de sensivel-

- mente desviar-se de sua trajetoria, numa coliszo nao central), a par-
ticula alfa pcnetra tanto e tao perto do nucleo atomico que © campo

W ——— ---m—h-nuﬂ-- T . A iy S ek el

dimensoes lincares do nicleo sao da ordem de 10~ =12 om,
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Rutherford mostrou que o desvio da particula alfa devido as car

gas ncgativas supostas, como hoje sabemos scr verdade, corpusculos (elé-

trons), ¢ desprczivel diante do produzido pelo nlcleo atomico, No que
segue consideraremos apenas o campo produzido pelo nicleo atomico (sue-
posto puntiforme), Uma particula alfa, cuja trajetdria (a grande dis-
tancia do atomo) é wma reta, descreve, sob agio do campo das cargas
positivas do nicleo, um ramo de uma hipérbole, um dos focos das quais
é o nucleo (por que9).

A conservacho-de energia e de quantidade de movimento, $303

PV = rv ] (VI, la)
(1/2)aV = (1/2)mv® + 22! /e - (VI, 1b)

onde m é a massa da particula alfa, ¥ X V é a velocidade que ela tinha,
guando muito afastada do nucleo, ey é a velocidade quando no ponto
4 (figura 97); p e r estao indicados na mesma figura.

De (VI, 1b), resulta: |

Vv = V% (1 - b/r)
onde introduzimos a constant h: :
| b= (2232 eP)/(avd)
As leis de conservagio permitem que Se escreva ;
. p% = v% 1%/ V2 = r(r-b) (v1, 2)
Agora {(figura 97),
T=84=80+04=pcot g (/2
logo (VI,2) se reduz a o -
P=pecot g (X/2) -1t cot (X/2)

de onde . , _
b = 2p cot gk | (v1,3)
Se introduzirmos o angulo de desvioc O, a expressgo (VI, 3) vale:
2p/b = cot g (6 / 2) . (V1,4)

Agora, as particulas que sofrem um desvio compreendido entre
® e & + A8 provem de um elemento de superfieie de area 2 vpdp (figu-
ra 98). Se o feixe incidente no plano B for tal que incida wuma par-

ticula por cn o por segundo, o niimerc de particulas dn que atraves-



Fig. 97

\

Fig. 98

2rpdp
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sam 0 plano E por segundo ¢ 2Tpdp, Se usarmos (VI,'B), temoss
lan| = {mbZcos(8/2)) / &l sen’(8/2)) ae | .

que di o nimero de particulas desviadas entre 8 ¢ 6 + a0 . Estas
particulas se distribuem sObre uma zona de uma ¢sfera de raio uni-
tario, a area da zona sendo igual a ZTfsen 8 de, Portanto, o numero
de part{culas desviadas na unidade de area de tal esfera ¢

an/(2Tsen & 4 6) = W(B) = (2 2" cZ/2wvd¥ (/senl (6/2) .

Agora, sabemos, da ddfinigio de sccgBo de chogque (paragrafo

II,14), que |
n Vx Nt o(8,%) dfl= nimero de colisdes / (emd» seg).

; onde ny Vg ¢ o fluxo das particulas-incidentes (no nosso caso,

2 F Y . ’ '
1/(cm< « seg) ns € o numero de atomos (no nosso caso, l). Nestas
condigoes (fig. 99)

o-( 8,p)an = (1 b2cos (6/2)) 7(U sen3(e/a)) de
o-(8) = (2 2 2/amv2)2 @ / sen® (e/2))

(pois Al = 2msen 8 @ 8 ) que ¢ a formula de Rutherford da 3ec§ao de
choque de particulas alfa por nugcleos. Esta exXpress & vale, tambem,
para colisdes de particulas carregadas, uma delas scndo muito mais
pesada que a outra. A4 curva que da a variascio da secgao defchoque
com o angulo ® .esta indicada na figura ﬁsgw

_ Chadwick verificou, experimentalmente, a férmula de Ruther-
ford, usando partfculas alfa (conhecidas pdrtanto'u e 2'), dec velo-
cidade previamente determinada. & experiéncla levou aos scguintes
‘valores para Z: 77,4 para Pt, L6,3 para Ag e 29,3 para Cu. Dec outra
parte, os nimeros atdmicos conhecidos destas substancias sao os se-
guintes: 78, 47 e 29. Estew resultados confirmam a hipotese de que
a carga nuclear é igual ao nimero atdmico.

logo
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Fig. 99

. Secgao de¢ choque diferencial de Rutherford -
ne §,C.M., contra angulo de espalhamento 8,

- Fig. 100
1. Uma esfeva paramagnética é atraida para

o polo,
2. Uma esfera diomagnética é repetida de. polo,



PROBLEMAS

1. Uma particula de massa o e com velocidade VP incide sobre um
nucleo, sofrendo uma deflexfio e saindo com velocidade ﬁ;, que faz um
 angulo ¥ com v’ De quanto se reduz a velocidade das particulas, ao
comunicar um rccuo ao nicleo sabendo-se:
a) que o nucleo é de ouro;
b) que o nicleo ¢ de aluminio
pata ¥ = 90° c partfculas alfa incidentes.

2+ Qual é a velocidade de part{culas alfa com energia igual a: L, 05MeV

(emitidas pelo Uranio I); 5,25 MeV (emitidas pelo Polonio); 8,76 MeV
(emitidas pelo Tério Ct)?

3. Qual a distancia minima a que podem essas particulas chegar do
nucleo de prata?

h. Uma l3mina de platina & suficientemente delgada para que, de um
feixe de particulas alfa que sobre ela ineidem normalmente, cada par-
ticula scja desviada apcnas por um atomo. Qual a‘fragao de particulas
alfa dcsviadas por unidade de angula solido a 22 90° e 180° , Telati-
vos & diregao do feixe incidente, supondo que a energia das part{culas
alfa seja igual a 8,76 Mev? : | !

i

e = = o ettt
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LEITURA ACONSELHADA SELATIVAMENTE A0 CAPfTULO VI

Rutherford - The scatiering of alpha and beta particles

by matter and the structure of the atom (The London, Edin-
burgh and Dublin Philosophical Magazine, 6th Series, 21,
669 (1911)), existente no C. B, P. F, Este“artigo csta re-
produzido no ilvro Foundations of Nuclear Physies, editado
por R. Beyer (Dovcr).

Rutherford, J. Chadwick e C. D. Ellis- - Radiations from
Radiactive Substances, particularmente o capitulo VITI
(Cambridge) :

K. Richtmyer e E. Kennard - Introduction to Modern Physics,
Caps 10, Sec, 172 (McGraw-Hill).

Oldenberg =~ Introduction to Atomie Physica, Cap. lh (McGraw-
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CAPITULO VII

MOMENTOS MAGNETICO

VII, 1. SUBSTANCIAS DIAWAGNETICAS, PARAMAGNETICAS E FEROMiGNETICAS

s o n e o - I

Quando colocadas num campo magnétido, as substancias adquirem
propriedades resultantes da interagaoc com €ste campo; em geral, estas
propriadades cessam, quando o campo deixa de atuar. Em 1846, Faraday
observou que as substancias poden ser classificadas em duas categorias,
segundo sejam repelidas da regifo mais intensa do campo.magnéﬁico nao
uniforme entre os polos de um eletroim¥ ou atraidas para a mesma (fig.
101). As primeiras sdo chamadas substincias diamagnéticas e as segundas,
pggamggneticas. As suhstancias excepcionalmente paramagneticas, cujas
propriedades magneticas permanecem apds retiradas do campo magnetico,
s3o chamadas ferromagnéticas. O leitor ja sate do curso de Fisica
Geral que sdo exemplos de substincias dlamagnéticas: bismuto (forte-
mente diamagnética), antimdnio, buro, chumbo, carbono, ¢obre,mercirio, |
gases raros, hidrogenio molecular, égua alcool et{lico. Exenplos. de |
substancias paramagnéticas sfo: ar, pxigenio, terras raras, netals de
um modo geral (alum{nio, cromo, manganes, ete). 4&s suhstancias ferro-
magnéticas sdo: ferro, niquel, ligas de ferro e niquel, de ferro e co-
balto e niquel, ligas de Heusler (notaveis por serem ferromagnéticas :
embora os elementos que as compdem ndo o sejam: 61% de cobre, 26% de !
manganés e 13 % de alumfnio), Enquanto as substancias paramagnéticas
e diamagnéticas podem ser solidas, liquidas ou gasosas, tddas as sub
- tancias ferromagnéticas conhecidas sdo sdlidas. j

As propriedades magnéticas das substinclas sio devidas a intera-
¢do do campo magnético externmo (indutor) com os momentos magnéticos de ;

seus atomos ou moléculas. Quando estes possuen momento magnetico perma-, |
nente, a substancia e paramagnetica. Os atomos (ou as moléculas) dos :
corpos diamagnqticos nao possucm momento magnetico permanente, de modo ‘|




a. Liquido paramagnético b. Liguido diamagnético
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Fig. 102
Ciclo de histeresis,




que as suas propriedades magnéticas sio devidas 3 interagdo, com o canpo
- maguético externo, do momento magnético por &ste induzido. slids, como-
veremos adiante, &gte*momento induzido também ocorre para os Atomos para-
magnéticos, mas a/?ﬁa agio é desprezivel diante da do permanente.
Para uma substancia paramagnética ou ferromagnetica, define-se
a magnetizagao I como o momento magnutico por unidade de volunc {de-
finigae analoga 3 da polarizaqao 3 do paragrafo IV, 3)« 0O campd. no

interior do material & diferente do- campo externo ﬁ> ¢ chama-se indugao
magnetica. ?em—se _
= H + 4r T

A relagdo B/ H ¢ denominada permeahilidade magnetica,a (ana-
1oga a constante dielétrica, “€) 0 leltor Ja sabe gue as substancias '
ferronagnéticas (como o ferro), apresentam uma curva de histeresis (fig.
102): gquando se aumenta a intensidade do campo externo gue atua sobre
a barra de ferro, a indugdo magnetica B aumenta segundo a curva 0 i B.
Ao decreser H a indugdo decresce mas segundo a curva BCD e nio BOA.
Este é o fenomeno da histeresis e a curva caracter{stica é chamada ciclo
de hisferesis. 0 valor de H para o qual B = .0, chama-se for¢a coerci-
tiva e pode ser usado como caracteristico do material. As permeabili~
dades das substincias ferromagnéticas’sfio grgndes, variam com o campo
exibindo histeresis. Estas propriedédeS'désaparecem quando se aquece
0 material acima de uma certa temperatura, chamada tcmperatura Curle da
substancia, nesta regizo, ela passa a ser paramagnetica.

~ 0s corpos paramagnéticos tém permeabilidade ligeiramente su-

perior a 1 (usualmente entre | e },00}), nao apresentam histeresis e
14 é, em geral, independente da intensidade do campo e decresce coa g
temperatura, Nas substancias diamagnéticas, a permeabilidade magnética
é menor que umj a magnetizagdo ¢é dirigida, portanto, em aentido oposto
a0 do campo,

Una grandeza conveniente é a polarizabilidade (susceptibilidade

magnetica)
xX = I/H =(/1- -'I)/ lyr

Ela é positiva para as paramagneticas e negativa para a8 diamagneticas
(veja tabela XIX ).

ViI, 2. TEORI;: DE LﬂNGEVIN DO DIAMAGNETISMO . - -

Os Atomos de.uma substancia diamagnética nao possuem momento
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magnético permancnte. Quandc colocados num campo imgnético ", &ste
altera o movimento dos eletrcns do 5tomo, produzindo um pequenc L[o-
mento magngtico (monento magnetico induzido). Este momcnto é Propor-
cional ao campo it y € ¢ dirigido en sentido oposto ao nesmo,
Curie verifieou, experimentalnente, que a polarlzabllidade magnética
X é independente da temperatura para a maioria destasg substancias.

Plerre

Uma variagao en’X ocorre, em geral, guando a substincia passa Go esta-

do s6lido ao liquido. 4 polarizabilidade atdmica é definido pela se-

guinte relagao:
X, =X / d

~ onde s éa mgssa'atomica e &4 , a densidade. 'Iéﬁ daré, evidentemente,

o momento magnético do atomo-grama.

SUBSTANCIA - SUSCETIBILIDADE MAGNETICA (cgs)
. ﬁismuto- - . - ‘ -16,7 - 1072
' Quartzo - . ' 1,5 - 1077
Agua .. | !.3 { ‘ | 0,88 » 10_5
| Mercurio - . | -3,23 ° 10'5
prata . e 10~
Chumbo . L 1,69 107
Cobre R ~0,9 + 1077
Hidrogénio (*) - | ' -0,208 » 1078 .
Argon (*) o . 0,945 « 1070
oxigénio (1{quido) . 3,46 1070
Platina - o 2,93 « 107k
Aluminio : : 2, ¢ 1077
. oxighnio () . e 1,79 107
ar (e R 3,65+ 1077

(*) Condigﬁes.nbrmais de pressdo ¢ temperatura.
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Vanos supor que, no étomc, os cletrons descrevam trajctérias
circulares em trno do nicleo (capitulo antcrier, paragrafo VI, 1). .
Um eletron dotado de velocildade "f numa orbita de raio T equivale a
uma corrente de intensidads = (ev) / (Zar). A éste elemento de cor-
rente corresponde, pela teoria eletromagnetica un momento magnetico
E M (a sendo a area subentendida pelo circuito):

¥=1T/ ¢ = (e/2¢) (77)

Se aplicarmos um campo magnético ﬁ: ao movimento dos eletrons
sobrepor-ss-4 umid rotagdo de frequéncia (‘?L = (eH )/(amq)} (apeéndice 1),
A componente o momento angular 17 na'd_iregao do campo H, vale (ﬁ sendo
o vetor unitirio da diregao H )

My = (e/2¢) ([T, 7],K) .
As velocidades dos eletrons sofrem um incremento A v :

AT = t;_‘}'L, T] = -(e/2me) ! H,7 ]

i

» - o d -,
e, portanto, os momentos magneticos M sofrem um aumento A M de modulo
= (e/20) ([F,e¥], ¥) = -(2/ume®) (2-2P) B

A polarizabilidade magnética por em® resulta sdmente da contri-
buigao destes acrescimos (por que®). 'Agora,

r-a-z = x +yZ

¢, tomando a média sdbre todas as diregdes (o mbdulo de T & constante)

(£ + (ya)

= -(e“r%E) / (Gmca)
Somando sobre todos os eletrons de um atomo, tamos ¢
. DM = (e /6mc™) (Z.r ) H
e, portanto, a suscepﬁibilidade magnética por dtomo-grama sera:
' X, = -(Le/6nc®) (1% = -2,8 - 101092

é a chamada-equagao de Langevin do diamagnetismo. Conhecendo-se a poe«
1arizabilidade X , pode-se calcular o raio médio quadratico 2. e ste
valor ¢ da mesma ordem que os valores encontrados na teoria cinética
ou por outros métodos,

‘@ portanto

F]
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A teoria de Langevin fornece, portanto, uma descrigao do dia-
magnetismo ¢ é notavel por sua 31np11cidade. Veremos mais tarde, quan-

do estudarmos a estrutura eletronica dos atomos e a formagio de canadasg

‘que todos os atomos que tenham camadas completas sdo diamagnéticos.
'Bsta & a razdo pela qual os gases raros e a maloria dos sals sio dia-
magnéticos.

'VII, 3. VARIACAO DO DIAMAGNETISMO COM A TEMPERATURA.

A agua e diamagnética e a sua susceptibilidade aumenta de cerca
de 0,013 % por grau centigrado., Atribuimos esta variagdo da polari-
zagdo com a temperatura ao fato de, ao aumentar esta, quebrarem-se os
cachos da &gua 1fquida. O estudo das propriedades magnéticas da Agua |
levou & conclusdoc de que o momento magnético induzido nos Atomos é in-
dependente da temperaturas A variagfio da polarizabilidade con a tem-
peratura, para substancias Que se apresentam em estado molecular, re-
sulta do efeito das moléculas vizinhas sdbre a distribuicio de cargas
de cada um delas, efeito este que se torna relativamente acentuado
gquando. as moléculas se combinam para formar cachos (como a égua) ou
durante a fusdo ¢ a evaporagio.

Vvii, 4. EIPOS DE PANAMAGNETISMO.

_ Atualmente, conhecem-se 2 classes de substancias paramagnéticas%
08 corpos paramagnétiqos, cujos atomos ou moléculas possuen momento
magnético permanente de modo que a polarizagio magndtica depende acenw .
tuadamente da temperatura sendo fungao decrescente; e as substincias
fracamente paramagnéticas (descobertas depois de P. Curie), cuja pola-
rizagdo é praticamente independente da temperatura, S&oc fracamente
paramagnéticos os metais, e o seu paramagnetismo & devido aos cletrons
de condugdo (e ndo 20s atomos):

Ja dissemos que sfo diamagnéticos os elementos cujos atomos téo
camadas eletrdnicas fechadas. Nos metals, os eletrons de condugio sdo
0s eletrons mals fracamente ligados, situados na camada nais externa e
ndo fechada. (Nos compostos, sdoc os elatrons de valéncia). O fraco
paramagnetismo é devido ao nomento magnético prépric deste eletrons

i
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de condugao (*).

Existen &tomos cujos eletrons formam camadas fechadas superpos-
tas a uma camada mais interna que ficou incompleta, Nesta caso, O mo-.
mento magnético resultante é permanente., Bstas camadas incompletas
ocorrem nos elementos do grupo das ferras raras, grupo da platina,
grupo do paladio e grupo do ferro.

viIl, 5. IEORIA DE LANGEVIN DO PARAMAGNETISMO.

Os Atomos doas substinclas paramagnéticas possuem momento mag-
nético pernanente., Um campo magnetico externo tendera a alinhé-los
em sua diregao e sentido, produzindo momento'magnético total, por uni-
dade de volume. 4 teoria de Langevin ¢ totalmente analoga & que foi
desenvolvida no paragrafo (IV, 2), para moléculas polares, O resul-
_ tado obtido € o seguinte: . o momento magnético da um corpo paramagné-i
tico por unldade de volume ﬁ?, vale

n){;{coth (MB/KT) - (kT)/ﬂ..H]

Para canmpos magnéticos fracos ou altas vemperaturas (/M H<¢<kT), esta
formula é aproximada por | o

M (nM2H) / (3kT)

de onde raesulta para a polarizabilidade
% = (n MZ)/(3KD) (vII, 1)

A dependéncia da polarizabilidade ccm o inverso da temperatura
foi encontrada antes, experigentalmente; por Pierre Curie.

X =Gy T _ (VII, 2)

em que C, € ums constante caracteristica da substingia (*¥).

----------- v A S -

(*}. 0 eletron e uma particula’que, além de possuir cgrga e mgssa, possue,
tamben, um momento angular proprio ¢ um momento magnetico proprio. Enm
outras palavras, um eletron em rgpouso tem um momento apgular € unl nomen-
to magnetico,diferentes de zerojeste momento angular propric chama-se
spin. Estas grandezas se adicionan as que ele pessue, en virtude de seu
movimento ng atomo. S . ,

(**) Produgao de baixas temperaturas.. desmagnetlizagao gdiabatica de

sais paramagneticos (sulfato de gadollneo flyoreto de ecsio),a muito -hai-
- xas temperaturas fcl utilizada para a proé

do zero absolutg. O sal e resfriado a cerca de 2°K,envclvendo o seu recl-
plente com He liquidg.Faz-se,entao, atuar um campo nagngtico fcrte que
alinha, em sua direggo, os momentos pernanentes das moleculas do saljdis-
so resulta uma cmigsao de calor para o exterior e consequentemente res-
friamento da substincia.Em secgyida, faz-se alto vacuo em torno do sal e
corta-se o canpo magnetlico. Dalresulta um novo resfriamento do sal(por
que?) .~ experiencia fol realizads por Giaugue e uma temperatura de
0,0049K fol obtida em 1935, por este processc.

e w e

ugao de temperaturas vizinhag
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Ja dissemos que uma substancia ferronagnética & un corpo excep-
cionalmente paramagn»tico, de tal modo gQuc & sua magnetizagdo perma-
nece, apos ccssar a agao do campo. - Durante nuilto tenmpo, um corpo fer-
fonagnético fol considerado como un conjunto de pecquenos inas: a agao
do canpo magnético consistc na crientagao destes imas distribuidos ao
acaso antes de aplicado o campo. Cada um destes pequcnos imas ¢ hoje
chamado un domfnio (Weiss). & caracterfstica do ferromagnetismo é que,
alénm de os atomos possuiren momentos magnéticos pcraancntes, cxiste una

orte interagio cntrc &stes atomos gue mantén os momentos pagnéticos
¢ grupos deles paraleclos entre s{ nesmo sem o compo. Estes grupos
constituem os donfnios de Weiss. Estas forgas de interagio sao de na-
tureza quantica (forgas de c2ubic).
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APBNDICE I

TEOREM:; DE LARMOR

A agdo de um campo magnético suficientemente fraco sobre um :
 sistema de corpisculos com a mesma carga espacifica e/m, em mcvimento,
& equivalente a uma rotagdo uniforme do sisteaa em térno da diregdo do
canpo, com velocidade ang_ljlar ' ’ 1
Wy = -(eH V/{2mc} , . !

wL/au- chama-se a frequencia de Larmor.

Provaremos o teorema, para o casoc de um s6 corpusculo (eletron),
deixando ao leitor a tarefa de genaraliz_a-lo ao caso de varios corpis-
culose.

Num sistema de coordenadas Oxyz, cujo eixo Oz estd na diregdo
do campo magnético H, no qual vale a equagao de Newton, a equaghdo de
movimento do eletron & (*)

= (e/c) [x, HJ

No nosso c¢aso, em que H =0, H =0, H = H, temos:
mx= {efe) ¥ H - (viz, 3)
my = =(efc) x H "

Vamos, agora, considerar um sistema Ox'y'z' em que o eletron A
se encontra livre. Se Oxy for um sistema quo gira em relagao a Oxty!
(em torno de Oz = 0z') con velocidade -w entao (fig. 104):

0P = Oi + 1B ,
obtemos, projetando sobre Ox':

x' = x coswt - ¥ senwt
e projetando sGbre Oy':
y'. = X senit + y cos wi
Estas duas relagoes poden sef resunidas na éeguintez
x' + iyt = (x + iy) eiuw (viz, L) ?
Derivando (VII, L|.) duas vezes em relagac ao tempo, tenos:s |

i'c' + ¥ = (¥ + 1Y) Wt o 25w (x + 1y)yett. ‘a(x"'iY)Gm

—-—-—-----—-- -

(*) g representa o vetor posigao; x ¢ y sac as suas componentes.
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Mas, como o eletron estd livre no si tema Ox'y'z’, (e, pcrtanto
X! = ¥' = 0), tenos: .
5!-2w3'r -QJ;X:O
ou J+ 2wk -wy =0
$=2n§w + n@x
a ¥ = - 2nwk + nwy
que podem ser resumidas en
wX=2(% &)+ TE 0] ' (ViI, 5)
0 primeiro termo do segundo menbro de (VII, ) ¢ a fSrga de
Coriolis e o segundo ternmo & a forqacentrifuga. Se fizermos
| o - eH/ch-'-W
e despreza¢m03twa diante dew 4 teremos:

nx= (e y H/c
nys=-(e x H/c

o que prova o teorema (compare com (VII,'3).

1

Observe que o teorema sd vale para campos magnéticos suficien~

teaente fracos, de tal mcdo que se possa clespre:.zaru'lr‘a diante de
4PENDICE 2
Efgitos Magneto-0ticos, Efeitc Zegman.

Como a emissdo de luz é devida ao movinento acelerade des ele-
trons nos étomos, é ¢larc que un campo magnético externo, alterando
éste movimento, exerce um efeito correspondente 80bre a luz emitida.

Existe, de fato, um grupc de experiéncias {ticas que denonstran
a interagdc da luz cocm a matéria, quando sCbre a Ultima se aplica um
canpo magnético: efeifo Zceman, cfeito Zeenman inverso, cfeito Voigt,
efeito Cotton-Mouton, efeito Faraday ¢ efeito Kerr nmagnetc ctico,

l. Efelto Zeeman. '

‘ Zeeman, em 1896, observou que as duas linhas amarelas do sédio
se alargavam quando se colocava a chama do sodio entre os polos de unm
eletroimd@,. Lorentz explicou éste fendmeno ccmo mostrarenocs a seguir
e predisse a existéncia de dois tipos distintos deste efeito: o ¢feitc
Zeceman transversal e o efeito Zceman longitudinal.

P S et

oM. N

e e
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Estudos experimentals acurados mostraram de fato que, se obser=
varmos através de um espectroscépid, na diregao do caﬁpomagnético (fig.
10%), cada linha se duplica.@ada uma das compcnentes @ polarizada cir-
cularmente, os sentidos sendo 0postos. Se serealizar a observagiao per-

- pendicularmente E_diregﬁo do campo, cada linha aparece separada en trEs,

uma das quais coincide com a que jA existia. & linha central é polari--

zada na direcgdo do campo ¢ as duas oxtremas sao pclarizadas perpendi-
cularmente ao campo. Verificou-se que as duas raias extremas distam da

central de ' 1

4a v =21,40 - 10% 1 seg” ( VII, 6)

onde H representa o campo magnetico aplicado. )
A teoria de Lorentz supde que os eletrons na materia sac os res-
ponsaveis pelas ondas lumincsas e que éles sdo as particulas cujcd mo-
_vimentos se modifican pela agac de um campo nmagnético externo, # equa-
gao de movimento de um elstron submetido a um campo magnético externo
HE éa seguinte (ver paragrafo v, 4): '

. s
R+ mP R+ af B (/)[R F] (VII, 7)
Vamos tomar o eixo Oz na diregado dc cami)'o 'I'-I_>.
i equagao vetorial (VII, 7) e equlvalente so scguinte sistema de tres

eqanQes escalares.
a2

nz +mySz+ny z=0 . (VII, 8a),
oX + mes 2x ta¥x= (e/c) yH S (VII, 8bv),
my+w2y+mr V= (~e/e) x H (VII, 8c)
as duas ﬁltim_aq das quails podem ser escritas sob a fornpa
, ) 2 . .
X + & "x + J"Ox+2€-ty =0

| | T (VII, 9)
3‘r+way+ J"Oy-autx = ’

cnde of = -(eH)/(amc) &y /21' sendo a chanada frequéncia de Larnor
(apéndice I, destc cap{tulo)
Se introduzirfngs S, = X+ iy e S8 =x-1iy ,
' as equagoes (VII, 9) sao equivalentes a '
. . 2 ' . . ¢ _ )
Sy + 878, + ¥ 8, - 2148, =0 - (VII,10a)
S 4w s v p8 vamgd =0 (VII, 10b)

T 5
T U, .V 1, g, L

e e

LR e Lt
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Agora, se substituirnos em (VII, 10)

- t Lo ’ -
S; = etwt S_=e lw, :
‘onde w, = Wt 13’6:/2. e w_ =W - 15‘0/2. R

tcmemos >
WP e.u - J" L+ awLuJ = .
cuja solugao e |
w:a'-twL - W, (VII, 11)

pols & o &<y € supomos quewL<<- w, .

A soluqao geral da equagao (VII, 10a) é conbinagao linear das
solugoes S, correspcndentes aos dois valecres de w (VII, 11). Portanto,
a solugdo g_er_al de (VII, 9) é:

x = ¢ FH/2 fl:_ﬁ'(czcm &)t - B sen (w, + Wit +

_ + X' cos (wo-bi_‘)t + O sen (wo -uL)t] (VII 2

y = e-J‘t/Z [d sen (w +(~lL)t + B cos (o +ut)t -
- Fsen (W - W)t + O cos (W -Wp)t]

Pela'equdgao (VII, 8a), o movimento do eletron segundo a diregao
] Oz nao é perturtaso pelo campo magnético. De acordo com (VII; 12}, x
& uma superposicao de dois movimentos circulares: o primeiro é unm
movimento com frequencia(» + &4 no sentido contririo ao dos pontelros
dos relogios e o outro é um movimento circular de frequencia(xi-bi .
de sentlido oposto. O mesmo vale para y mas com uma diferenga de fase
/2. _ o
Portaﬁto, se realizarmos a observagéo na diregao do campo, apare-
cerdo duas linhas correspondentes as frequanciasid tuy e Wy =ty
polarizadas circularmente., Nao aparecera a terceira linha porque o]
dtomo (considerado como um dipolo oscilante) nao emite luz na direcgao
de vibragao (Veja aoéndice 2, capitulo V). Sec a observagao for feita
perpendicularmente. ao campo, aparecerdo trés linhas, as duas extremaa
sendo polarizadas perpendicularmente ‘a0 campo (por que?).
A separagao das linhas &, como vimos

A V=W / (2m)
CERTRC BRISILEIRD OF PESQUISAS HSICIS
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e o seu valor corresponde ac valor experimental (compare com VII, 6).

Bfeito Faraday., , . _ ' .

Faraday, em 1905, verificou que um bloco de vidro, quando sujeite
a um campo magnético forte, torna-se oticamente ativo. Verifica-se o
efeito Faraday colocando um biprisma de quartzo entre dois nicois cru-
zados, entre os quais existe uma substanciaf“ - Este prisma
gira o plano de polarizagdo da luz incidentq,é'oﬁaqab variando com as
espessuras dos dois prismas A ¢ B (um delas & destrorgirc e o outro &
levorgiro). Obtem-se o que estd desenhado na figura 107, a observagac
tendo sido feita com um espectroscépiog

A aplicagio de um campo magnético faz com que, nas frequéncias
caracteristicas do vapor, o aspecto seja o indicado na figura 107. Ex-
plica-se este efeito associando-se o efeitc Zeeman longitudinal com a,
curva de dispersdo (problema ). |

Efeito Volgt.

Existe dupla refraqao quando se aplica unm canpo magnético.férte
a um vapor, através do qual paésa luz polarizada perpendicularmente ao
campo. Explica-se &ste efoito de modo analogo ac efeito Faraday, con-
siderando o efeito Zeeman transversal e a curva de dispersao.

Efelto Kerr magneto-otico.

Quando uma onda plana polarizada incide normalmente sobre um polo
de um iwd, a luz refletida ndo & mais polarizada linearmente; é polari-~
zada eliticamente. Em outra palavras, o canpo magnético di origen a uma
vibragao, chamada componente de Kerr, perpendicular a vibragao luminosa
incidente. | : )

Efeito Cotton-Mouton.

L luz experimenta dupla refragéo ao atravessar um liquido colo-
cado transversalmente num campo magnético. Em 1fquidos puros como o
nitrobenzeno, o efeito & muito forte, superior ao efeito Voigt. O efei-
to depende da temperatura, decresce comrela e é proporcional ao quaw- «
frado do campo magnético aplicado, |
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Hoendice 3

Momento magnetico e momento apngular: efeito magneto-mecancio.

Vimos (paragrafo VII, 2) que, a um eleiron com velocidade y,numa
érbita ¢ircular de raio r, corresponde um momento magnético de modulo

M= (e/2e)rv

0 momento angular de tal eletron em relagdo ac nicleo &:

_ L = mvr
e a relagio entre ¥ e L é a seguinte:
= eL/2me (VII, 13)

o coeficiente e/2mc ¢é chamado razio. giro-magnética e é uma constante
universal. '

Como a carga do eletron & negativa, o momento magnético e o no-
mento angular sao dirigidos em sentidos opostos:.. A equagde (VII, 13)
vale, tambem, para varios eletrons desde que M e Lrepresentem a soma
vetorial dos vetores correspondentes a cada eletron:

E; My = (e/&‘.mc)Sj-:".l..:1

Esta conexB0 entre o momento angular total e o momento magnético
total, di lugar a um fendmeno conhecido como efeito magneto-mecdnico:
quando o momento magnético de uma barra de ferro muda de uma quantidade

.
e ————— b s — e o

O M, mudam, em virtude da relagao (VII, 13), o momento angular total dos : !

eletrons de uma quantidade AL = 2mcAM/a. Como, no entanto, o momento
angular total da barra deve ser constante, a barra deve receber um mo-
mento angular de recuc igual2-Ak. . Veremos, mais tarde, que o es-
tudo dos espectros dos elementos leva a atribulir-se ao eletron um mo-
mento magnético proprio (independente de seu movimento) e um momento
angular proprio, o spin S, @ que a relaqao entre estes dois é

MS (e/mc) s
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PROBLEMAS

1. Quais sfo as posigoes de equili{brio de uma karra paramagnética '
e uma barra diamagnética, quando colocadas num campo magnético n8oc homo-
géneo? Dé a explicagao.

2+ Demonstrar o teorema de Larmor, para o caso de vérios eletrona,

3. Compare o leitor, as propriedades paramagnétiéas e diamagnéticas
com as propriedades das substancias dielétricas. Por que nado existen
dois tipos de substancias no caso elétrico, analogas ao ca$¢: do magne-
tismo? ”

li. 0 efeito Faraday consiste na rotagio do plano de polarizagdo de
um feixe de luz depois de passar um melo transparente denso, situado em
um ¢ampo magnético, o ralo sendo dirigido ao longo do campo. Desenvolva
uma teoria aproximada deste efeito, combinando os resultados obtidos
para o efeito Zeeman com a formula de dispersioc.

'LEITURA ACONSELHADA RELATIVAMENTE A0 ¢aPiTULO VII

Encyclopedia Britannieca, artigo stre Magnetism (ediqﬁo de 1952).

E. Grimsehl - A Textbook of Physics (Electricity and Magnetism), Cap.
13 (Blackie). . :

Me W Zemansky - Heat and Thermodynamics, Cap. 1} (McGraw-Hill). .
F. Jenkins ¢ H. White - Fundamentals of Optics, Cap. 29 (McGraw-Hill),
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cAPITULO VITI

R4DLICAO TERMICA: LEIS DE KIRCHHOFF
VIII, 1  INTRODUGKO

Antigamente, as radiagoes eram classificadas en radiagdes tér-
micas, luminosas e quimicas, correspondentes as ragi3§s que hoje chama-
.mos infravermelho, visivel e ultravioleta. Neste capitulo, estudaremos
as propriedades da radiagao térmica emitida por corpos guentes; esta
radiagao depende sensivelmente da temperatura mas nao depende da natu-
reza da substlncia. As radiacOes caracter{sticas dos corpos constituem
objeto da teoria dos espectros que sera estudada mais tarde. As radiae
gaes térmicas poden ser especificadas, apenas mediante ‘o conceito .de
temperatura e o conhecimento da natureza eletromagnetica da radiagao.

A intensidade da radiagio térmica cresce rdpidamente com a temperatura

da fonte; a radiagao emitida apresenta um continuo de frequéncias quan- _

do a fonte é solida ou liquida: apenas algumas frequéncias, quando a
fonte é um gas pouco denso. Para cada frequéncia emitida, é um fato
experimental que a energia depends da temperatura do emissor. Uma fre-
quéncia nunca é emitida abaixo de uma temperatura, a qual cresce com a
frequancia. Assim, abaixo de 500° C, a radiagac emitida esti tdda com-
preendida na regiao infravermelha. Estas sao as leis gerals da radiagao.

VIII, 2. INTENSIDADE TOTAL DA RADIAGAO

Experimentalmente, mede-se uma fungao I (9 ,%), a intensidade da

radiagdo ¢ um problema de Fisica Tedrica consiste em calcular a forma
" desta fungao,com base nas leis gerais da teoria eletromagnética e da
mecdnica estatistica. Em vez de considerarmos a radiagBo definida por
um campo eletromagnético, vamos relembrar as definices de grandezasque
permitem caracterizar a radiagado teérmica.

' Tomemos um ponto P num meio onde ha radiagio e neste ponto um
elemento de superficie gs , arbitrariamente escolhlda, contendo o ponto
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P . Consideremos, também, uma diregio arbitrdriamente escolhida e, por
cada ponto de ds, +tracemos um pequeno cone com vértice neate ponto,
eixo paralelo a esta diregéo e de mesmo angulo 'sélido dw (fig. 108).
A energla sob forma de radiagdo térmica que atravessa ds, para dentro
do conjunto de cones assim definldos, durante o tempo dat, &

dE = I cos 8 dsdwadt

8 ¢é o 3ngulo entre a direg¢ao escolhida e a normal ao elemento
de superficie (flg. 108). O cosficiente J & a intensidade espeeifica
da rad:.agao no ponto P e na diregio selecionada. Depende da posigéo. do
pbnto, da diregao escolhida ¢, em geral, do tempo: |

= I(x, D', ¢,

onde 19 ' e Y s3o os angulos polares da diregfo escolhida. No caso en
qué I n&oc depende da diregao, o campo da radiagao ¢& isotropico. Se 1
nao depender nein da diregdo nem do ponto, 0 campo de radiagao é isotrd-
pico s homogéneo. Finalmente, no caso estacionaric, I nio depende de

t. Se nos tomarmos o eixo dos z coincidindo com a normal ao elemento
de superficle ds, 8' = 6; representando‘/ ' por V2 , © elemento de an-
gulo s6lido § sen 8d 6 a¥, de modo que a expressdo acima para a
energia é - ;
d€ = I cos 8 sendatdfas at (VIII, 1)

VIII, 3. INTENSIDADE MONOCROMATICA:

. Por meio de um espectroscépio, podenos investigar a intensidade
da radiagao correspondente as diferentes radiagoes monocromaticas gque
a compoem. 4 intensidade monocromatica Iy é definida de tal modo que
a quantidade de energia que atm 2883 o0 elemento de superficie ds, nas
' condiqoes do paragrafo anterior com :I:rﬂmmno“a -eompreandida antre Vv e

v+ dy vale . _
I.,cos @ ds dwdt do : (VIII, 2)

= } 1y d
o

Por meio de um polarizador, pode'se investigar o estado dc¢ po-
larizago da'radiabéo. A intensidade I é a soma das intensidades cor-
respondentes aos dois estados de polarizagao

I, = IS+ I

£ claroc que se tem
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Fig.. 109




-139.

0 leitor deve saber que, para exprimir a intensidade em fungao
de ﬂ em vez de em fungao de v , introduz-se um coeficicente Iﬂ relacios
nada conm I s por definigao, da seguinte maneira:

| Iy 4 = -1y 4v
de onde, no caso de um meio ndo dispersivo, se obtem (por que?):
onde n € o indice de refragio do meio,

VIII, 4. DENSIDiDE DE ENERGL)

.Densidade de energia térmida, nun dado ponto, é a quantidade de
energia; por unidade de volume, em redor do ponto considerado. £, em
geral, uma fun¢do 4o tempos . Como, para meios ndo dispersivos, a energia
se propaga com velocidadé¢ ¢/n , a energia que atravessa a unidade de su-
pererie, na diregao da propagagao, na unidade de tempo, I aw, é igual
a que estéd contida no cilindro de volume ¢/n, propagando-se nesta dire-
¢d0. Por conseguinte (explique porquei),

(dw/hsr) u(v ,T) ds cos 8 (¢/n)dY =1I (v,T) d8 cos 6 dwdV

ondd u(v,T) = uy ¢ a densidade de energia da radiagao de frequencia
v a“temperatura T . Dai resulta:

= Lum IQ/C ‘
que é a relaqao entre a densidade da radiagao para um campo de radiagdo
isotropico.

'VIII, 5. COEFICIENTE DE EMISSX0 E COEFICIENTE DE ABSORCIO.

Até aqu{, consideramos a radiagao propagando-se num meic material.
Vamos agora introduzir grandezas relativas ao emissor ¢ a corpos que ab-
sorvenm radiaqao, admitindo que ambos os fendmenos tenham lugar sobre a
auperr{cie.

Coeficiente de emissdo € a intensidade através de uma superficie
imediatamente visinha do emissor. £ o coeficiente e(X,8, Pyv) = ey

da férmuia analoga a VIII, 2. Quando a fadlaqao incide scbre um super- * .

f{cie, parte & refletida e parte & absorvida. Se t6da cla for refletida,
a intensidade refletidn € igual & intensidade I . Se parte a radiagio
for absorvida, entdo a intensidade refletida serd uma fragdo da intensi-
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dade ineidente I,, . Neste caso, a energia refletida vale
at,y =[ 1 -a(v,8,%)}I,cos 8 ds dw at av :
0 nimero a é, por definiglo, o cosficiente de absorcio.
VIII, 6. LEIS_DE KIRCHHOFF:

Consideremos ufa cavidade de paredes impermeiveis & rodiagio e
em equilibrio térmico. No seu interior, n&o ha nenhum corpo material.
86 podemos fazer afirmagdes no caso de equilihrio de temperatura do
enissor (parede) quando estudarncs as propriedades da radiaqgo desta -
cavidade, As propriedades desta cavlidade ndo se alteram se fizermos um
pequeno orificio,por onde radiagdo é emitida, pois, comunicando entre
si (fig. 109) duas de tais cavidades, a temperatura de cada uma delas
. naoc mida. Este fato é uma ‘indica¢ao de que & energia que 1 recebe de -
2 é igual a que 2 recebe de 1.

hs seguintes experiencias ideais ddo lugar as leis de Kirchhoff.
l. Fazendo abertura B percorrer as paredes de 2 e mantendc fixa a aber-
tura A de receipiente 1j
2. PFazendo a cavidade 2 girar em torno do oriffeio B;
5. Pondo um polarizador e filtros em 4 ou B, .
em qualquer destas experiéncias, nio hd destruigdo do equilibrio téramice.

a

s ccnclusao é que a radiagdo no interior de uma cavidade em equilibrio

termico, é 1sotropica, homogénea e ndo polarizada para cad freéquéncis Vo

Em consequencia, a intensidade I’y depende-apenas da frequéncia ¥ e da
temperatura T da parsede

I D = K(\),T)

4 fungio K(» ,T) chama-se fungiio de Kirchhoff.

Suponhamos, agora, gue uma porg¢ac da parede absorva toda a ra-
diagfio que sObre ela incida: a = 1, Para que o equilibric nio se altere,
a intensidade deve evidentemente ser a mesma em toda a parte, logo a
parede deve emitir de tal modo que o coeficiente de emissao seja igual
8§ intensidades ’

e (v,1) =K (v,I)

Um corpo que absorve toda a radiaqSO.que enite com intensidade
igual 3 fungdo de Kirchhoff; & o chamado corpo negro. No caso em que
aq parede & perfeitamente refletora (a = 0), ent8o a intensidade re-

- " .
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fletida & igual a incidente, que deve ser a mesma em tdda a parte: un
corpo absolutamente refletor nao emite nenhuma radiagio,

Se a parede absorver parte da radiacgao incidente, refletindo a
:.fraglo (1-a) K (v,T) deve, evidentemente, emitir o quantidade
ak (V,T), afim de ser mantido o equilfbrio.

(0,1 = a(v,T) K (¥,T).
'De todas estas lels results

s £ K (Vv,1).
Explique porque os vasos isclantes 1_:81:1 as paredes espelhadas.

LETTURL ACONSELHADA RELATIVAMENTE A0 carfTuro VIIT

F. Hund - Theoretische Physik, Vol IV (Bibliographische Institute)

Rs Becker - Theorie der Elektrizitht, Vol. 2, Parte G (Teubner).



ciPfTULO IX

TONS NORM.IS DE VIBRhCEO.‘ LEIS DE RAYLEIGH-JE.LNS E WIEN

IX, 1. INTRODUCAQ

Um sistema fisico capaz de estar dotado de um movimento vibra-
torio, mas encerrado numa regifio finita do espago, nio pode apresentar
um movimento arbitrario. 86 algumas vibragdes sao possiveis e estas
sao chamadas os tons normais de vibragio. £ o caso da radiagio encer-
rada numa cavidade (parégrafo VIII; 6) e neste parégrafo dese jamos '
caracterizar e contar os seus tons normais de wibragao. antes, para a

" melhor compreensdo do leltor, vamos examinar alguns sistemas fisicas
mais simples que apresentam propriedades andlogas.

IX, 2. TONS MORMAIS D. CORDA VIBRLNTE.

£ evidente que uma corda que tenha suas extremidades fixas{di-
gamos x =0 e x=¢ ), sd pode admitir vibragdes tais que 0 Seu com=
‘primento / seja unm mﬁltiplo inteliro da metode de sue comprimentoc de
onda da vibragao.(figura 11Q): :

£ =ngd /2, h=1,2y 3,

. Mateméticamente, éste fato resulté de qus a ordenada que repre-
senta o afastamento de um ponto da corda da posicao de equilibrio
horizontal, deve ser uma fung3o senoidal de x:

L}

y=asenkx

(onde k =2m/3 e é o comprimento de‘gnda associado & vibragdc) tal
que se tenha, para qualquer tempo, |
,x=o

x =

y =0 para

Estas condiges de contorno exigem que
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k¢

oW
¢ = np/2

As vibragoes possivels da corda 550, por conseguinte, as se-
gulntes:

Yo = 8, sen (nm x /7))
para (fig. 110)

n=1,2,3 ....

0 leitor mais exigente verificara que éstes tons normais de
vibragao sao as solugdes do problemas

2%y/8 x5 = WP (085728
. y (0,t) = y(€ ,t) =0,
obtlida fazendo
Y (x,t) = u (%) it R

de modo que, se incluirmes a dependdncia temporal, as solugbes sdo:

= A, sen (nwx/¢ ) sen w t,
onde
w = kn v .

IX, 3. MEMBRANA RETANGULAR VIBRANTE

Para éste ceso (fig, 111), devemos procurar a soluqao z{x,y,t)
da equagao das ondas a duas dimensoes:

& z/«:’v‘:t:2 + 52‘2/5’5?2 = (l/vz) aaz/a'tz o (1Ix, 1)
tal que .
u=0 , u=a
2{x,y,t) = 0 para (IX, 2)
¥y=0", y=b
Faz-se: '
z(x,y,t) = u(x) ¥(y)e “1Wt :

» ) -
o que da lugar as equagoes:
© dfwa +X 2y =

d® W/ay° + g% W= 0.
onde '



\
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’ Fig. 110
Tons normais da corda vibrante.

7

Fige. 111 _
. Membrana retangular.
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alfa é a constante de separagao, e B2 = 1Pl e
wiE = . .
Obtemos, assim: '

= A sen {« x) sen {py) (coswt),
 AS condiqoes de contorno (IX, 2) exigem que se tenha

Xa=nan e fbs= B, Ny BY = 1,2,3,0ss .

Portanto

, 5 172
W = vr (nSfe 4 nyafu.z) o “nyyny

sao as frequéncias possiveis dos tons normais da membrana e estes sao
(fig; 112)

Zn n = 8y n sen (niwx/a) sen (nywy/b) cos (uun t)

Xy XYy
IX, 4. MEMBRANA CIRCULAR

x’ny

No.caso de um membrana circular, a equagdo a resolver é ainda
a (IX, 1), mas as condigdes de contorno (estamos sempre considerando o
sistema com extremidades fixas), deve ser agora z(R) = 0, . para gqual-

quer tempo, onde R é o ralo da membrana, Neste caso, & conveniente
usar coordenadas polares r, ¥. '

(1/r) @ (r22/8 )/ + clxrz)a z/dsﬂa (1/v2)aaz/a t‘a © (IX,3)
Fazendo !
‘ =R(m) § () e-tWt

obtemos as equagoes ‘
& R/ar® + (1/r) ar/dr + [ka-(ma/rz)_] R =

A solugdo da primeira é

0=

cos my-

sen m ¥

A segunda & a chamada equagio de Bessel.
Como a fungdo z deve ser univalente,

"z {(r,¢) =z (r,¢g+ 2m),

segue-se que m ¢ um mimero inteiro ou zero. 4 equagdo de Bessel se
escreve sob a seguirte forma:

R/ > + (1/ % ) R/AAG + (1-m2/_§2) R=0

e o

- e e s ———



Fig. 11z .

Tons normals da membrana retangular.
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onde % Kr e a sua solugdo é reprcsentada por I« § ).
Aconselhamos o leitor a que examine as propriedades desta fungao

no seguinte livro: §Special Functions of Mathematical Physics We Mag-

nus e F, Oberhettinger (Chelsea). :
Assim, a solugio da equagao (IX, 3) ¢ a seguinte:

= Jy(ir) cos{ m(¥-¢)] cos (wt-p) ,

‘onde alfa e beta sdo constantes.
As frequéncias permitidas sdo aguelas para as quais (fig. 113)

Jm (WR/v) =

isto €, sdo determinadas pelos zeros da fungdo de Bessel de ordem m .

IX, 5 CAMPO ESCALAR A TRES DIMENSOES

£ o caso por exemplo, de ondas sonoras, cuja equagao &
8= (1/e5)2%y /95
4 varilavel ¥ pode ser a densidade do gas, a sua pressdo ou o desloca-

mento das moléculas, no caso do Som. Se impugermos que a variavel Y
se anule sobre as paredes de um paralelepipedo de dimensces a, bec

_3

x=0, x=a
W {x,¥,2,t) =0 para y=0, y=b
‘ z=0, z=¢
temos : _
¥ = 4 sen (kx Xx) sen (ky ¥) sen (kzz) cos (wt)
sendos | 5 ﬂ _
1) ka=nw; kb=nr e kes= n &,
Byy Dy, €N, nimeros %nterios.
2 2 2 2 _.,.,2,.2
) kx+ky+kz = W/~

¢, em consequéncia, as frequ&ncias das vibragoes possiveis sdo:
= 2 5o 2,2y 1/2
Lunx,ny’nz = ¢ (nx /a% tny /" + nz./c ) .

IX, 6. RADIACAO ELETROMAGNETICA

No cdso da radiagdo eletromagnética contida em um recliplente e
' na auséncia de cargas elétricas no recipiente, a equagdo das ondas &

1




Fig. 113

Tons normais da memirana ctécular.
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- (W) e sot* =
onde A é o potencial vetor do qual se calculam 03 campos eletrico T
e magnetico H 3

(F,3A)=0 .
Se as paredes de recipiente forem idealmente refletoras, nao
exé emissao nem absorgao de radiagao (apenas reflexao) . Logo,
:-)’3-) h ’ '
E feA }, devem ser normais as paredes, em cada ponto destas., Se o
recipiente for um paralelepipedo, as condigdes de contorno do problemas

sao as seguintes (fig. 11l4):

i

Ay = hy, =0 - para z=0 e z=c
Ay = Az = 0 para x=0 e XxX=3
Az = Ax =0 para y=20 e y=b .

~

0 leitor deve mostrar que a _solugdc do problema ¢ a segulnte:

A, =a, cos (klx) sen kzy) sen (sz) coé'(Lot)
AY = a, sen (klx) cos (k y) sen (k3z) cos (W)
A, = 8, sen (klx) sen (k. Y) cos (sz) cos (Wt)

con
kla = nlw ’ kdb = naw ’ k3c = nsw .

As frequéncias dos tons normais de vibragao sendo tais que

2,2 2
wZ (nl /a + 0, /b + n3 /e "(Jjnl,nz,n3 / & .

IX, 7. ENUMERACEC DOS TONS INDEPEMDENTES |

Vamos agora contar os nimerc de tons normais independentes de
que é capaz um sistema f{sico, em vibragdo numa regido limitada do
espago e correspondenteauﬂﬁ'faixa de frequéncias. No caso unidimen-
sional (pardgrafo IX, 2), vimos gue '

o que di lugar a uma frequéncia

— e
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= (ne)/2f). (1X,4)
HA uma correspondencia biunlvoca entre n e ﬂ , logo entre, di-
gamos n = 1 e 10, existem 10 auto-frequénecias (v n) ©ou 10 tons

- normais, Quando n é muito grande, de modo que os incrementos de n pos-
sam ser considerados muito pequenos comparados com n, mas suficiente-

mente grandes para conterem muitas wnidades, podemos considera -los como
diferenciais dn e temos formula (IX, 4)

= 2&/0) av .

0 coeficiente z(v ) = Zﬂ/c de d9¥, da o nimero de autofunqoes
por intervalo dv, existentes na corda .

No caso da membrana retangular, vimos que

2,.2 2 ne - uua = oo
. _(I'.lx /a~ + n y/b ) nx’ny ¢
de onde .
‘ : - 2,2 2,2\ 1/2
\%x’n = (e¢/2) (nx /a f_ny /b )

No caso particular de uma membrana quadrada (a= b=l ), tem-se:

"nx,ny & tefsly. 2 M?;.. 2332 .

Neste ultimo caso, a correspondéncia & entre v e a raiz
(0,2 +n2) V2,

Assim, se quizermos sO as autofunqoes compreendidas entre Q eV, devemos

contar o nimero de pontos colocados dentro de um quadrante do c{rculo

com raio lgual a (n a +n 2)1/2 . Mas éste mimero de pontos é aproxi-

madamente igual (fig. 115) a area deste quadrante e tende para ela

quando n, € ny crescem, Esta 4rea vale -

= (/) @4V /e)2 = w22v2/e2 B

Por conseguinte, o nimero de tons normais de vibragao entre v e
\)+ v, & ‘
@re%u/Zyav =z (V) av .

No caso. tridimensional escalar, t@m-se- , d

n ,ny,n = (C/ZJ(n /a Ra n /bz +n Z/Cd)l/‘a
X z
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e, portanto, o numero de auto-fungoes entre 1} e 'x}+ av e {por gue?):
(uré 39%/e3) av

Quando o sistema fisi¢o for a radiagio eletromagnética, devemos
levar em conta que, a cada frequéncia, correspondem duas polarizagdes
independentes. Isto significa que existem duas componentes indepen-
dentes, dentre as trés componentes do vetor potencial, Assim, o nimero
de tons normais ¢ o dobro do valor precedente: '

(8r€ 30273 av .
IX, 7. FOGMUL: DT RAYLEIGH-JEANS

J4 dissemos (paragrafo (VIII, 2), que é importante tedricamente
calcular a forma da funqaq u(v T), afim de poder-se comparar a teoria
utilizada nesta dedugBo com os resultedos da experiéncia. Este problema
tedrico fol resolvido por Lord»Rayleigh e 8ir J. Jeans, utillzando a
teoria eletromagnetica classica e a lel classica da distrituigao de
‘Boltzmann paragrafo (11,18). _

Segundo o que precede, ficou claro que cada tom normal de vibra-
¢ao & ‘equivalente a um oscilador harmdnico com sua frequéncia e ampli-
tude lgual ao coeficiente da parte oscilatoria ¢ de massa unitéria. a
Jeans provou que a energla da radiagao eletromagnetica é 1gua1 a soma
‘das energlas desses osclladores.

Agora, como a radiagao eletromagnética, em equilibrio numa cavi-
dade, tem uma densidade de energia u(+ ,T), podemos escrever:

u (v,T) av = (8rv</e3) av . LE(v,T)) ’

onde <EB(V,T)) ¢é a energia médla dos osciladores harmdnicos associa-

. dos 3 radiagdo de frequéncia v . BEsta energila média, supondo que a
energia se distribua pelos osciladores segundo a lei de Boltzmann, vale:
(E (3,1)) =kT,

pois, © 0 '
@) = (L ePEram /(f e PEam =18 =
;Resulta]&élﬂa'famosa formula de Rayleigh ~Jeans, para a distri-
pui¢do espectral da energia da radiagdao isotérmica.

w(V,T) dv = (8rvZ k/e®) av.
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Bsta equagdo concorda bem com os resultados experimentals, apenas
para valores pequenos da frequéncias nao serve, absolutamente, para re-
presentar os dados experimentais para grandes frequéncias. Daria densi-
dades de energia demasiadamente grandes., Além disso, segundo ela, a
densldade de energia total (somada para todas as frequéncias) seria in-
finita . Estes resultados representavam graves dificuldades para a
teoria classica e s0 puderam ser resolvidas por Planck, como veremos no
paragrafo x, 1).

Vamos, agora, mostrar gue a teoria classica 80 pode conduzir a
uma férmula do tipo da de Rayleigh-Jeans, nediante a andlise dimensional.

E claro que u(v T s6 deve conter, como constantes f{sicas, a
velocidade da luz ¢ que ¢ uda propriedade eletromagnética e a constante
de Boltzmann X que é uma propriedade térmica da matéria (é claro que
.nfo pode conter grandezas GSpec{ficas a0s elementos materiais pois

Klrchhoff mostrou que u(vy ,T) n2c depende de tais grandezas). Como u
é uma fungdo regular, pode ser desenvolvida em série de potencias, de
modo que podemos nos limitar a considerar a seguinte forma

= ac? p P )
onde A € um coeficiente numérico e . o , By, X 980 .nlmeros. determinadds
pela andlise dimensional: =1, A= -3, =2 Portanto, devemos ter:
u= he™? vk . |
O coeficiente A poderia ser uma fungdo, sem dimensdo, de uma
grandeza sem dimensdo construida eom ¢,V ,kT mas, com energla, come

primento e tempo, nao & possivel construir uma  grandeza sem dimensao.
Por cqnsequencia A 80 pode s§er wn coeficiente numérico.

IX, 8. LEI DE WIEN.

Para gfandes frequéncias, Wien verificou que a curva experimen-
tel (fige. 116), pode ser bem representada por uma fungdo do tipo
u (V,T) = By> exp{ =¥V /KT ] ,
que 0 conhecida como lei de Wien (fige 117).

4

[

Vemos assim que para’y pequeno a‘lei de Jeans representa bem 0s
dedos experimentais. Para ) grandes, uma lel totalmente diferente é
que representa bem a experiéneia. Este fato mostra que a fungao u( v,7)

deve ser representada por uma formula mais geral que’ admita as duas
acima mencionadas o ‘como casos limites.



Fig. 117

Fig. 118
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PROBLOMLS @

1. Uma corda de 50 ¢m de comprimento tem suas extremidades
fixas. Que tons normais de vibrag¢do sdo possiveis na corda e quals os
comprimentos de onda dos cecinco primeiros tons?

2. Uma membraga € feita de material com densidade 0,1 gr/cmd e
esta sob tensdo de 100 000 dines/cm. A membrana deve responder melhor
possivel ao som de frequencia 250 ciclos/sege 4 membrana sendoc quadrada,

que lado deve ter para isto? Quals as frequénclas dos dois tons imedig=-
tos ao fundamental?

LEITURA ACONSELE&DA REL&TIVAM@NTE AQ CAPITULO IX

F. Hund ~ Theoretische Physik, Vol. iV, Cap. 8 (Bibliographische Insti-
tute)., .

Pe M, Morse - Vibration and Sound, Cap. IV e V (McGraw).




CAPITULQO X

FORMULA DE PLANCK, /i ORIGEM Di TEORI; DOS QUANTS .
X, 1, FORMULL DE PL.FCK.

Planck observou que a expressio para a densidade de energia
~u(V,T) concordava bem com a experiéncia, se a energia méqiaﬂ(E(‘ﬂ,T))
de um oscilador harmonico fosse calculada de uma maneira diferente da
teoria,cléssica (parégrafo X, ). Em vez de usar a definiqﬁo classica

- OO
{E} =(‘,,/' E.e- dE)/(foo dE)

Planck usou a foramula

g -E /&T ) - «E_/KT
<E> ). E e B /¢ f: e n/h)

n=z n n=o

y

o

e, portanto,admitiu que & energia E de um oscilador harmonice, ao in-
vés de variar continuamente (como pressupde a fisica clasaica), variasse

descontinuamente, isto e fosse fungdo de um nimero inteiroe positivo nt
: En=nEO-
Encontra-se (fagal): o o ' . v

{(g) = (Eq i‘: n exp [-nE /kIJ )/ i exp{ B /kr}) =

n=o0
/kT
=E/ (e ° -1)
+ Por conseguinte, obtem-se para a dens}%gde de energia:
o u(vy,T) = (8r \Ja/c3) fE /e

Afim de que esta formula coineida com a formula de Wien, para-:

grandes frequencias (paragrafo anterior), devemos admitir que Wo é
proporcional 8 frequéncia

Bo = BY
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onde h ¢ uma constante de proporcionalidade,
Deste modo, a densidade de energia se escreve: ,
u (v, = (8rve/ed) (nv e BY/KT )] (X,1)

» . -
que € a famosa formula da raciagdo de Planck,

i hipotese inteiramente nova que conduziu a esta férmula & a
de que a energia de um oscilador harmonico, associado a radiagao de
frequencia'v ’ 56 pode assumir valores discretos, segundo a relaqao

T o=nhv | o

Portanto,o valor miﬁimo da energia de um tal oscilador haradnico
é, segundo esta hipétese, hy e chama-se um quantum de energia. 4
constante de proporclonalidade h, que calcularemos adiante, vale
6, 6 x 1027 erg. seg., € chama-se a constante de Planck ou guantum de
agéo.’ 0 trabalho de Planck deu origem & chamada teoria dos guanta.

Analisaremos agora algumas consequencias da férmula de Planck: _ i
1. Para pequenas frequéncias a férmula de Planck tende para a de Ray- = '

leigh-Jeans pois , . -
| ’ . h /kT
hy /kT ¢¢ 1 > e ~ 1 + hv /kT
e portanto - hY /kT } _ '
8rv4/e?) [ nv /e ] ——> (Brv /) xr .

Isto quer dizer que, a temperatura ambiente, = 3009K, couo kT~1/40 eV,
a formula de Rayleigh-Jeans sd vale para raaiagoes tais que

Thv << 1/40 eV ou . ¥ (< 1013 seg .

Z. Pata grandes frequencias, a formula de Planck solda~-se com a de Wien,
como fol imposto para calcular E

(WY )/(KB) 3> 1 ——> w(y7T) ~(_8-n-v3/c3) hv e™BY /AT

" 3. Lei de Stefan-Boltzmann

Retomenos a densidade de energia da radiagio em equilibrio, so-
mada sobre todas as frequéncias,
. [ 2]

wr) = J u(y,T) d{; .

-0
Utilizando a férmula (X,1), obtem-se:
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wm = (@r/e?) [ ey / | 2/e* -1] ax

h\’/kT « Logo _
wWT) = o i X, 2)
onde {provel): . .
o = 8k / (15 And) . | (X, 3)

A lei (X, 2) é a lei de Stefan-Boltzmann, O valor experimental

 da constanteco & 15 3
= 7,67 » 10"~ erg/cm”’.grau .

X, 2. LEI DO DESLOC,MENTO DE WIEHN

A lei do deslocamento relaciona ¢ valor do couprimento de onda,
' para o qual a densidade de energia é maxima colm a temperatura. B ob-
tida encontrando o méximo de u(¥T) (formula (X, 1) ). & condigdo de
maximo & (fagal):

X = 3/(3-x)
onde x = hV/kT, que, resolvida nimericamente, 44 o valor de x:
= 2, 281
pai - - .
Y.y /KT =2, 281 o (X,h)

Podemos encontrar a lei de Wien em termos de ﬂ « Usando (para-
grafo VIII, 3) '

a(A Dk s f = uwl(V,T) [av]
e a formula de Planck x, 1), temos (faqal):
' (he)/(p KT) 1

u (A1) = (81/37) [ ho/te -1)}
Do mesmo modo que anteriormente chega-se 3 lei:
Prag T = (eh/K) (1/4,965) (X, 5)

X, 3. DITERMINAGRO DAS CONSTAFTES h e k :

‘Conhecendo-se o~ (f£érmula X, 3), determinamos K*/n

conhpecndo-se A T (formula X, 5), determinamos h/k. Dai, encontram-

max :
se os valores de ambas as constantes h e Kk:

i i
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= 6,62 x 10'57_erg.seg -= §,1e x 10717 ev . seg.
= 1,380 x lo’lsérg/grau 4 0,86 x 10“ e¥/ grau

X,-lo. IEMPERATURA Di. SUPERF{CIE DO SOL -

Experimentalmente sabe-se que, a quantldade de energia incidente

sotie a superficie da Terra, proveniente do Sol, é i
S =2 cal / (min. cn®)

£ claro que a- energla total irradiada pelo Sol é reencontrada
sobre uma superficie esférica de raio R (R sendo a distlneia da Terra

ao Sol e vale 2158y = 215 x 0,7 x 107km, R, é o raio de Sol).. .Logo,

considerando o Sol como um corpo negro, temos:

r% = B Moo/l
Portanto: _ _
| 4 = 4(B/Rg )% (8/0-c) 22 5800° ¢
PROBLEIAS :

l. Lembrando que uc¢ cos 9 afl/hm € a energia que atravessa 1l en©
por segundo em d () , qual é a energia irradiada por segundo e unidade

de drea de unm corpo negro? Qual € o valor da densidade de energia &
temperatura amblente? '

e Qual é a densidade de energia numa cavidade em equillhrio termico.
a) a 279 ¢~ :
b) a 60008 C 2

3.'Para qual componente;monooromética da radiagéo'térmica a densidade
de energia é méxima a 3000 C e a 6000° C ?

4. Fo problema anterior, trace as curvas de Planck correspendentes.
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multo importante (existente na biblioteca do C.B.P.F.)
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capituro X1
CALORES ESPECIFICOS Dos SOLIDOS

XI, 1. INTRODUGLO

Apos a publicagao das pesquisas de Planck dois trabalhos de Eins- -

tein, um sébre o efeito foto-elétrico {1905) e o outro idbre a teoria
dos calores especificos (1907) ,mostraram a 1mportancia da concepgao
nova de Planck, solidificando-a e estendendo o seu domfnio de aplicagac.

XI, 2, TEORL4 CL{SSIC: DOS CiLORES ESPECTFICOS DOS SOLIDGS

. 0s calores cspeclficos dos solidos obedecem a lei de Dulong e
Petit, que e, antes, uma regra aplicavel a um certo numero de aubstan-
cias, d temperatura ambiente, Ela diz que o calor atomico de um séliido
é constante e vale cerca de 6 cal/(atm. gr., grau).  Os scus autores de~

términaram esta regra para substdncias como o chumbo. ‘Mais tarde, foram

sendo descobertas eXc:gSes a leil de Dulong ¢ Petit. hAssim, o calor

 atomico do B vale 3,34j0 do Be, vale 3,85; o do G (diamante), vale

1,465 o do 81, vale 4,9%; o do K (sdlido), vale 0,57. Ailém disso, a
experiéncia indica que o calor atdmico. dos solidos decresce com a tenm-
peratura, tendendo a zero com 8sta. As curvas para varias substdncias
estio indicadas na figura 119. -

A teoria classica considera um sélido como uma rede cristalina
em cujos vértices estdo osciladores harmdnicos (os nucleos dos &tomos).
Nestas condigbes, a energia média de um oscilador espacial sendo 3kT,
a energla de um atomo -grama sera 3LkT = ZRT e, por conseguinte, ‘o ca-
lor especifico valera.

Cy = dB/AT = 3R~ 5.96 cal/ at.gr. grau.

Assim, a teoria classica da lugar a uma lei de Dulong e Petit

rigorosa e, consequentemente, ‘nio pode expllcar os fatos experimentais
da figura 119,

1

e e e b Rit L ree——
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XI, 2. TEORIA DE EBINSTEIN.

A solugao deste problema foi dada por Binstein ., Ele admitiu que
a energia média dos osciladores atOmicos dos cristais fosse dada pela
teoria de Planck (paragrafo (X, 1):

(EY = 3hv /(DY /AT L1
Kastas bondigSes, a energia de um étomo-grama sé:é
L= (3 thv)/(eV /KT o)
de onde resulta o calor especifico: - _
cp = By /A1) VAL (Y AT 2 (X1, 1)

A formula de Einstein deu uma primeira explicagiao dos:fatos ex-
perimentais e o leitor deve verificar que, guando T tende para zero,
Cy - tende para gzero; quando I tends para infinito, C,, tende para 3R.
Esta concordancia da formula (XI, 1), de Einstein, com a experiéncia,
fol uma indicac¢3o de que & quantigzagio do movimento dos osciladores
harmanicos, proposta inicialmente por Planck ﬁara 0s osciladores har-
‘mOnicos associados & radiagio eletromagndtica, &, na realidade, mais

geral, aplicavel também aos osciladores materiais dos solidosi Na for-’

mula de Binsteln,a frequéncia V¥ & chamada frequéncia caracteristica
do sélido e é a frequéncia das oscilagdes dos dtomos. Poderi ser cal-

culada por esta formula se conhecermos o calor atdmico Cy ; pode também

ser calculada por outros métodos independentes, de modo a permitir que
se ponha em cheque a teoria. Para ilustrer, daremos o método de Linde-
mann. '

0s atdmos executam no cristal um movimento harmdnico de frequeén-

cia w/2m: |
X = a senwt,
com enexrgia: 2 2
: E=nw a/2
Vagos fazer, agora, a hipbtese razoavel de que a amplitude de
vibragdo a € aproximadamEnte'igual & distdncia entre. os atomos, 4, na
fusao (paragrafo 11, 4, férmula II, 14):

3T, = mtuada/z

?

onde Tf e a temperatura de fusao e d é determinada por (paragrafo II,11)
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a~ (A9 L)l_/3 » A sendo a massa atdmica do sdlido. Portanto, de:
| 350, = AwS &/ 2
podemos calcular o valor da frequéncia propria y = ( /2w.

Por éste método, pode-se determinar a frequéncia propria dos
atomos. Para o 81 o valor encontrado é 3 = 9,6 x 10"1a eg -1 enquanto
- que pelo método dos calores especificos, o valor & 11, 9 x 10 Laseg'l
A teoria de Einstein dd uma boa descy rigao, como vimos, mas nao

concorda exatamente com a experi&ncia, Em particular, a baixas tem-
peraturas, a formula (X1, 1) da valores menores o que a experiencia.

XI, 4. TEORIA DE DEBYE -

A teoria de Einstein foi aperfeiqoada por Debye. Ele considera
as oscilagoes dos dtomos 6u dos ions da rede cristalina como a super-
posigao dos tons normais de vibragio possivels no sélido. No solido,
pedem ocorrer vikragoes longitudinais e transversais. 0 nQmero de tons
normais neste Ultimo casd, serdo igual a duas vezes o do primeiro caso.
Se considerarmos que as velocidades de propagagdo em ambos o8 casos po-~
dedi ser diferentes, o nimero total de tons normais de. vibragao possiveis

»

com frequencia conpreendida entrey e v +dvV  &:
eV (192 + 2/v,3) 9%y

onde V é o volume do sdlido; Vy, e Vp sdo as velocidades de propagagio
das vibragoes longitudinais e transversais.

Multiplicando éste nimero pela emergia média de um oscilador
(paragrafo X, 1, férmula X, 1), obtem-se, para a faixa de frequéncias
considerada, a energia 4E: '

4B = Wy + 2/ [nv/(BY AT ] ay

Chamando v 4 frequéncia mixima das oscilagdes no sélido, a
energia, neste caso, sera igual evidentemente a:

hy /KT
E = bnv(L/v 2 + 2/vy)) ,/' th /(e

..1)} VeV

Esta frequéncia mixima v _ & determinada impondo-se que o némero *-
total de tons normais de vibragdo seja igual ao numero de graus de li-
berdade: M 2
= v (vgd + 1v,2) ,of Vv = vy v a2y /3
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Daf resulta
E

v |
(/v /" Bw /™ R ey

e, portanto
B

. T/ .
(Ret /2.2y [ /(- 1)ax
0
onde x = hv/kT e T_ vale hy max/ k

c
Portanto:
Cy~3 R para T /T <</
C,~23RI%/T 3  pera TrO.
PRO MAS

le O leitor deve tébelarja integral:
- a
[ %3 7 (¥ - 1) ax

.Go

onde a é uma constante.,

F. K. Richtayer e E. H. Kennard - Introduction to lodern Physics, Cap.
: III (McGraw).
Max Born ~ Atomic Physics, Cap. VIII (Blackie).

F. Hund - Theoretische Physik, Vol. IV (Bibliographische Institut).
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caPiTULO XIT

TEQRIA DOS FOTONS: TFEITO FOTO-ELSTRICO E EFSITO GOMPTON

CII, 1. ZEFZITQ FOTO-ZLATRICQ - '

0 efeito foto-elétrico consiste na liberagdo de eletrons de cer-
tos ﬁetais, quando sdbre €les incidem radiagoes com certos couprimentos |
de onda. As leis deste efeito foram encontradas expsrimentalmente
(fig. 120): ' .

l. Se fizermos ineidir um feixe de luz ultra-violeta sobre um
catodo C(¢e metal slcalino), os eletrons, ‘entao liberados de C, sao
coletados no anodo ligado a um eletrometro. A correante no coletor é

nula quando o potencial em C e céreca de 2 volts, e positivo; quando
 este potencial decresce, passando por zero, e tomando valores nggativos . %
ea relagaoc a 4, a corrente do coletor vai correspondentemente aunentans
doj ela comega a saturar (fig. l&l)'quando o potenclal atinge um valor

de cerca de 1% a 20 volts. A significaqﬁo Qestes resultados & que 0s
" eletrons libertados em C tém umo energia cindtica cujo valor miximo é
‘Justamente suficiente para vencer os 2 volts repulsivos. Ou melhor,
dito, éste ultimo potencial é uma medida daquela energia maxima.

2. Fazendo-se incidir uma radiagdo monocromdtica e fazendo variar
a sua intensidade, encontra-se que a intensidade da corrente recolhida
pelo coletor, é proporcional 3 intensidade da luz.

3. Fazendo-se variar o comprimento de onda da radiagao incidente
e conservando fixa & sua intensidade, encontra-se que, & cada compri-
mento de onda ﬂ y corresponde um potencial positivo Vﬁ que anula a
corrente eletronica. Assim, se a limina metalica £or de aluminio, psra
Juz incidente com comprimento de onda 2000?3, encontra-se que a intensi- ¥
dade da corrente ‘@ zero, para potencial positivo superior ou da ordem |
de 2,3V. Quando éste potencial decresce, passando a valores negativos, i
a intensidade da corrente cresce, até atingir valor maximo de saturagio. %

P gy s e = ae




\ ( fl e }F’} Ao eletrometro
f‘\\\%._/
Bogba % Fonte de ’

de vacuo luz

Fig. 120. Frodugao de foto-eleurons. Se
nao houver cainpo magnetico, os eletrons
atingem Py3 se houver (representado pelo
campo pon%ilhado), atingem Ra.

: ‘ ' | 1 V (volts)
Vo ‘

PR SN

Fig. 121. Variagio de corrente fotoelétrica com a varia-
-+ “gao do potencial do catodo.
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Para comprimento de onca da 2300 § , ndo ha eletrcas 11bert;dos, para -
potencial p031tivo supevrior a 1,9V, Parad =< RL:.OA , @ intensidade
da corrente e nula para potencial positivo superior a ou da ordem de
1, *V, e assim por diante, Obtem-se, assim, o feixe de curvas da fi-
gura 122, .

Exaninando~se esta dependcncia entre o potencial V e a frequén-
cia Y , enconira-se que a dependéncia entre ambos & lincar, represen-
tada pela reta da figura 123, 4 equagao desta reta ¢, evidentemente,
da seguinte forma:

n = BV = y) - (K11, 1)

onde h ¢ uma constante e v ¢ uma frequencia caracteristica do metal
que - ¢ o limiar de frequenc1as (para cada radiagao com esta frequencia
ou frequ icia  inferior a ela, ndo hi libertaqao de cletrons). ZIsta
equagao ¢ muito importante pois permite que se determine a constante h..
4 determinagao experimental desta constante foi feita por Ailllkan, ele
;encontrou para h um valor igusl ac da counstante de Planck (éste método
¢, alias mais preciso que o da teoria da radiagao).

Da equacao acima (XII, 1), observando que o potencial positivo
representa, como dissemos, uma medida da energia cinetica maxima doa
_eletrons literados, isto é:
| mv, AZ |

m’ ‘ .
(x11, 2)

- resulta 2 .
ny, - /2 =hv - h Vg2
que € a équacso de Einstein, do efeito foto-elétrico. Esta equagao é
assim chamada porque foi postulada por Einstein para inte:pretar as leis
experimentais do efeito foto-eletrico, interpretaqao esta que ja estamos
adotando na exposigao feita, Para melhor cowpreensao da ideia de Bin-
stein, vamos analisar os dados numéricos de uma experiéncia, dados
estes que tomamos cmprestsdos do livro Introductidn of lModern Physics de
Richtmyer e Kennard, indicado no fim deste capltulo.

Uma corrente foto-elétrica de 3 x 10" - ues/cm /seg & emitida

por uma superficic de sodio no vacuo. Dividindo esta corrente pela carga

de um eletron, temos o nimero de eletrons emitldos por cn® e por sa-

gundo:
3% 10"‘a / (U8 x 20729 = 6.2 x 107 edetrons/cul /seg




i/

/)%/_ 1




e ’ 3 ’ ’
0 'numero de atomos por cn s No sodio, ¢

= L? /ﬁ = 284 x 10‘:1 'a'tomos/c;n3 .

Exiraindo 2 raisgs cubica, ten-se o nimero de atomos ao longo de uma
aresta do sddio: )
2,9 x 107 dtomos/cm

logo, o seu quadrado daré o nimero de 3tomos do sodio por cad, sdbre

a superficie de 1l8mina. Se 0s cletrons acima calculados sao emitidos

pelos atomos situados em cérea de dez ca¥pdas a partlr de superficic

o que ¢ uma hipotese razoavel entao

- 8,64 x 1017 dtomos/ca”

emitirao
6,2 x 107 eletrons/cm;/seg

e, portanto, um Stomo dentre

8,6 x 10t /6 2 x 107 1,38 x 108 dtomos
dard lugar a um foto-eletron, por segundo. Se a radiagao incidente,
que produziu a €ste efeito, tivesse a sua energia distribuida continua-
mente sobre ondas, caindo continuamente sB3bre o metal, seria muito di-
ficll compreender o resultado ‘acima. Pois se a iﬂtensidade desta luz
“incldente fosse de 10 erg/cm /seg, apenas 0,05 erg/cm /seg/ € a
energia tranSportada pelas componentes na regiao ultra-violeta, radia-
goes estas que produzem o efeito foto-elétrico. Desta energia, & claro
que 56 uma parte & absorv1da, a outra sendo refletida. De modo que
cerea de (;001/erg/bm“/seg é absorvida pela lamina. Bsta energila
atsorvida, deverd ser distribuida entre os 8 ,6 x 10° Atomos de 1 cu®
em cada segundo, o que daris

1075/(8,6 x 10%%) = 10719 erg/seg/dtomo .
Como hvy = € x 1012 €erg para A=lx 1077 ci,
entdo o tempo necessario para arrancar um eletron seria
R x 10-12 / 10749 = i,= x 107 seg,

que ¢ um tempo muito longo. Entretanto, 4 éxperiBncia mostra _que nao

ha retardamento na cmissio de eletrons (retardamentc inferior a 10~ 9seg)
A interpretagaoc deste resultzdo foi dada por Zlnstein: a luz e

constituida de energia que se propags, Bao distribuida ccntinuamente
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sobre as ondas, wmas sevundo quantidadas coneentradas em pcquenas re-
gioes, cada guantidede valendo hy . Estas energias sZo0 chamadas os
quanta de luz ou fotons, B5e um foton £or absorvido por unm atomo, a sua
energia é comunicada como energia cinética a um eletron e este, € eni-
tido (supondo que v seja suficicntemente grande) ; 3ste fato é indepen-
dente da intensidade do feixe luminoso.

Compreendc-se assim a equagao (X II, 2)y 4 constante cspecifica
para cada material N w,, representa o trabalho necessdrio para arrancer
un eletron do dtomo e € evidcnte que, se¢ a frequdncia da radiag2o in-
cidente v for tal que V< Vs ndo haverad eletrons arrancados.

A intensidade luminosa de un felxe é definida pelo nimero de
fotons que passam através de 1 cm2 nun segundo e suncnta com este
mimero de fotons o que, por sua vez, faz auacntar o numero de elctrons
emitidos. Unma radiagﬁo de frequéncia v , nfio transporta cnergia menor
que hv' . Esta € a essdncia da teoria de¢ Binstein dos fotons, que Tes~
suscitou para a luz uma teoria do tipo corpuscular,

0 foton ¢ um’'corpusculo assic definico:

B: Estd associado 3 radiagio de frequéncia V.

be Tem energia hv e quantidade de movimento hv/c, na diregio de pro-
pagagao.

c. Tem velocidade igual a vclocidadc da luz no vacuo, C.

A terceira propriedade indic~ que o foton € um corpusculo singu-
lar, pois sabe- -se, pela teoria da relatividade, que todos os corpiiscu-
los materiais tem velocidade inferior a éa luz no vacuo. 0 foton nao
& um corpusculo material. ' \

0 éxito da teoria de Binstein mostrou que a concepgdo de Planck
da quantidade de energia era de grande 1mportuqcia, pois, alén de in-
tgrvir de mancira indispensavel no prcblema da radiagao do corpo negro,
+ e no dos calores especi{ficos dos sblidos, revelou-se, tambeu, indis-
pensavel para a propria natureza da luz. Surgiu, porem, uma dificul-
¢ade nova: pois sc a luz se revela como formada de fotons no e¢feito
foto-elétrico, é por outro lado. inegavel, que ¢la-manifesta propriedades
tipicamente ondulatérias, nas experilncias ordindrias de ética: inter-
ferencia, difragio e polarizagao, Bo problema osta em quc é difieil
conceber a enecrgia como distribuida ora enm fotons, isto e elm pequenas
regides afastades umas das outras que se propagam como corpiisculos in--’
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cependentes, ora cont{nuaucnte,ora cndas.

A soluglo completa desta cificuldade foiablida nuito mois tarde
(1929), cou a cletrodinamica quintica. dntrutanto, pod;mos comprccncgr
wae partc da solugao. @ energia de um foton associado ds ondas d¢ ra-
dio (tabela XVIIT) ¢ muito pﬂqucna, de modo que & necessério um ndniro
muito grande deles incidindo s8bre um inst;umento, p;ra ‘dar efeitos
detetavels e @ste grande numero de fotons ¢a a aparéneia de continui-

dade & prcpagcgao de enargia. I8 eos energlas para aviancar um cletron
dos elenentos alcalinos sdo: . - -

Li Fe38 eV
Na 5,13 eV
K 11,33 ev
Al - F.98 cv
¢ compreende~se que isto Jé possa ser feito por um s0 foton de luz '

ultra~violeta. Deste mcdo, os fotons desta radiagdo revelam sua- pre-
senga por possuirem grande energia, relativamente ao fenomeno considera—
do - . -

Efcito Conmpton

No caso dos raios X, os fotcns tem energia da ordem de 103 eV.
Os eletrons atdmicos sec comportam, diante destes fotons, como se fossem
livres (por que”). Estes fotons podem colidir com tais eletrons COHD Se
tratasse de colisdo de dois corpisculos comms. Esta foi a proposta
feita -por Arthur Compton so observar o espalhapento de raios X por para-
fina, Encontrou-se que os comprimentos de onda dos raios X energentes
sfo, em geral, maiores do que os dos raios X incicentes, variando con
o angulo de observagao {(figure 12}, segunde a rérmula s

al o= ﬁ-l-:"ssen 8/ 2

onde :\ é o comprinento de onda da raciagio incidente, A ' o da emer-
gente e 'ﬁl o angulo entre o raio incidente ¢ o energente. ‘
A teoria clissica do eSpalhanento dos raios X pela mat;:ia, de=-

vida a J. J. Thomson, Ja fol vista no cepitulo V. _Tla nao explica
este fenomcno, pois atribue o mesao comprimento de onda & radiagdo in-
cidente e 3 radiag2o emergente.

Compton explicou seus resultcdos experimentais considerandc os
ralos X cono propagando-sg em fotons que'colidem ¢om 0s eletrons do
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Fige.

hy

Fig. 125
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naterial, ao atravessi.lo,
A conservagio de encrgia se escreve:

hv + o ¢® = hy' +n ca(l 'vé/c y~1/2 (%11, 3
onde Ny ¢ a massc de repouso do uletron (*), ¢ a conservag¢ldo de ao-
mentum, se escreve:

hv/c
0

h ' cos @ /¢ + oV cos *f’(l— v /cd)']‘/‘: (X1, 4)
hv' sen 6 /g - My, V sen P (1w vé/o‘:)'l/a

onde os angulos B e ¥ estio indlcados na figure 125, ¥V € a vecloci-
dade final do eletron, '

Eliminendo ¥ de (XII,3) e (XIT, L), temos, finalmente:
H -3 .= a(h/m c) sand(efd)

. A constante h/(m c) wvale 0,02& 4 ‘e é chamada o comprimento de onda
Coqntop do eletron. L -

PROBLTMAS

1, Trace‘a_cupva (Vé,ﬁ)) a partir da tabela ataixo:

A x10° - v
3, 13 ' 0,9
2y 15 1,3
_dg 5& : 1,5
2, 30 1,9
2, 00 2,3

-

2. Considere a cavidade de paredes refletoras na qual hé radiagio em
equilibrio.  Isto equivale a considerar ua gas de fotcns que se refle-
tem sdbre as paredes. Estabelcga a férmula de pressido que 2ste gas
exerce sdbre essas paredes,  sabendo-se que cada foton tem energia h v
€ guantidade de movimento h y/ec . Utilize o mesmo nétodo que no caso
de um gas de moléculas, o T

-------- g Pt A s g A gt S T e g A

(*) Segundo a relatividade, a energia de um co;pusculo material que tenm
massa de repouso m., vale: ,( .
| o’ m,® / N1-vFre®
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. Trace a curva Ca variagao de¢ ?;. ' com a 2ngulo 6no efeito Comptm.
¢ g

e Uma fonte puntifonme emite radlhgao a rezdo de 10 wotts, a intensi-
dade sendo uniforme em todas as diregoes. & radiag@io cae en um contzdor
a uma distancia r ds fonte, capaz de contar fotons individualnmente se
2les cairem em intervalos de tempo superiores ac tempo de resclugzo do
contcdor que € de lo"eseg. 0 contador tem uma 4rea sensivel de 1 eo™ .o
Encontrar a distancia minima da fontc a que o contador deve ser colo-
cado para contar os fotons individuais se: a) o compriaento da radia- -~

¢ao foE de 6Qcm , € D) o conprimento de onda da radiagl@o for de é;
6 000 '

—

B Um certo material fotogréfico requer uaa exposigdo de 0,1 erg/cmd

para que luz de comprimento de onda igual % 000 2 produza escurecimento
apreciavel. Se os graos sensiveis da emulsdo forem quadrados de 1 nl-
¢ron de lado, quantos fotons devem cair em cada grao pera produgir .
éste efeito?

‘6. Uma experiéncia no efeito foto-el-etrico no potassio conduz aos se-
guintes dados: radiagdo de luz amarcge do s6dio e luz ultra-violeta

do arco de mercurio (5 890 3 e 2 37 ﬁ } liberam eletrons com potencizis
de 0,36 e 3,14 respectivanente, Dada a cergae do eletrcn, caléule 2
constante de Planck h . ' k

TT 40 CAPITULO X1

F. K. Richtnyer ¢ E. Kennard - Introduction to Modern Physics, Cap. III
(McGraw-Hill). -
0. Oldenberg - Introduction to Atomic Physics, Cap. II (MeGraw-Hill),

MQ Born - hftomic Physics, Cap. IV (Blackie).
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CsPITULO X113

XIII, 1 INTRODUGHO.

£ uma propriedade conhecida dos elementos que, gquando excitados,
eajten radiaqﬁes_de certos comprimentos de onda. Estas sao conhecidas
como o espeetro do elemento consideracdo cpeé una propriedade espec{fica
do elemento e, portanto, serve para caracterizd-lo.
0 espectro de um material é obtido, do modo mais simples possivel,
pelo espectrégrafé cda figura 126 . A radiaqﬁq enitida pela substancia
¢ decomposta por um prisma ¢ as radiagdes assin obiidas, s2o recgbidas
sdbre ume place fotogrifica. Além do espectro de emissdo, utiliza-se,
nuitas vezes,;o espectro de absorgdo (figura 127). O leitor deve exa--
ainar os exemplos de cespectros dados nas figuras 128.&'132. 0 mais
sinples é o de hidrogénio atémico que examinaremos particularnente
adiante. .
' ' Poi um trabalho de grande valor para a fisica a catalogagiio
feita pelos espectroscoplstas do século passadd; dos espectros dos ele-
mentos ¢ de substdncias ccopostas. Do ponto de vista quinice, o conke-
cimento destes espectros é importante porque permite detectar, coa
grande preclisag, pequenas porgoes de elementos en materiais. Ea parti-
cular, é especlalimente importente para a astrof{sica porque permite,
pela andlise da radiagio emitida pelas estrelas, o ccnhecimento dos ele-
mentos quiiicos neles existentes e a sua abundfincia relativa (figura
132) . |
0s espectros dos elementos sdo os emitidos por seus dtomos. Ja
os éspectrcs de substancias molzculares sao diferentes destes: sdo
constituldos de linhas multo juntas, dando lugar a bandas que se sucedem
coa regularidade (figura 133). Assim, os espectros emitidos pela nolé-
culas, sao os chamados espectros de bandae |
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Ohtengao de espectrov de emissao.
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Obtenqao'de espectro de absorgao.



Fig. 128

Algumas linhas do espectro de

hidrogeénioc. Ncta a aproximacac

das linhas em uma das extremli=-
dades.

l _
as das 4 s

Fig. 129

Espectro do sodio. Note a distingio entre as
linhas difusas d e finas s.

I

Fig. 130 _
Parte do espectro de ferro (arco elétricp).

A = 4680 A= 72z

(B) ‘ P

(a)

Fig. 131
Efeito Zeemay no espectrc de zinco: (a) sem
‘o campc magnstico: e ‘(b) com o campo magne-
tico. '
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Fig. 132
Espectro ultravioleta de uma estrela quente.

) | 387148 388344
Fig. 133 ' o
Parte de um espectro molecular. ;
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Fig. 134

Espectro de um cianogeno, ,como fo=-
tografado em um labora%orio._
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'XI1I, 2. ESPECTRO DE HIDNOGANIO

4s linhas,.do cspeetro do clenentos epresentam certas rcgulari-
dades. Em particular, verifica-se, cmpiricamente, quc as linhas do
e¢spectro de hidrogénio apresentan uma regularidade tal que os scus
comprimentos de onda pedem ser obtidos pcla seguinte formula:

1/A = R (1/u-1/n%), (XIII, 1)

a&n

onde R & a chamada constante de Rydberg ¢ vale 109 671 cm'l. Dando

ame aqn certos valores (numeros inteiros), ocbtem-se um conjunto de
1inhas que constituem uma sirie espectral. A4ssinm,

para m=13n=2,3.. temos a série de Lynan

para mn=2 ;0= 30,000 w oo # B Bajner
para- M =3 3 0= 8,5,..0 ;“ @+ # 4 Ppaschen
para m=1{4§ j3n= 5,6,..;. w it w0 Brackett .

Tddas as linhas do espectro de hidrogénio sao obtidas por esta
gérmula e, reciprocamente, todos os ccaprimentos de onda obtidos a per-
tir da formula acima, dando a @ e p valores 1ﬂteiros, correspcnden a
~ liphas emitidas pelo hidrogénic. 'R/n“ chama-se um termo espectral.

0s eépectroscopiStas descobriram assim, empiricamente, que a fre- ¢
quéncia (ou 1/ ) é que é importante para definir a regularidade das |
~ linhas dos espectros. ’

XIII, 3. ATOMO DE BOHR.

Mo cap{tulo VI vimos que as experiencias realizadas pelo grupo

" de Cambridge sobre o espalhaménto de part{culas alfa pela matéria,

deram origen a concepﬁao do &tomo de Rutherford. Logo depois, inter- F

rompencs o estudo dos _“tomos para acompanhar a evolugao das idéias que !

teve lugar no estudo da radiagao isotérmica é que conduziu a tzoria doa |

quanta. O modélo atOmico de Rutherford estava dlante de uma grande déi- 1
|
|
|

fienldade: se o eletron se movimentasse em torno do nucleo atouico,
‘6bedecendo &8s leis da~mecanica ¢.do eletronagnetisno classico, deveria
por estar acelerado, emitir ccntinuamente radiagdo. Bm consequéncia, a
sua eneryia iria diminuindo gradativanente. Vimcs; até no paragrafo
(v, i), o valor da vida média do atomo segundo o nodelo classico de

Je Jo Thomson.
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Entretento, sabcios que 2 gronde nmaiorin dos cleuentos ¢ estavel.
Por outro lado, a formiea (XIIT, 1) das sérics cspcetrais do hidrogénio,
nio pode ser cxplicaca pelo noddlo de Rutherford) 4 crnissdc cléssica de
radiagdo pelo ftonc deria lugar 2 una fregquéneia ¢ a scus haradnicos.
Yo cntanto, as frequéncias obtidas pela f£ériula (XI11,1) nao aprescn-
tan a regularicadc dos harndnicos. '

0 probleaa foi resclvido por Behr utilizando a cuncepgic &os
quanta de Plonck. .fin dc estabelecer tedricanmente a foraule (XITI,1)
das séries espectrais, Bohr fol levado & adaltir quc o novincnto dos
cletrons no: atenc de Rutherford okbcdeec as lcis da Fisica Cléssics,
adicionadas de dols postulados novos:

1. Dentre as trajetorias necdinicarente possivels do clctren, nc
novimento de Kepler‘(caéo sinples, éircular), sé sdo rcalizadas na no-
tureza aqueclas cujo monento angular é miltiplo inteiro de constantc de
Planck h, divida por 2m: e

o nvr = aft (XII1I, 2)
onde p, v sdo a nassa. e a velocidade do eletron e 1 é o raioc da érbita
cireular con centro no niclec do hidrogénio e¢*h = h/2w, Bstas Orbitas
. sao chanadas estaciondrias.

2. Quandc o cletron descreve érbitas cstociondrias, o dtomo ndo
. enite nem atsorve radiagio. 4 eniss@o de radiagdo da-se quando o ele-.
tron passa de una érbita a outra de menor cnergia ¢ a frcquéneiz da
radiagiio emitida ¢ dada pela seguinte férmulas

Vo= By -E) /b (XII1I, 3)

4 cada orbita fica, assii, associado ua ndnero inteiro n, que se
chama nlmeré quintico. Una frequéncia ¢ associada a dois valeres do
nimero quantico. ’ _

As consequéncias destes dols postulades sdo obtidas facilocnte.
fuando o eletron descreve uaa Srbita de nimero quintico g, ha equilibrio=
entre 2 forga centrifuga ea atrgqao ccnlonbiana exercida pelo nucleos

v e / r, = ez/ r, a

onde o fndice caracterize as grandezas relativanmcnte § orbita ccnsi-

derada. . - -
Esta equegio, combinade com (XIII, 2) 4& o ralo de orbitag =~ °
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T T, = n“ hd/ (med)

n= 1,230,

(RIIT,4)

chos, assin, que o postulado 1 - o postulado da quantizacio
des drritas-ad s CONO ccnsequencia, que os raios destas ortitas varian
coiz 08 guadrads ®s nlmeros inteiros . Para n = 1, tenese a érkita wi. -
nima e o railo correspondente chama-se raio de Bohr (r = 0,53 x lo'scm)
cujo valor coincide, en ordem de grondeza, com of valores coa raics de.
terminados pcla tcoria cinética e por outros métcdes,

i energia do atomo de hidrogenio, supcndo o nicleo en rcpouso
én energie do cletrcn. A energia cindtiea deste vale uvd/z € /Er
¢ a cenergia potencial vale -e /r. A cnergia total c, portanto. -g /dr.
Substituindo z pelo sen valor (XIII, 4) temos

E, = -meh/(hn %) - (XIII, F)
Chagamos, assinm ao resultado de que a energla do étomo de
hidrcgenio varia descontinuamente na razéo inversa cos quadrados dos

nilaercs inteiros-o energia & quantizada. Para cada valor do numerc
inteiro pn, tem-se ua nivel energfticc. .

Ccmbinencs, agora a equagio (XIII, %) con a equago (XIII, 3);

Obten-~-se: .
Yo,p = EyB/n = (mel/r 23) (1/pP-1/52)

Comparando esta rormula com a férmule empirica (XIII, 1), en-
ccatra-se¢ que havera ccncordancia s8¢ identificarmos a2 ccnstante de
Ryaterg com (me*/Lwe h 3 = (1,105 x 10° ca™}). Esta-concordincia &
satisfatoria numéricaments e constitue um grende exito para a teoria
de Bohr, -

PROBLE!i;

B que regido do espeetro egtéo situadas as sérigs de Lyman,
Balmer, Paschen e Brackett? .
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