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RESUMO

Inicialmente nesumimos brevemente as caracteristicas ge-
nais dos modelos de Friedmann da Cosmologia Relativista., Dis-
cutimos a seguir as dificuldades nelativas a ocornéneia de
singulanidades em Relfatividade Geral e Cosmologia. Estas di-
fieuldades se constituem num estimulo @ procura de solfucdes
cosmoligicas nio singulares a partin das equacdoes de Einstedin
e de modificacies destas equacbes, Analisamos as equactes de
Elnstedin modiflcadas pelas fLlutuacdes do campo gravitacional
noe vazio e as solucdes cosmoldgicas obtidas a partin delas.
Finalmente, propomos deschevern estas fLutuacdes atraves de um
modelo escalar tensorial (no sentido de Jorndan], no qual a de
pendénceia cosmica dos coeficientes dos tenamos adicionados ds
equacdes de Efnstedin € Levada em considernacdo. Demonstramos
que para um undvenso fotonico somente existem s0fugdes de
Friedmann se a constante gravitacional G forn nealmente cons -
tante, Obtemos s0lucfes cosmologicas ndo singulares, assinto
ticamente (2 1) de tipo Friedmann., Nas solugoes corredpon -
dentes para o campo escalan, a variacac temporal da constante
gravitacional obedece a uma Lei Gaussiana a qual se superpoe,
em t = 0, uma esplcie de efeito de saturnacdo que torna G as -

sintoticamente constante.
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INTRODUGRO

A Cosmclogia tem como objeto de estudo o universo, con-
siderado como um dnicoc sistema fisico. As caracteristicas
globais e evolucdo deo cosmes sdo descritas através de mode-
los fisicos, obtidos supondo-se que as leis da Fisica vili -
das no laboratdorio e na Terra e suas vizinhangas podem ser
extrapoladas para distdncias cada vez mafores, até que estas

distancias compreendam o universo inteiro.

A interacdo gravitacional & a interacdo dominante em es-
cala cosmoldgica. E assim necessario a existéncia de uma teo-
ria de gravitagdo para que se possa construir um modelo para
¢ cosmos, A Cosmologia desenvolvida a partir da suposicao de
que os efeitos aravitacionais sao descritos pela Teoria da Re

latividade Geral, chama-se Cosmologia Relativista.

As hipoteses de homogeneidade e isofropia do espaco cons
tituem o PrincTpio Cosmoldaico. As caracterTsticas atuais do
universo indicam propriedades de homogeneidade e isotropia em
larga escala e grande parte da Cosmologfia Relativista & cons-
truida sbbre a suposicdo de validade deste principio. 0 Prin
cfpio Cosmoifgico possibilita descrever o conteldo material
do universo como um fluido perfeito, cujas particulas sEo_ as
galdxias. 0 fato de que estas se afastam de nds com ve?oci&g

.
des que podem chegar a8 ordem de grandeza da velocidade da luz,

permite definir uma velocidade média de recessido da matéria

no universo. Para quaisquer observadores colocados em dife -



rentes pontos do espaco e se movendo com esta velocidade me-
dia, o universo apresenta o mesmo aspecto. O contelido mate-
rial do universo pode ser descrito por uma densidade de maté
ria-energia p e uma pressao p, fun¢oes somente do tempo. Ca
da observador que Se move com uma galdxia mede o tempo pro -
prio desta, Se estes observadores sio comoventes entre si ,
todas as particulas do fluido cosmoldgico tem o mesmo tempo

proprio. E possivel, entdo, definir um Unico tempo cosmico,
que tem a propriedade de medir o tempo préprio de qualquer

particula do fluido.

Combinando o Principio Cosmoldgico com a Relatividade Ge
ral, varios modelos podem ser derivados sem grande dificulda-
de, A homogeneidade e isotropia do espaco implica que a me -
trica do espago-tempo € uma funéEo somente do tempo. A solu-
¢doc cosmolibBgica & obtida substituindo esta métrica nas equa -
¢6es de Einstein (ou alguma forma modificada destas equacoes)
e fazendo alguma suposicdo sobre a natureza do contelido mate-

rial descrito por p(t) e p(t).

0s modelos homogéneos e isotrdpicos da Cosmologia Relati
vista podem ser estaticos ou expansionistas. O0s modelos ex -
pansionistas sao conhecidos como modelos de Friedmann, por
ter sido o fisico russo A.A. Friedmann o primeiro a obter uma
solucao cosmologica relativistica que descreve um universo em

expansao,

As solugdes de Friedmann descrevem com bastante sucesso



as_caracter?sticas do universo atual, em larga escala. No
entanto, todas as solugoes de Friedmann possuem pele menos u
ma sinqularidade, isto &, um momento na historia do universo
em que 2 curvatura do espaco-tempo e a densidade de matéria
se tornam infinitas. Esta singularidade constitue séria difi
culdade. N3o se pode estender a validade das leis da Fisica
e, em particular, das equacoes de Einstein, & regides de den-

sidade infinita 2°)5

e embora a hipotese de uma origem singu-
lar do universo seja sustentada pela existéncia de uma radia-
cho fotBnica em equilfbrioc térmico a uma temperatura de 2,7°K,
que preenche o espag¢o ao nosso redor de forma altamente isotrd
pica, temese tentado obter solucdes cosmoldgicas nao singula-

res.,

Podemos distinguir pelio menos 4 linhas distintas nas ten
tativas de obter modelos cosmolibgicos ndo singulares. Por al
gum tempo pensou-se que a singularidade aparecesse nas solu -
¢Bes das equacoes de Einstein devido ao ajto grau de simetria
imposta sdbre a métrica 11, No entanto, empregando uma defi-
ni¢do de singularidade em termos de ndo completicidade de geo
dé€sicas, foi possivel demonstrar (na forma de teoremas matemd

ticos 13,14

) que as solucoes das equagoes de Einstein sdo sig.
gulares, desde que a variedade espaco-tempo obedeca a certas
condigBes aparentemente razodveis. A relagdo entre um espago
tempo que admite geodé@sicas incompletas e um espago-tempo que
possue regioes onde a curvatura se torna infinita € uma ques-

tdo ainda nao resolvida. Estes teoremas nao se constituem nu



ma resposta negativa quanto a possibilidade das equacgdes de
Etnstein admitirem solugbes nao sinaulares, se por singular
entendermos (como Einstein 2) uma regiaoc do espago-tempo onde

as leis da Fisica nao sao validas.

Apesar do cardater nao conclusivo do resultado dos teore-
mas de singularidade, deixou-.se de lado a possibilidade de ob
ter solucdes cosmolidogicas ndo singulares a partir das equa -
¢bes de Einstein e um grande interesse por modificagdes des -
tas equagBes comegou a surgir. Considerou-se os efeitos quiﬂ
ticos associados com a mat@ria no universo ?7’189 A possibi-
lidade de obter solucoes de Friedmann n3o singulares a partir
das equacdes de Einstein modificadas pela introdugac de flu -

19,20

tuagoes do vazio do campo gravitacional foi discutida e

obteve-se um resultado positivo 20.

Num trabalho recente 27

, uma outra possibilidade de esta
belecer uma relacao entre efeitos quanticos e modelos cosmol§
gicos nao singulares & investigada. Mostra-se que particulas
criadas em um campo gravitacional classico tipo Friedmann mi-
nimalmente acoplado a um campo escalar quantizado podem dar o
rigem a pressdes negativas que se opdem a atragdao gravitacio-
nal e poderiam impedir a ocorrencia da singularidade.

Finalmente, fazendo uso da teoria da Einstein-Cartan da

gravitagdo, sugeriu-se 28

que o colapso gravitacional e a sin
gularidade cosmologica possam ser evitadas por influéencia do

spin sbbre a geometria do espaco-tempo. Mostrou-se que para



um universo homogéneo e isotropico, em que as particulas do
fluido cosmolidgice possuem spin ndo nulo alinhados numa certa
direcdo, as equagdes de Einstein-Cartan possuem uma solugdo

n¥o singular.

As flutuagoes do cahbo gravitacional no vazio introduzem
nas equacbes de Einstein termos quadrdticos nos tensores de
curvatura., Nos modelos propostos para descrever estas flutua
coes estes coeficientes sdo tomados como constantes. No en-

tanto, mostrou-se 17

que estes coeficientes sao fungoes. da
curvatura do espac¢o-tempo.

No presente trabalho sugerimos um modelo para descrever
a variacao dos coeficientes dos termos acrescentados as equa-
coes de Einstein devido as flutuagoes do éampc gravitacional
ne vazio, Propomos que estas f1utuagﬁés sejam descritas vpor
22,23)

portanto que o5 coeficientes dos termos adicionais sejam fun-

uma teoria escalar-tensorial (no sentido de Jordan

¢bes do espaco-tempo através do campo escalar.

As equacbes do modelos que propomos sao derivadas a par-

tir da Lagrangiana
L= /=g [cp(R + nR%) - w %ﬂ—"ﬁ_’.ﬁ g%® 4 1san]

onde:? & o campo escalar, inversamente proporcional a G, a

constante gravitacional. As equagdes para g"’ sido:



6"V = gn . +¥\%E—5 ¢ PPV }Zq”a‘?’a g“v] + Cl’p Ep,a;aguv -

Y 1 ,2 uv v ($R) a;a v (DRY?H?VY
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e as equacOes para o campo escalar:

O
R +nR2 - w {%%E:E—— + 2w %;il =0
.

Investigamos o caso de um universo homogéneo e isotropi-
ce com 3-curvatura nula e preenchido por radiacao e1etromagn§
tica, Demonstramos que a constancia do campo escalar & condi
¢do necessdria e suficiente para que as equagoes do modelo ad
mitam solugdes de Friedmann. Devido 3 forma extremamente com
plicada e altamente ndo linear das equagdes, a integracao 50
ppde ser realizada por métodos numéricos. Demonstramos que
as equagobes possuem solucdes assintoticamente de tipo Fried -
mann, ndo singulares, coerentes com solucdoes do campo escalar
que se tornam constantes para valores grandes de t. Verifica
mos que € possivel associar as solugles obtidas para a cons -
tante gravitacional (G mc?_l) uma expressao analitica da for-

ma:

max

2 2
G = G exP('Ef) + e(r)[? - EXP('IEﬂ
b d

onde G, b e dsdo constantes e B(r) e a funcdo de Heavisi-

de. A dependencia cosmica de G obedece a uma lei Gaussiana a



qual se superpbe, a partir de t = 0, um efeito de saturacao

descrito pela funcao 1 - exp(vlf)a
d

No capitulo I, fazemos uma breve revisao dos modelos de
Friedmann, No capTtulo 1I, inicialmente analisamos as dificul
dades relativas ac conceito de singularidade em Relatividade
Geral; revisamos as tentativas de relacionar as sinaularida -
des das solucdes das equagdes de Einstein as imposicdes de si
metria s6bre a métrica e discutimos a validade das condigoes
tmpostas sbébre a variedade espacgo-tempo com o fim de demons -

trar os teoremas de sinqularidade,

No capTtulo III, discutimos as flutua¢Ges do vazio do
campo gravitacional e as modificagoes introduzidas por estas
flutuacdes nas equagOes de Einstein; analisamos as solugoes
cosmolBaicas obtidas destas equacdes modificadas. Finalmente

fazemos um breve resumo da teoria escalar-tensorial de Jordan.

No capitulo IV, introduzimos e desenvolvemos o modelo es
calar-tensorial das flutuagoes do vazio dé campo gravitacio -
nal. Empregando métodos numéricos, integramos as equagoes ob

tidas e discutimos os resultados obtidos.

As equagoes do modelo, em sua forma ge¥a1 e para‘um uni-
verso homogéneo e isotrdpico, sdo derivadas no apéndice I. No
ap&ndice 11, demonstramos que as equacoes de movimento deriva
das das duas lLagrangianas quadrdticas nos tensores de curvatu
ra e independentes entre si, sdao proporcionais quando a: métri

ca & homogenea e isotropica.



0s c8iculos necessdrios para colocar as equactes do modelo em
uma forma adequada a sua intearagdo numérica estdo nos apéndi
ces IIT eIV, Finalmente, no apéndice V, apresentamos o pro -

grama Fortran empregada na integracdo das equagoes.



NOTACKO E UNIDADES

0 espago-tempo € considerado como uma variedade Rieman -
nfana 4-dimensional cujos pontos sao designados pelas coorde-
nadas x", 0Os Tndices gregos variam de 0 a 3 e os Tndices ja-
tinos de 1 a 3. A métrica do espaco-tempo & 9y de assinatu

ra -2 e tal que

Tndices repetidos indicam soma.
Ponto e virgula indica derivacdo covariante e virgula in

dica derivacdo ordinaria, Por definicdo:

t =t -t rf
aip O, U B ~au
e
£t = t® 4 ¢B po
137! s U t FBu

As T® s3o os sTmbolos de Christoffel da 'variedade espago -
po

tempo; por definicdo:

a _ 1 _ap -
Tgy =2 9 [?Bo,u * 90u,8 gBUaQ] )

0 tensor de Riemann-Christoffel & definido por

e o tensor de Ricci por



10

= o = po
Ruv R Hav Rpuav g

Contraindo novamente, tem-se a curvatura escalar:
R =R g”“
Denotamos simetrizacao e anti-simetrizacao por:

1 -
7 Ko * Tuod = f(au)

1
7 Fap ™ Fuo

F o

A derivacdo em relacdo ao tempo € designada por um pon -

to:
da
dt

Na tabela abaixo, damos os valores das 3 constantes fun-
damentais da Fisica, no sistema LGS e no sistema de unidades

geomBtrico:

Constante CGS Geometrico
c-velocidade da luz 3x101°cm/s 1

G-constante gravitacional
de Newton 6,67x10"8cm3/gs2 1

h-constante de Planck 1,05x10"27g cm?/s 2,61x10 96cp2
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CAPETULO I

MODELOS DE FRIEDMANN

Neste capTtulto faremos uma breve revisac dos proprieda -
des bi;icas da Teoria da Relatividade Geral e descreveremos ,
de uma forma nao muito detalhada, as caracteristicas dos mode

los homogéneos da Cosmologia Relativista.

I.1 A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

A Teoria da Relatividade Geral foi proposta por Eins -
tein em 1915, insatisfeito com duas limitagdes da Relativida
de Restrita: permitir a existencia de movimentos absolutos e
ndo explicar a constancia da razdo entre massas inerciais e

massas gravitacionais.

A Relativfdade Geral descreve o espaco-tempo c¢omo uma va-
riedade 4-dimensional Riemanniana, cuja métrica guu(x) ) iden
tificada com o campo gravitacional. Assim a geometria do es-
paco-tempo passa a ser um elemento dinEmiéo da teoria. A cur
vatura da variedade espaco-tempo & gerada pela presenca de ma
téria, Esta teoria & construida sbré tres principios basi -

CoS.

(i) A Relatividade Especial permanece valida localmente;
(ii) Os campos gravitacionais sio determinados pela matéria
| existente no universo;
(ii¥) As leis da Fisica s3o as mesmas para quaisquer observa

dores em qualquer estado de movimento,
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Einstein prop8e que os campos gravitacionais obedecam is

equaches

Ry = 7 Rgy, = kT | (1.1)

-

onde Ruv(x) € o tensor de Ricci, R{x) a curvatura escalar s
x = 876G e G € a constante gravitacional. Tuv(x) & 0 tensor e-

nergia momentum da matéria. Por definigdo:

. -1
] = R 5 R g

TRV v uv

2 o tensor de Einstein.

As quantidades que aparecem do lado esquerdo da equacao
(I,1) descrevem a geometria do espaco-tempo, enquanto que Tuv
descreve seu contelido material, Estas equacbes sao invarian-
tes para quaisguer observadores e sao uma generalizacao da e-
quacdo de Poisson para o potencial gravitacional ¢: V2¢ =4dnGp,

onde p € a densidade de matéria.

As equacées (I.1), conhecidas como eguagdes de Einstein,
podem ser obtidas de um principio variacional, a partir da a-

cio

I - jf f_g_“E{ + KLm:[d‘*x , (1.2)

variando 9,, & suas derivadas. g = det Iy © Ly, & a densidade
Lagrangiana que descreve a matéria. 0 tensor energia momentum
€ definido por:

4

9 - 1 - uv A
J-s-gf;;-.(/.—ij)Gguvdx--zjng aguvdx (1.3)
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Ndo se conhece até hoje nenhuma contradicdo entre as pre
di¢des da Relatividade Geral e a experiéncia. Trés testes clds
stcos confirmam estas predicgbes:

(i) O desvio para o vermelho das linhas espectrais da
radiac3o ao passar para regides de campo gravitacio
nal mais fraco:

(ii) A dgfiexgo dos raios de luz causada pelo campo gra-

vitacional do sol;
(it11) 0 avang¢o do periélio do planeta Merciirio.
Nos Gl1timos anos, outros testes tém obtido resultados que tam

bdm n3o desmentem a teoria 1

Outras teorias também sao capazes de explicar os resulta
dos destes testes, mas nenhuma delas de maneira tao natural e
satisfatoria como a teoria proposta por Einstein. Pode-se di
zer que a Relatividade Geral € a mais bem sucedida teoria de

gravitacdo,

},2 0 MODELO DE EINSTEIN

K &poca em que a teoria da Relatividade Geral foi propos
ta os dados astrondmicos indicavam que as velocidades relati-
yas das gallxias eram muito pequenas em relacdo 4 velocidade |
da luz, Einstein, bem como toda a comunidade cientifica, a -
creditava que o universo pudesse ser adequadamente descrito a
trav8s de um modelo estatico. Como ele afirma em Sun Le Pro-
beeme Cosmologique 2, foi na procura de uma solucao estitica

das equacbes (I.1) que se baseou para modificar estas equa -
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c¢8es pela introduclo do chamado termo cosmoldgico. As equa -

¢bdes modificadas sao
Ruv g Raayy My T kT (1.4)

onde A & a constante cosmnldgica., E a partir destas equacnes
que, em 1917, Einstein propde o primeiro modelo cosmoloaico
relativista, construido sobre as hipoteses de que existe no
espaco uma densidade m8dia de matéria constante e de que a mé
trica do espaco-tempo & independente do tempo e homngénea e
isotrdpica relativamente as coordenadas espaciais. Esta mé -

trica se escreve:

ds? = dt? - S r?(de” + sen?s do?) (1.5)

onde R & uma constante positiva. Pode-se calcular o volume do

3-~espaco de

V=J/:§d3x . (1.6)
Yerifica-se que & constante:
Vo= anr> |
1.3 MODELO DE DE SITTER
També&m em 1917, um outro modelo cosmoldgico & obtido a

partir das equacgoes (I,4). Neste modelo, proposto por de Sit-

ter, a densidade de matéria contida no universo & nula e A> 0,
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Tres modelos sdao possiveis, dependendo do valor da 3-curvatu-
ra {conforme secdo l.8) mas somente o modelo para K = 0 obte-

ve atencao como um possivel modelo cosmoldgico. A métrica de

-

de Sitter para K = 0, e:
ds? = dt? - exp(2at) [éxz + dy? + dzzJ

onde o & constante.

0 volume do 3-espago pode ser calculado de (I.6):

V = exp(3at) 4af(r) ;
sua variacao temporal @:
V = 3a exp(3at) 4nf(r)
Portanto, ;/V = 3q = cte. 0 modelo de de Sitter descreve um

universo que se expande e apresenta o mesmo aspecto para qual
quer observador localizado em qualquer ponto do espago-tempo;
& um modelo estatico e ademais a hipdtese de auséncia de maté

ria no universo & muito pouco realistica.

I.4 A EXPANSAO DO UNIVERSO

Em 1919 Friedmann publicou seus trabalhos propondo pela
primeira vez um modelo de universo em expansao. Ele obteve
portanto a primeira aplicacao correta da Relatividade Geral a
Cosmologia, embora na epoca sua teoria nao fosse reconhecida
como tal. Devemos aos trabalhos de Slipher e Hubble o estabe

lecimento, em 1929, de que as galaxias afastam-se umas das ou
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tras com velocidades que sao proporcionais a sua distancia re
lativa e que alcancam (para distancias da ordem de 10% anos
Tuz) valores proximos 3 velocidade da luz, cada delas agindo
como um centro de repulsao, Isto & coerente com um universo
em expans3o e elimina a possibilidade de que os modelos estd-

ticos possam ser uma boa descricao do universo.

Estas observacoes, indicando a expansao do universo, fo-
ram uma prime{ra comprovagao da correcao da descrigao forneci
da pelos modelos de Friedmann, As duvidas que restavam foram
praticamente eliminadas na década de 60 com a detegdo da radia

¢80 isotrdpica de 2,7°K, que discutiremos na secdo I.17.

A teoria de Friedmann se baseia num minimo de suposicfes:
a validade das equacBes de Einstein originais, isto &, sem o
termo cosmoldgico; a homogeneidade e isotropia do espago ; e
a existéncia de uma densidade média de matéria, distribuida

homogeneamente no espaco, isto €, funcdo somente do tempo.

1.5 COORDENADAS COMOVENTES

O0s dados observacionais que possuimos (e que se deve em
esséncia ao trabalho pioneiro de Hubble) indicam que as gala-
xias estdo distribuidas quase isotropicamente em torno de nos
(para distancias da ordem de 108 anos luz), se afastando com
velocidades proximas a da luz. As velocidades aleatdrias em
relacdo a este movimento médio sdo pequenas. A suposicao de

homogeneidade e isotropia do espaco implica que isto vale para
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qualiquer galdxia. Pode-se assim definir uma velocidade média
Vo de recessdo das galaxias e tratar o conteudo material do u

niverso como um fluido.

Definamos coordenadas comoventes. Um ponto do espagco -
tempo tem coordenadas xu ,u=10,1,2,3. Seja S uma superficie
tipo espaco sBbre a qual qualquer ponto tem coordenada tempo-
ral t. Os diferentes pontos sobre S s3o caracterizados por
coordenadas xi, i =1,2,3. A cada um destes pontos esta asso
ciado um observador 0. A trajetdoria de um observador 0 € des
crita pelas coordenadas {xi = cte,t}. Portanto, 0 esta em re
pouso em relacdo as coordenadas espaciais e as coordenadas
‘{x?,t} s3o ditas comoventes. O parametro t & o tempo proprio

do observador. Sua velocidade & dada por

o dx®

\! - . »
dt x1=cte

e, em coordenadas comoventes, v®* = §_ %,
A métrica sbbre S & dada por

h = - v ¥

B gaB o Ve (1.7)

onde Iup g a métrica do espaco-tempo. Em coordenadas comoven

tes

_ _ 0, O
ha8 = Yap S 68

S & uma hiper-superficie de homogeneidade do espago e as

condicoes fisicas sao identicas em qualquer ponto sdbre S. De
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tem-se que

h®=3;, h.vP =0 e hth

| p
. a8 =5 (1.8)

B

Portanto, haB(x) € um tensor de projecao, que projeta sobre a

hipersuperficie S, ortogonalmente a Vg

A homogeneidade e isotropia do espaco nos permitem defi-
nir velocidade média de recessdo do fluido cosmoldgico e sepa
rar o eSpago-tempo em espaco e tempo. A velocidade de um ob-

o

servador comovente com as galdxias & portanto v% = 8,

1.6 AS QUANTIDADES CINEMETICAS

Yamos considerar dois observadores n1 e 0_, vizinhos no

2
espaco-tempo e ambos comoventes com as galaxias. Portanto, 01
e 02 sao caracterizados pelas coordenadas comoventes {x',t} e

L 5x1,t}, respectivamente e pela velocidade Vg = Sa? 0 ve

{x
tor X% de componentes {XJ = 8xJ,t=0}, liga as trajetdrias des
tes dois observadores em qualquer instante de tempo. O vetor

posicdo de 0, em relacao a 0, e

ou seja, € a projecao de XB na hipersuperficie de homogeneida

de determinada por Vo

A variac3o da posicdo relativa Y%, medida por um observa
¢ p ¢ P a

dor que se move com velocidade Va e

o - a 4D B
Y ;BVB (h pX );B Voo,
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A projecdo desta quantidade sobre S & o vetor velocidade rela

tiva de 02 em relagao a 01:

u T yp g
h T (h pX );B v
Usando a igualdade

a p- a p (3 a p - a p =
v s 0 X X ‘o v v .0 X X o ¥ 0

pode-se escrever que

= v YP (1.9)

onde vup representa as velocidades relativas dos observadores

vizinhos, Vamos separar \r].lrj em suas partes simétrica e anti-

simétrica:
= + W
up up up
onde = ¥ e w =y . de ainda ser separado
Oup (up) uo ue]® Pup POC€ par
em:
0 = g + ! oh

af a? 3 “ap

onde caa =0e0=06"% De acordo com {I1.9), tem-se que
o = y° 3 g = ¥ . Ah

sa uv (usv) T “uv

e

Wu\’ = VDJ;V] 0



20

wug € o tensor de rotagio,ouv 0 tensor de shear e O a expan -

520, L representa uma rotacdo do fluido cosmoTSgico;cuv me
de a distorc2o que pode mudar a forma do fluido deixando seu
volume invariante; finalmente,® representa a expansdo do flui
do, sem distorgdo ou rotagdo, A velocidade do fluido cosmolg
~gico estando decomposta em Oy Wy € O & possfvel caracteri
zar os diferentes modelos cosmolOgicos de acordo com os valo-
res, nulos ou nao, que cada uma destas quantidades cinemati-

cas assume,

No modelo de Einstein todas as gquantidades cinematicas

sae nulas, No modelo de de Sitter com K = 0,

0 = va_ = v + vP r®
sa , 0 oo
I |
* Toa
Mas Fga'= 3¢ e portanto @ = 3a e 0 = V/V. representa a ra-

z%0 da expansdao do volume ocupado pelo fluido cosmologico; o

modelo de de Sitter apresenta uma expansao continua.

1.7 A METRICA DE ROBERTSON-WALKER
Em coordenadas comoventes, a métrica do espaco-tempo homo
geneo e isotrdpico € dada por:

drz

ds? = dt? - aZ(t) 5
1-Kr

+ rz(dez+ senp d¢2) (1.10)

Robertson e Walker mostraram que esta € a metrica homogenea e
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tsotrdpica em sua forma mais geral,

Na métrica (1.10), g = 1 e portanto relogios sincroni-

oo
zados em um instante to permanecerao sincronizados em qualquer
outro instante t. t & o tempo proprio medido por um observa-
dor comovente com o fluido cosmoldgico e mede portanto o tem-
pe cBsmico., a(t) € o fator de escala: se em um tempo t, a
distincia espacial entre dois pontos & dada por
2 2 dr2 2 2 2 2
de (to) = -3 (to) —s tr (do° + sen”8 do”)
1-Kr

em um instante seguinte t;, a distancia entre os mesmos pon -

tos sera dada por:

.3
dtz(t1) = ~a2(t1)[—dr“ 5 * rz(de2 + sen’s d¢2{}

1-Kr

Se a(t1)>-a(t0), entao os intervalos espaciais estdo aumentan
do e o universo esta em expansdo; se a(t1)<:a(to), 0os interva
Tos estdo diminuindo e o universo estd em contragao. Se
a(ty) = a(t_ ) o universo g estatico e os intervalos espaciais

te

sdo sempre o$s mesmos, Neste caso a(t) = ¢ e temos o univer

so estatico de Einstein.

Finalmente, na métrica (I.10), a constante K € a curvaty

ra do espag¢o 3-dimensiona) 4 .

Num espaco tempo de métrica (I.10), a Unica quantidade

cinematica ndo nula & a expansao. Por definicao, 0 = eaa =
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Ve = y® vB o
+ O s O GB

o a o =

Em coordenadas comoventes v~ = &o e portanto v . 0. Entao

9
o - o o o -
v =T . A componente T da afinidade contraida com a
1961 oo Do

métrica (I.10) estd calculada no apéndice I, Finalmente,
a

@ =3 3

t
t ©

0 vo1ume de um espaco-tempo de Robertson-Walker ndo &

constante:
V = j vy -3 d3x
© T 27
= az(t) I [ l r r2dr send do do
1-Kr?
- 3
= 47 a”(t)F(r)
onde -
r2
F(r) = I e U |
2

A vartacao temporal de V é:

-t
1]
e
™N
E]
o
o
o
(a4
S
-
g,
]
S
[+ I
-
or
R

Portanto

]z o
B
[#%]
o
-+

e © = V/V. © & a razdo de expansao do volume ocupado pelo flii

do cosmologico.
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1.8 0 ESPACO 3-DIMENSIONAL
A separagdo espacial entre duas particulas materiais num
espago-tempo de métrica (I.10), uma na origem e outra com coor

denadas (r,0,0),8 dada por:

H]

R{t) = a(t)f(r) (I.11)
onde

f(r)

]

der"
v 1-Kr2
Entdo, se

(i) K =10, tem-se que f(r) = r e R{(t) = a{t}r. 0 espago
€ euclidiano;

(i) K<O0, Tomando K = -1 tem-se que f(r) = senh ir. 0

espaco & aberts, pois R(t) = a(t)senh'lr e R-> = quan

do r->e,

1

(it1) K> 0, Tomando K = 1 obtém-se f(r} = sen "r. 0 espa-

3 ; Zp L £2p&l
¢o e fechado, peis 0=r<1 e 0__R__§€ .

De acordo com a curvatura do 3-espa¢o pode-se classificar

0s modelos do universo em:

K = 0, modelo euclideano.
K = -1, modelo aberto.
K = 1, modelo fechado.

1.9 A CONSTANTE DE HUBBLE
Usando suas medidas das distancias das galaxias espirais,
Hubble estabeleceu em 1929 que a velocidade relativa das ga1§

xtas & proporcional 3 distancia entre elas:
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v = H R (1.12)

A relagdo (I1.12) & chamada lei de Hubble e a censtante de pro
porcionalidade H0 & a constante de Hubble.

L

Na equacdo (I.11) R(t) € a distdncia relativa entre dois
pontos materiais em um universo homogeneo e isotrdpico. Se
derivarmos R(t) em relacdao a t, teremos a velocidade relativa

das duas particulas:

v o= R (1.13)

o

Chamando 2%%% = H(t) e comparando (I.12) e (I.13), identifica
se H0 com o valor atual de H{t). Portanto, a constante de
proporctonalidade entre v e R varia com a expansdo do univer-
so. Seu valor atual & H ¥ 2,4 x 1071871 0 fnverso de H,
representa o tempo que as galaxias levariam para alcancgar sua
separacao atual, partindo de um estado de densidade infinita

e , portanto, separacdao nula entre elas, se tivessem mantido

em todos os tempos sua velocidade atual.

I1.10 DESVIO PARA 0 VERMELHO

Um objeto celeste qualquer que se move com velocidade i-
déntica a velocidade média de recessao das galaxias €& comoven
te com elas e & portanto descrito por coordenadas espaciais
constantes. No entanto, devido a expansdao do universo, este
objeto estd se afastando de nds. Sua presenca & detectada pe
ta radiag3o eletromagnética que ele emite. A trajetoria des-

ta radiagao e obtida fazendo ds = 0 em {I.10). Isto nos per-
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mite calcular o instante t em que foi emitida uma radiacao de
tectada por nds em t0° Por um cdlculo simples 4 , verifica -
se que

At, a(to)

At a(t)

At & o perfodo da radiacio emitida e Ato, o periodo da radia-
c¥o obseryada. Se » & a frequéncia da radiacdo emitida e o

da radiac3o observada, pode-se escrever:

Ay alty)
A a(t)

Como a(to)> al{t), tem-se que Ao * € 0 espectro dos objetos
astrondmicos aparece desviado para o vermelho. Definimos 0

desvio pelo parametro Z:
a(t.)
a(t)

1T + 7 =

1.11 0 TENSOR ENERGIA MOMENTUM
0 tensor energia momentum que descreve o conteildo materi

al do universo em sua forma mais geral pode ser escrito 3

1 _
= + + v o+
Tuv pvuvv phuv 5 q(uvv) Huv

onde huv {x) & a métrica do 3-espa¢o (dada por (1.7)), v, € a
velocidade média de recessdo do fluido cosmoldgico. p = p(t)
€ a densidade de matéria medida por um observador que se move

com velocidade V3 p = p(t) & a pressao isotropica do fluido;
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, € 0o fluxo de energia em relaclo a Vy © HaB a pressaoc aniso
tropica. Em um universo homogeneo e isotrdpico, 9q = Tgp = 0.

Pode-s5e escrever:

Ty = (p(t) + ()6, 8 - p(t)g,, (1.14)

Substituindo a métrica {I1.10) em (I.14), do anulamento da di-

vergéncia covariante de TW resulta que 5

) “
TV.,=q t33(p+p)=0 (1.15)

A equacao (I.15) tem a forma da equagao que descreve a expan-
s80 adiabatica de um fluido perfeito. Para que possamos usa-

la € necessdrio especificar a equagac de estado p = f{p).

.12 EQUAGRO DE ESTADO
Vamos considerar a equacao de estado em sua forma geral,

p = Ap, onde 0<£1 <1,

(i} Se p = 0, tem-se o caso de um fluido de pressao nu-
la. Esta equacdo de estade, p = 0, & uma boa apro-
ximacdo para descrever um gas de particulas nao re-
lativisticas, para as quais p~pv2<'.<:pc2 . Neste ca

so a equagao (I.15) se reduz a:

d a_
3P0
e portanto

p(t) a3(t) = c*® « b (1.16)
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(i17) Se X = %, tem-se a equacao de estado que descreve a

radiacdo eletromagnética, p = %p . Da equagao

(I,15), tem-se

+

g% + 4 %p =0
. |
o(t) a%(t) = ¢*® = m (1.17)

(i1i1) Se A = 1, a equacaoc &€ p = p. Neste caso, ovi= pc?

e a velocidade do som toma seu valor limite ve = C.
Esta equacgdao foi proposta e discutida por Zeldovich
que denomina a mat@ria por ela descrita de "stiff

matter", Para p = p, obtém-se que
o(t) ab(t) = d. (1.18)

No caso geral, p = Ap, tem-se

p(t) a3(l+1)= cte.

(1.19)
1,13 0S MODELOS DE FRIEDMANN

0s modelos de Friedmann da Cosmologia Relativista sdo ob
tidos substituindo-se a métrica de'Rbbertson-Wa]ker nas equa
¢bes de Einstein (I.1), considerando-se a météria como um
fluido de densidade p(t} e pressdao p(t) descrita pelo tensor
energia momentum (I1.14}.

Da equacgdao (I.1) para p = v = 0, tem-se 4

a2 = 378 o(t)a? -
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As componentes u

v=i {(i=1,2,3) da equacdo (I.1) sdo:

22+ 2 <. 8n6o(t) - X
a a a
Em seu trabalho original Friedmann estudou o caso p = 0,
mas varias solugDes s3o possiveis dependendo do valor de K e
da equagdo de estado usada. Estas solugdes (para p = % p e

p = 0) estdo classificadas na tabela 1.

.14 A EVOLUCAO FUTURA DO UNIVERSO

De acordo com o valor da 3-curvatura K pode-se ter mode-
los abertos ou fechados, como foi visto na secao I.8. 0 va -
lor atual da densidade de matéria do universo, p , & outro pa
rimetro que determina a evolucdo futura dos universos de

Friedmann.

E vantajoso substituir estes dois parametros por outros
que sdo diretamente observaveis: a constante de Hubble Ho e 0

parimetro de desaceleracao Qo definido como

q°=-.a_(_t_)..]_2_
a(t) H0
H, e q, se relacionam com K e p atraves de
2 K 8
Ho = - ;5 * 379
0
e
2 _ _ g2 K
GHo = = Ho 22
o
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E possivel mostrar 6 que, assim como o valor de K deter-
mina se o universo € aberto (e portanto a expansao continua
indefinidamente) ou fechado (a expansao termina e di lugar a
uma fase de contragdo), existem valores criticos de 4, € 0,
que qorrespondem a K =0 e que também separam os modelos aber

tos dos fechados, a saber:

_ ~ _ _ 3n 2]

(i) Se K = 0, entao Po = Pepit” B Ho e 9, =%
‘2 = 1
(i) Se K<0, entao p,< Peric © 905 7
(111) Se K>0, entdo p >p_, € 4> ¥

E extremamente dificil medir a densidade média de maté -
ria do universo. Todas as estimativas que se tem sao basea -
das em c3lculos tedricos sobre cuja correcio n3ao se tem sufi-
ciente suporte observacional. Somando a matéria luminosa nas

galdxias Oort obteve:
Py ~2 X 107 3g/¢m

Este resultado pode ser considerado um limite minimo para 0
valor de p, uma vez que pode haver matéria no universo sob

formas que ainda ndo tenham sido observadas (como, por exem -~
plo, matéria interga?ﬁctica, neutrinos, etc.). As estimati -
vas que consideram esta possibilidade obtém valores da ordem

de 10722, portanto, o maximo que se pode afirmar € que
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1.15 A EQUACAO DE RAYCHAUDHURI
. A partir .da nao comutatividade da derivacao covariante ,
que se escreve

- el
tosusy ~ Pacvin © Raopot (1.20)

onde Racuv e o tensor de Riemann e tOl um vetor qualquer, se
pode derivar a equacdo que governa a evolugdo da expansdo O.
Substituindo em (1.20)_1:OL por v,  , @ velocidade de recessao

das galdxias, multiplicando a expressao pob gOlu e vV e fazen-

do uso da re1ag50.4

- 2 .2 . 1.9 PR :
e -~ v - 2(c” - w") + 307 + (vava)2 = RaevuvB
e 21 pv 271 VNS - _
onde o= 79,40 e Wl o= W W, obtem-se que:
: ‘o 2 2 1.2 THRY)
o+ Vo * 2{c" - Ww") + 58" = Ry¥ Y (1.21)

A equagdo (I.21) & conhecida como equacdo de Raychaudhuri
Nos universos de tipo Friedmann, v =0 =0 e w = 0; contrain
do as equagoes de Einstein (I.1) com vMvY lembrando que

= " uv 3 ' -
R=kx T —-KTqu , @ usando a expressao (I.14) para Tuv’ ob

tém-se que:
RS ; (o + 3p)

Portanto, a equacao de Raychaudhuri para os universos de Fri-
edmann se escreve:

. 1
0 +50% = - 5 (o + 3p)

Nestes modelos © = 3 %; A equacdo (1.22) em termos de a(t) é:
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L]

&

w
o | o

= - g_ (p + 3p) (1.23)

A forma geral da equacdo de estado que descreve o fluido

cosmologico € p = xp, 0= % =1; no caso limite p =0, p + 3p

assume seu valor minimo. Neste caso, O + %62 = - ;p . Como

p & sempre positiva, conclui-se que o+ % 92<:0, para qualquer
t, Isto implica que 0< - %@2 e portanto que & & sempre nega-
tiva. E conveniente considerar-se um instante de tempo t, on

de O assume o valor eo. Se O & negativa, © decresce quando t

cresce, Portanto, tem-se

1]

0, e(t3)> 0, para qualguer t1<:t0

0, = e(t2)<:eo, para qualquer t,>t, .

©® tende para infinito quando t tende para zero. Da equacao
(1.15), tem-se que

¢

p = - 0(p + p)

onde p + p>0. p tem sempre ¢ sinal contrario ao sinal de 0.

Pode-se supor que:

(1) 0,> 0. Portanto, para t<t , 6>0 e p<0. Neste ca
so, p cresce quando t decresce e p-»» quando t-»0.

(i1) ©,<0. Nesta regido, p>0 e p decresce quando t de-
cresce. Mas se 0, <0, entdo em algum t,<t , 0 assu
miu o valor nulo e © & pesitivo em qualquer t<t,

Em t1, p assume seu valor minimo. Recai-se no caso

(i).
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A equacdo de Raychaudhuri prevé que p->= no sentido nega
tive dos tempos. De (I.19), vé-se que isto implica que a-»0,

quando t > 0.

A andlise acima demonstra que a existencia de singulari-
d&des nas éoiugaes de Friedmann esta contida na equacao de
Raychaudhuri. No entanto, aparentemente serfa possivel evi -
tar este resultado se os termos negativos que aparecem na e -~
quacdo (Iu21)‘n§o f3ssem nulos. Mas w? # 0 implicaria na exis
t&8ncia de anfsotropia no universo e Ga;a # 0 equivaleria ao a
parecimente de inhomogeneidades, pois neste caso v, © va(x)
Assim, a equacdo de Raychaudhuri sugere que a existencia de
stngularidades esteja 1igada as imposicdes de homogeneidade e
tsotropia do espaco e que solucdes menos simétricas possam
ser ndo singulares. Como veremos no capitulo seguinte, 0s
teoremas de singuiaridades negam esta possibilidade, demons -
trando que a singularidade (definida matematicamente em ter -
mos de n3o-completicidade de geodésicas) aparece nas solucoes
das equagbes de Einstein independentemente das simetrias im -
postas sbbre a métrica, desde que a variedade espago-tempo o-

bedega a certas condigGes aparentemente razoaveis,

I1.16 0S UNIVERSOS DE FRIEDMANN E 0S DADOS OBSERVACIONAIS
As principais caracteristicas dos universos descritos pe

1os modelos de Friedmann sao:

(i} 0 espago € homogeneo e isotropico
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(11} A separacao espacial entre as particulas do fluido
cosmoldgico (as galaxias) estid aumentandc e portan-
to o universo estd em expansao.

(iii) No instante t = 0 a separacac espacial entre as ga-
laxias € nula e a densidade de matéria e a curvatu-

ra do espaco-tempo saoc infinitas.

As observacBes astrondmicas sustentam a hipdtese de homeo
geneidade e isotropia do espago em larga escala (distancias
da ordem de 10% anos luz). Estas observagoes fornecem 0s ser
guintes dados: ha evidencia de homogeneidade e isotropia na
distribuicdo de galaxias e de suas magnitudes aparentes e dos
valores de seus desvios para o vermelho; ha evidencia de homo
geneidade e isotropia na distribuicdo de fontes de radio no

c8u; a radiacdo cosmica de 2,7°K & isotropica.

A expansao do universo foi firmemente comprovada observa
ctonalmente por Hubble, cujas medidas alcancaram distancias
da ordem de 2 x 10% anos Tuz. A estas di§t§ncias a velocida-
de de recessdo das galaxias € da ordem de ; ¢c. A Gnica mudan
¢a importante que os trabalhos e observagoes posteriores trou

xeram aos resultados de Hubble foi a aTteragﬁp no valor de Ho

que resultou do reconhecimento de que havia um erro na escala

de distancias usada por ele. Hubble estimava Ho 21,8 x 107

s”l e o valor atualmente aceitc € H0 = 2,4 x 10'185_1

1,17 A SINGULARIDADE INICIAL E A RADIAGAO ISOTROPICA

A mais discutida das propriedades gerais dos modelos de
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Friedmann € a existéncia de singularidades nestas solugdes :
a{t=0) = 0 e portanto o instante t = 0 &, nas palavras de
Einstein 2 o come¢o de munde. Nestes modelos, existe um ins
tante de criacdc e a idade de universo & finita. De (I.19) e
(A.12), vE-se que em t = 0 a densidade de matéria p e a curva

tura do espaco-tempo sao infinitas.

Em 1946, Gamow propds pela primeira vez a idéia de que a
tenperatura durante os estadgios iniciais do universo fosse su
ftcientemente alta para permitir reactes termonucleares:; ele
esperava explicar explicar a abundancia observada de hélio em
termos destas reacdes. Gamow propos também que esta teoria
poderia ser comprovada se fosse detectada uma radiacao isotro
ptca de temperatura de uns poucos graus Kelvin, que seria a
radiacao remanescente do estigio primordial extremamente quen

te do universo.

A conservacao do tensor energia momentum implica que a

densidade de energia da radiagao, & proporcional a

Prad’
a“a(t), enquanto que a densidade de energia da matéria,pmat R
€ proporcional a a-3(t). Se @ levado a concluir, como Gamow,
que nos instantes iniciais do universo, a densidade de radia-
c3o supera a densidade de matéria. Devido as interacdes en -
tre a matéria e a radiacdo, ha equiiibrio termico nesta fase.
A radtacdo possue um espectro de corpo negro completamente ca

racterizado pela temperatura T, que se relaciona com pradatrg

vés de -
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e portanto
Tru.I
a(t)
Nos instantes iniciais a temperatura @ muito alta (T = « em
t = 0) e diminue com a expansao do universo. Portanto, esta

radiacao, se detectada hoje, seria caracterizada por uma tem-

peratura muito baixa.

Em 1965, Penzias e Wilson, acidentalmente, detectaram u-
ma radiagao de background de comprimento de onda de 7 cm, iso
tropica numa precisdo de 2% e algumas centenas_de vezes mais
tntensa do que as radiagOes emitidas pelas fontes de radio co
nhecidas. A temperatura desta radiacio era de 3,1%K. Em 1966
Ro11 e Wilkinson conseguiram detectar uma radiacao de tempera
tura 3°K em 3 cm. Mais tarde, Howell e Shakeshaft encontra -
ram 2,8°K, em 21 cm. Estas observacoes se ajustam razoavel -

mente com a curva de radiacao do corpo negro a 2,7°K.

Embora ainda existam dividas relativas a explicacgao des -
ta radiac3ao como a remanescente da expliosao primordial, como
previsto por Gamow, nenhuma das outras explicagoes propostas
€ satisfatdria. A deteccdo desta radiacao se constitui num
forte argumento em favor dos modelos que preveem um estado i
nicial do universo de densidade e temperatura infinitas e

portanto, singular,

No capftulo sequinte, discutiremos varios aspectos da

questdo da singularidade em Relatividade Geral e Cosmologia.
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CAPITULO IT

A QUESTAQO DA SINGULARIDADE EM RELATIVIDADE GERAL E COSMOLOGIA
0s modelos de Friedmann predizem a ocorréncia de pelo me
os uma singularidade, ou seja, uma regiﬁo do espaco-tempo em
que a densidade de matéria e os tensores de curvatura * se
tornam infinitos. A mesma propriedade aparece na maioria das
solucdes exatas das equactes de Einstein, Em Sux Le probfeme
CoAmozogiquez (1951) Einstein afirma: para grandes densidades
de campo e de maténia, as equacdes de campo e mesmo as varid-
veis que nefas aparecem nao tém significacdo nreal. Pode-se
em hrazdo disto ndo admitin a validade das eguacodes para  uma
densidade de campo e de materia muito elevadas e nde concluir
que ¢ comeco da expansaoc deve significan uma singularidade no
sentido matemdtico. Tudo o que devemos perceber & que as e -
quacbes ndo se prolongam em tadls hegioes, ** Este pequeno
trecho @ uma contribuicdo muito valiosa 3 compreensao de qual
o ponto de vista que a Fisica deve adotar frente a uma solu -
¢do singular: uma singularidade & uma regido na vizinhanga da
qual n3o se pode esperar que valham as leis fisicas que conhe

cemos e cuja analise se torna, portanto, extremamente dificil

*
A menos de referencia em contrario, por tensores de curvatu
ra entendemos ¢ tensor de Riemann, o tensor de Ricci e a
curvatura escalar.

Yok

Ademals, na vizinhanca da singularidade,as flutuagdes quan-
ticas do espagco—tempos podem ser suficientes para alterar a
topologia e a visao do espago-tempo como uma variedade dife

rencifivel pode deixar de ser valida 14
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de realizar. Uma reformulacdo das leis fisicas que permitis-
se a analise de reqgides onde a densidade de matéria se torna
infinita nao seria tarefa trivial. Resta a alternativa de

que a ocorréncia de singularidades possa ser evitada.

A visdo fisica de singularidade proposta por Einstein @
extremamente simples, No entanto, a definigdo rigorosa de sin

gularidade em Relatividade Geral apresenta muitas dificuldades.

Neste capYtulo, discutiremos a delicada questdo do con -
cetto de singularidade em Relatividade Geral e a existéncia ou

ndo de soltugles n¥o singulares das equagdes de Einstein,

IT,1T O CONCEITO DE SINGULARIDADE EM RELATIVIDADE GERAL

A Relatividade Geral possue uma caracteristica que a par
ticulariza; enquanto nas outras teorias de campo da Fisica os
campos basices sao definidos sobre um espaco-tempo absoluto
cuja métrica & fixa, na Relatividade Geral o campo fisico € a
propria métrica do espaco-tempo. Esta caracteristica tem di-
ficultado a transposigao da ideia tradicional que se tem de
singularidade para um conceito equivalente em Relatividade Ge

ral,

Nas teorias de campo, como Eletrodinamica e Hidrodinami-
ca, uma solucdo das equagdes que governam o comportamento dos
campos & singular se o campo se torna infinito, ou seja, nao
definido em um ou mais pontos do espaco-tempo. Em principio

se poderia, por analogia, definir um espaco-tempo singular co
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mo aquele que possue pontos nos quais o tensor métrico nao es
ta definide. No entanto, se removessemos da variedade as re-
gides em que isto acontece, teriamos um espaco-tempo cuja me-
trica esta definida em todos os pontos e que seria, de acordo
com a definic3o, n3o singular. Ademais, uma ma escolha do
sistema de coordenadas pode resultar numa divergéncia em algu
ma componente do tensor métrico em algum ponto do espaco-tem-
po, sem que neste ponto exista uma singularidade. Um exemplo

6 No

clédssico desta situacdo € a solucdo de Schwarzschild
sistema de coordenadas (t,r,0,4) a métrica de Schwarzschild

pode ser escrita:

as? «(1 - B at? - (1 - By ar® - r%(d0” + sen’odo?)

Vé-se que 991 diverge em r = 2m. Calculando os tensores de
curvatura, verifica-se que estas quantidades possuem valo fi
ntte em r = 2m. A "singularidade" em r = 2m ndo € intrinse-
ca B solucio e sim uma consequéncia do uso de um sistema de
coordenadas inadequado ao problema. E possivel escolher um
ststema de coordenadas onde a divergéencia de a9, desaparece

e a métrica de Schwarzschild apresenta um comportamento regu
lar em r = 2m. No sistema de Eddington-Finkelstein, por e -

xemplo, ds? toma a forma:

ds? = (1 - EMav? - 2 dvdr - r2(de? + sen?ede?)

onde v = t + r + 2m log(r - 2Zm)
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A questdo do conceito de singularidade adequado a Relati

vidade Geral tem sido muito discutida nos uUltimos anos. Ge

roch 7 (1968) discute a relacao entre um espaco-tempo singu
lar e uma variedade que admite geodésicas incompletas. Uma
geod&sica & completa se, dado um pardmetro afim sobre ela, &
possivel estendé-lo arbitrariamente para valores crescentes

ou decrescentes. Quando isto n3o acontece, a geodesica termi

na para um certo valor do parametro: ela € dita incompleta.

Pode-se tentar definir um espaco-tempo singular através
de uma das seguintes definicdes: um espago-tempo & singular
se:

) contém pontos em que a métrica n3do esta definida;
(i1) as componentes do tensor de Riemann sao infinitas
em alguns pontos;

(¥71) os escalares de curvatura se tornam infinitos em al

guns pontos,

Geroch conclue que nenhuma destas definigdes & adequada e pro

p6e que a definicdo de singularidade seja posta na seguinte

forma:
Um espaco-tempe & ndo singular se ¢ geodesicamente
completo.
L e~ . - . 8 .
A definigcao de geodesicamente completo e a seguinte : "Seja

M uma variedade espago-tempo, TMp 0 espago tangente no ponto
p e IM -p%ﬁnp’ o fibrado tangente. M & geodesicamente comple

to se e somente se

H+ = TM
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Esta definigcao € introduzida por Geroch * com o objetivo
de obter um conceito que tenha a propriedade de ndo incluir
espacos-tempos dos quais tenham sido removidas quaisquer re -
gides. Numa variedade de métrica nao positiva definida, uma
geodésica pode ser de tipo tempo, nula ou tipo espaco e por -
tanto uma geodésica incompleta pode ser de qualquer um dos
tres tipos. Se a existéncia de geodésicas incompletas de um
tipo implicasse na existéncia de geodésicas incompletas dos
outros dois tipos, a definigdo seria satisfatoria na forma em
que foi proposta e ndo seria necessario acrescentar que tipo
(ou tipos) de geodésica incompleta implica no carater singu -
lar do espago-tempo. No entanto, mostrou-se 2 que os tres ti
pos de completicidade ndo s3o equivalentes e que & possivel a
existéncia de variedades com somente um ou dois tipos de geo-
désicas incompletas. As cinco combinactes sequintes sdo pos-

siveis:

(i) tipo tempo completa; tipo espago e nula incompleta;

-1 - . . . ~ .
onde H+ = exp M e a imagem inversa da aplicacao exponenci-

al, exp : TM M. M e geodesicamente incompleto se Ho = H-H_,
= T
onde B ngM hMp,E(\H+V
LETH
Ho * ¢, TMP r e o sub~espg§o unidimensional de TM gerado pe
’

lo vetor [ e a barra denota que o conjunto e fechado. Cada

ponto de H_ gera uma geodésica incompleta em M."

Geroch afirma estar introduzindo tal definig¢ao. No entanto
nos foi comunicado pessoalmente por M.Novello que esta defi
nicaoc aparece simultaneamente nos trabalhos dos grupos de

Cambridge e Munich.
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(i1) tipo espaco completa; tipo tempo e nula incompleta;
(1ii) nula completa; tipo tempo e tipo espaco incompleta;
(iv) tipo tempo e nula completa; tipo espago incompleta;

(v} tipo espaco e nula completa; tipo tempo incompleta.

Na definiclo proposta ndo esta explicito qual o tipo de
geodésica incompleta que torna um espaco-tempo sinqular, Con
clue-se que esta definicao tampouco esclarece qual o tipo de
reqido que ndo pode ter sido removida do espago-tempo ndo sin
gular. E proposto entdo por Geroch que os espagos-tempos nao

singulares satisfacam a uma segunda propriedade:

Num espago-tempo ndo singularn, observadores que pos
suem Linhas de universo "rhazoavedis" devem fer um tempo

priprio total Linfinito.

Mesmo colocada nesta forma vaga, esta propriedade nao solucio
na a questao. Pode-se dar pelo menos um exemplo de um espago
tempo geodesicamente completo nos tres sentidos que contém u-

ma curva tipo tempo com tempo prdprio finito.

Os problemas levantados por Geroch neste trabalho quanto
a definicao de singularidade através da nao completicidade de
geodésicas continuam sendo discutidos. Apesar disto, Hawking

e E114s 10

adotam o ponto de vista de que a completicidade

das geodisicas nulas e tipo tempo 330 as condigdoes minimas pa
ha que um edpago-Lempo sefa consdiderado nao singulan, pois
com esta definigdo & possivel demonstrar uma série de teore -

mas sdbre a ocorréncia de singularidades. A menos que se con
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sfqa estabelecer de forma inequivoca a relagdo entre o concei
te de geodésicas incompletas e a existéncia de regioes do es-
paco-tempo onde 0s tensores de curvatura se tornam infinitos,
‘as definicbes de singularidade baseadas neste conceito somen-
te podem ser vistas como definicSes matemiticas, cujo signifi

cado f¥sico &, sendo inexistente, pelo menos obscuro,

Ir,2 A EXISTENCTA DE UMA SOLUGAO GERAL NAO SINGULAR

| A existéncia de singularidades & uma propriedade ndo so-
mente dos modelos de Friedmann, mas também da grande maioria
das solucdes exatas das equacdes de Einstein. Como & sugeri-
de pela equacao de Raychaudhuri, Lifshitz e Khalatnikov n co
locam a seguinte questdo: € a singularidade uma propriedade
da solucdo geral das equacgdes de Einstein ou esta propriedade
aparece nestas solucbes devido &s suposicbes restritivas que
s8e feitas sObre as métricas? Dito de outra forma: nao serd o
excesso de simetrias impostas a estas solucoes {com o objeti-
vo de tornar as equacoes facilmente sollveis) o responsavel
pelo aparecimento de singuiaridades? Uma vez que obter a so-
lucao geral exata das equacoes de Einstein & um problema inso
luvel, para responder a esta pergunta estes autores investi -
gam a forma da solucdo geral proximo a singularidade. Pelo
niimero de fungdes arbitrarias das coordenadas que estas solu-

coes contém (a solucao geral das equacoes de Einstein contem

oito funcoes arbitrarias) conclue-se que a solucdo com singu-
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laridades n3o € a solucdao geral, mas somente uma ciasse limi-~

tada de solucBes possiveis.

Este resultado nao se constituiu numa resposta definiti-
va a questdo colocada por Lifshitz e Khalatnikov, pois na se-
gunda metade da década de 60 surgem os teoremas de singulari-
dade de Hawking e Penrose, demonstrando ser a singularidade u
ma propriedade das equacdes de Einstein, desde que a varieda-
de espaco-tempo satisfaca a certas condigbes. Estes teoremas

ser3o discutidos na secdo seguinte.

Em 1970, Lifshitz e Khalatnikov 12 provam a existéncia
de uma solucdo geral singular das equac¢des de Einstein, de
certa maneira negando seu resultado anterior e reforgando os

teoremas de Hawking e Penrose.

IT.3 0S TEOREMAS DE SINGULARIDADE

A partir de 1965, Hawking e Penrose 13 demonstram, sob a
forma de teoremas matematicos rigorosos, a inevitabilidade de
singularidades (definidas através do conceito de geodeésicas

incompletas) nas solugoes das equagdes de Einstein.

Nos diferentes teoremas diversas hipoteses sao feitas e

duas delas sao comuns a todos, a saber:

(i) a variedade espago-tempo nao admite violagoes da cau
salidade;
(ii) o tensor energia momentum ndo permite auto valores

negativos.
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0 mais geral destes tecoremas & o demonstrado por Hawking

14

e Penrose em 1970. Seu enunciado € o seguinte:

Uma variedade espaco-tempo M necessariamente contem
geodzsicas nulas ou tipo Lempo nao extensiveds e Lncom -
pﬂeiaalae alem das equacoes de Einstein, valem as seguin
tes condicdes:

1. M ndo contem curvas tipo tempo fechadas;
2, Em cﬁda evento em M e para cada vetor unitario 4i-
o tempo Uy © tensorn enengia momentum satisfaz a:

(Tas - % a8 T}ugu%éo ;

3. A variedade € geral no sentidc de que cada geodess
ca nula ou tipo tempo com tangente unitaria u, pas
sa athraves de pelo menos um evento onde a curvatu-
ha ndo estd alinhada com u de nenhuma maneira es-

o g oa
pecipicas
8
“ R u Aulu# 0
o Byé£§ d] ¢
em afgum ponto da geodesica.

4, A variedade contem uma supenficie "trnapped"”.

A condigao (1) & uma condicdo de causalidade usual; a
condigdo (2) & satisfeita se a densidade total de energia ,
medida por um observador cuja Tinha de universo tem tangente
unitaria U tipo tempo, & positiva ou, se for negativa, P;<-ps
onde p., i =1,2,3 a0 as pressoes principais nas tres dire -
¢coes tipo espacgo Ugs U, o = 0,1,2,3, sao os auto-vetores de

°

T
Wy
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Para esclarecer o significado da condicao (3), somos o-
brigados a recordar brevemente uma classificagao dos campos
gravitacionais, realizada por Petrov, O tensor de Weyl, defi

nido como:
_ 1
CaBuv - RaBuv + ga[\} Ru]B + gB[u Rv]a * 3R ga[ugv]B

pode ser classificado em quatro tipos, de acordo com o numero
de auto-vetores linearmente independentes que possue: Tipo I,
possue quatro vetores linearmente independentes; tipo II, treés
vetores; tipo Ill, dois vetores e tipo N, um vetor linearmente
independente. Para o espago-vazio, T = 0 e portanto Ruu = 0,

v

Neste caso, CaBuv = Rasuv e a classificacao de Petrov vale pa
ra o tensor de Riemann. A cada um dos tipos de Petrov corres

pondem as seguintes igualdades:

am
Tipo N - RGBYG u' =0

Tipo III - RaBYBuYuﬂ: 0
Tipo Il - RaBYl}SuﬂuBuY = 0

: . - B,Y .
Tipo I UDR@BYB %Juu = 0

onde u_ sao os auto-vetores de R .
o afuv

Cada uma das igualdades acima implica em todas as seguin
tes mas nao implica nas anteriores. Se u[pRaweY[}uA]uBuY # Q
tambeém nao sao validas as iqualdades anteriores e portanto,
nos pontos em que vale a desigualdade tem-se Tuv # 0. A con-
digdo (3) implica que a variedade M admite geodésicas que pas
sam necessariamente por pontos onde existe materia, como € ra

zodvel supor numa situagao fisicamente realistica.
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Quanto 3@ condigcdo (4), por definigido 15,

Uma superficie "trapped” S & uma dois-supenflcie ti
po espaco compacta com a propriedade de que geodesicas
nulas que a encontram ortogonalmente convergem Localmen~

te em dinegbes futunras.

Considere-se um corpo massivo M contido dentro de uma es
fera S que em um certo instante emite um raio de luz. Em um
tnstante posterior, as frente de onda incidente e emergente

formam esferas 31 e 52’ como na figura abaixo. A area de S1

g sempre menor que a area de S, mas normalmente a area de S,
& maior que a area de S. Se a quantidade de matéria contida
dentro de S for suficientemente grande, tambem a area de 32
serd menor que a area de S. Conforme t cresce a area de S,
se torna menor. A velocidade da matéria & sempre menor que a

velocidade da luz; para um observador comovente com M, o volu
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me ocupado pela matéria contida em S decresce e se torna zero
em um tempo finito. Um exemplo de superficie “trapped" apare
ce quando uma distribuicdo de matéria estid dentro de seu raio
de Schwarzschild, r = 2m. Um ponto fora da matéria mas de
raio menor que r = 2m, determina uma superficie "trapped".

£ razodvel supor a existéncia de superficies "trapped"em
nosso universo? Penrose 15, um dos autores dos teoremas de
sitngularidades nd@o propde nenhum resposta para esta pergunta,
ebservando somente que ndo ha questdo de principio contra o
aparecimento de uma superficie "trapped" em nosso universo

Mais recentemente, Hawkina e Fllis 10

dao argumentos para

sustentar a hipotese de que o universo contém matéria sufici-
ente para tornar possivel a ocorréncia de tais superficies e
demonstram sua existéncia em um universo homogeneo e isotrdpi

co que contdm mat&ria com energia positiva.

Em coordenadas (t,x,0.4) a métrica de Robertson-Walker

Se escCreve:

ds? = dt? - a?(t) dxy + f2(x)(de? + sen’pde?)

onde f(y) = seny, x ou senhy se K {a curvatura do 3-espago)

f6r 1, 0 ou -1. Consideremos a dois-esfera S de raio Xg* $6-

bre a superficie t = t_. Por questoes de simetria, a métrica . ..

0
sobre uma esfera se reduz a:

ds? = dt? - a%(t) dy? . (11.1)
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Fazendo ds = 0 em (II.1) e integrando a expressao de to at,
obtém-se

t
dt

) =%t | Sy (11.2)
t
o]
As duas familias de geod€sicas nulas dirigidas para o passado
e ortogonais a S intersectam as superficies t = cte em duas

esferas de raio x, dado pela expressdo (II.2}).

A adrea de uma dois-esfera de raio x € 4ﬂ32(t) fz(x). Se
em t = t0

4 a%(t)r?(t)> 0 (11.3)

para ambos os valores de x acima, as areas estardo diminuindo
no sentido decrescente de t e portanto as geodésicas nulas es
tardo convergindo no passado. A desigualdade (I1.3) & uma

condi¢do necessdria para a existéncia de uma superficie "trap

ped" em um universo homogeneo e isotropico.

Desenvolvendo a derivagdao em (II1.3), tem-se que:

a(ty) a(t)) £2(t ) + a2(t ) f(t,) f(t)>0 ;

Mas dy = + §%¥T e portanto,

df _ , 1. df _ ] £
dt =~ - a(ty dx - &(t)

A desigualdade (II.3) € valida se:

2(to)y 4 T (X) (11.4)
3TE,) 3T, TIxG)
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A equacio de Raychaudhuri para p = 0 &:

2, ] .
3ty =0

Integrando esta equagio, obtém-se:

»

2

Im

+

[\~

p =

wy

LS
a a?
onde K & a curvatura do 3-espacgo.

Portanto,

1/2
- ‘j% - ﬂp] (I11.5)
a

Substituindo a iqualdade (II.5) em (II.4), obtém-se a condi -

o e
w

cdo (11.3) na forma:

' (x,)
B 2 /2

Ea-wp(to) a (to) - K:ll > + T(Yﬁ—_ (I11.6)
Para K = 0, f(x)

[gﬁqullz . Para K

assume a forma:

¥ e portanto, a(to)x o
=1, f(X) =

deve ser maior que
seny , f'(x)

cosy € (II1.6)

[% mo(t,) a (ty) - 1]”2;» +—-—X§3§X3

a(to) Xo deve ser maior que 0 menor valor énfre % e ..
8

11/2 s
B ™o 2
- . . 1/2

Para K = -1, a(to)xo deve ser maior que[;upé} . Em geral,
pode-se dizer que a condicao (l11.6) equivale a

a(tO) XO'> [% TTDO]IIZ

Num tempo t0 a esfera de raio Xo © densidade de massa Py
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contera uma massa da ordem %wpoagxg . Se
8 3 .3
3y Xo < F TP A5 X (11.7)

a esfera estard dentro de seu raio de Schwarzschild, A desi-
gualdéde (11.7) equivale a a0x0>-[§npo]1/2 e portanto (pelo
menos para K = 0 ou -1) @ sempre possivel a existencia de uma
superficie "trapped" em um universo de métrica homogenea e i-
sotropica.

0s resultados destes teoremas nao sao conclusivos quanto
3 possibilidade das equacgdes de Einstein admitirem solugoes
nfo singulares, se por n3do singular Se entende uma solucao que
ndo permite a ocorrencia de regices do espago-tempo em que a
densidade de matéria e os tensores de curvatura se tornam in-
finitos. Tudo o que eles demonstram € que se as equagoes de
Einstein descrevem corretamente o comportamento dos campos
gravitacionais, espacos-tempos que satisfazem a certas condi-
goes de causalidade e positividade do tensor energia momentum
contém necessariamente geodesicas tipo tempo e/ou nulas incom
pletas. Estes resultados indicam que somente o abandono ou
das equacbes de Einstein ou de uma destas condicoes pode le -
var 2 obtengdo de um espaco-tempo que somente admita geodési-

cas tipo tempo e nulas completas.
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CAPTTULD II1

MODIFICACUES DAS EQUACOES DE EINSTEIN

Neste capTtulo discutiremos as modificacbes propostas 3s
equacdes de Einstein, na tentativa de evitar a ocorrgncia de
stngularidades nos modelos cosmologicos relativistas. Em par
ticular, analisaremos as modificacgoes originadas nas flutua -
¢bes quanticas do. campo gravitacional e daremos uma breve
descricdp de alguns dos mpdelos propostos. Faremos também u-
ma revisdo sucinta da teoria de Jordan e Brans e Dicke, uma
das versbes de uma outra linha de modificacoes das equagoes

de Einstein, as chamadas teorias escalar-tensoriais.

ITI,1 FLUTUACOES QUANTICAS DO CAMPO GRAVITACIONAL NO VAZIO
0s teoremas de singularidade de Hawking e Penrose demons
tram a impossibilidade de se obter solugoes nao singulares
(dentro de certos critérios ligados & defini¢50 de singulari-
dade em termos de ndo completicidade de geodésicas) a partir
das equacbes de Einstein, quando sao impostas algumas condi -
cbes sdbre a variedade espago-tempo. Apesar do carater nao
conclusivo destes teoremas e das restrigoes sdbre o sentido
fisico de seus resultados, deixou-se de lado as tentativas de
obter solucbes cosmoldgicas n3o singulares a partir destas e-
quacbes., Pensou-se que um possivel caminho para eliminar a

singularidade dos modelos cosmoldgicos seria introduzir-se mo
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dificacoes nas equagbes de Einstein. De imediato uma questao
se colocou: que modificacoes? Verificou-se que fazendo um a-
pelo 3 teoria das flutuacdes quanticas do campo gravitacional

se pode obter uma resposta a esta pergunta.

Nos problemas astrondmicos usuais a interagdo gravitacio
nal & a interagdo dominante (seus efeitos quanticos sendo des

prezfveis), No entanto, estes efeitos passam a ter importan-
094

*
g/cm3

cia quando a densidade de matéria & da ordem de 1
e s3s portanto relevantes para o colapso gravitacional e prd-
xtmo 8 singularidade cosmoldgica, pois nestas duas situacoes

a densidade de mateéria tende para infinito.

Sabe-se da Eletrodinamica Quantica que as flutuagdes do
vazio do campo eletromagn&tico introduzem termos ndo lineares
nas equacodes originais da teoria classica. Estas flutuvagoes
explicam o "Lamb shift" dos niveis de energia do atomo de hi-
dregEnfo, As flutua¢des quinticas do campo gravitacional no
vazio deveriam produzir um efeito semelhante, isto &, introdu
zir nas equacoes de movimento da métrica termos nao lineares
nos tensores de curvatura.

Em 1963, Utiyama e DeWitt 16 mestraram que num campo gra

vitacional classico produzido por um tensor energia momentum

de um conjunto de campos materiais quantizados, o valor espe-

Este numero pode ser obtido utilizando como grandezas funda
mentais a constante de Planck %, a velocidade da luz c e a
constante gravitacional G. Por argumentos dimensionais, ve-

L] * - o
se que uma massa c¢ritica m =1094 e obtida de cS/ﬁGz. 26
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rado, nao nulo, do tensor energia momentum no vazio, <Tu9>*,

apresenta divergéncias de tres ordens:004 s «? @ loge . A di-

4

vergéncia » pode ser removida introduzindo-se nas equagoes

um termo cujo efeito consiste em renormalizar a constante cos

2 & removida por um termo que renor-

mologica; a divergéncia «
maliza a constante gravitacional e a parte proporcional a
logw & eliminada peta introducdo de um termo proporcional ao
quadrado do escalar de curvatura, RZ . As equagoes de movi -
mento sao:

R - 1

w T2 Rg = - K Tuv (ITI.1)

uv

onde <Tu§> € o valor médio do tensor de energia momentum no
vazio. As equacgdes (III.1) sao derivadas de um principio va-

riactonal a partir da agdo:
1= j /Ta[ﬁ + 16m6 AL > d*x (I11.2)

onde <L > é o valor médio da densidade Lagrangiana dos campos

materiais. A representacao de <T"V> no espaco dos momenta é€:

<tV = L [J%Y (p) exp(ipx) d%p
(zﬂ)z ‘

<T"V> apresenta divergéncias de trés ordens e por isto & con-
veniente intrecduzir-se a notagao

sing sing

sing
KMV = g x) IRV (x) T+ TME (%)
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onde
jgv sing_ A gpv

sing
e _ uv
Tg =B & (111.3)

JRY = ¢ 6" + D 6hY

A e uma constante da ordem de . , B uma constante da ordem

de o’ e C e D, constantes da ordem de log® e ainda:

uv § W 4 &
G0 = f L{—E g} d'x = Gguv IO

[/‘—'ﬁ R2:| d*x = S 1,
I

o
—
<
i
ety
S O
=]

(111.4)

§

6V = I § [kra R

s RaBpé} dtg = 8 I
gUV

afpo Sguv 2

Se em lugar da acao (I11.2) for introduzido

*

1 = I /:E[} + st<Lm}] d%x + 8nGl_ + al, + BI, + vyl

2 3

onde
1, = | /=5 ¢
3 = -q d°x
as novas equacgoes de movimento serao:

* * S g 2 * * * *
6PV ¢ THY FARIEOL W Ta o y)gTHY b (B w7 - )6 MY

£ (C - 20)6;"Y + (D - 28 )G,MY = 0 (111.5)
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* %* -1 ATV I -
onde ¥« = Zx e g = 7 9,y & 08 tensores G sao construil

uv
* -
dos com g v de maneira analoga a (III.4). Com a escolha

Z=1- K*
a = C/2

B = D/2

vy = A

a equacao (III.5) se reduz a:

* * * -
Gouv = - k LT uY>f1n1to
eliminando as divergéncias de <THV> . Uma simples inspeccao
mostra que somar I3 a acao (II1.2) equivale a renormalizar a
constante cosmoidgica; somar I0 equivale a renormalizar a

constante gravitacional. As acoes I1 e 12 contribuem com no-

vos termos, nao lineares nos tensores de curvatura.

Neste trabalho, Utiyama e DeWitt ddo enfase a possibili-
dade de eliminar as divergéncias do tensor .energia momentum .
Em 1971, Ginzburg et al 17 mostram explicitamente que s3ao as
flutuacbdes do campo gravitacional no vazio que introduzem nas
equagdes de Einstein os termos adiciomais, necessarios para e

liminar as divergencias de (IIl.3).

As equacoes de Einstein com o termo cosmologico sdo:

Guv = —|<Tuv + Aquv

Ginzburg et al tomam o valor médio do tensor métrico e das
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quantidades construidas com ele, para todos os modos de flu -
tuacdo do campo aravitacional no vacuo, modificande as equa -

¢oes de Einstein para

Guv = 'KTuv + Aguv + qu

Gﬁv € o tensor de Einstein construido com a métrica nao pertur

bada guv e ¢ € um tensor que descreve a contribuic¢3o das flu

By

tuacoes, Tuv‘é suposto uma quantidade que nao flutua e que

satisfaz a TW,‘\J = 0. Desenvolvendo ¢y &m poténcias dos ten
b ]

sores de curvatura construidos com a métrica nao perturbada,

@ facil mostrar que:

(1} O termo constante renormaliza a constante cosmologi
ca (como 13)

(i1) O termo linear renormaliza a constante gravitacio -
nal (como Io)

(1i1) Os termos de segunda ordem contribuem com termos a-

dicionais as equacdes de Einstein (I, e I,).

Ginzburg et al discutem também neste trabalho a importan
cia destas flutuacoes nas solucdes cosmologicas, mais especifi

camente, em um universo tipo Friedmann fechado.

Com o objetivo de demonstrar que & correta a suposicao

de que ¢uv pode ser expandido em potencias de R]J » Ginzbura

v
et al utilizam um método de aproximagdo, substituindo o ten -

sor métrico por 9y * Gguu , onde 9y € o valor médio e Gguv
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descreve a perturbacdo. Quando estas perturbacoes s3o somen-
te as flutuagbes do vazio, mostra-se que @uv tem a forma pro-.

posta, ou seja,

+ BR + yR? + R R™® 4+ ¢r  gOBPO .

¢ = og of oBpag

v uv

e ademais, que os coeficientes dos termos de segunda ordem

nos tensores de curvatura devem ser fun¢des (logarTtmicas) da
curvatura., No caso do modelo de Friedmann fechado, um calcu-
1o direto mostra que 0s coeficientes sao funcdes lTogarTtmicas

de a(t).

As equacbes de Einstein nao contém termos quadraticos
nos tensores de curvatura. E necessario altera-las para que
- a » o *
incluam as flutuacoes do vazio do campo gravitacional . Isto

implica em modificar a Lagrangiana de Einstein LE’
LE = y-g R (I11.6)

18 em 1967, Ele

Esta modificacdo foi proposta por Sakharov
sugere que a Lagrangiana (III.6) seja a variacdo devida a cur
vatura do espago-tempo na acac das flutuagGes quanticas do va
cuo e propde a Lagrangiana modificada, desenvolvida em potén-

cias do escalar R:

L = L(0) + /=g (R + AR? + ... )

0 primeiro termo corresponde a constante cosmoldgica, o se -

Como vimos atras, do ponto de vista da teoria quantica de

<o ) 0 o o & -~
campos os termos adicionais permitem eliminar as divergen -
cias do tensor energia momentum de campos materiais quanti-

zados em presenga de um campo gravitacional.
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gundo a Lagrangiana {II1.6) usual e os termos seguintes s3o

correcdes devido as flutuacdes do vazio do campo gravitacio -
nal. Desta Lagrangiana, desprezados os termos de R em dian-
te, sao derivadas as equac¢oes modificadas pelas flutuagoes do

campo gravitacional, obtidas por Ginzburg et al 17

Estimulados pela proposta de Sakharov e pelos trabalhos
de Utiyama e DeWitt, varios autores investigaram a possibili-
dade destas modif%cagﬁes introduzidas nas equagtes de Eins -
tein pelas flutuacoes do vazio serem aguelas que vao modificar
as caracteristicas das solugdes cosmologicas, tornando-as nido
singulares sem que seja preciso renunciar as propriedades de

homogeneidade e isotropia do espaco.

111.2 MODELOS DE FRIEDMANN NAO SINGULARES

0s modelos de Friedmann descrevem com bastante sucesso o
estdgio atual do universo. Entretanto sua singularidade re -
presenta uma séria dificuldade, como foi discutido no capitu-
lo anterior, o que tem estimulado a procura de solucoes cosmo

16gicas nao singulares. Relativamente as flutuacdes do campo

gravitacional no vazio, procurou-se 19,20 solucoes das equa -
¢boes de Einstein modificadas por estas flutuacoes para as
quais:

(i) o fator de escala a(t) apresente um minimo a_.>0ce
a solucao seja portanto ndo singular;
(ii1) a solugdo ndo singular tenda assintoticamente para a

solugao de Friedmann correspondente.
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Adotando esta linha de trabalho, Ruzmaikina e Ruzmai -

19

kin tentam encontrar uma solugcdo ndo singular destas equa-

¥
goes modificadas, derivadas a partir de um principio variacio

nal, dado pela Lagrangiana *

L = /<g(R + oR? + BRuvR“v) (111.7)

Discute-se um universo cujo contelido material & um fluido per

fetto descrito pela equacdo de estado p = 1 p e cujo 3-espacgo

3
& euclidiano (K=0). As solugdes procuradas devem tender assin
toticamente para a(t) -~ tlfz. Eles obtém o seguinte resulta-

do:

(i) Se a,B» 0, as solugoes sao singulares e tendem para
solucoes tipo Friedmann assintoticamente;
(1t} Se a,B <0, as solugcdoes nao sao singulares, mas nao

tendem para solucgcdes tipo Friedmann.

Motivado particularmente pelos trabalhos de Utiyama e De
Witt, Nariai 20 se interessa pela mesma questao. Sua tentati
va de encontrar um modelo cosmoldgico ndo singular e assinto-
ticamente Friedmann & mais bem sucedida. Usando métodos numé

ricos, ele obtém solugbes das equagoes derivadas a partir de

No apendice II,demonstramos que as equacoes derivadas de

L1=/T§ Rz e L24==v”--m§RHVRU\J nao sao independentes quando a mé
trica e homogenea e isotropica. Porisso, quando se procura
uma solugao tipo Friedmann, & suficiente derivar as equa -

+ L.,

¢oes a partir de LE 1
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(It1.,7), para p = %p e K= 0, que para t—»«, tendem para

1/2

a(t) ~ t , se a,B< 0. Se a,B> 0, as solugoes sao todas sin

gulares,

Uma outra tentativa de obter solucoes cosmologicas nao

2], Se

singulares que se poderia citar € a de Gurovich et al
guindo o caminho inverso, eles supdem que as equacdes deriva-

das da Lagrangiana
L = ¥Y~g(R + f(R))

possuem soluycdo nao singular, assintoticamente de tipo Fried-
mann e determinam a forma de f(R)}: o resultado & f(R) - R4/3,
Este parece ser apenas um resultado matematico, pois nenhum

argumento €& apresentado para justificar uma tal Lagrangiana,

ITI.3 TEORIAS ESCALAR TENSORIAIS

Das varias versfes da teoria escalar-tensorial, original
mente proposta por Jordan 22 , € o modeio de Brans e Dicke 23
que tem sido mais discutido. O objetive principal das idéias
desenvolvidas por estes dois autores € tentar incorporar 0
princTpio de Mach 3 teoria da Relatividade Geral. O caminho
seguido & ¢ da modificacdo das equacOes de Einstein. A teo -
ria proposta ndo & completamente geométrica, pois parte dos e
feitos gravitacionais sao descritos por um campo escalar ¢ (x).
Este campo escalar & interpretado como uma funcdo da constan-
te gravitacional G. Portanto, nesta teoria G varia com a po-

sicdo no espaco-tempo 25
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As equagbes de Brans e Dicke sao obtidas de uma generali
zacdo da acao (I.2): divide-se (I.2) por G, soma-se a ela a
Lagrangiana do campo escalar ¢ (x). Como & feita a suposicgao

de que G € proporcional a ¢_1 , & acao generalizada e:
Igp = j /7§L3¢ + 167l - w é%JEJEJE gaéjdax (111.8)

onde w, a constante de auto-interacdo do campo escalar € adi-
mensional. A equagao para ? obtida de um principio variacio-

nal &:

+ O
2v %i—w%ﬁ—L+R=o (111.9)

As equacdes para o tensor métrico séao:

k| ’
Gp\) = ‘:KTU\) + gF (CP U 43’\} 7 gu\)¢,acp Ol) +

+ 1 G2 -Dq>gw) (111.10)

Brans e Dicke discutem uma apliicacao da teoria i Cosmolo
gia, Eles obtém solugdes para um universo de Friedmann eucli
diano, cujo contetido material € um gas incoerente de matéria
descrito pela equacao de estado p = 0. 0 campo escalar & su-
posto funcao somente do tempo, coerentemente com as suposi -

¢bes de homogeneidade e isotropia do espaco. As solugoes sao:

$(t) =<f>0[-§-jr
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onde

T 4
a(t) = aotzél
242w

.2 -
" e ¢ 97 1w

a(t) = aof%:]ZG/Sl

e a solucdo € praticamente a soluc3do de Friedmann usual a(t).

Para w = 9,

Além disto, a so1ug§b do campo escalar correspondente & pra -
ticamente constante para tempos muitoc grandes., Portanto, pa-
ra os tempos atuais, a descricao do universo na teoria de
Brans e Dicke & bastante semelhante a descricdao na teoria de

Etnstein,
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CAPITULO IV

MODELO ESCALAR TENSORTAL DAS FLUTUACDES D0 CAMPO GRAVITACIO-
NAL NO VAZIO

As propostas de modificagao das equacoes de Einstein a -
través de flutuagOes do campo gravitacional no vazio encontra
ram aplicacdo em Cosmologia nas tentativas de obter solugoOes
de Friedmann n3o singulares. Uma destas tentativas (Nariai)
obteve um resultado positivo, encontrando solucoes ndo singu-
lares das equagoes derivadas da Lagrangiana (II1.7), coma e

B constantes. No entanto, Ginzburg et al 17

, ao analisar o
papel! das flutuacoes do vazio nas solucoes de Friedmann, con-
cluem que o e B ndo sao realmente constantes mas funcgodes de
a(t)., Isto sugere que os modelos desenvolvidos por Ruzmaiki-
na et al e Nariai sejam somente uma primeira aproximagdo, na
qual se despreza a dependéncia temporal dos coeficientes a e
g: as flutuacodoes do vazio do campo gravitacional seriam mais
exatamente descritas por um modelo que considerasse esta de -
pendéncia., Neste trabalho, propomos uma realizacdao possivel

de tal modelo, onde as flutuagbes quanticas sao descritas por

uma teoria escalar-tensorial,

Neste capitulo derivaremos as equagdes de nosso modelo
escalar-tensorial das flutuag¢oes do vazio em sua forma geral
e discutiremos sua aplicagao para um universo homogeneo e iso
trépico, Trataremos o caso em que o contelido material do uni

verso € um gas de fotons e a 3-curvatura & nula.
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IV.1 LAGRANGIANA ESCALAR-TENSORIAL MODIFICADA: DERIVAGKO DAS

EQUAGOES

As equagdes derivadas da Lagrangiana modificada de Sakha
rov admitem solucoes de Friedmann nao singulares, indicando
que as flutuacgdes do campo gravitacional no vazio sdo sufici-
entes para eliminar a singularidade das solugbOes da teoria de
Einstein original. No entanto, Ginzburg et al v mostraram
que a suposigao de que os coeficientes dos termos de segunda
erdem nos tensores de curvatura em (III.7) sejam constantes &
somente uma aproximagao e que na verdade estes coeficientes
s¥o funcoes do fator de escala a(t) (e portanto funcoes do
tempo), 1Isto nos sugere uma generalizacao da Lagrangiana de
Sakharev, de forma covariante, semelhante 3 generalizacgdo da
Lagrangtana de Einstein proposta nas teorias escalar-tensori-
ats,

As equacdes de movimento do modelo serdo derivadas de um

princTpio variacional, a partir de
L = /¢ Eia(n + nR%) + L(d) + 151er1 d%x (IV.1)

onde n & uma constante,® & proporcional ao inverso da constan
te gravitacional G e L(p) depende do particular modelo da teo
ria escalar-tensorial escolhido. Neste trabalho discutiremos
somente o modelo de Brans-Dicke, no qual a Lagrangiana (IV.1)

€ escrita:

af
L = /=g Ep(n + nR?) - w ?)’“q”s . 15an] d4x (1V.2)
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w & a constante de auto-interacdo do campo escalar e € adimen

sional,
A equacao para o campo escalar<$ e obtida variando & e

¢ q &M (Iv.2):

s
R + nRZ - w é%zﬂig__ + 2w %%? = 0 (IV.3)

Variande 9,, @ suas derivadas (de acordo com os calculos

no apéndice 1), obtemos as equacgOes para o tensor métrico:

v .
gHV = .84 %__ .,,,_az"!._[]_i q; ,uq, WV %_ eP,a Q,aguu] + % [(‘P,a,agu\) .
@Rr) 2%

Y ULV 1 o2 pv uv
-¢ 5:|+2n|;Rg - RR +d? g™V -

] %&)_H} (1v.4)

onde THY & definido por (1.2).

Fazendo n = 0, as equac¢des (IV.3) e (IV.4) se reduzem as

equacoes de Brans-Dicke, a saber:
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Fazendo w = 0 e4>= cte = % , recaimos nas equacoes obti-

1 19 20 *,

das por Ruzmaikina et a e Nariai

L]

6"V = -8q6THY 4 2n"& RZgMY - RRMY 4+ R a;“g“" - R"““’] (IV.4%)

Podemos verificar a consisténcia da equacdo (IV.4) com o
anulamento da divergéncia covariante do tensor de Einstein

(Guv.v=0) e do tensor energia momentum (Tuv v=0)' Multipli -

]

cando {IV.4) por 90 © tomando sua divergéncia covariante, te

moes!

Gv}\)a?Rav$v+%R¢a + W qbsa¢ ;\’+w¢sa;\3¢

o

D FLAENNE P S R

: 1 ,2
+ R'vna"cp + RRG";\gp + (¢R),a "W - g R q>’a-

- RR b - (CPR),\,;“;;]

Fazendo uso da igualdade

Na verdade estes autores derivam suas equagoes a partir de
(III.7) e elas contém termos adiciomnais que nao aparecem em
(IV.4'). No entanto, demonstramos no apendice II que para
meétricas homogeneas e isotrdopicas as equacoes derivadas de
L1=/:§ R? e L =g RuvRuv sao proporcionais, sendo assim su

2
ficiente introduzir—se somente um destes dois termos.,
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£ % - f 3% = fTR
T

s 3U sH sa H

onde f & uma funcao escalar qualquer, chegamos 3 expressdo:

s 0
6V = -] b [}2+ nR + vaf\"{:’fi - W ft;&:?__.}
a3V ?2 V,a $ $ 2

Da equacao {IV.3) para o campo escalar, vemos que a expressao

no parénteses & nula e portanto

6 Y. =o0.
IV.2 EQUAGCOES PARA UM UNIVERSO HOMOGENEO E ISOTROPICO
A forma geral de uma métrica homogénea e isotrdopica pode

ser escrita como:

2
ds? = ds? - az(t)[%t——— + r2(de? + sen28d¢2ﬂ (IV.5)

1-kr2
Discutiremos as equagOes para o 3-espaco euclidiano. Neste ca

so, a metrica (IV.5) se reduz a
ds? = dt? - a%(t) (dx? + dy? + dz2) (IV.6)

As finicas componentes ndo nulas do tensor métrico associado a

métrica (IV.6) sao:

=1 = -a?(t)

990 917 T 92 T 933

Coerentemente com as suposigoes de homogeneidade e isotropia

do espago, o campo escalard & funcdo somente de t. De acor-
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do com os calculos realizados no apéndice I, a equagdo para o

campo escalar &:

- 2
v 2 ' T . l—‘.- +
1 a a a a a -

2wﬁ»2-%+3—¢]+6¢\>E+%+36n¢(—+—§] =0 (IV.7)

- - a a | a a
Fazendo p = v = 0 em (IV.4), temos:

00 : 2 ' - L 20 . 4
g I =33 +u ‘?L_+3i + 18n 9_"2_ 9-3—"‘--39-5-

37— a Q a a a

De acordo com (I.14), ¢ tensor energia momentum tem componen-

tes:

T =p T]] = T22 = T33 = a e Tuv= 0 para u#v

w0

=

Lo

+

"

w
r r&
o W

b
¢

E interessante notar que se a matéria contida no univer-
so & descrita pela equacdo de estado p = 0, as equagbes (IV.7)
e (IV.9) (paratb = cte) ndo admitem a solucao de Friedmann

2/3 .

a(t) -t Realmente, substituindo nas equagdes (IV.7) e

(1v,9) as solugdes
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¢’= % e a(t) = a, £2/3
e lembrando que (segao 1.12)
p(t) a3(t) = cte oy
obtemos as igualdades
b -2
8n6 —5 t 7 _ 8 -2, gy 74
a~ 3
0
e
2 .~2 _ 24 -4 _
fg-t +—8—T—t = 0

Um simples inspeccao das igualdades acima mostra que as solu-

¢bes propostas ndo satisfazem as equagdes (IV.7) e (IV.9).

IV,3 A INCOMPATIBILIDADE DAS SOLUCOES a(t) ~ t% e (t) -~ t"
Como ja mencionamos anteriormente, as eqguacdes de Brans-
Dicke admitem solugdes cosmologicas Homogéneas e isotropicas
da forma a(t) - t?, & (t) -~ t%, p e q reais e fraciondrios
Podemos demonstrar que nossas egquagoes, com n< 0, nao admitem
tats solugdes. Tomemos as equagdes (IV.7) e (IV.9) e fagamos
a(t) = aotq e §(t) = QO t". Teremos que os expoentes p e ¢

devem satisfazer a
[}rz - wr - 6wrq + 6(2q2 -qi] pro2 4

+ 36n(292 -q)2 t""% =0 (1v.10)

e tambem a
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gn %}El = [éqz + 5 r? + Bqt] t"2 4 18n[:-6q3 + 3q2 -
0
- 4rq3 - 2rq?} th-é (IV.11)

A equacdo de estado do fluido cosmologico € p = ip, com

0= x =1, A conservagdo do tensor energia momentum implica
3i+1 te

que p(t)a = ¢ . Vamos substituir me (IV.11) a expres-
s30

o(t) = b (aX*D) ¢ 3Rara)"1
Teremos:

+

3qf} tr-2+36q+q)+ 18n {}sq + 39 +

~b 2 w2
8 W = [3(] + i r
00

+ 4r'q3

2rq2] tr-4+3fq+q (IV.12)

A itgualdade (I.10} implica que

2q2 -q=0 e r - p - 6rq = 0

e portanto, (I.10) fica satisfeita para q = 0 ou % er = 2

ou 5., Quanto a equac¢do (IV.12), lembramos que a quantidade

8n B

P adh*l

0

& necessariamente niao nula. Portanto, concluTmos que uma das
possibilidades abaixo € verdadeira, a saber:
(i) r-2+3q+q-=0 (IV.,13)

e portanto



ou
(i) r - 4 4+ 3% +q =0 (IV.18)
e
3 2 3 2 b
«6q” + 39° + 4rq” - 2rgq° = 8
REE

Vamos analisar a primeira possibilidade:

1]

(i) Paraq=0er =2 , a relacdao (IV.13) & trivialmen-
te satisfeita.

Para q = % er =5, a igualdade (IV.13) implica que
A= v% , um valor que nao pertence ao intervalo de

varfacao de A,
Quanto @ segqunda possibilidade:

(i1} As solugdes comq = 0 e r = 2 nao satisfazem a igual
dade {IV.14). Se substituirmos estes valores naque-
Ta expressaoc, obteremos -2 = 0.
Se q = % er =25, 0 unico valor de A que satisfaz a
(Iv.14) € » = -1. Ademais, do anulamento do coefi -
ciente de t"72%39%9 op (IV.12), temos que w = -g% .

24 w deve

No entanto, como observam Brans e Dicke
ser positiva e seu valor mais provavel estd entre 6

e 9,

Conclu¥mos que (IV.7) e {IV.9) n3o admitem solugoes da

forma a(t) = aotq e d(t) =<#0tr, com g e r ambos nao nulos.
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IV.4 AS CONSTANTES w E n

Antes de realizar a integracao das equagoes (IV.7) e
(IV,9), & necessario que discutamos as constantes que foram
fntrodui?das na teoria,

w & a constante de auto interagdo do campo esca]ar@ . De

23

acordo com Brans e Dicke , W deve ser da ordem da unidade.

Eles observam que para w= 6, K =0 e p = 0, a solucao encon-
trada para suas equagdes difere muito pouco da solugdo de

Friedmann usual, Em particular, paraw = 9, a(t) ~£20/31

gque & praticamente £2/3,

Neste trabalho, tomaremos w = 9. De
qualquer modo, para qualquer valor de w da ordem da unidade ,
as propriedades qualitativas das solucbes aqui obtidas nao
sd¢ alteradas, o que & o importante para nossa presente dis -
cussao.

A constante n tem dimensoes de L2
20

Como proposto por

Nariai , vamos supor Qque este parametro esteja ligado a um

- *
tempo caracteristico t., através de

t2 = ¥ én (IV.15)

A modificacdo introduzida pelo termo R? & importante para
t << tc e € desprezivel para t>) tc. Portanto, para t<« tc, a
solucdo a{(t) &€ a solug3ao de Friedmann usual e consequentemen-

te, como veremos adiante, nesta regiao o campo escalar assu

*
. - + 2 .
A relacao e ti = -6n/c”, mas estamos considerando ¢ = 1, e

portanto [LI = [ﬁj.
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me um valor constante, proporcional ao inverso de G, a cons -
tante gravitacional. Verificaremos que somente existem solu-
¢oes nao singulares de nossas equagoes quando tomamos para n

o valor negativo.

IV.5 AS EQUACOES PARA UM UNIVERSO FOTONICO

Se o conteldo material do universo & descrito pela egqua-
1 4 te

¢ao de estado p = 3P entao p(t)a&(t) =058, = € » onde
Po = p(to) e a, = a(to). t,eo valor de t para o qual a(t)
g mfnimo (com a,> 0). Portanto
a&
o(t) = Poo (I1V.16)
a*(t)

Substituindo (IV.6) em (IV.9) e multiplicando ambos 05 membros

desta equagao por aa(t), temos

p_a P2 ‘ I . 9-.
gn 2.2 - 3a2é2 + wa\zl ?H“ + 3a3a ? + 18n[?azaa + 2aa2a -

242 ¢

-9

- 33% - 2252 + 2 §(a2aa + aa3ﬂ | (IV.17)

¢

que juntamente com a equacdo para o campo escalar

+ 2
.y 2 >, ¢ ¥ g -‘2 '
v [4- 9+ 3 3¢:[+ 64 |2 + 3—21 +36ngp |2 + ) =0 (IV.18)
2% a a a a a
constitue o sistema de eguagcoes cujas solucoes vamos procurar.
Fazendo w = 9 e n = - t2/6 em (IV.17) e (IV.18) e dividindo

(IV.17) por 3, o sistema de equagOes acima toma a forma:
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¥ a4
8n = aZéZ + -g- 34 F + aaé - - t(z:l:Zaz-a‘a" + 23‘32'3' -

¢

- 33% - a%3% 4+ 2 C—"»(az'a'a’ - aé3{] (I1v.19)

?

. . 2

. 2 . -2 s '2
18 - 9‘1 + 54é§+ 6b (2 + a_z) - stc(i + 3_2) ® =0 (IV.20)
¢ a a a a
Estas equagoes podem ser colocadas em uma forma mais sim

ples e mais conveniente para sua integracao se realizarmos u-

ma mudanga de variavel. Definiremos

2 .
x=f§—§£)—:‘ ; 'r=:-to e LP=3;EF (1v.21)
C

(deste modo.Ct)F = 1) e um novo parametro:

2
t
2 327 Pote
L 15"“ (Iv.22)
F

Designaremos a derivacao em relacao a t por uma linha. Nas
novas varidveis, as equacgbes (IV.19) e (IV.20) sdo escritas
{ver calculos no apendice III}:

2 2

2 p'2 ! t2 00
= x' + 6x i—f + 2xx' ;%-+ X X 1e2
!

+ X _lexlll -

S5
? ? :

LY
- 2x'x't — Iv.23
X2 (1V.23)

" 12 l ) 1y 2
18%" - 9 %— s27 X294 Xl ("—) Y- o (1V.24)
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Para que a(t) tenha um minimo em t = t,s as condig¢des de

contorno apropriadas sao:

4 ' 1/2
P, (t.)
(6g) = 0 ¢ aleg) < 0 e atsy) - [ 7ot L 3 T00l 2]

Nas novas variaveis definidas por (IV.21), as condigoes sao:

— 9 1y 1
x(1=0) = 1 ;3 x'(1=0) =0 e x'"(71=0)= t - 6“[’ (0)
?(0)

?2(0)
e 2 solugdo de Friedmann a(t) - g1/2 corresponde a solugao:
x{1) = 1 = s1 (1v.25)
4

As equagdes (IV.19) e (IV.20) admitem a solucdo de Fried

te P mais simples ob-

mann a(t) « t1/2 se e somente se & = ¢
ter este resultado a partir das equacgoes do modelo escritas
na forma dada por (IV.23) e (IV.24). Portanto, demonstrare -

mos que:

A condigdo necessaria e suficiente parna que x{t) -~t
sefa so0lucdo das equagdes (IV.23) e {IV.24) (com n< 0} &
que ¥ = c'te'°

(i) A condigao & necessaria: portanto Y = ct®. Neste

caso, as equagoes (IV.23) e (IV.24) se reduzem res-

pectivamente a

= x'? e X x4 x2 (I1V.26)
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. (3’:-—)2 = 0 (1v.27)

De {(IV.27) vemos que podemos ter

x'' =0 (1v.28)
ou

xll _

— =2 (IV.29)
Se x'' =.0, da equagao (IV.26)} temos que

2
5. x? (1V.30)
\p

Ambas as equagbes (IV.28) e (IV.30) admitem a solu-
cdo de Friedmann (IV.25).

Derivando (IV.29) temos que
x'' o= 2x! (Iv.31}

Substituindo (IV.29) e (IV.31) em (IV.26), temos

Derivando a expressao acima, obtemos

Portanto, a Unica solugdo comum 3s equacodes (IV.26)
e (IV.27) & a solugdao de Friedmann (IV.25). A solu-

cio ¥ = cte implica x(t)} ~7.

{ii) A condicao €& suficiente: portanto x{t) = st . Nes-
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te caso,

EI ]

x'' = x'' = 0,

As equagdes (IV.23} e (IV.24) se reduzem a:

|

2 i
1 2 N
=146 iﬁi'* 2 (1v.32)
e
% ' 2 !
. %.%rv ‘3 ; - 0 (IV.33)

De {(IV.32) temos que

2 _ 11 1% _1
¥ 312 6 2 31-

Substituindo a expressao acima em (IV.33), obtemos:
T 1 ¥ 59
. 1 + 7 ") + 3 o 0 (IV.34)

Vamos substituir em {(IV.34) a solugao

_ T i+j

1=0
Teremos:
E [(143) (1+3-1) + 15 +5(1+5)] 1 *9 = 4
Lo (i) (4] 17 + (i)t T2
im0

Desenvolvendo o somatdrio acima obtemos:



78

a, J(i=1) + %2 + %{Jrj + a][kj+1)j + }7 + %(j+1ﬂ1j+!+

vyl (342)(341) + 5 3 ()| = ]

Para satisfazer a igualdade acima, um dos expoentes
de t deve ser nulo. Por exemplo, se g =0, a, = 1
e todos os ag s i #0 sdao nulos; seq+ 1 =0,q = -1,
ay = 1 e todos os aj s i # 1 sao nulos; e assim por
diante. Portanto, a lUnica solucdo que satisfaz 3 e

quacao (Iv.34) @ P= cte =‘9F = 1.

Vale a pena observar que no modelo puramente

tensorial das flutuagbes do vazio, desenvolvido por Ruzmaikina

19 e Nariai 20

et al , a{t) deve satisfazer somente a equacao
(1v.9) (comd>=cte) que certamente admite outras solucbes além
de a(t) = t”z° Portanto o resultado que demonstramos acima
ndo se aplica dqueles modelos, embora eles sejam casos particu

Tares do nosso (na verdade, a Lagrangiana (IV.2) recai na lLa -

grangiana (I11.7), com 8 = 0, se fazemos ® = cte o % ).
Retomando as equacgoes (IV.23) e (IV.24), vamos deslocar a
origem dos tempos e tomar agora T = t/tc. Definindo

_ 2 _ 2.2
y = Xy, e h® = s Yo

obtemos as equagoes de movimento na forma em que serao integra

das:
2 V2 ' i
%, = y'2 + gy? %%5 + Zyy'\% + y'2§—— - 2y'y''t o+
i
+yce2 ||\i

- 2y'y ¥ (1V.36)



e
»2 _ 2
o1 3y, 1yt LYy,
¢ "'2"\-{;—*73,\?‘*57'—? 12(y )\‘0-0 (Iv.37)
As condigoes em T, = toftC serao:
hz \?\ 1/2

- . - ' = | 2710

yltg) =y, 3 ¥'(1,) =0 e y'' (1)) = " 6y 32 (IV.38)
0 0

I i :
onde“P0 a“?(ro) e \Po = ¢ (To) e a solugdo (IV.25) correspon-
de

y{t) = ht . (Iv.39)

Devemos procurar quais as condicoes adequadas para o cam-

po escalar em Ty Vamos expandir ‘(1) em série em torno de

¢ (1) 2\90 +k?1(1-10) + %kez(r-rq)z + ... (1v.40)

_e! 2
ondekP] -‘\30 e“?zag__‘zf

dt =T,

Vamos substituir (IV.40) em (IV.36) e (IV.37). Fazendo

T=T, e usando as condigoes (IV.38), da equécio (IV.36) resul

ta que:
2 2
2 P 2 N
h 2 11 h 2 V1
LN IV QAL I T A § .. (1v.41)
0 R 0 g2
to Yo kP0 ?0

A relaclo (IV.41) @ uma identidade e portanto fica satisfeita

para qualquer valor de @o e“P1,

De (1V.,37), temos:



2 1/2 i 27
e _,‘;ﬁ.}.*%? [ﬁ-syz\_l -%*ﬁkﬁ-eyzﬁ =0
pe ¢] 0 2 2 0,2
?@ 42 %o Yol¥o \
ou ainda
21172
2 2 P
1 n?2 1l 2 1
o ol'o

Elevando a expressao (IV.42) ao quadrado, temos:

2 2 !

1 h™+ 1,/1h _ 2
AP .,Z\/__“PO 4%t (IV.43)
Vamos da expressao (IV.43) que‘?o e necessariamente positivo:
em caso contrario, a expressao no radical seria negativa. Pe-
To mesmo motivo,

2
c¥2< 1 h
0 —?1"'§€ 2 V0"

Yo

39‘91 £for nule, haverda um minimo ou um maximo de ‘W(7) em T, o
h +. /0 - oy s . -
conforme 5y «\ﬁ?b for positivo ou negativo; como h e Y, $a0
o
positivos,‘fz sera negativo somente quando tomarmos a solugao

h SN
2..?0_ -\/IPO e \j\*o/ Wo‘

Resumindo a analise feita cima, somente podemos afirmar

que as condigBes de contorno sobre (1) devem satisfazer a:

“P(To) %%070 e O.‘_"P(To)f:-_;—-._"ifa (1V.44)
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Para n = +ti/6, as equacbes, nas variaveis y e ¥, sido:

2 12 !
_I"l_g: i 2 \'g___ akg“_ 2yt byt _ g1l
gyt by <z * 2yy ¢ Y oy 2y 'y Y
!!!\el 1
+ 2y'y'' > (IV.36")
¢
e
LP\l 1&9‘2 3y|lP ]yl!\? 1 -Y'|2\€ .
2R Sl e +17h7_) =0 (1V.37")

IV. 6 SOLUGOES ASSINTOTICAS
As solugoes y (1) e‘?(r) que procuramos para as equacoes

(IV.36) e (IV,37) devem ter os limites

y(1) =t e P =¥ = (1V.45)
para 1+ ., Podemos representar estas solucdes assintoticas
por:

y{t) = ht(1 + ef(1)) (Iv.46)
W(t) = 1 + sg(t) . (1v.47)

onde ¢ e § sao parametros que medem o quanto as solugdes se
desviam das solugcdes de Friedmann (IV.45) e sao tais que
lef|?<< 1
(IV.48)
l6g24¢ 1
Alem disto, f(T) e g{(T)»0 quando T+~ .

Substituindo (IV.46) e (IV.47) em (IV.30) e (IV.37) e u -

sando a aproximacao (IV.48), obtemos as equagOes a que f(t) e
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g(t) devem satisfazer (ver apéndice IV):

5 faa f' f & .
LI - — = f - 2.....;=....g' (IV.49)
z T 12 T &
e
L 3 _Q_" = - E £ __.l.. IV.50
9"+ 3 = " g | ) (1v.50)

As funcgdes f{t) e g(t) devem ser tais gque suas derivadas
de qualgquer ordem tendam para zero assintoticamente, ou seja,
devemos ter:

f(n)+ 0, quando Tow

(Iv.51)
g(n)+ 0, quando t-e

As equacdes (IV.49) e (IV.50) podem ser colocadas numa
forma mais apropriada para a obtencao de suas solugdes assintd
ticas., Definindo

Y = (tf)' e X = 132

e substituindo estas novas varidveis em (IV.49) e (IV.50) te -

mos:

e Xl ooy oo x1/z (IV.52)
. 21t T

X=-g &2y (1V.53)

Substituindo (IV.53) em (IV.52) apds deriva-la novamente, obte

mos a eguacao para Y(T):

1
)

| S 5 v Y
_— - = Y - — =0
T2 6

21

Yl!l+

que reescrevemos em termos de f({rt):
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fgsa!+4fﬂﬂﬂ+fﬂﬂn

T T T 2T T

De acordo com (IV.51), assintoticamente podemos desprezar os
termos proporcionais a 1°% , 72 e 73, Finalmente, parat+w
f{t) deve satisfazer a:

grive . % £10 = 0 (1V.54)

Esta equaclo admite quatro rafzes:

Prp=rp=0 e rg =\[§\ Ty = *{g\

-

A solucdo geral de (IV.54) é:

N\ =\
f{t) = A +B + C exp(V%r) + D exp(-J%T)

onde A, B,C e D s3o constantes. Para satisfazer a condigdo
f({t+=}+0, tomamos A=B=C=0 e a solucido particular que nos inte-
ressa @:

f(t) = D exp(—dg;) | (IV.55)

Obtemos a equacao assintotica para g{t) desprezando os

termos proporcionais a ™l e t72 na equagiq (IV.49):

{CICR ' (1V.56)

mjor
o}

Substituindo (IV.55) em (IV.56) e integrando esta equagdo, ob-
temos:

5,
6

g(t) = - %g-exp(-J 1) (IV.57)

As solugoes y(1) que procuramos devem ter um minimo posi-
tivo em 1t = Toe Portanto, podemos expandir y(1) em torno des-

te ponto:
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y(r) = yg + 3 vy Tt )t b g vyt (et e L

Para as solugdes ‘P(t), proximo a 7 = Ty vale a expansao (IV.40).
Iv:7 INTEGRAGAO NUMERICA DAS EQUAGDES

Realizamos a integracio numérica das equagdes (IV.36) e
{1v.37) utilizando um programa Fortran (método Lunge-Kutta -
6Gi11), conforme apendice V. As integragdes foram realizadas a
4

partitr de Ty = 10, no sentido decrescente de T, com f(ri)=-10'

e para diferentes conjuntos de valores de €,5 e h, arbitraria-

mente escolhidos. 0Os valores de f'(rt;), f"(Ti), g(Ti) e
g'(r%) foram calculados fazendo f(Ti) = -107% nas equacoes
(rv.55), (1v.57) e suas derivadas. Os valores iniciais de

y(t) e (1) foram determinados através das solugOes assintoti-

cas {Iv.46) e (IV.47).

Para f( ;) = -107% , temos:
fr(ry) = 9,1287 x 1077
fl'(e ) = -8,33333... x 1077
Se tomamos € = &, temos que g = % f e q' = - % f'. Portanto:
g(t;) = 1,6666... x 1077
s (I1V.60)
g'(Ti) = -1,152145 x 10 -,

Os valores de‘?(xi) EkQ%Ti) independem do sinal de T. Se

tomarmos § = - , obteremos:

-1,6666...x 10°°

9(11)

5

g'(t4) = 1,152145 «x 107
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Se ca1cu13rmos‘?(ri) e 9‘(Ti) com (IV.60), ohteremos:

1+ 1,6666... x 107° §

- 1,152145 x 107> § ;

ik

(T.i)
(T-i)

]

se calcularmos com os valores (IV.61), o resultado sera:

(1;) =1+ (=) 1,6666... x 107° (-) &

(1;) = 1,152145 x 107° (-)8

13

Na tabela 2, mostramos os resultados para 0s casos em que
e <0e & =2¢. Para o parametro e negative todas as solucoes
obtidas sao ndo singulares. Por outro lado, para & positivo e
& = Y¢ e os mesmos valores de h da tabela 2, as solugoes sao

todas singulares.

Para n > 0 (equagdes (IV.36') e (IV.37'}), todas as solu
¢bes encontradas, independentemente dos valores e sinais de ¢

e &, sdo singulares.

Considerando a imprecisao devida ao uso de um método numé
rico para integrar nossas equacdes, uma simples inspecgao da
tabela 2 nos mostra que solucoOes com mesmos valores de € e § e

diferentes valores de h sao proporcionais, ou seja,

o5
oy
e
-]

0
= (IV.62)
HE 02

~=

Como ¥ nido depende de h, os wvalores de“?0 $3ao oS mesmos. Tam-
bém o valor de § € o mesmo, em consequéncia da relacao de pro-

porcionalidade (IV.62}):
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© Por outro lado, as solucdes com mesmos valores de ¢ e § e dife
rentes valores de h sao a mesma solucdo para o campo escalar e
as solucoes corréspondentes para y{(t) podem ser obtidas uma da
outra por um deslocamento da origem. Nao se poderia esperar
resultado diferente uma vez que h € simplesmente a constante

da solucao de Friedmann, y(t) = hrt

Na figura 1, apresentamos o grafico da solugao y(t) obti-
da para h = 5 e g =8 = -1 e o grafico da solucdo a('r)/a0 cor-

respondente.

IV.8 A CONSTANTE GRAVITACIONAL

As equacdes do modelo aqui proposto para descrever a gra-
vitacao admitem solucoes cosmologicas de tipo Friedmann, nao
singulares. No entanto, o resultado mais importante deste tra
balho esta relacionado com as solugdes obtidas para o campo es

calar,

0 campo escalar¥ (1) & proporcional ao inverso da constan
te gravitacional G e portanto a cada solugdo ‘P (1) obtida cor -
responde uma solugao G{t). Verificamos que para as solugoes
que obtivemos, as G(t) podem ser (bastante precisamente) des -

critas por expressoes do tipo:

max

2 i 2
G =G exp(-55) + e(r)[} - exp(-IijJ (1V.63)
b d
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onde o{t) € a funcdo de Heaviside, definida por
{t) =0, t< 0 e oft)y=1,1t=20 .

e b e d sao constantes que caracterizam as diferentes solucles

para os diferentes valores dos parametros arbitrarios da teo -

ria, e e 8§, Na figura 2, apresentamos o grafico da“f(r) e
G(1) para ¢ = § = -1, Para esta particular solugao, b = d =
3.,6.

0 fato de termos cbtido para as solugoes de nossas equa -
¢des, integradas por meio de métodos numéricos, expressoes ana
1fticas extremamente simples (e tamb&m bastante comuns em F?si
ca) & um resultado interessante. Ademais, a expressdao (IV.63)
& bastante sugestiva: a dependéncia cosmica de G(t) obedece a

uma lei Gaussiana a qual se superpbe, em t = 0, a funcao
2
1 - exp{-+=)
d2

Esta funcdc cresce durante um certo intervalo e tende para o

valor 1, o que nos sugere que ela possa estar associada a uma
espécie de efeito de saturagdo. Obviamente, ndo temos nas con
digdes atuais, dados suficientes para tentar uma interpretagao
deste resultado ou uma explicacao para o aparecimento deste e-
feito. Poderiamos, no entanto, fazer algumas observacoes de
cardter especulativo. Aparentemente, a eliminacdo da singula-
ridade pelo método aqui desenvolvido traz consigo o aparecimen

to de um efeito novo. Isto se constitue num resultado positi-
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vo, pois nio hd, em principio, nenhum motivo para que o efeito
de saturacdo na constante gravitacional ndo possa ser analisa-
do & luz das leis fisicas conhecidas. 0 mesmo n3o ocorre nas
vizinhancas da regiao singular (como foi bastante discutido

nos capftulos anteriores). Na conclusdo deste trabalho, discu

tiremos algumas questoes que o resultado ohtido nos sugere.
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CONCLUSKAO

A singularidade que aparece nas solucoes cosmoldgicas de Fri
edmann implica na existéncia de um momento na histdria do univer
so em que a densidade de matérja tende para infinito. Nas vizie
nhangas desta regido as leis fisicas conhecidas tém de ser aban-
donadas, o que impossibilita o estudo dos processos que aj ocor-
rem, No entanto, se desejarmos alcancar a compreensao das origens
do universo, devemos investigar os instantes iniciais da sua atu
al fase de expansao. Ao impasse que a existencia da regido singu
Tar coloca, oferecem-se duas opcoes de salugao: ou a singularida
da & evitdvel ou novas leis fisicas, capazes de descrever adequa
damente os mecanismos que gaovernam o comportamento do universo
proximo a regido singular devem ser procuradas.

Na verdade, a decisdo entre as duas opgoes colocadas acima
€ uma questdo experimental. A escolha da sequnda alternativa im-
plicaria em todo um projeto de reformulacdo da Fisica para 0
qual nao possuimos hoje nemhum suporte observacional. A radiacdo
isotrfpica de background &€ a #nica informacao que se possue sg@ -
bre os instantes iniciais da atual fase de expansdo do universo.
Ela sugere que o universoc tenha passado por um estagio extrema -
mente quente e denso (nao necessariamente T-we p~e), em que a
densidade de radiacac,em equilibrio té€rmico, supera a densidade
de matéria. A singularidade das solucdoes de Friedmann € uma re-
presentagdo possivel deste estagio, mas certamente ndo a Unica .
Um modelo nao singular pode igualmente descrever uma fase extre-

mamente quente e densa do universo. Lembramos, no entanto, que
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os modelos de Friedmann descrevem corretamente as caracteristi
cas atuais do universo.

Assim, em completo acordo com as evidencias observacio -
nais, nos propusemos neste trabalho a obter solucbes cosmoldgi
cas n¥o singulares, assintoticamente de tipo Friedmann. 0 mode
1o escalar tensorial da gravitagao, modificado pelas flutuagoes
do campo gravitacional no vazio, mostrou admitir tais solugoes,
confirmando a nao inevitabilidade da singularidade nos modelos
expansionistas do universo. Ks solu¢Oes naoc singulares obtidas
correspondem solucgOes para o campo escalar e consequentemente,
solugoes para G(t). Embora as equacoes tenham sido integradas
através de vm método numérico, foi possYvel relacionar as solu
¢Bes G(t) a expressoes analiticas extremamente simples.

Ao analisar os regu!tados obtidos neste trabalho, devemos
antes de mais nada, salientar a extrema simplicidade e beleza
da expressao obtida para 6, Esta funcao apresenta um comporta
mento gaussiano para t<0. A partir de t=0 a este comportamento
se soma uma fungao que satura no valor atual de G. Ademais, ao

comportamento quase gaussiano da constante gravitacional em

torno de t 0 corresponde a passagem de a{t) por seu valor mi
nimo, e ao aparecimento do efeito de saturagiao corresponde a
estabilizacdao do universo numa fase que vem a ser corretamente
representada pela solugao de Friedmann.

Estes resuyltados, a saber, a forma de G(t) e a correlacgao

entre seu comportamento e o comportamento de a(t), sao altamen

te sugestivos. Aparentemente, em t = 0, ocorre algum processo
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que altera o comportamento gaussiano desta fungao e causa um e
feito de saturacao (G»GF), 0 fato de que a(t) passa por seu

valor minimo enquanto inicia a saturagao em G sugere que a sin
gularidade tenha sido substitulda pelo aparecimento de tal pro
cesso., Sendo a eliminacao da singularidade uma tentativa de
estender a validade das leis da Fisica além dos instantes ini-
ciafs do universo, acreditamos que nosso resultado abre um ca-
minhe para a realizacdo de tal projete, pofs naoc ha motivo pa-
ra que ¢ comportamento da constante gravitacional em torno de
t = 0 nao possa ser explicado dentro do contexto da Fisica co-

nhectda,

A busca da compreensao da natureza e origem do processo
que causa o efeito de saturacao na constante gravitacional na
solucdo obtida neste trabalho & uma primeira quest3o sugerida
por nossos resultadgs. 0 efeito de saturagao aparece em ou -
tras situacdes na Fisica, e existem modelos para explica-lo .
No entanto, consideramos que qualquer tentativa de extrapolar
um destes modelos para o comportamento de G nos levaria ao ter
reno da especulagdo, uma vez que, como ja observamos, os dados
observacionais que se possue sobre os primeiros estagios do u-
niverso em sua atual fase de expansao nao fornecem base sufi -
ciente para tal projeto. Deixamos aberto um caminho para in -
vestigacbes futuras, que se seguido poderd resultar em contri-

byi¢des na busca da compreensao das origens do cosmos.
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TABELA 1: SOLUGDES DE FRIEDMANN EM FORMA PARAMETRICA

K a(n) t(n)

1 sen n 1 - cos n
o o

-1 senh n coshn -1

1 1 - cos n n - sen n

0 % n2 % n3

-1 cosh n -1 senhn - n




TABELA 2
h €
5 ~-0,5

5 -1

5 -2

5 -5

5 -10
5 -20
0,1 -0,5
0,1 -10

10 ~-0,5
10 -2

-10
-0,5

11,3
15,3
19,6
24,4
28,4
32,6

0,2

0,6
24,3
38,4

93

To

P

0,93
0,34
0,96
0,96
0,97
0,97
0,93
0,97
0,93
0,96

0,44
0,32
0,25
0,20
0,18
0,15
0,43
0,17
0,41
0,26
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LEGENDAS PARA AS FIGURAS

Figura 1: Solucoes para h =5, e = -1 e § = + 1.

(a) Grafico de y(T)
(b) Grafico de a(t)/a, , onde a, & o valor minimo

de a(t).

1
+
el

Figura 2: Solugbes para h =5 e ¢ = -1 e §

(a) Grafico de Y(T1)

(b) Grafico de G(t)/Gp, onde G e o valor atual da
constante gravitacional.. A curva em linha
cheia € a solugdo obtida. Para 1=0, ela cor-
responde a some das duas curvas em linha trace

jada,
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APENDICE 1

DERTVACAO DAS EQUACDES (1Vv.4), [1V.7) e (IV.9)
As equagbes (IV.4) sao obtidas da Lagrangiana (IV.2)}, a
partir de um principio variacional, A variagcao de {1V.,2) em

relacgao a 9y © suas derivadas se escreve:

L= 6/ =g k?(n + nR%) - w P0di8 o y L?J+

+ /-9 E?(1 + 2dR) &R - w @,a‘$,8 guﬂ

Faremos uso das seguintes igua]dades(24)

-
*

TG = VTG g™ by (A1)
59 « -g™ %% g, (A.2)
§R = <RMY 89, * SRy, 9

gu\) gcT ((Sg].j\J',O';T "59110.;\);1_)

- RV sg (A.3)

uv

Substituindo em 8L as expressbes (A.1), (A.2) e (A.3), teremos:
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My

1 Hv
SL=ylg g+ /75 (1 + 2nR)(-R 59, *

v _ab sH LV
+ 9" g% (8g Lt 890y g)) * wg;”é; 89,y

A condicdo de extremo do principio variacional &:

8 J L dx = j Y { %“}(R + nRA)* -w®,098 gaB" gwﬁgw +
4L K i

uv _ ny
+ YT sg &1 + 2nR) R 59,y *

+ &1 + 2nR) g™ "V (sg - &g

uv,a,8 ya,v,8)

+ W 3?’“3.?’” 89 Ly d

-

= 0

onde usamos a definicdo do tensor energia-momentum (I.,2). Va-
mos integrar separadamente o termo

Warrn a8 guv . !
J g <?(1 + 2nR) ¢°° g (Gguv,a,s Ggua,u,B) d x
Lembramos que a variagao de Iv € nula na hipersuperficie que
contorna o 4-volume de integracdo e que g”v,a = 0, Integrando

por partes, obtemos:

-.-69

I /T (1 + 2nR) gV g*F(sg

b _
v;B) ¢ x =

HviasB ua;
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= I V=g (1 + 2nR) g2t guv(éguv;a L PN I d4 +

- S =q - af _uv 4
j g [4’(1 + 2nR)];B (89,50 = 89yl 9 9 d7x
0 primeiro termo & uma divergéncia total e se anula devido as
condicdes de contorno sobre Sguv Integrando por partes nova-
mente, temos:

} d%x =

[ /=0 + 2r) 5°® g¥(sg - &g

uvio:f uoasv B

- j T e [#(1 + an);B;a - E@(] + ZnR{];B;V}gaBguvsguvd4x =

- J v -9 { d‘)gu\’ + 2n (dg R) g™V - #’”;v - 2n(_<‘>R)’“;\’!6g dx

uv
J

Entao:

GILd[‘xaj‘/——"—g_ %[#(R"‘HR)'W\!;GFG gHY & yTHY -
@ ,
- (1 + 2nR) RMY 4w %’”dz"’ - O g"v - 2ngRr) g™’ +

+ MY 2n(§R)’““’} 59, 4

Como as variacgoes Sguv s3o arbitrarias, o integrando & nulo .

Lembrando que
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Rll\) uv GU\)

_%Rg =

obtemos finalmente a equacao (IV.4).

A m8trica de Robertson-Walker tem componentes

900 - 1; g,s.! ﬂgzz = g33 = 'az(t) e guv = 0! Hu # v o3 (A'4)

v g"% = 5 %, calcula-se

de 9y v !

a0 . 1. 911 - g22 . g33 .. 12
a“(t)

(A.5)

As lnicas componentes nio nulas das afinidades construidas

com (A.4) e (A.5) sdo:

rél = 1‘05 = F6§ B %. (R.6)
rgl - rgz = rg3 = aa (A.7)
0 campo escalar & fungdo somente do tempo; portanto:
qa,a;s gas - ¢,a;8 gaB - éP,p rgs gas
$.0,0 " P,0 - ii Tt Tyt Ta
c13,0,0 + 3 47,0::“ (A.8)
4),0;0 . (b,o,o . ¢,o rga g%0 - (t),o,o -~ (A.9)

Mas , <#’O = c¥’0 =-%$ =(¥ .



101

Por definic3o, o tensor de Ricci &:

R =P - 1P -19 r® 4 P ¢
pv Ho, v uv,p v Cop av " up

Portanto, sG s3o ndo nuias as componentes

o]

- 7P D
ROO roo,o * rco rOp
_ o a(t
= 3 2 (A.10)
= = = 1P g p p o
Ri1 = Rz = R33 = Tyy o= Ty Top + Tor oo
= <232 - a¥ (A.11)
A curvatura escalar R = Ruv g“v 8
- _ a2
R R00 - @ (R11 + R22 + R33)
« Saa v 8 (R.12)
a
Logo:
R = E—%—(azéi’2 v a4 4 2a552) (A.13)
Derivando (A.12), obtemos:
. s o .3
R=624 -a-g- - 12 15
a a a (A.14}

Temos ainda que:
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[#8]

De (A.8) e (A.9), vemos que

. d2
OR) = Sr) + 38 )

. 2
©r)* %0 = £odr)
. dt

A componente u = v = 0 de (IV.4) e

it

L 22 1 d oo _1d* A4 2. 1 42,00 |
ot % - ] et st ]

SIS

ou ainda:
GOO=8W%-(£)-+2n H-Rz—RR00+3E¢R+33R+
a a
+w-—5dp2 + 32 Qi] (A.15)
ZQ a

Substituindo em (A.15) as expressoes {(A.10), (A.12), (A.13) e
(A.14), temos, finalmente:



& 3 a:-;]
+ 2= (5 + =) (1V.9)
¢

Substituindo (A.8), (A.9), (A.12) e (A.13) nesta expressao,

obtemos:

e

|

+

on
..-e-
ol

) .9
+ 36 n@(i + %)2 = [ (IV‘.7)
a a

o
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APENDICE 1II

_ A DEPENDENCTA DAS EQUACUES DERTVADAS DE L, = /=g RZ E

L, = /=9 RHUR““ PARA METRICAS HOMOGENEAS E ISOTROPICAS
No-apéndice I calculamos a variacao de Ly = /=g R? . se

b= c*®, obtém-se:

5 I /TG R dix = J«Tﬁ{% RZgHY 4+ 2 RgMY - 2 RPWIV -

uy 4
- 2 RR }6guv d’x (B.1)

0 argumento de que as equacoes derivadas a partir de

Ly = /-9 RZ e L2 = /=g RuvR“v n3o sio independentes para um
universo homogeneo e isotropico € citado na literatura para
justificar a adocao de somente uma destas duas Lagrangianas

como correcado de segunda ordem 3s equacdes de Einstein. Apa-
rentemente, a demonstragdo deste resultado nao & publicada em
nenhum texto de Relatividade Geral e/ou Cosmologia e em nenhu
ma revista cientifica acessivel. Portanto, achamos convenien

te demonstra-1o nos mesmos.

Vamos calcular a variacdo de Ly:

4 ]
s J /75 R RY dtx = % j/?g[ﬁuvR““ g%sg , + 6R R¥ 4

H uv

(B.2)

+ R aRuf]dax
Hv

Fazendo uso das igualdades
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- 489 - 89

89 UT3VIT

-+
GQUVQU;T CTiUsV VT;U;U)

sRHV= g4 BoR HogaTgVB 4 gHagVPgBT) g

af RGB(g

podemos calcular o segundo termo de (B.2) facilmente:

— HV uv 4.
j e [(SRWR + R eRWY] ab

I Very [f““g“Ttsg 89 - 89 -89 ... ) -

+
UvVLioLT CT UV UG 3V T VT3u;0

- up, oo VB uao,. vp  Bo &, _
" RuRaple 9 97" + 9770 g )Ggp%] d”x

v Hv af UV _ puo VT _ VT uo  _
I 9 [DR + R so3 89 R ;13509 R 1037

_ uB,v &
2 RMPR é] 89,y d " x

Portanto

1]

I /=g R RMY d%x
uv

UV _ puo vT

— 1 af . uv uv aB
J &l [% RuBR d * R + R sa Bg ;T30

A equacao derivada de Ly a:

oy = % RZ2gHY 4 2[ORgMY - 2 R*M3V - 2 RRWY

Para a métrica (IV.6), a componente u = v = 0 de o, se escre

ve !



29 - 4 . 2
0 = -18 35 - 54 Ez + 36 i% + 36 532
a a a a

~ De (B.3), vemos que a equagdo derivada de Lz e:

- aB _uv uv af BV _ puO VT _
5 RygRogh" + CIrR"Y + R 289 R 109

A componente pu = v = 0 €:

1 af 00 00 aB 00 0o 00 _
G = 3 RygR 97" # LIRTY + R case9 — R L0549

RTO 400 _ RooRoo

(B.4)

Para calcular os diversos termos da expressado acima fizemos

uso das componentes das afinidades e dos tensores de curvatu-

ra calculados no apendice I. Calculamos também:

Mli,0 = 3" +ad 3 7Tg o= % i %é
Obtivemos que:
%RaBR“B-sz—i-+si—2+5§§
R . R"O,O,0 + 6gL1(ROC rélrgl + Rllrglrgl )—SROO,
ROO”O’0 - 21 3%2 + 12 é% + 9 é%u

a 2 a

0

T

0

119

11



00 . po0o0
R 5050 = R 0,0
“ee « Fos 2
R“B’Q,Bg°°= ROO o+ 15 8- 21 324 63
3 H 3 L) a a a
o Do
0o 0o 00 aa a aa
RO 400. p - 24228 4,982 4,622
;050 ,0,0 33 ) L2
.2

00 _ g 2.
R Roo =9 a2

Substituindo as expressdes acima em (B.4), temos:

wod o & o Boo s 0 = 4
ay = 655+ 6 2,46 32 4 R0 o213 w12 340 28
a a a i a a a
< “290 nl2 1.20!
+ ROC 0ot 153 - 2182 4 6d -2 00 0.0+ 4832 -
*Ee a a a *H a
a aa’ a’
= 36 —_ ™ 12 _ "8 o SV
a& a2 a2
002 “4 002
= - 62 - 18 EZ + 12 333 + 12 E% (B.5)
a a a da

Comparando (B.4) e (B.5) vemos que para uma métrica homo
genea e isotrdpica, @) = 3a, e portanto as equacoes derivadas

de L] e L2 nao sdo independentes,
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APENDICE IIl

. OBTENCRO DAS EQUACOES (1v.31) e (1v.32)

As equagfes

o 2 & . . .
%ﬁ 0 34 = azéz + 3 a4 4 a3a @-- t2 2a2aa'+ 2aa2$ - 3a4 -
@" 0 7 2 ¢ C
- a2y 4 2 (a2ad - aé3i| (1V.27)
b
.
Ve 2 s v . <27 .9
180 - 9 ¢ + 54 2d+ s<§> [E-. + a_zJ - th‘;[é- + l;kh 0 (1v.28)
47 a a a a a |

podem ser colocadas numa forma mais simples, se realizarmos a

seguinte mudanca de varidvel:

t-t
XE[ELL)—]Z H T = 0 e LP"‘ ¢ (IV.29)

s% = (1V.30)
T G

Portanto, dx _ dx 1 Designando a derivacao em relacao a t
dt  dt t.

por uma linha, temos:



Portanto
xa
xua
e
xuu
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—S (2a2 + 2a%) (c.1)

— (62d + 2ad)

De (C.1), obtemos a(t) e suas derivadas em funcdo de x(t)

suas derivadas:

[~
[}

a
0

a
. 0

2t

o™

:—tlm o
O wle O

Vamos calcular os diversos

22

aa

2

it

c

x1/2

xl

(172

X

1 x'' 1 x* 2
271772 % x372
| X

X

3 x''t 3 x'x"! + 3 x '3
2 172 1% <377 B8 x572
termos de (IV.28) e (IV.29):

4

0 2
2X

c

1]

[ ]
ot

=3

4]
o O

XX

N
ot
[ 3

e
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-
ad r 2 )
2a255'= 211 xx'x''' - 3 x' x4 3x2
4 2 4 8
. X
5 _
2332-=ao ]xl2x|'_l£_]
2t2 2 X 4 X
4
" 3 a v 4
t X
c
& _
a2a2=32.|71xe02+]__'l:-lx'2x”]
té g 16 xz 4 X
4 —
aZai = iﬁ_ [} x'x't -1 ili}
2t§ ¢ A
_ ) ;
aéB - 03 X'
8tC X
a 1 x!
a T X (¢.3)
¥ La:_'-l.a_
a ti 2x 4 X2

Substituindo as expressdes (C.2) na equagao (!V.27) e usando

as definigdes (IV.29) e (IV.30), temos:

W
N

12 ' 120
=Xl2+6}(2%—-2-+2xx'%~+i_.__)i__2xfxlll+x||2
X

|

- 2x'x"¥; {(Iv.31)
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Usando as igualdades (C.3) e substituindo & por<PFf » (IV.28)

toma a forma:

22 (| ik 112
189 - oX 47 X, g Xty U 3x T L (IV.32)
LPZ X X fxz
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APENDICE 1V

- EQUACOES ASSINTOTICAS PARA 0S DESVIOS 4(t) E glt)

As expressbes assintdticas (t-»>«) para y(rt) e P (1) sao:

"

y{t} ht(1 + ef(t)) (Iv.45)

P(1) = 1 + 8g(1) (IV.46)

Vamos substituir estas solugoes em (IV.36) e (IV.37) e teremos
as equagdes a que devem obedecer f{t) e g{x). Derivando as

expressdes acima temos:
y'(t) = h ¢+ he(tf)'
y''"(t}) = he(xf)"'
y'''(7) = he(xf)' "’
() = 89"
P'(1) = 89"

Substituindo estas expressoes na equacao (IV.36), ela assume

a forma:
~ 2 ~ 12

B - h? & n%e?(xf)'2 + 2 hle (tf)' + 552|_9—-—-2—_i X
1+68g (1+8g) "

X E\zrz(l + (ef)2+ 2 ef)] + 26[91l

ht(1 + sf)Jx
+8g

X ‘} + he(Tf)'} s 0037 hzez(Tf)°'2 - 2[@e(rf)“Jx

T (1+e£)

X [h + he(‘tf)']+ h2e2(tf)''2 - 25 M[mmhf)‘]

1+6 ¢
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Como [sf|%<<], |Ggl%<<‘1, podemos tambem supor que
|ef||8g|<<1 e conservar somente os termos de primeira ordem
em ef e 89, Fazendo estas aproximagoes na expressdo acima e-

la se reduz a:

< 2e(tf)" - 28h%rg! < £ (af)'t 4 2e(xf)' "t = 0
ou ainda
L3 ] 1
f”a"""g'i'_"f'f'f—'Zi:%g' (1V.49)
T T T

Usando o mesmo processo em (IV.37), temos:

gt -1 g 3 gt Lt he(rf)) | 1 g, gqphe(ef)
Z q4sg 2 h (14 ef) 5 h (1 + ef)
12 (s sg) (f)'

2 (1 + ef)?

Conservando os termos de primeira ordem em e¢f e §g, ficamos

com:
g+ 3 sl L E(f) =0
ou, finalmente:
[ 33_1,__1_5 1y ﬂ ;
gor 38l [ « 21 (1v.s0)
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APENDICE V
PROGRAMA FORTRAN: METODO LUNGE-KUTTA-GILL

Dimenston F{5}, Y(5), Q(5), R1(4), R2(4), R3(4)
Dimension G(é)

T =10

R1{(1)=0.5

R1(2)=0,29289322

R1(3)= 1.70710678

R1(4)=0.16666667 |

R2(1)=2.

R2(2)=1.

R2(3)=1,

R2(4)=2.

R3(1)=0.5

R3(2)=R1(2)

R3(3)=R1{3)

R3(4)=0.5

DT = -1.E-2

D0 3 N=1.5

Q(N)=0

ICOUNT=0

Y(1)= Y{1)=Y(t=10)
Y(2)= Y(2)=Y'(7=10)
Y(3)= Y(3)=Y"'"'(1=10)
Y(4)= Y(4)=¥(=10)
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Y(5)=

DOT M=1.4

Z=Y(1)

ZP=Y(2)

7P2=Y(3)

ETA=Y(4)

ETAP=Y (5)

H=

F(1)=Y(2)

F(2)=Y(3)
Al=H*H/ (2. *ETA*ZP)
A2=ZP2%2P2/(2.*IP)
A3=2P/2

Ad=ZP*7IP2/(2.*1)
A5=3.*Z*Z*ETAP*ETAP/ (ZP*ETA*ETA)
A6=ETAP*ZP2/(2.*ETA)
A7=ETAP*Z/ETA

F(3)= A1+A2+A3+A4+A5-A6+A7
7P3=F(3)

F(4)=Y(5)
BI*ETAP*ETAP/(2.*ETA)
B2=3.*ETAP*ZP/(2.*1)
B3=ETA*ZP2/(6.%Z)
B4=ETA*ZP2*ZP2/(12.*Z*1)
F(5)=B1-B2-B3+B4
ETAP2=F(5)

Y(5)= Y (1=10)
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DO 9 I=1.5

G(1)=DT*F(I)
R=R1(M)*G(1)-R2(M)*Q(1))
Q(1)=Q{1)+3.*R-R3(M)*G(I)
Y(I)=Y(1}+R

CONTINUE

IF (M-1) 4,5,4

IF (M-3) 1,5,1
T=T+0.5*DT

CONTINUE

ICOUNT=ICOUNT+1

Yi=Y(1)

¥2=Y(2)

Y3=Y(3)

Ya=Y(4)

Y5=Y(5)

PRINT 6, Y1, Y2, Y3, F(3), Y4, Y5, F(5), T
FORMAT (14, BE14.6)

IF (ICOUNT-2000)7,8,8
STOP

END
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