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RESUMO

Estudamos neste trabalho a generalizacao do cam-
po de Klein-Gordon para variedades riemanianas, suas proprieda
des sob transformagao conformes e o processo de criagdo de par
ticulas escalares em universos em expansio. Analisamos a inte-
ragac entre um campo escalar quantizado e campos eletromagnéti
cos e gravitacionais classicos, e suas consequencias sobre o
fenomeno da criacdo de particulas. Estudamos também, a evolu -
¢ao de perturbagOes anisotropicas produzidas pela  propagagao
de ondas gravitacionais em universos do tipo de Friedmann qua-
si-euclidianos. Mostramos como as perturbagoes influenciam o
processo de criagdo de particulas e como as particulas criadas
pelas perturbagdes reagem sobre o universo. Além disso mostra-
mos que, de modo geral, o progcesso de criagao de particulas

nao funciona como um mecanismo de isotropizagao do universo.



IV

CONVENGOES E NOTAGAO

Indices gregos variam de 0 a 4
Indices latinos wvariam de 1 a 3
Assinatura da métrica: (+ - - =)
Simbolos de Christoffel: FgY

Operador de derivagao covariante: vu

Barra dupla significando derivacido covariante e

barra simples significando derivag¢ao ordinaria:

Vb FeE v T Fvlu v e

F - F =
M Ble” Taja)s
tensor de Riemann.

o
R = R
HV Hou

CONSTANTES E UNIDADES

(6.673 + 0.003)x10™ "cm®/gseg®

It

Constante gravitacional: G
=1
-1

Constante de Hubble: H = 55 km seg 'Mpc = (1,7x10°°cm)

PARSEC: 1 pc = 3.08x10 °Km



1 - INTRODUGAO

Na década de 1960 a 1970 ocorreram descobertas
de carater fundamental, que marcaram o desenvolvimento da cos
mologia relativista moderna. A primeira delas foi a descoberta
das fontes de radio quasi-estelares(l’z). A natureza destes
objetos € ainda indeterminada.mas ha evidéncias de que estas
fontes se-encontram realmente a distancias cosmologicas, sendo
portanto os objetos mais distantes-de ndés até hoje observados.
A segunda foi a medida de uma radiagao de micro-ondas de
”background"(s), consistente com um espectro de radiacao de
"corpo negro' de 3°K. Verificou-se que esta radiagao € isotrd-
pica, com uma precisao de uma parte em 10°. Esta radiacao se-
ria remanescente de um estagio primordial quente do universo
("primeval fireball"). A possibilidade da ocorréncia de tal es
tagio estimulou o estudo dos modelos cosmoldogicos anisotropi-
cos. As principais linhas de estudo destes modelos, naquela é-

poca, eram dirigidas para o problema da producao de elementos

nos estagios iniciais do universo.

0 modelo chamado de '"hot big-bang', proposto por
Gamow, Alpher e Bethe(z) teve entao uma prova substancial.Esse
modelo fornece dados que estao em bom acordo com as observagoes

como, por exemplo, a existeéncia e isotropia da radiagao de



"corpo negro'', a isotropia e homogeneidade do universo, abundan
cia promordial de hélio,etc. Nesse modelo, no entanto se tor-
na muito dificil e arbitrario explicar a formagdo de galaxias.
Isto se deve a uma de suas hipOteses fundamentais segundo a
qual o universo teria se originado em um estado de rapida ex -
pansao com condigdes de quase isotropia e homogeneidade de tem
peratura e densidade. Com estas condigoes, nao fica clara a
origem de perturbagdes na densidade da matéria com amplitudes
suficientes para sua condensagdo em galaxias. Misner(4) e ou-
tros sugeriram entdao que o universo teria se originado em um
estado altamente cadtico, no qual poderiam estar presentes to-

dos os tipos de anisotropias e inchomogeneidades.

Surge entao uma das questdOes mais importantes da
cosmologia: "porque o universo € atualmente td3o isotrdpico?”
Misner propds que processos fisicos que teriam ocortido- nos esta-
gios primordiais da evolugdo do universo foram os responsaveis
pela redugao da anisotropia., Dentre estes processos o mais im-
portante seria a interagao de neutrinos excitados termicamente
e pares eletron-positron {"viscosidade" dos neutrinos) durante
a fase na qual o universo estava a uma temperatura de 10lO oK
Os arguﬁentos de Misner- foram contestados por ‘varios autores
0s quais mostraram que a viscosidade dos neutrinos so seria ca

paz de fazer decrescer a anisotropia se esta nao fosse inicial

mente muito intensa(s).



Uma outra linha de trabalho sobre modelos aniso-
tropicos foi desenvolvida por Lifshitz, KhalatnikOV'eIklhmkig?
Eles mostraram a existéncia de um "estagio de vazio" perto da
singularidade dos modelos anisotrbpicos, durante o qual a ma-
téria ndo afeta a evolugdo do universo. Mostraram também que o
comportamento assintotico da métrica perto da singularidade,em
cada ponto da hipersuperficie singular, € do tipo ''mixmaster"

(4)

proposto por Misner

Muito recentemente um outro mecanismo de isotro-
pizagao foi sugerido por Parker(7) e Zel'dovich(s). Trata-se
do processo de criacdo de particulas, atraves do qual a ener-
gia de anisotropia da geometria & convertida em matéria. A ori
gem do estudo deste fenomeno, no entanto, data de 1939, quando
SchrUdinger(g) publicou um trabalho sobre a propagagao de on-
das classicas em universos em expansio. Neste trabalho ele ve
rificou que devido a variagao da métrica com o tempo ocorre o
fenomeno de"backscattering" ou reflexdo das ondas. No contexto
de uma teoria quantica, a amplificagao de ondas €& traduzida

em termos de criacao de particulas.

Parker(7) estudou a criagdo de particulas em uni
versos de Friedmann quasi-euclidianos, e mos$trou que nao ha
criacao de particulas de massa nula. Isto se deve a invarian-
cia conforme da equacdo do campo e ao fato de que a métrica i-
sotropica € conformalmente plana, conforme Zel'dovich(lo) de-
monstrou. A criagdo de particulas sem massa requer uma métrica

anisotropica.



Dentre os efeitos cosmologicos do fenomeno de cria
¢ao de particulas & de importancia fundamental a reacgado das
particulas criadas sobre a métrica. Estimativas semi-qualitati
vas de Zel‘dovich(s) mostraram que a producio de particulas per-
to da singularidade de um modelo cosmoldgico anisotropico pode
acumular uma energia suficiente para a isotropizagao da expan-
sao. No caso do modelo mixmaster se manifesta um outro aspecto
do fenomeno: a mistura dos modos de vibragao do campo. Segundo
Hu(lz), a mistura de modos favorece a troca de energia entre

particulas criadas em diferentes modos e tende a tornar mais

efetivo o amortecimento da anisotropia.

0 nosso trabalho se desenvolve no sentido de es-
clarecer alguns aspectos do fenomeno da criagdo de particulas,
especificamente a influencia de campos eletromagnéticos sobre
o processo, e a reagao das particulas criadas sobre a métrica.
Mostramos que a presenca de campos eletromagnéticos inibe 0
processo de criagio de particulas e também, que a reacgdo das
particulas criadas sobre a métrica nao funciona, de modo geral,

como um mecanismo de isotropizacgao.



2 - UNIVERSOS EM EXPANSAO

Neste capitulo faremos um estudo sumario das mé-
tricas de Friedmann, Kasner e Mixmaster as quais serao utiliza
das nos capitulos seguintes. As componentes do tensor de Ricci
para os diversos casos estdo calculadas e tabeladas no Apendi-

ce A.

2.1 - 0 MODELO DE FRIEDMANN
As solugoes de Friedmann para as equacgoes de
Einstein se baseiam na hipdtese de que o Universo é homogéneo

e isotropico.

Os dados astronomicos existentes revelam que no
estagio atual o nosso Universo apresenta um alto grau de homo-
geneidade e isotropia, em escalas da ordem de 108 anos luz. Es
tes dados provém de varias fontes; observa-se por exemplo, que
a atual taxa de expansido do Universo & da ordem de 55 km/seg
megaparsec em todas as directes, e que as fontes de radio ex-
tragalaticas sio distribuidas quase que isotropicamente. Além
destes fatos, recentemente foi detetada uma radiacgao de fundo

de micro-ondas, a qual se apresenta altamente isotrdpica.

Estes fatos fazem com que a métrica de Friedmann
assuma um papel importante na descricdo do estagio atual de

evolugao do Universo.



A homogeneidade do espago significa que por qual
quer ponto do espago-tempo pode-se imaginar uma hipersuperfi -
cie tridimensional do tipo. espago, chamada de hipersuperficie
de homogeneidade, sobre a qual as condigdes fisicas sao as mes
mas em cada ponto. Isto &, a pressido, a densidade, a curvatura
e a taxa de expansao local observada sao as mesmas em todos os

pontos.

A isotropia requer que, em qualquer evento,  um
observador ligado a um sistema de coordenadas co-movente nao
pode distinguir nenhuma de suas diregOes espaciais através de
medidas fisicas locais. E claro entio que a velocidade da maté
ria em qualquer ponto deve ser perpendicular i hipersuperfi-
cie de homogeneidade, porque em caso contrario seria possivel
definir uma diregdo previlegiada o que iria de encontro a hipd
tese de isotropia.

Vamos escrever a métrica de Friedmann sob a for-
12
ma (12)

H

ds? dt? -az(t)[dxz + g?(x) (de2+ sin26d¢2)] (2-1)

dt? - a?(t) de?

2 . - - . ) .
onde d% e a métrica do tri-espago, cuja curvatura K (constan-
te e independente do tempo) pode tomar os valores 0, +1 ou -1

conforme se tenha



X (K= 0)
o{x)= sen x (K= +1) (2-2)
senh x (K= -1)

K = 0 corresponde a uma hipersuperficie tri-dimensional plana
euclideana. Neste caso, 0 £ x<® ,0 £ 6 g m1e 0 ¢g 21, eo0

volume do tri-espago calculado por V = f /=g d%yx €& infinito.

K = +1 corresponde ao modelo espacialmente '"fechado. Tem-se
neste caso 0 £ x ¢ m, 0 g0 g mTe0<£ ¢ < 20 . 0 volume do

tri-espago € proporcional a a®(t).

K = -1 corresponde ao modelo espacialmente "aberto'. Tem-se
0 X< ,0g06<m ,0g¢ < 2m . 0 volume do tri-espago € in

finito.

A hipotese da distribuicdo homogénea e isotropi-
ca das galaxias, consideradas como "pontos' em um volume de di
mensoes da ordem de 108 anos-luz sugere considerar um tensor
momentum-energia do tipo associado a um fluido perfeito, com
pressao p e densidade“ p que podem depender apenas do tempo,e
cujas linhas de fluxoc sao curvas‘(x,e,¢) constantes, de modo
que o sistema de coordenadas € co-movente. Tal tensor pode ser

escrito sob a forma

TU'U = D VU V'\) - p hUV . (2—3)
onde
0 H
= = 2—
vy §, » VvV, V +1 (2-4)
e
hiy = 8- ViV, (2-5)



& o tensor de projecdo no tri-espago ortogonal a Vu . 0 tensor

Tuv satisfaz a lei de conservagao

THY = 0 (2-6)

Usando as curvaturas calculadas no Apendice A,as

equacgoes de Einstein

Guv = - Tuv (2-7)
se tornam
2
é_..'i-.l.(_:%
a at
(2-8)
a 52 K _
2 a 2 2 p

Dois tipos de equacao de estado p = p (p) sao

particularmente importantes

=]
1
o

(2-9)

as)

i
]

©

O primeiro caso, p = 0, cqrresponde a conside-
rarmos uma distribuicao incoerente de matéria no universo. O
segundo corresponde a um universo fotonico, onde a radiagao e-
letromagnética &€ dominante. As solucbes das equagoes de Einstein
correspondentes estao tabeladas abaixo parametrizadas por

dt = adn .



) o, pM a® n const. P 3 pY . pM a* v const
K a(n) t(n) a (n) t(n)
r—;l 1l - cos n n - senn sen n 1l - cos n
T 1l 2 1 s 1 2
-1 cos hn -1 sen hnn -n sen h n cos hn -1
. (12) -
Definindo 0S$ tensores de rotagao Wy e de

"Shear" qu , € 0 escalar de expansao 6 , respectivamente por

0, = 3 h[ﬁ huﬁ Vo, e (2-10)

T % h(s hv§ Vane” % ® huv (2-11)

g = V“"a (2-12)

com Vu e huv dados por (2-4) e (2-5), verifica-se que as

solugoes de Friedmann tém rotacgao e "Shear" nulos, mas a expan

sao & nao nula e igual a V/V

E importante observar que as solugOes isotropi-
cas sO existem quando a densidade p € diferente de zero e que
o modelo de Friedmann apresenta uma singularidade global em

t =0
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2.2 - O MODELO ANISOTROPICO DE KASNER

Pode-se arguir sobre a importancia de modelos a
nisotropicos do universo: levando-se em conta o alto grau de
isotropia do estiagio atual do universo. Na realidade, o fato
do modelo isotropico fornecer uma descrigio razoavel do atual
estagio ndo significa que tal modelo seja adequado para descre

ver os estagios iniciais de evolugido do universo.

Lifshitz e Khalatnikov(6) mostraram que em re-
gides proximas da singularidade dos modelos cosmoldgicos a in-
fluencia da matéria sobre a dinamica da expansio do universo &
despresivel, podendo surgir uma fase altamente anisotropica.Es
te estagio de evolug@o foi por eles denominado de  "estdgio de

vazio' e pode ser descrito pelo modelo anisotropico de

Kasner
Escrevamos a métrica de Kasner sob a forma
ds? = dt? - a?(t) dx? - b2(t) dy? - c?(t) dx? (2-13)
Usando as curvaturas tabeladas no Apéndice A (eqs. A-18), as

equagoes de Einstein para o vazio se escrevem

%+%+%=0
Bedfeft-o (1
Bebirpico
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Fazendo agora

w0 - (B
b(.t) - ({_apz (2-15)
C(,t) = (%gps

as equacgdes (2-14) conduzem as seguintes relagdes entre

0S DUMETOS P, P, s P

p *+tp *p =1
2 2 2 (2-16)
pl+p2+p3

]
=

Os trés nimeros (p1 s P, pa) desempenham um pa
pel fundamental no estudo da métrica de Kasner. Das equagoes
(2-16) pode-se concluir que apenas um dos treés nimeros & inde-
pendente; os trés nio podem ser simultaneamente iguais podendo
ser iguais aos pares apenas nos casos (0, 0, 1) e (-1/3, 2/3, 2/3).
Em qualguer outra situacao os trés sao diferentes, sendo um deles

negativo e os outros dols positivos.

Cada hipersuperficie t = constante & plana. 0
escalar de expansaoc & € diferente de zero e igual a V/V  onde
V = abc, o que identifica um universo em expénséo; 0s tensores
de''Shear''e rotagao sao nulos, e o modelo apresenta uma singula

ridade em t = 0

Como mencionamos no inicio desta secgaoc Lifshitz
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et al. concluiram que nas proximidades da singularidade dos
modelos cosmologicos se origina um "estagio de vazio" durante
o qual a matéria nao influencia na dindmica da expansao do Uni

VETrSO0.

Observe-se, no entanto, que esta conclusao foi
obtida com ahipStese da matéria ser descrita por um tensor mo-
mentum-energia do tipo de um fluido perfeito e com uma equagao

de estado satisfazendo a condigcao p < % o .

Conforme mostraremos no capitulo 3, este resulta
do ndo & valido se considerarmos a presenga de matéria descri-
ta por um campo escalar dependente apenas do tempo. Neste caso,
a influencia da matéria ndo pode ser desprezada, € nao ocorre

a existencia do "estagio de vazio".

2.3 - UNIVERSO MIXMASTER

(13)

De acordo com Misner , Vamos escrever a métri

ca do universo Mixmaster sob a forma

3 2 .2
ds? = dt? - ] (£, (t)) (o) (2-17)
i=1

i = . .. . : - . .
onde ¢~ sao formas diferenciais satisfazendo a relagao (Bianchi

tipo IX)

1 i .
do™ = 7 € ik o o} (2-18)
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A métrica (2-17) representa modelos cosmologicos

anisotropicos, homogéneos, sem rotagdo mais gerais possiveis.

Uma maneira- de parametrizar as formas ot & usan
do os angulos de Euler (8, ¢,¥),
ol = - seny d 6 + cos ¢ sen 6 d ¢
(2-19)
02 = cos p d 6 + sen ¢ sen 8 d ¢
0% =d vy + cos 68d ¢
onde
Dgdggm , 0o g2 , 0Oy g 41 (2-19A)
Com esta parametrizagao, (x' , x*® , x%®) = (o, ¢, ¥), os elemen
tos nao nulos do tensor meétrico sao
&00 1
= p2 2 2 2
g, £1 sen” ¢ + £2 cos® ¢
g,, ° sen? 8 (2? cos? ¢ + K: sen? P) + ﬂg cos?9
= = (% - g2 an 6 -
g, g,, (EI £2) sen Y cos Y 3én (2-20)
. p2
g33 £3
= =£2 4]
€5 gaz 3 cos

.

A dinamica do universo €& descrita pela variagao
das fungoes ﬁi(t) com o tempo, de acordo com as equagoes de

Einstein.
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Belinskii et al.(ﬁ) obtiveram solugoes aproxima-
das das equagoes de Einstein para o vazio (Ruv = 0) as quais
devido a sua importancia; sumarizamos 4 seguir. OQutros deta -

(14)

lhes sobre universos mixmaster podem ser encontrados em .

Introduzindo o elemento de tempo cOsmico dT e as

funcoes pyP, e P pelas relagoes

2

dt

dt , 2. = e (2-21)

as equagoes de Einstein para o vazio tomam a forma

2 p'" = (£2 _ £2)2 - A
1 1 3 1
2 p" = (£2 - R2) - p* (2-22)
2 3 1 3
[ — z _ 2 _ &
2 P (ﬂl £2) £3
% (p+ p*+p ) =p'p'+ plp'+ p'p! (2-23)
1 2 3 1 2 2 3 31

onde a "linha" significa derivada com a relagdao 7 . Combinando
o sistema (2-22) com a equagao (2-23) obtem-se uma equagao que
contém apenas derivadas primeiras das fungoes p; » € represen-

ta uma integral primeira do sistema (5):

t LI LEPR 3 Y L 4 b _ 2 2 _ £2 £2_ 2£2 £2
4 (plpz * pzps ¥ p3p1) £;+ Je2 * £3 2£1 £2 2 2 3 3 1

(2-24)
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As seguintes solugOes aproximadas das equagdes a

cima sdao de interesse.

a) Desprezando os térmos da direita do sistema (2-22), o
que equivale a considerar tri-espag¢os planos, obtem-se

uma solucao do tipo Kasner

3

p -
Lov ot )
1

b) Mantendo os termos em 2:, obtem-se uma solugao para a

qual o sistema muda de um regime de Kasner para outro:

_2zlp, A
" Ccos h(Z[pl!XT)

£2 - BZ e 21(132 B 'plI)TCOS h (2 IPIIT)
22 = ¢t e 22ps - IPaDT o5 n (2 lp 1)

(B, C e X sao constantes de integracao). O comportamento as -

sintotico deste sistema €

T++w<2 2

f_
~
-
1]
(o)
(o]
[t
o]
1]
-
+
[



i6

T+ - <

—
<
[}

£'LTR = A't)
1 2 3

que indica que o0 sistema se comporta assintoticamente como dois

regimes tipo Kasner. Nas expressoes acima tem-se

- P, o 2lp I-p, , _ p,ozlp |

L

., P
1o1-2{p | z 1-2|p | 3 1-2|p |

1 1 1
A'o=(1-2]p A

c¢) Se uma das trés fungdes, p por exemplo, € desprezivel
3

comparada com as outras, tem-se entao

(o + p )"
1 2

= 0
" 4
(p,- 0,)'= %P2 - ™
1 2
' 2 2 2
p! (p+o)=-p-p'+%(epl e“f2)
1 3 1 2
2a?
_zg_ (t - t)
Introduzindo a varidvel £ =£ e ° )

sistema acima admite como solucgao

- £ A
£1 = ao‘fg; (1 + 7% sen (& - £.))
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(ag » A e § sao constantes de integracao).

Estas solugoes correspondem a uma fase durante a

qual dois eixos experimentam pequenas oscilagoes e um terceiro

decresce monctonicamente.
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3 - 0 CAMPO ESCALAR EM ESPAGOS CURVDS

0 nosso proposito neste capitulo & estudar a ge-
neralizacao da equagio d; Klein-Gordon para espagos com curva
tura nao nula. Consideraremos por enquanto o campo nao quanti-
zado e real. Obteremos solugoes explicitas para a equagao de
movimento nos casos das métricas estudadas no capitulo anterior.
O problema de considerar o campo escalar como fonte das equa-

goes de Einstein sera analizado no caso particular em que 0

campo depende- apenas do tempo.

3.1 - GENERALIDADES: A EQUACAO DE KLEIN~GORDON NO
ESPACO PLANO

Sabe-se que um campo escalar @(x“) € apropriado
para a descrigao de particulas sem spin com carga nula ( ¢ real)
ou com carga nao nula (¢ complexo). As equagoes que descrevem
a evolugao de um campo escalar carregado (ndo Hermitiano) de
acordo com a teoria da relatividade especial, podem ser obti-

dos a partir da Lagrangeana

L = @Tu ol ¥ - m? % o (3-1)

As equagoes de Euler-Lagrange &ﬂ/af -8 _@ﬁ_ = (
axu aflu

(f = ¢,8") conduzem as equacdes de Klein-Gordon para 0s campos

& e o*
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(Q +n®) =0
. (3-2)
(0O + m?) "= 0
52 _—
onde O = — - V2 & o operador D'Alambertiano usual.
at

O tensor momentum~energia Tuv(x) associado com o

campo pode ser obtido pela expressao

T, =0 g*’g +2h_ gy L §V2 (3-3)
H H v 30 v M
U
que resulta em
= & o Ay -
Tuv = ¢ y N 5“ L (3-4)
As componentes T e T . ,
00 o1l
T, =0 &+ 92", vo~rmnieho (3-5)
_ * *
Toi = ¢ & + 0 ®

representam as densidades de energia e momentum associados com
o campo. A lei de conservaciao de energia e momentum € expressa

pela relagao
" =0 (3-6)

Além da lei de conservagao expressa por (3-6),
uma outra lei de conservacgaoc proveniente (via Teorema de
Noether) da invariancia da Lagrangiana por transformagao de

gauge do tipo ¢ +e*® ¢ ; ¢*+ &'® o* | pode ser expressa em
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termos da corrente ju(x) dada por
j = i(¢%¢ - 9% @ -
Jux) = 10e7e, I ) (3-7)
Um calculo direto usando a equagao de movimento mostra que

j“th =0 (3-8)

Consideremos agora o campo €scalar como um campo

quantizado. Introduzindo as regras de comuta¢do canonicas

e b, exin] = [nx,0) 1(xi)] =0

(3-9)
[ex,t) mxe)] =6 @ - 30

onde 'n==3£¢¢ & o momentum conjugado ao campo ¢ , e representan

do os campos ¢ e o7 por

1 JH . M
-ik x ik x
o= L Idax[ a, e W, pt e M ]

k k ©
(2ny/?
(3-10)
- H . 1)
ik x -1k x
CI"r(x) -1 dak[ al e ! + b, e " }
3/2 k k
(zm)
segue-se que o0s opéradores aps a; e bk’ bl satisfazem as regras
de comutacgao
tq + g T
[ay » apl = [by , byi]= 8(k - k')
+ T
[-ak , bK] = [ak , bk.]= (3-11)
t +
[ak , bK] = [ak , bk.]- 0
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a, e a; sao respectivamente, os operadores de aniquilagdo e
criagao de particulas, e bk e b; os correspondentes operado

res para as anti-particulas.

3.2 - A EQUACAO DE KLEIN-GORDON EM ESPACOS RIEMANIANOS

A generalizacgao mais simples da equagao de
Klein-Gordon para espagos riemanianos €& feita substituindo-~se
\

o operador D'Alambertiano pelo correspondente operador de Lapla

ce-Beltrami definido por

= gu\)\?uvv (3-12)
1 3 E/—- i 3}
= e g (3-13)
/~g ax" 2% "
isto €,
"V v, v, +m?) #(x) =0 (3-14)

Com a equagao de Klein-Gordon escrita na forma acima,
dizemos que o campo escalar &(x) esta "minimalmente acoplado"
com o campo gravitacional. A equagao (3-14) pode ser obtida a-

través da Lagrangiana

L - % Vg (g"¥ e o - m?e?) (3-14a)

0 momentum conjugado ao campo ¢ & definido da ma
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meira usual,

S T AR /=g g°M I (3-15)

1l
=
=3
1
o

H

; — PRIV 2 '2
> /2 (g ¢|H®|V+m¢)
(3-16)

Em termos do momentum 7 definido acima, a Hamil}l

toniana fica sob a forma

H=f ad*
1 i
= &x /g 1 (w-ﬂg‘g"l@li)
(-g)g”°
-.T gjk @ &, +m? @{} (3-17)
- Lk J k

A equagao (3-14) para o caso em que m=0, ndo & in
variante por transformagdes conformes, uma propriedade que &
comum as equagdes para particulas de massa de repouso nula com

(15)

spin qualquer . Por varias razdes que ficarao claras duran-
te o desenvolvimento deste trabalho, & desejavel que a equagao
de Klein-Gordon com m=0 seja invariante por éransformagGes con
formes e, por este motivo vamos estabelecer as modificagoes ne
cessarias na equagao leu(b= 0 para que ela seja conformalmen

te invariante(lﬁ)
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Definimos uma transformagao conforme pelas equa

goes:
iy ¥ By = BT(X) g,
- 3-18
> o =8 (x) ¢ ( )
Entao,
a3 = 1 -2 UV oy =1
d = [9 g’ atv-g ¢ (& ‘D)lu]lv
__ 1 — v 1 — v
ry— (Vg ¢ @u)|\,9+ == (V=g g~ ¢ o,
o1 — Hv 5 1 — uv
Q“/;;(¢~§ g Q)IUQIU == (V-g g @)QIUIV
Usando
1 Y 1 uv [53¥) U
— (g g ¥ =—(-g )@+ —(g g ¢ )=—(-gg )
- g ) =8 870 = =T gy,

no terceiro termeo da expressao acima, e simplificando o resultado,encon

trames

03 =L oo - 28
Q2 Q*
Mas, pode-se verificar que
lzz_ 1 R .0Og
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-

onde R € o escalar de curvatura. Logo,

8% + 173 = 1_(o 1 -
5+ T RE = L (O 5 + FRE) = 0

Portanto, a equagdo (3-14) com m=0 fica invarian
te pela transformacao conforme definida por (3-18) se introdu-
zirmos o termo % R¢ . E claro que a equacdo modificada se re-
duz a equagao Kiein-Gordon usual se a curvatura do espago for

nula. Escrevendo-se a equagao de Klein-Gordon sob a forma

gV v, e % RE = 0 (3-19)

diremos que o campo ¢ esta 'conformalmente acoplado' com a geo

metria do espaco.

De modo geral, se considerarmos uma variedade Ri
emaniana de dimensao n,Rn , a equagao

(n-2)R
4{n-l

(g™ AN Yo =0 (3-20)
sera invariante sob grupo de todas as transformagCes conformes
da métrica. Se v e um espago plano associado a R, por . wuma
transformacao conforme, a equacao (3-20) em R, € equivalente a
equagao guv vuvv ® = 0 em V, , o que de certa forma justifica
a adogao de (3-20). No caso de variedades Riemanianas Rn arbi
trarias, a adogdao de (3-20) como generalizagao da equacgdo de

Klein-Gordon justifica-se pela sua invarifncia pelo grupo de
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transformagdes conformes da métrica

Escreveremos entao a equagao de Klein-Gordon ge-

neralizada em uma variedade Riemaniana sob a forma

gV v e+ mPe s ITEE%T R = 0 (3-21)

e a Lagrangiana

n-2
4(n-1)

L. = g%V JIRIN m2 62- RO 2 (3-22)

0 correspondente- tensor momentum-energia € obti-

do pelo principio variacional

$T =6 [/:§‘£>d“x z [Tég)égas /Tg dx (3-23)

- aB - Y n-2 2 —~ b
(Tas § g7 /=g d¥x + TTn-1 f@ SR v-g d*x

onde TuB e dado por TaB = ¢|a®|8- guszﬁ . Usando as relagoes

T (5rzu)n8" (érgs)uu

VoL owy _
éraﬁ 7 & [Ggualtﬁ * 6guﬁlga SgaB uu]

obtem-se

_ 1 _ of
R = [#aB * 5 (VaVB + sta) gaB[jJBg
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Usando agora a identidade

TRV uv _ TSV IR TRV,
vy (£ M) v (Y v £) = £ 9 v M MYy v, £

que  €-valida para qualquer escalar f e qualquer tensor M"Y

obtemos

- 2 by _ - aB ! - 244
J/‘g 28R d*x J/‘g Sg [Ra8+ ;{vuv8+ vaa) gchj]¢ d*x

onde usamos Ggas|lp = VpGaB = 0 na fronteira da regiao de in-

tegragao. Finalmente,

(c) _ - n-2 _ 2 _
Tog Tyg * Tn-1) (Ryg = 8gp L+ V,7p)¢ (3-24)
que € o tensor momentum-energia associado ao campo escalar re-
al ¢ (x) obedecendo a equagao de Klein-Gordon (3-21) conformal
mente acoplado & geometria da variedade iemaniana. Este ten-

sor tem as seguintes propriedades:

(¢) _ ~(c)
T = Tgq

apf
1(6) = ple)o o page (3-25)
T(C)a8l|a =0
Para o caso que nos interessa, n = 4, temos
L - % (g%F JIIP m2e2 - % R®?)

- - 1 - 2
ag = %ot " Bagl T § Repm Bup T V0

g*® VVg @+ m? o+ % R = 0
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onde omitimos o superscripto (c) em TaB , usado para indicar
(c), . : :

que o tensor Tas)fOI construido com o campo ¢ satisfazendo a

equagao (3-21) invariante por transformagoes conformes quando

m=0

As expressoes obtidas acima serao usadas na ver-
s3ao quantizada da teoria do campo escalar em variedades riema-
nianas. Por enquanto, utilizaremos a equagao sem o termo con -

forme.

3.3 - A EQUACAO DE KLEIN-GORDON EM MODELOS COSMOLOGICOS

3.3.1 - MODELO DE FRIEDMANN FECHADO

A métrica neste caso & a {(2-1) come = + 1 e
o(x) = sen X,

ds?= dt? - a?(t) {dx2+ sen?y (de2+ sen29d¢2)] (3-26)

e a equacao (3-14) toma a forma

1_ 3_.._ (as-.ai - —......___1 a_._ (Senz E -
43 ot ot a?sen’y °X X
2
1 0 (sem 2by - 1 3%, n2 =0 (3-27)

a’sen *ysen 6 a?sen?®ysen28 d¢>

Facamos m=0 por simplicidade. As solugées de (3-27) po-

dem ser procuradas por separagao de variaveis:

(X,t) ~ F(t) m(x) Yy(8,6) (3-28)



28

onde as fungoes Y§(9,¢) sao 0s harmonicos esféricos.usuais.
Segue-se entao que as fungdes F{t) e 7(x) satisfazem as equa-

goes diferenciais

T @' A =0 (3-29)
1 %f (senzx%%) + [Az - &Lﬂi;lln = 0 (3-30)
sen?y sen’x
onde A% & uma constante de separagio.
Em geral, a equagao {3-29) nao admite solugao

sob forma fechada.

Escrevamos a equagao (3-29) sob a forma

d?F . dF 240 L _
11 + 3a & Tt ACF = 0 (3-31)

3.2

e fagamos sucessivamente as seguintes mudancas nas variaveis

independentes- e dependentes:

dt = a dn
(3-32)
F=af
A equagao (3-31) toma a forma
2 "
d°f , 2+ 2 £29 (3-33)
d n? a

onde as 'linhas'" significam derivacgao com relagao a n . Solu -

goes aproximadas desta equacgac podem ser obtidas pela extensao
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do método WKB (ver apendice B-I) desde que a'"/a seja lentamen-
te variavel com n . No caso em que A2 >>|%;| a equacao (3-33)

tem uma solugdao aproximada sob a forma
f(n) = A cos An+ B sen An (3-34)

e a funcg3do F(t) & portanto

F, (1) = E%ET cos (st :%;.))+ a%E) sen (ASt %%%T))(s-ss)

Note-se na equacao acima que a amplitude e a frequeéncia variam

com a'(t).

Consideremos agora a equacgao (3-30)

1 d ar 2 (2+1)
(sen?y Iy + [Az - ~——--]w =0
sen?y X dx sen?y
(0 £ x € m)

E possivel construir dois tipos de solug para
esta equagao (ver Apendice C): uma solug¢ao polinomial bem com-
portada para todos os valores de xy , e uma outra singular na

origem. A solucgao polinomial € obtida fazendo-se

A% = (2+n) (&+n+2) = L(L+2) (3-36)
n=0,1,2,...
Neste caso as solugoes sao
L
T (X) = sen x G (cosx) (3-37)

onde Gi+l(cosx) € um polinomio de Gegenbauer.
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Segue-se que a parte angular da equagao (3-27)

tem como solugoes

Qny (x,0.6) = Y (6,4) My 00 (3-38)

Estas fungoes podem ser normalizadas de modo que

£ QR (@) Qhy (8) /R drm gy, 6L 6 (3-39)

onde h = det (;? glj) = det (hij). e neste caso as fungoes
Qﬂg (X,8,9) sio chamadas de harmonicos esféricos quadri-dimen-
sionais (ver Apendice C). A solugdo mais geral de (3-27) é
portanto da forma

¢(x,t) =] Apy Fpo(t) YE(8,0 )T (X) (3-40)
n,%,m L

onde Aan §ao constantes.

Consideremos agora m # 0 . A equagao (3-29) fica

modificada tomando a forma:

1 %_ (a SdF) + _iéill F + m2F = 0 (3-41)
a® @t
ou
2
_q_£+3Ha__+(._(£il+m)F=0 ' (3"42)
dt?
onde

é -
H == (3-43)
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-

€ a "'constante de Hubble". A transformagao

F(t) = a°/% y(t)

conduz a

zy .
a*y | [mz N ACEZ) R I 2} y = 0 (3-44)
dt? a’ 4 :

Solugoes aproximadas desta equagdo podem ser obtidas pelo méto
do descrito no Apendice C. Entraremos em detalhes sobre estas
solugdes quando estudarmos a versdo quantizada no campo esca -

lar.
3.3.2 - MODELQO DE KASNER

De acordo com ( 2-15 ) temos
ds? = dt2 - t2Prgy2 _ tzpzdyz _ t2p3d22
com 0S numero P, » P, €D, satisfazendo as relagoes (2-16).

Neste caso, € possivel escrever a solugao da

equagao (3-14) sob a forma de uma expansao de Fourier

E 7.3
> ! d%k fa(k) ¢, (t) eX"% + a¥(k)oX(t)el™"
¢ (x t) = f [ k k
(2m) 377
(3-45)
onde X = (x', x*, x¥) e X = (kl, kz, ks) e o vetor de ondas

A -
constante. A parte temporal de (3-45) satisfaz a equacgao
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EE’K + 1 T wI(t) & =0 (3-46)
onde
, k? k? k2
'wi(t) = m? + 2 + 2 + 3 (3-47)

t?P,  t?P2 t?P

Observamos que neste caso a influencia da expan
sdo anisotropica sobre os momenta das particulas aparece clara

mente em (3-47).

3.3.3 = UNIVERSO MIXMASTER

0 problema do campo escalar em um universo Mix-
master com métrica (2-17) foi recentemente amplamente analisa-

do por Hu(lz)

. Vamos sumarizar alguns dos seus resultados devi
do as particularidades que o modelo Mixmaster introduz. A equa

cao (3-14) toma a forma

d’e d® _ (2) 2 - _
o +2f 3 A® + m?d = 0 (3-48)
onde
-1 3% i(r) ' _
=3 §=1 ity (3-49)

As solugoes da equagao (3-48) podem ser escritas

sob a forma

e(x t) =7 [ C (k) @k(t)wk(i) * C*(k)éi(t)W£(§]1 (3-50)
X
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onde as funcgoes Wk(;) formam um conjunto completo de funcoOEs
independentes do tempo. Com a métrica parametrizada pelos angu
los de Euler (6,¢,y), .de acordo com (2-19), as fungoes

Wk(6,¢,w) sao combinacoes lineares das fungoes de representa-
cao do grupo de rotagao tri-dimensional, eiM¢ dj I(M(e)eim1b

(k = (J, M, X, J é inteiro, M = =J.-, =-J+1,... , J e K=0,1,..,J)

A normalizagdao & escolhida de modo que se tenha

J dodedy sendW(6,6,¥) W, (8,6,¥) = ¢ (3-51)

kk'

Com @(i,t) dado por (3-50)}, as funcgoes @k(t) sa-

tisfazem a equacio

a%e

2k A By, = 0 ' (3-52)
dTt K’ kk'

onde introduzimos a variavel t definida por dt= 22 A TS vdT e

He

= fd’x sen © Wi(?);ﬂ Wk(§) onde o & o operador

kk'
Ho o= vz -0y o2
Na equagido (3-52) esta claro que um dado modo k
se acopla com varios outros (em numero finito - aqueles com os

mesmos J e M ¢ mesma paridade de K se J for - inteiro). Observe-
mos que o acoplamento de modos n3o ocorre nos casos estudados

anteriormente (Friedmann e Kasner).
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3.4 - O CAMPO ESCALAR COMO FONTE DAS EQUACOES DE EINSTEIN

O problema de determinar as condigdes necessarias
e suficientes para que ﬁm campo escalar seja fonte das equa -
¢oes de Einstein (geometrizagao do campo escalar) foi conside-
rado por varios autores (£0) | At& o presente nao se conhece
uma solug¢do explicita para o problema quando se considera um
campo escalar geral ¢ = Q(; t), dependente da posigao e do tem
po. Se considerarmos um campo escalar de massa de repouso nula
dependente- apenas do tempo,® = &(t), isto €, o campo no seu mo
do de vibrac¢ao mais baixo, € possivel obter solugdes simples
para as equacgoes de Einstein consistentes com as simetrias de

modelos homogéneos anisotropicos. Para um campo escalar satis-

fazendo as condigoes acima, a Lagrangeana_é
_ 1 aB _
e o tensor momentum-energia fica sob a forma

T}.l\) = @l
(3-54)

]
L= ]

A equagado do campo escalar V¥ Vu ¢ = ¢|u”u = 0 fica, neste ca
SO

¢, |lo= 0 (3-55)
lo

~ . . 1 S
Das equacoes de Einstein Ruv -5 R guu = Tuv
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- ™
obtem-se

= - -1 -
Ry == (T, - 78, D (3-56)

Combinando com (3-54), obtemos

R]J\) = - ¢’|

LI (3-57)

Fagamos agora a hipétese que a métrica gerada pe

lo campo ®(t) €& uma métrica anisotropica do tipo Kasner

ds2?= dt? - a?(t) dx? - b¥(t) dy? - c2(t) dz? (3-58)

com a(t), b{t) e c(t) dados por

a(t) = (E—o)Pl
b(t) = (E—O)Pz (3-59)
c(t) = (5P

A equagao (3-55) resulta em

+ 2+ £9b =0 (3-60)

-w a
@+ a c

e as equacgoes de Einstein (3-57) nos dao

z7 % % * % =0 (3-62)
§F+ % % + % % =0
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Usando (3-59), o sistema (3-62) acima nos da

p(p+p*+p-1)=20

-

iy = (3-63)
p,(p*p*tp-1)=0
P,(Py* P, P 1) = 0
e dai segue que
p*p*p, =1 (3-64)

que € uma relacdo entre os expoentes aniloga a relagio entre
os expoentes-  da solugao de Kasner para o vazio. Com este resul

tado, a equacao (3-60) fica

@+ 1 d=0 (3-65)
A solugao desta equacao €
® (t) = M En,(%—) (3-66)
. Yo
onde-M € uma constante e t, € um instante inicial dado. Com
este resultado e (3-64), a equagao (3-61) resulta em
1 2 2 2 _ M
tz[@l £ p2pl) - (p +p, * pg)] .
ou
p> + p. +pl =1+M (3-67)

Observe-se a semelhanga entre (3-67) e a relagao entre a soma

dos quadrados dos numeros p , p e p correspondentes a solu-
1 2 3
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cao de Kasner do vazio a qual pode ser obtida como o caso par-

ticular dos nossos resultados quando M=0, que corresponde a au

sencia do campo escalar. Uma consequencia imediata da presenga

da constante M no segundo membro de (3-67) € a possibilidade

de termos os tres numeros P, - P, eP, todos positivos. E in

teressante observar que os eixos se expandem segundo fungoes

do tempo diferentes das funcoes que surgem na solugéb de Kas-

ner do vazio, e noentanto o volume evolui do mesmo modo nos dois

casos,

Vi=a(t) b(t) c(t) =V (yocner)

A equagao de estado associada com tal universo
cheio de matéria descrita por um campo escalar pode ser facil-
mente obtida. A pressao p e a densidade p podem ser calcu-

ladas pelas expressoes
p =T v* vy . (3-68)
_ 1 R TRV
p=-3T h (3-69)

com'hpv e Vu definidos por (2-4) e (2-5),

Usando o tensor Tu dado por (3-54), temos que

v

_ 1 Ay g H oV

= 13
> @
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e
P == % (g"" BV Gg 52 Tuvt - % (T - Tg,)
-1y '
A equacgao de estado € portanto
p=r . (3-70)

que € consequéncia do campo.escalar ser fungio apenas do.tempo.

Lifshitz e Khalatnikov(ﬁ) mostraram que em re-
gides proximas da singularidade a materia, descrita por um ten
sor momentum-energia de um fluido ideal, n3o €& importante dan-
do origem ao que eles chamaram de um “estagio de vazio'. Este

resultado no entanto s & valido para equagoes de estado satis

(a8}

fazendo a condigdo pg % p

[

No nosso caso, com a equagao de estado p = p, am.
bos os membros da- equagao (3-54) sao da ordem de t ° , € por
este motivo a influéncia da matéria niao pode ser desprezada em
regides proximas da singularidade.-Concluimos que a presenga
da matéria descrita pelo campo escalar ¢(t) afeta de maneira
decisiva a dinamica do universo nas regioes proOximas da singu-
laridade, proibindo por exemplo a existéncia do "estagio de va

Z10
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4 -~ QUANTIZACAC DO CAMPO ESCALAR EM ESPACOS
CURVOS HOMOGENEOQOS

Vamos considerar um campo escalar real quantiza-
do ¢(x), satisfazendo a equacgdao de Klein-Gordon covariante
(3-14) em uma variedade riemaniana. A métrica do espaco sera
considerada dada, e nao quantizada. Isto €, sera considerada
como um campo gravitacional classico externo. Utilizaremos o
processo de quantizagdo candnica, como em espagos planos. Nio
entraremos em detalhes sobre os problemas matemdticos que sur-
gem na definicao dos operadores de campo (como distribuigdes).
Uma discussao sobre este aspecto do problema pode ser encontra

da em(zo) -

4.1 - QUANTIZACAO CANONICA DO CAMPO ESCALAR EM
ESPACOS CURVOS

Escrevamos a métrica do espago sob a forma

ds? = dt® - a’(t) hy, dxt dy) (4-1)

Como ja vimos, a equacgao de Klein-Gordon (3-14) se escreve

8%0 4 30 1
iz TS

(3) 25 — .
— " AS + m20 = 0 (4-2)

Supondo que (3)A possui um conjunto completo de autofuncgoes
com autovalores -k* a solugao de (4-2) pode ser escrita sob a

forma
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2(x) = JAIL A & (1) 4, R) + AL o (t) % R)) (4-3)

Nesta expressao u(k) & um.simbolo de medida a ser especifica-
do em cada caso particular, isto €, para cada escolha de k, de
tal modo que uma funcao arbitraria no espago das solugoes de
(4-2) possa ser escrita sob a forma F(x) = [du(k) £(k) @k(x) , e

A e Ai sao operadores independentes das coordenadas.

k

Vamos introduzir as relagoes de comutagao em tem
pos iguais
eG0,0mn] = [rEo, 1E@D] - o

(4-4)
[cp * t) ,n&;t)] =163 G

onde 6(3)(§-;') € uma "funcdo delta" usual (uma densidade es

calar), X e X' sdo coordenadas espaciais em uma mesma hiper-
superficie, e = = aﬁ:/aé € o momentum conjugado a ¢ . Pode-se
verificar que a equagao de Heisenberg F = i[ H, F ] com H da
do por (3-17) conduz a equagdao de movimento correta para 0 cam
po ¢ . Além disso, um calculo direto mostra que as relacdes de
comutagao (4-4) sao consistentes com as equacoes de movimento,

no sentido de que sendo validas num dado instante, continuarao

validas em todos os instantes.

Como consequéncia das relagbes de comutacao(4-4),

05 operadores Ak e AE satisfazem a
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[Ak’ A](J =[A11AH =0
(4-5)
T '
EREIERNED
Introduzindo a mudan¢a de variaveis
T = fta-3 dt %? = a’ %f (4-6)
a parte dependente do tempo de (4-2) satisfaz a equagao
d?¢ -
+ a“w, (t) ¢, = 0 (4-7)
d12 k k
onde
2
0p(t) = £ + n? (4-8)
a
De (4-3), (4-4) e (4-5) segue gue devemos ter
o O ' Op & =i (4-9)

onde- a ""linha" significa derivagao com relagao a T

A equagao (4-7) com a condigdo (4-9) nido determi

na univocamente as fungoes @k(t), € consequentemente o0s opera

dores Ak e A; . Diferentes escolhas das fungoes @k(t) con-

duzem a diferentes operadores Ak e A; . Neste ponto esta a
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dificuldade de se interpretar estes operadores como operadores
de aniquilagao e criagao de quantas do campo livre e de se cons
truir um espago de Fock dos vetores estado. Em geral, se defi-
nirmos um estado de vacuo num instante t, por Ak(to)lo %o= 0,
em instantes posteriores teremos Ak(t )|o %0 # 0.

Uma situacdo na qual € possivel interpretar sem
ambiguidade os operadores A; e Ak como operadores de cria-
¢ao e aniquilacgdo ocorre quando a métrica satisfaz a condigao
limite de ser plana em t » - ~, Neste caso,@k(t) se compor -
ta como e_ir‘(‘?kt , %l= w (t »- =) = constante, e os operadores
podem entao ser interpretados como operadores de criacao a ani
quilacao dos quanta do campo. Nestas condi¢Oes, € possivel de-
finir um estado de vacuo por Ay o> = 0 para todo Kk, e
construir um espago de Fock dos vetores estado. Chamando de a

o valor limite de a(t), a solugao da equagao de Klein-Gordon

pode ser escrita sob a forma

. -1 . -1
3 (0) ;3 > -iwga 't (o), _.¢ > iw,a t
@(;,t)% f k A elf.x o k— v A te ik.x o k
o |X k

{4-10)

Estendendo a soluci@o para valores arbitrarios de

t,

e
i

> 8 i =iK.X .«
d(x,t)v I dﬁ [Ak eli' @k(t) + A; e ik.x ‘I’k(t)] (4-11)

o
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e pondo
. -1 . -1
iga 7t -iwa Tt (4-12)
Qk(t) = Bi(t) e + uﬁ(t) e
com
o (t) =1 , B (t) =0 (4-13)
a condigao (4-9) conduz a
log (812 - |8 (£)]2 =1 (4-14)

Esta condigido assegura que as regras de comutagao (4-5) sao va

lidas para todo t .

Comparando-se as expressoes {(4-11) e (4-10), e

usando (4-12)}., encontra-se

* @ 94
Ay = ak(t)Ak v B (L) Ay (4-15)

Com a condigao (4-14), a transformagao (4-15) &
uma transformagao de Bogoliubo&zz) dependente do tempo. Quando
By (1) € diferente de zero pode-se concluir da equagao (4-10)
que pares de particulas nos modos k e -k ;50 criadqs ou des
truidos durante a expansac do universo (devido a homogeneidade
da métrica, o momentum total do campo escalar P, = fd?x\ﬁﬁ'T?

é conservado) . Basicamente, este & o processo de criagao de par-
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ticulas. A sua origem esti na forma ndo usual da dependéncia

temporal dos operadores do campo, a qual por sua vez € uma con
sequéncia da presenga do campo gravitacional nao estatico. Es-
te processo deve ser distinguido dos processos nos quais cer-
tas particulas s3o transformadas em outras. No caso que esta-
mos considerando as particulas sdo criadas a partir de vacuo

Este efeito € possivel devido a instabilidade do vacuo, isto &,
devido ao fato de que a cada instante do tempo pode ser associ
ado um estado de vacuo e uma correspondente representagao de

Fock. Estas representacoes nao sao unitariamente equivalentes.

0 operador de niimero de particulas num instante

t no modo -k, & definido por

N, (t) = Ai(t) AL (1) (4-16)

usando (4-15) o nimero médio de particulas & dado por

= <
¢ <Ny (t)> to0| Nk.(t]I 0 >to

= < N (£ )> + |8 ()2 (1+2 < N (t)> ) (4-17)

onde < Nk(to)> € o numero médio de particulas no instante ty-

Se < Nk(t0)> = 0 entao

<SN(D)> = B (0)]” (4-18)
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A fungao |Bk(t)|2 pode assim ser interpretada
como o numerc médio de particulas criadas devido & expansao do

universo,

A expressdao (4-18) nos mostra que a existencia
de particulas no instante inicial t, induz um acréscimo no‘nﬁ-
mero de particulas criadas por um fator de 1 + 2 < Nk(to)> .
Conforme Parke§7) mostrou, a probabilidade de se observar um

nimero nao nulo de particulas no medo k no instante t &

1By ()]
1+lBk(t)‘2

(4-19)

k

4.2 - ESPACOS CONFORMALMENTE PLANOS

Suponhamos agora que o espago com tensor métrico

é conformalmente plano. Entdo, de acordo com (3-18),

+2

= 0 (XN (4-20)

gaB

gaB
onde Mag € o tensor da métrica de Minkowskii

Consideremos a equagao do campo escalar ¢(x) no
1

espago com métrica gas , incluindo o termo z R (equagao {3-20)

com n=4),

vuvu<1>+.-R + m2¢=0 (4-21)
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Efetuando a transformagao conforme definida em
(3-18), e usando os resultados da segao 2 do capitulo 3,a equa

¢ao acima toma a forma .

TRV~ P B S-S _
n q>|u|v Q m* % =0 (4-22)

Esta equagao tem a forma da equagao usual para o campo escalar
"y
de acordo com a relatividade espacial, com 'massa" Q (x) m.

-0, n3ao ha 1in-

H

Deste resultado podemos concluir que quando m
fluéncia no campo gravitacional sobre o campo & e, portanto,
nao pode haver criagao de particulas de massa nula devidoa pre

senga do campo gravitacional.

E possivel demonstrar que a transformagdo confor
me -(3-20) preserva a quantizagdao canonica, isto €, se ¢ & seu
momentum canonicamente conjugado T satisfazem as relagles de

comutacao candonicas, entdo ® e m satisfazem relacgbes analogas.

Suponhamos entao que

[6 X.t) .7 (—)E:t)} i s F -3

{4-23)
[6 x,t),% (Sc’:t)} = [—Fr X, E(i;t)] =0
A Lagrangeana correspondente a equagao (4-22) €.
- L y )
L =% 8 By Bg = 8 m? $2) (4-24)
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de modo que o momentum canonicamente conjugado a & &

.3 . 4-25
LA T I (4-23)

Mas, o momentum conjugado a ¢ &

T=vV-g goa ¢ .

Logo,
[cp (x,t) ., m(x :t)]

n

RS sz&:t)[w?,t) ,%(;-,t)]= i 6 Exn

De modo analogo,

U
o

[@&,t), 5(%:@} e [n(i,t), Tr(;',t)] =0
0 inverso pode ser demonstrado do mesmo modo, isto €, se (@, 7 )

s3o canonicamente conjugados entdo ( ¢, m) também serio.

Verifica-se facilmente que-a equagao deHeisenberg
- ) _ N _ _
m(x t)lO = i [ H (t}), n (x t)] e as relagoes de comutagao en-

tre @ e T conduzem a equacdo de movimento (4-22) para o campo

¢ . Como consequéncia das regras de comutagio entre ¢ e m, ¢ e
T também satisfazem as regras de comutagdo candnicas. Um calcu
lo direto mostra que, com a Hamiltoniana obtida pela Lagrangesa

na (2-17) a equagao de Heisenbefg conduz a equagao de movimen-
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to (4-21), para o campo ¢ . Além disso, as regras de comutagao
entre ¢ e ™ se propagam consistentemente com a equagao de movi

mento devido a propagagae das regras de comutagao entre ¢ e T

no espago de Minkowskii.
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5 - CRIAGAO DE PARTICULAS EM CAMPOS GRAVITACIONAIS CLASSICOS

Apds o trabalho de Parker sobre a criagdo de par
culas em universos em expansfo, varios autores obtiveram resul
tados semi-quantitativos sobre a criacdo de particulas em diver
sos modelos cosmologicos. Dentre eles destacam-se os trabalhos
de Zel'dovich e Starobinskiglo)(modelo de Kasner), Gribb e
Mamaev(ll) (modelo de Friedmann, quasi - Euclidéano) e Hu(lz)
(modelo Mixmaster). Parte dos resultados apresentados nestes

trabalhos serao reproduzidos devido a sua importancia para o0s

. nossos desenvolvimentos posteriores.

Serao feitos também alguns comentarios sobre a
divergéncia do tensor momentum-energia do campo escalar, que
€ atualmente um problema de interesse central na teoria do cam
po escalar em variedades riemanianas, e sobre a influencia da
presenga do campo escalar na singularidade dos modelos cosmold

gicos.

5.1 - MODELC DE FRIEDMANN QUASI - EUCLIDEANO

A métrica neste caso &€ a (4-1) com hij = 6;
ds? = 848 ax® axP = a?(n) [dn2 - (dx!)?-(dx?)?- dxa)z]
(5-1)
onde fizemos dn = a ' dt. Usando a Lagrangeana (3-22) com
n =4,

P (m? + % R)@Z} (5-2)



50

a equacao de Klein-Gordon toma a forma

(3) ..
23@,‘_ 1 2 a = -
= T Tt = A% + (m —) ¢ 0 (5-3)

a a< . a
1 o~
Fazendo ¢ = a ¢ obtem-se

(3)

" - " A ¥+ m2a? (n) & =0 (5-4)

onde a "linha" significa derivacao com relagao a

As solugoes de (5-4) podem ser representadas na

forma

5(n,§) = 2513377[U(§,n) eii‘_}E d®k + c.c. (5-5)
T

Para U(i,ﬂ) resulta a equagao

U" + (m*a?’(Mm) + k®)Uu =0 (5-6)
a qual com as condigoes iniciais
3 .
U, (0) = U,(0) = # dw, (5-7)
w2 = k* + m? a®(0)

tem uma solucao obtida por interagoes da equagao de Volterra,

. iiwon - )
UMKk =S——+ ™ [ gn'(a (0)-2 (n'))sen w_(n-n" U (K (5-8)
. ‘/w—o (1)0 (0 n wO n

(n = 0 deve ser interpretado como um certoc instante a partir

do qual o tempo comegou a ser medido).
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Introduzindo as relacdes de comutacdo candnicas
e 0os operadores de criagao e aniquilagao, Gribb e Mamaev diago
nalizaram a Hamiltoniana introduzindo novos operadores por uma
transformagio de Bogoliubov (ver cap. VI). Para a densidade de

particulas criadas éles obtiveram

n (n) ~ .__l___ [ 3 x IA(U k)_l (5-9)
a?{n) 1-1a(n ¥ 2

onde A(n,i)é o parametro da transformacao de Bogoliubov (ver
cap. VI). No caso em que a equacgio de estado € p =‘% p  tem-se

a(mivn? e n(n) pode ser estimado como

no(m) ( ) (5-10)
64n a?® mJ

Notemos que p = % p corresponde a um estadgio na qual a radia -
cao eletromagnética & dominante. Esta radiagdao, no entanto,
nao pode ter sido criada a partir do vicuo perque um Uuniverso
com a métrica (5-1) nao & capaz de criar fdtons, se a equagao
de movimento para os fotons for invariante por transformagoes
conformes. De modo geral ndo ha criagdo de particulas de massa
zero com spin qualquer em espagos conformalmente planos se a

equagao de movimento for conformalmente invariante.

Para o caso particular da métrica (5-1)vamos mos
trar que nao ha criagao de fotons usando o artificio de trans-
formar as equagoes da eletrodinamica num espago curvo nas equa

goes da eletrodinamica em meios materiais, num espago plano.
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5.1.1 - CRIACAQ DE FOTONS NO MODELO DE FRIEDMANN
QUAST-EUCLIDEANO

Na ausencia de cargas e correntes as equagoes de
Maxwell, em forma covariante, em um espago com tensor métrico

gaB Se escrevem

Fally * Fevlla * Fyans = ° (5-11)
Ag
vV-g F ] =
[ & o 0

ou, como se sabe,

aBly ¥ FBYla * FYG]B
[ /~g F° JIU =0

(23)

(5-12)

Tamm mostrou que € possivel se escrever estas
equagoes de tal modo que elas se apresentam formalmente equi-
valentes as equacgoes da eletrodinamica cldssica em um meio ma-

terial, no espacgo-tempo plano. Esta interpretacgao consiste no

seguinte: usando um sistema de coordenadas cartesiang € intro-

. _ _ 1 . oo _ 1 ~BY
duzindo Ea = an, Ba = > EGBY FBY , Du— v-g F , Ha— 5 EGBYF
as equacgoes (5-12) podem ser escritas sob a forma

> 3B > 3D
VXE:_T VXH=E
(V-13)
-+
v'E =0 Ve-D = 0
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D; = €;5 By - G x H) (5-14)
+
By = u;; Hy o+ 6 x i)
. i j
FURTINRG e (5-15)
00
e 6 & um vetor cujas componentes sao dadas por
g
G, = - oK (5-16)
g
00

Destas equacgoes verifica-se que as caracteristi-
cas da geometria do espago aparecem apenas sob a forma de equa

goes constitutivas, (5-14) e (5-15).

Neste formalismo, as componentes do tensor mo -

mentum-energia do campo eletromagnético

(EM)

Tu5 - %F (F o BV + % Frp FAUaUV) (5-17)

sao dadas por

EM

T(g 1 (& B+ B. ) (5-18)
© 8mv-g
EM
M1 (B x H). (5-19)
© 4nv-g 1
(EM) .

¢ = —L _ (F x ). (5~20)
1 anv=g ' .

EM) ~
T§ ==l _ (B, N_+H, B.- +(E-D + B-@)s.7)  (5-21)
1 gy 1172 :
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Usando-se (5-14) e (5-15), a densidade de ener-

gia do campo eletromagnético fica dada por

o _ 1 ) N
TTET = g ey (By By v Hy HY) 4 [

) (5-22)
com
§ -1 FxH 2
S = T X (5-23)
Com a métrica dada por (5-1), temos que
+
G =20
_, (5-24)
= = - 8 —4& =
Eij uij' /g_ L2 1
e as equacoes constitutivas ({5-14) nos dao
D. =E. , B, = H, (5-25)
i i i i
de modo que as equacgoes do campo, (5-13), ficam
3>
5B > oF )
VxE-=- == vx B =gz (5-26)
v- E =0 v- B =0

Logo, & possivel introduzir um potencial vetor A , como &

usual, o qual pode ser representado pela expressao de Fourier

N R -1 (ke X-w,1) i (& X-w,.n)
RGm-1 P (age Keape X)) (5-27)
k A=1,2

onde Wy e a frequéncia do modo k do campe, independente do

tempo, e géA) € o vetor de polarizacdo.
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0 processo de quantizagdo canonico pode ser in-

.’..

troduzido, da maneira usual, com os operadores aiy © 8y, sa

tisfazendo
= .7 T =
[akx ' ak')\'] - [ak)\ ; ak'l'] =0 (5-28)
a a+ = ¢ $
Akr 0 fxa kk' "
A energia total do campo fica dada por
W=/ vgT%d% =7 w (al,a,+ ) (5-29)
) oy kK CTkATkA 2
= 1 -
= 3 W ( Ny # 7) (5-30)

k,A

.f.

onde introduzimos o operador Nix = 31 3

Os operadores a;A e a,, podem ser interpreta-
dos comoc operadores de criagao e aniquilagao de fotons.Note-se
que em termos das coordenadas (t,;), a dependencia temporal de

(5-27) & da forma exp {tiwk fta-tt') dt'}

E claro que o operador de nimero de fotons Nyx
é independente do tempo, o que significa que o numero de fo -
tons & uma constante do movimento. Portanto, nao ha criagao de

fotons no universo com a métrica (5-1).
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5.2 - MODELO DE KASNER

Com a meétrica dada por
ds? = dt? - a?(t) dx® - b?(t) dy? - c?(t) dz? (5-31)

e representando o-campo escalar pela expansao de Fourier

- 1 3 -'-T( '+ T % iia;
¢ () = RrYL fa k{j A S (D) e T A (D) e } (5-32)

]

onde x = (x}, x2 , x) e k= (ki , ko , ks), segue que %, (t) satisfaz a

equacao diferencial

1

V s
oty Ot (mkz(t) tZR) & =0 (5-33)
onde
k? k2 k2
w12( (t) = m2 + 2 + 2 + —3 (5_34)
a? b? c?
e, como consequencia das regras de comutagao
* . . * _ 1 _
¢k ¢k - ¢k @k =5 {5-35)

onde -V = abc .

Introduzindo a mudanga de variaveis
Xk (n?

1/3 _ |
dn %y = 30

dt =V

a equacdo (5-33) se reduz a

xp + [op (M) + Q] %, = 0 (5-36)
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onde a "linha" significa derivada com relagao a n , e

2/3

H

Qi(n) \

O S R G R G

(5-37)

Qe (M

Zel'dovich e Starobinski£10) procuraram solugoes

de (5-36) usando o seguinte procedimento: escrevendo Xk(n) sob

a forma
Xy (n) = 19 (a, (n) e_ + B (n) e,) (5-38)
k
onde
+i/Q dn" -
e, = ¢ k (5-39)
e, impondo a condigao
By
Xp (M) = -1 = (Gk(n) e_ = By(n) e (5-40)
k

tem-se que, devido a (5-35),

n
[y

la, ()2 = 1B, ()] (5-41)

De (5-36) obtem-se para ak(n) e Bk(n) o sistema de equagoes

Q'
1 2% QN L .
% " 32 (;ﬁi -1 %;) el B - im- o

k

1 /% . 2 .
ﬁk-§<7§+1gi)e'ak+17—g; Bk

(5-42)
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onde as condicoes iniciais sao o, =1 e B, =0 ara n =+ -« ,
X 13 p

Introdutindo as variaveis

— + 1 2
s, = I8¢
My = 0y By el s ar By e? (5-43)
T, = 1(ak Bi e? - ai Bk ei)

segue que,

du &
e * o (1428 - (%E r20) T, (5-44)

=

T %E (1+25,) + (%E £ 20,) Hy

As condigoes iniciais sao agora Sge T W T T T 0 paran =+ - © =

Quando Qk > o, a solugdao assintética deste sis

tema e

T ept (5-45)

na regiao quasifcléssica—}Qk|<<9k2. Como vimos, no capitulo an-

terior S = ]Bk|2 pode ser interpretado como o nUmero de par-
ticulas criadas no modo k, devido a expans@ao.do universo.

Temos portanto,
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2,\)9—2
IBk‘ k (5-46)

@ =, |ﬂi |<<Qk2

5.3 - MODELO MIXMASTER

A métrica neste caso € a (2-17):

3 )
ds? = dt? - Z Ei(t) (c1)2
i

=1

Com as fungoes Wk(;) satisfazendo (3-51) o campo

escalar pode ser representadc por

o(x) = 2[ Ay 0 (1) Wy (X)+ Ai oF (1) w;(ij} (5-47)
k
A mudanca de variaveis dt = V1/3 d $, = Xk
G n, k ;T7§
onde V = £,¢,£, conduz a equagio
dzxk z |: 2
+ (Q) '+Q6 I] Xy =0 (5_48)
an? L Kk kk'| Xk
onde
Q2 = v2/3(-(3)a + m?) (5-49)
2 -
Q (n) = L vE/3 g yTl/3 A I3 (5-50)
dn?
e
(@) g0+ Qppe= [ dx sen 8 Wi (X) (9% +Q) Wy, (X) (5-51)

Conforme observamos no capitulo IV, durante a
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sua evolugao o universo mixmaster induz um acoplamentc de mo-
dos do campo escalar (5-48). Como consequéncia, particulas cri
adas num dado modo aparecerdo acopladas a outros modos durante
a evolugao do sistema. Isto €, se num dado instante inicial ti
vermos uma onda com frequéncia puramente positiva num dado mo-
do k, em instantes posteriores encontraremos frequéncias posi-
tivas e negativas de outros modos e a componente negativa do

modo k.

A transformagao de Bogoliubov dos operadores A,
e A; neste caso tem uma forma mais geral:
= +
Ak(t) - lz<' [ukkl (t) Akr (to) * Bkkv (t) Ak' (to)] (5'52)
A condicao de preservagao das regras de comutacao entre 0s ope

radores Ak e A; conduz as relacoes

(5-53)

|
(2]

* - *

JZ (OlkJ Bka - Bkj Otkrj)
onde matrizes a(t) e B(t) mnao sao diagonais, o que justifica

a afirmagao feito no paragrafo anterior.

A mistura de modos possibilita a troca de ener -
gia entre particulas em diferentes estados do sistema. De acor
do com Hu, este mecanismo favorece a extragao da "energia de
anisotropia” do universo mixmaster, funcionando eventualnente

como um mecanismo de 1sotropizagao do universo.
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5.4 - O TENSOR MOMENTUM-ENERGIA

No capitulo 3 vimos que o tensor momentum-ener -
gia associado a um campo escalar real conformalmente acoplado

ao campo gravitacional tem a forma
- - P+l - 2
Tog = ¢|a¢|B ga84%+ 5 (Rug gaB[j t Y,V

0nde;ﬁ3 €: densidade Lagrangiana

1 . uv 2 42 1 2
= < - - = R®
Jo > (g IV = R&?)
Entende-se por uma teoria semi-classica da gravi
tagao uma teoria baseada nas equag¢des de Einstein nas quais os
termos de fonte sao os valores médios <Tuv(x)> do operador

Y

tensorial Tu (x) de uma teoria quantica de campos que descre

ve o conteudo de matéria do universo. Isto e,

RY -Lg¥ rR=-c Tu”> (5-54)

Além da quest@o do significado de uma teoria quan
tica de toda matéria do universo, tal teoria semi-classica a-
presenta sérias dificuldades conceituais como, por exemplo, a
validade do acoplamento de quantidades classicas com quanticas
na equagao (5-54). Mesmo admitindo que ha sentido falar num es
tado quantico da matéria em um modelo cosmoldgico, uma outra
dificuldade nesta teoria estd na definigao dos valores médios

v - .
de Tu (x) que quando as equagoes de movimento para 0S campos
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podem ser resolvidas por separac¢dao de variaveis, sdo formalmen
te expressas em termos de integrais divergentes.

Para um universo do tipo de Kasner, por exemplo,

tem-se que

Vv _ vp i[.v _po v, o, 1 2}
T = il o, - %48 b, - + — R)®
p (X) =8 lu “p 2[ w € 0% STt B )
1 pv _ gV up 2
+ 3‘(Ru 6H[] VUVD)Q (5-55)
onde = gO‘B vuVB' A componente Tg fica dada entao por

°c.1 20 L g y2e Lo )24 L 2|4 Lep2e 1 Ryo2
T, = 3 [(ﬁo) + az(ﬁl) + z(ﬁz) + c2(¢|3) }+ 5(m*+ 2 R)®
1 50

"% Ro

%(1_q>2 ”+l._
aZ llb

$2 + 1 $2
2 ||z

Cc

o2+

) (5-56)

3 I3

Usando a expansao de Fourier (5-32) e as regras de comutagao
(5-5) para os operadores Ak e A; o valor médio de Tg po-
de ser calculado introduzindo-se o estado de vacuo que € ani -

quilado por Ak. Um calculo direto conduz a

<o|(¢o)ﬂo>= 1 - {d®k ék|2
(2m)

<o|(¢li)2|o>=(2?1r)3 ja*k K2le,|? (i= 1,2,3)
0l8tfor = —s fatk|oy|*
<ofe?  Jo>= —~l-—{-aé d_ (a%k|e |2}

[r {2 (2m)3 dt k
¥l Gl { o e e
<o|®13"3|o> P {-cé £¥ Id3k|®k|2}
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de modo que

0 _ 1 3 1.4 12 2 2yn_ lpo_ 1 2
<°lT0|°> (2 3 Id k{ z(lq)kl + wqu’kl ) G(RO 3 R)l q’kl
1Vvd 2
- B”V‘cl?] ¢k| (5-57)
Um outro calculo conduz a
kZ
1 N 1 3 1 1 . 2
<o|T o> = Ja’k ¢ — Jo |2+ 5 (1 |%- wl]e |?)
1 (2,“_)3 {32 k 2 k k k
1 1 2, 114 d 2
* g (R, > R)Iékl Y57 T (v It |¢kl )
1ad » -
*Ez—t“’k’} (5-58)

e a expressoes andlogas para <o|Ti|jo> e <o|[T}|o> .

Para construir uma teoria razoavel com base nes

(10)

te formalismo, Zel'dovich e Starobinskii propuzeram um pro-

cesso de regularizagao, no caso do modelo de Kasner, que con -

siste em subtrair uma determinada quantidade de cada modo de

V. ' . - .
>, de tal maneira que a expressao resultante seja conver -

(25)

<T

U
gente. Parker e Fulling propuzeram o processo. de '"regulari-
zagdo adiabatica" (adiabaticidade na dependencia temporal da
métrica) o qual apesar de conceitualmente diférénte conduz aos
mesmos resultados que o processo de Zel'dovich e Starobinskii.
0 método de Parker e Fulling ndo & aplicavel a modelos aniso -

tropicos, e ambos sdo validos apenas quando as particulas tem

massa nao nula.
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Una outra possibilidade de se abordar o problema
€ a construgao de um método de renormalizagdo. Utiyama e
DeWitézﬁ)trataram do problema no caso de um campo quantizado
geral em um espago-tempo assintoticamente plano. Apesar de sua
generalidade e covariancia, tal estudo nao tem grande interes-
se cosmologico devido as condigoes de contorno, as quais se fa
zem necessarias em virtudes do uso de conceitos como matriz S
e fungbes de Green no espago de momenta. Até o presente,ndo se

conhece nada de conclusivo sobre o assunto.

5.5 - CRIACAOC DE PARTICULAS, ISOTROPIZACAO E COLAPSO
GRAVITACIONAL

Baseando-se em uma analise feita para o modelo
de Friedmann euclideano Parke£7) introduziu a hipdtese de que:
"se num universo em expansao um tipo de particula € dominante,
depois de um longo intervalo de tempo a expansao sera de tal
modo a minimizar a taxa média de criagdo daquelas particulas'.
Segundo Parker, como uma consequencia natural "a reagao das
particulas criadas modificara a expansao de tal maneira a redu

zir a taxa de criacao'.

0 afirma que € muito provavel que a

Zel'dovich?
reagao das particulas criadas sobre a métrica conduza a isotro

pizacdo de um estagio de contragao do universo € que, € impro-
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vavel que tal reacao conduza a uma transig¢do de uma contracio

para uma expansao.

Zel'dovich sugere também a possibidade da reacgao
conduzir a transigdo entre um estigio de expansdo anisotrdpica
do tipo de Kasner a uma expansao isotropica em tempos da ordem

-

de tp = YGh/c®n 10_135eg (G &€ a constante gravitacional, h &

a constante de Plank e ¢ € a velocidade da 1luz).

'No estudo da criagdo de particulas no universo
Mixmaster, Hu também & levado a hipotese de que o processo de
criacao de particulas atua como um possivel mecanismo de iso -
tropizacdo do univeso reforgado pela conclusio de que alem da
criagdo de particulas o universo mixmaster induz acoplamento e

mistura de modos de vibracgao.

Tais hipoteses no entanto se encontram em nivel
de especulacao e sao reflexos das tentativas de se encontrar
um mecanismo de isotropizagao do universo. Tal mecanismo deve
ser coerente com a hipotese do universo haver passado por uma
fase- inicial altamente anisotropica (universo caotico de Misner)
e com os dados experimentais existentes atualmente, que nos
mostram um universo essencialmente isotropico. A idéia & supor
que a anisotropia-foi a causa da criagao da mateéria existente
no universo € que esta anisotropia foi amortecida devido 3 evo
lugao do processo de criagao, com uma consequente redugao da

taxa de criac¢ao de particulas.
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No que se refere a influencia do processo decria
cao de particulas sobre a singularidade cosmolbgica, muito pou
co tem sido feito. Cumpre salientar o trabalho de Parker e

Fulling(27)

. Considerando um campo gravitacional classico {mo-
delo de Friedmann fechado), minimalmente acoplado a um campo

escalar neutro quantizado, e nao levando em conta as divergeén-
cias do valor médio do tensor momentum-energia, eles calcula-
ram explicitamente a reacao das particulas criadas sobre a mé-
trica mostrando que existem estados para os quais efeitos quan
ticos de coerencia dao origem a termos de pressao negativa em
<Tuv(x)> . Tais termos podem ser significantemente grandes de
modo a violar as condigoes de energia dos teoremas de singula-
ridade. Mostraram ainda que se o estado qudntico € um auto-es-
tado do operador de nimero de particulas, e, se um nimero fini
to de modos € dominante, o efeito do processo de criacgao de
particulas & apenas de aumentar a energia e portanto acelerar
o colapso. Por outro lado, se o estado for uma superposigao’co
erente de auto-estados do operader de numero de particulas, a

contribuigcao das particulas criadas pode causar a diminuigao

da energia e portanto amortecer a contragao.
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6 - CRIAGCAO DE PARTICULAS ESCALARES POR CAMPOS ELETROMAGNETICOS E
GRAVITACIONAIS CLASSICOS: FORMALISMO UNIFICADO

.

Vamos considerar um campo escalar carregado & (x)
interagindo minimalmente com um campo eletromagnético e confor
malmente com um campo gravitacional externos. As fontes dos
campos gravitacional e eletromagnétito serao supostas especifi
cadas independentemente do campo escalar, e nos limitaremos a
uma situagdo semi-classica na qual apenas o campo ¢ & quanti-

zado.

6.1 - INTERACAO ELETROMAGNETICA DE PARTICULAS ESCALARES

6.1.1 - ESPACOS PLANOS

A Lagrangeana para o sistema pode ser escrita sob

a forma

Do = doy +Logy + 2o, (6-1)

onde i£¢ , J@ EM © JZI sao, respectivamente, as Lagrangeanas

dos campos escalar, eletromagnético e de interacgao, dadas por
.].
_ H 2 T '
o&@ = o, 0" mfe e (6-2)

- _ 1 v -
EM- 5 WU|V W (6-3)

Lo

ie(@?’ucb - @*@w)w“ +e?W W ool g (6-4)

- 3, W | (6-5)
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onde definimos a corrente ju(x) por

. . + . ot
%@)—m[@w+m¢WQ®¢

(2], - ie W) ] (6-6)

A Hamiltoniana do campo escalar se escreve

i

t t

H(x) = f d%x {wT(x) T(x) + VY .V& + m? & &
+ ie(@Tué - ¢+¢|u)w“ - et W st . (6-8)
onde T = &ﬁ /a@lo = @TO e ﬂT= aﬂa/BQTO = ®|o $30 0S momen-

tos conjugados aos campos ¢ e @Trespectivamente.

Considerando-se um campo eletromagnético arbitra
rio W'(x) = (WO(x), W'(x), Wi(x), W'(x)), a equacdo de movi -

mento para o campo & &
Oe - 2ie w“<p|U - e2 wH W, + mPe = 0 (6-8)

A partir da equagidao (6-8) acima € possivel con-
cluir que campos puramente magnéticos ndo criam particulas. Fa
gamos W' = (0, W(X)) e o(x)v ] AL ¢ (%) b (X) + H.C. . Se
gue que ¢k(t) 3 elmkt ;W = constante, e que a funcgao wk(x)

satisfaz a equagao diferencial
92 _ as i, 2 - 2 _ 2 _
(-v 2ie W (@) Bi eWx).W(x) +m )wk wk.wk (6-9)

Portanto, o campo ¢(x) admite como solugao da parte temporal--
tiw, t

funcoes da forma e k . De acordo com o que vimos nos capitu

los anterjores este resultado indica que o nimero de particu -

las € constante no tempo.
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A presenga de campos elétricos muda substancial-
mente este aspecto do problema. Consideremos um campo elétrico
homogeneo nao estaciopario cujo potencial vetor & dado por
wH = (O,W(t)). (E importante notar que esta condicao quebra a
invariancia de gauge da teoria). A equagao de movimento para o

campo toma a forma

Lo + 2ie § W (t)e); + e*W(t).W(t)o+ m?e = 0 (6-10)
i=1

| i

Expandindec o campo escalar sob a forma ¢(X)m2 Ak @k(t) wk(§) ,
k

onde wk(;) sao autofuncoes do operador Laplaciano

Vzwk(§) - Sﬁ wk(;) = 0 , encontramos que a fungao @k(t) satis-

faz a equacgao

6y (€) + of 6, (£) =0 (6-11)
onde
wi(t) = m® + (k- eW, (£)) + (k,-eW, (£))2+ (k,-eW,(t))° (6-12)

A dependencia de W, no tempo significa que o ng
mero de particulas ndo € constante no tempo. Isto €, pode ocor
rer criagao e/ou aniquilac¢do das particulas descritas pelo cam

po ¢

6.1.2 - ESPACCS COM CURVATURA NAO NULA

Introduzindo o campo gravitacional a Lagrangiana

no campo P se escreve



70

1@ c oMVl o -t 2e LRyoTe cie o WYl oo of
: g @Iu v (m +6R)<I> ¢-ie g \t®|u¢ & QIU)W\J

e (6-13)

-

+e2§“’wum)¢

e a equagao de movimento para o campo ¢ €

1 3 - 030 ) B, 280
Fad B Rl TR g
1
- e?g™ W, Wee + m? o+ g RO <0 (6-14)

Como vimos em capitulos anteriores a equagao aci
ma € invariante por transformacoes conformes se m = 0 e ndo ha
campos eletromagnéticos presentes. A presenca do campo eletro-
magnético quebra a invariancia conforme da equagao (6-14) como

pode-se-verificar facilmente. Pela transformacao conforme

>0 =0 0
2
Buv T By T Y 8y (6-15)
wu e wu - Q_z WU
temos que
. . —Uuv 3(1-) 2 —UV = 2 l 5, =
® - = - W 3 + = b =
Cl 2ie g WU - e’ g N W3E + (m 7 R)
-3
= Q [[j@ -2ie gV W, 8 - e2gh W, W e+ (m? ¢ % R)@]
9X
-F -
£ 0 m?e- 325 "V w oo (6-16)
90X H

Este resultado mostra que a equagao (6-14) nao € invariante pe

la transformagao conforme definida por (6-15) mesmo quando m=0.



71

Vimos na se¢fo anterior que na auséncia do campo
gravitacional um campo magnético puro nido & capaz de produzir
particulas escalares. Esta propriedade sG & mantida na presen-
¢a do campo gravitacional no caso de espagos homogéneos confor
malmente planos. Se em (6-16) com m=0 fizermos Wu = (O,W(i))

e g, = 2% (1) v onde n_ & a métrica de Minkowskii e t &

"
o tempo global, o termo responsavel pela quebra da invariancia
conforme desaparece. A equagao (6-14) pode entdo ser transfor-
‘mada na equagdo para uma particula sem massa em um campo magné
tico puro no espag¢o de Minkowskii. Como sabemos, neste caso
nio hi produgio de particulas escalares. E importante salien -
tar que isto nao & verdadeiro para outros tipos de métricas

g ., (x) .

KV

Com o objetivo de nalisar a influencia no campo
eletromagnético sobre o processo de produgio de particulas, va
mos considerar o caso no qual o potencial vetor tema a forma
Wh = (ﬁ, 0, 0, 6(t)) e um modelo cosmologico com um plano de

anisotropia do tipéso).

ds? = dt? - B2(t)(dx? + dy?) - A?(t) dz?
(6-17)

A equagao de movimento do campo escalar sem o termo % R  toma

a forma
. -. 2 2 2
5ede L 22 28) 1 20, ,; 0 20
BZ \ax?2 oy%/ A? 3z? A?

+ (%ﬂ & + m2 & = 0 (6-18)
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onde V = A B? . Usando a decomposigdao para o campo ¢ em ter

L7
mos de ¢k(t) e wk(x) u" eli'x obtemos

-

§ + v b+ Ri(t) 6 =0 (6-19)

onde

e

RZ(t) = m? + L (k2 + k2)

el G i;(ka- ed(t))? (6-20)

Como vimos no capitulo 5.2, no limite de grandes valores de k
e a condigao |ﬁk[<< Qi € satisfeita ent3o uma boa aproximagao
para o numero de particulas criadas €
" (EM,G) N 52]'(2 (6-21)
Comparando (6-21) com a correspondente expressao para ng,obti
da de (6-21) no limite 8 -+ 0, vemos que a presenga do campo e-
letromagnetico inibe a criagao de particulas com momentum na
diregdo transversal a direcdo do campo elé@trico. Se considerar
mos as novas particulas criadas como um fluldo perfeito com
densidade p(EM,G)ﬂjn(EM,G) e a aproximggﬁo ultra-relativista
para a equacgao de estado, p = % p ; pode-se mostrar que(é)
Tg % - T3 >> T{ , T} . Portanto, se o niimero de particulas com
momento no plano XYréumenta, a anisotropia diminui. Mas, como
vimos, a presenca do campo eletromaénético inibe a criagao de

particulas no plano XY, o que significa que o processo de iso-

tropizagao diminui.
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6.2 - FORMALISMO UNIFICADO

Vamos considerar um modelo cosmoldogico do tipo

de Kasner,
ds? = dt? - A%Z(t)dx® - B2(t)dy® - CZ(t)dz? (6-22)
e um campo eletromagnético cujo potencial vetor € da forma
W, = (0,W, (), W, (t), Wy(t)) (6-23)

0 qual pode ou nao ser fonte do campo gravitacional, nos quais

vamos impor as condig¢des limites

lim (A,B,C) = constante (6-24)
*

lim W.(t) = W. = constante (6-25)

foto 1 i

A equagao de movimento para o campo escalar & a

equagao (6-14). Com a Lagrangeana (6-13) e os momentos conjuga

t =®TO e ﬁf

dos a ¢ e ¢ definidos por = = ho/a0

o 2 /aqflro

a Hamiltoniana para o campo escalar fica sob a forma

. it -
=1 4 v/omod o (139 99 +1 3¢ 299 1 39 239
H“‘—Idx g &+ (Aszax g2 97 3y+czaz 57)

W t W W 1l

. 1 3¢ 2 ad 3 ad
- e ( — P st — )0
TR S A
W W W w: ow: W2
+ M1 30 M2 3¢ 00 , 1 3.t
&b (— 32 2 2 et s 22 X e
1 ( 2 0X * 2 9y * 2 52) € FAz * B2 * C2) ¢
+ (m? +?1)-R) o0 (6-26)
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. -
Usando a decomposigao @i(x) N eli'x ¢i(t) para o0 campo esca-

lar segue que, da equagao de movimento

§,(k,t) + ¢ b, (kt) + 02(v)0, (k1) = 0 (6-27)
onde
RZ(t) =m? + £ R+ L (ky-eW,) 1—2 (kpel, )2+ -1-—& (k,-eW,) >
Introduzindo as novas variaveis T e wi(f,f) por
_ dt -1/3
T = . 0. =V P (6-29)
I vI73 () * *
onde V = A.B.C., a equacgao {(6-27) se reduz a
vk ¢ A v, (k1) = 0 (6-30)

onde

a2(r) = v¥/3 al(n) + Qo)
_ 2/3 1 A B’ 9 A - C B! C' 2
=V QZR(T) * I8 [(ﬂ - g)* (K - Ej +(F B E)] (6-31)

onde a "linha" significa derivacac com relacao a

>
Observemos que as amplitudes ¥ _(k,T) satisfazem

as condigdes assintoticas

iﬂ(i)T
1im v, (k1) = e K (6-32)
trteo -
onde
1im A, (1) = ALH) (6-33)
X K
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As amplitudes w+(f,T), devido as condigoes assintoticas acima,
satisfazem a uma série de propriedades as quais vamos demons -
trar a seguir em virtude da simplificagao que introduzirao em

calculos posteriores.

Da equagao (6-30), temos que

IR SACORL T
v, viT AR (v, =0
donde
YLow, -, v =0 (6-34)

Esta Ultima expressao pode ser escrita sob a forma

owrul, -, v ) =0
integrando, obtemos

' v = £(%) (6-35)

¢i 11'|"+ + T+

-y

onde f(k) & independente de T e pode_portanto ser obtida cal

culando-se (6-35) no limite t - - =, Obtemos entao

vEwl - v, er o= 2i Al (6-36)

Com procedimento analogo, podemos mostrar que

MR TR TS Aﬁ') (6-37)
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e que

o= wrt oy (6-38)

Tirando sucessivamente ¢, e y_ de (6-38), substituindo em
(6-36) e (6-37), respectivamente, e somando os resultados obte

mos

I A R A N G 1 Y £ D (6-39)

usando agora as equagoes diferenciais para VY, e ¥_ , e proce-

dendo como anteriormente, obtemos
: \ - . (=) _
\b_i_ w_ = w"_ w = = ZlAk (6 40)
Logo, de (6-39) segue que

v, 12 = {v_|? (6-41)

e da mesma forma pode-se mostrar que

lwe |2 = Jyri? (6-42)
Vamos escrever os campos ¢ e ®+ sob a forma

3 e L s -+ -

o(%,1) = —— LK %ellwgiﬂ+§elixmeiﬂ
ve(ln)® Wb - 1 (6-43)

3 i R _.->- - i

@+(;,T) -1 3 d’k B, oik.x w+(-§,1)+ Ai e ik.x w_(i’T)

v2(2m) A=) - -
X (6-44)

onde ( Ak’ Alt) e (Bk, B;E) sao operadores que satisfazem a relagoes
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de comutacdao anidlogas as relac¢des de comutagao (3-11) entre os
operadores de criagao e aniquilagdo de particulas e anti-parti

culas, respectivamente.

Um calculo direto, usando as expressodoes acima e
as propriedades das amplitudes ¢+(§,T) deduzidas anteriormen-

te na expressao (6-26) da Hamiltoniana, resulta em

3 N >
mey = 3 [ 2 duidnie 2ol Eol) o oo she

E—)’
+ @y &0k + 20 v, ko vk Al BT
+ & 0v R+ AL vEETD v &) By A (6-45)
ou
H(t) = 3 f % bck.1) (af AL+ BT, B
k
+ V(K1) A} BT+ ViR B A (6-46)
onde fizemos
uck,1) = |y, (k. 1® + AZ(D) v, (K, D) |° (6-47)
U IO LMo IR H O NS I C3e)

(6-48)

Devido a presenga das termos nao diagonais a Ha-
miltoniana (6-46) nao define um operador auto-adjunto em um es

paco de Hilbert. Podemos no entanto, diagonaliza-la introduzin
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do novos operadores de criag@o e aniquilagao através de uma trans
formagao de Bogoliubov, dependente do tempo, que preserve as
regras de comutagao. Vamos introduzir entiao novos operadores

(ak, a;) e (bk , b;) de criacao e aniquilagao de particulas e

anti-particulas respectivamente, pelas transformagoes

Al - 1 al (1) + 2 (k1) b*k('rl)} (6-49a)
- 2
\[1-|?\(k='f)l
A, = 1 [a (t) + rak, ) bY (1) ] (6-49b)
k ~ > k 1 i ~k*
Vﬁ-|x(k,r)| S
B = L = [B;(Tl) Foax -k, 1) aﬂk(fl)] (6-49¢)
VE-|A(-k,r)|2
B, = 1 [E (t.) + A(-%,1) al, (t )Jk (6-49d)
k k 1 ’ -k 1
V]_-l)\(-i,"f)lz
T, € um instante inicial dado (eventualmente,T, -~ - = ), e

A(f,r) € uma fungao que deve satisfazer a condigdo

1im A(k,T) = 0 (6-50)
T+keo .

Neste limite os operadores (Ak ) Ai) e (Bk R B;) coincidem com

os operadores de criagao de quantas do campo livre.

Substituindo as expressoces (49 a,d) na Hamilto -

niana obtemos
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d*k 1
8 ) 1-ak, 1)) 2

H(T) = 3 J { U&,T)[ a8, * bfk b+ A2 bT,

ra ah] + VED M ERD @ g ¢ by bl
+ v (k,7) Ak,7) (alt 8 * by bfk) + [V*(ﬁ,r) aik,T) +
2 Uk, ) Ak,T) + V(i?,r)] ap bT +[V('1E,r) A2 (K,1) +

2 Uk, A (K, 1) + v (K, 1) ] 3 by }

ou

1 _d%k 1 2
H(1) = —— UK, 7T) (A+A(k, D)D)+
She Bwe 1-[x(i:,f)|2][[(~” I BIE

VED W& ¢ v ED AED] @y o b 0T -
vk, A2k + k1) A7) +VEK,T) 8 by +

V&, %) + 20K A ED FVED) 8 b-k} (6-51)

Levando em conta que U(k,1) & real concluimos

que a condigao de diagonalizagido da Hamiltoniana (6-51) &

ve(k, 1) Atk 1) + 20k,0) Ak +VvERT) =0 (6-52)

onde

Ak, = 8T ;chf.r) - [v(k,D)|? (6-53)
, T
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0 sinal da raiz quadrada na expressao acima deve ser escolhido
de tal modo que a condigao (6-50) seja satisfeita. Usando
(6-32) e (6-47,48) encontra-se que o sinal deve ser positivo .

Ficamos entao conm

A(i,T) _ -U(I,T) + Zazéf,;) - IV(iz,T)I2 (6-54)
. *(k,t

O nimero total de particulas criadas no modo Kk
pode ser calculado introduzindo-se o estado de vacuo IO?E1 que
€ aniquilado por a, ¢ bk definidosem (6-4%a, d}. Um calcu-

lo direto conduz a

i -
N(t) = g0 [ Aoz = <o [By B yfoz,

__Dh&D)? (6-55)
l-IA(K,T)IZ

Usando as propriedades das amplitudes ¢+(§,T) encontra-se fa-

cilmente que UZ(k,t) - |V(k,1)]?2 4 Ai(T) Ai(') , de modo

que

uck,v) - 2 ap(m) A 0D

Ak, 1)]? =
| ol UCk,7) + 2 A (1) Ak{”j

(6-56)

Levando esta expressao em (6-55) obtemos

uk,t) - 2 A (r) A7) |
N (0 = = (6-57)
4 (1) Al

0 tensor momentum-energia para o campo escalar
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pode ser construido pelo mesmo processo que usamos para obter

a expressio (3-24). O resultado é

_ a7 + _ 1 _ +
TaB(X) = @Ia @IB"' @IB @Ia gOtB + 3 (RO»B gO‘.BD + VOL VB)(P ]

- _aT 2 + _
= ie (@Ia ¢ -9 @Ia) WB + e Wa WB $ ¢ (6-58)

onde b & a lagrangeana (6-13).

Com este resultado pode-se verificar facilmente

que o momentum total das particulas criadas € nulo, isto €,

<o|T ]o> = <o|Pt|ox = 0
T!: ¢ T1 T T

] 1
(6-59)
(i =1, 2, 3)

Este resultado esta em acordo com (6-55), onde verificamos que
o numero total de particulas criadas & igual ao numero de a to-

-particulas.

Vamos agora calcular os valores medios do opera-

dor densidade de corrente Ju(x) definido por
u = 3 MV . t s oaT . T s } _
JX =1ig " : (@Iv + ie ¢ Wﬁ) ¢~ 0 (®|“ ie Wv®) : {(6-60)

onde : : indica ordenag¢ao normal dos operadores. Como pode-se

verificar sem dificuldades,

0|J% 6> = 0 (6-61)
1 T
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Calculemos o valor médio da componente J' expli-

citamente:

J1=_i_:((<p +i.eq>+W1)<D -CI>+(<I> - ie W1@)>:
AZ _Jl Il

Utilizando as expressoes (6-43 , 44) para os campos €

a transformacao (6-49a, d) para os operadores (Ak, Al) e

(Bk, B;) temos que

J d3x §0| O+ ¢:|o% = %. f d%k ——-—;;-*—— 2 |A(i,T)|2Iw+(k,T)|2
1 1 1-|x(k,1)|? :

Ak, vk v, k) * A*(‘E,pwf(“f,-r)w:('ﬁ,r)}

Mas,
Vop_gr o+ VR
M A, = (U 2 by AT ( i +}

2 Ak2|w+|4+ 2|1P*'_|2|‘~P+|2‘ 41\2(_)

a0
U+ 2 AkAk(')) (U-2 AkAk(“))

- (U= 2 A Ay

2(—
A2l 1%+ Jull fu,l2 - 2% 0
) (-)
Ay

Ax
Substituindo este resultade na expressao acima obtemos

(-)_ 2 y12

A I ¥ ,

4’x gof: ®+®:|o% = - [ 4’k X (_¥(T)| LT
1 NSNS

Do mesmo modo,
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. k
+ + i 3 1 T T
a*x golse] o - 6% ifoy = 1 [ 'k 21A (K, 21w, (K, )| 2
[ T h TR 1-]a(k,1)|2 ¥ |

+ k) vk ik ) vk v, &, 1)

S S SO XL
-3 ek, nom
kA0

Com estes resultados, a expressao (6-61) se es-
creve
- 3 -
<o]Jt|o> = j e Gy e W @) (- @Iy, &1
1 Ap Ak{T)
(6-62)

- 2 3 ; .
Os valores médios de J” e J  podem ser calculados pelo mesmo procedimen-
to. Estas quantidades podem ser utilizadas para se calcular a
reacao das particulas criadas sobre a métrica e sobre o campo

eletromagnético, o que sera objetivo de futuras investigacoes.

Seguindo(zg), e chamando de w, a probabilidade
relativa de criacao de um par, e de Ck a probabilidade de que
nao seja criado nenhum par, a probabilidade absoluta de cria-
¢do de um par sera Cp @ - Além disso, devemos ter Cp *+ wp= 1.
Como pode-se ter um numero qualquer de particulas escalares em
um dado estado k, o nimero de particulas criadas pode ser da

do em termos das probabilidades we e Ck por

Cx “x Wy

n
k
n (l-mk)
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Deste resultado, com (6-55), podemos concluir que |A(k,7)|2é a
probabilidade relativa de criagao de um par. Este resultado es
ta de acordo com o resultado de Parker, citado no cap. 4,equagao

(4-19), se identificarmos B, com A/ V(1-1x]2)
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7 -~ PERTURBACUOES ANISOTRGPICAS EM UNIVERSOS DE FRIEDMANN

0 nosso objetivo nesta capitulo € estudar o conm-
portamento de perturbacdes anisotropicas de um modelo de
‘Friedmann quasi - euclidiano e sua influencia sobre a «criacgao
de particulas. Faremos inicialmente um estudo sobre a teoria
de perturbagdes de um modelo cosmologico seguindo Lifshitz(ﬁ).
A seguir, eépecializaremos este etudo para o caso de perturba-
¢oes anisotropicas geradas pela propagacao de um certo tipo de
ondas gravitacionais. As solugdes gerais para as equagoes de
Einstein perturbadas serao obtidas para diferentes equagoes de
estado. Estudaremos a influencia das perturbagoes sobre um cam
po escalar real, conformalmente acoplado ao campo gravitacional

e, finalmente, analisaremos a influencia das particulas cria-

das devido as perturbacdes sobre a métrica.

7.1 - TEORIA DAS PERTURBACODES
(o)

Consideremos uma métrica generica gaB[x),solugéo
das equacbes de Einstein, a qual € adcionada uma pequena per-

turbacgao 6gaB(x] de modo que

(0) () 1
gGB * gOtB - gas + GgOLS (7" )
(o)
= 8y € Pyg (7-2)

onde introduzimos a notagao 884 = € h,g » com g?<<g, para as

perturbacdes das componentes contravariantes do tensor métrico.
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O tensor hch ¢ considerado como um tensor definido no espago

(o)
da métrica nao perturbada Bap de modo que as operagoes de
(o)

derivagao covariante sao feitas com o tensor 8a" Mantendo ape
nas os termos até primeira ordem em e temos que Ggaﬁ = ~g haB,
isto &

(o) (o)

gaB > gOLB T gas - € haB (7-3)

- _ (o) Eo)
A correcao para o determinante g = det guB) po

de ser calculada como se segue. Sabemos que

(0 (0 4,

A
- - Ao - (o)
onde o e um 1nd%c§ de coluna, fixo, e A e o cofator de £5q-
0
Entdo, usando ~T§T— = AAU, tem-se que
o gAc
8(0) A
— 3 0
g = —ggzg 0854 e A h, .

AC
Mas, por definigéo,(g)lc= %37 de modo que
E

(0) (o), (0)
g = e g g h)\0 =egh (7-5)
onde h = h; . Portanto
(o) (o) '
g> g% g (l+e h) (7-6)

Calculemos entdoc a corregao para os simbolos de

Christoffel:
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a -1 op _
Fuv P g {guplv ¥ gVDIU guvlp}
G PO ) (0) (0)
vz e meh) (g e b))yt (ot e hydpy ~Cey * e hy)),
© ¢ )
< e -
R P R L TP
(0) (o) (o)
£ 0D
- =—h + - -
Ceuolv * Boplu ™ Buvlp ) -7
(©) (0)
- o & ~ .
Pondo huoiv hup“v+ Fuv hoo + Fop huv e expressoes analogas para hvplu e
hhv|p no segundo termo de (7-7) encontra-se que
(0)
- _ o
Buolv * Poplu ™ Puvle “ gy * Puple " Puvle * 2 T Pop
que substituido em (7-7) resulta em
(o) (o} (o)) (0],
o af P
'~ &% T -
w Y Ty T BT By Bygp T Bypp) e Ty By 8
(o) (o) (o)
(7-8)

100 -
20 Oy " Byplu " Buylp )

Por um calculo direto, verificando-se facilmente que o tercei-

ro termo de (7-8) se anula com o Ultimo, obtemos finalmente

(o
§ T =71% - r&
TRV uv uv

€ .0 o o _
v (huuv RGPy ) (7-9)

Com este resultado, podemos calcular as  cor-

- o o v
recoes para os tensores R ., R = R e R Temos que
s P BAp UV Hov U 4
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R -gg) + ¢R
VIR T\ uv
N (o o&
(T *+ FUU)IG - (T, * 6 rm)|v
(o)a o (O% . T (0) o}
+ ( I‘Tu ) FTa]( Fuv + & Fuv) - ( F + & P )( T Ud)
() o a o (01 T (O&
A Ruv + (8 Puv)|a - (8 Fua )IV + (GFTQ) Fuv +(8 Tuv) FTG
T (O& o (O%
- (8 rua) FTU - (8 FTv) Fua
(0) o [01 o o (O% a
N Ruv + (6 ruv) o D (6 FUT) - (6 Fua) v~ Tva (6 rur)
FB(0) o
Ruv (¢ I )na - (6 Pua)uv
Usando (7-9) obtem-se .
R =R Q)
T WV v
A € g0 o _ oo _ _
z Cupote * Polle ™ P o P gl (7-10)
Desta Gltima expressao encontra-se facilmente
SR =(0‘)“’ sR. & e (%Y - nl® [7-11)
g pv ¥ vle o
Usando a relagao
CH (o)
v v v
Ru + <SRu v (g - ) ( R + GRuA)
obtem-se ('
sRY % o sR . - ¢ WV R (7-12)
w8 uA M
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0 calculo da corre¢dao para o tensor R%YD €
analogo ao que foi feito para se obter R,, - Apresentaremos

apenas o resultado:

o flo

o E o
R,,. A= (h +h -
8 Byp ( Bllelly elBlY th

L0 0 [l
v " Pyiele” Peiiviie” Pey 1o

(7-13)

7.2 - PERTURBACOES ANISOTROPICAS NO UNIVERSO DE FRIEDMANN
QUASI-EUCLIDIANO

Vamos escrever a métrica perturbada sob a forma

ds? = dt* - (a(t)+ a(t))? dx*-(a{t)+ B(t))* dy? -(a(t)+ \((t))zdz.2

R dt? - (a(t)+ a(t) a(t)) dx®- (a®()+ a(t) B(1)) dy”

- (@%(t)+ a(t) v(t) dz? (7-14)

Isto € equivalente a se considerar um tensor de perturbagoes da

forma

h = = (7-15)
ou 0 (u 0, 1, 2, 3}

a(t) (a(t) 6, & .+ B(t) §,,

: i 62j+ y{({t) 63. § .)

i “3j
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A condigao hou = 0 assegura que o sistema de re
ferencia continua sendo um sistema sincrono. As corregdes para
o tensor Ruv devido as perturbagdes (7-15) podem ser facilmen-

te calculadas como segue:

= __a+d _a+p _a+y
00 a + o a + B a + v
_.|& _ &, & _ |2 B, 2
{a ( a ' a a)} [a ( a 3 8)]
- S
[a ( a 'z Y)J
ﬁ l " - 5 . (0)
-3+ [- S (@ + B+Y) + = (OH‘B+Y)]= Roo* SR.,
e portanto
§R_ R {- Loy + 2 O(t)] (7-16)
00 a a
onde
o(t) = af{t) + B(t) + v(v) (7-17)
Para Rlltemos
g -4+d,a+a a+th ara.aty
11 a+ o a + o a + B a + o a + vy
2 - R l2 L ] . .2
v (B2 B +[ @ _ 3 4,8 45 -2 412 5. E_e}
a a a a? 92 al a? al
(o)
= Ry, + &Ry,
Logo,
- . L ] L) * .2
6R11 %[E + & o - ( 2 . .é_l.._)a + (a__ O - a_ e)] (7—18)
a a2 a’ a a a’
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Um calculo analogo conduz a

- . - * 5 . . 52 -

6Rpp & |2+ 8- B+ 2gp . 25 -2 0 (7-19)
i a2 a2 al a2 a? ]

sR & X « a Y - (é_ + éi)Y + (é_ o - a’ @)— (7-20)
33 | a 22 2 a3 a2 gd 1

Com estes resultados segue que

[ S ]

(4 & - (7-21)

%
e
1
)+
N
+
o
f
p—
a0,
[

SR A -[% 6+ 4

!
N
m
wa
[

Com base nestes resultados estudaremos a influen
cia das perturbagOes sobre um campo escalar real para determi-
nar como as particulas criadas, devido as perturbacdes, reagem

sobre a metrica.

1
Chamemos de(s)G: a correcao do tensor de Ricci

introduzida pelas perturbagoes definidas em (7-15) e,(g)Tx a
correspondente correcao do tensor momentum-energia. Com a pre-
senca das perturbacdes a métrica torna-se anisotropica podendo
2

entdao criar particulas de massa nula. Vamos chamar de § <T:>

a corregao do tensor momentum-energia introduzida pelas parti-
culas criadas e de(g)G: a correspondente re;géo sobre o ten-
sor de Ricci, e assim por diante, de tal forma que as equagoes

de Einstein perturbadas possam ser escritas como uma série de

potencias em um pequeno parametro € ,
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(o) (1) (2) (o) (1) (2)
Ay W 2 AV v vV o2 v o
GU + e 8 Gu + e 8§ Gu +,.. = Tu ) Tu €8 < Tu > .

(7-22)

O parametro € deve satisfazer a e?<<|e| e fica
ra fixado dependendo da escolha da regiao onde (7-22) seja va-

lida.
(0% (o%

Em (7-22) temos que as equagoes Gu = - Tu deter
minam a métrica ndo perturbada, a qual supomos conhecida. Deve

mos ter a seguir

§76Y = -'8’T (7-23)

Neste ponto, vamos impor que as perturbacoes (7-15) sejam pro-

duzidas pela propagagao de ondas gravitacionais. Assim temos
(1 -
s TV = 0, e a equagao (7-23) se escreve

(1), (1) 1
6°G) = 0 =8 R} § R= 0 (7-23a)

Usando agora (7-16, 21) obtemos o sistema de equacgoes

5 - (7-24a)

ST
@
-II
fom ]

.
E;)w-e + % 8=0  (7-24b)
a

R =
+
@iwe
=
¥
~
e
+

Y = a, B ou vy

Somando as equag¢oes para a(t), B(ﬁ) e v(t), obte
mos uma equacgao subsidiaria para ©(t) na forma P(a,é,ﬁ)é +
+ H(a,é,ﬁ) © = 0 que representa a condigao de compatibilidade
entre o sistema (7-24b) com a equagao (7-24a). Adotaremos a es

colha possivel
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O(t) = a(t) + B(t) + v(t) =0 (7-25)
Esta condigdo, juntamente com huo = 0, equivale a se conside -
rar ondas gravitacionais no modo mais baixo de vibracao, no

'""gauge'" transversal de trago nulo.

0 sistema de equagoes (7-24b) se reduz a um sis-
tema de tres equagoes desacopladas, com as fungdes o, B, ¥

satisfazendo a condigao (7-25):

a s A& . a?, -
v 2y &~ zz)w_ (7-26)

a(t) + B(t) + y(t) =0

Vamos considerar tres casos possiveis para a fun

gao a(t):
1
a(t) ~ t? (7-27a)
a(t) ~ t% (7-27b)
1
a(t) ~ t? (7-27¢)

que correspondem, respectivamente, as equacoes de estado

p = % 5 (7-28a)
p =0 (7-28b)
b o= (7-28¢)

As correspondentes solugoes da equagao (7-26) po

dem ser obtidas sem dificuldades:
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+

1% caso: a v t s P = % p

A solugdo geral &€

y(t) =c, +c, t

2
2° caso: an~vt?® | p =0

A equacgao (7-26) se escreve

2+ 21p - Ly-o0

f o

e a solugao geral &

=

+

V(t) = A;t7 + At

L
3° caso: an t? , P = P

A equagao (7-26)} se escreve
t2 § + % t U+ % Y =0

e a solucao geral &

1 L
3 3

¢(t) = B t® + B, t

X 2 log t

Com estas solugoes podemos construir as

a(t) , B(t) e +vy(t), satisfazendo a condicdo (7-25):

(7-29)

(7-30)

(7-31)

(7-32)

(7-33)

(7-34)

fungoes
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rof s

1¢ caso: anv t
Escolhemos .
a(t) =c, =0
1
B(t) = c,t? (7-35)
1
- 3
y(t) = - c,t

Neste caso, os elementos do tensor métrico pertur
bado sao

pu o 2 _
g v atr ) g a’ =g

g,, v az(1+ 5y g a?@+ c)) (7-36)

11
g . aat(l+ D) 4 a?(1- ¢ )
33 a 2

Estes resultados mostram que as perturbagoes po-

dem ser removidas por uma transformacgao do sistema de referen-

cia, compativel com a condigao hou = 0.
2
29 caso: a v t?
Escolhendo
1
a(t) = A t3
2
B(t) = A t? (7-37)
1 FIE
Y(t) = -A t? - Azta

os elementos do tensor métrico perturbado se escrevem
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. 207, -1
g, a (1 Alt

)

g,, N a?(1+ A) (7-38)

-1
2
g,, x 2 (1 = (A1+ Az) t )

Dos resultados acima podemos concluir que apesar

das perturbagoes i?troduzirem uma anisotropia no plano XZ, o}

universo com a ™ t? € estavel sob as perturbagoes (7-37), no

sentido de que as perturbagoes evanescem a medida que o univer
2

so evolui isto €: a solugdo an t® (p=0) s& € valida para va

lores de- t tais que t >> 1 e, de (7-38), tem-se a,BRv ¢!

4
3

3° caso: a~vt
Escolhendo
1
a(t) = Blt3
1
B(t) = B,t7 log t (7-39)
1 1
y(t) = —Blt3 - Bata log t
obtemos
Q.Ju 2
g, va (1+ B)
g,, % a%(1+ B, log t) (7-40)
g, N oa?(1- B, log t)

Estes resultados mostram que as perturbacoes ge-
ram uma anisotropia no plano YX, e crescem a medida que o uni-
verso evolui, e portanto o universo nao € estavel sob estas

perturbacgdes.
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7.3 - INFLUENCIA DAS PERTURBACOES SOBRE O CAMPO ESCALAR

Com a métrica perturbada, a equagao do campo es-
calar real ¢(x) conformalmente acoplado ao campo gravitacio-

nal se escreve

g 7T e+ (ms 2R 0 =0 (7-41)

ou, desenvolvendo,

(O_)u\) HV (02)5 o 2 1 (O) _
{"g'¥Y- h"") ¢|Ulv - ( ruv GFHV)QIQ +(m*+ z { R+ 8R))o= 0
(7-42)
Mantendo apenas termos até primeira ordem em
huv e considerando que, devido a condigaoc (7-25) tem-se que
(o) (o)
& uv a - = [FRY al -
SR ¢, h Fuv ®|a 0 Gruv la , obtemos de (7-42),
(o) (o)
v 5 1 - RV - :
g VU8 + (mE e RO WV 1, =0 (7-43)

Representando o campo escalar por (5-32),

o(x) = 15;%377 f dsk[ Ao (1) omik.X, Aje (1) o1k } (7-44)
a equagao (7-42) conduz a

b s docr [ koo 3 ] o

+ l;[ a(t)ki + B(t)kz + Y(t)k§]®k ) (7-45)

a
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ou
. 2 s . 1(0)
¢k + 3 3 ¢k + (Qk(t) % R )¢k 0 (7-45)
onde
= 1 a B
Rlzc(t) = m? + a_2 [(1‘” '531(? +(1+ g)ki + (14 ‘Té') kg]

Introduzindo as variaveis n e xuﬁw) por dt=adn e

@k = xk(n)/a(n), a equacao (7-46) se reduz a
Xgp(n) + a’(n) ﬂi(n) XE(n) =0 (7-48)
onde a "linha" significa derivagao com relagao a 70

A solugao de (7-47) pode ser expressa formalmen-
te por uma equagao integral do tipo da equacao de Volterra. Es

crevamos a equagao {7-48) sob a forma

Xp * (wp + 88 X =0 (7-49)
onde

wp(n) = a*(n) m* + k?

8L = gy [emKE + Bk Y]

(7-50)
Fazendo wi(no) = a*(n_)n® + k?, onde n, € um dado instante i
nicial a partir do qual comegamos a observar as particulas, a

equagao (7-49) pod ser escrita sob a forma
w, + “ﬁ(”o)xk = [(az(no)— & (n)m?*- Ai(n)} (7-51)

A solugao de (7-51) pode ser obtida por itera-
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goes da equagao integral

A B
X, M) = ———— sen w, (n )+ ————— ¢o0s W, (n_)n
k @ (n2) k>o w ) k™o
n mZEaZ(n - a?.(rlt):[ _ Z(nn)
* { c ! sen w (N )(M-n") x (n") dn’
w (n,)
o (7-52)

114

Fazendo T, 0 e impondo as condigoes iniciais

X (0) =0 e xy(0) = vu, (o)

tem-se que A =1 e B =0 de modo que a equacgao (7-52) toma

a forma
n
sen w, (0)n ( mz[a o) - az(n')]-f_\.i(n')
X = ——— ¢+ sen w (0} (n-n')x; (n')dn’
w (0) i wy (0)
0 (7-53)

Com esta expressao € possivel estimar a reagio

das particulas criadas sobre a métrica.

7. 4 - REACAO DAS PARTICULAS CRIADAS SOBRE A METRICA

~Vamos considerar o universoc de Friedmann quasi-
1

—euclideano com a(t)~ t® , {p=p ), as perturbacoesa (t},

B(t) e v(t) dadas por (7-39) e nos restringir a casom = 0.

sen wk(o)n'
Tomando xk(n ) = = como primeira apro
w, (o)
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ximacao em (7-52) e considerando apenas pequenos valores den ,

num calculo direto conduz a

(0){ h- (kI - hZ)n® log n (7-54)

=N

Xk(’ﬂ)m W

Para calcular as componentes de tensor momentum-

-energia associado com as particulas criadas, vamos seguir a

. (10)

prescricao de Zel'dovich e Starobinskii e fazer uma primeil

ra regularizacaoc, subtraindo os termos proporcionais a wi e ki
Cem (5-57, 58). Vamos supor que os outros termos divergentes

que- ainda permanecem podem ser regularizados de algum modo.

Um calculo direto, usando (7-54) em (5-57, 58) ,

conduz a
2 2
<0[Tg|0 > ~ <0|T'0> ~ f(k) t? - F(k) t® log t
- 2 2 2
<0|T2]0 > ~ £(k) t*® - (F(k) t*® log t - H(k) t* )
2 2 2
<0[T3[0 > ~ £(k) t? =~ (F(k) tilog t + H(k) t* )
(7-55)

onde voltamos a variavel t, e f(k), F(k) e H(k) sao integrais

divergentés nas componentes do momentum k :
f(k)v S d%k w (o) , F(k) fd3k w, (0) (ki-ki), H(k)nS d3k wk(o)kf

Observemos que F(k) e H(k) sO aparecem nas expressoes (7-55)

devido a presenga das perturbagoes.

Antes de introduzir as expressoes (7-55) como fon
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te de novas perturbagoes nas equagoes de Einstein, vamos sub -

trair os termos proporcionais

f(k) t°

2
Tais termos apareceriam

mesmo na ausencia das perturbagoes e nao podem, portanto, ser

associados com as particulas criadas devido as perturbagdes.

De (7-22) segue que as equagOes para as novas

perturbac¢des do tensor métrico sdo

) | (2) (2)
1 v oY v _
§ R, - 7 8 SRV -8« Tu > (7-56)
onde
2
8 <Tg> v 6 <T!>n F(k) t° log t
2 2
§ <T?> ~n - (F(k) t® log t - H(k) t* ) (7-57
2 2
§ < %> - (F(k)-t® log + H(k) t® )

Chamando de o' ({t), B'(t) e yY'(t) as novas pertur

bagSes do tensor métrico, e utilizando o mesmo procedimento

que conduziu ao sistema de equagoes (7-24, a,b) encontramos

2

.2
8 o' -2 g% - F(k) t* logt
aZ a3
L b oL E LB lg.a o
...a'+--—a'—(—-+—)0t'-—5@'+-———@"" - F(kt'log t
a a2 2 9} a®
. - . '2 e e » .2. -2;
g2 a2 3y _logud g% (F)tilog t -HEE V)
a 2 2 3 a 2
a a* a a
. . . "2 1 - . 2 2
Logrsa o2 03y L1823 o0 % (FUOE log t +HIOE )
a 42 22 s a a?

(7-58a,b,c,d)
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onde
O'(t) =a'(t) + B'(t) + v'(t) (7-59)
Multiplicanéo convenientemente cada uma das equa
coes do sistema acima por a(t) ou a?(t), verificamos que 0s

. - n
termos em log t ficam multiplicados por t com n > 1. Na apro
ximacao em que t << 1 estes termos podem ser desprezados, e, o

sistema (7-59) fica sob a forma

o - %-e'% 0
* R . ‘2 . »e
d'ﬂ-g at - B+ A2y o - G'+-§ o' %o
. . ? ?z . J1
3'+% é'__2.+a_2)8'-é'+g-9'%—ﬂ(k)t3
. * . r o . . __1_
vrs N oge Sy - e 0k HEY t
a

[7-60 a,b,c,d)

Somando as trés ultimas equagtes do sistema
(7-60) e considerando a primeira, encontramos uma condigao de

compatibilidade entre o sistema (7-60 b,c,d) e a equagao {7-60a):

or +§ o' % 0 (7-61)

1
A Unica solugdo de (7-61) compativel com (7-60a) & ©'(t) ~ t? . Com este

resultado obtemos para o', B' e y' o sistema de equagdes desa-

copladas

t 2t ¥ 0 (7-62)

T
+
(PN I N N Y E o
r+
™
+
Ol Wl o]
rt
™
o
1
janf
~
=
L —
ct
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Omitindo as constantes (arbitrarias) estas equa-

¢coes tem como solugdes
1
o' (t) v t?

i
o
wfen

B' (t) v t? + t° log t - H(k) t

1

1 1 3
Y'o(t) v-t¥ - t3 log t + H(k) t?

(7~63)
Nestas expressoes podemos identificar os termos
proporcionais a tg como as perturbagoes introduzidas no ten-
sor métrico pelas particulas criadas devido a presenca das on-
da gravitacionais. Dentro de nossas aproximagoes estes termos

sao extremamente pequenos e, além disto, ndo tendem a isotropi

zar a métrica perturbada.

Podemos concluir a partir dos nossos resultados

- -~ - - - - —~ ~ . . .

0s ¢asos como um mecanismo de isotropizagao do universo. Obser
vemos que este resultado nao & geral, isto &, nao exclui o pro
cesso de criacao de particulas dos possiveis processos de iso-

tropizagao do cosmos.
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CONCLUSOES

As contribuigoes deste trabalho ao problema da

criagao de particulas escalares em universos em eXxpansiao podem

ser sumarizadas no seguinte:

1 - Obtivemos uma solucao exata das equacgoes de Einstein tendo

como fonte um campo escalar dependente apenas do tempo {(mo
do mais baixo de vibragdo). Tal solugd@o & anisotrdpica e
os coeficientes da métrica sao potencias do tempo cujos ex
poentes obedecem a relacbes que contém a solugao de Kasner
para o vazio no caso limite do campo escalar nulo. Verifi-
camos que o volume evolul do mesmo modo que no caso da sSo
lucdo de Kasner. Verificamos também que, em consequencia

do campo escalar ser funcgao apenas do tempo, a equacao de
estado € a equagdo relativista extrema p =p . Finalmente,
mostramos que a presenca da matéria descrita pelo campo es
calar em regides prOximas da singularidade afeta a evolu-
cdo da dinamica do universo impedindo a existencia de um

"estagio de vazio'.

Utilizando a analogia formal entre as equagoes de Maxwell
escritas em uma variedade riemaniana com as mesmas equagoes
escritas em um meio material em um espac¢o plano mostramos,
de maneira simples, que em universo do tipo de Friedmann
quasi-euclideano nao pode haver criagao de fotons, um re-
sultado que ja & conhecido mas obtido por outro tipo de cal

culo. .

Estudamos interacao entre um campo escalar quantizado, com

carga nao nula, e campos eletromagnéticos e gravitacionais
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classicos. Mostramos que a presenga de um campo eletromagné -
tico homogeneo inibe o processo de criagao de particulag*z
Construimos um método unificado, baseado no formalismo Hamilto -
niano, para tratar o problema da criacao de particulas por
campos eletromagnéticos e gravitacionais homogéeneos, e cal
culamos expressoes explicitas para o valor médio dos opera
dores de nimero de particulas e densidade de corrente. Os
coeficientes da transformagao de Bogoliubov que diagonali-
zam a Hamiltoniana do campo escalar foram identificados em

termos da probabilidade de criagao de um par de particulas.

4 - Finalmente, estudando a evolugdo de perturbacbes anisotrd-
picas produzidas por ondas gravitacionais no gauge trans -
versal de trago nulo em universos do tipo de Friedmann qua
si-euclideanos;obtivemos solucbes exatas das equagoes de
Einstein perturbadas nos casos em que a equacao de estado

e p = % o, p=0 ep=p . No primeiro caso,verificamos
que as perturbagoes podem ser removidas por uma transforma
gao de coordenadas; no segundo, as perturbacoes geram um
plano de anisotropia, mas sao fungoes do tempo que evanes-
cem rapidamente. No terceiro caso as perturbag¢bes geram um
plano de anisotropia, e crescem a medida que o universo e-
volui. Para este Ultimo caso, calculando a reagao das par-
ticulas criadas sobre a métrica verificamos que tal reagao
nao € capaz de isotropizar a métrica perturbada. A partir
deste resultado concluimos que o processo de criagao de par
ticulas, em geral, nao funciona como um mecanismo de iso-
tropizagao do universo, o que contraria certas afirmativas
otimistas encontradas anteriormente na literatura.

(*) Esta parte do trabalho foi feita em colaboragao com o_':Dr. Mario Novello.



106

APENDICE A - FORMAS DIFERENCIAIS

Os tensores de Riemann das métricas usadas no tex
to podem ser calculadas facilmente pelo método de Cartan, uti-

(31) | gste método, pelo

lizando a teoria das forma diferenciais

menos para métricas com um certo grau de simetria, € muito mais
- - - - . L3 . A

eficiente que os métodos tradicionais. Dado um conjunto {6}

de vetores de base covariantes, escreveremos a metrica como

8 (A-1)

mAB = YABC GC (A-2)
verifica-se que
ao™ = - W A P (A-3)
e
dgap = “ap * “BA (A-4)
A

Y BC sao chamados de coeficientes Ricci ou coeficiente de ro-
tagao. O simbolo A indica o produto externo (ou de Grassman)
cujas propriedades relacionaremos a seguir. A equacao (A-3) €

chamada de'primeira equagao de CartanV

Definindo-se as 2-forma de curvatura QAB por

QA = de v P A wc (A-5)}
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mostra-se que

A

A C D
B 8~ A 6

BCD

R (A-6)

o
»

onde RABCD sao as componentes do tensor de Riemann. A equa -

¢ao (A-5) € a '"segunda equagaoc de Cartan'".

Para o nosso caso particular, dado o sistema de
- A - .
coordenadas x , € conveniente usar como base 1local os vetores

A A A

_ A _ _ _
= grad x , de modo que 6 = dx e gAR™ (eA.eB) constante.

Da equagao (A-3) tem-se que
(A-7)

Entao,dados o o gpp» podemos calcular as formas wAB e, de
(A-5) e (A-6) obter as componentes do tensor de Riemann por
inspegao. (Observemos que as formas wAB sao determinadas uni-

vocamente pelas equagoes (A-3) e (A-4)).

SUMARIO DAS FORMULAS BASICAS

a) Se oo e B sao duas formas diferenciais de ordem m e n,
respectivamente, e f & um escalar, entdo

m+n

alAg = (-1) BAa
d(@AB) = daAg + (-1)™ apB
d (fa) = fdo + dfA o

d?2 o =0
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b) Equagoes de Cartan

ae = - oA A 9B
B
dgap = “aB * “BA
QAB = deB + wAC A wCB
- 7 X0 o¢ A 6"

Vamos calcular as curvaturas da métrica de

Friedmann usando esta tecnica:

ds? = dt? - a?(t) [d x?+02(x) (46 + sen?8 d ¢2)]
Escolhendo
6% = dt
6! = a(t) dx (A-8)

8% = a(t) o(x)ds
83 = a(t) o(x) senbdb d¢

a métrica se escreve

ds? = (89)% - (8')% - (8%)% - (8%)°2 (A-9)
Tem-se entao,
dez =0
del = % eerl
de? = % 6° A2 + %E Bl A B2 (A-10)
ded = % 6%A 03 =+ %E BIA 67 + Egéii 62A 6°

onde a "linha" significa derivacao com relacao a ¥ , e o ponto

significa derivagao com relagao a t.
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Usando a equagao (A-3) obtem-se, por inspegao do sistema (A-10),

w' = w® =2 !
o] 1 a
wz = wo = E 82
0 2 a
ma = wo = E 63 (A—ll)
o] 3 a
w2 = -w! = 9_ g2
1 2 a
ma = -wl = 2 83
1 3 a
w? = —p? = coth 3
2 3 aag
donde se obtém, por derivagao
1 - é o 1
dug =g O A8 (A-12)
2 = E O Z 4 é S_ gl 2
duw =~ 6 Ao - 8" A 8
dw? = & g0p g7 +é—°—'91/\ g3 + 4 COB g2 p g3
a a ac a ao
dw2 = L gl A 68
1 a*c
" 1)
dw? = &= g1 A p? + L0 g2 p g3
1 azo. aZ 0,2
dy? 1L g1 p g3
aZO.Z

As 2-formas de curvatura Q% sao obtidas agora pela equacgao

{A-5) e o sistema (A-12):
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. a 1
a0 = £ 6” A6
0 _ & 04 42
szz 3 B .A 8
0 _ & g0 p g2
Q 5 B A 6
2 = (3. cr"} 81 p o2 (A-13)
2 - azo
al = [@- 2] et n e
3 L a azc
- - '2
Q2 = (%)2_ 1+0 } 82 A 83
3 L a? g2

Usando agora a equacao (A-6), obtem-se

R® -RpR® =-p° -2
101 202 303 a
1 = 1 = 2_ — 0-1' —
R TR T @) (A-14)
. 2
1 1+g’
R = - = )
323 a a2 o
Destes Ultimos resultados segue que
R = -382
00 a
. " -1
R =2 .2 (2. a?) (A-13)
11 a a g
1" N 1 2
R =R =2&_21 (%_ - a?)+ 1 (a? - 1 .o )
22 33 a az a 02 02
R =-6 % s 4 (g_ - Ay o+ 2o Lo, 9 a?)
a® a? ¢? ¢?
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onde R = gAB Rug € o escalar de curvatura.

Definindo

e = % R(3)= % {4 g: + 5; (1+0 2)] (A-16)

onde R(3J € a curvatura do tri-espacgo, podemos escrever

=
[
|
o
—
|
-+
AN
L~ [

E
= ] (A-17)

[s4]

Finalmente, os elementos do tensor de Ricci

- 21
GAB = RAB > R g)p S€ escrevem
3 te2
G = — (a° + £)
00 az
. 2 tr
a a 1 0
- _ e I e = el A-
G11 2 5 ¥ i (25— + 3 ¢€) (A-18)
G =6 =-22_8 _E
22 33 a 2 2

Curvaturas da Méetrica de Kasner

ds? = dt? - a?(t) dx* - b*(t)dy? c?(t)dz?

. _ (& ,B ¢
Roo = (a *pte
_&,ab,ac
R11 =3 ta2p 733
Ls e a e (A-19)
R =b+2b+b9_
22 b ab ©bBCT
¢ . ac . chb
R T ac*™ch
_ a b ¢ ab_ ac be
R=-2@G+g*32Gg* 3552
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Curvaturas da Métrica Mixmaster

ds?

Q0

11

22

313

1l
jo N
+

[N

1

2; (1) (01)?,dote

-5 4]

glgzga
L o8y :
_ (e 1 [2: - (82~ 2§)2]
212223 TQIRZRB)Z
(212223) 1 [
- SZ,I' _(22_ 22)2]
i
£ 2 8 TQIZZRBJ 3 2
1 2 3
i, Rk L8 [
-2 z 1, 1 s 23 13 +
321 li 212 QZQB T} .
1l 4 L " 1 2 2.2
+ s " [2 + 22 + 23 -5 (R, * L, * 23)

1 1 j k
Z'Sjk g'AN o

(A-20)
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APENDICE B - A CLASSIFICACAC DE BIANCHI

Definigao: Dada uma transformagdo infinitesimal de coordena
das X" xM + EA iﬁ(x) , onde eA sao os parametros da transfor
¢ao, a condigao para que esta transformagao seja uma isometria
€ que os vetores EA sejam vetores de Killing, isto €,

Saang ¥ Gagloa T 0 .

Estes vetores podem ser interpretados como opera

3 . .
dores( 2) e como consequencia, podem ser desenvolvidos na base

f—§~} , fazendo-se E = g2 a__ . Pode-se mostrar entao que o
BXG A A axa
-5
comutador de Lie de dois vetores de Killing EA e EB e dado
por
o o
., 2] - (;u S T S (B-1)
A B A Bxu B 3XU Bxa
D = _
= Cas p (B-2)

.. D . ..
onde os coeficientes CAB sao os coeficientes de estrutura da

algébra de Lie gerada pelos vetores de Killing %A

Consideremos entao um espago-tempo cujo tri-espa

¢o admite um grupo de isométrias tri-paramétrico. Identifican-
-> ) -

do-se os vetores Ei com oS vetores de base e, pode-se mos-

trar que as constantes de estrutura definidas por (B-2) sao

iguais aos coeficientes de Ricci ch , definidos em (A-2) como

. . - A
os coeficientes da expansao das formas w na base das formas &
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Usando-se a equagdo (A-3) tem-se entao
(B-3)

A expressao acima € caracteristicas de espagos homogeneos tri-
-dimensionais e os diferentes tipos de universo podem ser ca-
racterizados pelas constantes de estrutura associadas aos gru-

pos de isométrias.

Baseando-se neste esquema, temos a seguinte clas

sificagao para espagos homogeneos, criada por Bianchi.

CLASSIFICACAO DE BIANCHI

TIPO CONSTANTES DE ESTRUTURA
I Cac = 0

| oci, - —‘cgz =1

111 C§3 = - cgz =1

v Cyz = - C3p = Cpg= -Cqp= €= -Cgp= 1
v Cy3 = - Cgp = C53= -C3p= 1

VI Cis = - C§1 = 1; C5,= -c;3= -h (h#0,1)

Cyp = - Cp3 = C3= ~C3y= 1

VIL b es, = -ct, =n @< 4

VIII Cés = - C;z = c;2= -c;1= c§3= -c§1= 1
IX | Che = She
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Dentro deste esquema de classificagao, as métri-

cas que usamos no texto sao

-

aberto : Tipo V
Friedmann euclideano : Tipo I
fechado : Tipo IX
Kasner : Tipo 1
Mixmaster : Tipo IX

Un esquema mais sofisticado que o de Bianchi foi

(33)

desenvolvido por Behr e pode ser encontrado em(34) modifi-

cado com a introdugao de uma classe de grupos mais ampla.
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APENDICE C - EXTENSAO DO METODO WKB

Recentemente~Chakraborty(35) desenvolveu uma ex-
tensdo do método WKB que permite obter solugoes aproximadas,em

todas as ordens, da equagao diferencial

2
AP 4 a2(x) F (x) =0 (c-1)
dx?
2
desde que A (x) seja lentamente variavel. 0 método consiste

essencialmente no seguinte: fazendo

x = SA(x) dx , e F, = \1/2 g (C-2)

a equagao (C-1) se reduz a

d?F,
. + (l+0,) F =0
_ 1 d? ,1/2 = 32 -
g, = - ;T7§ E;ZA , l+o, Al (C-3)
Se |o,[<< 1 a solugdo de (C-3) & a solugdo  WKB
usual
1 ifadx! -i/adx!'
F(x) = [A e + B e ] (C-4)
A172
Fazendo agora
X, = f(1+02)h dx = Sfi dx (C-5)

F, = 22040 )14
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a equacao (C-3) se reduz a

2
d F _
i + (1+0u)_F2 =0 (C-6)
2
. - - 1 (1+oh)1/4 . lva, =2
! (1«“:72)1/4 dx’
2

Se |o,|<< 1 ent3o & possivel construir uma solugdo melhor que

a (C-4).
De modo geral, podemos escrever
d*F
I 4. A2F =0 (C-7)
ax’ non
n
onde
F = A1/2 g
n-1 n-1
ey 1/4
= [A2(1+0,) (140 )...(1+o, )] F (C-8)
, 1/4
dx = [A%(1+0,) (1+ch)...(1+02n_2)] dx
A=
n - ¢ UZn)
Entao
. T2 ‘ 1/2,
| /A% (1+0,) (140,) .. . (140, )] “dx
F(x) = 1 Ae

{h2(1+02)(1+04)...(1+3n)]1/4

-1/ [A2 (1%0,) (149,) - . . (%0, )] 2/ %ax: (C-9)

+ Be
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onde
1 a2 1/4
g = - (1+o ) (C-10)
2n+2 i/4. 2 2n
(1+02n) dxn
e
02n+2| << 1 (C-11)

A solucido (C-9) & correta até a ordem n das derivadas do pa-

rametro A% com relagio a X,
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APENDICE D - SOLUCAO DA EQUACAO (3-30):

L ety § ¢ [Az— &iﬁill] =0

sen?y sen’y
Fazendo a substituigao
Z = cos ¥ (D-1)
a equagao acima fica
2
(1-22) &L - 32 & [AZ - &L&:llﬂ m=0 (D-2)
dz - 1-12
Pondo agora
L
1(z) = (1-22)7 o(z) (0-3)
obtemos
\ _
a-z2) L2 - 2wz £+ [AZ- z(z+z)] 5 = 0 (D-2)
dz?
Fazendo finalmente
X =2 D-5
= 5 (1-2) (D-5)

obtemos

2
x(i-x) 42 . [é .9 - (3+22)x] a2 zz+z(z+2)]¢ =0
) (D-6)

que & uma equacao hopergeométrica cujas solugdes sio dadas por

por
$1(x) =T(2+a+ 1, - a+ 1 ; & + % yX) (D-7a}
1
-(R,"'—) 1 1
5, (x) =X S F(avf,-ar -5 X) (D-7D)
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onde

a2 = A% + 1 (D-8)
A fungao hipergeométrica ¢ , & bem comportada em Xx =x =0 e
singular em x = Il (x=1). Se x = £ + n + 1 ( n inteiro} ¢ se
torna um polinomio. ¢, de modo geral € singular em x = 0 e
x =1,

A partir das fungoes ¢, e ¢, € possivel cons -

truir uma solugao que & singular apenas na origem(36).

=c, 6 +c, 0, (D-9)
onde
¢, = M{R+a+1)T(Z-a+1) r(-z-%)
c, = T(-a+3) I(a+3) r(e+3)

Um processo pratico para construir solugoes de

(3-30) & o seguinte: fazendo & = 0, temos que

1 _d {sen’y ;Ig) + A2 1 =0
sen?y dx ‘ X o (D-11)
. . - 50
A substituigao n, = Seny conduz a
d?g
QS+ a2 g =0 (D~12)
dy? ©
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Para esta Gltima equagdo, podemos construir as seguintes solu-

goes regulares em X = 0

< (13}
0. w1
(2)
11 = COS 0'.!
0 sen X

e a solugao regular em x = II,

(ﬁ) _ sena(m-x) (D-14)
) sen x

Verifica-se facilmente que as solugdes para £%0

podem ser obtidas por

g
a”n
IR } L 0 . 2 1 4 .% D-15
I, (x) (-1)" sen”x -—-—-———d(cosx)g sen”x (gzax H‘x) o, (x) ( )

com HO dado por (D-13) ou (D-14).
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