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Resumo

As equagoes de Fokker-Planck nao-lineares sao grandes candidatas a descricao dos
processos difusivos andmalos. Introduzidas, inicialmente, no estudo da difusao em meios
porosos, estas equacgoes foram generalizadas para diversas aplicacoes, geralmente de ma-
neiras fenomenologicas. Trabalhos recentes propuseram uma extensao da derivagao das
equacoes de Fokker-Planck, partindo da equacao mestra, para o caso nao-linear. Outro
resultado importante foi a prova do Teorema H neste contexto, permitindo que essas
equacoes sejam associadas diretamente com formas entropicas generalizadas, ou seja, que
descrevem sistemas nao-boltzmannianos. Neste trabalho, estendemos os desenvolvimen-
tos anteriores, derivando equacoes de Fokker-Planck nao-lineares multi-difusivas a partir
de aproximacoes da equagao mestra. Propomos que estas equacoes sao capazes de repro-
duzir sistemas complexos que apresentam diferentes regimes de difusao, mesclando entre
difusoes lineares e andmalas. Apos caracteriza-las, resolvemos alguns exemplos tedricos
ilustrativos, sempre conectados & entropias generalizadas. Mostramos que um caso espe-
cial das equacoes anteriores é capaz de descrever a dinamica de particulas interagentes
em movimento superamortecido. A solucao para este caso é conhecida analiticamente e,
comparando com os resultados obtidos por simulagoes de dinamica molecular, mostramos
a validade da descrigao.



Abstract

The non-linear Fokker-Planck equations are good candidates for describing anomalous
diffusive processes. Introduced, initially, for diffusion in porous media studies, these equa-
tions have been generalized for different applications, usually in phenomenological ways.
Recent studies have proposed an extension of the derivation of Fokker-Planck equations,
starting from the master equation, for nonlinear cases. Another important result was the
proof of the H-Theorem in this context, allowing these equations to be directly associated
with generalized entropic forms, ¢.e., those that describe non-Boltzmann-Gibbs systems.
In this work, we follow previous developments, deriving multi-diffusive non-linear Fokker-
Planck equations from approximations to the master equation. We propose that these
equations are appropriate to describe complex systems that present different diffusion
regimes, mixing linear and anomalous diffusions. After characterizing those, we solve a
few illustrative theoretical examples, always connected to generalized entropies. We show
that a special case of these equations can describe the dynamics of interacting particles
under overdamped motion. The solution for this case is known analytically and, compa-
ring with the results obtained from molecular dynamics simulations, we show the validity
of the description.
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Capitulo 1

Introducao

A fisica estatistica representa uma das teorias de maior sucesso com intmeras apli-
cagOes em Fisica; juntamente com a mecanica quantica, estas formam um grupo de teo-
rias de probabilidades de grande abrangéncia. A partir da conexao estabelecida entre a
mecanica estatistica e a termodinamica, tem-se uma descricao macroscopica de diver-
sos sistemas fisicos, tais como: gases de particulas nao-interagentes, sistemas de spins,
oscilacoes em redes, entre outros. Estes sistemas sao descritos por leis mecanicas, quanti-
cas ou classicas, e possuem propriedades microscépicas definidas, permitindo a mecanica
estatistica fazer predigoes macroscopicas baseadas nessas propriedades, propiciando inter-
pretacoes a nivel atémico de quantidades termodinamicas, como calor especifico, energia
livre e entropia.

Devido ao carater historico, a entropia de Boltzmann-Gibbs, Sga, proposta por Lud-
wig Boltzmann (1844-1906) em 1872 e explorada por Josiah Gibbs (1839-1903) em 1902,
é considerada atualmente como a entropia termodinamica e pode ser relacionada direta-
mente com as possiveis configuragoes do sistema. Porém, como citado nos trabalhos funda-
mentais, esta forma entropica s6 pode ser considerada apropriada sob estritas condicoes,
como: homogeneidade, interacoes de curto alcance entre os componentes e, principal-
mente, ergodicidade dos sistemas, os quais sao descritos, usualmente, por equacoes linea-
res e distribuigoes estacionérias gaussianas. Durante todo o desenvolvimento da mecanica
estatistica a forma da entropia foi considerada valida e apenas pequenas mudancas foram
incorporadas (como na descrigao de sistemas quanticos via matriz de densidade) enquanto
outros funcionais termodinamicos puderam ter sua forma modificada para adequar-se a
novos problemas. Entretanto, desde a sua introducao em 1870, a mecanica estatistica vem
acumulando exemplos que encontram-se fora do alcance da teoria.

Pensando numa expansao da mecanica estatistica usual que permita a descricao de

sistemas complexos, diversos autores postularam generalizagoes para o funcional entrépico
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(veja, por exemplo, a secdo 3.9 da referéncia [I]). Destas, destaque-se a teoria apresen-
tada por Constantino Tsallis (1943-) em 1988 [2] conhecida por mecanica estatistica nao-
extensiva, que em mais de 20 anos, transformou-se numa teoria promissora e com diversas
aplicagoes a sistemas fisicos, que vao desde distribuicao de velocidades em particulas sub-
atomicas a distribuicao de matéria escura no universo. O nome nao-extensiva surge da
propriedade apresentada por algumas grandezas termodinamicas, como por exemplo, a
energia interna. Quando tratamos de sistemas cujos elementos sao fortemente correla-
cionadas, a entropia de Tsallis, que é sempre nao-aditiva, torna-se extensiva para o valor
apropriado do parametro ¢, também chamado de indice entrépico. Diversos sistemas natu-
rais, artificiais e sociais apresentam estados estacionarios, ou quase-estacionérios, que nao
sao bem descritos pela estatistica de Boltzmann. Estes sistemas sao geralmente caracteri-
zados por correlacoes de longo alcance, espaciais e temporais; processos nao-markovianos;
interacoes de longo alcance; equacoes nao-lineares e distribuigoes nao-gaussianas.

No contexto desta dissertacdo, o trabalho de Albert Einstein (1879-1955) em 1905 traz
para a fisica 0 movimento browniano, cuja compreensao é creditada a Robert Brown (1773-
1858). A explicagao do movimento difusivo das particulas em suspensao coloidal através
do efeito coletivo dos atomos do fluido, que contribuiu para a corrente atomista do inicio
do século XX, pode ser considerada uma das grandes aplicacoes da mecanica estatis-
tica ou da dinamica estocéstica. As equacoes lineares que surgem neste problema podem
ser usadas na descricao de alguns sistemas que apresentam difusao linear, destacando-se
entre elas a equagao de Fokker-Planck (EFP) (sistemas continuos) e a equagao mestra
(sistemas discretos ou quantizados). O fato da EFP apresentar como solu¢ao temporal
uma distribuicdo gaussiana, a qual maximiza a entropia Sgg, sugere uma conexao entre
a mecanica estatistica e as equagoes de Fokker-Planck lineares [3].

Entretanto, é sabido que muitos sistemas complexos nao sao descritos por equagoes
lineares, de tal forma que a introducao de nao-linearidades nas equagoes é considerada
como possivel alternativa de adequacao. Para a EFP, que descreve a evolucao temporal da
distribuicao de probabilidades no espaco de fases, diversas generalizacoes foram propostas,
permitindo a descricao de sistemas caracterizados por difusdes anémalas e dinamicas no
equilibrio e fora do equilibrio. As distribui¢oes de probabilidades em leis de poténcia
que maximizam a entropia de Tsallis sao, também, encontradas como solugoes dessas
equacoes nao-lineares, sugerindo que a mecanica estatistica nao-extensiva emerge como a
teoria estatistica das difusdes andmalas e outros sistemas descritos por tais equacoes.

As equagoes de Fokker-Planck, sejam na forma linear ou nao-linear, tem encontrado
aplicagoes na descricao de uma variedade de campos, tais como: fisica de plasmas, fisica

de superficies, astrofisica, hidrodinamica nao-linear, biofisica, dinamica de populacoes,
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neurofisica, econofisica entre outros [4]. O principal objetivo deste trabalho é apresentar
uma generalizacao da EFP, na tentativa de torna-la mais abrangente, aplicavel a sistemas
que apresentem diversos regimes de difusdo. A transicao entre um regime difusivo anémalo
para um regime linear é conhecido para algumas formas da EFP [5] mas, estudamos o
caso geral, onde dois, ou mais, regimes nao-lineares possam ser encontrados.

Este trabalho ¢ dividido em cinco capitulos, separados entre introducao, breve revisao,
resultados e conclusao. No capitulo 2 apresentamos uma breve revisao de alguns resultados
conhecidos, versando sobre difusao linear e andémala. A partir do movimento browniano,
introduzimos as formas lineares da equacgao de Langevin, da equacao de Fokker-Planck e
da equagao mestra. Devido as aplicacoes restritas destas formas, mostramos uma possivel
generalizacao da EFP para descrever difusoes anémalas, obtida através de aproximagoes
da equacdo mestra. Além disso, apresentamos alguns topicos em dinamica molecular e
mecanica estatistica nao-extensiva.

No capitulo 3 introduzimos equagdes de Fokker-Planck nao-lineares (EFPNLs) bi-
difusivas e multi-difusivas, na tentativa de descrever processos difusivos complexos, onde
diferentes regimes podem ser encontrados, cada qual sendo representado por seu termo
difusivo, caracterizado por um expoente. Com o intuito de caracterizar essas equacoes,
derivamo-as a partir de aproximacoes da equacao mestra; provamos o teorema H neste
contexto, assim, encontrando uma relacao que associa a forma entropica e os funcionais
das equagoes de Fokker-Planck; resolvemos alguns exemplos ilustrativos.

Na busca de uma aplicacao fisica para as equacoes do capitulo 3, no capitulo 4, apro-
fundamos alguns resultados para os sistemas de particulas interagentes em movimento su-
peramortecido, mostrando sua conexao com a mecanica estatistica nao-extensiva. Deriva-
mos a partir das equacoes de movimento, utilizando uma aproximacao do tipo “coarse-
graining”, uma equacao de Fokker-Planck nao-linear (EFPNL), cuja solucao analitica é
conhecida. A fim de validar a descricao do sistema pela equacao citada, comparamos os
resultados analiticos com os obtidos através de simulacoes de dinamica molecular. A dis-
sertacao € finalizada no capitulo 5, onde apresentamos nossos conclusoes, como também,

algumas perspectivas de continuidade de investigacoes dos temas apresentados.



Capitulo 2

Aspectos das dinamicas estocastica e

molecular

Este capitulo discute aspectos da teoria de probabilidades, mais especificamente em
dindmica estocéstica, mecanica estatistica nao-extensiva e dindmica molecular, relevantes
para o trabalho. Apresentamos algumas definicdes, demonstragoes e resultados que se
farao necessarios para o entendimento do restante da dissertacao. Para revisoes mais de-
talhadas, recomendamos os livros da Reichl [6] e Van Kampen [7] em mecanica estatistica
e processos estocasticos e, também, para topicos recentes em mecanica estatistica nao-
extensiva, o livro do Tsallis [1]; para as equagoes de Fokker-Planck sugerimos os livros do
Risken [3] e Frank [4] (casos linear e ndo-linear, respectivamente), enquanto que topicos
avancados em dindmica molecular podem ser obtidos no Rapaport [§].

Esta dissertacao versa sobre generalizagoes e aplicagoes de equagoes de Fokker-Planck
nao-lineares e simulacoes computacionais do tipo dinamica molecular. Desta forma, apre-
sentamos aqui a EFP relacionada ao movimento browniano; as definicoes das equacoes
mestra e de Langevin; a derivagao da EFP a partir de aproximacoes da equagao mestra.
Na segunda secao, mostramos como EFPNLs podem ser obtidas de maneira semelhante
ao caso linear. Reproduzimos, também, provas dos resultados usados durante o trabalho:
o teorema H, a extremizagao da entropia e o conceito de familia de equagoes. O trabalho
de Plastino e Plastino [9] mostrou inicialmente a ligacdo entre uma EFPNL e a mecanica
estatistica nao-extensiva, sendo a solucao para a distribuicao de probabilidades a mesma
que extremiza a entropia de Tsallis; por esta razao, apresentamos algumas defini¢oes im-
portantes da mecanica estatistica nao-extensiva que serao usadas no contexto da difusao
nao-linear. Na terceira parte discutiremos sumariamente alguns topicos de simulacoes

computacionais do tipo dinadmica molecular.
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2.1 Equacao de Fokker-Planck linear

A teoria de difusao linear, que engloba o formalismo de Langevin, da equacao mestra
e das equacoes de Fokker-Planck, ¢ uma das aplicacoes da fisica estatistica de Boltzmann-
Gibbs. A ideia principal desta secdo é apresentar uma das abordagens possiveis para a
introducao da EFP, como uma equacao para descrever tal processo.

De acordo com a mecénica classica, conhecendo-se o hamiltoniano que define um sis-
tema de muitos corpos e as condigoes inicias, as equacoes de movimento sao completa-
mente determinadas. Porém, a resolucao destas equacoes, considerando a interagao entre
todos os componentes do sistema, pode ser uma tarefa dificil. Uma alternativa consiste
em passar de uma descricao microscopica para uma descricao mesoscopica do sistema,
olhando-se para a evolugao probabilistica de apenas um elemento. A equagao passa, en-
tao, a ser a combinacao de uma contribuicao determinista, proveniente de uma forca
externa conhecida, geralmente associada a um potencial externo, com uma parte estocés-
tica, representando o efeito médio das interagoes internas.

A EFP é usada para descrever a evolucao desses sistemas, que tem como exemplos,
o movimento de pequenas particulas imersas em um fluido, as flutuacoes na intensidade
de um laser, a distribuicao de velocidades das particulas em fluxos turbulentos, entre
outros. A vantagem desta abordagem consiste no fato das equacdes poderem ser aplicadas
a sistemas no equilibrio (ou em estados estacionérios), ou fora do equilibrio (longe do

equilibrio térmico) [4].

2.1.1 Difusao linear

A representacdo matematica do que chamamos de movimento browniano foi apresen-
tada por Einstein em um dos seus trabalhos do seu ano miraculoso (1905). Usaremos este
exemplo para definir a difusao linear e relaciona-la com a equacao de Fokker-Planck. Con-
sideremos uma particula massiva, por exemplo um grao de poélen, imersa em um fluido,
como agua. Ao observar microscopicamente a particula, nota-se um movimento rapido e
aparentemente aleatério, de constante agitagao. Esta experiéncia foi utilizada por Einstein
na tentativa de comprovar a existéncia dos atomos, explicando que o caracter discreto da
matéria seria responsavel pelos efeitos observados.

A particula browniana apresenta um movimento muito mais lento que os atomos,
resultado de choques rapidos e aleatérios devido as flutuacoes do fluido. Desta forma,
podemos reconhecer duas escalas de tempo no problema: uma relativa a particula massiva
e outra ligada as particulas atomicas. Define-se, assim, uma abordagem mesoscopica do

problema, onde consideramos os efeitos do fluido na particula como a composi¢ao de uma
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forga aleatoria com uma componente de fricgdo (ou atrito). A equagao do movimento da

particula é

dv(t) ¥ 1
=——v(t) + —&(¢ 2.1
-y + ), (2.
sendo v(t) a velocidade da particula no tempo ¢, v(t) = dz(t)/dt, m a sua massa e

v o coeficiente de friccao. O termo £(t) corresponde a uma forga aleatoria, geralmente
escolhida como um ruido branco (que possui média nula e correlagdo temporal do tipo
delta) [7]. A equagao acima é chamada de equagao de Langevin e os detalhes sobre a sua
solugdo podem ser encontradas nas referéncias [6), [7].

A equacao pode fornecer informagoes do movimento da particula quando avaliada
sobre uma meédia de realizacoes e condicoes iniciais. Desta forma, obtém-se a evolucao
temporal da distribuigao de probabilidades, P(x,t) (veja a se¢ao S5.C.3 da referéncia [0]).
A equagao basica que representa tal dinamica é chamada equagao de difusdo (ou equagao
do calor)

OP(xz,t) D32P(x,t)

ot ox? '’

(2.2)

onde D ¢é a constante de difusao.
Considerando a condigao inicial P(z,0) = 6(z), onde d(x) é a fun¢do delta de Dirac,

tem-se como solucao .
2
T

e Dt 2.3
Var Dt (2:3)

sendo esta normalizada. Para o segundo momento da distribui¢ao, obtém-se

P(z,t) =

(z*(t)) = 2Dt. (2.4)

Pode-se dai perceber a origem do termo difusao linear (ou normal), a dispersao escala
linearmente com t. O mesmo resultado poderia ser obtido através da equagao con-
siderando que a particula encontra-se em equilibrio térmico com o fluido de modo que o
principio de equiparti¢ao da energia pudesse ser aplicado, neste caso D = kgT'/~ (conhe-
cida como relagdo de Einstein) fornece a conexado entre a difusao e o equilibrio termodi-
namico [10].
De uma maneira geral, pode-se encontrar comportamentos diferentes para a dispersao,
como
(z2(t)) o tH, (2.5)

sendo p o expoente de difusao usado na caracterizacao dos processos difusivos. Para = 1
tem-se a difusao normal; para p < 1 o sistema dispersa mais lentamente, sendo chamado

de subdifusivo; para p > 1 temos a superdifusao. Os casos diferentes da difusao linear sao
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conhecidos como difusao andémala e serao discutidos na proxima sec¢ao.
A solugao (22.3)) é imediatamente identificada como uma distribuic¢ao de probabilidades
gaussiana. Caso a variavel x possua média nula ((x) = 0), pode-se impor como conhecido

o valor médio do quadrado da variavel e otimizar a entropia sobre este vinculos. Sendo

S[P] = —k:B/ dxP(z,t)In P(x,t) (2.6)
o funcional entrépico, obtém-se que a distribuigao (2.3) é a solugao que o extremiza. A
forma (2.6 corresponde a importante entropia de Boltzmann-Gibbs, Spg e, desta forma,

verificamos a associacao desta ao processo de difusdo linear [10].

2.1.2 Equagao Mestra

A equagao que governa a dindmica estocastica de processos Markovianos (memoria
temporal curta) é conhecida como equacao mestra, sendo importante em fisica estatistica
devido a sua vasta aplicacao. A mesma tem sido aplicada a diversos problemas em quimica,
biologia, dinamica de populacoes, semicondutores, entre outros casos. Uma vez que estes
sistemas estocasticos evoluem no tempo, a probabilidade de encontrar o sistema em um
dado estado muda até o mesmo atingir um estado estacionério, dinamica esta incorporada
na equacao mestra.

Derivagoes formais de tal equagao podem ser encontradas nas referéncias |6l [7]; optare-
mos por introduzi-la da seguinte maneira: seja P(n,t) a probabilidade de encontrar o
sistema em um estado definido por um ntmero quantico n no instante ¢; a variacao da

probabilidade sera governada por

%P(n,t) = Z [P(m, )Wy, n(t) — P(n, t)wnm(t)], (2.7)

isto é, serd a soma das probabilidades de encontrar o sistema em estados quaisquer no
instante ¢, multiplicado pela probabilidade de transicao de m para n, w,,,(t), subtraido
da probabilidade de estar em n multiplicado pela probabilidade de sair de n para qualquer
outro estado m, wy,,,(t), também somados sobre todos sobre os estados possiveis m. A

uacao (|2.7]) é rma discr uacao mestra; par ntinu reve-
equacao (2.7) é a forma discreta da equacao mestra; para o caso continuo escreve-se

%P(m,t) = / de' {P(z', t)w(z'|x) — Pz, t)w(x|z")}, (2.8)

com interpretacao analoga ao caso anterior.
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Aproximacoes da equacao mestra para a EFP

A derivacao da equacao de Fokker-Planck a partir de aproximacoes na equacao mestra
¢ uma das maneira utilizadas. Outra abordagem possivel seria o uso de operadores nao-
locais levando & EFP com derivadas fracionarias [5]. Neste trabalho usaremos a primeira
alternativa mas, uma derivacao a partir de primeiros principios pode ser obtida na refe-
réncia [L1].

Consideremos o problema do caminhante aleatorio (uma simplificacdo do movimento
browniano), onde uma particula pode dar passos de tamanho A para direita ou para
esquerda, com igual probabilidade. A equacao mestra é entao escrita como

o +00

5 P ) = > [P(mA ) whn(A,t) = P(nA ) wy (A, )], (2.9)

m=—0Q

onde P(nA,t) é a probabilidade de encontrar o caminhante no ponto x = nA no tempo

t. Para este caso, a taxa de transicao sera

D
Wit(As) = 55 (Oris1 + Opi-n). (2.10)

Substituindo esta taxa na equacdo (2.9) tem-se

D
%P(nA,t) = E[P((n + DA t) + P((n —1)A,t) — 2P(nA,t)].
Fazendo = = nA e considerando o limite A — 0, pode-se expandir o lado direito em séries

de Taylor [6] e entao,

) D
SPt) = lim [P+ A, 8) + Pla = A,t) = 2P(a, 1)

D82P(x,t)

I (2.11)

ou seja, no limite de passos infinitesimais a caminhada aleatéria é descrita por uma
equacao de difusao simples. Este resultado é semelhante ao apresentado para a equacao
de Langevin.

Como veremos, formas mais gerais da EFP podem ser obtidas também via aproxima-

cOes da equacao mestra. Seja
1 D
wa(A, Zf) = — Z(Sk’H_lA(kA) + P((sk’l_u + 5k,l—1> (2.12)

a taxa de probabilidades de transicao de um caminhante aleatério com preferéncia, por
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exemplo, um bébado caminhando em uma rua inclinada. Repetindo o mesmo procedi-

mento, obtém-se a seguinte equacao,

OP(x,t)  OlA(z)P(x,t)] N D82P(:1:,t)'

o Ox 0x? (2.13)

A equacao acima representa a forma geral de uma EFP linear, sendo que a forca externa

A(z) pode ser escolhida de acordo com o sistema a ser reproduzido.

2.2 Equacoes de Fokker-Planck nao-lineares

Generalizacoes da equacao de Fokker-Planck linear vem sendo propostas como alter-
nativas na formulagao estatistica da difusdo anémala (ou nao-linear). Como pode ser visto
nos trabalhos [9] a [21], as equagoes podem ser generalizadas de diferentes formas, seja
através de derivadas fracionarias [13], com dependéncia espago-temporal nos coeficientes
[12, 10], ou outras. Uma caracteristica comum em diversas generalizagoes é a relacao com
a mecanica estatistica nao-extensiva, sendo o formalismo de Tsallis uma escolha natu-
ral para a descricao de processos com difusao anomala. O trabalho pioneiro de Plastino
e Plastino [9] mostrou a conexdo entre uma equagdo de Fokker-Planck nao-linear e a
mecanica estatistica nao-extensiva, iniciando uma nova area de investigagao, encontrando

como solugoes estacionérias destas equacoes as distribuicoes que maximizam a entropia
de Tsallis.

2.2.1 Mecanica estatistica nao-extensiva

O caracter andomalo da difusao pode ser interpretado como causado pelos efeitos cole-
tivos das particulas constituintes, pelas distribuicoes largas, ou pelas correlagoes de longo
alcance. Estas caracteristicas fogem da regiao de validade da estatistica de Boltzmann-
Gibbs. A generalizagdo proposta por Tsallis [2] tem-se mostrado a melhor candidata na
descri¢ao dos processos fisicos fora da regiao boltzmanniana, onde encontra-se a difusao
andmala.

A mecanica estatistica nao-extensiva estd baseada na generalizacao do funcional en-

tropico da entropia de BG, a qual é definida como
Spa = —ks Y pilnp;, (2.14)

onde kg é a constante de Boltzmann e p; é a probabilidade associada ao estado ¢. Para o
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caso onde todos os estados sao igualmente provaveis,
SBG = kB In VV,

sendo W é o nimero de microestados acessiveis ao sistema. Nota-se que as funcoes lo-
garitmo e sua inversa, a exponencial, sao fundamentais na definicao desta entropia. Uma
propriedade importante desta equagao é a aditividade, que se mantem nas formulacoes
para sistemas continuos e quanticos [6].

Podemos propor uma generalizacao das fungoes exponencial e de sua inversa a fim de

redefinir a forma da entropia Spg. Seja a g-exponencial definida como

1

=+ (1-adl7 (G =e), (2.15)

para q real, onde [y], =y para y > 0 e zero para y < 0; a exponencial usual é recuperada

no limite ¢ — 1. A inversa, nomeada g¢-logaritmo, é definida como

A - |

. (x > 0;ln; z = Inx), (2.16)
—q

Ingz =

valida somente para z > 0 e tendo como caso particular a funcao logaritmo no limite
q— 1.

A entropia nao-aditiva, S,;, pode entao ser definida como

1— 37!
==t 2.17
Sf] q—l ’ ( )

onde k é uma constante com dimensoes de entropia. Para o caso onde as probabilidades

pi’s sdo iguais, p; = 1/W, pode-se escrever
Sq=kln, W,

ficando evidente a semelhanca com a forma de BG, justificando, assim, a introducao das

g-funcoes. Neste trabalho utilizaremos a versao continua da entropia .S,

kl — [Z p(z) dx
- T ,

Sy (2.18)
O método dos multiplicadores de Lagrange pode, igualmente, ser utilizado para ex-
tremizar o funcional entropico (2.18]) sob vinculos escolhidos. Impondo um vinculo sobre

a média do quadrado da variavel z, (z%), pode-se obter a g-generalizagio da gaussiana [I]
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como solucao da otimizacao. Tem-se,
p(z) = ce;? (2.19)

como a g-gaussiana, sendo ¢ a constante de normalizagao e § o parametro de Lagrange

correspondente.

¢-Algebra

Durante os mais de 20 anos de estudo da g-estatistica, desenvolveu-se uma &algebra
propria [1L 22 23], que visa facilitar o tratamento das definigoes e tornar visualmente
reconhecivel as generalizagoes, sendo possivel recuperar a estatistica de BG no limite
g — 1. Além da g-exponencial e do ¢-logaritmo definiremos as operacoes de soma e
produto generalizado.

Define-se como ¢-produto a operacao [23],

1

T@.y= [z + T 1]t (2.20)

ou equivalentemente,
Ing z+Ing y
. .

TR Y=e

Para a generalizacao da soma tem-se a g-soma,
r@y=c+y+ (1 —q)zy. (2.21)

Estas duas operagoes possuem uma série de propriedades, interessantes e tteis durante os

calculos, que serao apresentadas no texto, quando necessario.

2.2.2 Aproximacoes da equacao mestra para a EFPNL

As proposicoes das EFPNLs sao, geralmente, feitas de maneira fenomenologica, com
o intuito de reproduzir um determinado comportamento do sistema [I7]. Faremos, aqui,
uma derivacao de EFPNLs utilizando aproximacoes na equagao mestra, semelhantemente
ao procedimento aplicado ao caso linear. Como visto anteriormente, a equacao mestra

para um espectro discreto pode ser escrita como

apé?t) = D (PO wna(t) = P, wnm(B)] (2.22)

m=—0oQ
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Ao modificar a taxa de probabilidades de transicao wy,,, pode-se derivar uma equacao
de Fokker-Planck nao-linear a partir de aproximacoes na equagao mestra [14, [15]. A néo-

linearidade serd introduzida no sistema através da taxa |16, 18]
1 1
wk’l(A, t) = —Z5k7l+1A(k3A>CL[P(kJA, t)] + E(ék’H—l + 5k71_1)F[P(/€A, t), R(ZA, t)] (2.23)

Na equagdo acima, A(kA) representa uma forga externa, que deve ser assimétrica e como
veremos confinante, a[P] um funcional da probabilidade P(n,t) e '[P, R] outro funcional
associado as probabilidades P e R de estados k e [ diferentes. Comparando com (2.10)
nota-se que os funcionais modificam as taxas, antes lineares.

Substituindo a taxa (2.23)) na equacao (2.22)), considerando z = kA e posteriormente

aplicando o limite A — 0 obtém-se a seguinte equagao

8P§;,t) _ —8{14(&7)\15[;)(%75)” N E% {Q[P(x,t)]apgi’t) } ’ (2.24)
onde

U[P(z,t)] = P(x,t)a[P(x,t)], (2.25)

Q[P(z,t)] = |T[P,R]+ P(z,t) (8Fg;,R] — ar[a];R])}RP (2.26)

Na equacdo (2.24), A(x) ¢ uma for¢a externa associada com o potencial confinante ¢(z),
A(x) = —do(z)/dz. Os funcionais V[P(z,t)] e Q[P(z,t)] devem obedecer {Q[P], ¥[P] €
C'}, isto é, serem continuos com derivadas de primeira ordem continuas.

A equacao de Fokker-Planck apresenta uma forma geral, onde os funcionais
podem ser escolhidos de acordo com os requisitos do sistema em estudo e desta maneira
reproduz formas conhecidas das equacoes nao-lineares da literatura. Durante todo o tra-
balho, adotaremos a equacao como a forma geral das EFPNLs.

2.2.3 Teorema H

A equacao de Boltzmann descreve a evolugao temporal da distribuicao de particulas
para um gas diluido com inomogeneidades [6]. Se nenhuma forca externa atua sobre o
sistema, de modo a criar solucoes estacionarias, este deve tender ao equilibrio ap6s um
tempo suficientemente longo. Este resultado foi mostrado por Boltzmann para o sistema
acima e é conhecido como teorema H.

De uma maneira mais ampla, podemos considerar uma func¢ao f(t), continua e dife-
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renciavel no intervalo [tg, 00| [4]. Assumindo que f(t) satisfaca

df

t) > fin, — <0,
PO = foins 5 <
para t > to, ou seja, que f(t) seja limitada inferiormente, sem minimos locais, e monoto-
namente decrescente, entao para t — oo,

lim f(t) = fuo.

t—00

Em resumo, toda fun¢cao monotonamente decrescente que é limitada inferiormente torna-
se estacionéria no limite ¢ — oco. A funcao H de Boltzmann é um caso da funcao anterior.

Pode-se, desta forma, definir um funcional semelhante para sistemas fora do equilibrio,
na presenca de um campo potencial. O teorema H, para sistemas que trocam energia com
o exterior, corresponde a um sinal bem definido na derivada temporal do funcional energia
livre [I8]. A generalizagao do teorema para EFPNLs tem sido elaborada recentemente e
reproduziremos aqui os resultados das referéncias [16] 18], 19].

Considere a forma entrépica generalizada

SIP) = [ deglPteols gl0) = 9(1) =0 79 <, (2.27)

o0

onde a desigualdade define a concavidade da entropia e impomos sobre o funcional interno
g|P] a condigao g[P(z,t)] € C% Devido a interagao entre o sistema e o exterior, define-se

o funcional de energia livre F' e a energia interna U,

1

F=U-
p

S. U= /_OO dz 6(2)P(2. 1), (2.98)

onde # ¢ um multiplicador de Lagrange.

Procura-se mostrar que dF'/dt < 0 derivando a defini¢ao acima,

% _ % (/Oo dv ¢(x)P(x,t) — %/m dz g[P(rcyt)})

IRt

Substituindo a equacgao (2.24]) na derivada temporal da equagdo acima e integrando por
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partes, obtém-se

@ /_de{mm%mmpﬂ—f}

dé(x) 1d*g[P|OoP
{ dr B dP? %}'

Note que a condicao para a derivada temporal pode ser obtida assumindo a relacao entre

a forma entropica (2.27) e os termos da EFPNL (2.24),

1 d?*g|P QP
B dP? U[P]
indicando uma condicao suficiente para a prova do teorema H. Com isto,
dF > do(z)  Q[P]oP\?
— == dx V[P —— | <0. 2.30
dt /_OO“" []<dx TIPor) = (2:30)

Veja que a equacao fol demonstrada para a equagao de Fokker-Planck geral (2.24),
criando uma relacao entre a dinamica macroscopica, definida pela EFPNL, e a dinamica
microscopica, ditada pela mecanica estatistica representada pelo funcional de entropia
. Esta relacao é um resultado importante e sera usada durante o trabalho para

encontrar a entropia associada a uma dada EFPNL.

Entropia maxima

Para corroborar com a relacao ([2.29)), mostra-se, que no equilibrio, ela é equivalente

ao principio de entropia méxima, ou MaxEnt. Introduzindo o funcional

o0 o0

I[P(z,t)] = S[P] + (1 - /OO dz P(z, t)) + <U - /Oo dz ¢(z)P(x, t)) . (2.31)

onde « e [ sao multiplicadores de Lagrange, e impondo a condi¢ao dI/[P|/dP = 0 com
P = P.y(x) obtém-se
dg[P]

“IP =a+ fo(z), (2.32)

P:Pest (CE)

sendo P, a representacao para a distribuicao de probabilidades no estado estacionério
ou também chamado equilibrio. Para a EFP geral (2.24) tem-se, no equilibrio,
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a qual, apés uma integracao, é escrita como

_ [T Q[P (2)] :
(bO - ¢($) - /[;est(m()) \I/[Pest<$/)]dPeSt(x )

Integrando a equagao (2.29) e utilizando a equacdo acima encontra-se,

= C1 + Bo(), (2.33)

P:PESt (:B)

onde C; é uma constante da integracao. Pode-se notar que a equagao acima é equivalente
aquela obtida pela principio de MaxEnt, equacio (2.32)), tomando C} = a.
Para complementar a prova do teorema H, deve-se mostrar que o funcional energia

livre é limitado por baixo para todo tempo t, isto é
F(P(l‘ﬂf)) > F<Pest(x))' (234)

Desta forma, juntamente com o decaimento temporal de F' e a suposicao de um tunico
minimo, garante-se que o sistema atingird o minimo ap6s um longo tempo de evolucao.

Tal prova pode ser encontrada nas referéncias |16, [18, 20].

Familia de equacoes

Um dltimo comentéario relevante sobre a relacao é relacionado com a existéncia
de familias de EFP. Note que a equagdo relaciona a razdo Q[P]/V[P] com o funcional
de entropia g[P] e nao os funcionais da EFP separadamente. Assim, qualquer equagao
cuja razao seja, por exemplo, ¢D[P(x,t)]9"2, correspondera a entropia de Tsallis [I] e
consequentemente & mecanica estatistica nao-extensiva. Define-se como familia de EFP
as equacoes (ue poSsuem a mesma razao na equacao e, desta forma, a mesma

entropia associada.

2.3 Dinamica molecular

Problemas fisicos envolvendo muitos corpos, normalmente chamados problemas de
N corpos, tém sua origem na dinamica do sistema solar mas, com o advento da teoria
atomica no inicio do século XX, tornaram-se centrais no entendimento de sistemas no nivel
microscopico. Apesar da natureza atomica ser inerentemente quantica (devendo, portanto,
ser tratada pela mecénica quantica), o comportamento da matéria em diversos niveis

pode ser entendido de maneira classica, tornando a técnica computacional de dinamica
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molecular uma ferramenta importante.

Com o advento dos computadores modernos, uma nova caracterizacao das ciéncias
fisicas teve de ser incorporada: o experimento computacional. Além da teoria e da experi-
éncia, podemos contar com a ferramenta computacional para a investigagao dos sistemas
fisicos. Localizando-se entre os dois polos (teoria e experimento), a simulagdo computa-
cional carrega um pouco de cada, adquirindo um aspecto proprio e devendo, assim, ser
interpretada convenientemente. Como teoria, as hipoteses precisam ser validadas, explicar
observacoes existentes e predizer novos fendomenos. Como experimento, permite o estudo
de sistemas para os quais experimentos fisicos sao dificeis tecnicamente, com raros eventos
ou até inacessiveis. Assim, o experimento computacional tornou-se para a fisica moderna
uma ferramenta ttil, acessivel e abrangente.

A dinamica molecular consiste em uma técnica de simulacdo computacional onde a
evolugao temporal de um conjunto de particulas interagindo pode ser visualizada pela
integragao das equagoes de movimento (lei de Newton, equagoes de Lagrange ou equagoes

de Hamilton). Neste trabalho, adotaremos

—

para cada particula ¢ do sistema de IV particulas. Acima temos m; representando a massa
da particula, @; = d?7;/dt® sua aceleragao e F. a forca total atuando sobre a particula
1, somando as contribuicoes externas e a interagao com as outras particulas. Apesar de
tratar-se de um problema determinista, a dinamica molecular ¢ um método de mecanica
estatistica que permite gerar um “ensemble” estatistico e portanto, as quantidades fisicas
podem ser definidas como médias sobre configuragoes.

A seguir, comentaremos sobre algumas propriedades que definem a dinamica mole-
cular. Os livros da referéncia [8] apresentam detalhes sobre as simulagdes e diferentes

aplicacoes da técnica.

Condigoes de contorno periddicas

A primeira preocupacao que surge durante a simulacao é a respeito das bordas do
sistema. Quando estamos interessados em um sistema fechado, podemos pensar em bordas
rigidas, que impedem a passagem das particulas para o exterior da amostra. Porém,
os efeitos de borda serao sempre superestimados, uma vez que, o numero de particulas
existentes numa amostra sao ordens de grandeza maiores do que a simulagao, criando o
efeito chamado de tamanho finito.

Outras vezes, entretanto, queremos um sistema livre dos efeitos de borda e usamos
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Figura 2.1: Condicoes de contorno periddicas. Figura obtida em http://www.fz-
juelich.de/nic-series/volume23.

as condigoes de contorno periddicas. O uso destas condi¢oes procura simular um sistema
infinito e o que fazemos consiste em replicar a regiao de simulacao. A figura mostra a
regiao de simulagao, onde as particulas encontram-se em cinza, e as copias em torno da
mesma.

Na pratica, o que fazemos é reintroduzir as particulas que deixam a caixa de simulacao
no ponto correspondente de sua entrada na caixa coOpia. Para o calculo das interacoes,
adotamos o critério da imagem minima. Por exemplo: ao calcularmos a forca sobre a
particula vetorizada na figura|2.1], consideraremos que essa interage com as particulas mais
proximas, sejam elas reais ou imagens [8]. Além desta convengdo e mesmo utilizado as
condicoes de contorno periodicas, efeitos de tamanho finito podem ser encontrados durante

as simulagoes e o tamanho dos sistemas devem ser escolhidos de maneira a minimiza-los.

Estado inicial

Quando estamos interessados em sistemas em equilibrio é esperado que os resultados
das simulacoes sejam independentes das condicoes iniciais. Assim, qualquer escolha para
a distribuicao inicial de particulas é aceitavel e usualmente escolhe-se uma distribuicao
uniforme. Para as velocidades, podemos utilizar uma distribuicao baseada na temperatura
do sistema, definindo aleatoriamente suas direcoes.

Porém, para sistemas fora do equilibrio as configuragoes iniciais tém importancia na
evolucao do sistema. Veremos no capitulo 4 que é possivel fazer a escolha das configuragoes

iniciais a fim de reproduzir um determinado estado inicial da equagao que descreve o
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sistema.

Integradores

Sendo a dinamica molecular baseada na integracao das equagoes , o algoritmo
usado na integracao deve ser capaz de resolvé-las em cada instante de tempo. Existem
diferentes métodos utilizados na literatura, dentre os quais podemos citar: Leapfrog, Verlet,
velocity Verlet, cada um apresentando vantagens e desvantagens. Neste trabalho adotamos

o esquema chamado de velocity Verlet, cuja descri¢do pode ser encontrada em [§].



Capitulo 3

Equacoes de Fokker-Planck nao-lineares

multi-difusivas

O carater nao-linear das equagoes de Fokker-Planck estd, geralmente, relacionado com
a heterogeneidade do meio, auto-organizagao, interacoes cooperativas dos componentes
internos do sistema, entre outros [4]. Neste capitulo, propomos que estes efeitos podem
ocorrer de maneira simultanea, cada qual contribuindo com seu expoente nao-linear para
a equacao que descreve o sistema. Derivaremos equacoes de Fokker-Planck nao-lineares,
com N termos difusivos, como aproximagoes da equacao mestra |14, 15, 20], sendo que as
equacoes podem ser obtidas de diferentes formas, seja através dos principios da termodi-
namica de nao-equilibrio [4] ou como simples generalizagoes do caso linear.

Propomos que as equagoes, que denominaremos como multi-difusivas, podem ser us-
adas para descrever difusdes em sistema complexos e meios heterogéneos, englobando di-
fusdes anomalas e lineares numa mesma equacao. A fim de caracteriza-las, encontraremos
a entropia associada & equagao de Fokker-Planck [16] [I8] e obtendo a distribuicao de
probabilidades estacionaria mostraremos a equivaléncia com a distribuicao que maximiza
a entropia associada.

Estudaremos, inicialmente, o caso especial com dois termos difusivos; a equacao de
Fokker-Planck neste caso corresponde a

OP(x,t) O[A(z)P(z,1)]

= — + Dy

2P (x,t) 02 P°2(x,t)
ot Ox P

0x? 2 0x? ’

(3.1)

onde D, e D, sao constantes de difusao, os expoentes a; e ap sao caracteristicos do sistema

a ser estudado e A(x) é a forga externa associada a um potencial ¢(x) confinante,

_do(z)
dr '’

Ax) =

19
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que é responsavel por guiar o sistema para um estado estacionario. Usaremos principal-
mente esta equacao nos calculos e simulacoes apresentadas durante o capitulo.

Em geral, para N termos difusivos, temos

OP(x,t)  JA@)P(x,1)] <~ OPP%(x,1)

- +ZDZ or?

ot ox

(3.2)

=1

onde D; é a constante de difusao relacionada com o expoente ;. No limite N — oo

podemos imaginar uma versiao continua da forma (3.2)),

OP(x,t)  O[A(z)P(z,1)] 0?P*(x,t)
T pe +/da D(@)T, (3.3)

que para D(«a) = Zf\il d(a — ay)D; recupera-se a forma 1) Os resultados para estes

casos serao apresentados como generalizacoes do caso bi-difusivo.

No final do capitulo, apresentamos alguns exemplos das equagoes (3.1]), (3.2]) e (3.3),
as equacoes de Fokker-Planck nao-lineares multi-difusivas.

3.1 Equacao Mestra

A nao-linearidade das equacoes de Fokker-Planck pode estar ligada & heterogeneidade
do meio como, também, as interacoes entre as particulas. No contexto da difusao, podemos
pensar em um meio poroso nao-homogéneo ou com particulas difusoras que apresentam
uma distribuicao de tamanhos, que a modificam de uma maneira propria. Lembremos
que a Equacao Mestra é responsavel por descrever a variacao temporal da probabilidade
de encontrarmos uma particula em um determinado estado. Nela, a maneira como as
particulas difundem entre os estados é controlada pela taxa de probabilidades de transicao,
onde os efeitos nao-lineares serao introduzidos. Faremos uma aproximacao desta equacao,

para o caso discreto e continuo, a fim de obter a EFPNL proposta.

3.1.1 EM discreta para o caso bi-difusivo

Consideremos a equacao mestra em sua forma discreta,

%P(nA, t) = mZ_OO[P(mA, Dwmn(A,t) — P(nA, t)wy,m(A, t)], (3.4)

sendo wy; a taxa de probabilidades de transi¢do do estado k para o estado [ e P(nA,t)

a probabilidade de encontrarmos a particula no estado nA no instante t. Seguindo o pro-



Dissertacao de Mestrado - Mauricio Ribeiro 21

cedimento proposto nas referéncias 6], [14] e mostrado na subse¢do 2.2.2, aproximaremos
a equacao (3.4) com o proposito de obtermos a equagao (3.1)).

O fato de (3.1) possuir dois termos de difusao, nos leva a pensar em probabilidades
de transicao diferentes associadas ao mesmo sitio. Escolheremos uma taxa de transicao
geral, da forma
1
Z(SkylﬂA(kA) (3.5)

1
A?
1

+ P(ék’l—i-l + 5k’l_1)[CP071(l€A, t) + dPBil(lA, t)]

wa(A, t) = —

+ (k11 + Opg1)[aP* (kA ) + 0P (1A, )]

onde nota-se que o primeiro termo no lado direito da igualdade corresponde a uma forca
direcionada, enquanto que no segundo termo encontramos as contribuicoes do estado
presente, P*~1(kA,t), antes da transigao e do estado futuro, P*~(IA,t), proximo ao
estado k. O terceiro termo é uma segunda contribui¢dao nao-linear para a transicao e pode
ser associado as diferentes propriedades do meio.

Desconsideraremos, inicialmente, a dependéncia da transicao no estado futuro e levare-
mos em conta somente o estado atual da particula, o resultado explicara esta escolha.
Adotando b =d =0, a = Dy, b = Dy, p = ay € 0 = ay podemos substituir a taxa (3.5)
na equacao e obter

0 < 1
PN =3 P (= Ko Ams)
1
+E(5m’”+l + 6mn_1)[D1 P (mA, ) + Do P2 (mA, t)]}
1
—P(nA,t) {_Zdn’mﬂA(nA)
1 - a—
+P(5n’m+1 —+ 5n7m,1)[D1Pal 1(nA, t) -+ DQP 1(TLA, t)]} .
Efetuando o somatério,
0 1 1
—PnAt) = — —A((n+1)A)P((n+ 1A t) + —A(nA)P(nA,t)
ot A A
1 Q a2
+ P[D1P H(n+ 1A t) + Dy P ((n+ 1)A, t)]
1
+ F[DlPO“((n — DA t) + Dy P ((n — 1)A, )]

1 « g
= 25[DiP (0D 1) + DoP (nd ).
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Escrevendo x = nA, com z+A = (n+1)Aex—A = (n—1)A, a equagao acima é levada

a
0 1
5 PnA ) = = C[A(+A)P(w+ A ) — Ax) P(2A, )]
D
+ [P+ At + P (w = At) — 2P (x,1)]
D
PR A+ P At) 2P (x, 1)),

que no limite A — 0 pode ser aproximada como,

OP(z,t) _ _OlA@P D] o

O? P (x,t) 0?P2(x,t)
ot Ox D

Oz? o2 (3.6)

que é a EFPNL que pretendemos estudar. Note que podemos recuperar formas conhecidas
a partir desta equagdo, como por exemplo: (i) para A(z) = 0, D; = 0e ay = 1 (ou
A(x) =0, Dy =0e ap =1 ) temos a equagao de difusao linear sem o termo de for¢a ou
equagao do calor [6]; (ii) para D; =0 e ay =1 (ou Dy =0 e a; = 1) temos a equagao de
Fokker-Planck linear [3]; (iii) para D1 =0 e ag = v (Dy = 0 e oy = v) temos a equagao
proposta por Plastino e Plastino [9)]; (iv) para o caso a; = 1 e ay = 2 (ou ay = 2 e
as = 1) temos uma realizagao fisica da entropia ndo-extensiva para o sistema de vortices

interagentes [26]. Voltaremos nestes exemplos durante o capitulo.

3.1.2 EM continua para o caso bi-difusivo

Para variaveis continuas, a equagdo mestra toma a seguinte forma [14]

%P(aj, £ = /_ : dy {nzl (_ny!)" aa; Pz, t)7(a, y)]} . (3.7)

Para derivar a EFP a partir da equacao acima, definiremos a taxa de transicao

T($7 y) = 71(x7 y) + 72(3:’ y)[ap,u—l(x’ t) + bPV_l(x + Y, t)]? (38)
(@, y) [P (2, 1) + dPP (o + y, 1)),

sendo

A
n(z,y) = A<§)’ para 0 < y < V2A,

1
Yo(z,y) = W; para — v6A <y < V6A, (3.9)
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que atuam em determinadas regioes do espaco. Em analogia ao caso discreto, nota-se uma
forca direcionada, isto €, nao-simétrica e termos que dependem nao-linearmente tanto do
estado atual, x, como do estado futuro do sistema, = + y.

Adotaremos, da mesma maneira, b=d =0, a = D1, b= Dy, it = a3 e 0 = 3, a fim
de obtermos o mesmo resultado do caso discreto. Substituindo 7(z,y) na equagao mestra

(3.7), podemos inverter a ordem dos operadores e escrevé-la em uma forma conveniente

o X (=1)" o
o P ) = ; o (), (3.10)

onde

I(z,t) = /_+00 dy y"P(x,t) {’71(1‘, y) + Ye(z,y) [DlPo‘l_l(x,t) + DQP"‘2_1(x,t)] } )

o0

Os termos da integral podem ser resolvidos separadamente substituindo v;(z,y) e

v2(x,y) acima. Teremos

/_ ) dy y" P(x, t){m(z,y) +v2(z, y)[D1 P~ (z,t) + Do P (2, t)]} =

(0.9}

0
1
dy y"{ ——=—[D, P (2,t) + Dy P2 (x, t
[ 9 D )+ Do)

V2 xr
—l—/o dy y"{AA<2> + 2\/%A3 [Dy P (x,t) + Do P*?(x,t)]}

VeA 1
+ dy y"{——=—[Dy P (z,t) + DyP°(x,)]}.
| G D w0 + D)

Nota-se que a dependéncia em y é a mesma para todas as integrais. De uma forma genérica,

a solugao da integral é

b bn+1 _ ,n+l1

b n+1
Y
dy y" = =
/a vy n+1|,

Aplicando os limites de integracao e levando o resultado na equagao (3.10) podemos

a

n+1
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calcular as derivadas. No intervalo [—v/6A,0]

100 1\n 9n i n+1
S [ V)
n! 0x" | 2V6A3 n+1

o 1 W BA2

3

-1 1 p pos(e,n20V0A —6v/6A
2v/6A3 3

n=1

102

+§@ —l—O(A)

Apenas os dois primeiros termos da soma contribuirdao para o resultado final, pois, uma
vez que tomaremos o limite A — 0, os termos com ordem em A se anulardao. Para o

intervalo [0,4/2] temos a parte relacionada com a forca

X (=D o | Az) (V2A)rt 9
> |PAT wat | T aelPn A 0

e as contribuicoes

n!  Oxn

n=1

n+1

1 DZ-PO”(x,t)(\/—A
2/6A3 n+1

5, 1 2A?

D, P%

“ox [2IA3 075" }

3

1 L ppeie )2\/§A
2/6A3 3

182

+O(A).

Para o intervalo restante [\/5,\/6A]

+00 / \n 9n n+l n+1
Z( "9 1 P (a1 (V6A) (V2A)
n! dz" | 2/6A3

— n-+1
2
_9 {;DiPai 647 1 D;P% (x,t) A
0r | 24/6A3 2 2V/6A3 2
1 02 -1 —6v6A3 1 2v/2A3
- D, P% _ D, P (x,t O(A).
2022 |26 3 9 V/GAS (2. 0)=5— | +0(&)

Somando as contribuigoes, os termos de derivada primeira da probabilidade se cance-
lam restando somente as derivadas segunda e o termo da derivada primeira da forga. O

indice 2 em «; e D;, aplica-se a ambos expoentes 1 e 2; assim, os calculos acima sao validos
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para ambos termos. Aplicando o limite A — 0 e somando os trés intervalos, teremos

OP(z,t)  O[A(x)P(x,1)]
o~ ox + D1

02 P (x,t)
0x?

0?P2(x,t)
0x? ’

+ D, (3.11)

que é idéntica & equacao encontrada para o caso discreto. Desta forma, mostramos que
é possivel derivar a partir da equacao mestra uma equacao de Fokker-Planck nao-linear
com dois termos difusivos.

Poderiamos usar este procedimento e obter formas mais gerais para a EFPNL como
as propostas nas referéncias [16], 20], onde um funcional W[P(z,t)] acompanha a forca.
Porém, estamos interessados em equacoes relacionadas com a entropia de Tsallis e, neste
caso, apenas a razao V[P(x,t)]/Q[P(z,t)] é importante. Discutiremos esta questdo nas
secoes a seguir mas, a titulo de ilustracao, podemos considerar

neg) = S wlpie )P ),

e procedendo da mesma forma, obtém-se

oP(,t) __ 0 {A(2)W[P(x, )]} + 01%

0?Po2(x,t)
ot ox '

D
T ox?

(3.12)

Usaremos este resultado quando conveniente.

3.1.3 Forma Geral

Como mostrado nas referéncias |14, [15], os termos da taxa (3.5)) com os coeficientes ¢
e d levam a uma forma mais geral. Considerando o funcional W[P(z,t)] no termo de forca,

podemos chegar a seguinte EFP

OP(xz,t) 0 OP?P(z,t)™ O?P(z,t)*
ot Oz {A@)¥P@, O]} + Dy oz Dy Oz

as_1 0P P(x,t) O?P(x,t)s !

+D3P(Z‘, t) 1W — DgP(.fIZ', t)T

a1 0°P(z,t) O?P(x,t) 1

—|—D4P($,t) 1W —D4P(x,t)T,

que pode se escrita de forma compacta em termos dos funcionais W[P(z,t)] e Q[P(z,t)].

Para isto, lembremos que

&#p* 9 0P 0P Wy [OP\®
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e entao, teremos

2P oP\* 0 oP
pai—1 DA — ;=2 [ 77 . po;—1~7~
DZP _851,’2 Dz(Oéz 1>P (a&:) + or (DZP 81:)
92 pai—1 0 w1 oP iz [ OP i
DT = D (P e g ) D Pt (1)
e desta forma,
D,pai—l_aZP - 13413—82]3%_1 S (D; P = DiP* a; — 1)) or
‘ Ox? o022 Oz ' ' al O |-

Usando estes resultados podemos reescrever

OP(z,1) )

0
() -2 o+ 2 {ope.

OP(w,1) } , (3.13)

ox

onde
Q[P(z,t)] = D1y P* '+ Doy P** ™'+ D3 P* ™ —2D3 P* ™ + Dy P* ™1 — 2D, P

A forma da equacao é similar a proposta por Schwiammle et al. [18] e podemos
utilizar todo o desenvolvimento obtido para estas equacoes, ou melhor: a associacao com
a forma entrépica que relaciona as equagoes de Fokker-Planck nao-lineares com a Mecanica
estatistica nao-extensiva [I] e o conjunto de equagoes de Fokker-Planck que apresentam a

mesma entropia. Usaremos estas propriedades, derivadas no capitulo 2, na proxima secao.

3.1.4 EM para o caso multi-difusivo

Nesta subsegao, propomos que varios efeitos nao-lineares podem ocorrer simultanea-
mente e estendemos a derivacao da Fokker-Planck para o caso multi-difusivo apresentado
na equagao (3.2)). Dada a equacao mestra (3.4), escolheremos a taxa de probabilidades de

transicao,

1
wa: — Z5k7l+1A(kA)
1 N
+ > (Okigr + Opa—1)[DPH (kA ) + DIPYTHIA L] (3.14)

i=1
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e considerando D] = 0 e y; = o, a equagao pode ser escrita como
0
—P(nA,t) =
=P

N
= Z P mA t { Aém n+1A(mA> A2 (6m7n+1 + 5m,n71) ZDlPC%l(mA,t)}

m=—o0 =1

N
1 1
—P(nA,t) {—Z(sn,mHA(nA) + 3 Gnmst + Gnmt) 3 DiP* 7 (nA, t)} .

=1

Efetuando o somatorio, escrevendo z = nA e considerando o limite onde A — 0 teremos,

OP(x,t)  OA(x)P(z,1)] &
o = e D

D2 P% (z,1)
ox?

(3.15)

que é justamente a equagao ({3.2)).
Considerando a taxa (3.14) com todas as dependéncias, encontraremos uma forma

geral também para o caso multi-difusivo.

N

e PSPy (P PP
que pode ser escrita na forma genérica
apé‘f’t) _ —% (A)U[P(x,1)]} + % {Q[P(x, t)]apé(;’t) } (3.17)
onde
V[P(x,t)] = P(x,t), (3.18)
Q[P(z,t)] = i {OziDZ—PO"'_l + D/PY (o) — 2)} , (3.19)

=1

mostrando que a representac¢ao (3.17) engloba todos os casos que estudaremos.

A derivagao para o caso continuo pode ser feita considerando a equagao (3.10) e a taxa

N
7(z,y) = n(z,y) +elr,y) Z[ i PO (x,t) + DPYi™ (93+y,t)], (3.20)
=1

para as mesmas escolhas de v (z,y) e ¥ (z,y) acima.

Vimos, nesta secao, que a EFPNL multi-difusiva pode ser obtida a partir de apro-
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ximagoes na equac¢ao mestra. Mostramos o caso particular para dois termos difusivos e
como a escolha das constantes pode levi-la aos casos conhecidos. Derivamos o caso com

N termos difusivos e uma forma geral dada por (3.13).

3.2 Entropia associada

Conhecer a entropia faz parte da caracterizacao de um sistema. Como um potencial
termodinamico, informacoes podem ser obtidas a partir da entropia, como temperatura
e grandezas intensivas que caracterizam o sistema [6]. Para sistemas fora do equilibrio
termodinamico, a entropia ¢ importante na definicao da energia livre do sistema e infor-
macoes a respeito do estado estaciondrio podem ser obtidas, tais como a tendéncia a este
estado, estabilidade e unicidade das solugoes [4].

Como visto no apitulo 2, pode-se encontrar a forma da entropia associada a uma

equagao de Fokker-Planck provando o teorema-H para o sistema [10] [18]. Seja a EFPNL

OP(x,t) 0 9 OP(z,t)
S = - UA@PE o) + 5 {ape Pt e
e a definicao de entropia dada por
S— / ol P(z, 1)]da, (3.22)
d*g
— 0 -0 —2L
glo] = 0; g1} =0; —53 <O

onde g[P(z,t)] representa um funcional de entropia possuindo as condig¢oes de ser nulo
para eventos tidos como certos (g[0] = g[1] = 0) e concavo (segunda derivada negativa).

Para que o teorema-H seja valido, devemos garantir a relacao

d%g
dP?

Q[P (z,t)]

= 9P

(3.23)
que ¢é a relacao que conecta os funcionais da equacao de Fokker-Planck com o funcional da
entropia, onde 5 é um parametro de Lagrange, conforme definido no capitulo anterior. Vale
ressaltar que define uma familia de equacoes associadas & mesma forma entropica
[21].

Resolveremos a equacao para a equacao bi-difusiva . Considerando a relacao
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entre as derivadas,

2 Doy %)
PP 0 (ap >:£<Dia1Pai_la—P),

b Ox? “Or \ Oz by ox

podemos reescrever a equagao da seguinte maneira

OP(x,t)  OlA(x)P(x,t)] 0 KDlquC”l +D2a2Pazlg—P)} :

ot ox ox

onde identificamos

V[P(x,t)] = P(x,1)
Q[P(Z)’J,t)] = DquPal_l +D20[2Pa2_1.

Substituindo ¥[P] e Q[P] na equagao (3.23) teremos
ld’¢ d [ ldg\ _
pdP:  dP \ pdP)
Dloqpc"l_l + DQCYQPQZ_I

P(z,t)
= Dy P2 4 Dyaa P22,

Note que usando a forma da equagao, poderiamos pensar em outros funcionais
que garantissem Q[P(x,t)]/V[P(x,t)] = Diay P* ™2 4+ Dyay P*22 e obteriamos a mesma
entropia associada.

Integrando duas vezes a equacao acima, podemos encontrar uma forma para o funcional

da entropia. Sendo o intervalo de integracdo [Fp, P], tem-se ap0s a primeira integracao

ldg 14d F
—Ed—]gj +3 2= /P dP'(Dyon P =% + Dy P'272)
PO 0
D D
_ - 1?11 (Palfl o Pooqfl) + aQQf?]_ (Pa271 . Poagfl)
Integrando novamente
. dg Dl a1 ol Dlalpoo‘l_l
Q[P]—Q[Po]+dPPO(P ) 5041—1(P £t + 8 o — 1 (P —F)
D2 D2a2POC¥2—1
— P — Py —(P - F).
B (P = By + f =2 (P = R)

Aplicaremos as condi¢oes impostas ao funcional g[P] e as seguintes condi¢oes para a
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densidade de probabilidades,

P<x7t)|a:—>:|:oo - 0;

dP
- =0;
dx r—+oo
A(I)P(xvt):v—htoo = 07 (324)

as quais garantem que a solugdo P(x,t) preserve a norma para todo tempo t.

Para g[0] = 0 devemos ter,

d D{P™" Dy P52 Dyo P Dyaiy P
g[Po]—Po—g +5 10+B 20_6 1Q10_ﬁ 20520:

dPPo 061—1 042—1 Oél—l Oég—]_

0. (3.25)

Como nao sabemos as condi¢oes iniciais do sistema, nao podemos descartar nenhuma das
constantes. Considerando a condigao (3.25)), o funcional se resume a

D Dyo P! D Doy P21
p-p——=L pm gt p_ g T2 pa g?29270

P.
Py 051—1 Oél—l Ozg—l O{g—l

Aplicando a segunda condigao, g[1] = 0, temos que

@ :ﬁ D1 _ﬁchl{lP(;Xl_l +5 D2 _/BDQOZQPOQQ_I’
dPPo Oél—]_ Oél—l 062—]_ Oég—]_
e assim,
D, D, D, D,
Pl=—-p(——P* — P P — P 3.26
g[] 6(051—1 041—1 +(1/2—]_ OZQ—]_ )7 ( )

que possui a segunda derivada negativa por construcao, garantindo as condicoes impostas
sobre o funcional. Assumindo 5D; = k; e substituindo (3.26]) na relagao (3.23)) teremos

o0 * p_pm © p_ po
S[P}:/ g[P]d:E:/ kl—dx—l—/ ky——dx, (3.27)

00 0o 041—1 — o0 ag—l

que é a forma continua de uma soma de duas entropias do tipo Tsallis [I],
S[P] = Say + Sa,- (3.28)

Mostramos, entdo, que a entropia associada & EFPNL (3.1) corresponde a soma das

entropias correspondentes a cada termo nao-linear [2I]. De uma maneira aniloga, para a
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entropia associada a equagao ({3.2), encontramos

ZS% Z/ i (3.29)

generalizando o caso bi-difusivo, para a soma de N entropias. A entropia de Boltzmann
surge como um caso especial para o qual N = 1 e a; = 1. As realizacoes fisicas das
combinagoes entre entropias generalizadas precisam ser investigadas a fim de justificar a

proposicao da teoria. Na proxima se¢ao alguns casos sao estudados.

3.3 Estado estacionario

A obtencao de solugoes analiticas de equagoes nao-lineares representa uma tarefa difi-
cil, mas algumas informagoes sobre o sistema podem ser obtidas olhando para a solucao
estacionaria e como o sistema tende a este estado. Define-se como estado estacionario

aquele para o qual a distribuicao de probabilidades nao varia com o tempo, isto é,

oP(,1)

o =0.

Resolvendo para o caso bi-difusivo (3.1) temos

d d AP, (z)
= g [P0, ]

onde P.g(x) é a distribui¢ao de probabilidades do estado estacionario. Podemos integrar

no intervalo [—o0, 2’|, considerando as condigoes (3.24), e assim

dP,.q(x")

A(2")Pog(2)) = [Dyar P41 4 Doy P27 T
x

est est

Integrando novamente, podemos usar a defini¢do do potencial ¢(z’)

x x dPeS /
/ dx' A(x") :/ da'[Dyon P22 + Doay P23~ Q]%,
xo xo ua
de tal forma que considerando g = —o0,
Doy, Dsyovs
[¢0 — d()] = ——= Py (2) + =P H(@). (3.30)

o] — 1 Qg — 1
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Para um x( arbitrario,

(60— o)) = 21 [Poy—1(z) — P 4

Oél—]_

Dsoy
g — 1

est

[PeeNx) — P32, (3.31)

onde Py = P.q(zo). Obtemos uma equagao transcendental envolvendo a distribui¢ao de
probabilidades estacionaria, o potencial aplicado ao sistema e constantes. Para encontrar
P..(x) é necessario inverter esta equagao, que sé é possivel para alguns casos.

Uma outra maneira de encontrar a solugao estacionéria seria olhar para a entropia. O
principio conhecido como Entropia Maxima [6] baseia-se na segunda lei da termodinamica
para afirmar que a solucao que maximiza a entropia é a solucao estacionéria do sistema.
Sendo a entropia S = S,, + S,,, usaremos os vinculos padroes, ou seja, normalizacao da
probabilidade e defini¢ao (linear) da energia, para encontrar uma distribui¢ao de densidade
de probabilidades que maximiza S.

Introduzindo os vinculos

/P(fv)dz = 1, (3.32)
/U(x)P(x)dx = F, (3.33)

definimos o funcional ®[P(x)] que deve ser extremizado em relacdo a probabilidade,
IO[P(x)]/6(P(z")) = 0, como

®[P] = S[P] - Z (X — (X)), (3.34)

onde S[P| é a entropia, \; é o multiplicador de Lagrange relacionado com o vinculo X e
(X) o valor esperado de X . Considerando os vinculos (3.32)) e (3.33)) escrevemos

1— [ P (z)dx 1— [ P*(z)dx
[P 1= [ P

Oél—l 062—1

+ <1 _ /: P(x)dx) + 5 (E _ /_Z U(:B)P(:B)d:ﬂ) |

O[P] = k
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Efetuando a derivada funcional obtemos,

00[P(x)]  _

o(P(x")) N
~ ok /_ ) —alo‘i P ()3 — a')da
+ ks /_Z —a;‘j P ()3 — a')da
= a/ié(m—x/)d:ﬁ

que nos fornece a equagao transcendental

Qi a1—1 2 as—1
Ulkx)=—-k——P" — kg————P™* . 3.3
@+ BU() = —h =P (1) — By P ) (3.5
Note que a equagao acima é semelhante a (3.30)) com as escolhas U(x) = —¢(x) e o/ = ¢y

e relembrando que SD; = k;. Isto significa que a solucao estacionaria ¢ a mesma que
extremiza a entropia. Obtivemos de duas maneiras diferentes a mesma solucao, reforgando
a ideia inicial da conexao existente entre a entropia e a equacao de Fokker-Planck nao-
linear.

Pensado desta vez na equacao multi-difusiva , podemos resolver o estado esta-

cionario por ambas abordagens. Nos dois casos, obtemos a equagao transcendental

b0 = (@) = > 2P o), (3.30

que tem como caso especial a equacao (3.30)).

Uma outra maneira de ser escrever as equagoes (3.31)) e (3.36) ¢

Pes o Pes
(@0 = (2)] = nDiF Iy, ( ;(x)) + as Dy By "ng_g, ( ;(x))
0 0
F P
— D P ), () 4 0, DuP (@) n, L2 Y337)
Py Py

onde usamos a propriedade In, r = 2'~%Iny_,. De uma maneira geral

Pes
¢0 - Z O'/Z Peojsltil anéi ( ;sx)) : (338)
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Estas formas permitem determinarmos mais facilmente a solu¢ao P,y (z) do estado esta-

clonario.

3.3.1 Exemplos

Conhecendo a equacao que descreve o sistema a ser estudado podemos encontrar
P.g(x) do estado estacionario correspondente, seja exatamente ou com ajuda de méto-
dos numéricos, e obter algumas propriedades deste. Como citado, a resolucao da equacgao
s6 pode ser obtida exatamente para alguns casos especiais, mas alguns resulta-
dos interessantes podem ser obtidos numericamente. Olhando para as equacoes
e , pode-se notar que conhecendo o potencial, ao qual o sistema esta sujeito, é
possivel mapear para cada valor de probabilidade P, , sua posicao posicao x, criando
assim uma distribuicao de posi¢oes que pode ser invertida para encontrar a distribuicao
de probabilidades. Esta ¢ a ideia bésica por tras da conhecida funcao W-Lambert [29] a
qual surgird em exemplos abaixo e que permite resolver algumas equagoes transcenden-

tais. Apresentaremos nesta subsecao casos particulares em uma evolugao progressiva na
complexidade das equacoes (3.30) e (3.31]) até chegarmos ao caso geral proposto.

Casoa; =2g—1eay=q

O primeiro exemplo que iremos resolver é o caso que a equagao (3.30) pode ser trans-

formada em uma equagao quadratica em P,g(z). Assumindo a; = 2¢—1 e ap = ¢ teremos,

_ Di(2q = )PV (x) | DygP (@)
(o — o(x)] = 2(q — 1) g—1 '

. -1
Considerando u = PL," escrevemos

—D1(2q_1>u2 %u— —o(x)| =
2<q_1) +q_1 [¢0 Cb( )] O,

cujas as raizes sao encontradas pela formula de Bhaskara,

) Dy Dyq ’ Di(2¢ - 1) — b (¢—1)
= <q—1>i\/[<q—1>] 2=y @00l By

Entao encontramos,
1

Fest(z) = C[1 £ (¢ — 1)®()]+ T, (3.39)
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onde

1

Dyq }ql
C = |-5=|
[ D1(2q—1)

B(x) =\/ L 2DhCa= )

(¢—1)*  Dig*(q—1)

recuperando o resultado apresentado em [16]. Podemos reconhecer a distribui¢ao acima

como uma g-exponencial,

Pg(z) = Cez™™. (3.40)

Sabe-se que equagoes polinomiais sao soliveis analiticamente até o 4° grau, assim,

para os seguintes valores dos expoentes

ap =3q—2 Q2 = (¢
a1 =3¢—2 ay=2q—1
ap =49 —3 Qg = (¢
ap=4q—3 g =2q—1
ap=490—3 s =3q—2

a equacao (3.30) apresenta uma solugao fechada. Vale ressaltar que as solugoes sdo dis-
tribuicoes de probabilidades devendo, assim, serem finitas, diferenciaveis e normalizaveis
em todo o espaco de configuracoes e as constantes das solugoes devem garantir estes

requisitos.

Casoa;=1e Dy=0
Para a; =1 e Dy = 0 temos uma equacao de Fokker-Planck linear,

OP(z,t) 0 0
= _a[A(@P(Lt)] + D1@P<x>t)-

A teoria das equacoes de Fokker-Planck estd bem fundamentada, cujas solucoes e apli-

cagoes podem ser encontradas na referéncia [3]. A partir da equagao (3.38]) encontramos

diretamente
Pest ('T)

Py

(60 — ¢(x)] = D1 1n
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Figura 3.1: Distribuicao de probabilidades para diferentes constantes D; e a do potencial
harmonico.

onde lembramos que para ¢ — 1, In,x — Inz. Aplicando a exponencial em ambos lados
da equacao acima,
Po(z) = Pye "1 (3.41)

A solucdo estacionaria ird depender das condigOes iniciais e da constante de difusao
D1, que podem ser ajustadas para cada sistema fisico em estudo. Além disto, o potencial
definira a forma da distribuicao e adotaremos em nossos exemplos um potencial harmonico
o(x) = (az?)/2. O uso deste potencial é justificivel principalmente pela possibilidade da
implementacao experimental, além de permitir a solugao exata para alguns exemplos.

As figuras[3.]ilustram alguns exemplos dos estados estacionérios para a solugao (3.41).
Quanto maior a constante de difusao D7, maior serd a dispersao da distribuicao no estado
estacionario, conforme mostrado na figura [3.1fa). A constante de mola (constante de
restauracdo) a controla a intensidade da forga confinante e possui um efeito contrario a
constante de difusdo Dy, como mostrado na figura [3.1|(b).

Como estamos tratando de uma equacao de difusao linear, sabemos que entropia rela-
cionada é a de Boltzmann-Gibbs. Isto pode ser visto considerando que Dy = 0, usando
a1 = 1 na equagao e lembrando que, pela defini¢cao da ¢g-entropia, S; = Sgq.

Casoa; =qe Dy =0

A relacao entre a mecanica estatistica nao-extensiva e as equacoes de Fokker-Planck

nao-lineares foram inicialmente propostas por Plastino e Plastino [9]. Neste caso particu-
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lar, recuperamos a equacao usada na referéncia citada,

OP(z,t) 0 0?
— 2 = ——JA(2)P(x,t)] + D1 == P(x,t).
2 = S A@)P(, 1)) + Dy P, 1)
Esta equacao possui uma solucao com dependéncia temporal exata para uma forca restau-
radora harmonica |9, 24], enquanto que para tempos infinitos a solu¢do estacionaria pode
ser determinada facilmente para um potencial ¢(x) confinante arbitrario. No estado esta-

clonario
dPest (SC)

A(x)P.g(z) = ququl(a:) P

est

e integrando novamente no intervalo [z, ]

v v _ AP, (x'
[ araw) = [ aripaprian et
xo xo
qD _ _
(60— 0(o)] = L2 (P2 @) — Y.
Isolando o termo procurado,
1
-1 — q—1
g“@):{331+(q (%o ¢@”} . (3.42)
qD:
Colocando o termo Pg_l em evidéncia podemos recuperar a expressao para uma ¢-
exponencial,
[¢0*¢q(f)1]
Pest(l‘) - P[]e;fépo s (343)

a qual coincide com a solu¢ao de Tsallis e Bukman [24] no limite assintotico ¢ — oo.
Usando oy = g e Dy = 0 na equacao (3.28) encontramos

~ p_pi
&2/ by e, (3.44)

como esperado para a entropia associada [16].

Faremos uma breve digressao para ressaltar a questao da dualidade q <+ 2 — ¢, conhe-
cida da mecanica estatistica nao-extensiva [I]. Escolhemos o expoente a; = ¢, pois, este
é o expoente para a entropia de Tsallis relacionada com a EFPNL. Se ao invés do
vinculo linear de energia fosse possivel provar o teorema-H para o vinculo de energia
com a distribui¢ao generalizada normalizada (distribui¢do “escort”) a conexao seria direta,
ou seja, os expoentes nao-lineares do vinculo e da distribuicao seriam iguais ao expoente

entropico. Porém, como discutido em alguns trabalhos [20], [19] a prova para este vinculo
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Figura 3.2: Distribuicao de probabilidades para ¢ = 0.5, a = 1.0 e diferentes constantes
Ds.

ainda permanece em aberto, mas a equivaléncia entre as distribui¢oes nos permite afirmar
que os resultados sdo equivalentes para ambos vinculos [28]. Por esta razao, costuma-se
utilizar a escolha do expoente o = 2 — ¢ para a equacao, evitando o uso da dualidade e
assim, a solucao torna-se uma g-exponencial.

O fator de normalizacao Py em (3.43)) pode ser obtido de forma analitica no intervalo
q = (—1,2), que na dualidade corresponde ao intervalo de ¢; = (0, 3), onde definimos ¢

como o expoente da entropia de Tsallis (3.44)). Para o caso do potencial harmonico,

¢o — ¢(x) = ag — ng’

1

X r F(L) a(l_ ) 2(1(1;(11) q—1
¢D1 (F(llz1 27rq ) + ao(l - q) se q € [_17 1)7

1—q 2
B - 1

r 2(q—1) q—1
PGG+:%5) fa@-n |
b () vai-a| b e
\

q—1

Na figura [3.2] exibimos, para o caso ¢ = 0.5, o efeito esperado da constante de difusao,
ou seja, ao aumentar seu valor a distribuicao deve alargar, atingindo valores maiores de
x. O efeito contrario e obtido para o aumento da constante da forca a.

Para as figuras [3.3(a) e [3.3(b) mantemos fixos a e D;. Para ¢ € [—1,1) vemos dis-
tribuicoes de probabilidades que apresentam caudas longas, sendo que o peso das caudas
aumenta ao diminuir ¢, isto é equivalente a aumentar o valor de ¢. Para g € (1, 2] temos

distribuicoes de suporte compacto, que ao contrario das distribuicoes de cauda longa, nao



Dissertacao de Mestrado - Mauricio Ribeiro 39

1x10° T '
1107 : .51 ]
13107 F . 041 ]
% 1x10°F 3 g%
W | [a® L J
1x10™°F 2 0.2 7
1107 . 0,1 _
—122 | | ] 1 L i | L | L | |
1X10 100 50 0 50 100 03 2 -1 0 1 2 3
X X
(a) a=1.0e D; =10 (b)ya=1.0e D; =1.0

Figura 3.3: Distribuicao de probabilidades para diferentes expoentes q.

vao a zero para valores infinitos da varidvel e sim para um valor finito. Podemos calcular

estes valores considerando P.g(x) = 0 e encontramos

|
r==+4- |ag+

qDlPéH
p; .

(¢—1)

Casoa;=2eay=1

O uso de equacoes de Fokker-Planck nao-lineares para descrever sistemas fisicos cos-
tuma levar em consideragao apenas um termo de difusao nao-linear [4]. Em um trabalho
recente, Andrade et al. mostraram a aplicacdo de uma equacao com dois termos, um
linear que é dominante para altas temperaturas e outro nao-linear que predomina em
baixas temperaturas. Estes termos correspondem a a; =2 ¢ as = 1 em (3.1 e a equacao
passa a descrever a dinamica de particulas interagentes em movimento superamortecido
[26]. No capitulo 4, voltaremos a tratar desta EFP e apresentaremos alguns resultados
para este sistema. Aqui verificaremos seu estado estacionario.

Resolveremos novamente a equacao (3.1)) neste caso particular,

OP(x,t)
o
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d d*P2,(x) d*P.q(x)
—[A(@)Pe(a)] = Dy 4 Dy
. d dPeSt(x) dPest(fE)
= g PP T g

Integrando no intervalo |—o00, 2’| e usando as condigoes fisicas para a densidade de prob-
abilidades (3.24]), encontramos,

dPest(x/) dPest(x,)
A(2)P.o(2') = 2D, P D .
() Peat (') ! dx’ Mt dx’
Integrando novamente no intervalo [zg, ],
T x dPes e . .
/ do' A(z') = / (2D P, (x") + Dg]%dm” = 2D, Pogy(2')[5, + Do In Py (2')[3,
o xo
Pest (37)

[Qbo - Cb(ff)] = 2D1[Pest($) - Po] + Dy 1In

b (3.45)

Poderiamos obter a equacao (3.45)) de uma maneira mais facil, apenas substituindo a; = 2
e as = 1 na equagao (3.31) e recordando que Inj; z = In .
Queremos escrever esta equacao transcendental na forma Y = Xe¥, cuja solucao pode

ser escrita em termos de uma fun¢do W-Lambert, X = W (Y'). Assim,

— 2D\Py 2D, P, P.,
[¢0 — ()] Ly 2Dib 2D t(@) o t(f)’
DQ D2 D2 PO
aplicando a fun¢ao exponencial em ambos os lados
e[¢05¢;(z)] +2D1R 62D11;e;t<z> Pest(x)’
R
2P0D16W+%ZPO _ 2D1Pest(x)€%e;m’
D2 D2
2D Peg () W 2P0D167[¢052<2)]+721§2P0 ’
D D
ou seja,
D2 2POD1 M+M
P, = w D D . 3.46
R (3.16)

Para ¢y — ¢(z) = ap — (a/2)z* recuperamos o resultado apresentado em [26]. A cons-
tante de normalizagao F, pode ser obtida através de um método recursivo. Adotamos um
valor inicial para a constante e calculamos a integral da probabilidade. Variando o valor

de P, podemos encontrar o valor que normaliza a probabilidade a ser utilizado.
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Figura 3.4: Distribuicdao de probabilidades para diferentes constantes de difusao.

As figuras mostram as distribuicoes de probabilidades para diferentes constantes
difusivas Dy e D,. Se olharmos separadamente para cada termo difusivo esperariamos
uma distribuicao do tipo Boltzmann para o termo ¢ = 1 e uma distribuicao de suporte
compacto para o termo g = 2. O estado estacionario corresponde a uma soma de ambos
comportamentos pesados por seus expoentes.

Um resultado bastante interessante é a entropia associada a esta equacao. Aos subs-

tituirmos os valores a3 = 2 ¢ ap = 1 na equacao (3.28)) encontraremos a soma de uma

entropia de Boltzmann com uma g-entropia com ¢; = 0.

Casoa; =qgeay=1

Com o intuito de obter uma forma geral para a solugao da equacdo (3.30), vamos
estudar generalizagoes progressivas. Consideremos aqui, o termo nao-linear genérico, com

0 expoente a3 = ¢ e o termo ap = 1. A equagao (3.31) torna-se,

D Pest
[$o — d(z)] = (qq_ 11) [Poo(2)4 — PI' + DyIn P(()‘”)
[¢0 — ¢($)] qDl qg—1 __ qDl q—1 Pest(«r)
D, + Dya—1° ~Dyg—1D) 1)P€8t(:v) +1In P

Como foi possivel obter a solucao em termos de uma funcao W-Lambert no exemplo
anterior, procederemos da mesma maneira. Aplicando a exponencial em ambos os lados

da equacao acima e igualando o coeficiente da exponencial com seu expoente, podemos
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Figura 3.5: Distribuicdo de probabilidades para diferentes expoentes nao-lineares.

utilizar uma funcao do tipo W-Lambert. Para isto, elevaremos toda a equagao ao expoente

(¢ — 1) e multiplicaremos por %. Teremos,

Y

-1
(60— ()] D 1)1 D _
q_Dl POQOTJF qu(qL)Pé’ — meest(x>q_1€qDQLPESt(m)q 1
D2 D2

que podemos resumir como

D D [bo—6()] , _aD;  pg—1) 97"
2w | L2 D Tt } (3.47)

Poy(z)= 2W |22 Pe P2 "h@nlo
@)= oW\ 5, { e

Assim, mostramos que mesmo para um caso mais geral, a; = ¢ e s = 1, uma solucao
em termos da W-Lambert pode ser encontrada. A expressao (3.47) permite encontrar a
solugdo estacionéria para qualquer valor de ¢ usando um “software” mateméatico (como
por exemplo, Mathematica 7®). Na figura mostramos distribuicoes para diferentes
expoentes. Nota-se que ¢ controla a dispersao da distribuicao, quanto maior o valor de ¢,
mais o comportamento compacto é evidenciado. O célculo para ¢ < 1 é um pouco mais
complicado e apresentaremos no proximo exemplo uma maneira mais facil de obter estas

distribuigoes.
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Figura 3.6: Distribuicao de probabilidades para diferentes expoentes nao-lineares ¢ .

Caso a1 = (g1 € Qg = (2

O termo linear que aparece na equagao transcendental permite que esta seja escrita
em termos de uma fungao W-Lambert. Para dois termos nao-lineares este procedimento
nao é mais possivel e recorreremos ao calculo numérico para obter a forma da distribuicao
de probabilidades. A ideia é bem simples: escolhemos um valor para P no intervalo [0, 1]
e substituimos na equacao ou encontrando o valor de x correspondente.
Desta maneira, teremos uma distribuicao de posicoes pela probabilidade e basta inverter
para obter a distribuigdo esperada P.g(x) versus z. O resultado serda uma distribuigao
nao normalizada, devido as parametros nao considerados, e devemos, entao, calcular a
constante de normalizacao para cada caso; para isto, basta dividir toda a funcao pelo
valor de sua integral.

Substituindo os expoentes ap = ¢1 € ap = 2 na equagao ([3.31]) teremos,

@Dy

mop T BT +2D(P@) — Rl (3.48)

(90 — ()] =
A figura mostra as distribuicoes de probabilidades geradas para diferentes expoentes
¢1. Lembrando que temos um termo de suporte compacto competindo com um termo de

cauda longa, podemos explicar o motivo das distribuicoes apresentarem caudas menores
que as da figura [3.3]
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Figura 3.7: Distribuicao de probabilidades para expoentes nao-lineares q; e ¢o.

De uma maneira geral,

@Dy

(1 — 1)

Para ambos exemplos nesta subse¢do, escolhemos as constante difusivas como D; = 1/g¢;,

q2Ds

pa—t _ Pq1—1 +
( 0 ) (Q2 - 1)

[¢0 — o(x)] = (Pt — PP, (3.49)

e desta forma, os termos contribuem com o mesmo peso para a distribuicao final. A figura
mostra algumas distribuicoes possiveis para a equacao (3.49)).

Nota-se que na figura [3.7(a) o termo de caudas longas leva & distribui¢des com valores
maiores em x e conserva esta forma mesmo para expoentes ¢; maiores que 1. Na figura
W(b) temos distribuicoes restritas no espaco, devido ao termo de suporte compacto g =
2.5.

Caso oy =q1, o =@ € 3 = 3

A fim de exemplificar a aplicagao das equacoes multi-difusivas, mostramos na figura
as distribuicoes obtidas a partir da equacao para o caso N = 3.

Diversas formas para a distribuicao de probabilidades podem ser obtidas combinando
os trés expoentes. Além disto, sabendo a origem dos termos nao-lineares poderemos in-
terpretar melhor os resultados fornecidos, assim, o estudo da aplicacao destas equacgoes é

de grande importancia para este trabalho.
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Figura 3.8: Distribuicao de probabilidades para diferentes expoentes nao-lineares ¢y, ¢ €
qs.

Caso continuo

O ultimo exemplo que apresentaremos corresponde a uma realizacao da equagao con-
tinua . Escolhendo a distribuicao de coeficientes como uma funcao degrau no intervalo
[a, b],

D(a) =D [O(a—a) — O(a—b)], (3.50)

podemos calcular a integral dos termos difusivos,

/_oo da D(Q)% - /_oo daD[@(x—a)—@(x—b)]%

[e.9] [e.9]

b 2
0°P*
= d
/a @ 0x?

B 62 Pb _ po
02 In P ’

e a equacao ([3.3) torna-se

OP(x,t)  OA(x)P(x,1)] = & (P”—P“)_

- In P

ot or + oxr? (3.51)

Uma suposicao é que equagoes desta forma possam descrever processos de difusao
de fluidos em meios complexos, como petroleo em rochas e adgua nos lencdis freaticos.

Novamente, olharemos para o estado estacionario par obter alguma informagao sobre a
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solucao dessa equacao. Temos,

d Pé); x)— P (x
A(x)Pest(x) = % (tl(n_)P t(x)t< ) )

e integrando no intervalo [—oo, 2’|

Al — Pé’szz(x’)[bln Pogt(2') — 1] + P42 (2")[1 — aln Pag(2")]
(@) = In? P, () !

que integrando no intervalo [xg, 2] pode ser escrita na forma transcendental

B . Peg'(x) = Pey ' (x)
Do=0(x) = Bil(b=1) In Pea ()] = Bil(a—1) In Py (@)= 55—

+C[Py] (3.52)

onde C[F] ¢ uma constante relacionada com a distribuigao inicial de probabilidades. A

fungao E'i[z] é chamada exponencial integral e é definida por

oo —t
Ez’[z]—/ %dt.

z

Encontramos a distribuigao P.g(z) que resolve a equacdo transcendental acima numerica-
mente. A figura mostra duas distribuicoes para diferentes intervalos da funcao degrau
que agora passam a controlar as difusdes. Escolhas diferentes para a distribuicao de coe-
ficientes podem ser pensadas a fim de possibilitar a reproducao de sistemas fisicos reais,

tais como os propostos acima.

3.3.2 W-Lambert generalizada

O fato de existir uma representacdo para a equacdo transcendental Y = Xe® na
forma de uma funcdo, X = W(Y) e esta ser solucao do estado estaciondrio para um caso
especial da equagao , com os expoentes a; = 2 e ap = 1, nos leva a questionar sobre a
existéncia de uma forma generalizada da funcao W-Lambert que seja capaz de descrever
a solucao estacionaria para a EFPNL em geral. A funcdo que leva seu nome, foi
proposta por Johann Lambert (1728-1777) em 1758 sendo redescoberta para aplicagoes
fisicas no final do século XX. Uma pequena revisao sobre suas propriedades e aplicacoes
pode ser encontrada na referéncia [29)].

Nesta secao propomos uma maneira de representar a equacao transcendental
em termos das constantes e do potencial. Acreditamos que este seja 0 caminho para uma

generalizacao da funcao W-Lambert, porém, o ferramental matemética correspondente
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Figura 3.9: Distribuicao de probabilidades para um caso continuo de difusoes e valores
tipicos dos parametros a e b.

precisa ser demonstrado. Suponha que possamos escrever a equagao transcendental na

forma

2 ai azIng, X

3 1
eq =X ®q, €q1 )

onde os sub-indices ¢; e ¢ definem o g-produto, a g-exponencial e o g-logaritmo, enquanto
que a; € ap sao constantes. A representacao da solu¢ao em termos da funcao W-Lambert

generalizada, a ser denominada W, ,, (Y), sera

X =W, (2 @) . (3.53)

)
ar a

Por construcgao, a funcao é simétrica por troca de indices,

¢ as ¢ a
WQ17q2 Ty T :qul I
a; a Q2 G2

Nota-se que a ordem dos termos esta relacionada com a maneira de escrever a equacao
transcendental.

Para o caso multi-difusivo da equagao (3.36)), podemos pensar em algo como

? 1 N )
ar D% HZ"':2 a;lng, X
g = A Qg g )

e a representacao sera
X =Wy (3, 92 45 ) (3.54)
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Mostraremos, a seguir, dois exemplos: no primeiro, escreveremos a equagao transcen-
dental (3.49) na forma (3.53); no segundo, partiremos da forma (3.53]) e chegaremos na
expressao da solugao estacionaria (3.46)), escrita como uma fungao W-Lambert. Seja

— Pes T — PES iy
(b0 — ¢(x)] = D1 P~ Iny_y, dz) | G Dy P Iy, L,
Ry Ry
a qual podemos dividir pela constante qlDngl_1
[¢0 - ¢(ZE)] o Pest(x) + QQDQP(;]Q_I Pest(x)

—— = Iny_ No_,, —————.
Q1D1P(;11_1 o P C_ZlDngl_1 o Fo

Usaremos a g-exponencial para ¢ = 2 — ¢; e a propriedade eg“’ = eg Qq eg para escrever

q2—1
[¢0_¢‘(z)] q2D2P0 In. Pegst(x)
— g =1 = 2—
a1 Dy P§1 ! - Pest(x) ®o eqlDngl ' G
2—q1 - —q1 “2—q1
B

e assim

(3.55)

— x D Plhfl
Pest = POWQ—qLQ_qQ { [¢0 ¢( >] go V217 } ‘

€11D1Poq171 ’ QIDlPoqli1
Nao podemos considerar a equacao (3.55) como uma solu¢ao, uma vez que ainda nao
conhecemos suas propriedades. Enquanto isto consideraremos esta forma como uma forma
reduzida, uma representagao, da equacao .

Faremos agora o caminho contrario, partindo da representacao

Py = POWLO{[% _Dj’(x)] , Q%QPO},

chegaremos na solucao em termos da W-Lambert usual. Podemos escrever com o auxilio
de (3.53)

[pg—¢(x)] 2D, P Pest(z)
0D2 . Pest(x) B, Ino P%

— 2
0

e lembrando que ef =€*, z ®, y = 2y e Ingz = x — 1, escrevemos

Po—¢(x) 2D P Pes ()
€[0D2x] _ Pest(ﬂf)e DlQO[ Pto _1]
P ?
0
2D, P, [s0—¢@)] , 2D1 Py 2D Py P.o;(x) 2D1Po Pesi(=)
140 + 140 Lest
—— e Do D2 = e D2 Po
D, Dy R
e assim D D P
2 2 1470 [¢07¢(I)]+2D1P0
Pest = w e D2 Da s (356)

2D, D,
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que representa a solugao para o caso a; = 2 ¢ ap = 1. Mostramos, desta forma, que a
funcao W-Lambert é um caso especial da funcao generalizada W -Lambert (3.55).

3.4 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo propusemos uma generalizacao da equacao de Fokker-Planck nao-linear
para casos multi-difusivos, representados pelas equagées (3.1)), e (3.3). Mostramos
que é possivel obté-las como aproximacoes da equacao mestra tanto para variaveis dis-
cretas, quanto continuas. Usando a relacao entre EFPNL e a forma entrépica, obtida a
partir da prova do teorema-H, foi possivel encontrar as entropias relacionadas a estas
equacoes, que neste caso, apresentam-se como somas de g-entropias e (3.29). A fim
de obter informacoes sobre as equacoes e suas solucoes, encontramos uma equagao tran-
scendental que define o estado estacionario do sistema que coincide com a solucao
obtida através do principio de maximizacao da entropia. Para finalizar, mostramos alguns
exemplos das equagoes, suas entropias e suas distribuicoes estacionarias para alguns casos
conhecidos e para novos parametros. Mostramos que a solugao em termos de uma funcao
W-Lambert ainda pode ser encontrada mesmo para a soma de um termo difusivo linear
com um termo de difusao anémala geral (¢ # 1).

Inspirado na solucao , propomos uma maneira preliminar de representar a equagao
através de uma fungao W,-Lambert, ou seja, uma funcao generalizada. O estudo
matematico desta generalizacao e suas possiveis extensoes ficam como questoes para in-
vestigacoes futuras. Além disto, para todos os exemplos, exploramos somente a solugao
estacionaria. Para que as equacoes multi-difusivas possam descrever sistemas fisicas é
necessario que conhecamos a evolucao temporal de suas solucoes. Uma alternativa seria
o estudo numeérico das solugoes [25] e algo neste sentido vem sendo implementado. Além
do sistema de vortices interagentes [26], torna-se importante identificar outros sistemas

fisicos que possam ser descritos por estas equacoes, como os apresentados em 31, [32] [33].



Capitulo 4

Estudo da dinamica de particulas
interagentes em movimento

superamortecido

Este capitulo é dedicado ao estudo da dindmica de sistemas de particulas intera-
gentes em movimento superamortecido, sistemas os quais sao utilizados para descrever
fendmenos fisicos tais como: fluxo de vortices em supercondutores desordenados do tipo
II; mecanismos fisicos dos plasmas empoeirados; particulas carregadas em suspensoes
coloidais [30, BI]. Recentemente, mostrou-se que o estado estacionario destes sistemas
pode ser descrito por uma equagio de Fokker-Planck nao-linear [26] e assim, os mesmos
tornaram-se realizacoes da mecanica estatistica nao-extensiva.

Mostraremos que a equacao

6)Péj,t) _ _G[A(x)a};(x,t)] N Dyé% {[LOP(:U,t)]V_l 8P{§z,t} } ’ (4.1)

que é um caso especial das equagoes do Capitulo 3, pode ser obtida a partir da equacao
de movimento do sistema através de uma aproximacao do tipo “coarse-graining”. Esta
equagao possui uma solugao analitica conhecida [9] 24] para toda sua evolucao temporal.
Como veremos a seguir, L( representa um comprimento caracteristico do sistema.

Neste capitulo comparamos os resultados das simulagoes, usando dinamica molecular,
com a solucao da equagao para o sistema de vortices interagentes, permitindo avaliar
a hipotese de validade da equacao de Fokker-Planck na descricao do mesmo. Mostramos
que nao somente o estado estacionario é reproduzido, mas também toda a solucao tem-
poral da EFPNL para a distribuicao de probabilidades. Adicionalmente, estudamos a

concordancia com os resultados analiticos esperados da normaliza¢ao e segundo momento

20
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da distribuicdo 24, 21]. Para finalizar, faremos um estudo da distribui¢do de probabil-
idades das velocidades, mostrando que esta também ¢é descrita por g-gaussianas. Este

capitulo consiste em uma versao mais detalhada da referéncia [27].

4.1 Sistema de particulas

Podemos definir a dindmica de um sistema fisico escrevendo para este a segunda lei
de Newton (ou a equacao de Langevin, quando o ruido térmico encontra-se presente).
Neste contexto, quando falamos em um movimento superamortecido, podemos desprezar
a aceleracao, a; = 0, considerando desprezivel a contribuicao desta na escala de tempo da

variacao da velocidade. Assim, a forca sobre a particula 7 seré

Fy=md; =0 = —ni;+ F? + Fet
no;, = FPP 4 Feot (i=1,2...,N) (4.2)

onde 7 é a viscosidade efetiva do meio, nv; a for¢a de atrito, F'" a forca interna e F£*!
uma forca externa, todas atuando sobre a particula ¢. A forca interna leva em conta a

interagdo entre a particula i e as (IV — 1) particulas restantes do sistema,

- 1 .
ijpp = 5 Z BZP(Tij>Tij7 (43)
J#i

onde r;; = |r; — ;| € a distancia entre as particulas ¢ e j e 7;; o vetor unitario definido
ao longo do eixo que liga as particulas. Para o sistema de vortices interagentes, BPP(r) =
foK1(ri; /) sendo K, a fungao de Bessel modificada do tipo 2 de 1* ordem, f;, a amplitude
da forca e A o comprimento de penetragao de London, que define a distancia caracteristica
do sistema. Sabemos que a interacao entre os vortices é repulsiva, de curto alcance e
radialmente simétrica [30)], caracteristicas que permitem a abordagem aqui utilizada; além
disso, escolhemos a for¢a externa advinda de um potencial externo confinante, pois, esta
forca terd o papel de desacelerar as particulas levando-as a um estado estacionario apos
um tempo longo.

Com o intuito de obter a equacao de Fokker-Planck que descreva o sistema, realizare-
mos um procedimento conhecido como aproximacao de “coarse-graining”, isto é, olharemos
o sistema de uma, escala maior que os intervalos discretos, podendo nesta escala considerar

as variaveis como continuas. Comecaremos introduzindo a densidade local de particulas
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no tempo t, p(7,t), e definindo a equagao de continuidade

Op(r,1)
ot

—

=Vv-J (4.4)

onde J = pU é a densidade de corrente. Supondo que a densidade local varia suavemente na
escala da interagao, podemos expandir a densidade em série de Taylor, p(7,t) =~ p(0,t) +
- ﬁp(ﬁ t), onde mantivemos apenas a derivada de primeira ordem. Usando a densidade

de particulas anterior, podemos escrever a equagao (4.3)) para o caso continuo como

1

= / dPr[F - NV p(F, )] B (1), (4.5)

- 1
= / drp(F.t) B ()i ~ 5

onde o somatorio foi substituido pela integral da densidade pela forca e devido a simetria
de BPP(r), a integral de p(0,t) sobre todo espaco é nula. Note que ao escrever a equacao
(4.5)) assumimos o espago como bidimensional, desta forma, poderemos comparar os re-
sultados analiticos com os obtidos através da dinamica molecular, cujas simulacoes foram
realizadas em d = 2.

Sem perda de generalidade, podemos ainda considerar que o gradiente da densidade,
ﬁp(f", t), encontra-se ao longo do eixo x; assim, a for¢a atuard na mesma dire¢ao da
variagao da densidade. Uma vez que a variacao da densidade é muito pequena dentro do

intervalo caracteristico da forca, podemos aproximar a for¢a (4.5)) por
FP ~ aVp(7,1), (4.6)
sendo a constante de forca
a= 7r/ dr r*BP(r), (4.7)
0

escrita em coordenadas polares.
Substituindo na expressao acima a definicao para a forca entre as particulas, podemos

resolver a integral, que para a forca de Bessel fornece a = 27 fyA3. Considerando a forca

externa como uma forca harmonica F** = — A(z)& = —ax# e substituindo-a juntamente
com (4.6) e (4.2) na equacio da continuidade (4.4)), escrevemos
ap(Fa t) =

= V{0 [aVo(r ) + F] )
_ (% {p(ﬁ f) {aapéz, 0 A(l‘)} } (4.8)

que ¢ uma equagao de Fokker-Planck em termos da densidade p(7,t) = p(z,y,t). Como

ot
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as derivadas espaciais levam em conta apenas a variavel x podemos pensar na equacao
acima para um y fixo e definir a probabilidade P(xz,t) = (L,/N)p(x,t), obtendo
OP(z,t) O[A(x)P(z,1t)] 0

N = +2D%{[AP(x,t)]%}, (4.9)

onde D = (N fyA?)/L,. Note que identificando Ly = X e assumindo n = 1 a equacio
(4.9) torna-se um caso especial da equagao (4.1) onde v = 2. Desta forma, conhecemos a

solugdo analitica para a evolugdo temporal da distribuigdo de probabilidades |9 24],

1

P(x,t) = B(t) 1 = B(t)(v = 1)a*] 7T, (4.10)

onde [y]; = y para y > 0, sendo nulo em caso contrario. Identificamos a solugao acima
como uma g-gaussiana, com ¢ = 2 — v. Os parametros B(t) e ((t) se relacionam para

garantir a normalizacao da solucao para qualquer tempo ¢. Temos

B(t) | B(t) ?
B(to) {B(to)} ’ (411

sendo conhecida a forma do parametro B(t),

B(t) = B(to) {K% + (1 . E) ef} T (4.12)

onde

e = 2vDB(to)[B(to)]" " 9
1
- (4.14)

Calculando o segundo momento para a distribuigao de probabilidades (4.10) [21], encon-
tramos
(22) o {1 — exp[—a(l + )t} T+ . (4.15)

Como realizado no Capitulo 3, pode-se relacionar uma forma entropica com a EFPNL.

Lembrando da relagao
1 d*g[P QP
B dP? P(z,t)
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da definicao

SIP =1 [ deglloPnls g0 =g)=0;  gfn <0, ()

e identificando Q[P] = Dv [LoP(z,t)]"" na equacio (4.1)), obtemos

1— Ly [2 da [Pz, )]

S|P =k 4.18
P — , (4.18)
onde fizemos DB = k e levamos g[P(z,t)] — g[LoP(z,1)].
Reescrevendo para o caso v = 2, teremos como entropia
S[P] = k{1 — A / de [Pz, )2, (4.19)

onde consideramos, Ly = A. A distribui¢do de probabilidades torna-se uma parabola (g-
gaussiana com ¢ = 0)

P(z,t) = B(t) [1 - B(t)2?] (4.20)

+ Y
onde uma forma conveniente de escrever as constantes B(t) e [(t), relacionadas com a

norma e a largura da solucgao, é

B(to)B(to)

B)B(t) =~ 14 (K = e ]
2
= ag [l + are ] - (4.21)
sendo \ \
« «
“Ti T DR .

as constantes que usaremos para ajustar as solugoes obtidas através da dinamica molecu-
lar. Para a dispersao,
2
(2®) oc {1 — e} (4.23)

que para tempos curtos escala como t%/3,

4.2 Dinamica Molecular

Com o intuito de verificar a hipdtese inicial, que a evolucao temporal de um sistema
de particulas interagentes em movimento superamortecido pode ser descrito pela equacao

(4.9), investigamos, através da dinamica molecular, a evolu¢ao do sistema de particulas.
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Como explicado no Capitulo 2, a DM consiste na integracao numérica das equagoes de
movimento, neste caso , para todas as N particulas interagindo. Compararemos a dis-
tribuicao de probabilidades das posicoes e velocidades das particulas com as distribuicoes
obtidas da EFPNL ((.9).

A simulagao consiste em uma caixa bidimensional com comprimento L, = 280\ e
altura L, = 20\, onde A é o comprimento caracteristico da forca de repulsao entre as
particulas. O comprimento L, é escolhido tal que as particulas nunca encontrem a borda,
podendo-se considerar o sistema como infinito nesta direcao. A intensidade da forca har-
monica externa, a, controla dois fatores importantes da evolucao: a largura da distribuicao
e 0 tempo necessario para se atingir o estado estacionario, conforme o comporta-
mento exponencial em [21]. Aqui escolhemos a = 1073 fy/), isto ¢, trés ordens
de grandeza menor que a amplitude da forca interna. Para a direcao y impomos uma
condicao de contorno periddica, assim, justificando a escolha preferencial do eixo x na
equacao . Relacionado diretamente com as dimensoes da caixa, temos o nimero de
particulas /V; todas as simulagoes foram realizadas para N = 4000. O limite termodina-
mico pode ser obtido considerando N — oo e L, — oo, mas mantendo finita (porém,
grande) a razao N/L, de modo a reduzir as flutuagdes estatisticas.

Iniciamos a simulacao com uma distribuicao de probabilidades, F,, onde as particu-
las encontram-se distribuidas aleatoriamente numa regiao muito pequena do espago. Esta
configuragao é normalmente considerada como uma aproximacao razoavel para uma dis-
tribuicao tipo delta de Dirac. A escolha desta configuracao inicial reside no fato de quer-
ermos comparar os resultados entre a simulacao e a equacao nao-linear, onde a solucao
depende diretamente da condigao inicial imposta, P(x,0) = d(x).

Consideramos o tempo como uma variavel adimensional, contando-o em termos de
passos de integragao, dt. Para tempos pequenos (0 < ¢t < 5), a unidade de tempo con-
siste em 10° passos de integracao, ou seja, temos 0t = 1073; para tempos intermediarios
(5 < t < 150), 6t = 1072 e para tempos longos, 6t = 107!, Esta escolha est4 relacionada
com a velocidade das particulas ao longo da evolucao, quanto menor o tempo mais rapidas
as particulas e mais rapida é a dinamica; entao, o passo de integracao deve ser pequeno
o suficiente para acompanhar suavemente as mudancas. A fim de obter uma melhor es-
tatistica, para todas as medidas foram realizadas médias sobre 100 amostras, pois, apesar
da equacao ser deterministica, pequenas flutuacoes na configuracao inicial levam o
sistema a diferentes evolugoes temporais.

Mostramos na figura [4.1) uma representacao de uma amostra do sistema em diferentes
estagios da evolucao. Temos na parte superior, t = 5, um estado proximo da configuracao

inicial, onde as particulas encontram-se bem proximas e distribuidas em uma pequena
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Figura 4.1: Representacao da evolugao de uma copia do sistema de particulas, com N =
1000 e dimensoes L, = 280\ e L, = 20, para diferentes tempos.

regido da caixa. A medida que o tempo aumenta vemos que o sistema muda de um regime
rapidamente difusivo (tempos pequenos) para um regime lento (tempos grandes). Para
t > 1200 consideramos que o sistema encontra-se proximo do estado estacionério, que
definimos ser atingido, satisfatoriamente, para o tempo t = 3000. Na figura utilizamos
apenas 1000 particulas para facilitar a visualizacao; note, também, que apenas a parte de
interesse da caixa é representada.

Apresentamos na secao seguinte os resultados obtidos a partir de evolug¢oes semelhan-
tes & da figura [4.1} para as distribuicoes de probabilidades das posicoes e velocidades.
Para calcularmos tais distribuigoes, construimos os respectivos histogramas, isto é, di-
vidimos o espaco (seja das posi¢oes ou das velocidades) em pequenas regides e contamos
quantas particulas (ou suas velocidades) encontram-se dentro deste intervalo. O tamanho
do intervalo torna as distribui¢oes mais ou menos ruidosas, devendo ser refinadas com o
nimero de medicoes realizadas. Para as posicoes adotamos A como intervalo e para as

velocidades escolhemos tipicamente a centésima parte da largura da distribuicao.

4.3 Distribuicoes de posicoes e velocidades

A dinamica das particulas consiste em uma competicao entre as forcas de repulsao, de-
vidas as interacoes entre os vortices, que tendem a dispersa-los, e a forca confinante externa

que desacelera os vortices, criando uma estado estacionario onde as particulas encontram-
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Figura 4.2: Perfis de densidades para diferentes tempos t.

se paradas, um estado de equilibrio. No trabalho de Andrade et al. [26] mostrou-se que a
distribuicao de probabilidades das posicoes no estado estacionério era descrito por uma
g-gaussiana, do tipo mostrada na equagao . Na figura mostramos perfis de den-
sidades (equivalentes a distribuicoes de probabilidades) em diversos tempos, graficando
A2p(z,t) versus x/), onde os fatores surgem para que os eixos sejam adimensionais. Pode-

mos escrever a solugao analitica (4.20)) da seguinte maneira

p(x,t) _ NB(IIEZB(t) |:th) . :L‘2:|+, (424)

onde

1

NB(t)A(t) o [+ (Ky — 1)e ] " (4.25)

Ly
usando P(z,t) = (L,/N)p(x,1).

Na figura os simbolos representam os dados da simulacao e sao comparados com a

a

curva teorica, representada pelas linhas, calculadas através da equacao . Na figura
M(a) temos os perfis de densidade para os tempos curtos, particulas com altas veloci-
dades, enquanto na figura (b) temos o regime de baixas velocidades, para o sistema se
aproximando do estado estacionario. Lembramos que o valor do parametro a na equacao
& a = 27 foA? calculado apos o “coarse-graining”. As curvas teéricas da figura
foram obtidas substituindo a = (5.87+0.02) foA* nas expressoes e (1.25), utilizadas
na regressao dos dados da dinamica molecular. Este valor de a foi calculado para os es-

tados estacionarios das 100 amostras. Atribuimos a discrepancia de 7%, entre o valor
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Figura 4.3: (a) Colapso dos perfis de densidade em uma curva universal. (b) Evolucdo
temporal do coeficiente C(t).

calculado analiticamente para o parametro a e o valor estimado pelo ajuste, as aproxima-
coes realizadas, durante o procedimento do “coarse-graining”, para obter a forma da
forca. Assim, a figura[4.2] mostra que os perfis de densidade sao descritos por g-gaussianas
durante toda a evolucdo temporal do sistema, como predito pela solucao e
com o parametro a recalculado adequadamente.

Na figura[d.3|(a) representamos todos os dados da figura[d.2em um gréfico p(z,t)/p(0, t)
versus Azp(0,t). Nesta representacdo, os perfis ndo apresentam dependéncia temporal
na largura, resultando em um colapso na pardbola universal (p(x,t)/p(0,t)) = [1 —
b(Azp(0,1))?]4, com b ~ 4.3 x 107 para todas as curvas. Outro resultado importante,
que demonstra o acordo entre os resultados obtidos através das simulacoes e os resulta-
dos analiticos, consiste na curva mostrada na figura (b)7 onde a evolucao temporal do
coeficiente C'(t) = ANB(t)3(t)/L, ¢ comparada com a curva esperada (4.25). A linha
corresponde & curva (4.25) com a = 5.85f3\%, em concordancia com o valor utilizado na
figura 4.2l Desta maneira, comparamos o parametro a, calculado para os perfis de den-
sidade, com o valor obtido independentemente através da regressao dos coeficientes no
tempo, mostrando uma boa concordancia entre eles.

E sempre possivel questionar se as forma das distribuicées da figura podem ser
ajustadas por uma funcao diferente da g-gaussiana. A figura mostra distribuicoes
de densidades graficados na representagao do g-logaritmo, In,u = (v~ —1)/(1 — q)

(u > 0) [1], para alguns tempos da evolugdo. Na figura [£.4)(a), pode-se notar que nesta
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Figura 4.4: Representacoes dos perfis de densidade em termos do g-logaritmo (¢ = 0).

representacao as g-gaussianas, com ¢ = 0, tornam-se retas, sendo os simbolos os dados
computacionais e as linhas retas ajustadas com diferentes coeficientes angulares. Nas
varidveis convenientes, a figura [£.4|(a) se transforma na figura[f.4(b), onde as distribui¢oes
sao retas colapsadas. Note que temos aqui uma evidéncia da forma das distribuicoes; nesta
representagao apenas g-gaussianas com o valor de g apropriado no eixo y sao retas, ou
seja, as distribuigoes sao realmente g-gaussianas com ¢ = 0.

Além da forma das distribuigoes de probabilidades (ou perfis de densidades) e do
comportamento temporal dos coeficientes de normalizacao, sabemos que para o sistema
de vortices interagentes o comportamento do segundo momento da distribuicao é dado
pela equacao [21]. E esperado que para tempos pequenos tenha-se o regime de
difusdo anomala, (z2) ~ t*2 onde o expoente é caracteristico do sistema em estudo
[30, 26], e para tempos longos tenhamos um tendéncia para o estado estacionario. Na figura
mostramos o calculo da dispersao utilizando as distribuicoes obtidas pela dinamica
molecular. Os simbolos correspondem aos dados computacionais, enquanto que a linha a
regressao fornecida pela equagao . Observe a lei de poténcia para tempos pequenos,
com expoente o = 2/3, e o comportamento exponencial para tempos longos, mostrando
que a DM reproduz o resultado analitico esperado para toda a evolucao.

Mostramos, desta forma, evidéncias que corroboram com a hipotese de que a dinamica
de particulas interagentes em movimento superamortecido pode ser descrita apropriada-
mente por uma EFPNL. Especificamente, mostramos que no caso dos voértices intera-

gentes, a distribuicao de probabilidades sao g-gaussianas, com ¢ = 0, concordando com
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Figura 4.5: Segundo momento da distribuicao.

a solucao da equacao . Os proximos resultados se referem ao comportamento
temporal das velocidades das particulas, sendo que para estas nenhum resultado analitico
é conhecido, até onde sabemos.

As particulas inicialmente encontram-se localizadas em uma pequena regiao proxima
a origem, onde o potencial harmonico é desprezivel, e devido as interagoes repulsivas
fortes, adquirem altas velocidades, levando a uma difusdo rapida. Apds algum tempo,
as particulas ocupam uma regiao do espaco onde o potencial confinante comeca a atuar
significativamente, freando as particulas até as mesmas atingirem o estado estacionério da
figura[4.1] Na figura[4.6] mostramos os resultados para a evolucao temporal da distribui¢ao
de probabilidades, P(v,,t), das velocidades {v, }. Uma vez que consideramos o tempo uma
variavel adimensional, a velocidade possui dimensdo de espago e nas figuras [4.6{a), [4.6]b)
e[L.6/(c) os eixos sdo adimensionais. Nestas figuras, as distribui¢oes de probabilidades das
velocidades sao representadas desde o inicio da evolucao, com grandes valores para a
variavel {v,}, passando por tempos intermediarios onde as distribui¢oes se estreitam, a
medida que as particulas evoluem, até um estado onde todas as particulas se encontram
paradas (¢t =~ 3000). Outra caracteristica da ﬁgura ¢ a semelhanca com as distribuicoes
da figura das posicoes. Verificamos que as velocidades seguem distribuicoes do tipo

g-gaussianas similares as posigoes,
P(vg,t) = By(t) [1 = Bu(t)07], (4.26)

onde B,(t) e B,(t) sdo parametros de normalizagio e largura dependentes do tempo,

relacionados entre si.
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Na figura os simbolos correspondem aos dados da dinamica molecular e as linhas
sao regressoes calculadas utilizando a g-gaussiana . A concordancia entre as curvas
refor¢cam a proposicao da forma para as distribuigoes de probabilidades e como no
caso das posigoes, apresentamos na figura (d) a representacao colapsada onde a linha
¢ dado pela parabola (P(v,,t)/P(0,t)) = [1 — b(v,P(0,¢))*]., com b ~ 1.77.

T 5 T
I ° g ] . 030 | |
05 o o 50
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0.4
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0
v P(0,t)
(c) t = 200,300,400, 500. (d) Colapso de todas as curvas.

Figura 4.6: Distribui¢do de probabilidades de velocidades P(v,,t) para diferentes tempos.

Para reforcar a fungdo (4.26)) como a forma correta da distribuicao, graficamos na
figura [4.7 Ing[P(v,,t)/P(0,t)] versus a respectiva abscissa adimensional. Tempos tipicos
das curvas da figura[d.6|(b) sdo representados linearmente na figura[d.7|(a). Na figura[d.7(b)

mostramos algumas curvas em sua representacao colapsada, devido a escolha adequada
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Figura 4.7: Representagoes das distribuicoes de velocidades em termos do g-logaritmo
(¢ =0).

das variaveis. Novamente, podemos interpretar a figura|4.7|como uma evidéncia que tanto
as posicoes, quanto as velocidades, possuem distribuicoes dadas por g-gaussianas, com
q = 0, representadas pelas funcoes e (4.26).

De maneira andloga ao efetuado para as posicoes, apresentamos na figura 0
produto dos coeficientes temporais B,(t) e (,(t), na verdade do produto adimensional
N3B,(t)B,(t). Podemos notar um comportamento parecido com o caso do coeficiente C(t)
da figura (b), ou seja, um regime em lei de poténcia para tempos curtos, dado por
N3 B, (t)B,(t) ~ t°/2, seguido por uma tendéncia para o estado estacionario. Devido ao fato
de nao conhecermos uma equacao para as velocidades, nao conhecemos, por consequéncia,
a forma analitica dos coeficientes B,(t) e [5,(t).

Para concluir, podemos conectar a equacao com o sistema de vortices intera-
gentes. Na referéncia [20], Andrade et al. mostram que a agitagao térmica contribui com
um termo difusivo linear na equacao , transformando-a numa EFPNL bi-difusiva.
Neste capitulo, o estudo foi realizado na auséncia de ruido térmico e uma extensao para

o caso de temperaturas finitas é uma proposta de estudo futuro.

4.4 Conclusoes e Perspectivas

Neste capitulo, apresentamos uma realizacao da mecanica estatistica nao-extensiva

para o caso de vortices interagentes que surgem em supercondutores desordenados do
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tipo II. Como mostrado nas referéncias [26, 30], este sistema pode ser descrito por uma
equacao de Fokker-Planck nao-linear do tipo (4.9)), que sabemos estar conectada a entropia
de Tsallis por meio do Teorema H. Estendendo os resultados apresentadas nestes
trabalhos, investigamos a evolucao temporal deste sistema através de uma dinamica mole-
cular, mostrando que a solucao é valida para todo tempo t [27]. Além da distribuicao
de densidades, mostramos que os coeficientes da normalizagao e dispersao (ambos depen-
dentes do tempo) apresentam resultados em concordancia com os esperados pela solugao
analitica da EFPNL.

Estes resultados reforcam a hipotese que equacoes de Fokker-Planck nao-lineares po-
dem ser usadas para representar sistemas de particulas interagentes. Dependendo do sis-
tema a ser estudado, devemos escolher a forma das interagoes internas e se olharmos para
a equacao e para a integral em , concluimos que para outros tipos de forcas
radialmente simétricas e repulsivas, podemos encontrar uma EFPNL semelhante a
com um valor diferente para o parametro a. Assim, diferentes sistemas podem ser estu-
dados variando apenas a forma das interacoes, ﬁpp, que juntamente com o efeito da ﬁext
sobre a evolugao, compoem trabalhos em desenvolvimento.

O fato das velocidades apresentarem distribuicoes semelhantes as posi¢oes é um resul-
tado curioso e procuramos mostrar que para outros sistemas, estas podem ser descritas,
também, por ¢-gaussianas. Resultados preliminares mostram que as velocidades na di-
recao y possuem distribuicoes interessantes, possivelmente g-gaussianas com ¢ crescente

no tempo. Estes estudos estao em andamento e serao apresentados em um trabalho futuro.



Capitulo 5
Conclusao e perspectivas

Esta dissertacao apresenta como principal objetivo a proposi¢ao de uma nova classe de
equacoes de Fokker-Planck nao-lineares. A transicao entre dois regimes difusivos, anémalo
para linear, pode ser encontrada em alguns exemplos de equagoes de Fokker-Planck [5]
mas, com a introdugao das, aqui nomeadas, equacoes de Fokker-Planck nao-lineares multi-
difusivas, buscamos descrever sistemas complexos com diferentes regimes difusivos, onde
dois ou mais tipos de difusao podem ocorrer.

Apresentamos no capitulo 2 uma breve revisao dos tépicos e resultados importantes
para o entendimento do trabalho. Dividido entre difusao linear e nao-linear, o capitulo
possui a derivagao das equagoes de Fokker-Planck através de aproximagoes realizadas na
equacao mestra. Provamos uma forma do teorema H para a energia livre do sistema,
utilizando estas equagoes, que possui como requisito uma relagao importante entre o
funcional entropico e os funcionais da equagao de Fokker-Planck nao-linear [14], [15]. Desta
maneira ¢ possivel conectar a entropia S, as equacoes de Fokker-Planck nao-lineares, da
mesma forma que a entropia Spg é relacionada com a difusao linear [11 [6].

No capitulo 3 propusemos a generaliza¢ao da equagao de Fokker-Planck nao-linear para
casos multi-difusivos. Seguindo o procedimento apresentado nas referéncias [14] [15, 6],
obtemos estas equacoes a partir de aproximacoes na equagao mestra, tanto para o caso
discreto, quanto para o caso continuo, mostrando que ambos resultados sao equivalentes. A
forma entrépica obtida, via teorema H, é identificada como a soma de ¢g-entropias. Para o
estado estacionario encontramos uma equagao transcendental em P,y (x) que coincide com
a equacao obtida através do principio de maximizacgao da entropia. Esta equacao é soltvel
para alguns poucos casos analiticos, mostrados durante o capitulo, mas, as distribuicoes
de probabilidades estacionarias podem ser obtidas numericamente para os casos restantes.

Inspirados no trabalho de Andrade et al., propomos uma maneira, ainda preliminar,

de representar a equacao transcendental obtida para o estado estacionario, através de

64
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uma fun¢do W-Lambert [29]. O estudo matemético da fungdo W-Lambert generalizada,
ou Wy -Lambert, pode indicar a forma final capaz de resolver essas equacoes transcen-
dentais, porém, suas possiveis extensoes ficam como questoes para investigacoes futuras.
No presente trabalho, foi possivel estudar somente as solugoes estacionarias, uma vez
que solucoes analiticas nao puderam ser obtidas, ficando a evolucao temporal para ser
estudada numericamente [25]. Outra perspectiva consiste em identificar sistemas fisicos,
cuja dinamica possa vir a ser representada pelas equacoes de Fokker-Planck nao-lineares
multi-difusivas.

Um primeiro exemplo das equacoes do capitulo 3 é mostrado no capitulo 4. Neste,
apresentamos uma realizacao da mecanica estatistica nao-extensiva para o caso de vortices
interagentes que surgem em supercondutores desordenados do tipo II. Como proposto
[26, B0)], este sistema pode ser descrito por uma equagao de Fokker-Planck nao-linear, que
sabemos estar conectada a entropia de Tsallis por meio do Teorema H. Com o intuito de
validar esta descri¢ao, estendemos os resultados apresentados, investigando nao somente
o estado estacionério da distribuicao, mas também a evolucao temporal deste sistema,
através das simulacoes por dinamica molecular, mostrando que a solucao analitica é valida
para todo tempo ¢ [27].

Os resultados reforcam a hipotese que as equacoes de Fokker-Planck nao-lineares po-
dem ser usadas para representar sistemas de particulas interagentes em movimento su-
peramortecido. Dependendo do sistema a ser estudado, devemos escolher a forma das
interagoes internas; forcas radialmente simétricas e repulsivas levam & equagoes de Fokker-
Planck nao-lineares semelhantes. Assim, diferentes sistemas podem ser estudados variando
apenas a forma das interacoes entre particulas, como por exemplo: plasmas empoeirados
e particulas carregadas em suspensoes coloidais [31], 32, [33]. Juntamente com o efeito da
forca externa sobre a dinamica, estes sistemas vem sendo estudados em um novo trabalho.

Outro resultado que deve ser aprimorado consiste nas distribuicoes de velocidades
encontradas para estes sistemas. Mostramos que para o exemplo do capitulo 4, as dis-
tribuicoes de velocidades em x sao descritas por g-gaussianas, com ¢ = 0, de modo seme-
lhante as das posigoes. Esta ligacao ainda nao é bem compreendida e parece ser devida a
um acoplamento entre estas duas variaveis [27]. Resultados preliminares mostram que as
distribuicoes de velocidades na direcao y sao, possivelmente, g-gaussianas com o parametro
q crescente no tempo.

Acreditamos que as equacoes de Fokker-Planck nao-lineares multi-difusivas sejam boas
candidatas para a descricao de sistemas que apresentam difusoes andémalas com diferen-
tes regimes. Nesta dissertacao, apresentamos evidéncias desta possibilidade e listamos

questoes em aberto a serem exploradas em trabalhos futuros.
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