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Resumo

A degenerescência de modelos do universo primordial pode vir a ser resolvida
através do estudo de funções espectrais com informações estatísticas adici-
onais ao espectro de potências do campo de flutuações de temperatura da
radiação cósmica de fundo (RCF), ou seja, estudando a não–Gaussianidade
(NG) das anisotropias da RCF. Como as medições da RCF contêm contri-
buições para NG que não têm uma origem primordial é importante usar di-
ferentes estimadores estatísticos que podem fornecer informações sobre esses
contaminantes.

Dois indicadores estatísticos para medir NG da RCF em grandes escalas an-
gulares foram introduzidos recentemente na literatura. A partir de um mapa
da RCF são gerados mapas de “skewness” e “kurtosis”, S e K, respectiva-
mente. Esses indicadores foram usados em mapas não–Gaussianos simulados
da RCF com NG do tipo local. Foi determinado, via análise χ2 relativo ao
caso Gaussiano, que os indicadores são sensíveis para detectar a NG do tipo
local com amplitude f local

NL
>∼ 500, ou seja, os indicadores não são efetivos para

detecção de NG do tipo local nos limites do WMAP. Por outro lado, o espec-
tro de potências angulares, S` e K`, dos mapas S e K, apresenta oscilações
possivelmente induzidas pelas intersecções nos dados da RCF que definem as
funções S(θ, φ) e K(θ, φ).

Nesta tese fizemos uma extensão do trabalho [1] em três aspectos usando
12000 mapas simulados da RCF com NG do tipo local. Primeiro, construí-
mos os indicadores S e K com um método modificado (método de células)
sem intersecções nos dados da RCF que definem as funções S(θ, φ) e K(θ, φ).
Mostramos que com esta abordagem modificada o espectro de potências an-
gulares, S` e K`, não apresenta as oscilações que ocorrem no uso do método
anterior (método de calotas esféricas). Em segundo lugar, examinamos a
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sensibilidade a NG do tipo local nos limites do WMAP dos indicadores S e
K modificados. A análise χ2 mostra que com esta nova abordagem os indi-
cadores S e K tampouco são efetivos na detecção de NG do tipo local com
amplitude −10 < f local

NL < 74. Contudo, a análise comparativa evidencia que
o método de células define indicadores S e K mais sensíveis para detectar NG
nos limites do WMAP que o método de calotas esféricas. Em terceiro lugar,
a sensibilidade para a detecção de NG do tipo local dos indicadores S e K
modificados foi determinada. Mostrou–se que são mais efetivos na detecção
de NG do tipo local quanto menor for o número de células empregado na
sua definição. Por exemplo, usando 48 células os indicadores S e K podem
detectar NG do tipo local f local

NL
>∼ 500, enquanto que para 192 células tais

indicadores são efetivos apenas para f local
NL

>∼ 3000.
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Introdução

Na atualidade a cosmologia vive um momento estimulante. Por um lado, o
desenvolvimento técnico–científico do final do século passado tem permitido
aumentar consideravelmente o volume e a precisão dos dados observacionais
que possibilitam testar os modelos cosmológicos. Por outro lado, pelo menos
três das questões que a cosmologia está tentando resolver podem dar origem
a nova física.

Uma primeira questão é o entendimento do que causa a expansão acelerada
do universo, descoberta em 1998 e que resultou na concessão do prêmio No-
bel de Física em 2011. Encontra–se na literatura, dentre outras, propostas
como a constante cosmológica, campos escalares com uma equação de estado
dependente do tempo, e modificações da teoria da gravidade, mas não existe
ainda uma explicação consensual para esta descoberta.

Uma outra questão importante para a cosmologia surgiu de um outro fato
observacional. As curvas de rotação das galáxias, por exemplo, indicam que
pode existir um outro tipo de matéria que não emite radiação eletromagné-
tica, mas que interage gravitacionalmente. A natureza desta componente do
universo, chamado de matéria escura, tampouco foi determinada.

Em terceiro lugar, está o problema de explicar a formação das estruturas
(por exemplo, estrelas, galáxias, aglomerados de galáxias) que observamos
no universo. A proposta teórica que tem tido mais sucesso na explicação da
formação das estruturas é o paradigma inflacionário que supõe a existência
de um regime acelerado posterior ao Big Bang. As flutuações quânticas du-
rante esse período de expansão acelerada foram a semente para formação das
estruturas que observamos no universo. Além de ser uma possível explicação
para a formação das estruturas no universo, o paradigma inflacionário solu-
ciona algumas das dificuldades do modelo padrão da cosmologia (MP) tais
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como a planeza e o horizonte. No entanto, existem outros modelos inflacio-
nários com motivações teóricas diferentes (por exemplo, os que consideram
mais de um campo escalar, acoplamento não–mínimo com a gravidade, gravi-
dade modificada, termos cinéticos não–canônicos) aos modelos inflacionários
simples que também podem provocar uma etapa de expansão acelerada no
universo primordial.

Projetos e colaborações internacionais estão fazendo medidas observacionais,
em uma quantidade e com uma precisão sem precedente, que são usados para
testar os modelos do universo. Em particular, examinando as propriedades
estatísticas dos levantamentos de galáxias e dos dados das flutuações de tem-
peratura da radiação cósmica de fundo (RCF) pode–se testar os diferentes
modelos do universo primordial.

O estudo do espectro de potências das flutuações de temperatura da RCF
indica uma distribuição aproximadamente gaussiana expressa, por exemplo,
nas restrições observacionais no índice espectral (ns ≈ 1) e na razão r da
amplitude das perturbações tensoriais e escalares (r < 0.4). Contudo, ape-
sar de descartar vários modelos inflacionários, são numerosos os modelos do
universo primordial que satisfazem essas restrições observacionais, e se faz
necessário estudar as funções espectrais com informações estatísticas adicio-
nais ao espectro de potências para quebrar essa degenerescência, em outras
palavras, estudar o desvio de gaussianidade nos modelos inflacionários.

A forma padrão de estudar o desvio de gaussianidade nos dados das flutuações
de temperatura da RCF é usar o biespectro, um estimador estatístico ótimo
e que resulta ter umas propriedades uteis para testar os modelos do universo
primordial. Os modelos inflacionários simples supõem:

1. A existência de um campo escalar que é o conteúdo energético domi-
nante no universo primordial;

2. Que a energia cinética do campo escalar é tal que as suas flutuações se
propagam à velocidade da luz;

3. Que o potencial do campo escalar é aproximadamente constante du-
rante o regime inflacionário;

4. Um estado de vácuo inicial para o campo escalar chamado de vácuo de
Bunch–Davies.

Os modelos inflacionários simples predizem um nível de não–gaussianidade
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(NG) do tipo local com uma amplitude não–detectável (f local
NL

<∼ 10−6)1 com
a precisão dos instrumentos atuais. Portanto, se detectarmos de forma ob-
servacionalmente convincente NG do tipo local com grau f local

NL � 1 todos
os modelos inflacionários simples poderiam ser excluídos como modelos do
universo primordial. Por outro lado, a não–detecção de NG do tipo local
(f local

NL ' 0) excluiria todos os modelos inflacionários alternativos para descre-
ver o universo primordial. Assim, a detecção ou não–detecção de NG do tipo
local é uma forma eficaz de testar os modelos do universo primordial.

Nesta dissertação2 fazemos um estudo da NG da RCF. No Capítulo 1 apresen-
tamos alguns aspectos teóricos e observacionais do MP e discutimos algumas
das suas dificuldades.

Mostra–se que a inflação pode solucionar alguns problemas do MP. No Ca-
pítulo 2 estudamos o modelo inflacionário mais simples que pode causar esse
regime acelerado no universo primordial. Também apresentamos brevemente
alguns modelos inflacionários alternativos.

Além de ser uma solução para as particulares condições iniciais do MP, o
paradigma inflacionário permite explicar as estruturas que observamos no
universo. Observações, por exemplo, das flutuações de temperatura da RCF
(∆T
T
∼ 10−5) são compatíveis com um tratamento perturbativo do problema

da formação de estruturas. No Capítulo 3 tratamos a teoria das perturbações
cosmológicas.

Existe um grande número de modelos inflacionários na literatura cuja vali-
dade deve ser testada através das observações astro–cosmológicas. No Ca-
pítulo 4 mostramos brevemente como as flutuações de temperatura da RCF
são utilizadas para testar os modelos inflacionários. Particularmente, con-
centramos nossa atenção no índice espectral das perturbações escalares ns e
na razão r da amplitude das perturbações tensoriais e escalares.

Dados observacionais cada vez mais precisos e numerosos demandam uma
análise estatística mais sofisticada para testar os modelos do universo. Sendo
a estatística um ingrediente fundamental para a cosmologia atual, no Capí-
tulo 5 apresentamos de forma sucinta algumas ferramentas estatísticas usadas

1Este parâmetro é definido na Seção 5.3.
2Para acompanhar o conteúdo desta dissertação sem problema, o leitor precisa alguma

familiaridade com a teoria da Relatividade Geral e um conhecimento de física ao nível da
graduação.
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em cosmologia e também nesta dissertação. O biespectro é tratado no con-
texto das flutuações de temperatura da RCF. Como os mapas não–gaussianos
simulados da RCF com NG do tipo local são usados no estudo da NG e
também nesta dissertação, neste capítulo apresentamos um algoritmo para
gerá–los com vista a utilizá–los na análise de dois indicadores estatísticos da
NG no capítulo final da dissertação.

Finalmente, no Capítulo 6 estudamos a NG das flutuações de temperatura
da RCF usando mapas simulados da RCF e dois estimadores estatísticos in-
troduzidos recentemente na literatura [2]. A cada mapa da RCF, no que
esses dois indicadores são utilizados, correspondem mapas de “skewness” e
“kurtosis”, S e K, respectivamente. Em [1] os indicadores foram usados em
6000 mapas não–gaussianos simulados da RCF com NG do tipo local. A aná-
lise estatística foi feita usando o espectro de potências angulares dos mapas
S e K, S` e K`, e a sensibilidade dos indicadores estimada via χ2 relativo a
mapas S e K gerados a partir de mapas gaussianos simulados. O espectro de
potências angulares, S` e K`, exibe oscilações possivelmente ocasionadas pela
superposição de conjuntos de dados usados para a definição dos mapas S e
K. Além disto, a análise feita em [1] mostrou que os indicadores não são sen-
síveis a amplitudes f local

NL nos limites do WMAP, isto é, −10 < f local
NL < 74; os

indicadores detectam NG do tipo local f local
NL

>∼ 500. Nesta dissertação modi-
ficamos a definição dos indicadores usando a partição Healpix da esfera para
evitar a superposição dos conjuntos de dados utilizados para gerar os mapas
S e K. Mostra–se que S` e K`, com os indicadores S e K assim definidos,
não apresentam oscilações. Por outro lado, a análise estatística revela que
os indicadores S e K modificados tampouco detectam NG do tipo local nos
limites do WMAP e que a sua sensibilidade é para NG com f local

NL
>∼ 500. Os

principais resultados deste capítulo constituem a contribuição original desta
dissertação e estão sendo preparados para publicação.
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Capítulo 1

O modelo padrão: cosmologia
FLRW

1.1 Introdução

Com o desenvolvimento técnico–científico do final do século XX o estudo do
universo mudou completamente: a cosmologia já não é mais uma área de
pesquisa majoritariamente teórica. Hoje em dia, ao redor do mundo, exis-
tem vários projetos e colaborações internacionais tentando procurar evidência
observacional — cada vez mais precisa — que permita testar os modelos do
universo. É o caso das missões PLANCK [3, 4] e EUCLID [5] da European
Space Agency (ESA), o Large Hadron Collider (LHC) [6] da European Or-
ganization for Nuclear Research (CERN), o Wide-Field Infrared Survey Te-
lescope (WFIRST) [7, 8] da National Aeronautics and Space Administration
(NASA), o South Pole Telescope (SPT) [9, 10], o Hobby-Eberly Telescope
Dark Energy Experiment (HETDEX) [11], a Cosmic Inflation Probe (CIP)
[12], a missão CMBPol [13] da NASA, o Large Synoptic Survey Telescope
(LSST) [14], o Wigglez Dark Energy Survey (Wigglez) [15, 16], dentre outros.
Todos esses projetos buscam responder a questões fundamentais para a cos-
mologia, tais como: qual é a natureza da matéria escura? Por que o universo
está se expandindo aceleradamente? Como se formaram as estruturas no
universo? Qual é a física que melhor descreve o universo primordial?.
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Neste capítulo1 será descrito brevemente o modelo que até agora tem tido
mais sucesso no estudo do universo: a cosmologia Friedman-Lemaître-Robertson-
Walker (FLRW) ou, simplesmente, modelo padrão da cosmologia (MP).2 Na
Seção 1.2 é feito o desenvolvimento dos principais aspectos geométricos do
MP. Na Seção 1.3 são descritas as equações que governam a dinâmica do
universo neste modelo. Depois, na Seçao 1.4, descrevemos as suas principais
evidências observacionais. Finalmente, na Seção 1.5 se tratam alguns dos
problemas do MP nas suas condições iniciais; em particular destacamos os
problemas da planeza e do horizonte. Resolver estes dois problemas foi uma
grande motivação para o surgimento do paradigma inflacionário, que será
tratado no Capítulo 2.

1.2 A estrutura geométrica

A cosmologia descreve a estrutura e a dinâmica do universo. No entanto,
para estudar o universo são feitas algumas hipóteses simplificadoras que são
consistentes com as observações.

Um dos pilares do MP é o Princípio Cosmológico (PC). Este afirma que nosso
universo é homogêneo e isotrópico3 em uma escala ∼ 100 h−1 Mpc.4 No MP,
o universo é considerado como uma variedade quadridimensional. Pode–se
mostrar que em uma variedade quadridimensional a métrica5 mais geral que

1Ao longo da dissertação usamos unidades onde c = ~ = k (constante de Boltzmann)
= 1 de forma tal que 1m = 5.068× 1015GeV −1, 1Kg = 5.610× 1026GeV , 1 s = 1.519×
1024GeV −1 e 1K = 8, 617× 10−14GeV .

2Cabe apontar que existem outras propostas para a descrição do universo. Entre elas
poderia se mencionar os chamados modelos não homogêneos [17], os modelos cíclicos [18],
os modelos com dimensões extras [19], os modelos quase–estacionários [20] (ver [21] para
uma réplica a [20]), e modelos desenvolvidos com teorias alternativas à Relatividade Geral
[22, 23].

3Um espaço homogêneo é invariante sob translações. Um espaço isotrópico é invariante
sob rotações. Um espaço que é isotrópico em cada ponto, é homogêneo. Mas um espaço
invariante sob translações em cada ponto não é necessariamente invariante sob rotações.

41 Mpc = 106pc ∼ 30.857×1018 km; para ter uma ideia dessa escala basta lembrar que
a distância até Andromeda, a galaxia mais próxima à nossa, é ≈ 0.8 Mpc. A constante h,
segundo os dados do WMAP 7, é 0.710± 0.025 [24].

5Nesta dissertação usamos a assinatura (−,+,+,+) para a métrica do espaço-tempo 4
dimensional.
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considera as condições do PC é a célebre métrica FLRW,6

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1−Kr2 + r2dΩ2
]
, (1.1)

onde

dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 , (1.2)

é a métrica para a esfera unitária, r, θ, φ são coordenadas comoveis,7 t o
tempo cósmico, a(t) o fator de escala e K é a constante de curvatura de
hipersuperfícies tridimensionais: K = 1,−1, 0 para geometrias esféricas, hi-
perbólicas e planas, respectivamente. A métrica FLRW também pode ser
reescrita na forma

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dχ2 + f(χ)2dΩ2

]
, (1.3)

onde a relação entre r e χ é dada por

r = f(χ) =


sinχ −→ K = 1
χ −→ K = 0
sinhχ −→ K = −1

 . (1.4)

Se consideramos uma trajetória radial para um fóton emitido em (t, χ) e
detectado em (t0, 0), podemos usar a métrica (1.3) com ds = 0 para encon-
trar

χ =
∫ t0

t

dt

a(t) . (1.5)

Se tomamos duas cristas consecutivas de uma onda eletromagnética e consi-
deramos que o fator de escala a(t) é aproximadamente constante durante o
período de um sinal luminoso, encontramos que

6Ver [25] para mais detalhes formais sobre esta métrica.
7Em um sistema de coordenadas comóvel, observadores com coordenadas comoveis

constantes estão em repouso com respeito à expansão do Universo.
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λ0

λ1
= a0

a1
, (1.6)

onde λ0 e λ1 são os comprimentos de onda da radiação eletromagnética ob-
servada e emitida, respectivamente; a0 ≡ a(t0) e a1 ≡ a(t), referem–se ao
fator de escala no instante da detecção e da emissão, respectivamente.

Definindo o “red-shift” ou deslocamento para o vermelho z como

z ≡ λ0

λ1
− 1 , (1.7)

pode–se escrever a expressão (1.6) como uma relação entre o deslocamento
para o vermelho e o fator de escala

z + 1 = a0

a1
. (1.8)

O fator de escala a(t) é uma função importante porque sua forma funcional,
como se verá depois, diz em que regime o universo se encontra. Supondo que
a(t) seja uma função analítica, pode ser expandida numa série de Taylor

a(t) = a0

{
1 + t− t0

tH
− q0

2

(
t− t0
tH

)2
+ . . .

}
, (1.9)

onde

tH ≡
a(t0)
ȧ(t0) , (1.10)

é o tempo de Hubble e

q0 ≡ −
[
aä

ȧ2

]
t0

, (1.11)
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é o parâmetro de desaceleração.8 Da equação (1.11) pode ser inferido que
quando q0 < 0 ter–se–ia um universo acelerado porque, nesse caso, ä >
0.

O fator de escala também é usado para definir uma grandeza chamada de
parâmetro de Hubble, expressa por

H(t) ≡ ȧ

a
, (1.12)

com a qual o tempo de Hubble tH pode ser reescrito como

tH = H−1(t0) . (1.13)

Para finalizar esta seção definimos o horizonte de partícula, uma grandeza
que será importante no tratamento do cenário inflacionário no Capítulo 2.
Tomando a métrica FLRW (1.1) e considerando a origem do tempo cósmico
como t = 0, ter–se–ia que a maior coordenada radial rmax(t) desde a qual
um observador no tempo t receberia sinais viajando com a velocidade da luz
é

∫ t

0

dt′

a(t′) =
∫ rmax(t)

0

dr√
1−Kr2

, (1.14)

sendo rmax(t) chamado de horizonte de partícula. A distância própria cor-
respondente ao horizonte de partícula seria

dmax(t) = a(t)
∫ rmax(t)

0

dr√
1−Kr2

= a(t)
∫ t

0

dt′

a(t′) . (1.15)

1.3 A dinâmica do universo

Se o interesse da cosmologia é o estudo do universo em grande escala, é
necessário determinar quais são as interações fundamentais que devem ser
consideradas para tal fim. Na atualidade, são conhecidas quatro interações

8ȧ indica a derivada com respeito ao tempo cósmico t do fator de escala a(t).
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fundamentais na natureza: forte, fraca, eletromagnética e gravitacional. As
interações forte e fraca, confinadas ao interior do núcleo, têm intervalos de
ação que não ultrapassam os 10−15 m e 10−16 m, respectivamente. Porém,
a escala que o PC considera é da ordem de 1024 m.. Portanto, essas in-
terações são desprezíveis no contexto cosmológico. Em relação à interação
eletromagnética o que pode ser dito é que não há evidência de que as par-
tes do universo não sejam eletricamente neutras na escala que está sendo
considerada e, portanto, como a carga elétrica e as correntes são as fontes
do campo eletromagnético, não haveria uma interação eletromagnética a ser
considerada. Como consequência, a única interação da natureza que deveria
ser considerada, no contexto cosmológico, é a interação gravitacional.

A teoria padrão para a descrição da interação gravitacional é a Relatividade
Geral (RG). Segundo ela, há uma relação entre a geometria do espaço–tempo
e o conteúdo energético. Para descrever o conteúdo energético no MP é usado
o tensor energia–momentum de um fluido perfeito expresso por

Tµν = Pgµν + (P + ρ)UµUν ou T µν = diag(−ρ, P, P, P ) , (1.16)

onde gµν é a métrica do espaço–tempo, P , ρ, Uµ são a pressão, a densidade e
a quadrivelocidade do fluido, respectivamente. Um fluido ideal cuja pressão
é uma função somente da densidade é chamado de fluido barotrópico. No
MP é admitido que as componentes energéticas do Universo são fluidos ideais
barotrópicos com uma equação de estado da forma

P = wρ , (1.17)

com w uma constante que depende do fluido considerado: w = 1/3, 0 para
radiação e matéria, respectivamente; se w < −1/3, o fluido é associado com
a energia escura.9

As conexões Γαβγ da métrica gµν são definidas como

Γαβγ ≡
1
2 g

αρ

(
∂gργ
∂xβ

+ ∂gβρ
∂xγ

− ∂gβγ
∂xρ

)
. (1.18)

9Uma revisão sobre energia escura pode ser encontrada em [26]. Outras referências que
o leitor pode achar úteis são [27, 28, 29].
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Com as conexões (1.18) é possível definir o tensor de Riemann

Rα
βµν = Γαβν,µ − Γαβµ,ν + ΓαλµΓλβν − ΓαλνΓλβµ , (1.19)

o tensor de Ricci — uma contração do tensor de Riemann (1.19) —

Rµν ≡ ∂α Γαµν − ∂µ Γανα + Γασα Γσµν − Γασν Γσµα , (1.20)

e o escalar de Ricci — uma contração do tensor de Ricci —

R ≡ gµαRαµ = Rµ
µ . (1.21)

As equações de Einstein para um universo cujo conteúdo material é descrito
por um fluido perfeito (1.16) são

Gµν = κ2Tµν − Λgµν ; κ2 ≡ 8π
M2

p

; M2
p ≡

1
G
, (1.22)

sendo Λ eMp, respectivamente, a constante cosmológica e a massa de Planck;
Gµν é o chamado tensor de Einstein definido como

Gµν ≡ Rµν −
1
2gµνR . (1.23)

As equações de Einstein (1.22) relacionam o conteúdo energético do uni-
verso (lado direito) com a sua geometria (lado esquerdo). Definindo o tensor
energia–momentum para a constante cosmológica como

T vacµν ≡ −
Λgµν
κ2 , (1.24)

a equação (1.22) pode ser reescrita como

Gµν = κ2Tµν , (1.25)

sendo Tµν o tensor energia–momentum total, quer dizer, resultado da soma
de todas as contribuições, incluindo a da constante cosmológica.
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Da componente temporal das equações de Einstein (1.25) é possível obter
uma das equações fundamentais do MP, chamada na literatura de equação
de Friedman e expressa por

H2 =
(
ȧ

a

)2
= κ2ρ

3 −
K

a2 , (1.26)

onde ρ e K são a densidade total de energia e a constante de curvatura,
respectivamente. Das componentes espaciais de (1.25) e da equação de Fri-
edman (1.26) obtemos uma outra equação importante para o MP, a equação
de aceleração ou equação de Raychaudhuri

(
ä

a

)
= −κ

2

6 (ρ+ 3P ) . (1.27)

Por outro lado, se usamos a identidade

Ḣ = ä

a
−H2 , (1.28)

junto com a equação de Friedman (1.26) na equação de aceleração (1.27),
podemos escrever

Ḣ = −κ
2

2 (ρ+ P ) + K

a2 . (1.29)

Definindo o parâmetro de densidade Ωi para cada tipo de matéria como

Ωi(t) ≡
ρi(t)
ρc(t)

; ρc ≡
3H2

κ2 ; ρΛ ≡
Λ
κ2 , (1.30)

sendo i um índice para os diferentes tipos de matéria, ρc a densidade crítica, e
ρΛ a densidade de energia da constante cosmológica, a equação de Friedman
(1.26) pode ser reescrita na forma

ΩTot(t)− 1 = K

a2H2(t) , (1.31)
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onde

ΩTot(t) =
∑
i

Ωi . (1.32)

Assim, da equação (1.31), vê–se que quando ΩTot(t) é igual a um, o universo
é plano. Na tabela (1.1) pode se observar a relação entre o parâmetro de
densidade ΩTot e a constante de curvatura K.

Densidade Curvatura Geometria
ΩTot > 1 K = 1 esférica
ΩTot = 1 K = 0 plana
ΩTot < 1 K = −1 hiperbólica

Tab. 1.1: Relação entre o parâmetro de densidade, a curvatura e a geometria.

Lembrando a identidade de Bianchi10 para o tensor de Ricci,

2Rα
σ;α −R;σ = 0 , (1.33)

e aplicando-a nas equações de Einstein (1.25), mostra–se que o tensor energia–
momentum deve satisfazer

T µν;µ = 0 , (1.34)

que é igual à equação de continuidade

ρ̇+ 3H(ρ+ P ) = 0 . (1.35)

Resolvendo essa equação diferencial com o uso da equação de estado (1.17),
encontram-se expressões para a evolução da densidade ρ para os diferentes
tipos de matéria

ρi = ρ0ia
−3(1+w);


w = 1/3 −→ ργ ∝ a−4

w = 0 −→ ρM ∝ a−3

w = −1 −→ ρΛ(a) = ρΛ(a0)

 , (1.36)

10O símbolo “;” na equação (1.33) denota a derivada covariante.
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onde γ, M e Λ se referem a radiação, matéria não–relativista e constante
cosmológica, respectivamente.

Com as relações que foram estabelecidas até agora, também é possível obter
uma expressão para o fator de escala a(t) nos diferentes regimes na história
do universo, quer dizer, dominância de radiação, matéria e energia escura.
Para a constante de curvatura K = 0 e w 6= −1, as equações (1.36) e (1.26)
dão como resultado para o fator de escala

a(t) ∝ (t− t0)
2

3(1+w) . (1.37)

Uma situação de interesse se apresenta quando o universo se expande acele-
radamente. A condição para que isso aconteça pode ser obtida das equações
(1.17) e (1.27); o universo se expandirá aceleradamente se

w < −1/3 , (1.38)

portanto, ele deve ser dominado por uma componente do tipo da energia
escura.11 Se o fluido que domina o conteúdo energético do universo tem uma
equação de estado w = −1, chamada de constante cosmológica, diz–se que
o universo está em uma etapa de Sitter; nessa situação e com K = 0, vê–se
das equações (1.36) e (1.26), que o fator de escala a(t) é expresso por

a(t) ∝ eHt , (1.39)

uma solução que será importante no contexto inflacionário.

1.4 Comparação com as observações

Há uma consistência notável entre o MP e as observações.12 Em 1929, um
aspecto fundamental do MP foi esclarecido. Observando o deslocamento para
o vermelho (1.7) das galáxias, Edwin Hubble [33] mostrou que nosso Universo

11Embora existam tentativas de explicar a expansão acelerada sem recorrer à energia
escura, por exemplo, modificando a Relatividade Geral.

12O leitor pode achar úteis as referências [30, 21, 31] e o livro [32].
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está em expansão. 13 Hubble interpretou as suas medições como um efeito
Doppler e mostrou que existe uma relação linear — hoje conhecida como
lei de Hubble — entre a velocidade própria da galáxia vp e a sua distância
R à origem de um sistema de coordenadas comóvel que pode se escrever
como

dR

dt
= H0R + vp , (1.40)

onde H0 é a constante de Hubble14 que indica a taxa de expansão do universo
no tempo presente. A relação15 é mostrada na figura (1.1).

Fig. 1.1: Relação linear entre as velocidades radiais e as distâncias para o
levantamento de galáxias feito por Hubble (esquerda) e para dados recentes
(direita). As figuras são das referências [33] e [36].

Outros trabalhos fundamentais no desenvolvimento do MP estão relaciona-
dos à abundância de elementos leves no universo. G. Gamov, R. A. Alpher
e H. Bethe em [37], [38] e [39] analisaram as reações nucleares que deveriam
ter tido lugar no universo primordial e conseguiram ajustar as observações
da abundância de elementos químicos tais como Hidrogênio, Hélio e Lítio.
A física da nucleosíntesis primordial está um pouco fora da linha geral desta
dissertação e não será tratada com profundeza. Contudo, o leitor pode en-
contrar mais detalhes sobre a nucleosíntesis primordial e a sua relação com

13Mais detalhes sobre a descoberta em [34].
14Detalhes sobre a sua medição em [35].
15A referência [36] contêm um diagrama de Hubble para distâncias no intervalo 0− 600

Mpc construído com dados mais recentes; a relação linear ainda é confirmada nessa escala.
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a predição da radiação cósmica de fundo (RCF) em [40]. Umas outras refe-
rências mais recentes são [41], [42] e [43].

Uma das evidências observacionais mais importantes para o MP é a desco-
berta da RCF por A. Penzias e R. Wilson [44] em 1965, quando detectaram
um excesso na temperatura da antena de aproximadamente 3.5 K que era
isotrópico, não polarizado e independente das estações do ano. Entende–se
que esta radiação vem da época da recombinação; depois que os elétrons e
núcleons se juntaram para formar os elementos leves, os fótons conseguiram
se propagar livremente através do Universo transparente.16 O espectro dessa
radiação coincide com o espectro de um corpo negro a uma temperatura
∼ 2.7 K. Considerando que o universo foi primeiro dominado pela radiação,
e usando a equação de Friedman (1.26) como função da temperatura junto
com o valor observado da constante de Hubble H0 e o valor K = 0 para
a constante de curvatura, estima–se que a temperatura da RCF deve estar
— hoje — em um intervalo 1 − 10 K17. Na figura (1.2) pode ser observado
o espectro completo da RCF medido pelo instrumento FIRAS no COBE e
um esquema da época da recombinação. Como consequência de todas estas
observações o MP ganhou maior credibilidade e acabou se impondo frente ao
modelo estacionário desenvolvido por F. Hoyle, H. Bondi e T. Gold.

Observações recentes indicam que é plausível assumir as hipóteses de homo-
geneidade e isotropia no MP.18 Diferentes levantamentos de galáxias feitos
por grupos de pesquisa ao redor do mundo como o 2dF Galaxy Redshift Sur-
vey [56], o CfA Redshift Survey [57], e o Sloan Digital Sky Survey [58, 59],
indicam que o universo é homogêneo na distribuição de massa em uma es-
cala ∼ 100 Mpc. Por outro lado as observações da RCF, feitas primeiro
pelo (COBE) [60, 61] e depois pelo Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) [62], sugerem que o universo é isotrópico porque as anisotropias
∆T
T

detectadas na temperatura da RCF são ∼ 10−5.
16A situação que precede um universo transparente pode ser imaginada em analogia

com a propagação da radiação em um meio condutor que se estuda nos cursos de eletro-
magnetismo. Nesse caso se diz que o universo é opaco.

17Segundo os dados do Cosmic Background Explorer (COBE) [45] a temperatura da
RCF é 2.726± 0.010 K (95% IC).

18Recentemente Zhang e Stebbins [48] mostraram que o Princípio Copernicano (uma
versão fraca do PC) deve ser satisfeito em uma escala ∼ 1 Gpc ou maior porque do con-
trário haveriam efeitos observacionais diferentes dos registrados pelo Atacama Cosmology
Telescope (ACT) [49, 50] e o SPT. Outras referências que examinam o PC são [51], [52],
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Fig. 1.2: Um esquema da época da recombinação (acima). Figura da refe-
rência [46]. Espectro da RCF (em baixo) medido pelo instrumento FIRAS no
COBE e ajustado com o espectro de um corpo negro com temperatura ∼ 2.7
K. As incertezas são tão pequenas que estão dentro da linha de ajuste. A
figura é da referência [47].

Finalmente, deve–se dizer que observações recentes de supernovas (SNe) tipo
Ia [64], [65] e [66], Baryonic Acoustic Oscillations (BAO) [67, 68] e RCF [62],
indicam que

[53], [54] e [55].
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Fig. 1.3: Os Parâmetros de densidade para a matéria ΩM e para a energia
escura ΩΛ. A linha preta ΩM +ΩΛ = 1, corresponde a um Universo com uma
geometria plana. As observações de SNe, BAO e RCF coincidem em uma
região que favorece um Universo plano com ΩM ≈ 0.3 e ΩΛ ≈ 0.7. Figura da
referência [63].

ΩTot = Ωγ + ΩM + ΩΛ ≈ 1 , (1.41)

tendo para a radiação Ωγ ≈ 0, para a matéria (bariônica e não bariônica)
ΩM ≈ 0.267 ± 0.028 e para a energia escura ΩΛ ≈ 0.734 ± 0.029. Na fi-
gura (1.3), além das regiões permitidas de parâmetros dadas pelas diferentes
observações, pode–se observar a linha preta

ΩM + ΩΛ = 1 , (1.42)
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que corresponde a um universo plano. Portanto, no contexto do MP e da
equação de Friedman (1.31), poderíamos dizer que o Universo é aproxima-
damente plano e está se expandindo aceleradamente,19 porque seu conteúdo
energético é dominado por um tipo de matéria ΩΛ que tem pressão negativa
e usualmente é chamada de energia escura.20

1.5 O problema das condições iniciais no MP

Como foi notado na Seção 1.4, as observações indicam que o universo é plano,
homogêneo e isotrópico. Para ser compatível com essas observações o MP
requer umas condições iniciais bastante particulares nas equações que descre-
vem a dinâmica do universo que foram discutidas na Seção 1.3. Nesta seção
vamos colocar em evidência a origem desses problemas,21 principalmente os
problemas da planeza e do horizonte.

No entanto, antes de tratar os problemas associados com as condições iniciais
do MP, vamos precisar um pouco o significado de tais condições como é feito
em [76]. Pode–se–ia concluir, das equações de evolução do universo, que o
MP tem uma singularidade em t = 0: quando t→ 0, a temperatura T →∞.
Assim, o problema das condições iniciais não pode ser definido em t = 0.
Entretanto, quando T ∼ Mp ou maior, as equações do MP — baseadas na
RG — não fazem sentido porque uma teoria quântica da gravidade — e não
a RG que é válida em um regime energético menor — deveria ser usada nesse
contexto. Portanto, é razoável que as condições iniciais sejam especificadas
em um cenário em que a temperatura T0 < Mp,22 quer dizer, para tempos
tais que t ≥ ti � 10−43 s.

1.5.1 A planeza

O problema da curvatura do universo pode ser formulado olhando a evolução
do parâmetro de densidade definido em (1.30). Usando a equação de estado

19Esta descoberta foi reconhecida com o premio Nobel no ano 2011.
20A energia escura é usualmente associada com a energia do vácuo. Embora esta consi-

deração traga consigo o problema da constante cosmológica [69, 70, 71, 72].
21Esta seção estará baseada em [73], [74], [75] e [46].
22Por exemplo T0 = 1017GeV
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para um fluido barotrópico (1.17) e introduzindo o parâmetro de Hubble, a
equação de aceleração (1.27) pode ser reescrita como

ä

a
= −1

2H
2ΩTot(1 + 3w) . (1.43)

Também, usando a identidade (1.28) junto com a equação de Friedman (1.31)
e a equação aceleração (1.43), é simples observar que

dΩTot

d ln a = (1 + 3w)ΩTot(ΩTot − 1) . (1.44)

Vê-se que, um universo plano (ΩTot = 1) será sempre plano dado que dΩTot

d ln a =
0. Se o universo não é plano, resolvendo a equação (1.44), encontra-se

ΩTot(x) = 1
1− α exp(1+3w)x ; x ≡ ln a , (1.45)

e α é uma constante de integração. Da equação (1.45) é possível mostrar
que

d|ΩTot − 1|
dx

> 0 se (1 + 3w) > 0 , (1.46)

quando o universo é dominado pela radiação w = 1
3 ou pela matéria w = 0.

Assim, a equação (1.46) deixa claro que um universo plano é um ponto fixo
instável, ou seja, qualquer desvio de uma geometria plana será amplificada
pela subsequente expansão cosmológica. Portanto, uma geometria aproxi-
madamente plana no presente é uma condição inicial muito particular para
o universo descrito pelo MP. O que aconteceu no universo para que a função
ΩTot(t) estivesse tão perto de um no passado? A equação (1.46) permite
pensar que se, para um tempo anterior à dominância da radiação, um fluido
com uma equação de estado tipo energia escura

w < −1
3 , (1.47)

foi dominante, ter–se–ia um regime em que

20



d|ΩTot − 1|
dx

< 0 , (1.48)

e a condição inicial de universo plano do MP estaria dada.

Uma outra forma de olhar este problema é com o raio de curvatura

R2
k ≡

a2

|K|
, (1.49)

grandeza que pode ser obtida reescrevendo a equação de Friedman (1.31)
como

R2
k = 1

H2|ΩTot − 1| . (1.50)

As observações sugerem que o universo tem uma densidade de energia que
está muito perto da densidade critica (ΩTot ' 1). Portanto, conclui–se da
equação (1.50) que o raio de curvatura do universo é muito maior que o raio
de Hubble (H−1

0 ) no presente

R2
k(t0)� 1

H2
0
. (1.51)

Assim, a parte do Universo que podemos observar tem uma geometria apro-
ximadamente plana.

1.5.2 O horizonte

A métrica FLRW (1.1) pode ser reescrita em termos do tempo conforme τ
como

ds2 = a2(τ)
[
−dτ 2 +

[
dr2

1−Kr2 + r2dΩ2
]]

, (1.52)

onde

21



dτ ≡ dt

a(t) . (1.53)

Lembrando a definição do horizonte (1.14), vê–se que o horizonte do universo
dH é a sua idade no tempo conforme

dH(t) =
∫ t

0

dt′

a(t′) =
∫ τ

0
dτ ′ = τ . (1.54)

Na métrica (1.52) as geodésicas dos fótons são descritas como na métrica de
Minkowski com o tempo conforme. Entretanto, existe uma grande diferença
entre o espaço de Minkowski e o FLRW: um espaço FLRW tem idade finita,
quer dizer, não tem um passado infinito. Um diagrama conforme do espaço
FLRW é mostrado na figura (1.4); nele a singularidade inicial seria uma
superfície de tempo conforme constante τ = 0 e nosso horizonte seria a
largura de nosso cone de luz do passado projetado sobre a superfície definida
pela singularidade inicial.

Fig. 1.4: Diagrama conforme do espaço FLRW. Figura da referência [46].
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Dois eventos no espaço–tempo conforme estão causalmente conectados se
eles compartilham um passado causal: os seus cones de luz do passado se
superpõem. Contudo, se consideramos dois pontos da superfície do último
espalhamento da RCF (z ≈ 1100) separados de 180◦ (ver figura (1.5)), no-
tamos que os seus cones de luz do passado não se superpõem, quer dizer,
são causalmente desconectados. Esses dois pontos na superfície do último
espalhamento ocupam universos observáveis completamente separados e des-
conectados. Então, formula–se o problema do horizonte: como esses pontos
atingiram o observado equilíbrio térmico (∆T

T
∼ 10−5) se eles jamais com-

partilharam um passado causal? O universo, de alguma forma, deve ter
atingido um equilíbrio quase perfeito em escalas muito maiores à escala de
algum horizonte local.

Fig. 1.5: Diagrama conforme da RCF. Figura da referência [46].

Para entender um pouco melhor esta situação, vamos olhar um exemplo sim-
ples. Observou–se na Seção (1.3) que quando a componente dominante do
universo é a constante cosmológica, o fator de escala se incrementa exponen-
cialmente como na equação (1.39). Nesse caso, vê–se da equação (1.53) que
o tempo conforme seria
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τ ∝ − 1
aH

. (1.55)

O tempo conforme seria negativo durante o período inflacionário e tenderia
a zero pelo final do mesmo. Assim, ter uma época inflacionária — ou de
expansão acelerada — anterior à época de dominância da radiação significa
que τ = 0 não seria a singularidade inicial mas a transição entre a expansão
inflacionária e a época dominada pela radiação. A singularidade inicial é
afastada para tempos conformes negativos, e pode ser afastada arbitraria-
mente atrás no tempo, tanto quanto durar a expansão acelerada. Na figura
(1.6) aparece um esquema da estrutura causal conforme de um espaço–tempo
inflacionário. Observa–se que em τ = 0 os dois pontos da superfície de último
espalhamento não compartilham regiões do espaço–tempo conforme. No en-
tanto, a inflação afasta a singularidade de tal forma que os conos de luz dos
dois pontos considerados tenham uma intersecção em um tempo conforme
negativo posterior à singularidade e possam compartilhar um passado causal
resolvendo assim o problema do horizonte.

Da equação de Friedmann (1.31), da expressão (1.54) para o horizonte do
universo e da definição (1.53) do tempo conforme é possível mostrar que o
problema do horizonte e o problema da planeza estão relacionados. Para uma
equação de estado constante w = const., a razão de uma distância comóvel
λ e o horizonte do universo dH está relacionada com a curvatura por uma lei
de conservação

(
λ

dH

)2

|Ω− 1| = const. . (1.56)

No caso em que o universo evolui se afastando de uma geometria plana, a
condição (1.46) obrigaria a razão de uma distância comóvel com o horizonte
do universo a satisfazer

d( λ
dH

)
dx

< 0 . (1.57)

Portanto, a condição
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Fig. 1.6: Diagrama conforme espaço-tempo inflacionário. Figura da refe-
rência [46].

d|ΩTot − 1|
dx

< 0 se (1 + 3w) < 0 , (1.58)

que soluciona o problema da planeza, também solucionaria o problema do
horizonte porque implicaria que

d( λ
dH

)
dx

> 0 , (1.59)

quer dizer, deve–se ter uma etapa na evolução do universo na qual o horizonte
diminui ou, equivalentemente, o universo expande–se aceleradamente23 tendo
uma equação de estado que satisfaz 1 + 3w < 0.

23Nota–se que da equação de Raychaudhuri (1.27), a equação (1.58) é equivalente a ter
uma expansão acelerada. Assim, para etapas dominadas pela radiação ou pela matéria se
tem um universo que evolui se afastando de uma geometria plana, mas para etapas em
que o universo está se acelerando acontece o contrario.
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1.5.3 Outros problemas

Em uma escala de ∼ 100 Mpc, as observações indicam que o universo é
homogêneo e isotrópico. No entanto, em escalas menores encontramos ino-
mogeneidades na distribuição de massa tais como planetas, estrelas, galáxias,
etc.. Não existe ainda uma explicação definitiva e satisfatória da origem e
evolução dessas perturbações na densidade dentro do MP. No entanto, uma
propriedade importante do paradigma inflacionário é que ele permite o sur-
gimento de irregularidades na distribuição de massa no universo que poste-
riormente levaram à formação das estruturas que observamos. No Capítulo
3 serão aprofundados esses aspectos do paradigma inflacionário.

Um outro problema que afronta o MP tem a sua origem na relação entre
a física de altas energias além do modelo padrão da física de partículas e a
cosmologia.24 Além da desejada assimetria entre bárions e antibárions produ-
zida pelas teorias de grande unificação (GUT), um aspecto menos favorável
está presente nestas teorias. Se as temperaturas no universo primordial atin-
giram valores maiores à escala de temperatura de uma quebra de simetria,
essa simetria deveria ter sido restaurada. Assim, as GUT predizem que o
universo deve ter passado por uma serie de transições de fase que devem
ter deixado alguma evidência. De fato, estudos nas GUT indicam que uma
possibilidade de testar a existência dessas transições de fase cosmológicas
é a busca de defeitos topológicos que são vestígios do universo primordial.
Desses defeitos topológicos, os mais relevantes são as paredes de domínio, as
cordas cósmicas e os monopolos magnéticos.25

As paredes de domínio — defeitos topológicos bidimensionais — surgem sem-
pre que há quebra espontânea de uma simetria discreta e a sua existência é
fortemente restrita pela sua contribuição para a densidade de massa no uni-
verso e pela isotropia da RCF. Por outro lado, as cordas cósmicas — defeitos
unidimensionais — aparecem sempre que há quebra de uma simetria U(1) e
a sua detecção não seria catastrófica para o MP. Finalmente, encontra–se na
literatura que quando qualquer grupo semi–simples (SU(5), O(10), E6 . . . ) é
dividido em um subgrupo que contem explicitamente um fator U(1), soluções
tipo monopolo magnético — defeitos adimensionais — existem. Devido a que

24Ver [77] para uma introdução a esse assunto.
25Algumas referências que tratam com maior profundidade as transições de fase cosmo-

lógicas são [78], [79], [80] e [81].
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as GUT pretendem unificar as interações forte, fraca e eletromagnética em
um só grupo que finalmente é separado em SU(3)×SU(2)×U(1), parece que
a existência de monopolos é uma predição genérica das GUT. Como no caso
das paredes de domínio, a existência dos monopolos magnéticos é fortemente
restringida pelas observações da densidade de energia do universo.

Dentre outros problemas do MP, encontram–se: a assimetria na densidade
bariônica, os gravitinos primordiais, a dimensionalidade do espaço–tempo, e
o problema da constante cosmológica. Estes problemas estão um pouco fora
da linha geral deste trabalho e não serão tratados com profundidade; o leitor
interessado pode achar útil a referência [82].

Neste capítulo foi feita uma apresentação geral do MP incluindo alguns as-
pectos geométricos, as equações que descrevem a dinâmica do universo, a
consistência do modelo com as observações, e o problema das condições inici-
ais. Dentre os problemas do MP foram destacados os concernentes à planeza
e ao horizonte. Foi mostrado que uma etapa de expansão acelerada ante-
rior à época de dominância da radiação é uma possível solução para estes
problemas. No próximo capítulo trataremos os aspectos gerais desta etapa
inflacionária.
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Capítulo 2

O paradigma inflacionário

2.1 Introdução

Na Seção 1.5 se mostrou que, no contexto do MP, uma etapa de expansão
acelerada anterior ao período de dominância da radiação, seria suficiente para
resolver algumas inconsistências no MP, tais como os problemas da planeza
(ver Subseção 1.5.1) e do horizonte (ver Subseção 1.5.2). Dentro do MP
tal expansão acelerada seria o resultado do predomínio de uma componente
de energia com pressão negativa. Desenvolvido, dentre outros, por Gliner
[83], Starobinsky [84], Guth [76], Linde [85], [86], e Albrecht e Steinhardt
[87], o paradigma inflacionário é um mecanismo que tem tido sucesso em dar
possíveis soluções as dificuldades do MP.1

Neste capítulo vamos apresentar os aspectos gerais do paradigma inflacioná-
rio.2 A Seção (2.2) será dedicada ao inflaton — o campo escalar responsável
pelo conteúdo material do universo na época inflacionária — e as suas equa-
ções de movimento. As condições que devem ser satisfeitas pelo inflaton e o
seu potencial, para provocar uma expansão acelerada, serão tratadas na Se-
ção (2.3). Finalmente, na Seção (2.4), vamos apresentar brevemente alguns
modelos inflacionários.

1Na Seção 1.5 são apresentados os principais problemas do MP.
2Duas referências, sem muitos detalhes técnicos, que enfatizam a relação entre a física

de partículas e a inflação se encontram em [73, 88]. Referências mais técnicas são [46],
[89], [90], [75], [91]. Uma revisão do paradigma inflacionário pode ser encontrada em [74].
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2.2 O inflaton

Definiremos inflação como um regime em que o universo se expande acele-
radamente, quer dizer, quando a segunda derivada do fator de escala a(t) é
positiva. Esta definição pode ser escrita dentro do MP lembrando a equação
de Raychaudhuri (1.27), como a violação da condição de energia forte de um
fluido perfeito:

¨a(t) > 0 → ρ+ 3P < 0 , (2.1)

sendo ρ e P a densidade e a pressão do fluido, respectivamente.

Uma grandeza importante na dinâmica do regime inflacionário é o raio co-
móvel de Hubble ou horizonte comóvel de Hubble, definido como

RCH ≡
RH

a
= (aH)−1 , (2.2)

sendo

RH = H−1 , (2.3)

o raio de Hubble, também chamado de horizonte de Hubble. Quando o
universo é dominado por um fluido com uma densidade de energia aproxi-
madamente constante, da equação de Friedman (1.26) com K = 0, vê–se
que o parâmetro de Hubble H definido em (1.12) também é aproximada-
mente constante pela relação de proporcionalidade que existe entres essas
duas grandezas. Como consequência desse comportamento quase constante
do parâmetro de Hubble H e a definição (2.3), o raio de Hubble também per-
manece quase constante durante o regime inflacionário enquanto que o fator
de escala, da definição do parâmetro de Hubble (1.12), cresce exponencial-
mente. Nota–se então, que durante a inflação o raio comóvel de Hubble (2.2)
decresce com o tempo cósmico. Assim, a inflação pode ser definida como um
período em que o horizonte comóvel de Hubble decresce, quer dizer,

dRCH

dt
= d(aH)−1

dt
< 0 . (2.4)
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Em um sistema de coordenadas comóvel as distâncias comóveis não de-
pendem do tempo cósmico, quer dizer, permanecem constantes. Contudo,
observa–se da equação (2.4) que durante o regime inflacionário o horizonte
comóvel de Hubble não é constante senão que diminui com o tempo cósmico.
Na figura (2.1) se ilustra a evolução das escalas durante o regime inflacioná-
rio. Uma linha reta e horizontal representa uma distância comóvel L e uma
curva que desce e sobe quando o tempo se incrementa representa o horizonte
comóvel de Hubble RCH . No primeiro ramo da figura RCH começa acima
de L mas devido ao seu comportamento decrescente (2.4) durante o regime
inflacionário atinge um valor mínimo menor que L. Após a expansão acele-
rada do regime inflacionário o universo entra no cenário descrito pelo MP e
continua se expandindo, mas com o horizonte comóvel de Hubble crescendo
até ultrapassar a escala comóvel L.

Fig. 2.1: Evolução das escalas durante o regime inflacionário. Figura da
referência [75].

Discutimos na Seção (1.5) que uma época inflacionária anterior ao cenário Big
Bang pode resolver alguns problemas do MP com sucesso. Porém, nada foi
dito sobre os processos físicos que poderiam produzir essa inflação. Nota–se
que um fluido tipo constante cosmológica (w = −1) não pode ser responsá-
vel por esta aceleração porque se o universo tivesse sido dominado por uma
componente com uma densidade de energia constante nessa época, o universo
ainda estaria dominado por essa componente de energia: a matéria e a radi-
ação são diluídas exponencialmente (ver equação (1.36)) no contexto do MP.
Assim, conclui–se que para atingir uma etapa de transição entre o período
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inflacionário e o equilíbrio térmico — característico do MP — a energia do
vácuo, suposta responsável pela etapa inflacionária, deve ser dependente do
tempo [46]. Um regime com energia do vácuo dependente do tempo pode
ser obtido usando um campo escalar. No contexto inflacionário esse campo
escalar é usualmente chamado de inflaton.3

Para descrever a dinâmica do inflaton, usa–se a teoria de campos. Uma forma
geral da ação com acoplamento mínimo4 entre o inflaton ϕ(x, t) e a métrica
do espaço–tempo gµν pode ser expressa por

Stotal =
∫
d4x
√
−g

( 1
2κ2f(R) + Lϕ

)
; κ2 ≡ 8πG , (2.5)

e

Lϕ = F (ϕ, gµν∂µϕ∂νϕ)− V (ϕ) , (2.6)

e f(R) é uma função do escalar de Ricci R, F (ϕ, gµν∂µϕ∂νϕ) é uma função
do inflaton e das suas derivadas, V (ϕ) é o potencial do inflaton5, d4x é o
elemento de volume na variedade quadridimensional e g é o determinante
da métrica. Contudo, neste capítulo vamos tratar apenas a abordagem mais
simples, quer dizer, aquela em que a função

f(R) = R , (2.7)

e

F (ϕ, gµν∂µϕ∂νϕ) = −1
2g

µν∂µϕ∂νϕ , (2.8)

3Os campos escalares desempenham um papel fundamental nos mecanismos de quebra
espontânea de simetria entre as interações fundamentais. Contudo, não foram detectados
campos escalares na natureza até hoje [75].

4Quer dizer, não existem termos do tipo Rϕ, Rµν∂µϕ∂νϕ que misturam termos relaci-
onados à curvatura com termos relacionados ao campo escalar na ação.

5O potencial descreve as auto–interações do campo escalar. Como será visto depois
neste capítulo, toda a física de interesse para a inflação está contida na forma do potencial.
Alguns potenciais típicos dos modelos inflacionários são V (ϕ) = 1

2m
2ϕ2, V (ϕ) = 1

2λ(ϕ2−
σ2)2 e V (ϕ) = 1

2λϕ
4, sendo λ uma constante.
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de tal forma que a ação (2.5) fica6

Stotal =
∫
d4x
√
−g

( 1
2κ2R−

1
2g

µν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)
)
. (2.9)

Com o princípio de mínima ação e a equação (2.9) se obtém a equação de
movimento para o inflaton,7 também chamada na literatura de equação de
Klein–Gordon. Considera–se um campo escalar homogêneo ϕ(x, t) = ϕ(t) de
tal forma que a equação de Klein–Gordon pode ser expressa por

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ dV

dϕ
= 0 , (2.10)

de onde se observa que um campo escalar sob a ação de um potencial satis-
faz uma equação de movimento semelhante à equação de movimento de um
oscilador harmônico amortecido

ẍ+ βẋ+ ω2
0x = 0 , (2.11)

sendo x a posição do oscilador, β a constante de amortecimento e ω0 a
frequência natural do oscilador. Em analogia com a equação de movimento
de um oscilador harmônico amortecido (2.11), nota–se da equação (2.10) que
o movimento do campo escalar ϕ sob a ação do potencial V (ϕ) contém um
termo de “ fricção ”

3Hϕ̇ , (2.12)

associado com a expansão do universo.

No paradigma inflacionário, considera–se que o universo é dominado por um
campo escalar descrito como um fluido perfeito. Como a matéria, a radiação,
e a constante cosmológica, este campo escalar deve ter associada uma equação
de estado, quer dizer, uma expressão para a densidade de energia e a pressão.

6O primeiro termo da ação (2.9) é chamado também de ação de Einstein–Hilbert.
7Ver apêndice (B) para detalhes da derivação das equações de movimento e do tensor

energia–momentum para o inflaton.
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Estas grandezas são fornecidas pelo tensor energia–momentum do inflaton.
Da ação (2.9) temos

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν
(1

2g
αβ∂αϕ∂βϕ+ V (ϕ)

)
. (2.13)

Usando a métrica FLRW (1.1) em (2.13) para obter o tensor energia–momentum
misto T µν = gµσTσν encontramos que a densidade do inflaton (1.16) é

T 0
0 = −ρϕ ; ρϕ = 1

2 ϕ̇
2 + V (ϕ) , (2.14)

e a pressão

T 1
1 = Pϕ ; Pϕ = 1

2 ϕ̇
2 − V (ϕ) . (2.15)

Das equações (2.14) e (2.15) é simples ver que a equação de estado do inflaton
pode ser expressa por

wϕ ≡
Pϕ
ρϕ

= ϕ̇2 − 2V (ϕ)
ϕ̇2 + 2V (ϕ) . (2.16)

Na próxima seção vamos estudar quais são as condições que deve satisfazer o
potencial do inflaton V (ϕ) de tal forma que o regime inflacionário possa ser
atingido.

2.3 Condições de rolamento lento e o regime
inflacionário

Como foi mencionado anteriormente, um período inflacionário pode ser de-
finido pela violação da condição de energia forte (2.1). Isso, em outras pa-
lavras, implica que a equação de estado (2.16) do inflaton deve satisfazer
wϕ < −1

3 . Vê–se facilmente da equação (2.16) que esta condição é satisfeita
se
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V (ϕ)� ϕ̇2 −→ Pϕ ' −ρϕ −→ wϕ ' −1 , (2.17)

quer dizer, se a energia potencial do inflaton é muito maior do que a sua
energia cinética. Neste caso, ter–se–ia uma equação de estado similar àquela
de uma constante cosmológica, condição suficiente para um regime acele-
rado.

Para entender melhor a condição (2.17) no campo escalar e a sua energia
potencial vamos fazer uma analogia com um sistema formado por uma par-
tícula de massa unitária, energia total E e cuja posição é designada pela
coordenada x; vamos supor que a partícula se encontra sob a ação de um
potencial V (x). Nesse caso a energia total da partícula se escreve

E = 1
2 ẋ

2 + V (x) , (2.18)

que seria a expressão semelhante à densidade de energia do universo, repre-
sentada pela densidade de energia do inflaton (2.14), devido a que no regime
inflacionário é assumido que o campo escalar é a componente energética do-
minante no universo.

Se consideramos que a partícula está isolada, sua energia total permanece
constante. Vamos supor que a energia potencial da partícula é muito maior
que a sua energia cinética, quer dizer,

V (x)� 1
2 ẋ

2 , (2.19)

condição semelhante a (2.17) se fazemos as correspondências V (ϕ) → V (x)
e ϕ → x.

Como consequência da condição (2.19), a energia total da partícula é expressa
por

E ≈ V (x) , (2.20)

que na analogia seria equivalente a
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ρϕ ≈ V (ϕ) . (2.21)

A equação (2.20) indica que a energia potencial também seria constante e
aproximadamente igual à energia total. Desta forma se conclui que a partí-
cula teria uma energia cinética desprezível, quer dizer,

1
2 ẋ

2 → 0 ou ẋ → 0 . (2.22)

Se a condição (2.22) é satisfeita, a partícula está quase em repouso (x ≈
const.) e a sua aceleração deve satisfazer

ẍ� 1 , (2.23)

quer dizer, que na analogia o campo escalar deveria satisfazer

ϕ̈� 1 , (2.24)

se o potencial V (ϕ) é aproximadamente constante.

Com as duas condições (2.17) e (2.24), e a expressão para a densidade do
inflaton (2.21) nessas condições, a equação de Friedman (1.26) para um uni-
verso plano se reescreve

H2 = κ2

3

(1
2 ϕ̇

2 + V (ϕ)
)

−→ H2 ' κ2

3 V (ϕ) , (2.25)

e a equação de movimento (2.10) se transforma em

3Hϕ̇+ dV

dϕ
' 0 . (2.26)

Da equação (2.26) e da condição (2.17) temos8 ainda,
8V ′ denota a derivada do potencial com respeito ao campo escalar.
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9H2ϕ̇2 ' V ′2 → H2V � V ′2 → V ′2

V
� H2 . (2.27)

Desta forma, devido à equação de Friedman no regime inflacionário (2.25)
podemos considerar H2 ≈ V em (2.27) e obter uma primeira condição que o
potencial deve satisfazer no regime inflacionário:

(
V ′

V

)2

� 1 . (2.28)

Por outro lado, de (2.27) e (2.25) podemos encontrar uma segunda relação
para o potencial durante o regime inflacionário,

H2V � V ′2 → V 2 � V ′2 → 2V V ′ � 2V ′V ′′ , (2.29)

de onde obtemos

(
V ′′

V

)
� 1 . (2.30)

Na literatura o regime acelerado da época inflacionária usualmente é carac-
terizado por dois parâmetros, chamados de parâmetros de rolamento lento,9
que dão informação sobre a forma do potencial no regime inflacionário. As
condições (2.28) e (2.30), que o potencial deve satisfazer no regime inflacio-
nário, podem ser reescritas definindo esses parâmetros de rolamento lento ε
e η como

ε ≡ 1
2κ2

(
V ′

V

)2

η ≡ 1
κ2

(
V ′′

V

)
, (2.31)

9Parâmetros que dependem do modelo considerado.
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onde o parâmetro ε mede a inclinação no potencial e o parâmetro η mede
a sua curvatura.10 Das condições (2.28) e (2.30), o período inflacionário
poderia ser caracterizado como

ε� 1 e |η| � 1 (2.32)

Para estimar quão longo é o período inflacionário se define o número de
e–foldings por

N(t) ≡ ln a(tend)
a(t) =

∫ tend

t
Hdt , (2.33)

onde t e tend denominam o tempo inicial e o tempo final da etapa inflacionária,
respectivamente. Considerando que as condições de rolamento lento (2.32)
são satisfeitas e usando as equações (2.25) e (2.26) junto com dt = ϕ̇dϕ em
(2.33), tem–se que

N(t) ' κ2
∫ ϕ

ϕend

V

V ′
dϕ , (2.34)

onde ϕend é definido por ε(ϕend) = 1.

Considerando as condições (2.32), esquematiza–se a forma do potencial V (ϕ)
durante o regime inflacionário como na figura (2.2). Se inicialmente o campo
escalar é quase homogêneo; se o termo de “fricção” (2.12), devido à expansão
do universo, na equação de movimento do campo escalar (2.10) não é des-
prezível; e se o potencial é aproximadamente plano (ε � 1 ), ter–se–ia que
a densidade de energia (2.14) é dominada pela energia potencial e o campo
escalar seria aproximadamente constante, quer dizer, a sua energia cinética
seria desprezível. Durante este período, a dinâmica do universo aproxima
um regime de domínio de constante cosmológica (wϕ ≈ −1); ademais, como
consequência da expansão acelerada, o universo é conduzido para a homoge-
neidade e a isotropia (ver Seção 1.5). Após um período de tempo as condições
de rolamento lento (2.32) não são mais satisfeitas, quer dizer, o campo escalar

10Em outras palavras os parâmetros de rolamento lento ε e η medem a taxa de cresci-
mento e a concavidade do potencial, respectivamente.
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não se encontra mais sob a ação do potencial aproximadamente constante; em
termos dos parâmetros de rolamento lento essa situação se descreve por

ε > 1 e |η| > 1 , (2.35)

condições que indicam o fim do regime inflacionário.

Fig. 2.2: Esquema do potencial no regime inflacionário. A figura é da refe-
rência [46].

Quando a etapa inflacionária termina a equação de movimento do inflaton é
expressa por (2.10), que como foi comentado anteriormente é semelhante à
equação de movimento de um oscilador harmônico amortecido. Nesse regime
a energia cinética do inflaton não é mais desprezível e pelo contrario, como
consequência das condições (2.35) no potencial V (ϕ) e a conservação da ener-
gia,11 a energia cinética passa a ser a contribuição dominante da densidade
de energia (2.14) do inflaton com o potencial atingindo um valor mínimo.
Durante esse período de dominância da energia cinética — e valor mínimo
do potencial — a pressão (2.15) do inflaton é expressa por

11O potencial deve crescer ou diminuir segundo a definição (2.31) de ε. Entretanto,
devido à conservação da energia, a energia potencial do inflaton não pode ser maior que a
sua energia total e portanto o potencial deve decrescer após a etapa inflacionária.
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Pϕ '
1
2 ϕ̇

2 . (2.36)

Devido à dinâmica “ oscilatória” do inflaton descrita pela equação (2.10), a
pressão média do inflaton nesse período seria

〈Pϕ〉 ≈ 0 , (2.37)

quer dizer, o inflaton teria uma equação de estado tipo matéria não relativista
(wϕ ≈ 0) nesse regime. A equação de continuidade (1.35) para a densidade
média do inflaton neste período se escreve

dρ̄ϕ
dt

+ 3Hρ̄ϕ = 0 . (2.38)

No entanto, acredita–se que durante este período de dominância de energia
cinética, o inflaton se acopla com as partículas do modelo padrão da física
de partículas em um processo chamado na literatura de reaquecimento12 e
que depende do modelo inflacionário considerado. O acoplamento entre o
inflaton e essas outras partículas, quer dizer, o decaimento do inflaton ne-
las, é considerado adicionando um termo na equação (2.38) que daria conta
dessa troca de energia entre o inflaton e as partículas do modelo padrão da
física de partículas. Desta forma a densidade média do inflaton satisfaria a
equação

dρ̄ϕ
dt

+ (3H + Γϕ)ρ̄ϕ = 0 , (2.39)

onde Γϕ é o parâmetro de acoplamento e depende do modelo inflacionário
estudado.

Assim, no final da etapa de dominância do campo escalar toda a energia
responsável pela expansão acelerada no regime inflacionário é liberada em

12Dentro deste processo que antecede o MP podem ser reconhecidas três partes: a) di-
nâmica não inflacionária do campo escalar, b) decaimento das partículas do inflaton, c)
termalização dos produtos dos decaimentos [75]. Algumas referências sobre o reaqueci-
mento são [92], [93], [94] e [95].
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energia térmica, quer dizer, o inflaton decai nas partículas do modelo pa-
drão da física de partículas. Devido a que esses decaimentos são processos
não adiabáticos, haveria um aumento da entropia do universo durante esse
período de reaquecimento [90].

2.4 Os modelos inflacionários

Nossa apresentação do paradigma inflacionário tem sido baseada em uma
discussão de uma possível ação para o inflaton (2.9) — de fato, a mais sim-
ples que pode ser proposta — junto com as condições de rolamento lento
que devem ser satisfeitas pelo potencial para atingir um regime acelerado.
Portanto, vê–se que a especificação da ação do inflaton (potencial e termos
cinéticos) e o seu acoplamento com a gravidade são fundamentais na defi-
nição de um modelo inflacionário particular.13 Nesta seção vamos descrever
brevemente alguns tipos de modelos inflacionários.

2.4.1 Modelos com um campo escalar

Definiremos um esquema de classificação geral para estes tipos de modelos
inflacionários como é feito em [91], [96] e [97]. Dividiremos os modelos em três
tipos gerais: campo “grande”, campo “pequeno”, e os modelos híbridos. Um
potencial genérico nestes modelos pode ser caracterizado por dois parâmetros
independentes: uma “altura” Λ4, correspondendo à densidade de energia do
vácuo durante a inflação, e uma “largura” µ, correspondendo à mudança no
valor do campo ∆ϕ durante a inflação:

13Acredita–se que a época inflacionária aconteceu em uma escala de energia ∼ 1012 TeV.
A historia do universo — de ∼ 10−10 s até hoje — é baseada em fatos observacionais e
modelos físicos bem sucedidos como o modelo padrão da física de partículas, a RG e a
dinâmica de fluidos. No entanto, antes de 10−10 s a energia do universo excede — em várias
ordens de magnitude — a energia atingida pelos aceleradores (∼ 1 TeV) de partículas e
esses modelos não podem ser mais testados diretamente. Assim, uma descrição da inflação
deve supor que as leis físicas conhecidas (conservação da energia, conservação da carga, leis
da termodinâmica, relatividade geral, etc.) são as mesmas em escalas de energia maiores
a 1 TeV [89].
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V (ϕ) = Λ4f

(
ϕ

µ

)
. (2.40)

Os modelos diferem na forma da função f .

Campo “grande”

Modelos de campo “grande” têm potenciais típicos do chamado cenário infla-
cionário caótico [86]. Neste cenário o campo escalar é deslocado do mínimo
do potencial por uma quantidade que é da ordem da massa de Planck Mp.
Tais modelos são caracterizados por V ′′(ϕ) > 0, e −ε < η− ε ≤ ε. Potenciais
típicos dos modelos de campo grande são os potenciais tipo polinômio

V (ϕ) = Λ4
(
ϕ

µ

)p
, (2.41)

e os potenciais exponenciais

V (ϕ) = Λ4 exp
(
ϕ

µ

)
. (2.42)

No cenário inflacionário caótico é assumido que o universo surgiu de um
estado quântico com uma densidade de energia similar à densidade de Planck.
Ter–se–ia então14 que V (ϕ) ≈ M4

p e portanto, de acordo com a equação de
movimento do inflaton (2.10) e em analogia com o caso de um oscilador
harmônico amortecido, um termo de “fricção”não desprezível devido a que
pela equação (2.25) H2 ' V . Desta forma o inflaton seria aproximadamente
constantes sob a ação do seu potencial.

O exemplo mais simples de um modelo inflacionário caótico corresponde a
um campo escalar com potencial quadrático

14Em unidades de Planck a constante da gravitação G, a constante de Planck reduzida
~, a velocidade da luz no vácuo c, a constante de Coulomb k e a constante de Boltzmann
kB são iguais a um. Nesse sistema de unidades o comprimento de Planck lp e a massa de
Planck Mp estão relacionados por Mp = 1

lp
.
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Fig. 2.3: Esquema de um potencial típico dos modelos inflacionários de
campo “grande”. Figura da referência [46].

V (ϕ) = 1
2m

2ϕ2 , (2.43)

onde m representa a massa do inflaton. Um esquema deste potencial é mos-
trado na figura (2.3).

Campo “pequeno”

Os potenciais típicos nestes tipos de modelos inflacionários são associados
com os chamados modelos de inflação nova [85, 87] e inflação natural [98].
O campo escalar inicia perto de um ponto de equilíbrio instável no seu po-
tencial e permanece aproximadamente constante sob a ação do seu potencial
até atingir um mínimo estável. Estes modelos de campo pequeno são carac-
terizados por V ′′(ϕ) < 0 e η < −ε, sendo ε próximo a zero. Um potencial
genérico dos modelos de campo pequeno pode ser escrito como

V (ϕ) = Λ4
[
1−

(
ϕ

µ

)p]
. (2.44)
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A figura (2.4) mostra um potencial típico dos modelos inflacionários de campo
“pequeno”.

Fig. 2.4: Um esquema de um potencial típico dos modelos inflacionários de
campo “pequeno”. Figura da referência [46].

Modelos híbridos

Os modelos híbridos [99] são característicos de modelos que estudam a in-
flação no contexto da supersimetria e da supergravidade. Nestes modelos o
campo escalar responsável pelo regime inflacionário evolui para um mínimo
do potencial com energia do vácuo diferente de zero. O regime acelerado ter-
mina pela instabilidade de um segundo campo escalar. Os modelos híbridos
são caracterizados por V ′′(ϕ) > 0 e 0 < ε < η − ε . Um potencial genérico
nestes modelos é

V (ϕ) = Λ4
[
1 +

(
ϕ

µ

)p]
. (2.45)

A figura (2.5) mostra um potencial típico de um modelo inflacionário hí-
brido.
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Fig. 2.5: Um esquema de um potencial típico dos modelos inflacionários
híbridos. Figura da referência [46].

2.4.2 Modelos alternativos

O uso de campos escalares para a uma descrição do conteúdo material no
universo não é a única forma de obter um regime inflacionário. Um grande
número de modelos inflacionários fenomenológicos tem sido propostos com
diferentes motivações teóricas e predições observacionais. Vamos comentar
brevemente algumas destas propostas.

Acoplamento não mínimo com a gravidade

Na Seção 2.2 foram encontradas as equações de movimento para a ação mais
simples (2.9) de um campo escalar com acoplamento mínimo com a gravi-
dade. Foi mostrado na Seção 2.3 que esta abordagem produz um regime
acelerado se o potencial satisfaz as condições de rolamento lento (2.32). No
entanto, uma situação mais geral poderia incluir termos com acoplamento
direto entre o inflaton e termos relacionados à curvatura na ação, produ-
zindo os chamados modelos com acoplamento não mínimo. Nestes modelos o
período inflacionário seria devido a esses acoplamentos e ao potencial. Con-
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tudo, esses modelos podem ser transformados em modelos com acoplamento
mínimo por uma redefinição do campo. Um exemplo destes modelos é

Stotal =
∫
d4x
√
−g

( 1
2κ2R−

1
2g

µν∂µϕ∂νϕ−
1
2ξRϕ

2 − V (ϕ)
)
. (2.46)

Gravidade modificada

Após quase um século, a RG continua sendo a teoria padrão para a descrição
da interação gravitacional. Apesar do seu sucesso, alternativas à RG tem
surgido na literatura.15 A ideia relevante no contexto inflacionário é que se
a ação de Einstein–Hilbert (o termo da ação (2.9) linear no escalar de Ricci)
fosse modificada16 em energias altas (� 1 TeV), essas modificações poderiam
ser responsáveis por um regime acelerado no universo primordial. Contudo,
os modelos que modificam a gravidade também podem ser transformados em
modelos com acoplamento mínimo entre campo escalar e a gravidade.

Termo cinético não–canônico

A ação (2.9) considerada na Seção 2.2 para descrever a dinâmica do campo
escalar durante o período inflacionário contem um termo cinético canônico
da forma

X ≡ 1
2g

µν∂µϕ∂νϕ . (2.47)

No entanto, poder–se–ia imaginar que a teoria subjacente da física de altas
energias — na época inflacionária — tivesse campos com termos cinéticos não
canônicos e a densidade lagrangiana do campo escalar fosse da forma

Lϕ = F (ϕ,X)− V (ϕ) , (2.48)
15Uma revisão recente sobre as teorias modificadas da gravitação encontra–se em [23].
16Por exemplo: teorias escalar–tensoriais, teorias da gravitação não locais e com deriva-

das superiores e teorias da gravitação com dimensões extras.
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com F (ϕ,X) uma função do inflaton ϕ e as suas derivadas. Nestes modelos,17

a inflação poderia ser produzida preponderantemente pelo termo cinético e
não pelo potencial. Usualmente, a densidade lagrangiana do inflaton dos
modelos K–essence é restringida à forma

S =
∫
d4x
√
−gf(ϕ)p(X) . (2.49)

Mais de um campo escalar

Uma outra possibilidade para a produção de um regime inflacionário no uni-
verso primordial é a presença de outros campos escalares diferentes ao in-
flaton. Com esta proposta as possibilidades para a dinâmica inflacionária
são mais numerosas.18 A densidade lagrangiana mais simples que pode ser
escrita neste contexto é

L = 1
2
(
ϕ̇2 + ψ̇2

)
− V (ϕ, ψ) . (2.50)

Observa–se que existem várias alternativas ao modelo de campo escalar com
acoplamento mínimo com a gravidade estudado nas Seções 2.2 e 2.3 que po-
dem causar um regime de expansão acelerada no universo, anterior ao início
do Big Bang, e dar uma possível solução aos problemas do MP. Porém, uma
questão surge naturalmente: como podemos determinar quais desses mode-
los são mais adequados para descrever o universo primordial?. Nos Capítulos
4–6 trataremos a relação dos modelos inflacionários com as observações, par-
ticularmente o teste desses modelos usando as anisotropias do CMB.

Neste capítulo se definiu o paradigma inflacionário como uma época em que
o universo se expandiu aceleradamente. Mostrou–se que um campo escalar
pode produzir um regime com energia do vácuo dependente do tempo ne-
cessário para ter uma época de expansão acelerada — anterior ao inicio do
Big Bang — que resolveria algumas dificuldades do MP apontados na Seção
1.5. O paradigma inflacionário foi ilustrado usando o modelo mais simples
de um campo escalar com acoplamento mínimo com a gravidade. Ressaltou–
se a importância da forma do potencial no regime inflacionário, dando as

17Conhecidos na literatura como modelos K–essence [26].
18Uma revisão destes modelos inflacionários multi–campo encontra–se em [100].
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chamadas condições de rolamento lento que devem ser satisfeitas pelo po-
tencial para haver uma expansão acelerada. Finalmente, foram mencionadas
algumas características gerais de alguns modelos inflacionários.

Tal como foi apresentado, o paradigma inflacionário consegue resolver o pro-
blema da planeza e do horizonte no MP. No entanto, um dos aspectos mais
interessantes da inflação é que ela pode gerar inomogeneidades que podem
responder pela formação das estruturas no universo. Para entender melhor
este fato, no Capítulo 3 estudaremos as flutuações do campo escalar e da
métrica.
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Capítulo 3

Perturbações cosmológicas no
cenário inflacionário

3.1 Introdução

Como foi mencionado na Subseção 1.5.3, existem – em escalas menores do que
aquelas em que o PC parece ser válido – não–homogeneidades na distribuição
de matéria (aglomerados de galáxias, estrelas, etc.) que não são explicadas
pelo MP. Por outro lado, observações feitas pela WMAP [62] mostraram que
existem pequenas não–homogeneidades na RCF que o MP tampouco explica.
Além de resolver os problemas da curvatura (Subseção 1.5.1) e do horizonte
(Subseção 1.5.2), o cenário inflacionário, apresentado no Capítulo 2, oferece
uma possível explicação para a formação das perturbações observadas na
distribuição de matéria e na RCF. Segundo o paradigma inflacionário haveria
uma relação entre as flutuações quânticas do inflaton e as perturbações na
densidade das componentes energéticas que são observadas.

Neste capítulo1 faremos um breve tratamento das perturbações cosmológicas
no cenário inflacionário. Na Seção 3.2 descreveremos as flutuações quânti-
cas de um campo escalar genérico. Algumas observações sobre o estudo do
universo não homogêneo serão feitas na Seção 3.3.

1Este capítulo está baseado nas referências [46], [89], [91], [90] e [101].
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3.2 Flutuações quânticas de um campo esca-
lar

Nesta seção consideramos um campo escalar genérico χ(τ,x) com um poten-
cial efetivo V (χ) e estudamos as suas flutuações. Como é usual no estudo
das perturbações cosmológicas, as grandezas físicas são expandidas2 em uma
parte que descreve o comportamento homogêneo — quer dizer, que não de-
pende das coordenadas espaciais — clássico e uma perturbação responsável
pelo comportamento não–homogêneo. No caso do campo escalar temos

χ(τ,x) = χ(τ) + δχ(τ,x) , (3.1)

sendo τ o tempo conforme definido em (1.53).

A evolução de um campo escalar genérico na presença de um potencial é
expressa pela equação de Klein–Gordon3

�χ = ∂V

∂χ
, �χ ≡ 1√

−g
∂ν
[√
−ggµν∂µχ

]
. (3.2)

No caso de um campo escalar genérico em um universo FLRW a equação
(3.2) é escrita como

χ
′′ + 2Hχ′ −∇2χ = −a2∂V

∂χ
, (3.3)

onde “ ′ ” denota a derivada com respeito ao tempo conforme4 e

H ≡ a
′

a
. (3.4)

2Na Subseção 3.3.1 definimos a perturbação de uma grandeza tensorial genérica. Ver
equações (3.64), (3.65) e (3.66).

3A equação (2.10) é a equação de Klein–Gordon para um campo escalar homogêneo
em um universo FLRW expressa utilizando o tempo cósmico t.

4Para fazer a transformação de derivadas em relação ao tempo cósmico t para o tempo
conforme τ de uma função f(t) devem ser consideradas as seguintes relações: ḟ(t) = f

′
(τ)

a(τ)

e f̈(t) = f
′′

(τ)
a2(τ) − H

f
′
(τ)

a2(τ) .
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Perturbando a equação de Klein–Gordon (3.2) com respeito ao campo escalar,
quer dizer, ignorando as perturbações na métrica, tem-se

δχ
′′ + 2Hδχ′ −∇2δχ = −a2∂

2V

∂χ2 δχ . (3.5)

Pode–se propor uma solução para a perturbação do campo escalar genérico
expandindo δχ como uma soma de ondas planas no espaço de Fourier

δχ(τ,x) =
∫ d3k

(2π)3/2 [χk(τ)ak exp(ik · x) + χ∗k(τ)a∗k exp(−ik · x)] , (3.6)

sendo ak e a∗k constantes, e χk(τ) as funções modo; x e k são coordenadas
comoveis e vetores de onda comoveis, respectivamente. Substituindo (3.6)
em (3.5) obtemos que cada função modo satisfaz uma equação de movimento
expressa por

χ
′′

k + 2Hχ′k + k2χk = −a2∂
2V

∂χ2 χk . (3.7)

Contudo, é conveniente redefinir a função modo χk(τ) como

uk(τ) ≡ a(τ)χk(τ) , (3.8)

de tal forma que a equação de movimento (3.7) é reescrita como

u
′′

k +
(
k2 − a

′′

a
+m2

χa
2
)
uk = 0 , (3.9)

onde

m2
χ = ∂2V

∂χ2 , (3.10)
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é a massa efetiva do campo escalar χ(τ,x)5.

A equação (3.9) pode ser analisada em dois casos limites, sem especificar o
comportamento do fator de escala a(τ) :

1. Limite ultravioleta ou de comprimento de onda curto: k � a′′

a . Neste
caso a equação (3.9) é aquela de um oscilador harmônico simples

u
′′

k + k2uk = 0 , (3.11)

cuja solução6 pode ser escrita

uk(τ) = 1√
2k

[Ak exp(−ikτ) +Bk exp(ikτ)] . (3.12)

2. Limite infravermelho ou de comprimento de onda longo: k � a′′

a . Com
esta condição a equação (3.9) se transforma em

u
′′

k −
(
a
′′

a
−m2

χa
2
)
uk = 0 . (3.13)

Quando o campo escalar não tem massa (m2
χ = 0), a equação (3.13) se

reduz a

u
′′

ka = a
′′
uk , (3.14)

com uma solução trivial

uk(τ) = B+(k)a(τ) , (3.15)
5Na equação de movimento (3.9) não aparece uk porque a equação somente depende

da magnitude de |k|.
6Para transformar a equação (3.9) em (3.11) também foram consideradas as condições

de rolamento lento tratadas na Seção 2.3. Com estas condições, durante o período infla-
cionário o potencial do campo escalar deve ser aproximadamente constante. Portanto o
termo de massa (3.10) é desprezível no limite ultravioleta.
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sendo B+(k) uma constante. Assim, da definição (3.8) vemos que no
limite infravermelho e para um campo escalar sem massa, as amplitudes
das flutuações do campo escalar χk(τ) são constantes,

χk(τ) = B+(k) . (3.16)

Quantização

A quantização das flutuações δχ(τ,x) do campo escalar genérico χ(τ,x) se
faz de uma forma análoga à quantização de um oscilador harmônico simples.
Multiplicando a equação (3.6) pelo fator de escala a(τ), usando a definição
(3.8) e promovendo as constantes ak e a∗k a operadores âk e â†k, tem–se que o
operador associado com as flutuações do campo escalar é expresso por

δ̃χ(τ,x) =
∫ d3k

(2π)3/2

[
uk(τ)âk exp(ik · x) + u∗k(τ)â†k exp(−ik · x)

]
, (3.17)

onde definimos

δ̃χ(τ,x) ≡ a(τ)δχ(τ,x) . (3.18)

Os operadores âk e â†k em (3.18) satisfazem as relações de comutação

[ak, ak′ ] = 0 ,
[ak, ak′† ] = δ(3)(k− k′) . (3.19)

Por outro lado, das relações canônicas de comutação entre o operador δ̃χ e
o seu momentum conjugado Π = δ̃χ′

[
δ̃χ(τ,x),Π(τ,y)

]
= i δ(x− y) ,[

δ̃χ(τ,x), δ̃χ(τ,y)
]

= 0 ,
[Π(τ,x),Π(τ,y)] = 0 , (3.20)
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encontra–se uma condição de normalização para as funções modo redefinidas
em (3.8) expressa por

u∗ku
′
k − uku∗

′

k = −i . (3.21)

Para a solução (3.12), obtida no limite ultravioleta, a condição de normali-
zação (3.21) é se reduz a

|Ak|2 + |Bk|2 = 1 , (3.22)

que é uma das duas condições necessárias para a completa determinação da
solução para as funções modo uk. Uma outra condição vem da escolha do
vácuo, quer dizer, da definição do estado que corresponde a um número nulo
de partículas. Usualmente a escolha é feita tal que, no limite ultravioleta, a
solução (3.12) tenha a forma

uk(τ) = 1√
2k

exp(−ikτ) , (3.23)

quer dizer,

Ak = 1 , Bk = 0 , (3.24)

condição que também é conhecida na literatura como vácuo de Bunch–
Davies.

Com a escolha (3.24) do vácuo, é possível encontrar a amplitude χk das
flutuações do campo escalar sem massa no limite infravermelho. Usando
o valor da solução (3.23) no limite ultravioleta e no momento em que a
flutuação sai do horizonte7 (k = aH), junto com a redefinição (3.8) e o fato
que as soluções no limite infravermelho e no limite ultravioleta devem ter o
mesmo valor quando as flutuações saírem do horizonte, temos que

|B+(k)| = |χk| =
1

a
√

2k
= H√

2k3
. (3.25)

7Devido à expansão do universo.

53



3.2.1 Solução para um cenário de Sitter

Em uma etapa de Sitter o fator de escala a(t) tem a forma

a(t) ∝ exp(Ht) ,

conforme (1.39). Considerando que a(t0) = 1 e a definição do tempo con-
forme

dτ ≡ dt

a(t) ,

em (1.53), encontra–se que durante uma etapa de Sitter o tempo conforme é
expresso por pela equação (1.55)

τ = − 1
aH

.

Após manipulação algébrica simples encontramos de (1.55) a identidade

a
′′

a
−m2

χa
2 = 2

τ 2

(
1− 1

2
m2
χ

H2

)
, (3.26)

expressão que permite reescrever a equação diferencial (3.9) para as funções
modo uk(τ) como

u
′′

k +
(
k2 −

ν2
χ − 1

4
τ 2

)
uk = 0 , (3.27)

sendo

ν2
χ = 9

4 −
m2
χ

H2 . (3.28)

Se a massa efetiva mχ do campo escalar χ(τ,x) não depende do tempo, a
equação (3.27) é uma equação diferencial de Bessel cuja solução para um νχ
real é
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uk(τ) =
√
−τ

[
c1(k)H(1)

νχ (−kτ) + c2(k)H(2)
νχ (−kτ)

]
, (3.29)

onde c1(k) e c2(k) são constantes de integração, e H(1)
νχ e H(2)

νχ são as funções
de Hankel de primeira e segunda espécies, respectivamente.

Para distâncias no sub–horizonte, quer dizer, quando a condição k � aH
(−kτ � 1) é satisfeita, a solução (3.29) deveria ter a forma limite8 (3.23).
As funções de Hankel de primeira e segunda espécies, neste limite, satisfazem
as relações

H(1)
νχ (x� 1) ∼

√
2
πx

exp(i[x− π

2 νχ −
π

4 ]) , (3.30)

H(2)
νχ (x� 1) ∼

√
2
πx

exp(−i[x− π

2 νχ −
π

4 ]) . (3.31)

Como consequência do limite (3.23) nas relações (3.30) e (3.31), a solução
exata para as funções modo uk(τ) em uma etapa de Sitter é expressa por

uk(τ) =
√
π

2 exp(i
[νχ + 1

2 ]π
2 )

√
−τH(1)

νχ (−kτ) . (3.32)

Por outro lado, o comportamento da solução (3.32) no super–horizonte —
quer dizer, quando a condição k � aH (−kτ � 1) é satisfeita — pode ser
deduzido. Em virtude de a função de Hankel de primeira espécie satisfazer
neste limite a aproximação

H(1)
νχ (x� 1) ∼

√
2
π

exp(−iπ2 )2νχ− 3
2

Γ(νχ)
Γ(3/2)x

−νχ , (3.33)

a solução no super–horizonte é
8Esse limite é equivalente a fazer a escolha do vácuo Bunch–Davies, quer dizer, aquele

estado quântico de minima energia visto por um observador inercial correspondendo a um
número nulo de partículas [46].
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uk(τ) = exp(i
[νχ − 1

2 ]π
2 )2νχ− 3

2
Γ(νχ)
Γ(3/2)

1√
2k

(−kτ) 1
2−νχ . (3.34)

Portanto, no caso de um campo escalar genérico massivo em uma etapa de
Sitter e no super–horizonte, a amplitude das flutuações do campo escalar
genérico |χk| não é uma constante como em (3.25), mas uma função do
tempo conforme τ expressa por

|δχk| = 2νχ− 3
2

Γ(νχ)
Γ(3/2)

H√
2k3

(
k

a(τ)H

) 3
2−νχ

. (3.35)

3.2.2 Solução para um cenário quase de Sitter

Durante o regime inflacionário o parâmetro de Hubble não é exatamente
constante, como no cenário de Sitter, mas tem uma dependência temporal
expressa por

Ḣ = −εH2 , (3.36)

sendo ε o parâmetro de rolamento lento definido na Seção 2.3; diz–se, neste
caso, que o universo está em um regime de expansão quase de Sitter. Resol-
vendo a equação diferencial (3.36) encontramos que nesse regime

H = 1
εt
, (3.37)

e da definição do parâmetro de Hubble (1.12), com H em (3.37), o fator de
escala é

a(t) = t1/ε . (3.38)

Da definição (1.53) do tempo conforme τ , encontra–se que durante uma etapa
quase de Sitter o tempo conforme é expresso por
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τ = εt
ε−1
ε

ε− 1 = t−
1
ε

H(ε− 1) = 1
H(ε− 1)a(t) , (3.39)

de onde podemos escrever o fator de escala no tempo conforme como

a(τ) = − 1
H

1
τ(1− ε) . (3.40)

A equação diferencial (3.9) para as funções modo uk(τ) requer o cálculo de
a′′

a
. Isto pode ser feito para (3.40) simplesmente transformando as derivadas

no tempo conforme a derivadas no tempo cósmico, usando a identidade (1.28)
e a equação (3.36). Obtém–se

a′′

a
= 2− ε
τ 2(1− ε)2 . (3.41)

Considerando que durante o regime inflacionário ε� 1, podemos fazer uma
expansão de Taylor em (3.41) e obter

a′′

a
' 2
τ 2

(
1 + 3

2ε
)
. (3.42)

Após álgebra simples encontramos a identidade

a
′′

a
−m2

χa
2 = 2

τ 2

(
1 + 3

2ε−
1
2

m2
χ

H2(1− ε)2

)
, (3.43)

expressão que permite obter de novo a equação de Bessel na forma (3.27),
mas com

ν2
χ = 9

4 + 3ε−
m2
χ

H2(1− ε)2 . (3.44)

Definindo

ηχ ≡
m2
χ

3H2 , (3.45)
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e tomando somente o primeiro termo da expansão de Taylor de 1
(1−ε)2 , a

equação (3.44) se transforma em

νχ ≈
3
2

(
1 + 4

3(ε− ηχ)
) 1

2
. (3.46)

Se consideramos que ηχ � 1, podemos fazer uma nova expansão de Taylor
obter

νχ '
3
2 + ε− ηχ . (3.47)

Assim, no cenário quase de Sitter as funções modo uk(τ) tem uma solução
da forma (3.32) mas com νχ em (3.47). No super–horizonte, considerando
que ε � 1 e η � 1, a amplitude das flutuações do campo escalar genérico
|χk| é expressa por

|δχk| ≈
H(t)√

2k3

(
k

a(τ)H(t)

) 3
2−νχ

= H(t)√
2k3

(
k

a(τ)H(t)

)ηχ−ε
, (3.48)

quer dizer, a dependência temporal do fator de escala introduz uma correção,
com respeito à expressão para a amplitude no cenário de Sitter, posta em
evidência em

|δχk| '
H(t)√

2k3

[
1 + (ηχ − ε) ln

(
k

a(τ)H(t)

)]
, (3.49)

onde foi usada a expansão de Taylor da função ax ≈ 1 + x ln a.

3.2.3 O espectro de potências

As funções de correlação,9 ou as suas transformadas de Fourier, as chamadas
funções espectrais, são as ferramentas usuais para caracterizar a amplitude
das flutuações de um campo aleatório. Consideremos que um campo aleatório
f(t,x) pode ser expandido no espaço de Fourier como

9Para um melhor entendimento desta subseção é aconselhável ler antes a Seção 5.2.
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f(t,x) =
∫ d3k

(2π)3 exp(ik · x)fk(t) , (3.50)

uma expansão que tem uma forma similar à solução da equação (3.6). A
amplitude das flutuações do campo f(t,x) é escrita em termos da sua função
de correlação de dois pontos. Contudo, a amplitude das flutuações do campo
aleatório também pode ser escrita em termos da transformada de Fourier
da função de correlação de dois pontos, quer dizer, o espectro de potências
Pf (k). O espectro de potências mede a amplitude das flutuações em uma
escala k dada e para o campo f(t,x) é definido como

〈fk1f
∗
k2
〉 ≡ (2π)3Pf (k)δ(3)(k1 − k2) , (3.51)

onde 〈 , 〉 denota o valor médio do “ensemble”. O valor quadrático mé-
dio do campo f(t,x) pode ser escrito usando (3.50) e a definição (3.51)
como

〈f 2(t,x)〉 =
∫ k2

2π2Pf (k)dk =
∫

∆2
f (k)d ln k , (3.52)

onde definimos

∆2
f (k) ≡ k3Pf (k)

2π2 . (3.53)

Para descrever a inclinação do espectro de potencias do campo f(t,x), define–
se o índice espectral10 nf

nf (k)− 1 ≡
d ln ∆2

f

d ln k . (3.54)

10O índice espectral é um observável, ou seja, uma grandeza que pode ser extraída dos
dados observacionais para testar modelos do universo. Como veremos no Capítulo 4, me-
dir o índice espectral é equivalente a testar as propriedades estatísticas das perturbações
escalares ou tensoriais para uma dado modelo inflacionário. Por exemplo, um índice espec-
tral igual a um para as perturbações escalares de um dado modelo do universo primordial
corresponde a uma distribuição Gaussiana destas perturbações.
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Lembrando a expansão (3.17) para a flutuação δ̃χ de um campo escalar
genérico, as relações de comutação (3.19) dos operadores âk e â†k, e o fato
que no vácuo o operador ak age como

ak|0〉 = 0 , (3.55)

calculamos

〈0|δ̃χ†δ̃χ|0〉 , (3.56)

para encontrar que

〈δχk1δχ
∗
k2
〉 = |uk|

2

a2 δ(3)(k1 − k2) . (3.57)

Assim, de acordo com a definição (3.51), tem–se que o espectro de potências
para as flutuações de um campo escalar genérico é expresso por

∆2
δχ = k3

2π2Pδχ(k) = k3

2π2

〈
|δχk|2

〉
. (3.58)

Um caso importante é aquele de um campo escalar sem massa em um cenário
de Sitter, no qual νχ = 3

2 (ver equação (3.28)). Essas condições na equação
(3.32) junto com a definição (3.8) dão como resultado

δχk = (−Hτ)
(

1− i

kτ

) exp(−ikτ)√
2k

. (3.59)

Da equação (3.59) podemos calcular o espectro de potências de um campo
escalar sem massa em uma etapa de Sitter no super–horizonte (−kτ � 1).
Usando os dois primeiros termos da expansão em serie de Taylor para a
exponencial em (3.59)

exp(−ikτ) ≈ 1− ikτ ,

e usando a equação (3.58) encontramos que neste caso o espectro de potencias
é
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∆2
δχ(k) =

(
H

2π

)2
, (3.60)

quer dizer, o espectro de potências das flutuações de um campo escalar sem
massa em uma etapa de Sitter no super–horizonte é invariante de escala; em
outras palavras, a amplitude das flutuações δχk do campo escalar é a mesma
independentemente do vetor de onda k que a caracteriza. Isto também pode
ser notado do cálculo do índice espectral nδχ para as flutuações do campo
escalar; da definição (3.54) temos

d ln ∆2
δχ

d ln k = 0 , (3.61)

quer dizer, o índice espectral nδχ = 1 e se diz que o espectro de potências é
plano.

Um outro caso relevante é o correspondente a um campo escalar massivo em
um cenário quase de Sitter. A amplitude para as flutuações do campo escalar
genérico nesse regime no super–horizonte é expressa pela equação (3.48).
Portanto, da equação (3.58) o espectro de potências neste caso é

∆2
δχ(k) '

(
H

2π

)2 ( k

aH

)3−2νχ

, (3.62)

com νχ expresso pela equação (3.47). Nota–se que a diferença do espectro de
potências das flutuações de um campo escalar sem massa em um regime de
Sitter, o espectro de potências de um campo escalar massivo em um cenário
quase de Sitter não é exatamente invariante de escala. Isto pode ser visto
calculando o índice espectral nδχ; para o espectro de potências (3.62) temos,
da definição (3.54) e usando νχ em (3.47), que

nδχ − 1 =
d ln ∆2

δχ

d ln k = 3− 2νχ = 2ηχ − 2ε , (3.63)

quer dizer, o espectro de potências é aproximadamente independente do vetor
de onda que caracteriza a amplitude das flutuações δχk: a amplitude da
flutuação no super–horizonte é aproximadamente independente do tempo

61



em que as flutuações cruzam o horizonte. Neste caso se diz que o espectro
de potências é aproximadamente plano.

3.3 O universo não–homogêneo

No cenário inflacionário que foi apresentado no Capítulo 2 consideramos que
a densidade de energia do universo é dominada pelo campo escalar. Por-
tanto, qualquer perturbação do inflaton implica uma perturbação no tensor
energia–momentum que por sua vez, pela relação entre conteúdo energético
e geometria nas equações de campo de Einstein (1.25), gera perturbações
na métrica. Por outro lado, essas perturbações na métrica têm um efeito
na evolução das flutuações do inflaton através da equação de Klein–Gordon
(3.2) perturbada. Assim, no cenário inflacionário, as perturbações do infla-
ton e da métrica estão acopladas e devem ser estudadas em conjunto. No
entanto, até agora somente estudamos as perturbações do campo escalar.
Nesta seção faremos algumas observações sobre as perturbações na métrica
e no tensor energia–momentum e a sua evolução com o tempo. Também
trataremos o problema da escolha do calibre no estudo do universo não–
homogêneo.11

3.3.1 O problema do calibre

Um modelo homogêneo do universo não é suficiente para abarcar toda a
complexidade da atual distribuição de matéria e energia observada. Assim,
precisa–se de uma forma para descrever anisotropias e inomogeneidades no
universo. O procedimento padrão é considerar que as grandezas físicas podem
ser expressas como uma soma de uma grandeza que corresponde a um cenário
isotrópico e homogêneo e uma perturbação que depende não somente do
tempo mas também do espaço. No entanto, essa abordagem do universo não–
homogêneo traz como consequência ambiguidades na escolha das coordenadas
— o chamado problema de calibre na teoria das perturbações cosmológicas
— como explicaremos brevemente no que se segue.

11Duas revisões sobre a teoria das perturbações cosmológicas são [102] e [103]. Uma
revisão mais recente é [104].
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De acordo com a abordagem mencionada acima, uma grandeza tensorial
genérica pode se escrever como

T (τ, xi) = T0(τ) + δT (τ, xi) , (3.64)

onde T0(τ) corresponde a um universo homogêneo e isotrópico, e a perturba-
ção δT (τ, xi) pode ser expandida na forma12

δT (τ, xi) =
∞∑
n=1

ϑn

n! δTn(τ, xi) , (3.65)

sendo 0 < ϑ < 1 uma constante. Nota–se que da equação (3.64) podería-
mos definir — localmente — uma perturbação em uma grandeza tensorial
como

δT (τ, xi) = T (τ, xi)− T0(τ) , (3.66)

quer dizer, como a diferença entre grandezas em variedades diferentes: T (τ, xi)
na variedade que representa o universo “real” — com não–homogeneidades
e anisotropias — e T0(τ) que é associada com um universo “ideal” homogê-
neo e isotrópico (ver figura (3.1)). Para calcular essa diferença em (3.66) é
necessário comparar as duas grandezas no mesmo ponto do espaço–tempo.
Porém, como as duas grandezas estão em variedades diferentes, precisa–se
de uma aplicação que identifique univocamente um par de pontos nas duas
geometrias. Tal aplicação é uma escolha de calibre e uma mudança dessa
aplicação é uma transformação de calibre.13

12Observações das flutuações de temperatura da RCF mostram que ∆T
T
∼ 10−5, o

que sugere que é possível fazer um tratamento perturbativo das não–homogeneidades no
universo.

13A Relatividade Geral é uma teoria de calibre em que as transformações de calibre
são as transformações genéricas de coordenadas. Deve–se mencionar que não existe um
sistema de coordenadas preferido na presença de perturbações, a única condição que deve
ser satisfeita é que no limite de perturbações nulas a métrica FLRW de um universo
homogêneo e isotrópico seja restabelecida. Um sistema de coordenadas satisfazendo essa
condição chama–se de calibre. Alguns calibres usados com frequência na literatura são: o
simultâneo, o Newtoniano, o de densidade uniforme, o comovel e o espacialmente plano.
Uma definição desses calibres se encontra na referência [89].
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Fig. 3.1: Hipersuperfícies de tempo conforme constante em um universo
plano, isotrópico e homogêneo (acima) e em um universo com inomogenei-
dades e anisotropias (abaixo). A figura é da referência [91].

Devido à liberdade na escolha do sistema de coordenadas surge o conhecido
problema do calibre. Uma transformação de calibre implica a variação da
perturbação (3.66) de uma grandeza tensorial dada, quer dizer, a perturbação
toma diferentes valores segundo a escolha do calibre, ainda que a perturbação
seja examinada no mesmo ponto. Tem–se duas alternativas para resolver esse
problema:

1. Identificar combinações que representam grandezas invariantes de cali-
bre.

2. Escolher um calibre e fazer todas as contas nele.

Nas Subseções 3.3.4 e 3.3.6 serão usadas as duas alternativas. Para finalizar
esta subseção faremos alguns comentários sobre as transformações de calibre
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e as perturbações.

Transformações de calibre

Considera–se, como é feito em [101], uma transformação infinitesimal nas
coordenadas

x̃µ(λ) = xµ − ξµ(1) −
1
2
(
ξµ(1),νξ

ν
(1) + ξµ(2)

)
, (3.67)

onde

ξµ(r) = ξµ(r)(τ, x
i) , (3.68)

são campos vetoriais que definem a transformação de coordenadas; r = 1, 2
indica a ordem da perturbação e τ é o tempo conforme definido em (1.53).
É possível escrever as componentes destes vetores na forma

ξ0
(r) = α(r) , (3.69)

e

ξi(r) = ∂iβ(r) + di(r) ; ∂id
(r)i = 0 . (3.70)

A função ξ0
(r) — a componente temporal da transformação — define para

cada α(r) fixo hipersuperfícies de tempo τ constante e as funções ξi(r) definem
linhas coordenadas espaciais nestas hipersuperfícies.

Pode ser mostrado14 que para uma quantidade tensorial genérica T , escrita
de acordo com (3.65) como

T (τ, xi) = T0 + δT (τ, xi) = T0 + δ(1)T (τ, xi) + 1
2δ

(2)T (τ, xi) , (3.71)

14Para aspectos formais sobre as transformações de grandezas tensoriais sob transfor-
mações de calibre da ordem superior são uteis as referências [105] e [106].
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as perturbações não são grandezas invariantes de calibre. Na primeira ordem
temos que a perturbação se transforma como

δ̃(1)T = δ(1)T + Lξ(1)T0 , (3.72)

e na segunda ordem

δ̃(2)T = δ(2)T + 2Lξ(1)δ
(1)T + L2

ξ(1)
T0 + Lξ(2)T0 , (3.73)

sendo Lξ(r) a derivada de Lie na direção do vetor ξ(r).

Como um exemplo, considera–se a densidade de energia ρ. Com uma trans-
formação de coordenadas de acordo com (3.69) e (3.70), a perturbação na
densidade de energia, segundo (3.72) e (3.73), deve transformar–se em pri-
meira ordem como

δ̃(1)ρ = δ(1)ρ+ ρ
′

0α(1) , (3.74)

e em segunda ordem como

δ̃(2)ρ = δ(2)ρ+ ρ
′

0α(2) + α(1)
(
ρ
′′

0α(1) + ρ
′

0α
′

(1) + 2δ(1)ρ
′)

+ ξi(1)

(
ρ
′

0α
(1)
,i + 2δρ,i

)
. (3.75)

onde “′” indica derivada com respeito ao tempo conforme τ .

3.3.2 Perturbações da métrica

Discutimos na Seção 1.4 que as observações sugerem que o universo é ho-
mogêneo, isotrópico e plano em grandes escalas. Notou–se também que uma
métrica com essas características é a celebre métrica FLRW. Devido ao aco-
plamento entre a geometria e o conteúdo energético através das equações
de Einstein, as perturbações do inflaton motivam o estudo das perturbações
na métrica FLRW. No caso plano, a forma mais geral da métrica FLRW
perturbada até segunda ordem pode ser escrita como
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g00 = −a2(τ)(1 + 2φ(1) + φ(2)) ,

g0i = a2(τ)
(
ω̂i

(1) + 1
2 ω̂i

(2)
)
,

gij = a2(τ)
[
(1− 2ψ(1) − ψ(2))δij +

(
χ̂ij

(1) + 1
2 χ̂ij

(2)
)]

, (3.76)

onde φ(r) , ω̂i
(r) , ψ(r) e χ̂ij(r) são as perturbações da métrica e (r) = (1), (2)

denota a ordem da perturbação. O procedimento padrão é dividir as per-
turbações em escalares, vetoriais e tensoriais15 de acordo com as suas pro-
priedades de transformação no espaço tridimensional com métrica δij; as
perturbações escalares estão relacionadas a um potencial escalar, as vetoriais
a vetores solenoidais — quer dizer, sem divergência — e as tensoriais a ten-
sores sem traço. As funções nas perturbações vetoriais e tensoriais em (3.76)
podem ser escritas respectivamente como

ω̂i
(r) = ∂iω

(r) + ω
(r)
i , (3.77)

e

χ̂ij
(r) = Dijχ

(r) + ∂iχ
(r)
j + ∂jχ

(r)
i + χ

(r)
ij , (3.78)

com ωi e χi sendo vetores solenoidais, quer dizer, satisfazendo

∂iω
(r)
i = ∂iχ

(r)
i = 0 , (3.79)

χ
(r)
ij um tensor simétrico transversal e sem traço, quer dizer, satisfazendo

∂iχ
(r)
ij = 0 , χ

i(r)
i = 0 , (3.80)

e
15A razão para fazer tal divisão entre as perturbações é que na ordem linear esses diferen-

tes modos estão desacoplados e a sua evolução pode ser estudada independentemente. Na
segunda ordem essa propriedade não é mais satisfeita porque as perturbações da primeira
ordem se acoplam para gerar perturbações de segunda ordem.
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Dij = ∂i∂j −
1
3δij∇

2 , (3.81)

um operador sem traço.

Devido à amplitude decrescente e por não serem geradas na presença de
campos escalares — tais como o inflaton —, as perturbações vetoriais de
primeira ordem podem ser ignoradas. As perturbações tensoriais de primeira
ordem dão uma contribuição desprezível para as perturbações de segunda
ordem e também podem ser ignoradas.16 Portanto, no que se segue vão ser
ignorados ω(1)

i , χ
(1)
i e χ(1)

ij . Sob estas condições a métrica FLRW perturbada
toma a forma

g00 = −a2(τ)(1 + 2φ(1) + φ(2)) ,

g0i = a2(τ)
(
∂iω

(1) + 1
2∂iω

(2) + 1
2ω

(2)
i

)
,

gij = a2(τ)
[
(1− 2ψ(1) − ψ(2))δij +Dij

(
χ(1) + 1

2χ
(2)
)

+ 1
2
(
∂iχ

(2)
j + ∂jχ

(2)
i + χ

(2)
ij

)]
. (3.82)

Para obter a forma contravariante da métrica (3.82) basta impor a condição
gµνg

νλ = δλµ até a segunda ordem. Após um pouco de álgebra se obtém
16O fato de as perturbações vetoriais e tensoriais serem desprezíveis na presença de

campos escalares é apresentado em detalhes na referência [104]. Contudo, como se verá
no Capítulo 4, a amplitude das perturbações tensoriais da primeira ordem na métrica é
usada para testar os modelos inflacionários.
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g00 = −a−2(τ)
(
1− 2φ(1) − φ(2) + 4(φ(1))2 − ∂iω(1)∂iω

(1)
)
,

g0i = a−2(τ)
[
∂iω(1) + 1

2
(
∂iω(2) + ωi(2)

)
+ 2

(
ψ(1) − φ(1)

)
∂iω(1)

− ∂iω(1)Di
kχ

(1)
]
,

gij = a−2
[(

1 + 2ψ(1) + ψ(2) + 4(ψ(1))2
)
δij −Dij

(
χ(1) + 1

2χ
(2)
)

− 1
2
(
∂iχj(2) + ∂jχi(2) + χij(2)

)
− ∂iω(1)∂jω(1)

− 4ψ(1)Dijχ(1) +Dikχ(1)Dj
kχ

(1)
]
. (3.83)

Com as métricas (3.82) e (3.83) é possível calcular as perturbações nas cone-
xões — também chamados de símbolos de Christoffel — Γαβγ e no tensor de
Einstein Gµ

ν até a segunda ordem.17

3.3.3 Perturbações no tensor energia–momentum

Nesta subseção consideraremos as consequências das flutuações do campo
escalar no tensor energia–momentum. Como é usual será feita a hipótese de
fluido perfeito, quer dizer, o conteúdo energético é descrito por um tensor
energia–momentum da forma (1.16), que também pode se escrever

T µν = (P + ρ)UµUν + Pδµν , (3.84)

onde a quadrivelocidade Uµ satisfaz a restrição

gµνUµUν = −1 ou gµνU
µUν = −1 . (3.85)

O tensor energia–momentum18 em (3.84) depende da quadrivelocidade Uµ,
17No Apêndice A o leitor pode encontrar as expressões detalhadas destas grandezas

reproduzidas da referência [101].
18A tensão anisotrópica Πµ

ν não é considerada na equação (3.84) porque para um fluido
perfeito ou para campos escalares minimamente acoplados com a gravidade — como no
modelo inflacionário tratado no Capítulo 2 — essa quantidade é nula. Perturbações que
consideram tensão anisotrópica são apresentadas em [104].
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da densidade ρ e da pressão P . Portanto, para obter as perturbações em
(3.84) até a segunda ordem, deve–se perturbar Uµ, ρ e P até a segunda
ordem também. Para a quadrivelocidade temos

Uµ = 1
a

(
δµ0 + vµ(1) + 1

2v
µ
(2)

)
. (3.86)

Usando as expressões para a métrica (3.82) e a quadrivelocidade (3.86) na
condição de normalização (3.85), podemos escrever as perturbações na qua-
drivelocidade em termos das perturbações na métrica como

v0
(1) = −φ(1) , (3.87)

e

v0
(2) = −φ(2) + 3(φ(1))2 + 2∂iω(1)v(1) + v

(1)
i vi(1) . (3.88)

A parte espacial da perturbação na quadrivelocidade vi(r) pode — similar-
mente ao caso das perturbações vetoriais na métrica — ser escrita como
a soma de uma contribuição irrotacional e uma outra sem divergência da
forma

vi(r) = ∂iv(r) + vi(r)L ; ∂iv
i
(r)L = 0 . (3.89)

Para calcular as componentes covariantes da quadrivelocidade se usa a mé-
trica (3.82) e a expressão contravariante da quadrivelocidade (3.86) em

Uµ = gµνU
ν , (3.90)

para obter

U0 = a
(
−1− φ(1) − 1

2φ
(2) + 1

2(φ(1))2 − 1
2v

(1)
i vi(1)

)
,

Ui = a
(
v

(1)
i + ∂iω

(1) + 1
2v

(2)
i + 1

2ω
(2)
i − φ(1)∂iω

(1) − 2ψ(1)v
(1)
i

+Dijχ
(1)vj(1)

)
. (3.91)
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Considerando a abordagem mencionada na Subseção 3.3.1 e de acordo com
as equações (3.64) e (3.65), a densidade de energia ρ(τ, xi) pode ser expressa
como

ρ(τ, xi) = ρ0(τ) + δρ(τ, xi) = ρ0(τ) + δ(1)ρ(τ, xi) + 1
2δ

(2)ρ(τ, xi) . (3.92)

Além da hipótese do fluido perfeito mencionada anteriormente, é usual supor
que a equação de estado w na equação (1.17) é constante. Assim, uma
decomposição similar a (3.92) pode ser feita para a pressão P do fluido,

δP = wδρ . (3.93)

Finalmente, com as perturbações da quadrivelocidade, da densidade e da
pressão encontradas anteriormente, é possível calcular, utilizando a equa-
ção (3.84), as perturbações para o tensor energia–momentum até a segunda
ordem. Se

T µν = T µ(0)
ν + δ(1)T µν + δ(2)T µν , (3.94)

as perturbações nas diferentes componentes são expressas por

T
0(0)
0 + δ(1)T 0

0 = −ρ0 − δ(1)ρ , (3.95)

δ(2)T 0
0 = −1

2δ
(2)ρ− (1 + w)ρ0v

(1)
i vi(1) − (1 + w)ρ0∂iω

(1)vi(1) , (3.96)

T
i(0)
0 + δ(1)T i0 = −(1 + w)ρ0v

i
(1) , (3.97)

δ(2)T i0 = −(1 + w)ρ0

[
1
2v

i
(2) +

(
ψ(1) + δ(1)ρ

ρ0
vi(1)

)]
, (3.98)

T
i(0)
j + δ(1)T ij = wρ0

(
1 + δ(1)ρ

ρ0

)
δij , (3.99)
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e

δ(2)T ij = 1
2wδ

(2)ρδij + (1 + w)ρ0v
i
(1)(v

(1)
j + ∂jω

(1)) . (3.100)

Observa–se das equações (3.96), (3.98) e (3.100) que as perturbações de se-
gunda ordem contêm contribuições de dois tipos diferentes: umas que são
intrinsecamente de segunda ordem e outras que são o produto de duas per-
turbações de primeira ordem. Isto mostra que as perturbações de primeira or-
dem se comportam como fonte para as perturbações de segunda ordem.

3.3.4 Variáveis invariantes de calibre

Na abordagem padrão do estudo do universo não–homogêneo existe um in-
conveniente que surge da liberdade na escolha do sistema de coordenadas: as
perturbações das grandezas físicas dependem da escolha do calibre. Notou–
se na Subseção 3.3.1 que há duas alternativas para solucionar esse problema.
Em uma delas, define–se variáveis que são invariantes de calibre.19 Na outra,
faz–se uma escolha de calibre para realizar todos os cálculos nele. Contudo,
a segunda opção traz como consequência a possível aparição de perturbações
sem significado físico, quer dizer, que estão associadas somente com a escolha
do sistema de coordenadas; similarmente, perturbações físicas na densidade
de energia podem ser ignoradas se uma hipersuperfície de tempo constante
é escolhida de tal forma que coincida com uma hipersuperfície de densidade
de energia constante. Nesta subseção definiremos algumas combinações line-
ares — formadas por perturbações na métrica, na densidade de energia e no
inflaton — que são invariantes de calibre e que serão fundamentais no estudo
da não Gaussianidade primordial da RCF.

Para um universo plano, a curvatura espacial intrínseca em hipersuperfícies
de tempo conforme τ constante é expressa por [107]

(3)R = 4
a2∇

2ψ̂(1) , (3.101)

sendo
19Como foi feito na referência [107].
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ψ̂(1) = ψ(1) + 1
6∇

2χ(1) , (3.102)

com ψ̂(1) usualmente chamada de perturbação na curvatura.20 Embora a
perturbação na curvatura (3.102) não seja invariante de calibre, pois a per-
turbação

ψ = ψ(1) + 1
2ψ

(2) , (3.103)

na métrica (3.82) tampouco o é, mostra–se21 que sob uma transformação de
calibre (ver equações (3.69) e (3.70)) ela se transforma em primeira ordem
como

ψ̃(1) = ψ(1) − 1
3∇

2β(1) −
a′

a
α(1) , (3.104)

e, em segunda ordem,

ψ̃(2) = ψ(2) + α(1)

[
2
(
ψ(1)′ + 2a

′

a
ψ(1)

)
−
(
a′′

a
+ a

′2

a2

)
α(1) −

a′

a
α
′

(1)

]

+ ξi(1)

(
2ψ(1)

,i −
a′

a
α

(1)
,i

)
− 1

3
(
−4ψ(1) + α(1)∂0 + ξi(1)∂i

+ 4a
′

a
α(1)

)
∇2β(1) −

1
3
(
2ω,i(1) − α

,i
(1) + ξi

′

(1)

)
α

(1)
,i −

1
3
(
2χ(1)

ij

+ ξ
(1)
i,j + ξ

(1)
j,i

)
ξj,i(1) −

a′

a
α(2) −

1
3∇

2β(2) . (3.105)

Em particular, uma transformação de calibre

τ → τ + α(1) , ξi(1) = 0 , (3.106)
20A equação (3.101) é deduzida na referência [107] com uma notação diferente da usada

aqui.
21Ver por exemplo as referências [91] e [108].
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transforma a perturbação na curvatura (3.102) da forma

˜̂
ψ(1) = ψ̂(1) − Hα(1) , (3.107)

onde foi usada a transformação

χ̃(1) = χ(1) + 2β(1) . (3.108)

A função α(1), que define a transformação (3.106), pode ser escolhida de tal
forma que não se tenham perturbações na densidade. Assim, da equação
(3.74), com δ̃(1)ρ = 0, tem–se

α(1) = −δ
(1)ρ

ρ
′
0
. (3.109)

É simples mostrar das equações (3.107) e (3.74) que sob uma transformação
de calibre (3.106), definida pela função (3.109), a grandeza

− ζ(1) ≡ ˜̂
ψ(1)|ρ = ψ̂(1) + Hδ

(1)ρ

ρ
′
0
, (3.110)

é invariante de calibre. Nota–se que −ζ(1) coincide com a perturbação na cur-
vatura ψ̂(1) quando um calibre no qual não se tem perturbações na densidade
é escolhido.22

Se o conteúdo energético for composto por vários fluidos, as perturbações na
curvatura associadas com cada componente da densidade de energia ρi, na
aproximação linear, são

ζ
(1)
i = −ψ̂(1) − H

(
δ(1)ρi
ρ
′
i

)
, (3.111)

22Por outro lado, se um calibre no qual não há perturbações na curvatura — quer dizer,
um calibre com ψ̂(1) = 0 — é escolhido, −ζ(1) corresponde às perturbações na densidade
em hipersuperfícies de curvatura uniforme.
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enquanto a perturbação total na curvatura — em primeira ordem — pode
ser escrita como

ζ(1) =
∑
i

ρ
′
i

ρ
ζ

(1)
i . (3.112)

Considerando perturbações na métrica e na densidade de energia até a se-
gunda ordem como nas equações (3.103) e (3.92) é possível mostrar que a
perturbação na curvatura em hipersuperfícies de densidade total uniforme,
quer dizer, onde δ(1)ρ = δ(2)ρ = 0, pode ser expressa por

− ζ(2) ≡ ˜̂
ψ(2)|ρ = ψ̂(2) + Hδ

(2)ρ

ρ′
− 2Hδ

(1)ρ
′

ρ′
δ(1)ρ

ρ′
− 2δ

(1)ρ

ρ′
(
ψ̂(1)′ + 2Hψ̂(1)

)
+
(
δ(1)ρ

ρ′

)2 (
Hρ

′′

ρ′
− H′ − 2H2

)
, (3.113)

sendo

ψ̂(2) = ψ(2) + 1
6∇

2χ(2) (3.114)

a perturbação na curvatura espacial intrínseca de segunda ordem.

Quando há diferentes fluidos contribuindo para a densidade de energia, cada
fluido contribuirá para a perturbação na curvatura com

− ζ(2)
i = ψ̂(2) + Hδ

(2)ρi
ρ
′
i

− 2Hδ
(1)ρ

′
i

ρ
′
i

δ(1)ρi
ρ
′
i

− 2δ
(1)ρi
ρ
′
i

(
ψ̂(1)′ + 2Hψ̂(1)

)

+
(
δ(1)ρi
ρ
′
i

)2 (
Hρ

′′
i

ρ
′
i

− H′ − 2H2
)
. (3.115)

Segundo as relações anteriores, vê–se que a perturbação — invariante de cali-
bre — na curvatura em hipersuperfícies de densidade uniforme até a segunda
ordem pode ser expressa por
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− ζ = −ζ(1) − 1
2ζ

(2) . (3.116)

3.3.5 Outras variáveis invariantes de calibre

Uma quantidade invariante de calibre que será de utilidade na parametrização
da não gaussianidade da RCF no Capítulo 5 é o potencial de Bardeen Φ [107]
definido em primeira ordem como

Φ(1) = −φ(1) + 1
a

[(
−ω(1) + χ(1) ′

2

)
a

]′
, (3.117)

onde φ(1), ω(1), χ(1) são as perturbações na métrica (3.76) e a é o fator de es-
cala. Como é mostrado na referência [102], existe uma relação muito simples
na primeira ordem entre a perturbação na curvatura em hipersuperfícies de
densidade uniforme ζ(1) e o potencial de Bardeen Φ(1) na era dominada pela
matéria expressa por

Φ(1) = 3
5ζ

(1) . (3.118)

Uma outra variável invariante de calibre é a chamada perturbação na curva-
tura em hipersuperfícies comóveis R, definida em primeira ordem como

R(1) = ψ̂(1) + Hδ
(1)ϕ

ϕ′
. (3.119)

A relação entre a perturbação na curvatura em hipersuperfícies de densidade
uniforme ζ(1) e a perturbação na curvatura em hipersuperfícies comóveis R(1)

é expressa por uma transformação de calibre

− ζ(1) = R(1) + 2ρ
9(ρ+ P )

(
k

aH

)2

φ(1) , (3.120)

como se mostra na referência [109]. Nota–se da equação (3.120) que no
super–horizonte (k � aH) as duas variáveis ζ(1) e R(1) satisfazem
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R(1) ' −ζ(1) . (3.121)

Esta relação pode ser encontrada usando a equação de continuidade (1.35),
as condições de rolamento lento do inflaton (ver Capítulo 2) durante o regime
inflacionário e a transformação de derivadas com respeito ao tempo cósmico
e ao tempo conforme. Escritas no tempo cósmico t, as perturbações na
curvatura ζ(1) e R(1) ficam

ζ(1) = ψ̂(1) +H
δ(1)ρ

ρ̇
, (3.122)

e

R(1) = ψ̂(1) +H
δ(1)ϕ

ϕ̇
. (3.123)

Com a equação de continuidade (1.35) podemos reescrever (3.122) como

ζ(1) = ψ̂(1) − δ(1)ρ

3(ρ+ P ) . (3.124)

Das equações (2.14) e (2.15) para a densidade e a pressão do inflaton — no
cenário tratado na Seção 2.2 — temos que

ρ+ P = ϕ̇2 . (3.125)

Por outro lado, considerando que no super–horizonte as amplitudes das per-
turbações do inflaton são aproximadamente constantes23 ( ˙δϕ ≈ 0) e as con-
dições de rolamento lento na equação do movimento do inflaton (2.26) se
tem

δρ ' V ′δϕ → δρ ' −3Hϕ̇δϕ , (3.126)

e portanto, com (3.125) e (3.126) em (3.124) ζ(1) fica
23Ver Seção 3.2.
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ζ(1) ' ψ̂(1) +H
δ(1)ϕ

ϕ̇
, (3.127)

que coincide com (3.123).

3.3.6 A evolução das perturbações cosmológicas

O objetivo principal deste trabalho é fazer um estudo da não gaussianidade
primordial na RCF. Isso requer — como se verá nos próximos capítulos —
conhecer a evolução temporal das não linearidades nas perturbações desde
o período inflacionário até a atualidade. Na prática, isso permite predizer o
nível da não gaussianidade em diferentes cenários para a geração das pertur-
bações cosmológicas. Nesta subseção trataremos a evolução da perturbação
na curvatura invariante de calibre −ζ, definida na Subseção 3.3.4, até a se-
gunda ordem no super–horizonte.24 Isso será feito através da equação de
continuidade (1.35).

Consideremos um cenário em que o conteúdo energético do universo é com-
posto por dois fluidos interagentes: um campo escalar homogêneo em uma
fase em que a sua pressão média é nula (ver final da Seção 2.3) e radiação.
Tal campo escalar tem, na média, uma equação de estado expressa por

wϕ =
〈
Pϕ
ρϕ

〉
= 0 , (3.128)

quer dizer, o campo escalar se comporta como um fluido de partículas não–
relativistas.25 Por outro lado, cada componente energético tem um tensor

24O limite de super–horizonte se usa porque, como se mostrará adiante no final do
capítulo, nesse limite as perturbações da curvatura não dependem do tempo. Isto permite
usar o valor da perturbação da curvatura no instante em que esta sai (entra) do horizonte.
Nota–se que pelo efeito Sachs–Wolfe (Capítulo 4) as perturbações da curvatura estão
relacionadas com um observável, a saber, as flutuações de temperatura da RCF. A RCF
fornece informação sobre a física do universo primordial, em particular sobre a época
da recombinação. Assim, estudando as propriedades estatísticas das perturbações da
curvatura no horizonte podemos testar a física do universo primordial comparando com
as observações da RCF.

25No cenário considerado aqui, também é suposto que o campo escalar decai em radiação
com uma taxa Γ.
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energia–momentum T µν(ϕ) e T
µν
(γ) cuja soma é o tensor energia–momentum total

do sistema e que satisfaz a lei de conservação

T µν;µ = 0 . (3.129)

Devido à interação entre os fluidos podemos escrever

T µν(ϕ);µ = Qν
(ϕ) , (3.130)

e

T µν(γ);µ = Qν
(γ) , (3.131)

onde os quadrivetores de transferência de energia–momentum Qν
(ϕ) e Qν

(γ)
satisfazem, como consequência da lei de conservação (3.129),

Qν
(ϕ) +Qν

(γ) = 0 . (3.132)

É conveniente decompor os quadrivetores de transferência de energia–momentum
como

Qν
(ϕ) = Q̂ϕu

ν + f ν(ϕ) , (3.133)

e

Qν
(γ) = Q̂γu

ν + f ν(γ) , (3.134)

sendo os quadrivetores f ν ortogonais à quadrivelocidade Uν do fluido, quer
dizer,

Uνf
ν = 0 . (3.135)

As equações de continuidade para o campo escalar e a radiação podem ser
obtidas multiplicando ambos os lados das equações (3.133) e (3.134) pela
quadrivelocidade Uν . Este procedimento fornece para o campo escalar
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UνT
µν
(ϕ);µ = Q̂ϕ , (3.136)

e para a radiação

UνT
µν
(γ);µ = Q̂γ . (3.137)

Mostra–se na referência [110] que, para o cenário considerado aqui, quer
dizer, um campo escalar com pressão média nula e que decai em radiação,
os coeficientes de transferência Q̂ϕ e Q̂γ são expressos em termos da taxa de
decaimento Γ por

Q̂ϕ = −Γρϕ , (3.138)

e

Q̂γ = Γργ . (3.139)

Da equação (3.111) temos que a contribuição do campo escalar para a per-
turbação total da curvatura se escreve

ζ(1)
ϕ = −ψ̂(1) − H

(
δ(1)ρϕ
ρ′ϕ

)
, (3.140)

e para a radiação

ζ(1)
γ = −ψ̂(1) − H

(
δ(1)ργ
ρ′γ

)
. (3.141)

A perturbação total na curvatura −ζ(1) na primeira ordem pode ser escrita,
de acordo com a equação (3.112), em termos das perturbações de cada com-
ponente do sistema considerado,

ζ(1) = fζ(1)
ϕ + (1− f)ζ(1)

γ , (3.142)
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com

f =
ρ
′
ϕ

ρ′
, (3.143)

e

1− f =
ρ
′
γ

ρ′
, (3.144)

definindo as contribuições do campo escalar e a radiação para a perturbação
na curvatura.

Como foi comentado anteriormente, usaremos as equações de continuidade
(3.136) e (3.137) para obter a equação de movimento da perturbação da
curvatura no super–horizonte até a segunda ordem. Começamos perturbando
os coeficientes de transferência Q̂ϕ e Q̂γ até a primeira ordem

Q̂ϕ = Qϕ + δ(1)Qϕ , (3.145)

Q̂γ = Qγ + δ(1)Qγ . (3.146)

Posteriormente se perturba o lado esquerdo das equações de continuidade
(3.136) e (3.137) usando as perturbações para a quadrivelocidade (3.86),
(3.87) e (3.89); e as perturbações para o tensor energia–momentum (3.95),
(3.97) e (3.99). Considerando somente as contribuições de primeira ordem e
usando as conexões no Apêndice A para calcular as derivadas covariantes, é
possível encontrar com este procedimento que, no limite de super–horizonte,26

o campo escalar satisfaz

δ(1)ρ
′

ϕ + 3H
(
δ(1)ρϕ + δ(1)Pϕ

)
− 3 (ρϕ + Pϕ)ψ(1)′ = aQϕφ

(1) + aδ(1)Qϕ ,

(3.147)

e a radiação
26Como apontado na referência [101], neste limite não são considerados termos com

gradientes. No tratamento que se segue, termos desse tipo não serão mais considerados.
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δ(1)ρ
′

γ+3H
(
δ(1)ργ + δ(1)Pγ

)
−3 (ργ + Pγ)ψ(1)′ = aQγφ

(1)+aδ(1)Qγ . (3.148)

Seguindo a referência [111], considerando que no cenário considerado aqui

δ(1)Pϕ = 0 e δ(1)Pγ = δ(1)ργ
3 , (3.149)

porque tanto o campo escalar como a radiação têm equações de estado cons-
tantes, as equações (3.147) e (3.148) podem ser reescritas em termos das
perturbações na curvatura ζ(1)

ϕ e ζ(1)
γ , resultando

ζ(1)′
ϕ = aH

ρ′ϕ

[
δ(1)Qϕ −

Q
′
ϕ

ρ′ϕ
δ(1)ρϕ +Qϕ

ρ
′

2ρ

(
δ(1)ρϕ
ρ′ϕ

− δ(1)ρ

ρ′

)]
, (3.150)

e

ζ(1)′
γ = aH

ρ′γ

[
δ(1)Qγ −

Q
′
γ

ρ′γ
δ(1)ργ +Qγ

ρ
′

2ρ

(
δ(1)ργ
ρ′γ
− δ(1)ρ

ρ′

)]
. (3.151)

Para generalizar as equações (3.150) e (3.151) até a segunda ordem vamos,
por simplicidade e devido à invariância de calibre de ζ, escolher o calibre
espacialmente plano definido por

ψ(r) = χ(r) = 0 . (3.152)

Nesse calibre, as perturbações na curvatura em primeira ordem (3.111) asso-
ciadas com o campo escalar e a radiação são

ζ(1)
ϕ = −H

(
δ(1)ρϕ
ρ′ϕ

)
, (3.153)

e

ζ(1)
γ = −H

(
δ(1)ργ
ρ′γ

)
. (3.154)

82



Usando as equações (3.153) e (3.154) junto com as equações de continui-
dade perturbadas até a primeira ordem (3.147) e (3.148) e escritas no calibre
(3.152), a perturbação total na curvatura da segunda ordem (3.113) pode se
reescrever como [101]

ζ(2) = −Hδ
(2)ρ

ρ′
−
[
fζ(1)

ϕ + (1− f)ζ(1)
γ

] [
f 2ζ(1)

ϕ + (1− f)(2 + f)ζ(1)
γ

]
.

(3.155)

De uma forma similar, as contribuições (3.115) do campo escalar e da radia-
ção para a perturbação na curvatura da segunda ordem podem ser expressas
por

ζ(2)
ϕ = −Hδ

(2)ρϕ
ρ′ϕ

+ [2− 3(1 + wϕ)] (ζ(1)
ϕ )2 − 2

(
a
Qϕφ

(1)

ρ′ϕ
+ a

δ(1)Qϕ

ρ′ϕ

)
ζ(1)
ϕ

−
[
a
Q
′
ϕ

Hρ′ϕ
− a

2
Qϕ

Hρ′ϕ
ρ
′

ρ

]
(ζ(1)
ϕ )2 , (3.156)

e

ζ(2)
γ = −Hδ

(2)ργ
ρ′γ

+ [2− 3(1 + wγ)] (ζ(1)
γ )2 − 2

(
a
Qγφ

(1)

ρ′γ
+ a

δ(1)Qγ

ρ′γ

)
ζ(1)
γ

−
[
a
Q
′
γ

Hρ′γ
− a

2
Qγ

Hρ′γ
ρ
′

ρ

]
(ζ(1)
γ )2 . (3.157)

A expressão (3.155) pode ser ainda escrita em uma outra forma lembrando
que no cenário que estamos considerando as equações de estado para o campo
escalar e para a radiação são respectivamente wϕ = 0 e wγ = 1

3 ; e usando
as equações (3.156) e (3.157) para expressar a perturbação na densidade de
energia total δ(2)ρ que aparece em (3.155), encontramos
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ζ(2) = fζ(2)
ϕ + (1− f)ζ(2)

γ + f(1− f)(1 + f)
(
ζ(1)
ϕ − ζ(1)

γ

)2

+2
(
a
Qϕφ

(1)

ρ′
+ a

δ(1)Qϕ

ρ′

) [
ζ(1)
ϕ − ζ(1)

γ

]

+
(
a
Q
′
ϕ

Hρ′
− a

2
Qϕ

Hρ

) [
(ζ(1)
ϕ )2 − (ζ(1)

γ )2
]
. (3.158)

Finalmente, temos as ferramentas necessárias para deduzir as equações que
governam a evolução das perturbações na curvatura em grandes escalas cor-
respondentes ao campo escalar e a radiação na segunda ordem. O proce-
dimento é similar ao realizado no caso das perturbações de primeira ordem
apresentado anteriormente. O primeiro passo é perturbar as equações de con-
tinuidade (3.136) e (3.137) até a segunda ordem na aproximação de super–
horizonte. Com este procedimento se obtém

δ(2)ρ
′

ϕ + 3H
(
δ(2)ρϕ + δ(2)Pϕ

)
− 3 (ρϕ + Pϕ)ψ(2)′ − 6ψ(1)′

[
δ(1)ρϕ + δ(1)Pϕ

+ 2 (ρϕ + Pϕ)ψ(1)
]

= a
(
δ(2)Qϕ +Qϕφ

(2) −Qϕ(φ(1))2

+ 2φ(1)δ(1)Qϕ

)
, (3.159)

e

δ(2)ρ
′

γ + 3H
(
δ(2)ργ + δ(2)Pγ

)
− 3 (ργ + Pγ)ψ(2)′ − 6ψ(1)′

[
δ(1)ργ + δ(1)Pγ

+ 2 (ργ + Pγ)ψ(1)
]

= a
(
δ(2)Qγ +Qγφ

(2) −Qγ(φ(1))2

+ 2φ(1)δ(1)Qγ

)
. (3.160)

O segundo passo consiste em escrever as equações (3.159) e (3.160) em ter-
mos das perturbações na curvatura (3.156) e (3.157), mas usando o calibre
espacialmente plano (3.152). Como resultado, as equações de evolução das
perturbações na curvatura na segunda ordem e em escalas bem fora do hori-
zonte correspondentes ao campo escalar e a radiação são expressas por
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ζ(2)′
ϕ = −aH

ρ′

[(
δ(2)Qϕ −

Q
′
ϕ

ρ′ϕ
δ(2)ρϕ

)
+Qϕ

ρ
′

2ρ

(
δ(2)ρϕ
ρ′ϕ

− δ(2)ρ

ρ′

)]

−3aQϕ
H
ρ′ϕ

(φ(1))2 − 2a H
ρ′ϕ
δ(1)Qϕφ

(1) − 2ζ(1)
ϕ ζ(1)′

ϕ

−2
[
ζ(1)
ϕ

(
a
Qϕφ

(1)

ρ′ϕ
+ a

δ(1)Qϕ

ρ′ϕ

)]′

−
[
(ζ(1)
ϕ )2

(
a
Q
′
ϕ

Hρ′ϕ
− a

2
Qϕ

Hρ′ϕ
ρ
′

ρ

)]′
, (3.161)

e

ζ(2)′
γ = −aH

ρ′

[(
δ(2)Qγ −

Q
′
γ

ρ′γ
δ(2)ργ

)
+Qγ

ρ
′

2ρ

(
δ(2)ργ
ρ′γ
− δ(2)ρ

ρ′

)]

−3aQγ
H
ρ′γ

(φ(1))2 − 2a H
ρ′γ
δ(1)Qγφ

(1) − 2ζ(1)
γ ζ(1)′

γ

−2
[
ζ(1)
γ

(
a
Qγφ

(1)

ρ′γ
+ a

δ(1)Qγ

ρ′γ

)]′

−
[
(ζ(1)
γ )2

(
a
Q
′
γ

Hρ′γ
− a

2
Qγ

Hρ′γ
ρ
′

ρ

)]′
. (3.162)

Para finalizar, faremos um comentário sobre o procedimento usado na ob-
tenção das equações da evolução da perturbação na curvatura ζ. Observa–se
das equações (3.150), (3.161), (3.151) e (3.162), que expressam, respectiva-
mente, as contribuições do campo escalar e a radiação para a perturbação
da curvatura em hipersuperfícies de densidade uniforme na primeira e na se-
gunda ordem, que quando se considera somente um fluido a perturbação na
curvatura é aproximadamente constante no super–horizonte. Nesse cenário
com só um fluido — o inflaton — o coeficiente de transferência Qi e as suas
perturbações δ(1)Qi e δ(1)Qi (com i = ϕ, γ) são nulos, e portanto

ζ(1)′ = ζ(2)′ ' 0 . (3.163)
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Nota–se, também, que, devido à relação entre a perturbação na curvatura
em hipersuperfícies de densidade uniforme ζ e a perturbação na curvatura
em hipersuperfícies comóveis R no super–horizonte (3.121), podemos escre-
ver

− ζ(1)′ ' R(1)′ ' 0 . (3.164)

Esta relação permite testar os modelos inflacionários usando as observações
da RCF. Pelo efeito Sachs–Wolfe (tratado no Capítulo 4), as flutuações de
temperatura da RCF são proporcionais, na aproximação linear, às perturba-
ções da curvatura. Pela sua origem, a RCF tem informação sobre o universo
primordial, particularmente sobre a época da recombinação. Comparando as
propriedades estatísticas das perturbações da curvatura no horizonte — para
um dado modelo do universo primordial — com as das flutuações de tem-
peratura da RCF se testa a física do universo primordial como estudaremos
nos próximos capítulos.

Neste capítulo fizemos algumas considerações gerais sobre o estudo do uni-
verso não–homogêneo. Na abordagem estudada, as grandezas físicas são
consideradas como a soma de uma grandeza homogênea e uma perturbação
que não depende só do espaço mas também do tempo. Nessa abordagem foi
encontrada uma solução exata — no regime de Sitter — para a equação de
movimento das flutuações quânticas de um campo escalar genérico. Durante
o período inflacionário é considerado que a densidade de energia do inflaton
é a componente energética dominante. Portanto, flutuações do campo esca-
lar terão como consequência perturbações no tensor energia–momentum que
por sua vez, pelo acoplamento entre a geometria e a matéria via equações
de Einstein, geram perturbações na métrica. Assim, neste capítulo também
foram estudadas as perturbações na métrica e no tensor energia–momentum.
Por outro lado, notou–se que o estudo do universo não–homogêneo com a
abordagem tratada apresenta inconvenientes relacionados com a liberdade
na escolha do calibre. No entanto, observou–se que o problema do calibre
pode ser solucionado se os cálculos forem feitos em um calibre dado ou se
são definidas variáveis independentes do calibre adotado. Nas Subseções
3.3.4 e 3.3.6 definimos a perturbação na curvatura −ζ em hipersuperfícies
de densidade uniforme e encontramos a sua evolução temporal até a segunda
ordem no super–horizonte. Mostrou–se também que no super–horizonte −ζ
é aproximadamente constante e coincide com a perturbação na curvatura em
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hipersuperfícies comóveis R. Essas quantidades são invariantes de calibre e
serão usadas no Capítulo 5 para o estudo da não gaussianidade primordial
na RCF.
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Capítulo 4

Testando a inflação com a
RCF

4.1 Introdução

No Capítulo 2 mostrou–se que um regime de expansão acelerada posterior
ao Big Bang pode resolver dificuldades do MP tais como o problema da pla-
neza (Seção 1.5.1) e do horizonte (Seção 1.5.2). O cenário mais simples do
paradigma inflacionário, isto é, um campo escalar com acoplamento mínimo
com a curvatura, foi apresentado nas Seções 2.2 e 2.3; nota–se que neste
cenário há várias possibilidades de causar um regime acelerado: o potencial
do inflaton V (ϕ) na ação (2.9), em princípio, é uma função que para resol-
ver estes problemas deve satisfazer as condições de rolamento lento (2.31).
Contudo, há várias funções V (ϕ) que satisfazem estas condições. Na Seção
2.4 se mencionaram alguns modelos inflacionários alternativos que também
podem produzir um regime acelerado no universo primordial. Assim, faz–se
necessário testar os modelos inflacionários para reduzir ou eliminar essa de-
generescência de modelos do universo primordial. Como foi mencionado no
Capítulo 1, existem vários projetos e colaborações ao redor do mundo que
buscam testar observacionalmente os modelos do universo.

O paradigma inflacionário propicia um possível mecanismo para a geração das
inomogeneidades na distribuição de energia no universo que são observadas.
Assim, levantamentos de galáxias tais como os feitos por 2dF Galaxy Redshift
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Survey [56], CfA Redshift Survey [57] e o Sloan Digital Sky Survey (SDSS)
[59, 58], e observações das anisotropias da RCF como as feitas pelo WMAP
[62], das quais pode ser extraída informação sobre a não–homogeneidade
da distribuição de matéria no universo, podem ser usados para testar os
modelos inflacionários. Contudo, como esta dissertação é dedicada ao estudo
da NG primordial da RCF, neste capítulo1 somente apresentaremos testes
do paradigma inflacionário relacionados às observações das anisotropias da
RCF.

Este capítulo está organizado da seguinte forma: na Seção 4.2 apresenta-
remos uma descrição estatística das perturbações escalares e tensoriais da
métrica (Subseção 3.3.2), a saber, o espectro de potências.2 A relação entre
as perturbações na métrica e as observações das anisotropias da RCF, assim
como as restrições observacionais mais recentes aos modelos inflacionários,
serão tratados na Seção 4.3.

4.2 O espectro de potências das perturbações
da métrica

Considerando as flutuações na métrica como campos aleatórios3 é possível
usar o seu espectro de potências para caracterizar a sua amplitude. Nesta
seção consideraremos as perturbações escalares e tensoriais da métrica até a
primeira ordem. Usaremos o cálculo da amplitude das perturbações de um
campo escalar genérico, apresentado na Seção 3.2, no cenário inflacionário es-
tudado anteriormente o qual considera que o conteúdo energético do universo
é dominado pelo inflaton. Como as equações de Einstein (1.25) relacionam
o conteúdo material do universo e a sua geometria, qualquer perturbação do
inflaton (conteúdo material) tem associadas perturbações da métrica (geo-
metria) como se verá no que segue.

1A principal referência deste capítulo é [89]. O leitor também pode achar úteis algumas
seções das referências [46] e [91].

2Para um melhor entendimento das ferramentas estatísticas usadas neste capítulo, o
leitor pode ler antes a Seção 5.2.

3São considerados campos aleatórios porque, como é tratado no Capítulo 5, pela sua
complexidade somente uma descrição estatística do universo é possível.
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4.2.1 Perturbações escalares

Para encontrar a relação entre as perturbações escalares da métrica e as
flutuações do inflaton usaremos as perturbações do tensor de Einstein δGµ

ν

que se encontram no Apêndice A (Seção A.4), e as perturbações do tensor
energia–momentum para um fluido ideal genérico apresentadas na Subseção
3.3.3; usaremos também o calibre de Poisson definido por

ω(r) = χ(r) = χ
(r)
i = 0 . (4.1)

As perturbações do tensor de Einstein em primeira ordem (A.22)–(A.24) no
calibre de Poisson são

δ(1)G0
0 = 1

a2

6H2φ(1) + 6Hψ(1)′ − 2∇2ψ(1)

 , (4.2)

δ(1)G0
i = 1

a2

(
− 2 H∂iφ(1) − 2 ∂iψ(1)′

)
, (4.3)

δ(1)Gi
j = 1

a2

(2 Hφ(1)′ + 4 a
′′

a
φ(1) − 2 H2φ(1) + ∇2φ(1) + 4 Hψ(1)′

+ 2ψ(1)′′ −∇2ψ(1)
)
δij − ∂i∂jφ(1) + ∂i∂jψ

(1)

 , (4.4)

e as perturbações do tensor energia–momentum em primeira ordem (3.95)–
(3.99) para o inflaton são expressas por

δ(1)T 0
0 = −δ(1)ρϕ , (4.5)

δ(1)T i0 = −(1 + w)ρϕvi(1) , (4.6)
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δ(1)T ij = wδ(1)ρϕδ
i
j . (4.7)

As equações de Einstein perturbadas até a primeira ordem

δ(1)Gµ
ν = κ2δ(1)T µν , (4.8)

podem se obter das equações (4.2)–(4.7). Das componentes (i− j) não dia-
gonais de (4.8) temos que

ψ(1) = φ(1) , (4.9)

resultado que é usado para escrever a componente (0−0) de (4.8) como

1
a2

6H2ψ(1) + 6Hψ(1)′ − 2∇2ψ(1)

 = −κ2δ(1)ρϕ . (4.10)

No final da Subseção 3.3.6 mostrou–se que no super–horizonte a perturbação
na curvatura em hipersuperfícies de densidade uniforme ζ é aproximada-
mente constante. Portanto, pela definição (3.110) podemos inferir que no
super–horizonte ψ(1) também é aproximadamente constante e ψ(1)′ pode ser
desconsiderado na equação (4.10). Por outro lado, podemos expandir os
campos ψ(1) e δ(1)ρϕ em ondas planas como em (3.50) e obter de (4.10) uma
equação para as amplitudes dos campos:

1
a2

6H2ψ
(1)
k − 2k2ψ

(1)
k

 = −κ2δ(1)ρϕk , (4.11)

onde foi desconsiderado o termo com ψ(1)′. Para obter uma expressão para
ψ

(1)
k de (4.11) no limite do super–horizonte, usamos o fato que H = aH;

substituindo e aplicando a condição (k � aH) na equação resultante se
obtém

ψ
(1)
k ' −

κ2δ(1)ρϕk
6H2 , (4.12)
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que, usando a equação de Friedman (1.26) para um universo plano, fica

ψ
(1)
k ' −

δ(1)ρϕk
2ρϕ

, (4.13)

que é uma relação entre as perturbações escalares da métrica e as perturba-
ções na densidade de energia do inflaton no limite do super–horizonte.

Encontraremos uma relação entre a amplitude das flutuações do inflaton δ(1)ϕ
e a perturbação escalar da métrica ψ(1) utilizando a equação (4.13). Usando
a equação de continuidade (1.35) podemos reescrever (4.13) como

ψ
(1)
k '

3H(1 + wϕ)δ(1)ρϕk
2ρ̇ϕ

. (4.14)

Utilizando esta equação na definição (3.110), a equação de continuidade
(1.35) e as expressões para a pressão (2.15) e a densidade (2.14) do infla-
ton, a amplitude — no espaço de Fourier — da perturbação da curvatura em
hipersuperfícies de densidade uniforme é expressa por

ζ
(1)
k ' (5 + 3wϕ)Hδ(1)ϕk

2ϕ̇ , (4.15)

que, considerando a equação de estado do inflaton durante o regime inflaci-
onário (wϕ ' −1), fica

ζ
(1)
k ' Hδ(1)ϕk

ϕ̇
. (4.16)

A equação (4.16) nos permite calcular o espectro de potências (3.58) ∆2
ζ a

partir de

∆2
ζ = k3

2π2

〈
|ζ(1)

k |2
〉

= k3

2π2

〈
H2

ϕ̇2 |δ
(1)ϕk|2

〉
, (4.17)
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que, usando a amplitude das flutuações do inflaton no cenário quase de Sitter4

(3.48), fica

∆2
ζ =

(
H2

2πϕ̇

)2 (
k

aH

)3−2νϕ

, (4.18)

sendo

νϕ '
3
2 + ε− ηϕ , (4.19)

ηϕ =
m2
ϕ

3H2 , (4.20)

m2
ϕ = ∂2V

∂ϕ2 , (4.21)

conforme as equações (3.10), (3.45) e (3.47).

A equação (4.18) pode ser reescrita usando a equação (1.29) para um universo
plano, junto com as equações (3.125) e (3.36), como

∆2
ζ = H2

8π2
κ2

ε

(
k

aH

)3−2νϕ

; κ2 = 8π
M2

p

= 8πG . (4.22)

Com (4.18) podemos calcular o índice espectral das perturbações escalares
(3.54) nζ

nζ − 1 =
d ln ∆2

ζ

d ln k = 3− 2νϕ . (4.23)

4O cenário de Sitter considera um fluido com equação de estado constante w = −1 e
como consequência o universo se expande exponencialmente. Contudo, este regime é pouco
realista porque não apresenta transição para o período de dominância de radiação do MP.
Por esta razão se consideram as soluções no cenário quase de Sitter que não apresenta essa
dificuldade.

93



4.2.2 Perturbações tensoriais

Para calcular o espectro de potências das perturbações tensoriais na métrica
adota–se um procedimento similar ao feito na Seção 4.2.1 com as perturba-
ções escalares. Considerando só perturbações tensoriais de primeira ordem
(ver equação (3.76)) temos

g00 = −a2(τ) ,
gij = a2(τ)

[
δij + χ

(1)
ij

]
. (4.24)

As condições (3.80) permitem apenas dois graus de liberdade ou polarizações5

+, × para a perturbação tensorial χ(1)
ij , a saber,

χ11 = −χ22 ≡ h+ , (4.25)

e

χ12 = χ21 ≡ h× . (4.26)

Como é mostrado com detalhe no capítulo 5 da referência [112], das equações
de Einstein perturbadas até a primeira ordem (4.8) e com a métrica (4.24), a
amplitude — no espaço de Fourier — de cada um dos modos de polarização
h+ e h× satisfaz a equação diferencial

h′′σk + 2a
′

a
h′σk + k2hσk = 0 , (4.27)

onde σ = +, ×. Usando
5Como se verá adiante, as amplitudes das perturbações tensoriais da métrica satisfazem

equações de onda similares às dos campos elétrico e magnético do eletromagnetismo. Para
uma onda electromagnética que se propaga em uma dada direção, o campo elétrico pode
oscilar em duas direções perpendiculares entre si e também à direção de propagação.
Essas duas direções são chamadas de polarizações da onda electromagnética. Em analogia
com o electromagnetismo, as ondas gravitacionais têm duas polarizações denotadas nesta
dissertação por + e ×.
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hσk = 2κvσk

a
, κ2 = 8π

M2
p

= 8πG , (4.28)

é possível transformar a equação (4.27) em

v′′σk +
(
k2 − a′′

a

)
vσk = 0 , (4.29)

que coincide com a equação de movimento (3.9) para as funções modo uk de
um campo escalar genérico sem massa. Usando a solução de (3.9) no cenário
quase de Sitter tratado na Seção 3.2.2 temos — usando a equação (3.48) —
que o espectro de potências das perturbações tensoriais6 da métrica é

∆2
T = 2× k3

2π2 4κ2 H
2

2k3

(
k

aH

)3−2νT
= 2κ2H2

π2

(
k

aH

)3−2νT
, (4.30)

onde o primeiro “2” no lado direito corresponde às duas polarizações e

νT '
3
2 + ε . (4.31)

O índice espectral das perturbações tensoriais é definido como

nT ≡
d ln ∆2

T

d ln k , (4.32)

que, com (4.30), fica

nT = 3− 2νT . (4.33)

As equações (4.23) e (4.33) permitem testar os modelos inflacionários. Os
índices espectrais nζ e nT são observáveis para os quais os modelos inflacio-
nários fazem predições. Por outro lado, como se verá na próxima seção, esses
observáveis podem ser extraídos das observações de flutuações da RCF. As
observações e as predições teóricas podem ser comparadas através do efeito
Sachs–Wolfe.

6Na equação (4.30) “T” refere–se a perturbações tensoriais.
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4.3 Relação com as observações

A RCF foi detectada pela primeira vez por A. Penzias e R. Wilson [44]
em 1965. Posteriormente, o satélite COBE [45] mostrou que a RCF tem
um espectro de um corpo negro a uma temperatura 2.725 ± 0.002 K (ver
figura (1.2)). O COBE também detectou anisotropias ∆T

T̄
∼ 10−5 que foram

observadas posteriormente pelo WMAP e vêm sendo observadas pela missão
PLANCK [3, 4] com uma precisão muito maior. A figura (4.1) mostra um
mapa das flutuações na temperatura da RCF, relativas à sua temperatura
média atual T̄0 = 2.725, medidas pelo WMAP durante sete anos.7

Fig. 4.1: Mapa ILC das flutuações de temperatura da RCF medidas pelo
WMAP durante sete anos. Regiões azuis e vermelhas indicam, respectiva-
mente, regiões no universo que são mais frias e mais quentes relativas à
temperatura média da RCF. A figura é da referência [24].

Quando os satélites medem as flutuações de temperatura ∆T fazem uma
7A rigor, o mapa mostrado na figura (4.1) é um mapa de flutuações de temperatura da

RCF cuja contaminação galáctica foi reduzida com um procedimento chamado de “Internal
Linear Combination” (ILC). Esse procedimento minimiza a contaminação devida à emissão
galáctica usando uma soma ponderada de 5 mapas de diferentes frequências.
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varredura esférica do céu. Assim, com cada ponto da esfera celeste,8 quer
dizer, para cada direção n̂, é associado um número que corresponde à média
de várias medições de ∆T (n̂). Portanto, tem–se uma função Θ(n) = Θ(θ, φ)
sobre a esfera que pode ser expandida usando os harmônicos esféricos Y`m(n̂)
como

Θ(n̂) ≡ ∆T (n̂)
T0

=
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

a`m Y`m(n̂) , (4.34)

sendo os momentos multipolares expressos por

a`m =
∫

dΩY ∗`m(n̂)Θ(n̂) , (dΩ = sin θdθdφ) , (4.35)

e — porque Θ(n̂) é um campo real — satisfazendo a condição de reali-
dade9

a`−m = a∗`m(−1)m , (4.36)

quer dizer, o número de modos independentes é 2` + 1. Uma ferramenta
adicional à distribuição de flutuações de temperatura da RCF na análise
estatística é o espectro de potências angulares10 que permite descrever a
informação contida em milhões de pixeis de um mapa da RCF de uma forma
muito mais compacta. Os momentos multipolares a`m podem ser combinados
para formar o espectro de potências angulares que é invariante sob rotações11

e pode ser escrito na forma

CTT
` = 1

2`+ 1
∑
m

〈a∗`ma`m〉 , ou 〈a∗`ma`′m′〉 = CTT
` δ``′δmm′ . (4.37)

8A rigor, são pequenas regiões da esfera celeste cujo tamanho depende da resolução do
instrumento.

9O “ ∗ ” nas equações (4.35) e (4.36) denota o complexo conjugado.
10Ver Seção 5.2.2 no Capítulo 5.
11Como se mostra no Capítulo 5, a equação (4.37) supõe isotropia estatística.

97



onde “TT” indica que a função de correlação de dois pontos — ou equiva-
lentemente, o espectro de potências angulares — só considera flutuações de
temperatura, e δ``′ e δmm′ são símbolos delta de Kronecker.12

Para testar os modelos inflacionários usando os dados das observações (por
exemplo, RCF ou densidade de galáxias) se relaciona a perturbação na cur-
vatura em hipersuperfícies comóveis R com o observável Q através de

Qk(τ) = TQ(k, τ, τ∗)Rk(τ∗) , (4.38)

onde Qk é a amplitude no espaço de Fourier do observável Q, τ∗ indica o
tempo da saída do horizonte (k = a(τ∗)H(τ∗)), e TQ é a função de trans-
ferência entre as flutuações da curvatura R no tempo τ∗ e as flutuações do
observável Q em um tempo posterior τ .

Como é indicado na referência [112], as flutuações de temperatura da RCF
estão relacionadas — na aproximação linear — com as perturbações na cur-
vatura através da função de transferência ∆T`(k) via

a`m = 4π(−i)` 1
(2π)3

∫
d3k∆T`(k)Rk Y

∗
`m(k̂) . (4.39)

A identidade

∑̀
m=−`

Y`m(k̂)Y`m(k̂′) = 2`+ 1
4π P`(k̂ · k̂′) , |k̂| = 1 , P`(1) = 1 , (4.40)

onde P` é o polinômio de Legendre de grau ` e a definição do espectro de
potências (3.51) junto com a equação (4.39) em (4.37) permitem escrever o
espectro de potências angulares como

CTT
` = 2

π

∫
k2dkPR(k)∆T`(k)∆T`(k) , (4.41)

12Estudos que misturam dados de flutuações de temperatura e polarizações da RCF
também se encontram na literatura [89].
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onde PR(k) é o espectro de potências para as perturbações na curvatura13

R; as funções de transferência ∆T` são calculadas numericamente usando
códigos tais como CAMB [113] e dependem dos parâmetros cosmológicos do
modelo cosmológico a testar.

Como foi estudado por Sachs e Wolfe [114], as anisotropias na RCF existem
devido à presença de flutuações na densidade de energia no universo. Em
grandes escalas angulares (`� 1000) a função de transferência ∆T`(k) é uma
função de Bessel

∆T`(k) = 1
3j`(k[τ0 − τrec]) , (4.42)

onde τrec é o tempo da recombinação. Portanto, substituindo (4.42) na equa-
ção (4.41), o espectro de potências angulares em grandes escalas é

CTT
` = 2

9π

∫
k2dk PR(k) j2

` (k[τ0 − τrec]) . (4.43)

A função de Bessel tem um pico em k[τ0 − τrec] ≈ `, quer dizer, comporta–
se de uma forma similar a uma função delta de Dirac. Considerando que
modos com k ≈ `/(τ0− τrec) dominam a integral na equação (4.43), podemos
escrever

CTT
` ∝ k3PR(k)

∣∣∣
k≈`/(τ0−τrec)

∫
d ln x j2

` (x)︸ ︷︷ ︸
∝ (`(`+1))−1

, (x ≡ k[τ0 − τrec]) , (4.44)

que por sua vez permite escrever

`(`+ 1)CTT
` ∝ ∆2

R(k)
∣∣∣
k≈`/(τ0−τrec)

∝ `nR−1 , (4.45)

usando as equações (4.22) e (4.23).

Se o espectro de potências das flutuações R é invariante de escala, quer dizer,
o índice espectral nR = 1, então a quantidade

13Note que da equação (3.121) no super–horizonte −ζ(1) ' R(1).
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C` ≡
`(`+ 1)

2π CTT
` (4.46)

é independente de `. Na figura (6.7) mostra–se o espectro de potências
angulares com os dados colhidos pelo WMAP durante sete anos.

Fig. 4.2: Espectro de potências angulares das anisotropias na temperatura
da RCF. A curva vermelha corresponde ao ajuste do modelo ΛCDM. A figura
é da referência [115].

Quando se usa uma parametrização tipo lei de potências para o espectro de
potências de R14

∆2
s (k) ≡ ∆2

R(k) ≡ k3

2π2PR(k) = As

(
k

k?

)ns−1

, (4.47)

onde As é uma constante e k? = aH indica o valor de k na saída do horizonte,
é possível restringir o índice espectral ns das perturbações escalares e a razão
r de amplitudes das perturbações tensoriais e escalares definida como

14Na equação (4.47) “s” denota perturbações escalares.
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r ≡ ∆2
T(k?)

∆2
s (k?)

. (4.48)

que usando as equações (4.30) e (4.22) (∆2
ζ = ∆2

R = ∆2
s ) é

r = 16ε . (4.49)

Segundo os dados reportados pela equipe do WMAP na referência [115], as
restrições das anisotropias da RCF para ns e r são

ns = 0.967± 0.014 e r < 0.36 (68%) . (4.50)

A figura (4.3) mostra a região permitida (68% e 95%) pelos dados da
RCF para a razão r das amplitudes das perturbações tensoriais e escalares,
e para o índice espectral ns das perturbações escalares. Nota–se de (4.50)
que os dados da RCF indicam que o espectro de potências das perturbações
na curvatura R é aproximadamente invariante de escala (ns ≈ 1) como o
cenário inflacionário prediz, e que as flutuações de temperatura da RCF são
dominadas pelas perturbações escalares com r < 0.4.

Além da análise do espectro de potências angulares das anisotropias de tem-
peratura da RCF, uma análise similar mas usando os modos de polarização
da RCF pode ser feito; na referência [89] o leitor pode encontrar uma intro-
dução a essas análises que não serão tratadas aqui.

Neste capítulo mostrou–se a relação que existe entre a perturbação da cur-
vatura ζ e as perturbações do inflaton δϕ, e foi apresentado o cálculo do
espectro de potências para ζ. Também foram consideradas as perturbações
tensoriais da métrica e o seu respectivo espectro de potências. Na Seção
4.3 tratou–se brevemente a evidência observacional dos modelos inflacioná-
rios relacionada com as anisotropias da RCF. Em particular, mostrou–se a
relação entre o espectro de potências das perturbações escalares da métrica
e o espectro de potências angulares das flutuações de temperatura na RCF.
Notou–se que os dados do WMAP indicam um espectro de potências para
as perturbações escalares que é aproximadamente invariante de escala con-
sistente com as predições do paradigma inflacionário. Contudo, ainda são
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Fig. 4.3: Restrições do WMAP para a razão r das amplitudes de perturbações
tensoriais e escalares e para índice espectral ns das perturbações escalares. A
figura é da referência [115].

numerosos os modelos inflacionários que satisfazem as restrições observaci-
onais — não só as apresentadas aqui— e formas mais efetivas de restringir
observacionalmente os modelos inflacionários se fazem necessárias. Testar a
NG primordial dos modelos inflacionários e das anisotropias da RCF é uma
possível solução para essa dificuldade.
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Capítulo 5

Estatística, cosmologia e mapas
simulados da RCF

5.1 Introdução

Observações cosmológicas recentes, particularmente os levantamentos de ga-
láxias e as observações das anisotropias da RCF, permitem testar os modelos
do universo primordial através das propriedades estatísticas dos dados ob-
tidos dessas observações. Em particular, notou–se no Capítulo 4 que as
observações da RCF feitas pelo WMAP são compatíveis com um espectro de
potências que é aproximadamente invariante de escala (ns ≈ 1) ou, em outras
palavras, as flutuações na temperatura da RCF apresentam uma distribuição
aproximadamente gaussiana. Este fato é compatível não só com as predições
dos modelos inflacionários de só um campo escalar (Seção 2.2), mas também
com outros modelos inflacionários com diferentes motivações teóricas [95],
[116]. Assim, existe uma degenerescência nos modelos inflacionários que só
pode ser resolvida pelas observações e, portanto, novas formas de testar a
física do universo primordial são necessárias. Existem pelo menos quatro
observáveis que podem ajudar a distinguir observacionalmente dentre esses
modelos inflacionários, a saber: a) a dependência com a escala do espectro
de potências definida como
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ns − 1 ≡ d ln ∆2
s

d ln k ,

(
∆2

s (k) ≡ k3

2π2PR(k)
)
, (5.1)

que, como se notou acima, não resolve a degenerescência, b) a detecção do
modo de polarização das ondas gravitacionais primordiais, c) a razão r das
amplitudes das perturbações tensoriais e escalares, e d) a não–gaussianidade
(NG) primordial.

A detecção de um nível de NG primordial alto (por exemplo, f local
NL

>∼ 30) pela
missão PLANCK nos dados das flutuações de temperatura da RCF pode
ser determinante na discriminação dos modelos inflacionários.1 Os modelos
inflacionários simples supõem que:

1. Existe somente um campo escalar que é o conteúdo energético domi-
nante do universo primordial;

2. A lagrangiana tem termos cinéticos canônicos (1
2∂µϕ∂

µϕ);

3. As condições de rolamento lento (2.32) são satisfeitas;

4. Um determinado estado de vácuo inicial.2

Nas referências [117] e [118] foi mostrado que neste tipo de modelos inflacio-
nários o nível de NG primordial pode ser expresso em termos dos parâmetros
de rolamento lento e resulta ser desprezível (f local

NL
<∼ 10−6) e não–detectável

com a precisão dos instrumentos atuais.3 Por outro lado, encontra–se na
literatura que um nível detectável de NG primordial é produzido quando nos
modelos inflacionários alguma ou várias das 4 condições acima não são satis-
feitas [89]. Assim, o estudo da NG primordial é importante porque permite
discriminar de uma forma eficaz os modelos do universo primordial.

Nesta dissertação4 nos concentraremos no estudo da NG primordial usando
1Independente do índice espectral ns das perturbações escalares e da razão r das am-

plitudes das perturbações tensoriais e escalares tratados no Capítulo 4.
2Por exemplo o vácuo de Bunch–Davies usado no Capítulo 3.
3O WMAP conseguiu medir níveis da NG primordial f local

NL
<∼ 102. Espera–se que a

missão PLANCK poderá reduzir a incerteza na estimativa observacional do nível de NG
primordial por un fator 4.

4As principais referências para este capítulo são [101], [89], [119], [2], [120], [121], [115],
[122] e [1].
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os dados da RCF.5 A análise estatística dos dados obtidos das observações
é fundamental para a cosmologia atual. Na Seção 5.2 apresentaremos al-
gumas ferramentas estatísticas usadas nesta dissertação. Em particular, o
biespectro é a forma padrão de predizer o nível de NG primordial nos mo-
delos inflacionários e será estudado no contexto das observações da RCF na
Seção 5.3. Finalmente, na Seção 5.4, estudamos os mapas simulados de flu-
tuações de temperatura da RCF que são úteis para testar a sensibilidade
dos estimadores estatísticos usados para a análise de NG dos dados da RCF
e também para estimar quantitativamente a contribuição não primordial às
flutuações de temperatura da RCF.

5.2 Um pouco de estatística das perturba-
ções cosmológicas

Na atualidade existem vários projetos que fazem observações cosmológicas
de diversa natureza que permitem testar os modelos do universo. Há um
número enorme de dados para os quais a análise estatística é fundamental.
Nesta seção, baseada nas notas de aula do professor Hiranya Peiris que se
encontram no sitio web [127] da professora Licia Verde, apresentamos breve-
mente algumas ferramentas estatísticas usadas em cosmologia.

5.2.1 Funções de correlação e funções espectrais

Quando se estudam sistemas com um número de partículas comparável ao
número de Avogadro (1023) — um gás de partículas interagentes, por exem-
plo — não é possível resolver exatamente, pela sua complexidade, o sistema
de equações diferenciais de movimento de cada uma das partículas. Para
descrever tais sistemas se usa a mecânica estatística. Imagina–se que existe
um conjunto de N de sistemas idênticos, que chamaremos de “ensemble”,
tal que cada configuração do sistema original — por exemplo, na distribui-
ção de energia entre as partículas — tem uma probabilidade de ocorrência.

5A NG primordial também pode ser estudada no contexto das perturbações na densi-
dade de matéria ou “Large Scale Structure”. Algumas referências são [123], [124], [125] e
[126].
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Tendo a distribuição de probabilidade de uma dada grandeza física para as
diferentes configurações do sistema é possível calcular as suas propriedades
estatísticas.

Uma analogia pode ser estabelecida em cosmologia considerando que: a) só
temos um universo para realizar observações ou medições e b) a sua complexi-
dade não permite descrevê–lo exatamente, somente uma descrição estatística
é possível. Imagina–se N universos idênticos ao nosso — conjunto chamado
de ensemble — onde cada estado do nosso universo, quer dizer, uma confi-
guração dos diferentes campos cosmológicos que descrevem o universo, tem
associada uma probabilidade de ocorrência.6 Um desses campos cosmológi-
cos, por exemplo, é a densidade de contraste, δ(x), usada para descrever a
distribuição de massa no universo e definida como

δ(x) ≡ δρ(x)
〈ρ〉

= ρ(x)− 〈ρ〉
〈ρ〉

, (5.2)

onde x são as coordenadas espaciais comóveis, ρ(x) é a densidade de matéria
e 〈ρ〉 o seu valor médio.7 Para um dado modelo cosmológico é possível
predizer as propriedades estatísticas dos campos cosmológicos (densidade de
contraste, flutuações na temperatura da RCF, etc.) que descrevem o estado
do universo.8 Essas propriedades estatísticas são calculadas a partir de dados
observacionais e comparadas com as predições teóricas dos diferentes modelos
cosmológicos com o objetivo de testá–los.

Para descrever as propriedades estatísticas dos campos cosmológicos no uni-
verso observável se usam as funções de correlação ou as suas transformadas
de Fourier, as funções espectrais, como apresentaremos abaixo.

Como a configuração de campos que descrevem o universo pode ser tratada
como uma realização aleatória do “ensemble”, considera–se um campo alea-

6Em outras palavras, nessa interpretação, nosso universo é uma realização aleatória do
ensemble.

7Deve–se entender 〈 〉 como um valor médio no ensemble. No Capítulo 3 se usou a
mecânica quântica para descrever as flutuações de um campo escalar no modelo inflacio-
nário mais simples. Nesse contexto, 〈 〉 também pode se entender como o valor esperado
definido na mecânica quântica.

8Neste apêndice estudamos as propriedades estatísticas desses campos cosmológicos
assumindo que as simetrias de isotropia e homogeneidade (principio cosmológico) são res-
peitadas.
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tório g(x)9 — em cada ponto x, g(x) é algum número aleatório — cujo valor
médio é

〈g(x)〉 = 0 , ∀x , (5.3)

no ensemble.10 A probabilidade de ocorrência de cada configuração do campo
g(x) é um funcional P [g(x)]. As funções de correlação dos campos são valores
esperados — ou valores médios — de produtos de campos em diferentes
pontos do espaço. A função de correlação de dois pontos é

ξ(x,y) ≡ 〈g(x) g(y)〉 =
∫
Dg P [g] g(x) g(y)

≡
∏
g

∫ ∞
−∞

. . .
∫ ∞
−∞

P [g] g(x) g(y) d3x d3y , (5.4)

onde Dg indica que a integral é uma integral funcional ou integral de traje-
tória sobre as diferentes configurações do campo.11

Entende–se por homogeneidade estatística que as propriedades estatísticas
de um campo aleatório g(x) não devem diferir sob a ação de uma traslação
por um vetor constante a, definida pelo operador T̂a como

T̂a g(x) ≡ g(x− a) , (5.5)

ou seja,

P [ g(x) ] = P [ g(x− a) ] , (5.6)

a probabilidade de ocorrência da configuração g(x) do campo não depende
do ponto do espaço. Em termos da função de correlação (5.4), a condição de
homogeneidade estatística se escreve

9No presente trabalho, por exemplo, estudou–se o campo das flutuações de temperatura
da RCF.

10Se a condição (5.3) não for satisfeita, podemos considerar o campo g(x)− 〈g(x)〉 que
satisfaz a condição sem problema.

11Na integração comum se soma uma função f(x) sobre um conjunto contínuo de valores
x. Na integração funcional de um funcional G[f ] se soma sobre um conjunto contínuo de
funções f .
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ξ(x,y) = ξ(x− a,y− a) ∀ a ,
ξ(x,y) = ξ(x− y) , (5.7)

equação que expressa que a função de correlação de dois pontos só depende
do vetor separação dos dois pontos, quer dizer, a sua forma funcional é tal
que só tem um argumento (o vetor x− y).

Entende–se por isotropia estatística de um campo g(x) a invariância das
propriedades estatísticas do campo aleatório sob a ação de uma rotação do
sistema de coordenadas, definida pelo operador R̂ como

R̂ g(x) ≡ g(R̂−1 x) . (5.8)

A isotropia estatística pode ser expressa como

P [ g(x) ] = P [ R̂ g(x) ] , (5.9)

ou seja, a probabilidade de ocorrência da configuração g(x) do campo não
depende da direção no espaço. Em termos da função de correlação (5.4), a
isotropia estatística é escrita como

ξ(x,y) = ξ(R̂−1 x, R̂−1 y) , ∀R̂. (5.10)

Combinando homogeneidade estatística (5.7) e isotropia estatística (5.10),
temos que

ξ(x,y) = ξ(x− y) = ξ(R̂−1 (x− y)) , (5.11)

ou seja, a função de correlação deve satisfazer

ξ(x,y) = ξ(|x− y|) , (5.12)

expressão que significa que a função de correlação de dois pontos só depende
da magnitude do vetor separação dos dois pontos, quer dizer, a sua forma
funcional é tal que só tem um argumento ( |x− y|).
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Sob determinadas condições também é possível examinar homogeneidade e
isotropia estatística do campo g(x) no espaço de Fourier. Podemos escre-
ver

g(x) = 1
(2π)3

∫
d3k g(k) exp(ik · x) , (5.13)

e

g(k) = 1
(2π)3

∫
d3x g(x) exp(−ik · x) , (5.14)

de onde se nota que, se o campo g(x) é real, a condição

g(k) = g∗(−k) , (5.15)

onde “ ∗ ” denota o complexo conjugado, é satisfeita. Sob uma traslação T̂a,
a equação (5.14) produz

T̂a g(k) = g(k) exp(−k · a) , (5.16)

onde se usou (5.5) e uma substituição simples. Se a função de correlação de
dois pontos no espaço de Fourier é invariante sob translações, deve satisfa-
zer

〈g(k) g∗(k′)〉 = 〈T̂a g(k) T̂a g
∗(k′)〉 , (5.17)

que usando (5.16)

〈g(k) g∗(k′)〉 = 〈g(k) g∗(k′)〉 exp(−i(k− k′) · a)
= F (k) δ(3)(k− k′) ∀a , (5.18)

onde a função δ(3)(k − k′) aparece para garantir que a função de correlação
e F (k) são funções reais.
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Por outro lado, sob rotações a equação (5.14) produz

R̂ g(k) = g(R̂−1 k) , (5.19)

onde foi usada a equação (5.8) e o fato que o produto escalar é invariante sob
rotações, quer dizer R̂−1k · R̂−1x = k · x. Se a função de correlação de dois
pontos no espaço de Fourier é invariante sob rotações, deve satisfazer

〈g(k) g∗(k′)〉 = 〈R̂ g(k) [R̂ g(k′)]∗〉 , (5.20)

que usando (5.19) fica

〈R̂ g(k) [R̂ g(k′)]∗〉 = 〈g(R̂−1 k)g∗(R̂−1 k′)〉 = F (R̂−1 k) δ(3)(k− k′) . (5.21)

Combinando homogeneidade (5.18) e isotropia (5.21) estatística da função
de correlação de dois pontos no espaço de Fourier, temos que

F (R̂−1 k)δ(3)(k− k′) = F (k)δ(3)(k− k′) , (5.22)

quer dizer,

F (R̂−1 k) = F (k) , (5.23)

que é satisfeita somente se F (k) = F (k), ou seja, F é uma função real que
só depende da magnitude do vetor de onda. Podemos definir o espectro de
potências, Pg(k), de um campo homogêneo e isotrópico, g(x), como

〈g(k) g∗(k′)〉 = (2π)3Pg(k) δ(3)(k− k′) . (5.24)

Da definição (5.4) para a função de correlação de dois pontos no espaço real
e a equação (5.13) obtemos
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ξ(x,y) = 1
(2π)3

1
(2π)3

∫
d3k d3k′ 〈g(k) g∗(k′)〉 exp(ik · x) exp(−ik′ · y) .

(5.25)

Substituindo (5.24) em (5.25) encontramos que a função de correlação de dois
pontos no espaço real está relacionada com o espectro de potências através
de

ξ(|x− y|) = 1
(2π)3

∫
d3kPg(k) exp(ik · (x− y)) , (5.26)

ou seja, a função de correlação de dois pontos no espaço real é a transformada
de Fourier do espectro de potências. Tomando k · (x − y) = k|x − y| cos θ;
usando

∆2
g(k) ≡ k3Pg(k)

2π2 ; (5.27)

e também o resultado

∫ π

0
sin θ exp(ik|x− y| cos θ)dθ = 2j0(k |x− y|) ; (5.28)

e usando o elemento de volume em coordenadas esféricas na equação (5.26),
podemos escrever

ξ(|x− y|) =
∫

∆2
g(k) d ln k j0(k |x− y|) , (5.29)

onde j0 é a função de Bessel esférica de ordem zero. Nota–se da equação
(5.29) que a variância do campo g(x), ξ(x,x) = 〈g2(x)〉, é expressa por

ξ(0) =
∫

∆2
g(k) d ln k . (5.30)

Em geral, para uma função distribuição de probabilidade f(ς) de um campo
aleatório ς(x, t), temos
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f(ς) > 0 e
∫ ∞
−∞

f(ς) dς = 1 . (5.31)

Por outro lado, existem infinitos momentos que caracterizam a função de
distribuição f(ς). Os primeiros 4 momentos são expressos por

µ1 = 〈ς〉 =
∫
ς f(ς) dς , (5.32)

µ2 =
∫

(ς − 〈ς〉)2 f(ς) dς , (5.33)

µ3 = 1
µ

3/2
2

∫
(ς − 〈ς〉)3 f(ς) dς , (5.34)

µ4 = 1
µ2

2

∫
(ς − 〈ς〉)4 f(ς) dς . (5.35)

Para reproduzir uma função distribuição de probabilidade gaussiana somente
são necessários os primeiros dois momentos µ1 e µ2, ou seja, ela pode ser
escrita como

f(ς) = 1√
2πµ2

exp(−(ς − µ1)2

2µ2
) . (5.36)

Os momentos ímpares não nulos diferentes do valor médio µ1 e os momentos
pares µ4, µ6, µ8, . . . , que não podem se escrever em termos da variância
µ2 caracterizam a NG de uma função distribuição de probabilidade, como
por exemplo, na assimetria na função de distribuição ou na presença de um
máximo mais ou menos pronunciado que no caso gaussiano.

Como se notou anteriormente (ver equação (5.30)), a variância µ2 de um
campo aleatório com valor médio nulo está relacionada com o espectro de
potências. Relações similares entre os momentos de uma função distribuição
de probabilidade de um campo aleatório g(x) e as suas funções espectrais —
transformadas de Fourier das funções de correlação no espaço real — podem
ser estabelecidas [128]. Temos
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µ2 = 1
(2π)3

∫
Pg(k) d3k , (5.37)

µ3 = 1
µ

3/2
2

1
(2π)6

∫
Bg(k1, k2, k3) d3k1 d

3k2 , (5.38)

µ4 = 1
µ2

2

1
(2π)9

∫
Tg(k1, k2, k3, k4) d3k1 d

3k2 d
3k3 , (5.39)

onde Pg(k), Bg(k1, k2, k3) e Tg(k1, k2, k3, k4) são, respectivamente, o espectro
de potências, o biespectro e o triespectro do campo g(x) que por sua vez
podem ser definidos — supondo homogeneidade e isotropia estatística —
usando as funções de correlação de dois, três e quatro pontos no espaço de
Fourier como12

〈gk1 gk2〉 ≡ (2π)3 δ(3)(k1 + k2)Pg(k) , (5.40)

〈gk1 gk2 gk3〉 ≡ (2π)3 δ(3)(k1 + k2 + k3)Bg(k1, k2, k3) , (5.41)

e

〈gk1 gk2 gk3 gk4〉 ≡ (2π)3 δ(3)(k1 + k2 + k3 + k4) Tg(k1, k2, k3, k4) . (5.42)

5.2.2 O espectro de potências angulares

Se um campo aleatório f está definido sobre a esfera, é mais conveniente usar
os harmônicos esféricos como uma base ortonormal, em lugar de ondas planas
como na equação (5.13). Assim, para um campo f(n̂) = f(θ, φ) temos

f(n̂) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

a`m Y`m(n̂) , (5.43)

12Note que a equação (5.40) pode ser transformada na equação (5.24) usando (5.15).
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onde n̂ é um vetor unitário e, pela ortonormalidade dos harmônicos esféricos,
os coeficientes multipolares a`m são expressos por

a`m =
∫
dn̂ f(n̂)Y ∗`m(n̂) , (5.44)

e satisfazem

a∗`m = (−1)m a`−m (Y ∗`m = (−1)m Y`−m) , (5.45)

quando f(n̂) é um campo real.

De uma forma análoga à da Seção 5.2.1 discutiremos o espectro de potências
para uma função sobre a esfera. A função de correlação de dois pontos neste
caso é

ξ(n̂1, n̂2) = 〈f(n̂1) f(n̂2)〉 . (5.46)

A isotropia estatística requer que a função de correlação de dois pontos (5.46)
seja invariante sob rotações, quer dizer,

〈Df(n̂1)Df(n̂2)〉 = 〈f(n̂1) f(n̂2)〉 , (5.47)

onde D = D(α, β, γ) denota uma matriz de rotação sobre a esfera, sendo α, β
e γ os ângulos de Euler. Substituindo (5.43) em (5.47) se obtém [101]

〈a`1m1 a
∗
`2m2〉 =

∑
m
′
1,m

′
2

〈a`1m′1 a
∗
`2m

′
2
〉D(`1)

m
′
1 m1

D
(`2) ∗
m
′
2 m2

. (5.48)

Pode ser mostrado, da equação (5.48) e pelas propriedades das matrizes de
rotação D, que se a função de correlação de dois pontos para os coeficientes
multipolares tem a forma

〈a`1m1 a
∗
`2m2〉 = 〈C`1〉 δ`1`2 δm1m2 , (5.49)

onde δ`1`2 e δm1m2 são símbolos delta de Kronecker, e 〈C`1〉 é o espectro de
potências angulares — análogo de Pg(k) na equação (5.24) — do campo f(n̂),
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é invariante sob rotações na esfera. Portanto, a condição de isotropia esta-
tística implica que a matriz de covariância 〈a`1m1a

∗
`2m2〉 de a`m seja diagonal.

Com a equações (5.43) e (5.49) em (5.46) obtemos

〈f(n̂1)f(n̂2)〉 =
∞∑
`1=0

`1∑
m1=−`1

∞∑
`2=0

`2∑
m2=−`2

〈a`1m1 a
∗
`2m2〉Y`1m1(n̂1)Y ∗`2m2(n̂2)

=
∑
`

〈C`〉
∑
m

Y`m(n̂1)Y ∗`m(n̂2) ,

=
∑
`

〈C`〉
2`+ 1

4π P`(n̂1 · n̂2) = C(θ) , (5.50)

onde n̂1 · n̂2 = cos θ e P` é o polinômio de Legendre de grau `. Assim, a
função de correlação de dois pontos para um campo aleatório com isotropia
estatística e definido sobre a esfera só depende do ângulo entre duas direções.
De (5.50) a variância do campo é expressa por

C(0) =
∑
`

2`+ 1
4π 〈C`〉 . (5.51)

Finalmente, notamos que usando a ortogonalidade dos polinômios de Legen-
dre em (5.50), podemos obter o espectro de potências angulares

〈C`〉 = 2π
∫ 1

−1
d cos θ C(θ)P`(cos θ) . (5.52)

5.3 Estimativa da NG primordial: o biespec-
tro

As predições do nível de NG primordial para os diferentes modelos inflaci-
onários são importantes porque podem permitir discriminar quais modelos
são compatíveis com as observações, mas existem na literatura várias formas
de buscar a NG primordial [120]. Contudo, foi mostrado nas referências [129]
e [130] que o biespectro, usado pela equipe do WMAP na análise de dados
da RCF, é um estimador ótimo para a detecção da NG, no sentido de que
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ele satura a desigualdade de Cramer–Rao.13 No que se segue se usará este
estimador.

Uma forma de estudar o afastamento de uma distribuição da gaussianidade
é através de momentos de ordem superior a µ2 ou, equivalentemente, funções
espectrais além do espectro de potências14 (Seção 5.2). A função de correla-
ção de três pontos da perturbação da curvatura ζ no espaço de Fourier pode
ser definida, conforme a equação (5.41), como

〈ζk1 ζk2 ζk3〉 ≡ (2π)3 Bζ(k1, k2, k3) δ(3)(k1 + k2 + k3) , (5.53)

onde Bζ(k1, k2, k3) é o biespectro da perturbação da curvatura ζ. Porém, na
literatura é usual encontrar o biespectro definido em termos do potencial de
Bardeen Φ [107]. Isto porque pelo efeito Sachs–Wolfe, tratado no Capítulo
4, sabemos que em grandes escalas angulares (` ∼ 10 ou θ ∼ 7◦) e na
aproximação linear, existe uma relação entre as flutuações na temperatura
da RCF e o potencial de Bardeen Φ expressa por

∆T
T

= −Φ
3 = −ζ5 , (5.54)

onde foi usada a relação (3.118) entre o potencial de Bardeen Φ e a pertur-
bação da curvatura ζ na era dominada pela matéria.15 Usando as equações
(5.53) e (3.118) podemos escrever

〈Φ(k1)Φ(k2)Φ(k3)〉 = (2π)3 BΦ(k1, k2, k3) δ(3)(k1 + k2 + k3) , (5.55)

onde Φ(k) é a transformada de Fourier do potencial de Bardeen e BΦ o seu
biespectro, que pode ser escrito como

13Em estatística, a desigualdade de Cramer–Rao estabelece um limite inferior para a
variância de um dado estimador estatístico.

14Estas funções são identicamente nulas se a distribuição é gaussiana.
15Através da relação (5.54) se estabelece uma conexão entre as propriedades estatísti-

cas do observável ∆T
T

e as funções espectrais associadas com Φ ou ζ que são, em geral,
dependentes do modelo inflacionário. Portanto, conhecendo as funções espectrais das per-
turbações da curvatura para algum modelo cosmológico do universo primordial, podemos
rejeitar ou aceitar o modelo porque as propriedades estatísticas das flutuações na tempe-
ratura da RCF são conhecidas com alguma precisão.
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BΦ(k1, k2, k3) = fNL F (k1, k2, k3) , (5.56)

onde a função F (k1, k2, k3) é chamada de forma do biespectro, e fNL é uma
constante sem dimensões chamada de amplitude do biespectro que pode ser
restringida pelas observações da RCF como se discutirá adiante. Tanto a
amplitude fNL como a função forma F (k1, k2, k3) podem, em princípio, ser
calculados teoricamente para diferentes modelos do universo primordial. Por-
tanto, uma estimativa observacional da amplitude do biespectro é uma forma
de testar observacionalmente os modelos do universo primordial.

A função

δ(3)(k1 + k2 + k3) , (5.57)

na equação (5.55), impõe a condição

k1 + k2 + k3 = 0 , (5.58)

nos vetores de onda das perturbações da curvatura Φ, ou seja, eles formam
triângulos no espaço de Fourier. Ao longo dos últimos 15 anos vários tra-
balhos foram feitos e resulta que o máximo da função de correlação ocorre
para diferentes configurações triangulares dos vetores de onda (k1,k2,k3)
(ver figura 5.1). Algumas formas estudadas são:

1. Local ou “squeezed”: k1 ≈ k2 � k3.

2. Elongada: k1 = k2 + k3.

3. Dobrada ou “folded”: k1 = 2k2 = 2k3.

4. Isósceles: k2 = k3.

5. Equilátera: k1 = k2 = k3.

Mostra–se que, a forma local, que pode ser expressa por [120]

Flocal(k1, k2, k3) = 2 [PΦ(k1)PΦ(k2) + PΦ(k2)PΦ(k3) + PΦ(k3)PΦ(k1)] ,
(5.59)
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Fig. 5.1: Algumas configurações dos vetores de onda nas funções forma do
biespectro: a) Local ou “squeezed”, b) Elongada, c) “folded”, d) Isósceles e f)
Equilátera. Figura da referência [120].

onde PΦ é o espectro de potências do potencial de Bardeen. Em [117] e [118]
foi mostrado que os modelos inflacionários mais simples — como o tratado
na Seção 2.2 — predizem um biespectro da forma local cuja amplitude pode
ser expressa em termos dos parâmetros de rolamento lento e é desprezível,
isto é f local

NL
<∼ 10−6.

Um outro resultado de grande importância foi encontrado na referência [131].
Ele asegura que todos os modelos de um campo escalar independentemente da
forma do potencial, do termo cinético e do estado de vácuo inicial, predizem
que, no limite k1 = k2 e k3 → 0, o biespectro da forma local é

BΦ(k1, k1, k3 → 0) ' 5
3(1− ns)PΦ(k1)PΦ(k3) , (5.60)

ou seja, o biespectro da forma local das perturbações da curvatura Φ acopla
flutuações de comprimento de onda curto (k1) com flutuações com compri-
mento de onda longo k3 (λ→∞⇒ k3 → 0), através do espectro de potências
PΦ. Usando (5.56) e o valor de ns = 0.967 — limite do WMAP expresso em
(4.50) —, de (5.60) obtemos
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f local
NL ' 0.01375 , (5.61)

e para um espectro de potências invariante de escala (ns = 1)

f local
NL = 0 , (5.62)

de acordo com o esperado para uma distribuição gaussiana das flutuações
de temperatura da RCF. Os limites observacionais mais recentes do WMAP
para o parâmetro f local

NL são [115]

f local
NL = 32± 21 (1σ) e − 10 < f local

NL < 74 (2σ) , (5.63)

e espera–se que a missão PLANCK reduza as incertezas no parâmetro f local
NL

por um fator 4.

5.4 Mapas simulados das flutuações de tem-
peratura da RCF

Os mapas simulados da RCF são importantes pelo menos por duas razões. A
primeira é que permitem testar a sensibilidade dos estimadores estatísticos
usados para a análise dos mapas obtidos a partir dos dados observacionais
da RCF, como será feito no Capítulo 6. A segunda é porque permitem
estimar quantitativamente a contribuição das anisotropias secundárias ou
efeitos contaminantes das flutuações primordiais da RCF e também os efeitos
instrumentais na estimativa observacional do nível de NG.

Das diferentes funções–forma do biespectro F (k1, k2, k3) das flutuações de
temperatura da RCF, a que parece ter uma relevância maior é a do tipo
local. Os modelos com só um campo escalar predizem um biespectro do tipo
local com uma amplitude que não é detectável pelos instrumentos atuais.
Assim, a detecção de um nível de NG alto (f local

NL
>∼ 30) será crucial para o

esclarecimento da física que descreve o universo primordial.
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Mapas simulados das flutuações de temperatura da RCF com NG do tipo
local foram gerados pela equipe do WMAP para estimar a significância es-
tatística dos dos estimadores de NG dos dados da RCF [132]. O algoritmo
usado para gerar esses mapas foi modificado para ser mais preciso e eficiente
assim como para produzir mapas de polarização [133]. Posteriormente, em
[134], o algoritmo foi otimizado novamente reduzindo o consumo de memória
e o tempo de computação. No que se segue apresentaremos brevemente o
algoritmo usado para simular mapas de flutuações de temperatura da RCF
com NG do tipo local.

Como foi notado na Seção 5.2.2, uma função f(n̂) sobre a esfera pode ser
expandida em harmônicos esféricos como

f(n̂) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

a`m Y`m(n̂) ,

conforme (5.43), onde a`m são os coeficientes multipolares. Por outro lado,
como os harmônicos esféricos Y`m(n̂) são funções conhecidas, um conjunto
de coeficientes multipolares {a`m} define uma função sobre a esfera através
da equação (5.43). Com as observações das flutuações de temperatura da
RCF (feitas, por exemplo, por COBE, WMAP ou PLANCK) são construí-
das funções discretas sobre a esfera celeste16 S2 cujas projeções Mollweid são
os mapas das flutuações de temperatura da RCF.17 Esses mapas por sua vez
podem ser expandidos em harmônicos esféricos para obter conjuntos de co-
eficientes multipolares {a`m} que os caracterizam univocamente. Por outro
lado, se um conjunto de coeficientes multipolares {a`m} é gerado — tendo em
conta a física da RCF —, produz um mapa de flutuações de temperatura da
RCF. Portanto, para simular um mapa da RCF deve–se implementar uma
forma para gerar um conjunto de {a`m}. Essa implementação deve consi-
derar que pelo efeito Sachs–Wolfe (ver equação (5.54)) existe uma relação
de proporcionalidade entre o campo de flutuações de temperatura da RCF,

16A esfera é dividida em pixeis, cujo tamanho depende da resolução do instrumento e
cuja forma depende da forma de divisão (ver, por exemplo, a partição Healpix da esfera,
na figura (6.3), no Capítulo 6) da esfera. Com cada pixel se associa uma medição de
temperatura da RCF. O conjunto de todas essas medições define uma função discreta
sobre a esfera.

17Com esta consideração, de agora em diante consideraremos uma função sobre a esfera
e um mapa como termos sinônimos.
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∆T
T

(n), e o campo de perturbações da curvatura, Φ(r). De acordo com essa
relação de proporcionalidade se conclui que as propriedades estatísticas de
Φ(r) e do observável ∆T

T
(n) são similares.

Como se discutiu no Capítulo 4, as observações de flutuações de tempera-
tura da RCF indicam uma distribuição aproximadamente gaussiana (ns ≈ 1).
Outro fato a considerar no algoritmo que simula os mapas da RCF é que os
modelos inflacionários de só um campo escalar predizem uma NG do tipo
local pequena (f local

NL ∼ 10−6). Portanto, como o algoritmo pretende simu-
lar mapas da RCF com NG do tipo local é razoável fazer um tratamento
perturbativo.

Como as observações indicam que a distribuição do campo ∆T
T

(n) é aproxi-
madamente gaussiana, a distribuição do potencial de Bardeen Φ(r) também
deve satisfazer essa propriedade. Uma possível parametrização para o poten-
cial de Bardeen Φ(r), que satisfaz essa condição, é

Φ(r) = ΦL(r) + f local
NL ΦNL(r) , (5.64)

onde

ΦNL(r) = Φ2
L(r)− 〈Φ2

L(r) 〉 , (5.65)

é um campo não–gaussiano construído a partir do campo gaussiano ΦL(r)
com média nula no “ensemble”.18 Mostra–se, usando a transformada de Fou-
rier do campo Φ(r) parametrizado por (5.64) e calculando a função de cor-
relação de três pontos no espaço de Fourier, que a parametrização (5.64)
reproduz a função forma F (k1, k2, k3) para a configuração local expressa pela
equação (5.59).

Dados f local
NL e um campo gaussiano ΦL(r), define–se, pela parametrização

(5.64), um campo Φ(r). Esse campo pode ser expandido em harmônicos
esféricos (para um dado r) e caracterizado pelos seus coeficientes multipolares
{Φ`m}. Pelo efeito Sachs–Wolfe (5.54), o conjunto {Φ`m} está relacionado
com o conjunto {a`m} que caracteriza um mapa de flutuações de temperatura
da RCF com nível de NG f local

NL . Na próxima subseção apresentaremos como
obter esse conjunto {a`m} dados f local

NL e ΦL(r).
18Lembre–se que, da Seção 5.2, 〈 , 〉 denota a média no “ensemble”.
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5.4.1 “Receita” para a simulação de mapas da RCF
com NG do tipo local

Para simular mapas da RCF com NG do tipo local, parametrizada como em
(5.64), gera–se conjuntos de coeficientes multipolares lineares {aL

`m} e não
lineares {aNL

`m} correspondentes aos campos ΦL(r) e ΦNL(r), respectivamente.
No que se segue apresentaremos como obter esses conjuntos de coeficientes
multipolares.

a) Coeficientes multipolares de um campo gaussiano

Como se tratou na Seção 5.2.1, para reproduzir um campo gaussiano somente
são necessárias a média e a variância, quer dizer, os dois primeiros momentos
µ1 e µ2. O campo ΦL(r), na parametrização (5.64), tem média 〈ΦL(r)〉 =
µ1 = 0 de modo tal que só fica µ2 para a sua caracterização. O segundo
momento da distribuição está relacionado com o espectro de potências PΦL(k)
do campo ΦL (ver equação (5.37)) que por sua vez está relacionado, através
da equação (5.26), com a função de correlação ξΦL(r)

〈ΦL(r1)ΦL(r2)〉 ≡ ξΦL(r) = 1
(2π)3

∫
d3kPΦL(k) exp(ik · r) , (5.66)

onde r = r1 − r2 e r = |r|. A exponencial em (5.66) pode ser expandida em
harmônicos esféricos como

exp(−ik·r) = 4π
∑
`

∑
m

(i)−` Y`m(k̂)Y ∗`m(r̂) j`(kr) , (5.67)

onde j` é a função de Bessel esférica de ordem `, k̂ e r̂ são vetores unitários no
espaço de Fourier e no espaço real, respectivamente. Substituindo (5.67) em
(5.66) e usando coordenadas esféricas para o elemento de volume, podemos
reescrever

ξΦL(r) = 2
π

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Y`m(r̂1)Y ∗`m(r̂2)
∫
dk k2PΦL(k) j`(kr1) j`(kr2) . (5.68)
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Por outro lado, o campo ΦL(r) pode ser expandido em harmônicos esféricos de
forma tal que os seus coeficientes multipolares ΦL `m(r) (ver equação (5.44))
são expressos por

ΦL `m(r) =
∫
dΩr̂ ΦL(r)Y ∗`m(r̂) . (5.69)

onde dΩr̂ = sin θdθdφ. A função de correlação de dois pontos para os co-
eficientes multipolares ΦL `m(r), pode ser expressa, usando (5.69) e (5.68),
como

〈
ΦL `1m1(r1) Φ∗L `2m2(r2)

〉
=

∫
dΩr̂1 dΩr̂2 Y

∗
`1m1(r̂1)Y`2m2(r̂2) ξΦL(r)

= 2
π

∞∑
`=0

∑̀
m=−`

∫
dΩr̂1 dΩr̂2 Y

∗
`1m1(r̂1)Y`2m2(r̂2)Y`m(r̂1)

× Y ∗`m(r̂2)
∫
dk k2PΦL(k) j`(kr1)j`(kr2) . (5.70)

Usando a relação de ortonormalidade dos harmônicos esféricos, a matriz de
covariância `×m

PΦL `(r1, r2) ≡
〈
ΦL `1m1(r1) Φ∗L `2m2(r2)

〉
, (5.71)

para os coeficientes multipolares de um campo gaussiano ΦL é dada por

PΦL `(r1, r2) = 2
π
δ`2`1 δ

m2
m1

∫
dk k2PΦL(k) j`1(kr1) j`2(kr2) . (5.72)

Observa–se que a matriz de covariância (5.72) depende do espectro de potên-
cias do campo gaussiano ΦL. Assim, para obter os coeficientes multipolares
ΦL `m a partir de um dado espectro de potências PΦL(k), primeiro se calcula
a matriz de covariância PΦL `(r1, r2) calculando a integral em (5.72) e depois
usando a relação

ΦL `m(r) = P
1/2
ΦL `
· g , (5.73)
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onde g é um vetor cujas m componentes são variáveis aleatórias complexas
e independentes com média nula e variância igual a um,19 para obter um
vetor ΦL `m(r) cujas componentes são os coeficientes multipolares do campo
ΦL(r).

b) Obter ΦL(r)

Devido a que os harmônicos esféricos são funções conhecidas, é possível re-
construir o campo gaussiano ΦL como uma combinação linear

ΦL(r) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

ΦL `m(r)Y`m(r̂) , (5.74)

usando o conjunto de coeficientes multipolares {ΦL `m(r)} encontrado no item
anterior.

c) Calcular ΦNL(r)

A contribuição não–gaussiana na parametrização (5.64) se calcula com a
função ΦL(r) obtida no item anterior e a expressão

ΦNL(r) = Φ2
L(r)− 〈Φ2

L(r) 〉 .

d) Coeficientes multipolares da contribuição não–gaussiana

Com a função ΦNL(r) obtida no item anterior calculamos os coeficientes mul-
tipolares da contribuição não–gaussiana resolvendo a integral

ΦNL `m(r) =
∫
dΩr̂ ΦNL(r)Y ∗`m(r̂) . (5.75)

19Programas como Mathematica ou Matlab têm embutidas rotinas com as quais é pos-
sível gerar esses vetores aleatórios.
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e) Calcular conjuntos {aL
`m} e {aNL

`m}

A equação (4.39) que expressa a relação, na aproximação linear, entre os coe-
ficientes multipolares da função Θ(n̂) que representa as flutuações de tempe-
ratura da RCF e as perturbações da curvatura R pode ser escrita em termos
dos coeficientes multipolares do potencial de Bardeen Φ(r) lembrando que
existe uma relação de proporcionalidade entre Φ, ζ e R. Assim, usando a) a
expansão em harmônicos esféricos da transformada de Fourier do potencial
de Bardeen

Φ(k) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Φ`m(k)Y`m(k̂) , (5.76)

onde Φ`m(k) são os coeficientes multipolares de Φ(k), b) a relação de orto-
gonalidade entre os harmônicos esféricos e c) coordenadas esféricas para o
elemento de volume, (4.39) se transforma em

a`m = (−i)`
2π2

∫
dk k2 Φ`m(k) ∆T `(k) . (5.77)

onde ∆T `(k) é a função de transferência. Podemos estabelecer uma relação
entre os coeficientes multipolares Φ`m e a`m. A transformada de Fourier de
Φ(k) é expressa por

Φ(r) = 1
(2π)3

∫
d3k Φ(k) exp(−ik · r) , (5.78)

que, usando a equação (5.67) e coordenadas esféricas, se escreve

Φ(r) = 4π
(2π)3

∑
`

∑
m

(−i)` Y ∗`m(r̂)
∫
dk k2 j`(kr)

∫
dΩk̂ Y`m(k̂) Φ(k) . (5.79)

Substituindo (5.79) e (5.76) na equação (5.69) — com ΦL → Φ — obtemos
que
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Φ`m(r) = 1
2π2

∑
`1`2

∑
m1m2

(−i)`1
∫
dΩr̂ Y

∗
`m(r̂)Y ∗`1m1(r̂)×

×
∫
dk k2 j`1(kr) Φ`2m2(k)

∫
dΩk̂ Y`1m1(k̂)Y`2m2(k̂) , (5.80)

que, usando as propriedades de ortogonalidade dos harmônicos esféricos, se
reduz a

Φ`m(r) = (−i)`
2π2

∫
dk k2 Φ`m(k) j`(kr) . (5.81)

Por um procedimento análogo mas começando com a transformada inversa

Φ(k) =
∫
d3rΦ(r) exp(ik · r) , (5.82)

encontramos que

Φ`m(k) = 4π(i)`
∫
dr r2 Φ`m(r) j`(kr) . (5.83)

Substituindo (5.83) na equação (5.77) obtemos

a`m = (−i)`
2π2

∫
dk k2 4π(i)`

∫
dr r2 Φ`m(r) j`(kr) ∆T `(k)

= 2
π

∫
dk k2∆T `(k)j`(kr)

∫
dr r2 Φ`m(r)

=
∫
dr r2 ∆T `(r)Φ`m(r) , (5.84)

onde

∆T `(r) ≡
2
π

∫
dk k2 ∆T `(k)j`(kr) , (5.85)
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é a função de transferência no espaço real.20 Calculando a integral na equação
(5.84) para cada conjunto de coeficientes multipolares {ΦL `m} e {ΦNL `m} cal-
culados nos itens a) e d), respectivamente, obtemos conjuntos de coeficientes
multipolares21 {aL

`m} e {aNL
`m} através das equações

aL
`m =

∫
dr r2 ∆T `(r) ΦL `m(r) , (5.86)

e

aNL
`m =

∫
dr r2 ∆T `(r) ΦNL `m(r) . (5.87)

Finalmente, um conjunto de coeficientes multipolares, {a`m}, representando
um mapa de flutuações de temperatura da RCF com um nível de NG do tipo
local f local

NL é obtido com combinação linear de (5.86) e (5.87)

a`m = aL
`m + f local

NL · aNL
`m . (5.88)

Com uma combinação linear do conjunto {a`m} — conforme (5.43) — obte-
mos uma função sobre a esfera cuja projeção Mollweid é um mapa simulado
de flutuações de temperatura da RCF. Dois exemplos desses mapas, um gaus-
siano (f local

NL = 0) e outro não–gaussiano, são mostrados nas figuras (5.2) e
(5.3), respectivamente.

Neste capítulo estudamos algumas ferramentas usadas em cosmologia na aná-
lise estatística dos dados obtidos das observações. Como o objetivo principal
desta dissertação é o estudo da NG primordial das flutuações de temperatura
da RCF apresentamos o biespectro no contexto da RCF, que é um estimador
estatístico padrão usado para calcular o nível de NG primordial nos modelos
inflacionários. Também fizemos uma descrição do algoritmo usado para a
geração de mapas simulados da RCF. Esses mapas são úteis para testar a
sensibilidade dos estimadores estatísticos no estudo da NG e para estimar
quantitativamente efeitos não primordiais nas flutuações de temperatura da
RCF. No próximo capítulo usaremos conjuntos de mapas simulados da RCF

20Lembre–se que as funções de transferência no espaço de Fourier podem ser calculadas,
por exemplo, usando software CAMB [113].

21Os coeficientes lineares e não–lineares foram disponibilizados pelos autores de [134]
em http://planck.mpa-garching.mpg.de/cmb/fnl-simulations/.
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Fig. 5.2: Mapa gaussiano simulado das flutuações de temperatura da RCF
(f local

NL = 0).

Fig. 5.3: Mapa não–gaussiano simulado das flutuações de temperatura da
RCF com NG do tipo local (f local

NL = 5000).
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gerados com o algoritmo apresentado neste capítulo para examinar alguns as-
pectos de dois indicadores de NG na RCF introduzidos recentemente.
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Capítulo 6

Não–Gaussianidade primordial
da RCF

6.1 Introdução

Como foi tratado anteriormente, existe um grande número de modelos in-
flacionários com diferentes motivações teóricas que satisfazem as restrições
observacionais para o índice espectral ns e para a razão r da amplitude das
perturbações tensoriais e escalares. Essa degenerescência de modelos pode
ser resolvida examinando as propriedades estatísticas que nos forneçam in-
formações além do espectro de potências. Isto nos leva ao estudo do desvio
de gaussianidade nos dados observacionais. A NG pode ser estudada usando
dados dos levantamentos de galáxias e, como será feito neste capítulo, utili-
zando as medições de flutuações de temperatura da RCF.

Pode–se considerar que existem três grandes linhas de abordar a NG pri-
mordial da RCF. Na primeira usam–se estimadores estatísticos na análise
dos dados observacionais para quantificar o nível de NG das flutuações de
temperatura da RCF. Esta abordagem tem a vantagem de ser independente
do modelo cosmológico. A principal desvantagem desse tipo de estudos de
NG da RCF é que as medições da RCF contêm contribuições para NG que
não têm uma origem primordial. Em uma outra abordagem examinam–se as
predições teóricas dos diferentes modelos inflacionários para a amplitude e o
tipo da NG primordial. Em particular, a amplitude da NG primordial, fNL,
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é um observável cuja predição pode ser comparada com o valor extraído das
medidas observacionais. Na terceira abordagem usam–se mapas simulados
da RCF (Seção 5.4) para testar a sensibilidade e eficácia dos estimadores
estatísticos na detecção de desvios da gaussianidade e também para obter
informação sobre as possíveis contribuições contaminantes para NG das ani-
sotropias secundárias ou efeitos não–lineares.1

Neste capítulo apresentamos um estudo da NG primordial da RCF usando
a terceira abordagem e cujos principais resultados estão sendo preparados
para publicação. Começamos na Seção 6.2 examinando alguns aspectos da
relação entre a NG primordial e as medições da RCF. Na seção 6.3 são apre-
sentados dois estimadores estatísticos da NG introduzidos recentemente na
literatura [2]. A partir de um mapa da RCF podemos construir mapas de
“skewness” e “kurtosis”, S e K, respectivamente. Na referência [1] os in-
dicadores S e K foram usados para estudar NG em mapas não–gaussianos
simulados da RCF com NG do tipo local. Usando o espectro de potências
angulares, S` e K`, dos mapas S e K como ferramenta para a análise da
eficácia dos indicadores mostrou–se que eles são efetivos a NG do tipo local
com amplitude f local

NL
>∼ 500, quer dizer, não são sensíveis para detecção de

NG com amplitudes f local
NL nos limites do WMAP. Além disto, os espectros de

potências angulares, S` e K`, apresentam oscilações possivelmente induzidas
por superposições nos conjuntos de dados que definem as funções S(θ, φ) e
K(θ, φ). Na Seção 6.4 usaremos mapas não–gaussianos simulados da RCF
com NG do tipo local e faremos uma extensão do trabalho [1] em três aspec-
tos. Primeiro, examinaremos se usando a partição Healpix da esfera (seções
de igual área sem intersecções e denominadas de células nesta dissertação)
para construir uma abordagem modificada dos indicadores, as oscilações em
S` e K` desaparecem. Em segundo lugar examinaremos se os indicadores S e
K assim modificados são sensíveis a NG do tipo local nos limites do WMAP.
Um terceiro aspecto que trataremos será a determinação da sensibilidade
para detecção de NG do tipo local dos indicadores S e K modificados usando
χ2 relativo ao caso gaussiano. Finalmente, na Seção 6.5 apresentamos nossas
principais conclusões.

1Note que além destas três abordagens, a NG da RCF também foi estudada no contexto
da mecânica estatística não–extensiva [135], ver por exemplo as referências [136] e [137].
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6.2 NG primordial e observações da RCF

O efeito Sachs–Wolfe, expresso na equação (5.54), permite comparar as pre-
dições dos modelos inflacionários com as medidas da RCF. Desta forma exa-
minar as propriedades estatísticas das perturbações da curvatura ζ é equi-
valente — salvo por uma constante de proporcionalidade — a examinar, em
primeira ordem, as propriedades estatísticas das flutuações de temperatura
da RCF.2

Como foi apresentado na Seção 5.2, para estudar as propriedades estatísti-
cas das perturbações cosmológicas são usadas as funções de correlação ou
as suas transformadas de Fourier, chamadas de funções espectrais. A fun-
ção distribuição de probabilidade do campo de flutuações de temperatura da
RCF, em geral, pode ser caracterizada pelos momentos estatísticos da dis-
tribuição3 que por sua vez estão relacionados com as funções espectrais (ver
equações (5.37)–(5.39), por exemplo).

Um resultado importante é que quando a função distribuição de probabili-
dade é gaussiana, esta é caracterizada apenas pelos primeiros dois momentos,
µ1 e µ2, e pode ser escrita na forma (5.36). Portanto, os momentos impares
não nulos, diferentes do valor médio µ1, e os momentos pares além da vari-
ância µ2 caracterizam o desvio da gaussianidade na função distribuição de
probabilidade das flutuações de temperatura da RCF. Por outro lado, como
esses momentos de ordem superior a 2 correspondem a funções espectrais
com informações estatísticas adicionais ao espectro de potências, a existên-
cia de funções espectrais tais como o biespectro ou o triespectro indica desvio
de gaussianidade nas flutuações de temperatura da RCF.

No Capítulo 4 estudamos o espectro de potências angulares das flutuações
de temperatura da RCF ou, dito em outras palavras, tratamos a compati-
bilidade dos dados da RCF com uma distribuição gaussiana. Além disso,
os limites observacionais mais recentes mostram que a distribuição das flu-
tuações de temperatura da RCF é aproximadamente gaussiana. Contudo,
como foi mencionado na Seção 5.2, existe um grande número de modelos
inflacionários compatíveis com os limites observacionais (4.50) para o índice

2Esse fato já foi usado no Capítulo 4 quando examinamos o espectro de potências das
perturbações escalares e tensoriais da métrica.

3Os primeiros 4 momentos de uma função distribuição de probabilidade são expressos
pelas equações (5.32)–(5.35).
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espectral ns — observável diretamente relacionado com o espectro de potên-
cias — e a razão r das amplitudes das perturbações tensoriais e escalares.
Além disto, examinar só a função de correlação de dois pontos das flutuações
na temperatura da RCF, 〈∆T (n1)

T

∆T (n2)
T
〉, ou equivalentemente o espectro de

potências Pζ , não é suficiente para eliminar a degenerescência nos modelos
inflacionários e se faz necessário o emprego funções espectrais de ordem su-
perior no estudo das propriedades estatísticas das flutuações de temperatura
da RCF.

Na prática, estimar as propriedades estatísticas das flutuações de tempera-
tura ∆T

T
correspondentes a perturbações primordiais na curvatura ζ não é

simples porque existem vários efeitos que podem gerar flutuações na tem-
peratura da RCF que não têm origem primordial. Conforme discutimos na
Seção 5.2, a NG do tipo local tem uma importância particular porque o
biespectro de todos os modelos inflacionários com um campo escalar tem
um máximo na configuração do tipo local. Além disso, no limite k1 = k2 e
k3 → 0 o biespectro é expresso pela equação (5.60) e tem uma amplitude,
f local

NL , menor do que a detectável com a precisão dos instrumentos atuais.
Nesse limite, o espectro de potências de flutuações de comprimentos de onda
curto PΦ(k1) está acoplado com o espectro de potências de flutuações com
comprimento de onda longo PΦ(k3). Assim, um mecanismo que acopla flutu-
ações com comprimentos de onda curtos e longos pode gerar um biespectro
da forma local e contribuir para a contaminação da NG. Encontram–se na li-
teratura vários efeitos que satisfazem esta condição, os mais importantes são:
a emissão de nossa galáxia, os efeitos Sunyaev–Zel’dovich térmico e cinético,
o efeito Ostriker–Vishniac, efeitos de reionização cósmica, fontes pontuais,
e acoplamento de lenteamento gravitacional com efeito Sachs–Wolfe inte-
grado.4 Deve–se notar que a equação (4.39) que relaciona as perturbações
da curvatura com as anisotropias da temperatura da RCF é válida só na
aproximação linear e efeitos não lineares também podem contribuir para a
NG das flutuações da RCF.

Diferentes ferramentas estatísticas podem fornecer informação sobre as di-
ferentes contribuições para NG das flutuações da RCF. Essas ferramentas
também podem confirmar os resultados obtidos com o biespectro e algu-

4Como é notado na referência [120], o efeito Sachs–Wolfe integrado tem sido identificado
como a principal fonte de contaminação para as flutuações da RCF. Algumas referências
sobre este e os outros efeitos contaminantes das flutuações da RCF podem ser encontradas
nas referências [120], [115], [101] e [1].
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mas vezes são mais simples de implementar. Por outro lado, como somente
um indicador estatístico dificilmente pode ser sensível a todas as possíveis
contribuições para NG da RCF é útil testar o desvio de gaussianidade das
flutuações da RCF usando diferentes indicadores para quantificar o nível de
NG e extrair informação sobre a sua possível origem. Na próxima seção
apresentaremos dois indicadores estatísticos de NG da RCF introduzidos na
literatura recentemente [2] e que serão objeto de estudo na Seção 6.4 por
duas razões. Por um lado, não são eficazes para detectar NG do tipo local
nos limites do WMAP. Por outro lado, a forma como são construídos os indi-
cadores pode induzir correlações nos conjuntos de dados dos mapas da RCF
onde são usados. Na Seção 6.4 modificaremos a construção destes indica-
dores estatísticos e examinaremos estes problemas. Também estimaremos a
eficácia para detectar a NG do tipo local dos indicadores modificados.

6.3 Indicadores S e K: método de calotas es-
féricas

Como se notou anteriormente, a forma mais simples de descrever o desvio
de uma distribuição gaussiana em um conjunto de dados é calcular “skew-
ness”

S = µ3

σ3 , (6.1)

e “kurtosis”

K = µ4

σ4 − 3 , (6.2)

onde σ, µ3 e µ4 são, respectivamente, o segundo, o terceiro e o quarto momen-
tos do conjunto de dados. Considerando este fato, na referência [2] foram in-
troduzidos dois indicadores estatísticos para medir o desvio de gaussianidade
em grandes escalas angulares (` ∼ 10 ou θ ∼ 7◦) nos dados das flutuações de
temperatura da RCF.

O procedimento para a construção dos indicadores é o seguinte:
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1. Para um dado mapa das flutuações da RCF5 toma–se um conjunto
discreto de pontos j = 1, . . . , Nc homogeneamente distribuídos na esfera
celeste S2 como o centro de calotas esféricas de uma dada abertura γ.

2. Para cada calota calcula–se skewness Sj e kurtosis Kj definidos, res-
pectivamente, por

Sj ≡
1

Np σ3
j

Np∑
i=1

(
Ti − Tj

)3
(6.3)

e

Kj ≡
1

Np σ4
j

Np∑
i=1

(
Ti − Tj

)4
− 3 , (6.4)

onde Np é o número de pixeis em cada calota, Ti a temperatura do
i–pixel, Tj a temperatura média da RCF na j–calota e σj a variância
na j–ésima calota definida como

σj = 1
Np − 1

Np∑
i=1

(Ti − Tj)2 . (6.5)

3. Com o conjunto de valores Sj e Kj de todas as calotas esféricas j se
constrói6 duas funções discretas S(θ, φ) e K(θ, φ) definidas sobre a es-
fera celeste S2. Estas funções são uma medida da NG na direção (θ, φ)
e as projeções Mollweid destas funções são mapas de skewness e kurto-
sis.7 Na figura (6.1) mostramos um exemplo de um mapa S associado
a um mapa simulado da RCF (Seção 5.4) não–gaussiano (f local

NL = 500);
figuras similares de mapas K e S se encontram nas referências [2], [121],
[122] e [1].

5Por exemplo, o mostrado na figura (4.1).
6Considera–se Ωj ≡ Ω(θj , φj ; γ) ∈ S2 uma calota esférica, com uma abertura de γ

graus e centrada no ponto (θj , φj), sendo j = 1, . . . , Nc. Define–se as funções escalares
S : Ωj → < e K : Ωj → < que associam à j–ésima calota, centrada em (θj , φj), dois
números reais Sj e Kj dados pelas equações (6.3) e (6.4), respectivamente.

7Em toda esta dissertação estes mapas serão chamados de mapas S e K, respectiva-
mente.
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Fig. 6.1: Mapa S construído com um número de calotas Nc = 3072 usando
um mapa não–gaussiano simulado da RCF (f local

NL = 500) com Nside = 512.
Figura da referência [1].

Em [2] e [121] os indicadores S e K foram usados8 para testar a NG nos
mapas da RCF completos com a contaminação galáctica reduzida do tipo
“Internal Linear Combination” (ILC),9 “Harmonic Internal Linear Combi-
nation” (HILC) e “Needlet Internal Linear Combination” (NILC)10 e mapas
da RCF nas frequências K (22.8 GHz), Ka (33.0 GHz), Q (40.7 GHz), V

8Para a construção das funções S(θ, φ) e K(θ, φ) foram usados os softwares He-
alpix e IDL. Usou–se um número de pontos homogeneamente distribuídos na esfera
Nc = 768, 3072, e 12288, e uma abertura das calotas γ = 90◦.

9Estes mapas minimizam a contaminação devida à emissão galáctica usando uma soma
ponderada de 5 mapas de diferentes frequências como se explica em [62]. Esses mapas ILC
têm um parâmetro Nside (explicação na Subseção 6.4) igual a 256, quer dizer, um número
total de pixels igual a 786432. Assim, o número de pixels Np na j–calota foi de 393216.

10O mapa HILC reduz a contaminação galáctica da RCF de uma forma similar àquela
feita com o mapa ILC mas usando a minimização da variância harmônica para calcular
as ponderações das diferentes frequências. O mapa NILC reduz a contaminação galáctica
e extragaláctica implementando uma combinação linear restrita dos canais com menor
variância e do filtro Wiener, usando "wavelets"esféricos, também chamados de "needlets".
Detalhes sobres estes mapas podem ser encontrados em [138] e [139].
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(60.8 GHz) e W (93.5 GHz), com e sem a máscara KQ75,11 recomendada
pela equipe do WMAP para testes de gaussianidade [140]. Usando a más-
cara KQ75 não foi encontrado um desvio considerável de uma distribuição
gaussiana das flutuações de temperatura nos mapas estudados,12 enquanto
que sem a máscara os indicadores S e K evidenciaram uma NG.

Em [122] e [1] usaram–se os indicadores S e K em mapas simulados da RCF13

com uma NG do tipo local, caracterizada pelo parâmetro f local
NL , para exami-

nar a sensibilidade dos indicadores conforme descrevemos abaixo.

1. As funções S(θ, φ) e K(θ, φ) podem ser expandidas em harmônicos
esféricos como

K(θ, φ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

b`m Y`m(θ, φ) ,

S(θ, φ) =
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

b
′

`m Y`m(θ, φ) , (6.6)

com o correspondente espectro de potências angulares

K` = 1
2`+ 1

∑
m

|b`m|2 ,

S` = 1
2`+ 1

∑
m

|b′`m|2 , (6.7)

que pode ser usado para quantificar a amplitude e a escala angular do
desvio de gaussianidade.

11A equipe do WMAP usa máscaras de pixels para excluir porções do céu contaminadas
pela emissão galáctica: um valor 0 na máscara significa que o pixel é excluído do mapa
da RCF e um valor 1 significa que o pixel é aceito. Descrição desta e outras máscaras se
encontram em [62].

12Excepto pelos mapas nas frequências K e Ka — frequências nas que a emissão de nossa
galáxia é mais intensa — que apresentam desvio de gaussianidade com e sem a máscara
KQ75.

13Neste caso se usou mapas da RCF com Nside = 512. Os indicadores S e K foram
construídos usando Nc = 3072, γ = 90◦, quer dizer, Np = 1.572.864 pixels por calota.
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2. Gerou–se conjuntos de 1000 mapas simulados da RCF caracterizados
pelo parâmetro f local

NL . A partir de cada um desses mapas gerou–se um
par de mapas S e K conforme o procedimento explicado anteriormente.
Em [1] foram utilizados mapas com f local

NL = 0, −10, 74, 500, 1000 e
5000.

3. Calculou–se o espectro de potências angulares K` e S`, definidos em
(6.7), para cada um dos mapas K e S gerados no item anterior.

4. Para cada conjunto de mapas S e K, correspondentes a um dado f local
NL ,

calculou–se a média S` e K` para cada componente do espectro de
potências angulares. No caso dos mapas S e K correspondentes a mapas
da RCF gaussianos (f local

NL = 0) também se calculou a variância de cada
componente de S` e K`.

5. Finalmente, para quantificar o desvio coletivo de gaussianidade, para
cada conjunto de dados S` e K` se calculou o χ2 relativo ao caso gaus-
siano.

Na figura (6.2) mostra–se um exemplo do espectro de potências angulares de
dois mapas S e K obtidos usando o procedimento acima (figuras similares se
encontram na referência [1]). Na referência [1] quantifica–se via χ2 que os in-
dicadores S e K podem ser usados para detectar NG do tipo local em grandes
escalas angulares (` ∼ 10 ou θ ∼ 7◦) somente para amplitudes relativamente
grandes, isto é, f local

NL
>∼ 500. Em particular, conforme [1] os indicadores não

são suficientemente sensíveis nos limites observacionais para f local
NL determi-

nados no experimento WMAP em (5.63). Este resultado, juntamente com os
resultados obtidos em [2] e [121], sugere que a NG capturada pelos indica-
dores S e K não é apenas de uma origem primordial, embora possa ter uma
contribuição deste tipo [1].

6.4 Indicadores S e K: método de células

Os indicadores S e K apresentados na Subseção 6.3 detectam a NG nos mapas
da RCF, mas com amplitudes maiores do que as dos limites observacionais
do WMAP (5.63), ou seja, para f local

NL
>∼ 500. Por outro lado, como se observa

na figura (6.2), o espectro de potências angulares, S` e K`, dos mapas S e K
apresenta oscilações. Uma possível causa para essas oscilações em S` e K`
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Fig. 6.2: Espectro de potências angulares dos mapas S (acima) e os mapas
K (em baixo) f local

NL = 0, 500, 1000, 5000. Figura da referência [1].
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poderia ser a forma como foram construídas as funções discretas S(θ, φ) e
K(θ, φ) a partir dos dados. A superposição das calotas esféricas poderia, em
princípio, ocasionar correlações nos dados das flutuações de temperatura da
RCF, que por sua vez poderiam induzir as oscilações de S` e K`.

Nesta parte da dissertação vamos fazer uma extensão do trabalho [1] em três
aspectos. Primeiro examinaremos se definindo as funções S(θ, φ) e K(θ, φ)
com um método distinto do das calotas esféricas que se superpõem, as os-
cilações no espectro de potências angulares, S` e K`, desaparecem. Para
isto, usaremos a partição Healpix14 da esfera a qual divide S2 em regiões
de igual área e sem intersecções.15 Nesta tese chamaremos de célula a cada
uma destas regiões da divisão Healpix da esfera. Também nos referiremos
ao método de construção das funções S(θ, φ) e K(θ, φ) que usa a partição
Healpix da esfera como método de células. Na figura (6.3) mostramos quatro
exemplos da divisão Healpix da esfera; no extremo superior esquerdo apare-
cem sombreados exemplos de duas células; e no extremo inferior direito, por
exemplo, mostramos duas regiões sombreadas cada uma contendo 16 células.
Um segundo aspecto que estudaremos será se os indicadores S e K, construí-
dos com o método de células, são sensíveis para mapas simulados com f local

NL
nos limites do f local

NL do WMAP. O terceiro aspecto será estimar para que
amplitudes f local

NL os indicadores S e K com este novo método são sensíveis.
Em particular, examinaremos se os indicadores S e K modificados podem
capturar NG do tipo local na RCF com f local

NL
<∼ 500.

O procedimento modificado para a construção dos indicadores S e K na nova
versão é o seguinte:

1. Para um mapa da RCF com um dado Nside
16 fazemos uma partição

Healpix da esfera.

2. Dividimos cada uma das 12 células em que é dividida inicialmente a
esfera na partição Healpix em N

′
side novas células (ver figura (6.3)).

Assim, obtemos um total de N ′p = 12×N ′side células em toda a esfera.
14Detalhes sobre o software HEALpix se encontram na referência [141] ou em

http://healpix.jpl.nasa.gov.
15O fato de as funções S(θ, φ) e K(θ, φ) serem definidas em subconjuntos de dados sem

intersecções é a principal diferença do outro método com calotas esféricas.
16Na partição Healpix da esfera, cada célula pode ser preenchida com pixeis como mostra

a figura (6.3). Denotaremos porNside o número de pixeis sobre a linha que une dois vértices
opostos de uma célula.
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Fig. 6.3: Na partição Healpix a esfera é dividida inicialmente em 12 células;
no extremo superior esquerdo aparecem sombreadas duas dessas células. O
número total de pixeis que pode preencher a esfera é expresso por Npix =
12×N2

side onde Nside é o número de pixeis sobre a linha que une dois vértices
opostos de uma das 12 células inicias; na figura se observa Nside = 1, 2, 4, 8,
mas em geral se tem Nside = 2n com n = 0, 1, 2, . . . . Figura da referência
[141].

3. Para definir S(θ, φ) e K(θ, φ) sobre a esfera, em cada uma das N ′p
células calculamos “skewness” e “kurtosis” usando as equações (6.3)
e (6.4) com Np e σj sendo, respectivamente, o número de pixeis e a
variância em cada célula.17

17Como usaremos mapas da RCF com Nside = 512, em cada uma das 12 células em
que inicialmente se divide a esfera na partição Healpix há 262144 pixeis ou medições de
temperatura da RCF. Portanto, cada uma das N ′

side células, em que se subdivide uma
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4. A união dos valores de Sj e Kj (j = 1, 2, . . . , N ′p) em cada uma das
N
′
p células define funções discretas S(θ, φ) e K(θ, φ) sobre a esfera que

podem ser expandidas em harmônicos esféricos como em (6.6) e com es-
pectro de potências angulares expresso por (6.7). A projeção Mollweid
das funções S(θ, φ) e K(θ, φ) constitui mapas S e K. As figuras (6.4) e
(6.5) são exemplos para N ′side = 2 (48 células) e N ′side = 4 (192 células),
respectivamente.

Para examinar a sensibilidade dos indicadores S e K nesta nova abordagem
realizaremos uma análise similar à feita em [1] e explicada na Seção 6.3.
Neste caso usaremos conjuntos de 1000 mapas simulados da RCF com NG
do tipo local (Seção 5.4) para vários valores do parâmetro f local

NL , a saber:
f local

NL = −10, 0, 11, 53, 74, 100, 200, 400, 500, 1000, 3000, e 5000. Calcula-
mos o espectro de potências angulares, S` e K`, para cada um dos mapas
S e K associados com cada um dos mapas não gaussianos (f local

NL 6= 0) da
RCF simulados. Comparando estes espectros de potências angulares com os
correspondentes espectros de potências dos mapas S e K associados com os
mapas gaussianos (f local

NL = 0) da RCF simulados podemos estimar a signifi-
cância estatística do desvio de gaussianidade dos mapas não gaussianos da
RCF simulados. O procedimento da análise feita18 é:

1. Gera–se conjuntos de 1000 mapas da RCF simulados, conforme a Seção
5.4, para os diferentes valores do parâmetro f local

NL = −10, 0, 11, 53, 74,
100, 200, 400, 500, 1000, 3000, e 5000.

2. Para cada conjunto de 1000 mapas simulados da RCF para um dado
f local

NL , geramos 1000 mapas S e 1000 mapas K usando o método de
células.

3. Calculamos o espectro de potências angulares S` e K` para cada um
dos 1000 mapas S e 1000 mapas K usando a equação (6.7).

4. Para cada componente de S` e K` calculamos o valor médio K` e S`.
No caso dos mapas S e K associados com os mapas gaussianos simu-
lados da RCF com f local

NL = 0 também calculamos a variância de cada
componente S` e K`.

célula inicial, tem 262144
N

′
side

pixeis em que são dados valores das flutuações de temperatura
da RCF.

18Cada um dos seguintes passos foi feito usando os softwares Healpix e IDL.
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Fig. 6.4: Mapa S (acima) e K (abaixo) construídos usando o método de
células com N

′
side = 2 (48 células). Cada divisão colorida nos mapas é uma

célula.
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Fig. 6.5: Mapa S (acima) e K (abaixo) construídos usando o método de
células com N

′
side = 4 (192 células). Cada divisão colorida nos mapas é uma

célula.
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5. Finalmente calculamos χ2 para cada um dos conjuntos de mapas S e K
gerados a partir dos mapas da RCF simulados de um dado f local

NL usando

χ2
S`

= 1
3

4∑
j=1

(
SNG
j − SG

j

)2

σG
j

2 , (6.8)

χ2
K`

= 1
3

4∑
j=1

(
KNG
j −KG

j

)2

σG
j

2 , (6.9)

onde G e NG denotam gaussiano (f local
NL = 0) e não–gaussiano, respec-

tivamente.

Nas figuras (6.6) e (6.7) mostramos o espectro de potências S` e K` das
funções S(θ, φ) eK(θ, φ) definidas usando o método de células paraN ′side = 2,
ou seja, 48 células.19 Essas figuras deixam claro que o espectro de potências
angulares, S` eK`, não apresenta as oscilações que se observam na figura (6.2)
obtida com o método de calotas esféricas. Isto parece indicar que as oscilações
são induzidas pelas superposições dos conjuntos de dados que definem as
funções S(θ, φ) e K(θ, φ) no método de calotas esféricas. As figuras (6.6)
e (6.7) também colocam em evidência qualitativamente o afastamento de
gaussianidade nos mapas simulados da RCF usados para gerar os mapas S
e K. Vê–se da figura (6.6) que o afastamento é menos notório para mapas
simulados da RCF com f local

NL
<∼ 100. Isto parece indicar que os indicadores S e

K construídos com o método de células tampouco são sensíveis para detectar
a NG do tipo local com amplitude nos limites do WMAP.

Para examinar a eficácia na detecção de NG dos indicadores S e K definidos
com o método de células calculamos χ2

S`
e χ2

K`
relativos ao caso gaussiano.20

19Figuras similares foram obtidas usando N ′

side = 4, mas para evitar repetição só apre-
sentamos os resultados com N

′

side = 2.
20Por exemplo, no caso dos mapas S temos dois conjuntos de dados. Um conjunto

contém os valores médios das componentes do espectro de potências angulares SG
` corres-

pondentes a mapas S gerados a partir de mapas de RCF gaussianos. Um outro conjunto
contem os valores médios das componentes do espectro de potências angulares SNG

` corres-
pondentes a mapas S gerados a partir de mapas não–gaussianos da RCF. O χ2 quantifica
a probabilidade, P ∝ exp(−χ2), de que os dois conjuntos SG

` e SNG
` coincidam. Assim,

valores de χ2 � 1 — para mapas S gerados a partir de mapas de RCF de um dado f local
NL —
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Na tabela (6.1) mostramos os resultados do χ2 obtidos definindo S e K com
48 e 192 células e para f local

NL nos limites do WMAP. A tabela exibe valores
de χ2 � 1 em todos os casos, ou seja, os indicadores S e K construídos com
o método de células tampouco são eficazes para detectar a NG do tipo local
com amplitude f local

NL nos limites do WMAP.

Na tabela (6.2) comparamos os resultados do χ2 obtidos usando o método
de células (48 células) e o método de calotas esféricas (3072 calotas) nos
limites do WMAP.21 Os resultados evidenciam um χ2 maior em todos os
casos para o método de células, isto é, uma menor probabilidade de que os
conjuntos de, por exemplo, SG

` e SNG
` , coincidam. Em outras palavras, a

análise comparativa evidencia que o método de células define indicadores S
e K mais sensíveis para detectar NG nos limites do WMAP que o método de
calotas.

Por outro lado, a tabela (6.3) tem resultados do χ2 para diferentes f local
NL e

diferente número de células usado para definir S e K. Esta tabela deixa claro
que a sensibilidade para a detecção de NG do tipo local é maior para indica-
dores S e K definidos com 48 células, porque o χ2 é maior aproximadamente
três ordens de magnitude em todos os casos que no caso com 192 células.22.
Quando χ2 ≈ 1, considera–se que os indicadores S e K são sensíveis para
detectar a NG do tipo local. Nota–se da tabela (6.3) que esta condição é sa-
tisfeita pelos indicadores S e K construídos com 48 células para f local

NL
>∼ 500,

enquanto que para 192 células temos f local
NL

>∼ 3000. Assim, indicadores S e
K construídos com o método de células apresentam uma sensibilidade para
detectar NG do tipo local maior quanto menor for o número de células em-
pregado.

indicam que há uma probabilidade P → 1 de que os dois conjuntos coincidam, em outras
palavras, os indicadores S e K não capturam a NG para esse valor de f local

NL . Obviamente,
uma análise similar também se faz para os mapas K.

21Os resultados apresentados na tabela (6.2) correspondentes ao método das calotas
esféricas foram obtidos a partir de dados disponibilizados pelos autores de [1]. Assim, os
χ2 reportados aqui diferem daqueles em [1].

22Uma consequência de construir funções S(θ, φ) e K(θ, φ) com um número de células
menor é que os mapas correspondentes a estas funções têm uma resolução menor. Portanto,
o espectro de potências, S` eK`, tem menos componentes que possam ser usadas na análise
do χ2, ou seja, um menor número de células implica que o estudo da significância estatística
se faz com menos pontos: 192 células permite ir até ` = 10, mas 48 células só até ` = 4.
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Fig. 6.6: Espectro de potências angulares dos mapas K (acima) e S (abaixo)
com N

′
side = 2 (48 células), e f local

NL = 0, −10, 11, 53, 74 e 100.
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Fig. 6.7: Espectro de potências angulares dos mapas K (acima) e S (abaixo)
com N

′
side = 2 (48 células), e f local

NL = 0, 200, 400, 500, 1000, 3000, 5000.
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f local
NL

48 células 192 células
χ2
S`

χ2
K`

χ2
S`

χ2
K`

−10 2.76× 10−7 8.37× 10−7 9.16× 10−11 1.26× 10−10

74 3.89× 10−4 4.16× 10−4 1.73× 10−7 2.17× 10−7

Tab. 6.1: Significância estatística do espectro de potências angulares dos
mapas S e K com f local

NL nos limites do WMAP. Mapas S e K construídos com
o método de células.

f local
NL

48 células 3072 Calotas
χ2
S`

χ2
K`

χ2
S`

χ2
K`

−10 2.76× 10−7 8.37× 10−7 1.38× 10−8 3.45× 10−9

74 3.89× 10−4 4.16× 10−4 3.02× 10−7 1.5× 10−6

Tab. 6.2: Significância estatística do espectro de potências angulares dos
mapas S e K com f local

NL nos limites do WMAP. Mapas construídos com o
método de células e o método de calotas esféricas.

f local
NL

48 células 192 células
χ2
S`

χ2
K`

χ2
S`

χ2
K`

100 1.27× 10−3 1.12× 10−3 5.68× 10−7 6.49× 10−7

500 7.66× 10−1 4.43× 10−1 3.52× 10−4 4.16× 10−4

1000 1.22× 10 9.7 5.93× 10−3 2.43× 10−2

3000 8× 102 1.31× 104 2.83× 10−1 9.65× 10
5000 3.02× 103 2.67× 105 1.04 1.23× 102

Tab. 6.3: Significância estatística do espectro de potências angulares dos
mapas S e K construídos com método de células e diferentes f local

NL .

6.5 Conclusões

Através do estudo das propriedades estatísticas dos dados de levantamentos
de galáxias e de flutuações de temperatura da RCF pode–se testar os modelos
do universo primordial. Embora haja vários modelos inflacionários que são
descartados pelas restrições observacionais para o índice espectral ns e para a
razão r da amplitude das perturbações tensoriais e escalares, ainda há muitos
modelos do universo primordial que satisfazem os limites observacionais sobre
ns e r.
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Essa degenerescência de modelos do universo primordial pode vir a ser resol-
vida examinando funções espectrais com informações estatísticas adicionais
ao espectro de potências do campo de flutuações de temperatura da RCF, ou
seja, através do estudo do desvio de gaussianidade das anisotropias da RCF.
Como as medições da RCF contêm contribuições para NG que não têm uma
origem primordial, é importante usar diferentes estimadores estatísticos que
podem fornecer informações sobre esses contaminantes.

Dois indicadores estatísticos para medir NG da RCF em grandes escalas an-
gulares foram introduzidos recentemente na literatura [2]. Na referência [1]
esses indicadores foram usados em mapas não–gaussianos simulados da RCF
com NG do tipo local. Usando o método de calotas esféricas, a partir de um
mapa da RCF são gerados mapas de “skewness” e “kurtosis”, S e K, respec-
tivamente. Foi determinado, via análise χ2 relativo ao caso gaussiano, que
os indicadores são sensíveis para detectar a NG do tipo local com amplitude
f local

NL
>∼ 500, ou seja, os indicadores não são efetivos para detecção de NG

do tipo local nos limites do WMAP. Por outro lado, o espectro de potências
angulares, S` e K`, dos mapas S e K, apresenta oscilações possivelmente in-
duzidas pelas intersecções nos dados da RCF que definem as funções S(θ, φ)
e K(θ, φ). Nesta dissertação fizemos uma extensão do trabalho [1] em três
aspectos usando 12000 mapas simulados da RCF com NG do tipo local.

Primeiro, examinamos se usando o método de células (48 e 192 células) para
construir uma abordagem modificada das funções S(θ, φ) e K(θ, φ), as osci-
lações em S` e K` desaparecem. As figuras (6.6) e (6.7) deixam claro que o
espectro de potências angulares, S` e K`, obtido com o método de células não
apresenta tais oscilações que ocorrem no uso do método de calotas esféricas.
Isto parece indicar que as oscilações são induzidas pelas superposições dos
conjuntos de dados que definem as funções S(θ, φ) e K(θ, φ) no método de
calotas esféricas.

Em segundo lugar, examinamos se os indicadores S e K modificados são
sensíveis a NG do tipo local nos limites do WMAP usando χ2

S`
e χ2

K`
relativo

ao caso gaussiano. A tabela (6.1) exibe valores de χ2 � 1 para f local
NL nos

limites do WMAP. Isto mostra que os indicadores S e K construídos com o
método de células tampouco são efetivos na detecção de NG do tipo local
com amplitude −10 < f local

NL < 74. Por outro lado, a análise comparativa (ver
tabela (6.2)) evidencia um χ2 maior para o método de células (48 células)
do que para o método de calotas esféricas (3072 calotas), isto é, o método de
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células define indicadores S e K mais sensíveis para detectar NG nos limites
do WMAP que o método de calotas esféricas.

Em terceiro lugar, determinamos a sensibilidade para a detecção de NG do
tipo local dos indicadores S e K modificados usando χ2 relativo ao caso gaus-
siano para diferentes f local

NL e diferente número de células. A tabela (6.3)
deixa claro que a sensibilidade para a detecção de NG do tipo local é maior
para indicadores S e K definidos com 48 células porque χ2 é maior aproxi-
madamente três ordens de magnitude em todos os casos que no caso com
192 células. Por outro lado, esta tabela também mostra que os indicadores
S e K construídos com 48 células são efetivos (χ2 ≈ 1) para detecção de NG
do tipo local f local

NL
>∼ 500, enquanto que para 192 células tais indicadores são

efetivos apenas para f local
NL

>∼ 3000. Portanto, indicadores S e K construídos
com o método de células têm uma sensibilidade para detectar NG do tipo
local maior quanto menor for o número de células empregado.
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Apêndice A

Perturbações das equações de
Einstein

Foi discutido na Seção 3.3 que um modelo homogêneo do universo não é
suficiente para descrever toda a complexidade da modelagem do universo.
Particularmente, tratou–se a não–homogeneidade na distribuição de energia
no universo. O procedimento padrão é considerar que as grandezas físicas
podem ser expressas como soma de uma grandeza que corresponde a um
cenário isotrópico e homogêneo com uma perturbação que depende do espaço
e das coordenadas espaciais. As pequenas inomogeneidades na distribuição
de massa podem ser descritas através de perturbações da métrica do espaço–
tempo, tópico que tratamos na Subseção 3.3.2. O tensor de Einstein, definido
em (1.23), depende da métrica e suas derivadas e, portanto, perturbações da
métrica geram perturbações no tensor de Einstein como discutiremos no que
se segue.

As conexões definidas em (1.18) dependem da métrica e as suas derivadas.
Assim, uma perturbação na métrica1 δ(1)gαρ gera perturbações δ(1)Γαµν nas
conexões. Perturbando a equação (1.18) em primeira ordem temos

1Uma definição de uma perturbação em uma grandeza tensorial genérica está na Sub-
seção 3.3.1.

153



δ(1)Γαβγ = 1
2 δ

(1)gαρ
(
∂gργ
∂xβ

+ ∂gβρ
∂xγ

− ∂gβγ
∂xρ

)

+ 1
2 g

αρ

(
∂δ(1)gργ
∂xβ

+ ∂δ(1)gβρ
∂xγ

− ∂δ(1)gβγ
∂xρ

)
. (A.1)

Por outro lado, o tensor de Ricci definido em (1.20) depende das conexões
(1.18) e as suas derivadas. Da sua definição, a perturbação do tensor de Ricci
é

δ(1)Rµν = ∂α δ
(1)Γαµν − ∂µ δ

(1)Γανα + δ(1)Γασα Γσµν + Γασα δ(1)Γσµν
− δ(1)Γασν Γσµα − Γασν δ(1)Γσµα . (A.2)

Para o escalar de Ricci, definido em (1.21), a perturbação se escreve

δ(1)R = δ(1)gµαRαµ + gµα δ(1)Rαµ . (A.3)

Finalmente, com as equações (A.2) e (A.3), podemos escrever a perturbação
no tensor de Einstein (1.23) como

δ(1)Gµν = δ(1)Rµν −
1
2 δ

(1)gµν R −
1
2 gµν δ

(1)R . (A.4)

Nas próximas seções reproduzimos da referência [101] as perturbações das
conexões, do tensor de Ricci, do escalar de Ricci e do tensor de Einstein para
a métrica FLRW plana perturbada em primeira ordem (3.82)2.

A.1 Perturbação das conexões

As conexões para a métrica (1.52) (K = 0) são expressas por
2Expressões similares em segunda ordem se encontram na referência [101].
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Γ0
00 = a′

a
; Γi0j = a′

a
δij ; Γ0

ij = a′

a
δij ;

Γi00 = Γ0
0i = Γijk = 0 . (A.5)

onde a é o fator de escala e “ ′ ” denota a derivada com respeito ao tempo
conforme τ definido em (1.53). As perturbações das conexões (A.1) com a
métrica (3.82), em primeira ordem são

δ(1)Γ0
00 = φ(1)′ , (A.6)

δ(1)Γ0
0i = ∂i φ

(1) + a′

a
∂i ω

(1) , (A.7)

δ(1)Γi00 = a′

a
∂iω(1) + ∂iω(1)′ + ∂iφ(1) , (A.8)

δ(1)Γ0
ij = − 2 a

′

a
φ(1) δij − ∂i∂jω

(1) − 2 a
′

a
ψ(1) δij − ψ(1)′ δij

− a′

a
Dijχ

(1) + 1
2 Dijχ

(1)′ , (A.9)

δ(1)Γi0j = −ψ(1)′δij + 1
2 D

i
jχ

(1)′ , (A.10)

δ(1)Γijk = −∂jψ(1) δik − ∂kψ
(1) δij + ∂iψ(1) δjk −

a′

a
∂iω(1) δjk

+ 1
2 ∂jD

i
kχ

(1) + 1
2 ∂kD

i
jχ

(1) − 1
2 ∂

iDjkχ
(1) . (A.11)

A.2 Perturbações do tensor de Ricci

As componentes do tensor de Ricci, definido em (1.20), para a métrica (1.52)
(K = 0) são

R00 = − 3 a
′′

a
+ 3

(
a′

a

)2
; R0i = 0 ; (A.12)
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Rij =
[
a′′

a
+
(
a′

a

)2
]
δij . (A.13)

Das equações (A.2), (A.5) e (A.6)–(A.11), as perturbações do tensor de Ricci
são

δ(1)R00 = a′

a
∂i∂

iω(1) + ∂i∂
iω(1)′ + ∂i∂

iφ(1) + 3ψ(1)′′ + 3a
′

a
ψ(1)′

+ 3a
′

a
φ(1)′ , (A.14)

δ(1)R0i = a′′

a
∂iω

(1) +
(
a′

a

)2

∂iω
(1) + 2∂iψ(1)′ + 2a

′

a
∂iφ

(1)

+ 1
2∂kD

k
iχ

(1)′ , (A.15)

δ(1)Rij =
−a′

a
φ(1)′ − 5a

′

a
ψ(1)′ − 2a

′′

a
φ(1) − 2

(
a′

a

)2

φ(1) − 2a
′′

a
ψ(1)

− 2
(
a′

a

)2

ψ(1) − ψ(1)′′ + ∂k∂
kψ(1) − a′

a
∂k∂

kω(1)

 δij − ∂i∂jω(1)′

+ a′

a
Dijχ

(1)′ + a′′

a
Dijχ

(1) +
(
a′

a

)2

Dijχ
(1) + 1

2Dijχ
(1)′′ + ∂i∂jψ

(1)

− ∂i∂jφ
(1) − 2a

′

a
∂i∂jω

(1) + 1
2∂k∂iD

k
jχ

(1) + 1
2∂k∂jD

k
iχ

(1)

− 1
2∂k∂

kDijχ
(1) . (A.16)

A.3 Perturbações do escalar de Ricci

Com a métrica (1.52) (K = 0), o escalar de Ricci (1.21) é

R = 6
a2
a′′

a
. (A.17)
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Das equações (A.3), (3.82) e (A.14)–(A.16), a perturbação em primeira ordem
do escalar de Ricci é

δ(1)R = 1
a2

(
−6a

′

a
∂i∂

iω(1) − 2∂i∂iω(1)′ − 2∂i∂iφ(1) − 6ψ(1)′′

− 6a
′

a
φ(1)′ − 18a

′

a
ψ(1)′ − 12a

′′

a
φ(1) + 4∂i∂iψ(1)

+ ∂k∂
iDk

iχ
(1)
)
. (A.18)

A.4 Perturbações do tensor de Einstein

As componentes do tensor de Einstein, para a métrica (1.52) (K = 0),
são

G0
0 = − 3

a2

(
a′

a

)2

, (A.19)

Gi
j = − 1

a2

(
2a
′′

a
−
(
a′

a

)2
)
δij , (A.20)

G0
i = Gi

0 = 0 . (A.21)

Usando (A.14)–(A.16), (A.17), (3.82), (A.18), na equação (A.4), obtém–se
que as perturbações do tensor de Einstein em primeira ordem são

δ(1)G0
0 = 1

a2

6
(
a′

a

)2
φ(1) + 6 a

′

a
ψ(1)′ + 2 a

′

a
∇2ω(1) − 2∇2ψ(1)

− 1
2 ∂k∂

iDk
i χ

(1)

 , (A.22)
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δ(1)G0
i = 1

a2

(
− 2 a

′

a
∂iφ

(1) − 2 ∂iψ(1)′ − 1
2 ∂kD

k
iχ

(1)′
)
, (A.23)

δ(1)Gi
j = 1

a2

(2 a
′

a
φ(1)′ + 4 a

′′

a
φ(1) − 2

(
a′

a

)2
φ(1) + ∇2φ(1) + 4 a

′

a
ψ(1)′

+ 2ψ(1)′′ −∇2ψ(1) + 2 a
′

a
∇2ω(1) + ∇2ω(1)′ + 1

2∂k∂
mDk

mχ
(1)
)
δij

− ∂i∂jφ
(1) + ∂i∂jψ

(1) − 2 a
′

a
∂i∂jω

(1) − ∂i∂jω
(1)′

+ a′

a
Di

jχ
(1)′ + 1

2 D
i
jχ

(1)′′ + 1
2 ∂k∂

iDk
jχ

(1) + 1
2 ∂k∂j D

ikχ(1)

− 1
2 ∂k∂

kDi
jχ

(1)

 . (A.24)
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Apêndice B

Equação de movimento e tensor
energia–momentum do
inflaton

B.1 Equação de movimento

No Capítulo 2 apresentamos o modelo inflacionário mais simples, a saber,
um campo escalar homogêneo ϕ = ϕ(t) com acoplamento mínimo com a
curvatura. A ação para o campo escalar é

Sϕ = −
∫
d4x
√
−g

(1
2(∇ϕ)2 + V (ϕ)

)
=
∫
d4xLϕ(ϕ, ∂µϕ) , (B.1)

onde

Lϕ = −
√
−g

(1
2(∇ϕ)2 + V (ϕ)

)
, (B.2)

é a densidade lagrangiana, g o determinante da métrica gµν e

(∇ϕ)2 = gµν∂µϕ∂νϕ . (B.3)
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Pelo principio de mínima ação, a variação da ação (B.1) com respeito ao
campo escalar ϕ produz as equações de Euler–Lagrange

∂Lϕ
∂ϕ
− ∂α

(
∂Lϕ
∂ϕ,α

)
= 0 . (B.4)

Considerando que o determinante da métrica FLRW (1.1) é

g = −a6r4 sin2 θ −→
√
−g = a3r2 sin θ , (B.5)

e que o campo escalar ϕ só depende do tempo, temos da equação (B.2)
que

∂Lϕ
∂ϕ

= −
√
−gdV

dϕ
, (B.6)

e

∂α

(
∂Lϕ
∂ϕ,α

)
= 3a2ȧr2 sin θϕ̇+

√
−gϕ̈ . (B.7)

Das equações (B.6) e (B.7), a equação de Euler–Lagrange (B.4) se reduz,
depois de dividir por √−g, a

ϕ̈+ 3Hϕ̇+ dV

dϕ
= 0 , (B.8)

que é a equação de movimento do campo escalar ϕ, também chamada de
equação de Klein–Gordon.

B.2 Tensor energia–momentum

O tensor energia–momentum se define como

Tµν = − 2√
−g

δSϕ
δgµν

. (B.9)
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A variação da ação (B.1) com respeito à métrica gµν é

δSϕ =
∫
d4x

(
−δ(
√
−g)

(1
2(∇ϕ)2 + V (ϕ)

)
−
√
−gδ

(1
2(∇ϕ)2 + V (ϕ)

))
,

(B.10)

que usando

δ(
√
−g) = −1

2
√
−ggµνδgµν , (B.11)

e

δ(∇ϕ)2 = ∂µϕ∂νϕδg
µν , (B.12)

pode ser expressa por

δSϕ =
∫
d4x

(1
2
√
−ggµν

(1
2(∇ϕ)2 + V (ϕ)

)
− 1

2
√
−g∂µϕ∂νϕ

)
δgµν . (B.13)

Finalmente, com a equação (B.13) na definição (B.9) encontramos que o
tensor energia–momentum covariante para o campo escalar ϕ é

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν
(1

2g
αβ∂αϕ∂βϕ+ V (ϕ)

)
. (B.14)

Usando a métrica (1.1) e (B.14) podemos calcular a forma mista do tensor
energia–momentum como

T ρν = gρµTµν = ∂ρϕ∂νϕ− δρν
(1

2g
αβ∂αϕ∂βϕ+ V (ϕ)

)
. (B.15)

A componente puramente temporal do tensor energia–impulso (B.15) é a
densidade de energia do campo escalar ϕ

ρϕ = −T 0
0 = 1

2 ϕ̇
2 + V (ϕ) , (B.16)
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e a sua componente puramente espacial é a pressão do campo escalar

Pϕ = T ii = 1
2 ϕ̇

2 − V (ϕ) . (B.17)

Com as expressões (B.16) e (B.17), obtém–se para a equação de estado do
campo escalar

wϕ = Pϕ
ρϕ

= ϕ̇2 − 2V (ϕ)
ϕ̇2 + 2V (ϕ) . (B.18)
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