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Resumo

A degenerescéncia de modelos do universo primordial pode vir a ser resolvida
através do estudo de fungoes espectrais com informagoes estatisticas adici-
onais ao espectro de poténcias do campo de flutuacoes de temperatura da
radiagao cosmica de fundo (RCF), ou seja, estudando a ndo—Gaussianidade
(NG) das anisotropias da RCF. Como as medi¢des da RCF contém contri-
buigoes para NG que ndo tém uma origem primordial é importante usar di-
ferentes estimadores estatisticos que podem fornecer informacoes sobre esses
contaminantes.

Dois indicadores estatisticos para medir NG da RCF em grandes escalas an-
gulares foram introduzidos recentemente na literatura. A partir de um mapa
da RCF sao gerados mapas de “skewness” e “kurtosis”, S e K, respectiva-
mente. Esses indicadores foram usados em mapas nao—Gaussianos simulados
da RCF com NG do tipo local. Foi determinado, via andlise y? relativo ao
caso Gaussiano, que os indicadores sao sensiveis para detectar a NG do tipo
local com amplitude fiea! = 500, ou seja, os indicadores nao sdo efetivos para
detecgao de NG do tipo local nos limites do WMAP. Por outro lado, o espec-
tro de poténcias angulares, S, e K, dos mapas S e K, apresenta oscila¢oes
possivelmente induzidas pelas intersecc¢oes nos dados da RCF que definem as

fungoes S(6,¢) e K(0,¢).

Nesta tese fizemos uma extensdao do trabalho [I] em trés aspectos usando
12000 mapas simulados da RCF com NG do tipo local. Primeiro, construi-
mos os indicadores S e K com um método modificado (método de células)
sem intersecgoes nos dados da RCF que definem as fungoes S(6, ¢) e K(0, ¢).
Mostramos que com esta abordagem modificada o espectro de poténcias an-
gulares, Sy e Ky, nao apresenta as oscilagoes que ocorrem no uso do método
anterior (método de calotas esféricas). Em segundo lugar, examinamos a
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sensibilidade a NG do tipo local nos limites do WMAP dos indicadores S e
K modificados. A analise x? mostra que com esta nova abordagem os indi-
cadores S e K tampouco sao efetivos na deteccao de NG do tipo local com
amplitude —10 < fi& < 74. Contudo, a analise comparativa evidencia que
o método de células define indicadores S e K mais sensiveis para detectar NG
nos limites do WMAP que o método de calotas esféricas. Em terceiro lugar,
a sensibilidade para a deteccdo de NG do tipo local dos indicadores S e K
modificados foi determinada. Mostrou—se que sao mais efetivos na deteccao
de NG do tipo local quanto menor for o niimero de células empregado na
sua definicao. Por exemplo, usando 48 células os indicadores S e K podem
detectar NG do tipo local fiofa! > 500, enquanto que para 192 células tais
indicadores sdo efetivos apenas para fior! 2 3000.
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Introducao

Na atualidade a cosmologia vive um momento estimulante. Por um lado, o
desenvolvimento técnico—cientifico do final do século passado tem permitido
aumentar consideravelmente o volume e a precisao dos dados observacionais
que possibilitam testar os modelos cosmologicos. Por outro lado, pelo menos
trés das questoes que a cosmologia estd tentando resolver podem dar origem
a nova fisica.

Uma primeira questao é o entendimento do que causa a expansao acelerada
do universo, descoberta em 1998 e que resultou na concessao do prémio No-
bel de Fisica em 2011. Encontra—se na literatura, dentre outras, propostas
como a constante cosmologica, campos escalares com uma equagao de estado
dependente do tempo, e modifica¢oes da teoria da gravidade, mas nao existe
ainda uma explicagdo consensual para esta descoberta.

Uma outra questao importante para a cosmologia surgiu de um outro fato
observacional. As curvas de rotagao das galaxias, por exemplo, indicam que
pode existir um outro tipo de matéria que nao emite radiacao eletromagné-
tica, mas que interage gravitacionalmente. A natureza desta componente do
universo, chamado de matéria escura, tampouco foi determinada.

Em terceiro lugar, estd o problema de explicar a formagao das estruturas
(por exemplo, estrelas, galdxias, aglomerados de galdxias) que observamos
no universo. A proposta tedrica que tem tido mais sucesso na explicacdo da
formacao das estruturas é o paradigma inflacionario que supode a existéncia
de um regime acelerado posterior ao Big Bang. As flutuagoes quanticas du-
rante esse periodo de expansao acelerada foram a semente para formacao das
estruturas que observamos no universo. Além de ser uma possivel explicacao
para a formacao das estruturas no universo, o paradigma inflacionario solu-
ciona algumas das dificuldades do modelo padrao da cosmologia (MP) tais



como a planeza e o horizonte. No entanto, existem outros modelos inflacio-
narios com motivagoes tedricas diferentes (por exemplo, os que consideram
mais de um campo escalar, acoplamento nao-minimo com a gravidade, gravi-
dade modificada, termos cinéticos ndo—candnicos) aos modelos inflacionarios
simples que também podem provocar uma etapa de expansao acelerada no
universo primordial.

Projetos e colaboragoes internacionais estao fazendo medidas observacionais,
em uma quantidade e com uma precisao sem precedente, que sao usados para
testar os modelos do universo. Em particular, examinando as propriedades
estatisticas dos levantamentos de galaxias e dos dados das flutuagoes de tem-
peratura da radiagdo césmica de fundo (RCF) pode—se testar os diferentes
modelos do universo primordial.

O estudo do espectro de poténcias das flutuacoes de temperatura da RCF
indica uma distribuicao aproximadamente gaussiana expressa, por exemplo,
nas restrigoes observacionais no indice espectral (n; ~ 1) e na razao r da
amplitude das perturbagoes tensoriais e escalares (r < 0.4). Contudo, ape-
sar de descartar varios modelos inflacionarios, sdo numerosos os modelos do
universo primordial que satisfazem essas restrigoes observacionais, e se faz
necessario estudar as func¢oes espectrais com informagdes estatisticas adicio-
nais ao espectro de poténcias para quebrar essa degenerescéncia, em outras
palavras, estudar o desvio de gaussianidade nos modelos inflacionarios.

A forma padrao de estudar o desvio de gaussianidade nos dados das flutuagoes
de temperatura da RCF é usar o biespectro, um estimador estatistico étimo
e que resulta ter umas propriedades uteis para testar os modelos do universo
primordial. Os modelos inflacionérios simples supoem:

1. A existéncia de um campo escalar que é o conteido energético domi-
nante no universo primordial;

2. Que a energia cinética do campo escalar é tal que as suas flutuagoes se
propagam a velocidade da luz;

3. Que o potencial do campo escalar é aproximadamente constante du-
rante o regime inflacionario;

4. Um estado de vacuo inicial para o campo escalar chamado de vacuo de
Bunch—Davies.

Os modelos inflacionarios simples predizem um nivel de nao—gaussianidade



(NG) do tipo local com uma amplitude nao-detectdvel (fisd < 10’6) com
a precisao dos instrumentos atuais. Portanto, se detectarmos de forma ob-
servacionalmente convincente NG do tipo local com grau fio®! > 1 todos
os modelos inflacionarios simples poderiam ser excluidos como modelos do
universo primordial. Por outro lado, a nao—deteccao de NG do tipo local
(fioeal ~ 0) excluiria todos os modelos inflacionarios alternativos para descre-
ver o universo primordial. Assim, a detec¢ao ou nao—deteccao de NG do tipo

local é uma forma eficaz de testar os modelos do universo primordial.

Nesta dissertagicf| fazemos um estudo da NG da RCF. No Capitulo[l]apresen-
tamos alguns aspectos tedricos e observacionais do MP e discutimos algumas
das suas dificuldades.

Mostra—se que a inflagdo pode solucionar alguns problemas do MP. No Ca-
pitulo [2] estudamos o modelo inflaciondrio mais simples que pode causar esse
regime acelerado no universo primordial. Também apresentamos brevemente
alguns modelos inflacionarios alternativos.

Além de ser uma solugao para as particulares condig¢oes iniciais do MP, o
paradigma inflacionario permite explicar as estruturas que observamos no
universo. Observagoes, por exemplo, das flutuagdes de temperatura da RCF
(% ~ 107°) sdao compativeis com um tratamento perturbativo do problema
da formagao de estruturas. No Capitulo[3]|tratamos a teoria das perturbagoes
cosmoldgicas.

Existe um grande nimero de modelos inflacionarios na literatura cuja vali-
dade deve ser testada através das observagoes astro—cosmoldgicas. No Ca-
pitulo [4] mostramos brevemente como as flutuagoes de temperatura da RCF
sao utilizadas para testar os modelos inflacionarios. Particularmente, con-
centramos nossa atenc¢ao no indice espectral das perturbagoes escalares ng e
na razao r da amplitude das perturbacoes tensoriais e escalares.

Dados observacionais cada vez mais precisos e numerosos demandam uma
analise estatistica mais sofisticada para testar os modelos do universo. Sendo
a estatistica um ingrediente fundamental para a cosmologia atual, no Capi-
tulo [5|apresentamos de forma sucinta algumas ferramentas estatisticas usadas

IEste parametro é definido na Secdo

2Para acompanhar o contetido desta dissertacdo sem problema, o leitor precisa alguma
familiaridade com a teoria da Relatividade Geral e um conhecimento de fisica ao nivel da
graduacao.



em cosmologia e também nesta dissertacao. O biespectro é tratado no con-
texto das flutuacoes de temperatura da RCF. Como os mapas nao—gaussianos
simulados da RCF com NG do tipo local sdo usados no estudo da NG e
também nesta dissertagao, neste capitulo apresentamos um algoritmo para
gera—los com vista a utiliza—los na analise de dois indicadores estatisticos da
NG no capitulo final da dissertagao.

Finalmente, no Capitulo [g] estudamos a NG das flutuagoes de temperatura
da RCF usando mapas simulados da RCF e dois estimadores estatisticos in-
troduzidos recentemente na literatura [2]. A cada mapa da RCF, no que
esses dois indicadores sao utilizados, correspondem mapas de “skewness” e
“kurtosis”, S e K, respectivamente. Em [I] os indicadores foram usados em
6000 mapas nao—gaussianos simulados da RCF com NG do tipo local. A ana-
lise estatistica foi feita usando o espectro de poténcias angulares dos mapas
SeK, S e Ky, e a sensibilidade dos indicadores estimada via y? relativo a
mapas S e K gerados a partir de mapas gaussianos simulados. O espectro de
poténcias angulares, S, e Ky, exibe oscilagdes possivelmente ocasionadas pela
superposicao de conjuntos de dados usados para a definicao dos mapas S e
K. Além disto, a andlise feita em [I] mostrou que os indicadores nao sao sen-
sfveis a amplitudes £ nos limites do WMAP, isto é, —10 < fioral < 74; os
indicadores detectam NG do tipo local fii¢® 2 500. Nesta dissertagdo modi-
ficamos a defini¢ao dos indicadores usando a particdo Healpix da esfera para
evitar a superposi¢ao dos conjuntos de dados utilizados para gerar os mapas
S e K. Mostra—se que S; e Ky, com os indicadores S e K assim definidos,
nao apresentam oscilacoes. Por outro lado, a andlise estatistica revela que
os indicadores S e K modificados tampouco detectam NG do tipo local nos
limites do WMAP e que a sua sensibilidade é para NG com fi&! > 500. Os
principais resultados deste capitulo constituem a contribuicao original desta
dissertacao e estao sendo preparados para publicagao.



Capitulo 1

O modelo padrao: cosmologia
FLRW

1.1 Introducao

Com o desenvolvimento técnico—cientifico do final do século XX o estudo do
universo mudou completamente: a cosmologia ja nao ¢ mais uma area de
pesquisa majoritariamente teérica. Hoje em dia, ao redor do mundo, exis-
tem varios projetos e colaboracoes internacionais tentando procurar evidéncia
observacional — cada vez mais precisa — que permita testar os modelos do
universo. E o caso das missées PLANCK [3, 4] e EUCLID [5] da European
Space Agency (ESA), o Large Hadron Collider (LHC)| [6] da European Or-
ganization for Nuclear Research (CERN), o Wide-Field Infrared Survey Te-
lescope (WFIRST) [7, 8] da National Aeronautics and Space Administration
(NASA), o South Pole Telescope (SPT) [9, [10], o Hobby-Eberly Telescope
Dark Energy Experiment (HETDEX) [11], a Cosmic Inflation Probe (CIP)
[12], a missao CMBPol [13] da NASA, o Large Synoptic Survey Telescope
(LSST) [14], o Wigglez Dark Energy Survey |(Wigglez)| [15],[16], dentre outros.
Todos esses projetos buscam responder a questoes fundamentais para a cos-
mologia, tais como: qual é a natureza da matéria escura? Por que o universo
estda se expandindo aceleradamente? Como se formaram as estruturas no
universo? Qual é a fisica que melhor descreve o universo primordial?.


http://www.rssd.esa.int/index.php?project=Planck
http://sci.esa.int/science-e/www/area/index.cfm?fareaid=102
http://lhc.web.cern.ch/lhc/
http://wfirst.gsfc.nasa.gov/
http://pole.uchicago.edu/
http://hetdex.org/
http://www.cfa.harvard.edu/cip/
http://cmbpol.uchicago.edu/
http://www.lsst.org/lsst/
http://wigglez.swin.edu.au/site/

Neste capitul(ﬂ serda descrito brevemente o modelo que até agora tem tido
mais sucesso no estudo do universo: a cosmologia Friedman-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) ou, simplesmente, modelo padrao da cosmologia (MP)H Na
Secao é feito o desenvolvimento dos principais aspectos geométricos do
MP. Na Secao sao descritas as equagdes que governam a dindmica do
universo neste modelo. Depois, na Segao [I.4] descrevemos as suas principais
evidéncias observacionais. Finalmente, na Secao [1.5| se tratam alguns dos
problemas do MP nas suas condicoes iniciais; em particular destacamos os
problemas da planeza e do horizonte. Resolver estes dois problemas foi uma
grande motivagao para o surgimento do paradigma inflacionario, que sera
tratado no Capitulo

1.2 A estrutura geométrica

A cosmologia descreve a estrutura e a dindmica do universo. No entanto,
para estudar o universo sao feitas algumas hipdteses simplificadoras que sao
consistentes com as observagoes.

Um dos pilares do MP é o Principio Cosmolégico (PC). Este afirma que nosso
universo ¢ homogéneo e isotrépicoﬂ em uma escala ~ 100 h™1 Mpcﬁ No MP,
o universo é considerado como uma variedade quadridimensional. Pode—se
mostrar que em uma variedade quadridimensional a métricaﬁ mais geral que

1 Ao longo da dissertacdo usamos unidades onde ¢ = h = k (constante de Boltzmann)
=1 de forma tal que 1 m = 5.068 x 10 GeV ™!, 1 Kg = 5.610 x 1026 GeV, 15 = 1.519 x
102 GeV=lel1 K =8,617 x 10~ GeV.

2Cabe apontar que existem outras propostas para a descricdo do universo. Entre elas
poderia se mencionar os chamados modelos ndo homogéneos [I7], os modelos ciclicos [I8],
os modelos com dimensdes extras [19], os modelos quase—estaciondrios [20] (ver [21] para
uma réplica a [20]), e modelos desenvolvidos com teorias alternativas & Relatividade Geral
122, 23].

3Um espaco homogéneo é invariante sob translacées. Um espaco isotrépico é invariante
sob rotagoes. Um espago que é isotrépico em cada ponto, é homogéneo. Mas um espaco
invariante sob translacdes em cada ponto nao é necessariamente invariante sob rotagoes.

41 Mpc = 10%pc ~ 30.857 x 10'® km; para ter uma ideia dessa escala basta lembrar que
a distancia até Andromeda, a galaxia mais proxima a nossa, é ~ 0.8 Mpc. A constante h,
segundo os dados do WMAP, 7, é 0.710 £ 0.025 [24].

Nesta dissertacio usamos a assinatura (—, +, +, +) para a métrica do espago-tempo 4
dimensional.
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considera as condigdes do PC é a célebre métrica FLRW [f]

2

d52 = —dtQ + Clz(t) ll_Z’(ﬂ + TZdQQ] s (11)

onde

dQ? = df? + sin® 0d¢? (1.2)

é a métrica para a esfera unitaria, r, 6, ¢ sado coordenadas comoveisﬂ to
tempo césmico, a(t) o fator de escala e K é a constante de curvatura de
hipersuperficies tridimensionais: K = 1, —1,0 para geometrias esféricas, hi-
perbdlicas e planas, respectivamente. A métrica FLRW também pode ser
reescrita na forma

ds* = —dt* + a*(t) [dy® + f(x)*dQ?] , (1.3)

onde a relacao entre r e x é dada por

siny —
r=fx) =1 x —
sinhy —

1
0o V. (1.4)
—1

Sk
I

Se consideramos uma trajetéria radial para um féton emitido em (¢, x) e
detectado em (to,0), podemos usar a métrica ([1.3) com ds = 0 para encon-
trar

X:/:Oa‘z). (1.5)

Se tomamos duas cristas consecutivas de uma onda eletromagnética e consi-
deramos que o fator de escala a(t) é aproximadamente constante durante o
periodo de um sinal luminoso, encontramos que

6Ver [25] para mais detalhes formais sobre esta métrica.
"Em um sistema de coordenadas comével, observadores com coordenadas comoveis
constantes estdo em repouso com respeito a expansao do Universo.



X _ a0 (1.6)

A1 a1

onde \g e A\; sao os comprimentos de onda da radiacao eletromagnética ob-
servada e emitida, respectivamente; ag = a(ty) e a3 = a(t), referem-se ao
fator de escala no instante da deteccao e da emissao, respectivamente.

Definindo o “red-shift” ou deslocamento para o vermelho z como

~1, (1.7)

N
Il

>/‘>/
=S

pode-se escrever a expressao ((1.6) como uma rela¢do entre o deslocamento
para o vermelho e o fator de escala

Qo
1=—. 1.8
z+ @ ( )

O fator de escala a(t) é uma fun¢do importante porque sua forma funcional,
como se verd depois, diz em que regime o universo se encontra. Supondo que
a(t) seja uma fungao analitica, pode ser expandida numa série de Taylor

a(t):a0{1+t_t0—q20(t_to>2+...}, (1.9)

ty th
onde
a(to)
ty = 1.10
¢ o tempo de Hubble e
ad
=— | = 1.11
o [d2]t0 7 ( )



é o parametro de desacelera(;aoﬁ Da equagao (|1.11)) pode ser inferido que
quando gy < 0 ter—se—ia um universo acelerado porque, nesse caso, d >
0.

O fator de escala também é usado para definir uma grandeza chamada de
parametro de Hubble, expressa por

H(t) = Z (1.12)

com a qual o tempo de Hubble ty pode ser reescrito como

ty = H '(t). (1.13)

Para finalizar esta secao definimos o horizonte de particula, uma grandeza
que serd importante no tratamento do cenério inflaciondrio no Capitulo [2]
Tomando a métrica FLRW e considerando a origem do tempo cosmico
como t = 0, ter-se-ia que a maior coordenada radial r,,,,(t) desde a qual
um observador no tempo ¢ receberia sinais viajando com a velocidade da luz
é

) "k VTR (1.14)

sendo 7,4, (t) chamado de horizonte de particula. A distdncia prépria cor-
respondente ao horizonte de particula seria

dpmas(t) = a(t) /Orm”(t) \/fw — a(t) /Ot aa(lz:). (1.15)

/t dt’ Tmaaz (t) dr
0

1.3 A dinamica do universo

Se o interesse da cosmologia é o estudo do universo em grande escala, é
necessario determinar quais sdo as interagoes fundamentais que devem ser
consideradas para tal fim. Na atualidade, sdo conhecidas quatro interagoes

84 indica a derivada com respeito ao tempo césmico ¢ do fator de escala a(t).



fundamentais na natureza: forte, fraca, eletromagnética e gravitacional. As
interacoes forte e fraca, confinadas ao interior do niicleo, tém intervalos de
acdo que nao ultrapassam os 107!% m e 107'% m, respectivamente. Porém,
a escala que o PC considera é da ordem de 10** m.. Portanto, essas in-
teragoes sao despreziveis no contexto cosmoldgico. Em relacao a interacao
eletromagnética o que pode ser dito é que nao ha evidéncia de que as par-
tes do universo nao sejam eletricamente neutras na escala que estd sendo
considerada e, portanto, como a carga elétrica e as correntes sao as fontes
do campo eletromagnético, nao haveria uma interacao eletromagnética a ser
considerada. Como consequéncia, a tinica interacao da natureza que deveria
ser considerada, no contexto cosmologico, é a interacao gravitacional.

A teoria padrao para a descricao da interacao gravitacional é a Relatividade
Geral (RG). Segundo ela, ha uma relagao entre a geometria do espago—tempo
e o conteudo energético. Para descrever o contetido energético no MP ¢ usado
o tensor energia—momentum de um fluido perfeito expresso por

TMV = Pg/w + (P + p)UMUV ou 1 = diag<_p> P, P, P)? (1'16>

onde g,, ¢ a métrica do espago-tempo, P, p, U, sdo a pressao, a densidade e
a quadrivelocidade do fluido, respectivamente. Um fluido ideal cuja pressao
¢ uma funcao somente da densidade é chamado de fluido barotrépico. No
MP ¢é admitido que as componentes energéticas do Universo sao fluidos ideais
barotropicos com uma equacao de estado da forma

P =wp, (1.17)

com w uma constante que depende do fluido considerado: w = 1/3,0 para
radiagdo e matéria, respectivamente; se w < —1/3, o fluido é associado com
a energia escura.lﬂ

As conexoes ['g, da métrica g, sao definidas como

1 g 9930 _ 09s
a — Z _ap Py P 2
Vs, = 29 <8x5 * oz dxr ) (1.18)

9Uma revisdo sobre energia escura pode ser encontrada em [26]. Outras referéncias que
o leitor pode achar tteis sao [27, 28], 29].
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Com as conexoes (|1.18)) é possivel definir o tensor de Riemann
lo' « « a A a A
R Buv — FBV#'L - Bu,v + FAMF&/ - FAVFB#’ (119)

o tensor de Ricci — uma contrac¢do do tensor de Riemann ([1.19) —

R = 0.1, — 0,10, + I5, 15, — T, I, (1.20)

e o escalar de Ricci — uma contragao do tensor de Ricci —
R=¢" Ry, = R, (1.21)
As equagdes de Einstein para um universo cujo contetido material é descrito

por um fluido perfeito (1.16]) sao

E
G Y

G = /<;2TW —Agu : 2

=
Il

2
M- (1.22)

S

sendo A e M, respectivamente, a constante cosmolégica e a massa de Planck;
G, € o chamado tensor de Einstein definido como

1
Guw =Ry, — §gu,,R. (1.23)
As equacoes de Einstein (|1.22) relacionam o conteido energético do uni-
verso (lado direito) com a sua geometria (lado esquerdo). Definindo o tensor
energia—momentum para a constante cosmologica como

vac — Ag/“’
T =——3, (1.24)

a equacao (|1.22) pode ser reescrita como

G =T, (1.25)

sendo T}, o tensor energia-momentum total, quer dizer, resultado da soma
de todas as contribuigoes, incluindo a da constante cosmologica.

11



Da componente temporal das equagoes de Einstein ((1.25)) é possivel obter
uma das equagoes fundamentais do MP, chamada na literatura de equacgao
de Friedman e expressa por

2\ 2 2 K
H? = (a) - % -2 (1.26)

a a?

onde p e K sdao a densidade total de energia e a constante de curvatura,
respectivamente. Das componentes espaciais de e da equagao de Fri-
edman obtemos uma outra equacao importante para o MP, a equagao
de aceleracao ou equagao de Raychaudhuri

a

(a> _ _’g (p+3P) . (1.27)

Por outro lado, se usamos a identidade

a=2—m?, (1.28)

a

junto com a equagao de Friedman ((1.26) na equacao de aceleragao (1.27]),
podemos escrever

. K2 K
H=—— P)+ —. 1.29
Definindo o parametro de densidade €2; para cada tipo de matéria como

Qi(t) = () ;o pe= = (1.30)

K2

sendo ¢ um indice para os diferentes tipos de matéria, p. a densidade critica, e
pa a densidade de energia da constante cosmoldgica, a equagao de Friedman
(1.26) pode ser reescrita na forma

K

Qra(t) — 1= ma

(1.31)

12



onde

Qrat) = 3. (1.32)

Assim, da equagao (|1.31)), vé—se que quando Qry(t) é igual a um, o universo
é plano. Na tabela (1.1) pode se observar a rela¢do entre o pardmetro de
densidade Q7,; e a constante de curvatura K.

Densidade | Curvatura | Geometria
Qroe > 1 K=1 esférica
Qror =1 K=0 plana
Qro < 1 K = —1 | hiperbdlica

Tab. 1.1: Relagao entre o parametro de densidade, a curvatura e a geometria.

Lembrando a identidade de Bianchﬂ para o tensor de Ricci,

2R%, — R, =0, (1.33)

e aplicando-a nas equagoes de Einstein ((1.25)), mostra—se que o tensor energia—
momentum deve satisfazer

7, =0, (1.34)
que ¢ igual a equacao de continuidade
p+3H(p+P)=0. (1.35)

Resolvendo essa equagao diferencial com o uso da equagao de estado (1.17)),
encontram-se expressoes para a evolucao da densidade p para os diferentes
tipos de matéria

w=1/3 — p,xa?
; w=0 — pyoxa? , (1.36)

w=-1 — paa) = pa(ao)

100 stmbolo “;” na equacdo (1.33)) denota a derivada covariante.

pi = poia )
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onde v, M e A se referem a radiacao, matéria nao-relativista e constante
cosmologica, respectivamente.

Com as relagoes que foram estabelecidas até agora, também é possivel obter
uma expressao para o fator de escala a(t) nos diferentes regimes na histéria
do universo, quer dizer, dominancia de radiagdo, matéria e energia escura.

Para a constante de curvatura K =0 e w # —1, as equagoes (|1.36] e (|[1.26]
dao como resultado para o fator de escala

alt) o (t — to) T | (1.37)

Uma situagao de interesse se apresenta quando o universo se expande acele-
radamente. A condicao para que isso aconteca pode ser obtida das equacoes

(1.17) e (1.27)); o universo se expandird aceleradamente se

w< —1/3, (1.38)

portanto, ele deve ser dominado por uma componente do tipo da energia
escuralll| Se o fluido que domina o contetido energético do universo tem uma
equacao de estado w = —1, chamada de constante cosmoldgica, diz—se que
o universo estd em uma etapa de Sitter; nessa situacdo e com K = 0, vé—se

das equagoes (|1.36)) e ((1.26)), que o fator de escala a(t) é expresso por

a(t) oc et (1.39)

uma solucao que sera importante no contexto inflacionario.

1.4 Comparacao com as observacoes

H4 uma consisténcia notavel entre o MP e as observagoes[?| Em 1929, um
aspecto fundamental do MP foi esclarecido. Observando o deslocamento para
o vermelho (1.7 das galaxias, Edwin Hubble [33] mostrou que nosso Universo

"UEmbora existam tentativas de explicar a expansio acelerada sem recorrer & energia
escura, por exemplo, modificando a Relatividade Geral.
120 leitor pode achar tteis as referéncias [30, 21}, [31] e o livro [32].
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estd em expansao. E Hubble interpretou as suas medig¢oes como um efeito
Doppler e mostrou que existe uma relagao linear — hoje conhecida como
lei de Hubble — entre a velocidade prépria da galaxia v, e a sua distancia
R a origem de um sistema de coordenadas comoével que pode se escrever
como

dR

onde H é a constante de Hubblﬂ que indica a taxa de expansao do universo
no tempo presente. A relagéoﬁ ¢ mostrada na figura (1.1).

40000 >
- A
g 30000 - o
E <
= 20000 Viam
E e
. _Tu _"_#_'
g ZZ o . = 10000 /f
’ .
()
i Dit 1 1 " L
0 100 200 300 400 500 600 700
o S 0¥ PARSECS 2210® PARSECS Distance (MPC‘)

Fig. 1.1: Relagao linear entre as velocidades radiais e as distancias para o
levantamento de galdxias feito por Hubble (esquerda) e para dados recentes
(direita). As figuras sio das referéncias [33] e [30].

Outros trabalhos fundamentais no desenvolvimento do MP estao relaciona-
dos a abundéncia de elementos leves no universo. G. Gamov, R. A. Alpher
e H. Bethe em [37], e [39] analisaram as reag¢oes nucleares que deveriam
ter tido lugar no universo primordial e conseguiram ajustar as observacoes
da abundancia de elementos quimicos tais como Hidrogénio, Hélio e Litio.
A fisica da nucleosintesis primordial estd um pouco fora da linha geral desta
dissertacao e nao sera tratada com profundeza. Contudo, o leitor pode en-
contrar mais detalhes sobre a nucleosintesis primordial e a sua relacao com

13Mais detalhes sobre a descoberta em [34].

4Detalhes sobre a sua medicio em [35].

15A referéncia [36] contém um diagrama de Hubble para distancias no intervalo 0 — 600
Mpc construido com dados mais recentes; a relacdo linear ainda é confirmada nessa escala.
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a predigdo da radiagao césmica de fundo (RCF) em [40]. Umas outras refe-
réncias mais recentes sao [41], [42] e [43].

Uma das evidéncias observacionais mais importantes para o MP é a desco-
berta da RCF por A. Penzias e R. Wilson [44] em 1965, quando detectaram
um excesso na temperatura da antena de aproximadamente 3.5 K que era
isotrépico, nao polarizado e independente das estacoes do ano. Entende—se
que esta radiacdo vem da época da recombinagao; depois que os elétrons e
nucleons se juntaram para formar os elementos leves, os fotons conseguiram
se propagar livremente através do Universo transparente.m O espectro dessa
radiacao coincide com o espectro de um corpo negro a uma temperatura
~ 2.7 K. Considerando que o universo foi primeiro dominado pela radiacao,
e usando a equacao de Friedman como func¢do da temperatura junto
com o valor observado da constante de Hubble Hj e o valor K = 0 para
a constante de curvatura, estima—se que a temperatura da RCF deve estar
— hoje — em um intervalo 1 — 10 KB Na figura pode ser observado
o espectro completo da RCF medido pelo instrumento FIRAS no COBE e
um esquema da época da recombinacao. Como consequéncia de todas estas
observagoes o MP ganhou maior credibilidade e acabou se impondo frente ao
modelo estacionario desenvolvido por F. Hoyle, H. Bondi e T. Gold.

Observagoes recentes indicam que é plausivel assumir as hipdteses de homo-
geneidade e isotropia no MPE Diferentes levantamentos de galaxias feitos
por grupos de pesquisa ao redor do mundo como o 2dF Galaxy Redshift Sur-
vey [56], o CfA Redshift Survey [57], e o Sloan Digital Sky Survey [58, [59],
indicam que o universo ¢ homogéneo na distribuicdo de massa em uma es-
cala ~ 100 Mpc. Por outro lado as observagoes da RCF, feitas primeiro
pelo (COBE) [60] 61] e depois pelo Wilkinson Microwave Anisotropy Probe
(WMAP) [62], sugerem que o universo é isotropico porque as anisotropias
% detectadas na temperatura da RCF sao ~ 1075,

16 A situacdo que precede um universo transparente pode ser imaginada em analogia
com a propagacao da radiagdo em um meio condutor que se estuda nos cursos de eletro-
magnetismo. Nesse caso se diz que o universo é opaco.

17Segundo os dados do Cosmic Background Explorer (COBE) [45] a temperatura da
RCF é 2.726 £ 0.010 K (95% IC).

18Recentemente Zhang e Stebbins [48] mostraram que o Principio Copernicano (uma
versdo fraca do PC) deve ser satisfeito em uma escala ~ 1 Gpc ou maior porque do con-
trario haveriam efeitos observacionais diferentes dos registrados pelo Atacama Cosmology
Telescope ((ACT) [49, [50] e o SPT. Outras referéncias que examinam o PC sao [51], [52],
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Fig. 1.2: Um esquema da época da recombinagdo (acima). Figura da refe-
réncia [46]. Espectro da RCF (em baizo) medido pelo instrumento FIRAS no
COBE e ajustado com o espectro de um corpo negro com temperatura ~ 2.7
K. As incertezas sao tao pequenas que estdo dentro da linha de ajuste. A

figura é da referéncia [47].

Finalmente, deve—se dizer que observagoes recentes de supernovas (SNe) tipo

Ia [64], [65] e [66], Baryonic Acoustic Oscillations (BAO) [67, 68] e RCF [62],

indicam que

53], [54] e [53].
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Supernova Cosmology Project
Amanullah, et al., Ap.J. (2010)
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Fig. 1.3: Os Parametros de densidade para a matéria 2y e para a energia
escura Q2x. A linha preta Qp+Qa = 1, corresponde a um Universo com uma
geometria plana. As observagoes de SNe, BAO e RCF coincidem em uma
regiao que favorece um Universo plano com Qyr ~ 0.3 e Qp =~ 0.7. Figura da

referéncia [63).

QTot:ny—l—QM—f-QA% 1, (141)
tendo para a radiacao 2, ~ 0, para a matéria (bariénica e nao baridnica)
Qu =~ 0.267 + 0.028 e para a energia escura {2y ~ 0.734 £ 0.029. Na fi-

gura (|1.3)), além das regides permitidas de parametros dadas pelas diferentes
observagoes, pode—se observar a linha preta

OQu+ Q4 =1, (1.42)
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que corresponde a um universo plano. Portanto, no contexto do MP e da
equacao de Friedman (1.31)), poderiamos dizer que o Universo é aproxima-
damente plano e esta se expandindo aceleradamenteﬁ porque seu contetdo
energético é dominado por um tipo de matéria {2, que tem pressao negativa
e usualmente é chamada de energia escura[”]

1.5 O problema das condicoes iniciais no MP

Como foi notado na Secao as observagoes indicam que o universo é plano,
homogéneo e isotropico. Para ser compativel com essas observagoes o MP
requer umas condigoes iniciais bastante particulares nas equacoes que descre-
vem a dindmica do universo que foram discutidas na Segdo [[.3] Nesta se¢do
vamos colocar em evidéncia a origem desses problemasﬂ principalmente os
problemas da planeza e do horizonte.

No entanto, antes de tratar os problemas associados com as condigoes iniciais
do MP, vamos precisar um pouco o significado de tais condi¢gdes como é feito
em [76]. Pode—se-ia concluir, das equagoes de evolugao do universo, que o
MP tem uma singularidade em ¢ = 0: quando t — 0, a temperatura T" — oc.
Assim, o problema das condigbes iniciais nao pode ser definido em t = 0.
Entretanto, quando T' ~ M, ou maior, as equacoes do MP — baseadas na
RG — nao fazem sentido porque uma teoria quantica da gravidade — e nao
a RG que é valida em um regime energético menor — deveria ser usada nesse
contexto. Portanto, é razoavel que as condigoes iniciais sejam especificadas
em um cenario em que a temperatura T < Mpﬂ quer dizer, para tempos
tais que t > t; > 10743 5.

1.5.1 A planeza

O problema da curvatura do universo pode ser formulado olhando a evolugao

do pardmetro de densidade definido em ([1.30)). Usando a equagao de estado

9Esta descoberta foi reconhecida com o premio Nobel no ano 2011.

20A energia escura é usualmente associada com a energia do vdcuo. Embora esta consi-
deragdo traga consigo o problema da constante cosmoldgica [69, [70] [71] [72].

21Esta segdo estard baseada em [73], [74], [75] e [46].

22Por exemplo Ty = 107 GeV
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para um fluido barotrépico (1.17)) e introduzindo o pardmetro de Hubble, a
equagcao de aceleracao (|1.27) pode ser reescrita como

S
% = —5H Q{1+ 3w). (1.43)

Também, usando a identidade (|1.28]) junto com a equagao de Friedman (|1.31])
e a equagao aceleracao ((1.43)), é simples observar que

dQTot
dlna

= (14 3w)Qrot(Qror — 1) . (1.44)

dQTot o

. -, N dlna
0. Se o universo nao é plano, resolvendo a equagao ([1.44]), encontra-se

Vé-se que, um universo plano (27, = 1) serd sempre plano dado que

1
- 1 — aexp(l—l-?)w)ac

Qrot () ; r=lna, (1.45)

e a é uma constante de integragdo. Da equagao ((1.45) é possivel mostrar
que

d|Qrer — 1 -0

I se (1+3w) >0, (1.46)

quando o universo ¢ dominado pela radiacao w = % ou pela matéria w = 0.
Assim, a equacao deixa claro que um universo plano é um ponto fixo
instavel, ou seja, qualquer desvio de uma geometria plana serd amplificada
pela subsequente expansao cosmolégica. Portanto, uma geometria aproxi-
madamente plana no presente é uma condicao inicial muito particular para
o universo descrito pelo MP. O que aconteceu no universo para que a fungao
Qre(t) estivesse tao perto de um no passado? A equacao permite
pensar que se, para um tempo anterior a dominancia da radiag¢ao, um fluido

com uma equacgao de estado tipo energia escura

1
- 1.47
w < 37 ( )

foi dominante, ter—se-ia um regime em que
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d|Qre — 1
dSror = 1] |<O

, 1.48
I (1.48)
e a condicao inicial de universo plano do MP estaria dada.
Uma outra forma de olhar este problema é com o raio de curvatura
2
a
Rl = — (1.49)

K|

grandeza que pode ser obtida reescrevendo a equacgao de Friedman (|1.31))
como

R? !

= . 1.50
k H2|QTot_ 1| ( )

As observagoes sugerem que o universo tem uma densidade de energia que
estd muito perto da densidade critica (Q7,; =~ 1). Portanto, conclui-se da
equagao que o raio de curvatura do universo é muito maior que o raio
de Hubble (H;') no presente

1
R2(to) > il (1.51)

Assim, a parte do Universo que podemos observar tem uma geometria apro-
ximadamente plana.

1.5.2 O horizonte

A métrica FLRW (|1.1)) pode ser reescrita em termos do tempo conforme 7
como

2

d82 = CLZ(T) |\—d7’2 -+ [J;W + T2d92]] s (152)

onde

21



dr= (1.53)

Lembrando a definicao do horizonte ([1.14]), vé—se que o horizonte do universo
dy é a sua idade no tempo conforme

dH(t):/t dr [Far =+ (1.54)

0 a(t) -

Na métrica as geodésicas dos fotons sao descritas como na métrica de
Minkowski com o tempo conforme. Entretanto, existe uma grande diferenca
entre o espaco de Minkowski e o FLRW: um espaco FLRW tem idade finita,
quer dizer, nao tem um passado infinito. Um diagrama conforme do espaco
FLRW é mostrado na figura ; nele a singularidade inicial seria uma
superficie de tempo conforme constante 7 = 0 e nosso horizonte seria a
largura de nosso cone de luz do passado projetado sobre a superficie definida
pela singularidade inicial.
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Fig. 1.4: Diagrama conforme do espago FLRW. Figura da referéncia [406].
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Dois eventos no espago—tempo conforme estao causalmente conectados se
eles compartilham um passado causal: os seus cones de luz do passado se
superpoem. Contudo, se consideramos dois pontos da superficie do tltimo
espalhamento da RCF (z & 1100) separados de 180° (ver figura (L.5))), no-
tamos que os seus cones de luz do passado nao se superpoem, quer dizer,
sao causalmente desconectados. Esses dois pontos na superficie do tltimo
espalhamento ocupam universos observaveis completamente separados e des-
conectados. Entao, formula—se o problema do horizonte: como esses pontos
atingiram o observado equilibrio térmico (% ~ 107°) se eles jamais com-
partilharam um passado causal? O universo, de alguma forma, deve ter
atingido um equilibrio quase perfeito em escalas muito maiores a escala de
algum horizonte local.

x /Y\Su. afe
& here

| A

L Z2=0 A
m—

Fig. 1.5: Diagrama conforme da RCF. Figura da referéncia [{0].

Para entender um pouco melhor esta situagao, vamos olhar um exemplo sim-
ples. Observou-se na Secao (1.3 que quando a componente dominante do
universo é a constante cosmoldgica, o fator de escala se incrementa exponen-

cialmente como na equagao (1.39). Nesse caso, vé—se da equacao ([1.53)) que

o tempo conforme seria
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T —— . (1.55)

O tempo conforme seria negativo durante o periodo inflacionério e tenderia
a zero pelo final do mesmo. Assim, ter uma época inflacionaria — ou de
expansao acelerada — anterior a época de dominancia da radiacao significa
que 7 = 0 nao seria a singularidade inicial mas a transicao entre a expansao
inflacionaria e a época dominada pela radiagdo. A singularidade inicial é
afastada para tempos conformes negativos, e pode ser afastada arbitraria-
mente atras no tempo, tanto quanto durar a expansao acelerada. Na figura
aparece um esquema da estrutura causal conforme de um espago—tempo
inflacionario. Observa—se que em 7 = 0 os dois pontos da superficie de tltimo
espalhamento nao compartilham regioes do espaco—tempo conforme. No en-
tanto, a inflacao afasta a singularidade de tal forma que os conos de luz dos
dois pontos considerados tenham uma intersec¢ao em um tempo conforme
negativo posterior a singularidade e possam compartilhar um passado causal
resolvendo assim o problema do horizonte.

Da equacao de Friedmann , da expressao para o horizonte do
universo e da defini¢ao do tempo conforme é possivel mostrar que o
problema do horizonte e o problema da planeza estao relacionados. Para uma
equacao de estado constante w = const., a razao de uma distancia comével
A e o horizonte do universo dy esta relacionada com a curvatura por uma lei
de conservagao

3 \2
— | |2 — 1| = const.. (1.56)
du

No caso em que o universo evolui se afastando de uma geometria plana, a
condigao ((1.46) obrigaria a razao de uma distdncia comével com o horizonte
do universo a satisfazer

—dnz ), (1.57)

Portanto, a condigao
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Fig. 1.6: Diagrama conforme espago-tempo inflaciondrio. Figura da refe-

réncia [40].

d|Qrer — 1

T <0 se (143w) <0, (1.58)

que soluciona o problema da planeza, também solucionaria o problema do
horizonte porque implicaria que

—dns 5, (1.59)

quer dizer, deve—se ter uma etapa na evolugao do universo na qual o horizonte
diminui ou, equivalentemente, o universo expande—se aceleradamentelﬂ tendo
uma equacao de estado que satisfaz 1 + 3w < 0.

23Nota-se que da equacio de Raychaudhuri , a equacao é equivalente a ter
uma expansao acelerada. Assim, para etapas dominadas pela radiagdo ou pela matéria se
tem um universo que evolui se afastando de uma geometria plana, mas para etapas em
que o universo esta se acelerando acontece o contrario.
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1.5.3 Outros problemas

Em uma escala de ~ 100 Mpc, as observagoes indicam que o universo é
homogéneo e isotropico. No entanto, em escalas menores encontramos ino-
mogeneidades na distribuicao de massa tais como planetas, estrelas, galdxias,
etc.. Nao existe ainda uma explicacao definitiva e satisfatéria da origem e
evolucao dessas perturbacgoes na densidade dentro do MP. No entanto, uma
propriedade importante do paradigma inflacionario é que ele permite o sur-
gimento de irregularidades na distribuicao de massa no universo que poste-
riormente levaram a formacao das estruturas que observamos. No Capitulo
serao aprofundados esses aspectos do paradigma inflacionario.

Um outro problema que afronta o MP tem a sua origem na relacao entre
a fisica de altas energias além do modelo padrao da fisica de particulas e a
cosmologia@ Além da desejada assimetria entre barions e antibarions produ-
zida pelas teorias de grande unificacdo (GUT), um aspecto menos favoravel
estd presente nestas teorias. Se as temperaturas no universo primordial atin-
giram valores maiores a escala de temperatura de uma quebra de simetria,
essa simetria deveria ter sido restaurada. Assim, as GUT predizem que o
universo deve ter passado por uma serie de transicoes de fase que devem
ter deixado alguma evidéncia. De fato, estudos nas GUT indicam que uma
possibilidade de testar a existéncia dessas transicoes de fase cosmoldgicas
é a busca de defeitos topoldgicos que sao vestigios do universo primordial.
Desses defeitos topoldgicos, os mais relevantes sdo as paredes de dominio, as
cordas césmicas e os monopolos magnéticos ]

As paredes de dominio — defeitos topolégicos bidimensionais — surgem sem-
pre que hé quebra espontianea de uma simetria discreta e a sua existéncia é
fortemente restrita pela sua contribuicao para a densidade de massa no uni-
verso e pela isotropia da RCF. Por outro lado, as cordas césmicas — defeitos
unidimensionais — aparecem sempre que ha quebra de uma simetria U(1) e
a sua deteccao nao seria catastrofica para o MP. Finalmente, encontra—se na
literatura que quando qualquer grupo semi-simples (SU(5), O(10), Eg...) é
dividido em um subgrupo que contem explicitamente um fator U(1), solugdes
tipo monopolo magnético — defeitos adimensionais — existem. Devido a que

24Ver [77] para uma introdugdo a esse assunto.
25 Algumas referéncias que tratam com maior profundidade as transicdes de fase cosmo-
légicas sao [78], [79], [80] e [81].
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as GUT pretendem unificar as interacoes forte, fraca e eletromagnética em
um s6 grupo que finalmente é separado em SU(3) x SU(2) x U(1), parece que
a existéncia de monopolos é uma predicao genérica das GUT. Como no caso
das paredes de dominio, a existéncia dos monopolos magnéticos é fortemente
restringida pelas observagoes da densidade de energia do universo.

Dentre outros problemas do MP, encontram-se: a assimetria na densidade
barionica, os gravitinos primordiais, a dimensionalidade do espaco—tempo, e
o problema da constante cosmolégica. Estes problemas estao um pouco fora
da linha geral deste trabalho e nao serao tratados com profundidade; o leitor
interessado pode achar 1til a referéncia [82).

Neste capitulo foi feita uma apresentacao geral do MP incluindo alguns as-
pectos geométricos, as equagoes que descrevem a dinamica do universo, a
consisténcia do modelo com as observacoes, e o problema das condic¢oes inici-
ais. Dentre os problemas do MP foram destacados os concernentes a planeza
e ao horizonte. Foi mostrado que uma etapa de expansao acelerada ante-
rior & época de dominancia da radiacao é uma possivel solugao para estes
problemas. No préximo capitulo trataremos os aspectos gerais desta etapa
inflacionaria.
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Capitulo 2

O paradigma inflacionario

2.1 Introducao

Na Secao se mostrou que, no contexto do MP, uma etapa de expansao
acelerada anterior ao periodo de dominancia da radiacao, seria suficiente para
resolver algumas inconsisténcias no MP, tais como os problemas da planeza
(ver Subsegao e do horizonte (ver Subsecdo [1.5.2). Dentro do MP
tal expansao acelerada seria o resultado do predominio de uma componente
de energia com pressao negativa. Desenvolvido, dentre outros, por Gliner
[83], Starobinsky [84], Guth [76], Linde [85], [86], e Albrecht e Steinhardt
[87], o paradigma inflacionario é um mecanismo que tem tido sucesso em dar
possiveis solucoes as dificuldades do MP.E]

Neste capitulo vamos apresentar os aspectos gerais do paradigma inflacioné-
rio.E] A Secao sera dedicada ao inflaton — o campo escalar responséavel
pelo contetido material do universo na época inflacionaria — e as suas equa-
¢oes de movimento. As condigoes que devem ser satisfeitas pelo inflaton e o
seu potencial, para provocar uma expansao acelerada, serao tratadas na Se-
¢ao (2.3). Finalmente, na Se¢ao (2.4)), vamos apresentar brevemente alguns
modelos inflacionérios.

I'Na Secao sao apresentados os principais problemas do MP.

2Duas referéncias, sem muitos detalhes técnicos, que enfatizam a relacdo entre a fisica
de particulas e a inflagdo se encontram em [73] [88]. Referéncias mais técnicas sdo [46],
[89], [90], [75], [91]. Uma revisdo do paradigma inflaciondrio pode ser encontrada em [74].
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2.2 O inflaton

Definiremos inflacdo como um regime em que o universo se expande acele-
radamente, quer dizer, quando a segunda derivada do fator de escala a(t) é
positiva. Esta definicdo pode ser escrita dentro do MP lembrando a equacao
de Raychaudhuri , como a violagao da condic¢ao de energia forte de um
fluido perfeito:

alt)y >0 =  p+3P <0, (2.1)

sendo p e P a densidade e a pressao do fluido, respectivamente.

Uma grandeza importante na dinamica do regime inflacionario é o raio co-
movel de Hubble ou horizonte comével de Hubble, definido como

R
Ren = TH = (aH)™", (2.2)

sendo

Ry=H™", (2.3)

o raio de Hubble, também chamado de horizonte de Hubble. Quando o
universo ¢ dominado por um fluido com uma densidade de energia aproxi-
madamente constante, da equacao de Friedman com K = 0, vé-se
que o parametro de Hubble H definido em também é aproximada-
mente constante pela relagdo de proporcionalidade que existe entres essas
duas grandezas. Como consequéncia desse comportamento quase constante
do parametro de Hubble H e a defini¢ao 7 o raio de Hubble também per-
manece quase constante durante o regime inflacionario enquanto que o fator
de escala, da definicao do parametro de Hubble , cresce exponencial-
mente. Nota—se entdo, que durante a inflagao o raio comével de Hubble ([2.2)
decresce com o tempo cHésmico. Assim, a inflacdo pode ser definida como um
periodo em que o horizonte comoével de Hubble decresce, quer dizer,

dRon  d(aH)"!
_ . 9.4
dt a0 (2:4)
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Em um sistema de coordenadas comoével as distancias comoéveis nao de-
pendem do tempo césmico, quer dizer, permanecem constantes. Contudo,
observa—se da equacgao que durante o regime inflacionédrio o horizonte
comoével de Hubble nao é constante senao que diminui com o tempo cosmico.
Na figura se ilustra a evolugao das escalas durante o regime inflaciona-
rio. Uma linha reta e horizontal representa uma distancia comével L e uma
curva que desce e sobe quando o tempo se incrementa representa o horizonte
comovel de Hubble Rey. No primeiro ramo da figura Rey comega acima
de L mas devido ao seu comportamento decrescente durante o regime
inflacionario atinge um valor minimo menor que L. Apods a expansao acele-
rada do regime inflacionario o universo entra no cenario descrito pelo MP e
continua se expandindo, mas com o horizonte comével de Hubble crescendo
até ultrapassar a escala comével L.
“€— INFLATION =2
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»
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Fig. 2.1: FEvolucio das escalas durante o regime inflaciondrio. Figura da
referéncia [75)].

Discutimos na Segao que uma época inflacionéria anterior ao cenario Big
Bang pode resolver alguns problemas do MP com sucesso. Porém, nada foi
dito sobre os processos fisicos que poderiam produzir essa inflagdo. Nota—se
que um fluido tipo constante cosmolégica (w = —1) nao pode ser responsé-
vel por esta aceleragao porque se o universo tivesse sido dominado por uma
componente com uma densidade de energia constante nessa época, o universo
ainda estaria dominado por essa componente de energia: a matéria e a radi-
agao sao diluidas exponencialmente (ver equagao ) no contexto do MP.
Assim, conclui—se que para atingir uma etapa de transicdo entre o periodo
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inflacionario e o equilibrio térmico — caracteristico do MP — a energia do
vacuo, suposta responsavel pela etapa inflacionaria, deve ser dependente do
tempo [46]. Um regime com energia do vicuo dependente do tempo pode
ser obtido usando um campo escalar. No contexto inflacionario esse campo
escalar é usualmente chamado de inflaton Pl

Para descrever a dindmica do inflaton, usa—se a teoria de campos. Uma forma
geral da agao com acoplamento minim(ﬂ entre o inflaton p(z,t) e a métrica
do espaco—-tempo g, pode ser expressa por

o

1
Stotal = /d4$\/ —9g <2/{2 (R) + LSO) . Kk =81G, (2.5)

Ly = F(p, g" 0,00,9) — V(p), (2.6)

e f(R) é uma funcao do escalar de Ricci R, F(p, g"0,90,¢) é uma funcao
do inflaton e das suas derivadas, V(¢) é o potencial do inﬂatonEL d*z ¢é o
elemento de volume na variedade quadridimensional e g é o determinante
da métrica. Contudo, neste capitulo vamos tratar apenas a abordagem mais
simples, quer dizer, aquela em que a funcao

f(R)=R, (2.7)

v 1 v
F(p, 9" 0up0,p) = —59" L0, (2.8)

30s campos escalares desempenham um papel fundamental nos mecanismos de quebra
espontinea de simetria entre as interagdes fundamentais. Contudo, ndo foram detectados
campos escalares na natureza até hoje [75].

4Quer dizer, ndo existem termos do tipo R, R, 0"p0" ¢ que misturam termos relaci-
onados a curvatura com termos relacionados ao campo escalar na agao.

50 potencial descreve as auto-interacdes do campo escalar. Como serd visto depois
neste capitulo, toda a fisica de interesse para a inflacdo esta contida na forma do potencial.

Alguns potenciais tipicos dos modelos inflacionarios sdo V(@) = $m2¢?, V(¢) = 2A(p? —

02)? e V(p) = £Ap?, sendo A uma constante.
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de tal forma que a agao ﬁcaﬂ

St = | dw—( SR 50 00 —V() . (29)

Com o principio de minima agao e a equagao se obtém a equagao de
movimento para o inﬂatonﬂ também chamada na literatura de equagao de
Klein—Gordon. Considera—se um campo escalar homogéneo p(z,t) = ¢(t) de
tal forma que a equacao de Klein—-Gordon pode ser expressa por

dV
G+3Hp+—=0, (2.10)
de

de onde se observa que um campo escalar sob a acao de um potencial satis-

faz uma equacao de movimento semelhante a equagao de movimento de um
oscilador harmonico amortecido

i+ Bt +wiz =0, (2.11)

sendo x a posicao do oscilador, 5 a constante de amortecimento e wgy a
frequéncia natural do oscilador. Em analogia com a equacao de movimento
de um oscilador harménico amortecido (2.11)), nota—se da equagao (2.10) que
o movimento do campo escalar ¢ sob a agdo do potencial V(y) contém um
termo de “ fricgao ”

3H, (2.12)

associado com a expansao do universo.

No paradigma inflacionario, considera—se que o universo é dominado por um
campo escalar descrito como um fluido perfeito. Como a matéria, a radiacao,
e a constante cosmoldgica, este campo escalar deve ter associada uma equacao
de estado, quer dizer, uma expressao para a densidade de energia e a pressao.

60 primeiro termo da acio (2.9) é chamado também de agdo de Einstein-Hilbert.
"Ver apéndice para detalhes da derivagdo das equagdes de movimento e do tensor
energia—momentum para o inflaton.
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Estas grandezas sao fornecidas pelo tensor energia—momentum do inflaton.

Da agao (2.9) temos

T,

1
' = 0,00,0 — g (gaﬂﬁacpaﬂso + V(w)) : (2.13)

2
Usando a métrica FLRW (1.1)) em ([2.13]) para obter o tensor energia-momentum

misto T# = g"°T,, encontramos que a densidade do inflaton ((1.16)) é

1,
TW==re 5  po=359+V(p), (2.14)
e a pressao
1 Lo
Ty =P, : P, = Sl V(). (2.15)

Das equagdes ([2.14]) e (2.15]) é simples ver que a equacao de estado do inflaton
pode ser expressa por

_P¢_¢2_2V(€0)

= = e (2.16)

Na proxima secao vamos estudar quais sao as condigoes que deve satisfazer o
potencial do inflaton V' (¢) de tal forma que o regime inflacionario possa ser
atingido.

2.3 Condicoes de rolamento lento e o regime
inflacionario

Como foi mencionado anteriormente, um periodo inflacionario pode ser de-
finido pela violacao da condi¢ao de energia forte . Isso, em outras pa-
lavras, implica que a equagao de estado (2.16) do inflaton deve satisfazer
w, < —%. Vé—se facilmente da equacgao que esta condicao é satisfeita
se
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V(p) > ¢? —  P,~—p, — w1, (2.17)

quer dizer, se a energia potencial do inflaton é muito maior do que a sua
energia cinética. Neste caso, ter—se—ia uma equagao de estado similar aquela
de uma constante cosmoldgica, condicao suficiente para um regime acele-
rado.

Para entender melhor a condicao no campo escalar e a sua energia
potencial vamos fazer uma analogia com um sistema formado por uma par-
ticula de massa unitaria, energia total E e cuja posicao é designada pela
coordenada z; vamos supor que a particula se encontra sob a acdo de um
potencial V' (z). Nesse caso a energia total da particula se escreve

1
E = 5:’52 + V(z), (2.18)

que seria a expressao semelhante a densidade de energia do universo, repre-
sentada pela densidade de energia do inflaton , devido a que no regime
inflacionério é assumido que o campo escalar é a componente energética do-
minante no universo.

Se consideramos que a particula esta isolada, sua energia total permanece
constante. Vamos supor que a energia potencial da particula ¢ muito maior
que a sua energia cinética, quer dizer,

1
V(z) > 59‘:2, (2.19)

condigao semelhante a (2.17)) se fazemos as correspondéncias V(p) — V()
ep — .

Como consequéncia da condigao (2.19)), a energia total da particula é expressa
por

E~V(x), (2.20)

que na analogia seria equivalente a
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pe = V(p). (2.21)

A equacgdo (2.20)) indica que a energia potencial também seria constante e
aproximadamente igual a energia total. Desta forma se conclui que a parti-
cula teria uma energia cinética desprezivel, quer dizer,

1
§¢24—>() ou & — 0. (2.22)

Se a condigao (2.22) é satisfeita, a particula estd quase em repouso (r =
const.) e a sua aceleragao deve satisfazer

P, (2.23)

quer dizer, que na analogia o campo escalar deveria satisfazer

p <1, (2.24)

se o potencial V() é aproximadamente constante.

Com as duas condigoes (2.17) e (2.24)), e a expressao para a densidade do
inflaton ([2.21]) nessas condigoes, a equacao de Friedman (|1.26)) para um uni-
verso plano se reescreve

s K21, , K2
w=T (3 Ve)  — E=iv), (2.25)
e a equacao de movimento ([2.10]) se transforma em
av
SHop+ — ~0. 2.26
Pt (2.26)

Da equagao ([2.26]) e da condigao (2.17)) temosﬂ ainda,

8V denota a derivada do potencial com respeito ao campo escalar.
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1%
9H?p? ~ V7 — H*V > V" — 7<<H2. (2.27)

Desta forma, devido a equagdo de Friedman no regime inflacionario ([2.25])
podemos considerar H? =~ V em (2.27)) e obter uma primeira condi¢ao que o
potencial deve satisfazer no regime inflacionario:

<“//>2 <1. (2.28)

Por outro lado, de (2.27)) e (2.25) podemos encontrar uma segunda relagao

para o potencial durante o regime inflacionario,

HV>V? S V2sV? 5 UV vV, (2.29)

de onde obtemos

(‘;) <1. (2.30)

Na literatura o regime acelerado da época inflacionaria usualmente é carac-
terizado por dois parametros, chamados de parametros de rolamento lentoﬂ
que dao informacao sobre a forma do potencial no regime inflacionario. As
condicoes e , que o potencial deve satisfazer no regime inflacio-

nario, podem ser reescritas definindo esses parametros de rolamento lento e

€ 77 como
1 (V' 1 (V"

9Parametros que dependem do modelo considerado.
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onde o parametro € mede a inclinagdo no potencial e o pardmetro 1 mede

a sua curvatura[l] Das condigoes (2:28) e (2:30)), o perfodo inflaciondrio

poderia ser caracterizado como

ek 1 e In| <1 (2.32)

Para estimar quao longo é o periodo inflacionario se define o niimero de
e—foldings por

tend
N@Emd%@:/ Hit (2.33)
t

onde t e te,q denominam o tempo inicial e o tempo final da etapa inflacionaria,
respectivamente. Considerando que as condigoes de rolamento lento ([2.32)

sao satisfeitas e usando as equagoes (2.25) e (2.26)) junto com dt = pdp em
(2.33]), tem—se que

Mo:ﬁfDVw, (2.34)

onde e é definido por €(penq) = 1.

Considerando as condigoes , esquematiza—se a forma do potencial V()
durante o regime inflacionario como na figura . Se inicialmente o campo
escalar é quase homogéneo; se o termo de “friccao” , devido a expansao
do universo, na equacao de movimento do campo escalar (2.10) nao é des-
prezivel; e se o potencial é aproximadamente plano (¢ < 1), ter-se-ia que
a densidade de energia ¢ dominada pela energia potencial e o campo
escalar seria aproximadamente constante, quer dizer, a sua energia cinética
seria desprezivel. Durante este periodo, a dindmica do universo aproxima
um regime de dominio de constante cosmoldgica (w, ~ —1); ademais, como
consequéncia da expansao acelerada, o universo é conduzido para a homoge-
neidade e a isotropia (ver Segao . Apds um periodo de tempo as condigoes
de rolamento lento ([2.32)) nao sao mais satisfeitas, quer dizer, o campo escalar

19Em outras palavras os pardmetros de rolamento lento € e n medem a taxa de cresci-
mento e a concavidade do potencial, respectivamente.
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nao se encontra mais sob a a¢ao do potencial aproximadamente constante; em
termos dos parametros de rolamento lento essa situagao se descreve por

e>1 e |n>1, (2.35)

condic¢oes que indicam o fim do regime inflacionario.
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Fig. 2.2: Esquema do potencial no regime inflaciondrio. A figura € da refe-
réncia [40].

Quando a etapa inflacionaria termina a equagao de movimento do inflaton é
expressa por (2.10f), que como foi comentado anteriormente ¢ semelhante a
equagao de movimento de um oscilador harménico amortecido. Nesse regime
a energia cinética do inflaton nao é mais desprezivel e pelo contrario, como
consequéncia das condicoes no potencial V() e a conservagao da ener-
giaﬂ a energia cinética passa a ser a contribuicdo dominante da densidade
de energia do inflaton com o potencial atingindo um valor minimo.
Durante esse periodo de dominéancia da energia cinética — e valor minimo
do potencial — a pressao do inflaton é expressa por

110 potencial deve crescer ou diminuir segundo a definicio (2.31)) de e. Entretanto,
devido a conservacao da energia, a energia potencial do inflaton ndo pode ser maior que a
sua energia total e portanto o potencial deve decrescer apos a etapa inflacionaria.
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1
P 5 (2.36)

4

Devido a dindmica “ oscilatéria” do inflaton descrita pela equacgao (2.10)), a
pressao média do inflaton nesse periodo seria

(P,)~0, (2.37)

quer dizer, o inflaton teria uma equacgao de estado tipo matéria nao relativista
(wy, ~ 0) nesse regime. A equagao de continuidade para a densidade
média do inflaton neste periodo se escreve

dp, +3Hp, =0. (2.38)

dt
No entanto, acredita—se que durante este periodo de dominancia de energia
cinética, o inflaton se acopla com as particulas do modelo padrao da fisica
de particulas em um processo chamado na literatura de reaquecimento@ e
que depende do modelo inflaciondrio considerado. O acoplamento entre o
inflaton e essas outras particulas, quer dizer, o decaimento do inflaton ne-
las, é considerado adicionando um termo na equacao que daria conta
dessa troca de energia entre o inflaton e as particulas do modelo padrao da
fisica de particulas. Desta forma a densidade média do inflaton satisfaria a
equagao

d
T2+ (3H +T,)p, =0, (2:39)
onde I', é o parametro de acoplamento e depende do modelo inflaciondrio

estudado.

Assim, no final da etapa de dominancia do campo escalar toda a energia
responsavel pela expansao acelerada no regime inflacionario é liberada em

2Dentro deste processo que antecede o MP podem ser reconhecidas trés partes: a) di-
nimica nao inflaciondria do campo escalar, b) decaimento das particulas do inflaton, c)
termalizagdo dos produtos dos decaimentos [75]. Algumas referéncias sobre o reaqueci-
mento sao [92], [93], [94] e [95].
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energia térmica, quer dizer, o inflaton decai nas particulas do modelo pa-
drao da fisica de particulas. Devido a que esses decaimentos sdo processos
nao adiabaticos, haveria um aumento da entropia do universo durante esse
periodo de reaquecimento [90].

2.4 Os modelos inflacionarios

Nossa apresentacao do paradigma inflacionario tem sido baseada em uma
discussao de uma possivel acao para o inflaton (2.9) — de fato, a mais sim-
ples que pode ser proposta — junto com as condi¢oes de rolamento lento
que devem ser satisfeitas pelo potencial para atingir um regime acelerado.
Portanto, vé-se que a especificagdo da a¢ao do inflaton (potencial e termos
cinéticos) e o seu acoplamento com a gravidade sdo fundamentais na defi-
nicao de um modelo inflacionario particularH Nesta se¢ao vamos descrever
brevemente alguns tipos de modelos inflacionérios.

2.4.1 Modelos com um campo escalar

Definiremos um esquema de classificacdo geral para estes tipos de modelos
inflacionarios como é feito em [91], [96] e [97]. Dividiremos os modelos em trés
tipos gerais: campo “grande”, campo “pequeno”, e os modelos hibridos. Um
potencial genérico nestes modelos pode ser caracterizado por dois parametros
independentes: uma “altura” A*, correspondendo & densidade de energia do
vacuo durante a inflagdo, e uma “largura” p, correspondendo a mudancga no
valor do campo Ay durante a inflagao:

13 Acredita—se que a época inflacionaria aconteceu em uma escala de energia ~ 10'2 TeV.
A historia do universo — de ~ 107!% s até hoje — ¢ baseada em fatos observacionais e
modelos fisicos bem sucedidos como o modelo padrao da fisica de particulas, a RG e a
dindmica de fluidos. No entanto, antes de 10719 s a energia do universo excede — em vérias
ordens de magnitude — a energia atingida pelos aceleradores (~ 1 TeV) de particulas e
esses modelos nao podem ser mais testados diretamente. Assim, uma descricao da inflagao
deve supor que as leis fisicas conhecidas (conservacao da energia, conservagao da carga, leis
da termodinimica, relatividade geral, etc.) sdo as mesmas em escalas de energia maiores

a 1 TeV [89).
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Vip) = Ay <z) . (2.40)

Os modelos diferem na forma da fungao f.

Campo “grande”

Modelos de campo “grande” tém potenciais tipicos do chamado cenario infla-
cionario cadtico [86]. Neste cendrio o campo escalar é deslocado do minimo
do potencial por uma quantidade que é da ordem da massa de Planck M,,.
Tais modelos sao caracterizados por V" () > 0, e —e < n—e < e. Potenciais
tipicos dos modelos de campo grande sdo os potenciais tipo polinémio

_ A4 [P !
Vig)=A <u> : (2.41)

e 0s potenciais exponenciais

V() = Atexp (“;) . (2.42)

No cenario inflacionario cadtico é assumido que o universo surgiu de um
estado quantico com uma densidade de energia similar a densidade de Planck.
Ter—se—ia entélﬁ que V(p) =~ M;} e portanto, de acordo com a equacao de
movimento do inflaton e em analogia com o caso de um oscilador
harmonico amortecido, um termo de “friccao’nao desprezivel devido a que
pela equagao H? ~ V. Desta forma o inflaton seria aproximadamente
constantes sob a acao do seu potencial.

O exemplo mais simples de um modelo inflacionédrio caético corresponde a
um campo escalar com potencial quadratico

4Em unidades de Planck a constante da gravitacio G, a constante de Planck reduzida
h, a velocidade da luz no vacuo ¢, a constante de Coulomb k e a constante de Boltzmann
kp sao iguais a um. Nesse sistema de unidades o comprimento de Planck [, e a massa de

Planck M), estao relacionados por M, = %
P
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Fig. 2.3: FEsquema de um potencial tipico dos modelos inflaciondrios de
campo “grande”. Figura da referéncia [£6].

1
Vig) = sme?, (2.43)

onde m representa a massa do inflaton. Um esquema deste potencial é mos-

trado na figura ([2.3)).

Campo “pequeno”

Os potenciais tipicos nestes tipos de modelos inflacionarios sdo associados
com os chamados modelos de inflacdo nova [85], 87] e inflagdo natural [9§].
O campo escalar inicia perto de um ponto de equilibrio instavel no seu po-
tencial e permanece aproximadamente constante sob a acao do seu potencial
até atingir um minimo estavel. Estes modelos de campo pequeno sao carac-
terizados por V”(¢) < 0 e n < —¢, sendo € proximo a zero. Um potencial
genérico dos modelos de campo pequeno pode ser escrito como

V(ip)=A" [1 — (i)p] . (2.44)
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A figura (12.4)) mostra um potencial tipico dos modelos inflacionérios de campo
“pequeno”.

V($)

M

Fig. 2.: Um esquema de um potencial tipico dos modelos inflaciondrios de
campo “pequeno”. Figura da referéncia [{0].

Modelos hibridos

Os modelos hibridos [99] sao caracteristicos de modelos que estudam a in-
flacdo no contexto da supersimetria e da supergravidade. Nestes modelos o
campo escalar responsavel pelo regime inflacionario evolui para um minimo
do potencial com energia do vacuo diferente de zero. O regime acelerado ter-
mina pela instabilidade de um segundo campo escalar. Os modelos hibridos
sao caracterizados por V"(¢) > 0e 0 < e < n—e€. Um potencial genérico
nestes modelos é

V(p) = At [1 + (wﬂ . (2.45)

Ju

A figura (2.5) mostra um potencial tipico de um modelo inflacionario hi-
brido.
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Fig. 2.5: Um esquema de um potencial tipico dos modelos inflaciondrios
hibridos. Figura da referéncia []0].

2.4.2 Modelos alternativos

O uso de campos escalares para a uma descricao do contetido material no
universo nao ¢ a Unica forma de obter um regime inflacionario. Um grande
nimero de modelos inflacionarios fenomenologicos tem sido propostos com
diferentes motivagoes tedricas e predi¢oes observacionais. Vamos comentar
brevemente algumas destas propostas.

Acoplamento nao minimo com a gravidade

Na Secao foram encontradas as equagdes de movimento para a a¢ao mais
simples de um campo escalar com acoplamento minimo com a gravi-
dade. Foi mostrado na Secao que esta abordagem produz um regime
acelerado se o potencial satisfaz as condi¢des de rolamento lento . No
entanto, uma situagdo mais geral poderia incluir termos com acoplamento
direto entre o inflaton e termos relacionados a curvatura na agado, produ-
zindo os chamados modelos com acoplamento nao minimo. Nestes modelos o
periodo inflacionario seria devido a esses acoplamentos e ao potencial. Con-
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tudo, esses modelos podem ser transformados em modelos com acoplamento
minimo por uma redefinicao do campo. Um exemplo destes modelos é

St = [ dlov=g (5 = 50" el — SERF — V() . (240)

Gravidade modificada

Apos quase um século, a RG continua sendo a teoria padrao para a descrigao
da interacao gravitacional. Apesar do seu sucesso, alternativas a RG tem
surgido na literaturaE A ideia relevante no contexto inflacionario é que se
a agao de Einstein—Hilbert (o termo da agao linear no escalar de Ricci)
fosse modiﬁcadam em energias altas (> 1 TeV), essas modifica¢oes poderiam
ser responsaveis por um regime acelerado no universo primordial. Contudo,
os modelos que modificam a gravidade também podem ser transformados em
modelos com acoplamento minimo entre campo escalar e a gravidade.

Termo cinético ndao—canodnico

A acdo (2.9) considerada na Secao para descrever a dindmica do campo
escalar durante o periodo inflacionario contem um termo cinético canonico
da forma

X = -¢"0,p0,p. (2.47)

N | —

No entanto, poder—se—ia imaginar que a teoria subjacente da fisica de altas
energias — na época inflacionaria — tivesse campos com termos cinéticos nao
canonicos e a densidade lagrangiana do campo escalar fosse da forma

Ly = F(p, X) = V(p), (2.48)

15Uma revisdo recente sobre as teorias modificadas da gravitacdo encontra—se em [23].
16Por exemplo: teorias escalar—tensoriais, teorias da gravitacio nao locais e com deriva-
das superiores e teorias da gravitagdo com dimensoes extras.
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com F (i, X) uma fungio do inflaton ¢ e as suas derivadas. Nestes modelos]!]
a inflacdo poderia ser produzida preponderantemente pelo termo cinético e
nao pelo potencial. Usualmente, a densidade lagrangiana do inflaton dos
modelos K—essence é restringida a forma

S = [ day=gf(p(X). (2.49)

Mais de um campo escalar

Uma outra possibilidade para a produgdo de um regime inflacionario no uni-
verso primordial é a presenca de outros campos escalares diferentes ao in-
flaton. Com esta proposta as possibilidades para a dinamica inflacionéaria
Sa0 mais numerosas.@ A densidade lagrangiana mais simples que pode ser
escrita neste contexto é

L= (& +07) ~Vig.w). (2.50)
Observa—se que existem varias alternativas ao modelo de campo escalar com
acoplamento minimo com a gravidade estudado nas Se¢oes e que po-
dem causar um regime de expansao acelerada no universo, anterior ao inicio
do Big Bang, e dar uma possivel solu¢ao aos problemas do MP. Porém, uma
questao surge naturalmente: como podemos determinar quais desses mode-
los sdao mais adequados para descrever o universo primordial?. Nos Capitulos
trataremos a relagao dos modelos inflacionarios com as observagoes, par-
ticularmente o teste desses modelos usando as anisotropias do CMB.

Neste capitulo se definiu o paradigma inflaciondrio como uma época em que
o universo se expandiu aceleradamente. Mostrou—se que um campo escalar
pode produzir um regime com energia do vacuo dependente do tempo ne-
cessario para ter uma época de expansao acelerada — anterior ao inicio do
Big Bang — que resolveria algumas dificuldades do MP apontados na Secao
[I.5] O paradigma inflacionario foi ilustrado usando o modelo mais simples
de um campo escalar com acoplamento minimo com a gravidade. Ressaltou—
se a importancia da forma do potencial no regime inflacionario, dando as

17Conhecidos na literatura como modelos K-essence [26].
18Uma revisdo destes modelos inflacionarios multi-campo encontra—se em [100].
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chamadas condi¢des de rolamento lento que devem ser satisfeitas pelo po-
tencial para haver uma expansao acelerada. Finalmente, foram mencionadas
algumas caracteristicas gerais de alguns modelos inflacionarios.

Tal como foi apresentado, o paradigma inflacionério consegue resolver o pro-
blema da planeza e do horizonte no MP. No entanto, um dos aspectos mais
interessantes da inflagdo é que ela pode gerar inomogeneidades que podem
responder pela formacao das estruturas no universo. Para entender melhor
este fato, no Capitulo [3] estudaremos as flutuagdes do campo escalar e da
métrica.

47



Capitulo 3

Perturbacoes cosmolégicas no
cenario inflacionario

3.1 Introducao

Como foi mencionado na Subsecao[I.5.3] existem — em escalas menores do que
aquelas em que o PC parece ser valido — nao—homogeneidades na distribuicao
de matéria (aglomerados de galdxias, estrelas, etc.) que nao sao explicadas
pelo MP. Por outro lado, observagoes feitas pela WMAP [62] mostraram que
existem pequenas nao—homogeneidades na RCF que o MP tampouco explica.
Além de resolver os problemas da curvatura (Subsecao e do horizonte
(Subsecdo [1.5.2)), o cendrio inflacionério, apresentado no Capitulo 2] oferece
uma possivel explicacdo para a formagao das perturbagoes observadas na
distribuicao de matéria e na RCF. Segundo o paradigma inflacionario haveria
uma relagao entre as flutuagoes quanticas do inflaton e as perturbacoes na
densidade das componentes energéticas que sao observadas.

Neste capituld|faremos um breve tratamento das perturbacdes cosmolégicas
no cenario inflacionario. Na Secao descreveremos as flutuagoes quanti-
cas de um campo escalar genérico. Algumas observagoes sobre o estudo do
universo nao homogéneo serao feitas na Secao (3.3

IEste capitulo estd baseado nas referéncias [46], [89], [01], [90] e [T0T].
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3.2 Flutuacoes quanticas de um campo esca-
lar

Nesta segao consideramos um campo escalar genérico x(7,x) com um poten-
cial efetivo V(x) e estudamos as suas flutuagdes. Como é usual no estudo
das perturbagoes cosmoldgicas, as grandezas fisicas sdo expandidasE| em uma
parte que descreve o comportamento homogéneo — quer dizer, que nao de-
pende das coordenadas espaciais — classico e uma perturbagao responsavel
pelo comportamento nao-homogéneo. No caso do campo escalar temos

X(7,%) = x(7) + 0x(7, %), (3.1)
sendo 7 o tempo conforme definido em ([1.53]).

A evolucao de um campo escalar genérico na presenca de um potencial é
expressa pela equacao de Klein—Gordonﬂ

ov 1
Lx = Ox = 7_9@ {\/ —QQWGMX} . (3.2)

ox ’ V
No caso de um campo escalar genérico em um universo FLRW a equagao

(3.2) ¢ escrita como

" ! av
X +2Hy —Vix = —aQa , (3.3)

¢ ’

onde “ 7 denota a derivada com respeito ao tempo conform e

= —. (3.4)

2Na Subsecio @ definimos a perturbagdo de uma grandeza tensorial genérica. Ver
equagoes , 3.65)) e .

3A equacdo (2.10) é a equacdo de Klein-Gordon para um campo escalar homogéneo
em um universo FLRW expressa utilizando o tempo césmico t.

4Para fazer a transformacido de derivadas em relacdo ao tempo césmico ¢ para o ten,lpo
conforme 7 de uma fungéo f(t) devem ser consideradas as seguintes relagoes: f (t) = J; ((:))

o 0= L3} - A,
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Perturbando a equagao de Klein—Gordon ([3.2]) com respeito ao campo escalar,
quer dizer, ignorando as perturbac¢oes na métrica, tem-se

12 i 82‘/
oY +2HSx — Vx = —a2a—x25><. (3.5)

Pode—se propor uma solucao para a perturbacao do campo escalar genérico
expandindo dy como uma soma de ondas planas no espaco de Fourier

ox(rx) = [ Gigs Dodraexplik - x) + (o exp(—ik-x)] . (36

sendo ay e aj. constantes, e x(7) as fungoes modo; x e k sdo coordenadas
comoveis e vetores de onda comoveis, respectivamente. Substituindo
em obtemos que cada fun¢do modo satisfaz uma equacao de movimento
expressa por

Xic + 2 Hxi + 2y = ‘GQWX“' (3.7)

Contudo, é conveniente redefinir a fungdo modo xx(7) como

ur(7) = a(m)xk(7) (3.8)

de tal forma que a equacao de movimento ({3.7]) é reescrita como

7" a”
Uy, + <k2 - + mia2> up =0, (3.9)
onde
o*V
2 _
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é a massa efetiva do campo escalar x(7,x )|

A equagao (3.9) pode ser analisada em dois casos limites, sem especificar o
comportamento do fator de escala a(7) :

"

1. Limite ultravioleta ou de comprimento de onda curto: k> *- . Neste
caso a equagao (3.9) é aquela de um oscilador harmonico simples

uy, + k2uy, = 0, (3.11)

cuja solugé(ﬂ pode ser escrita

ug(T) = \/12_k; [Ay exp(—ikT) + By exp(ikT)] . (3.12)

1"

2. Limite infravermelho ou de comprimento de onda longo: k < % . Com
esta condigdo a equacao (3.9) se transforma em

uy, — <a — micﬂ) u = 0. (3.13)

Quando o campo escalar nao tem massa (m; = 0), a equacao (3.13)) se
reduz a

1" !’

W4 =a u, (3.14)

com uma solucao trivial

w(t) = By (k)a(r), (3.15)

5Na equacdo de movimento nao aparece uy porque a equagao somente depende
da magnitude de |k|.

5Para transformar a equacio em também foram consideradas as condigoes
de rolamento lento tratadas na Secdo [2.3] Com estas condigoes, durante o perfodo infla-
cionario o potencial do campo escalar deve ser aproximadamente constante. Portanto o
termo de massa é desprezivel no limite ultravioleta.
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sendo By (k) uma constante. Assim, da defini¢ao (3.8]) vemos que no
limite infravermelho e para um campo escalar sem massa, as amplitudes
das flutuagoes do campo escalar xi(7) sdo constantes,

Xk(7) = By (k). (3.16)

Quantizacao

A quantizagao das flutuagoes dx(7,x) do campo escalar genérico x(7,x) se
faz de uma forma analoga a quantizacao de um oscilador harmoénico simples.
Multiplicando a equagao (3.6)) pelo fator de escala a(7), usando a definigao

(3.8)) e promovendo as constantes ay e aj, a operadores ay e &L, tem—se que o
operador associado com as flutuacgdes do campo escalar é expresso por

ox(7,x) = /(Qilr)l;ﬂ {uk(T)dk exp(ik - x) 4 u}(7)ay, exp(—ik - X)] . (3.17)

onde definimos

&(T, x) = a(7)dx(7, %) . (3.18)
Os operadores ay e &L em (3.18)) satisfazem as relagoes de comutagao

[ak>ak’] = 07

lax, at] = 0¥ (k —K). (3.19)

Por outro lado, das relagoes candnicas de comutagao entre o operador 57( e
o seu momentum conjugado II = dy’

{5;((7', x), (7, y)} = id(x—y),

ox(7,%),0x(r,y)] = 0,
(7, x),II(7,y)] = 0, (3.20)
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encontra—se uma condi¢do de normalizagao para as fungoes modo redefinidas

em (3.8 expressa por

/

upuy — upuy, = —1i. (3.21)

Para a solugao (3.12), obtida no limite ultravioleta, a condigdo de normali-

zacao (3.21) é se reduz a

Akl + B> =1, (3.22)

que ¢ uma das duas condigoes necessarias para a completa determinagao da
solucao para as fungoes modo ug. Uma outra condi¢do vem da escolha do
vacuo, quer dizer, da definicao do estado que corresponde a um ntmero nulo
de particulas. Usualmente a escolha é feita tal que, no limite ultravioleta, a

solugao (3.12)) tenha a forma

1 :
k(1) = Ton exp(—ikT), (3.23)

quer dizer,

Ay=1 , Bp=0, (3.24)

condicao que também ¢é conhecida na literatura como vacuo de Bunch—
Davies.

Com a escolha do vacuo, é possivel encontrar a amplitude Yy das
flutuagoes do campo escalar sem massa no limite infravermelho. Usando
o valor da solucao (3.23) no limite ultravioleta e no momento em que a
flutuacao sai do horizonteﬂ (k = aH), junto com a redefini¢do e o fato
que as solugoes no limite infravermelho e no limite ultravioleta devem ter o
mesmo valor quando as flutuagoes sairem do horizonte, temos que

1 H

B (k)| = = .
’ +( )‘ ’Xk’ am L3

(3.25)

"Devido & expansdo do universo.
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3.2.1 Solucao para um cenario de Sitter

Em uma etapa de Sitter o fator de escala a(t) tem a forma

a(t) oc exp(Ht),
conforme (|1.39). Considerando que a(ty) = 1 e a definigdo do tempo con-
forme

dt
dr = —,
a(t)
em ([1.53]), encontra—se que durante uma etapa de Sitter o tempo conforme é
expresso por pela equagao ([1.55)

1
T = ia

Ap6s manipulacao algébrica simples encontramos de (|1.55)) a identidade

1"

a

2 1m?
2 2 _
oM =5 (1_2]-[)2() ; (3.26)
modo ug(7) como

expressao que permite reescrever a equagao diferencial (3.9)) para as fungoes

sendo

(3.27)

2
29 my
X 4 2

(3.28)

Se a massa efetiva m, do campo escalar x(7,x) ndo depende do tempo, a
equagao ([3.27) é uma equacao diferencial de Bessel cuja solugao para um v,
real é
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uk(r) = V=7 [es (k) HP (—k7) + o (k) HP (= k)] (3.29)
onde ¢ (k) e ca(k) sdo constantes de integragao, e H, 5)1() e Hﬁz) sao as fungoes
de Hankel de primeira e segunda espécies, respectivamente.

Para distancias no sub—horizonte, quer dizer, quando a condicao k > aH

(—kT > 1) é satisfeita, a solugdo (3.29)) deveria ter a forma limiteﬂ (13.23)).

As funcoes de Hankel de primeira e segunda espécies, neste limite, satisfazem
as relagoes

2 , U T
Hﬁi)(x > 1) ~ \/% exp(ifx — SV~ Z]) : (3.30)

2 T T
a 1) ~ | exp(—ilz — v, — <]). 31
@ 1)~y 2 exp(ile — Sin— ) (3.31)
Como consequéncia do limite (3.23]) nas relacoes (3.30) e (3.31)), a solugao

exata para as fungoes modo uy(7) em uma etapa de Sitter é expressa por

vy + 7
up(T) = \/2% exp(i[x22])\/ —THIEi)(—k‘T) . (3.32)
Por outro lado, o comportamento da solu¢ao (3.32)) no super—horizonte —
quer dizer, quando a condigdo k < aH (—k7T < 1) é satisfeita — pode ser
deduzido. Em virtude de a funcdo de Hankel de primeira espécie satisfazer
neste limite a aproximacao

/2 s T
HY(z < 1) ~ /= exp(—z’g)zyx*% () T (3.33)
x s

a solucao no super—horizonte é

8Esse limite é equivalente a fazer a escolha do vicuo Bunch-Davies, quer dizer, aquele
estado quantico de minima energia visto por um observador inercial correspondendo a um
nimero nulo de particulas [46].
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[VX _ ﬂﬂ)?’x‘% F(VX> L<_k7-)%_l’x )
2 I'(3/2) v2k

Portanto, no caso de um campo escalar genérico massivo em uma etapa de
Sitter e no super-horizonte, a amplitude das flutuagées do campo escalar
genérico |xx| ndo é uma constante como em (3.25), mas uma fungdo do
tempo conforme 7 expressa por

w3y H AN
9] =2 r(3/2>@<a<7>ﬂ> | (3:35)

ug(7) = exp(i (3.34)

3.2.2 Solucao para um cenario quase de Sitter

Durante o regime inflacionario o parametro de Hubble nao é exatamente
constante, como no cenario de Sitter, mas tem uma dependéncia temporal
expressa por

H=—eH?, (3.36)

sendo € o pardmetro de rolamento lento definido na Segao 2.3} diz—se, neste
caso, que o universo estd em um regime de expansao quase de Sitter. Resol-
vendo a equagao diferencial (3.36)) encontramos que nesse regime

H=—, (3.37)
et

e da definigdo do pardmetro de Hubble ((1.12)), com H em (3.37)), o fator de
escala é

a(t) = tY/e. (3.38)

Da definigao ([1.53)) do tempo conforme 7, encontra—se que durante uma etapa
quase de Sitter o tempo conforme ¢é expresso por
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et te 1
e—1 H(e—1) - H(e —1a(t)’ (3:39)

T =

de onde podemos escrever o fator de escala no tempo conforme como

1 1

a(1) = ————"—. 3.40
(7) H7(l—¢) (3.40)
A equagdo diferencial (3.9) para as fun¢oes modo ug(7) requer o calculo de
%". Isto pode ser feito para ([3.40|) simplesmente transformando as derivadas
no tempo conforme a derivadas no tempo césmico, usando a identidade ({1.28)

e a equacao (3.36)). Obtém-se

a” 2 —¢
—_— = 3.41
a 7T2(1—€)? ( )

Considerando que durante o regime inflacionario € < 1, podemos fazer uma
expansao de Taylor em ((3.41]) e obter

a” 2 3
a::ﬂ<1+g. (3.42)

1" 3 1 m2
C o= S (1t o 3.43
a TR < T3 H2(1—¢€)?)"’ (343)

expressao que permite obter de novo a equagao de Bessel na forma (3.27)),
mas com

9 m
2 X
=—+3c— —2 . 3.44
NI T T IR e (3:44)
Definindo

2

m

_
77X = 3H2 Y (345)



e tomando somente o primeiro termo da expansao de Taylor de ﬁ, a
equacao (|3.44) se transforma em
3 4 >
VR g (1 + §(€ — 77X)> : (3.46)

Se consideramos que 7, < 1, podemos fazer uma nova expansao de Taylor
obter

3
VX25+6—77X. (3.47)

Assim, no cenério quase de Sitter as fungdes modo uy(7) tem uma solugao
da forma mas com v, em . No super—horizonte, considerando
que € € 1 e n < 1, a amplitude das flutuagdes do campo escalar genérico
|xk| é expressa por

_H(1) k 27 H(t) k e
T <a<T>H<t>> = o (a<r>H<t>> o (B48)

quer dizer, a dependéncia temporal do fator de escala introduz uma correcao,
com respeito a expressdo para a amplitude no cenario de Sitter, posta em
evidéncia em

pd = T 1t - om ()| (3.9

onde foi usada a expansao de Taylor da funcao a® ~ 1+ zxIna.

3.2.3 O espectro de poténcias

As funcoes de correlagéoﬂ ou as suas transformadas de Fourier, as chamadas
funcoes espectrais, sao as ferramentas usuais para caracterizar a amplitude
das flutuacoes de um campo aleatorio. Consideremos que um campo aleatério
f(t,x) pode ser expandido no espago de Fourier como

9Para um melhor entendimento desta subsecdo é aconselhavel ler antes a Secdo
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3

f(t,x) = / (;lﬂl; exp(tk - x) fi (1), (3.50)

uma expansao que tem uma forma similar a solucao da equagao . A
amplitude das flutuagoes do campo f(t,x) é escrita em termos da sua fungao
de correlacao de dois pontos. Contudo, a amplitude das flutuacoes do campo
aleatorio também pode ser escrita em termos da transformada de Fourier
da funcao de correlagdo de dois pontos, quer dizer, o espectro de poténcias
Pr(k). O espectro de poténcias mede a amplitude das flutuagoes em uma
escala k dada e para o campo f(t,x) é definido como

(fifiy) = (2m)*Pp(k)6P) (k1 — ka) (3.51)

onde ( , ) denota o valor médio do “ensemble”. O valor quadrético mé-
dio do campo f(t,x) pode ser escrito usando (3.50) e a defini¢do (3.51)

como

]{32
(F2(%)) = [ 5 Pr(k)dk = /Afc(k)dlnk, (3.52)
onde definimos

A%(k) = ksg‘gk) (3.53)

Para descrever a inclinagao do espectro de potencias do campo f(t, x), define—
se o indice espectraﬂ ng

d1n A2
o f
(k) = 1=

100 indice espectral é um observével, ou seja, uma grandeza que pode ser extraida dos
dados observacionais para testar modelos do universo. Como veremos no Capitulo [4} me-
dir o indice espectral é equivalente a testar as propriedades estatisticas das perturbagoes
escalares ou tensoriais para uma dado modelo inflacionario. Por exemplo, um indice espec-
tral igual a um para as perturbagcoes escalares de um dado modelo do universo primordial
corresponde a uma distribui¢do Gaussiana destas perturbagoes.

(3.54)
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Lembrando a expansao (3.17)) para a flutuagdo dxy de um campo escalar
genérico, as relagoes de comutacao (3.19) dos operadores dy e &L, e o fato
que no vacuo o operador ay age como

ak|0) =0, (3.55)
calculamos
N-'-N
(0[ox 0x10) (3.56)
para encontrar que
2
u
(0Xk1 O Xy ) = |Cf2‘ 0™ (kg — k). (3.57)

Assim, de acordo com a definicao (3.51)), tem-se que o espectro de poténcias
) )
para as flutuagoes de um campo escalar genérico é expresso por

k? k3
At%x - ﬁpﬁ(k) =52 <|5Xk|2> : (3.58)

Um caso importante é aquele de um campo escalar sem massa em um cenario

de Sitter, no qual v, = % (ver equacao (3.28))). Essas condigoes na equagao

(3.32) junto com a defini¢ao (3.8)) dao como resultado

i ) exp(—ikT) | (3.59)

kT V2k

Da equacao (3.59) podemos calcular o espectro de poténcias de um campo
escalar sem massa em uma etapa de Sitter no super-horizonte (—k7 < 1).
Usando os dois primeiros termos da expansao em serie de Taylor para a
exponencial em (3.59))

oxr = (—HT) (1

exp(—ikt) ~ 1 — ik,

e usando a equagao ((3.58)) encontramos que neste caso o espectro de potencias
é
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H 2
A, (k) = (27T> : (3.60)
quer dizer, o espectro de poténcias das flutuagdes de um campo escalar sem
massa em uma etapa de Sitter no super—horizonte é invariante de escala; em
outras palavras, a amplitude das flutuagoes dx do campo escalar é a mesma
independentemente do vetor de onda k que a caracteriza. Isto também pode
ser notado do cédlculo do indice espectral ns, para as flutuacoes do campo

escalar; da defini¢ao ([3.54)) temos

dIn A3,

Tk 0 (3.61)

quer dizer, o indice espectral ns, = 1 e se diz que o espectro de poténcias é
plano.

Um outro caso relevante é o correspondente a um campo escalar massivo em
um cenario quase de Sitter. A amplitude para as flutuagoes do campo escalar
genérico nesse regime no super—horizonte é expressa pela equagao .
Portanto, da equacao o espectro de poténcias neste caso é

A2 (k) ~ (;{T)Q <£>S_QVX , (3.62)

com v, expresso pela equagao . Nota—se que a diferenga do espectro de
poténcias das flutuagoes de um campo escalar sem massa em um regime de
Sitter, o espectro de poténcias de um campo escalar massivo em um cenario
quase de Sitter nao é exatamente invariante de escala. Isto pode ser visto
calculando o indice espectral ns,; para o espectro de poténcias temos,

da definigao (3.54) e usando v, em (3.47)), que

dln A?
:Wk(jx:?)—QVX:QT]X—QE, (363)

Ny —
quer dizer, o espectro de poténcias é aproximadamente independente do vetor

de onda que caracteriza a amplitude das flutuacoes dxyx: a amplitude da
flutuacao no super—horizonte é aproximadamente independente do tempo
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em que as flutuagoes cruzam o horizonte. Neste caso se diz que o espectro
de poténcias é aproximadamente plano.

3.3 O universo nao—homogéneo

No cenario inflacionario que foi apresentado no Capitulo [2] consideramos que
a densidade de energia do universo é dominada pelo campo escalar. Por-
tanto, qualquer perturbacao do inflaton implica uma perturbacao no tensor
energia—momentum que por sua vez, pela relagdo entre contetido energético
e geometria nas equagoes de campo de Einstein (1.25)), gera perturbagdes
na métrica. Por outro lado, essas perturbagoes na métrica tém um efeito
na evolucao das flutuacoes do inflaton através da equacao de Klein—Gordon
perturbada. Assim, no cendrio inflaciondrio, as perturbacoes do infla-
ton e da métrica estao acopladas e devem ser estudadas em conjunto. No
entanto, até agora somente estudamos as perturbacoes do campo escalar.
Nesta secao faremos algumas observagoes sobre as perturbagoes na métrica
e no tensor energia—momentum e a sua evolu¢do com o tempo. Também
trataremos o problema da escolha do calibre no estudo do universo nao—
homogéneo[']

3.3.1 O problema do calibre

Um modelo homogéneo do universo nao é suficiente para abarcar toda a
complexidade da atual distribuicdo de matéria e energia observada. Assim,
precisa—se de uma forma para descrever anisotropias e inomogeneidades no
universo. O procedimento padrao é considerar que as grandezas fisicas podem
ser expressas como uma soma de uma grandeza que corresponde a um cenario
isotropico e homogéneo e uma perturbacao que depende nao somente do
tempo mas também do espago. No entanto, essa abordagem do universo nao—
homogéneo traz como consequéncia ambiguidades na escolha das coordenadas
— o chamado problema de calibre na teoria das perturbacoes cosmologicas
— como explicaremos brevemente no que se segue.

UDuas revisdes sobre a teoria das perturbagdes cosmolégicas sio [102] e [I03]. Uma
revisdo mais recente é [104].
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De acordo com a abordagem mencionada acima, uma grandeza tensorial
genérica pode se escrever como

T(r,2") = Ty(t) + 6T (7,2") , (3.64)

onde Ty(7) corresponde a um universo homogéneo e isotrépico, e a perturba-
cao 6T (1, x") pode ser expandida na formalﬂ

6T (r,2") =" gcSTn(T, 7', (3.65)
n=1 """

sendo 0 < ¥ < 1 uma constante. Nota—se que da equagao ([3.64]) poderia-
mos definir — localmente — uma perturbacao em uma grandeza tensorial
como

6T (r,2") = T(7,2") — Ty(7), (3.66)

quer dizer, como a diferenca entre grandezas em variedades diferentes: T'(7, x%)
na variedade que representa o universo “real” — com nao-homogeneidades
e anisotropias — e Tp(7) que é associada com um universo “ideal” homogé-
neo e isotropico (ver figura (3.1)). Para calcular essa diferenca em é
necessario comparar as duas grandezas no mesmo ponto do espago—tempo.
Porém, como as duas grandezas estao em variedades diferentes, precisa—se
de uma aplicagao que identifique univocamente um par de pontos nas duas
geometrias. Tal aplicacdo é uma escolha de calibre e uma mudanca dessa
aplicacdo é uma transformacao de calibreﬂ

120bservacoes das flutuacoes de temperatura da RCF mostram que 2L ~ 1075, o
que sugere que é possivel fazer um tratamento perturbativo das ndo—homogeneidades no
universo.

I3A Relatividade Geral é uma teoria de calibre em que as transformacdes de calibre
sdo as transformagoes genéricas de coordenadas. Deve—se mencionar que nao existe um
sistema de coordenadas preferido na presenca de perturbagoes, a tinica condi¢do que deve
ser satisfeita é que no limite de perturbagoes nulas a métrica FLRW de um universo
homogéneo e isotropico seja restabelecida. Um sistema de coordenadas satisfazendo essa
condicao chama—se de calibre. Alguns calibres usados com frequéncia na literatura sdo: o
simultaneo, o Newtoniano, o de densidade uniforme, o comovel e o espacialmente plano.
Uma definicdo desses calibres se encontra na referéncia [89].
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Reference Spacelike

r = const Hypersurface

Spatial
Sections
Flat

Actual Spacelike

7 = const Hypersurface

Spatial
Sections
~ Curved

Fig. 3.1: Hipersuperficies de tempo conforme constante em um universo
plano, isotrépico e homogéneo (acima) e em um universo com inomogenei-
dades e anisotropias (abaizo). A figura é da referéncia [91)].

Devido a liberdade na escolha do sistema de coordenadas surge o conhecido
problema do calibre. Uma transformacao de calibre implica a variacao da
perturbagao de uma grandeza tensorial dada, quer dizer, a perturbagao
toma diferentes valores segundo a escolha do calibre, ainda que a perturbacgao
seja examinada no mesmo ponto. Tem—se duas alternativas para resolver esse
problema:

1. Identificar combinagbes que representam grandezas invariantes de cali-
bre.

2. Escolher um calibre e fazer todas as contas nele.

Nas Subsecoes e serao usadas as duas alternativas. Para finalizar
esta subsecao faremos alguns comentarios sobre as transformacoes de calibre
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e as perturbagoes.

Transformacgoes de calibre

Considera—se, como é feito em [I01], uma transformacdo infinitesimal nas
coordenadas

~ 1 v
PN = — €y — 5 (.80 +E) - (3.67)

onde

sdo campos vetoriais que definem a transformagao de coordenadas; r = 1, 2
indica a ordem da perturbacao e 7 é o tempo conforme definido em (|1.53]).
E possivel escrever as componentes destes vetores na forma

&) = ) (3.69)

e
= 08w +dyy ; 8dD=0. (3.70)
A funcao 58,) — a componente temporal da transformacdao — define para

cada o, fixo hipersuperficies de tempo 7 constante e as funcoes fér) definem
linhas coordenadas espaciais nestas hipersuperficies.

Pode ser mostrado@ que para uma quantidade tensorial genérica T', escrita

de acordo com ([3.65)) como

T(r,2") = Ty + 6T(7,2") = Ty + 6V T (7, 2") + 55(2)T(T, z'), (3.71)

14Para, aspectos formais sobre as transformacées de grandezas tensoriais sob transfor-
magoes de calibre da ordem superior séo uteis as referéncias [105] e [106].
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as perturbagoes nao sao grandezas invariantes de calibre. Na primeira ordem
temos que a perturbagao se transforma como

—_~—

ST = 6WT + Le , Ty, (3.72)

e na segunda ordem

—_~—

0T = §IT + 2Le, VT + L | Ty + Le,, To (3.73)

sendo L, a derivada de Lie na diregao do vetor (.

Como um exemplo, considera—se a densidade de energia p. Com uma trans-
formagao de coordenadas de acordo com (3.69) e (3.70), a perturbacao na
densidade de energia, segundo (3.72)) e (3.73)), deve transformar—se em pri-

meira ordem como

00p =38Wp+ pyay, (3.74)

e em segunda ordem como

0@p = Pp+ poa) + aq (o) + poagyy +2600)
i ¢
+ &) (poafi) + 25p,i) : (3.75)

Wl

onde indica derivada com respeito ao tempo conforme 7.

3.3.2 Perturbacoes da métrica

Discutimos na Secao que as observacoes sugerem que o universo ¢ ho-
mogéneo, isotrépico e plano em grandes escalas. Notou—se também que uma
métrica com essas caracteristicas é a celebre métrica FLRW. Devido ao aco-
plamento entre a geometria e o contetido energético através das equacgoes
de Einstein, as perturbagoes do inflaton motivam o estudo das perturbagoes
na métrica FLRW. No caso plano, a forma mais geral da métrica FLRW
perturbada até segunda ordem pode ser escrita como
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goo = —a’(1)(1+2¢" +¢®),

1
goi = a*(7) (031'(1) + 2@(2)) ;

1
9ij = GQ(T) [(1 — 2yt — w(Q))dij + <XA7;j(1) + 2)&]'(2))} . (3.76)

onde ¢, ;" ) e Xij ) sd0 as perturbacdes da métrica e (1) = (1), (2)
denota a ordem da perturbagdo. O procedimento padrao é dividir as per-
turbacoes em escalares, vetoriais e tensoriaiﬁ de acordo com as suas pro-
priedades de transformacdo no espaco tridimensional com métrica d;;; as
perturbagoes escalares estao relacionadas a um potencial escalar, as vetoriais
a vetores solenoidais — quer dizer, sem divergéncia — e as tensoriais a ten-
sores sem traco. As fungoes nas perturbacgoes vetoriais e tensoriais em (|3.76))
podem ser escritas respectivamente como

;" = 9, + W (3.77)

X = Dix ™ + 0 + o + x4 (3.78)

com w; e x; sendo vetores solenoidais, quer dizer, satisfazendo

P =o'\ =0, (3.79)

Xz(;) um tensor simétrico transversal e sem traco, quer dizer, satisfazendo

=0, " =o, (3.80)

15 A razdo para fazer tal divisdo entre as perturbacoes é que na ordem linear esses diferen-
tes modos estao desacoplados e a sua evolugao pode ser estudada independentemente. Na
segunda ordem essa propriedade nao é mais satisfeita porque as perturbagoes da primeira
ordem se acoplam para gerar perturbacoes de segunda ordem.
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1(Sl-J-VQ : (3.81)

Dij — 018] - 3

um operador sem traco.

Devido a amplitude decrescente e por nao serem geradas na presenca de
campos escalares — tais como o inflaton —, as perturbacoes vetoriais de
primeira ordem podem ser ignoradas. As perturbacoes tensoriais de primeira
ordem dao uma contribuicao desprezivel para as perturbagoes de segunda
ordem e também podem ser 1gnoradasﬁ Portanto, no que se segue vao ser
ignorados w( ) , Xl(l) e XU Sob estas condi¢oes a métrica FLRW perturbada

toma a forma

go = —a*(r)(1+ 2¢(1) +0®),

goi = a’(7) (@W + 300(2) + ;w(2)> ;

gij = CLQ(T) [(1 - 2@/)(1) — @85 + D;; (X(l) + ;X@))
(8 X; )+ 0])(,2) + X(2)>] . (3.82)

Para obter a forma contravariante da métrica (3.82)) basta impor a condigao

G 9" = 52‘ até a segunda ordem. Apds um pouco de algebra se obtém

160 fato de as perturbacdes vetoriais e tensoriais serem despreziveis na presenca de
campos escalares é apresentado em detalhes na referéncia [104]. Contudo, como se verd
no Capitulo [4 a amplitude das perturbagoes tensoriais da primeira ordem na métrica é
usada para testar os modelos inflacionérios.
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¢ = —a?(7) (1 — 201 — @ 4 4(pW)? — 8%(1)81»&)(1)) :

" = a¥(n) [3%“) 5 (00 +w'®) 42 (0 — V) G

— 9w D]
g = a2 [(1 200 1 @ 1 4(yW)2) 9 — pi (Xu) n ;X@))
_J%yvm+yvm+%mg_3%mydn
2
— 4O DD 4 DED DID] (3.83)

Com as métricas (3.82) e (3.83)) é possivel calcular as perturbagoes nas cone-
xoes — também chamados de simbolos de Christoffel — I'g, e no tensor de
Einstein G# até a segunda ordemm

3.3.3 Perturbacoes no tensor energia—momentum
Nesta subse¢ao consideraremos as consequéncias das flutuagoes do campo
escalar no tensor energia—momentum. Como ¢é usual serd feita a hipotese de

fluido perfeito, quer dizer, o conteiido energético é descrito por um tensor
energia-momentum da forma ((1.16)), que também pode se escrever

T# = (P 4 p)U"U, + P§", (3.84)

onde a quadrivelocidade U* satisfaz a restricao

g¢u,U,=-1 ou g¢,U'U" =—1. (3.85)

O tensor energiafmomentunﬂ em (3.84) depende da quadrivelocidade U*,

1"No Apéndice [A] o leitor pode encontrar as expressdes detalhadas destas grandezas
reproduzidas da referéncia [T0T].

18 A tensdo anisotrépica IT# ndo é considerada na equacio porque para um fluido
perfeito ou para campos escalares minimamente acoplados com a gravidade — como no
modelo inflaciondrio tratado no Capitulo [2| — essa quantidade é nula. Perturbacoes que
consideram tensdo anisotrépica sdo apresentadas em [104].
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da densidade p e da pressao P. Portanto, para obter as perturbacoes em
(3.84) até a segunda ordem, deve-se perturbar U*, p e P até a segunda
ordem também. Para a quadrivelocidade temos

1 1
Uk = = (85 +offy + 50l - (3.86)

Usando as expressoes para a métrica (3.82)) e a quadrivelocidade (3.86) na
condi¢ao de normalizacao (3.85)), podemos escrever as perturbagoes na qua-
drivelocidade em termos das perturbacoes na métrica como

oy = —¢, (3.87)

Uy = —6® + 3(¢M)? 4 20,0 WM 4 vgl)vél) . (3.88)

. ~ . . 1/ . .
A parte espacial da perturbacao na quadrivelocidade V() pode — similar-
mente ao caso das perturbagdes vetoriais na métrica — ser escrita como
a soma de uma contribuicao irrotacional e uma outra sem divergéncia da
forma

Uy = 00y + 0y, 5 Oty =0, (3.89)

Para calcular as componentes covariantes da quadrivelocidade se usa a mé-
trica (3.82)) e a expressao contravariante da quadrivelocidade (3.86]) em

U, = guU", (3.90)

para obter

1 1 1,
Uy = a <—1 — o) — §¢(2) + 5(45(1))2 - 5%‘( )U(1)> :
1
U,L' = a <'U,§1) + @w(l) + 51)1-(2) + §wi2) — ¢(1)81w(1) — 2w(1)Uz(l)
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Considerando a abordagem mencionada na Subsecao e de acordo com
as equacoes ([3.64)) e (3.65)), a densidade de energia p(7, z") pode ser expressa

como

p(1,2") = po(7) + 6p(T, %) = po(7) + 0Wp(T, 2°) + 55(2)p(7', ). (3.92)

Além da hipdtese do fluido perfeito mencionada anteriormente, é usual supor
que a equacao de estado w na equagao (1.17) é constante. Assim, uma
decomposi¢ao similar a (3.92)) pode ser feita para a pressao P do fluido,

OP = wdp. (3.93)
Finalmente, com as perturbagoes da quadrivelocidade, da densidade e da
pressao encontradas anteriormente, é possivel calcular, utilizando a equa-

cao (13.84)), as perturbacoes para o tensor energia—-momentum até a segunda
ordem. Se

T = 7O 4 §MTH 4 §ATH (3.94)

as perturbacoes nas diferentes componentes sao expressas por

TYO 4 sOT0 = —py — W, (3.95)

5(2)T00 = _;5(2)P - (1+ w)ﬂovi(l)“él) -1+ w)PO@'W(l)Uﬁ) ’ (3.96)
T3 4+ 60T = —(1+ w)poviy) (3.97)

ST = —(14w)po Bugz) + <w<1> - 52’)%)] , (3.98)

T 4 60T = wpy (1 + 5(;;’) > 3, (3.99)
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) 1 , )
0T = Jws® ps + (1+ w)poviyy (v)) + QM) . (3.100)

Observa—se das equagoes (3.96)), (3.98) e (3.100) que as perturbagdes de se-
gunda ordem contém contribui¢oes de dois tipos diferentes: umas que sao
intrinsecamente de segunda ordem e outras que sao o produto de duas per-
turbagoes de primeira ordem. Isto mostra que as perturbacoes de primeira or-
dem se comportam como fonte para as perturbacoes de segunda ordem.

3.3.4 Variaveis invariantes de calibre

Na abordagem padrao do estudo do universo ndao—homogéneo existe um in-
conveniente que surge da liberdade na escolha do sistema de coordenadas: as
perturbacgoes das grandezas fisicas dependem da escolha do calibre. Notou—
se na Subsecao que ha duas alternativas para solucionar esse problema.
Em uma delas, define—se variaveis que sao invariantes de calibre.ﬂ Na outra,
faz—se uma escolha de calibre para realizar todos os calculos nele. Contudo,
a segunda op¢ao traz como consequéncia a possivel apari¢ao de perturbagoes
sem significado fisico, quer dizer, que estao associadas somente com a escolha
do sistema de coordenadas; similarmente, perturbacoes fisicas na densidade
de energia podem ser ignoradas se uma hipersuperficie de tempo constante
é escolhida de tal forma que coincida com uma hipersuperficie de densidade
de energia constante. Nesta subsegdo definiremos algumas combinagoes line-
ares — formadas por perturbagoes na métrica, na densidade de energia e no
inflaton — que sao invariantes de calibre e que serao fundamentais no estudo
da nao Gaussianidade primordial da RCF.

Para um universo plano, a curvatura espacial intrinseca em hipersuperficies
de tempo conforme 7 constante é expressa por [107]

4

a?

®R v (3.101)

sendo

9Como foi feito na referéncia [107].
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. 1
PO =0 4 évzx(” , (3.102)

com 2/3(1) usualmente chamada de perturbacao na curvatura. Embora a

perturbagao na curvatura (3.102)) nao seja invariante de calibre, pois a per-
turbacgao

Y =9W + ;W) : (3.103)

na métrica (3.82)) tampouco o é, mostra—sﬁ que sob uma transformagao de
calibre (ver equagoes (3.69) e (3.70))) ela se transforma em primeira ordem

como

— 1 a’

e, em segunda ordem,

— , a’ a’  a? a
6 = v 2 (0 2 - (4 o = el
i a
+ & (21/},(1'1) - aa,(il)> -

CU 2 1 i i i (1) 1 (1)

(—40® + awdo + )0

W =

a/

. 1
6 67 € - o — 5V e (3.105)
Em particular, uma transformacao de calibre

r o rtaq . €y =0, (3.106)

20A equacdo ([3.101)) é deduzida na referéncia [T07] com uma notacio diferente da usada
aqui.
21Ver por exemplo as referéncias [91] e [108].
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transforma a perturbacao na curvatura (3.102) da forma

onde foi usada a transformacao

XD =xM +250). (3.108)

A fungao a(y), que define a transformacao (3.106)), pode ser escolhida de tal

forma que ndo se tenham perturbacoes na densidade. Assim, da equagao

(3.74), com 6 p = 0, tem-se

05(1) = — . (3.109)

E simples mostrar das equacoes (3.107) e (3.74) que sob uma transformacao
de calibre (3.106)), definida pela funcao (3.109)), a grandeza

— R (1)
— e = g0, = 0 4 40P

’ ) (3- 1 ].O)
Po
é invariante de calibre. Nota-se que —((!) coincide com a perturbacdo na cur-

vatura @ZAJ(I) quando um calibre no qual nao se tem perturbagoes na densidade
é escolhido [

Se o contetdo energético for composto por varios fluidos, as perturbagoes na
curvatura associadas com cada componente da densidade de energia p;, na
aproximacao linear, sao

. 1) ,.
V=W — (“) , (3.111)
Pi

22Por outro lado, se um calibre no qual ndo hé perturbacdes na curvatura — quer dizer,
um calibre com (1) = 0 — é escolhido, —C(!) corresponde as perturbacées na densidade
em hipersuperficies de curvatura uniforme.
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enquanto a perturbacao total na curvatura — em primeira ordem — pode
ser escrita como

M=% Ficm (3.112)
p

7

Considerando perturbac¢oes na métrica e na densidade de energia até a se-
gunda ordem como nas equagoes (3.103)) e (3.92) é possivel mostrar que a
perturbagao na curvatura em hipersuperficies de densidade total uniforme,
quer dizer, onde 6Mp = 6@ p = 0, pode ser expressa por

— R 52 S 5 51 sy .
(@ = O, =@ 4 pr’ 9y p,P plf’ 9 plf’ (w(n 4 Qg.w(l))
5(1) 2 7
+< ,p> (HP, - H’—2H2> , (3.113)
P P
sendo
A 1
D@ = @ 4 évzxm (3.114)

a perturbacdo na curvatura espacial intrinseca de segunda ordem.

Quando ha diferentes fluidos contribuindo para a densidade de energia, cada
fluido contribuird para a perturbacao na curvatura com

N 6@, NP IORS dWp. a, .
R A B el (DU TR
Pi Pi Pi Pi
5(1)1 2 {/
+< p/)) <’HZ’,—H’—2’H2>. (3.115)

Segundo as relagoes anteriores, vé—se que a perturbagao — invariante de cali-
bre — na curvatura em hipersuperficies de densidade uniforme até a segunda
ordem pode ser expressa por
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(= _ L, (3.116)

3.3.5 QOutras variaveis invariantes de calibre

Uma quantidade invariante de calibre que sera de utilidade na parametrizacao
da nado gaussianidade da RCF no Capitulo [5|é o potencial de Bardeen ¢ [107]
definido em primeira ordem como

1)/ /
M = —pM ¢ ! K—w(l) + x ) a] : (3.117)
a 2

onde M, w® v 530 as perturbacoes na métrica e a é o fator de es-
cala. Como é mostrado na referéncia [102], existe uma relagdo muito simples
na primeira ordem entre a perturbacao na curvatura em hipersuperficies de
densidade uniforme ¢V e o potencial de Bardeen ®) na era dominada pela
matéria expressa por

oM = Z¢® (3.118)

Uma outra variavel invariante de calibre é a chamada perturbacao na curva-
tura em hipersuperficies coméveis R, definida em primeira ordem como

. s
RO =0 4 4% (3.119)
o

A relacao entre a perturbagao na curvatura em hipersuperficies de densidade
uniforme (V) e a perturbacdo na curvatura em hipersuperficies coméveis R
é expressa por uma transformacao de calibre

2p k)’
_w_pm 2 R 19
¢ R IYp+ P) (aH) o (8-120)

como se mostra na referéncia [I09]. Nota—se da equagao (3.120) que no
super-horizonte (k < aH) as duas varidveis (V) e R satisfazem
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RW ~ ¢ (3.121)

Esta relacao pode ser encontrada usando a equacao de continuidade ({1.35]),
as condigoes de rolamento lento do inflaton (ver Capitulo [2)) durante o regime
inflacionério e a transformacao de derivadas com respeito ao tempo coésmico
e ao tempo conforme. EKEscritas no tempo coésmico t, as perturbagoes na
curvatura (Y e RM ficam

(W =W 4 H—=, (3.122)
P
(§]
N s
RO =0 4 &% (3.123)
¥

Com a equagao de continuidade (1.35]) podemos reescrever (3.122]) como

sMp

W _ 50 _
N Ea O

(3.124)

Das equagoes ([2.14]) e (2.15)) para a densidade e a pressao do inflaton — no
cendrio tratado na Sec¢do [2.2] — temos que

p+ P =g (3.125)

Por outro lado, considerando que no super—horizonte as amplitudes das per-
turbacoes do inflaton sdo aproximadamente Constante (0p ~ 0) e as con-
digbes de rolamento lento na equagdo do movimento do inflaton (2.26]) se
tem

dbp=V'ép — dp~-3Hpp, (3.126)

e portanto, com (3.125) e (3.126) em (3.124) ¢V fica
23Ver Secdo
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(W~ gp® T (3.127)

que coincide com ([3.123]).

3.3.6 A evolucao das perturbacoes cosmologicas

O objetivo principal deste trabalho é fazer um estudo da nao gaussianidade
primordial na RCF. Isso requer — como se vera nos préximos capitulos —
conhecer a evolucao temporal das nao linearidades nas perturbacoes desde
o periodo inflacionario até a atualidade. Na prética, isso permite predizer o
nivel da nao gaussianidade em diferentes cenarios para a geracao das pertur-
bacoes cosmologicas. Nesta subsecao trataremos a evolugao da perturbacao
na curvatura invariante de calibre —(, definida na Subsecao até a se-
gunda ordem no superfhorizonteﬁ Isso sera feito através da equacao de
continuidade ([1.35]).

Consideremos um cenario em que o contetdo energético do universo é com-
posto por dois fluidos interagentes: um campo escalar homogéneo em uma
fase em que a sua pressdo média é nula (ver final da Secao e radiacao.
Tal campo escalar tem, na média, uma equagao de estado expressa por

w, = <R"> —0, (3.128)

Py

quer dizer, o campo escalar se comporta como um fluido de particulas nao—
relativistas”’] Por outro lado, cada componente energético tem um tensor

240 limite de super—horizonte se usa porque, como se mostrard adiante no final do
capitulo, nesse limite as perturbacoes da curvatura nao dependem do tempo. Isto permite
usar o valor da perturbagao da curvatura no instante em que esta sai (entra) do horizonte.
Nota—se que pelo efeito Sachs—Wolfe (Capitulo [4) as perturbages da curvatura estdo
relacionadas com um observével, a saber, as flutuagdes de temperatura da RCF. A RCF
fornece informacao sobre a fisica do universo primordial, em particular sobre a época
da recombinacdo. Assim, estudando as propriedades estatisticas das perturbagoes da
curvatura no horizonte podemos testar a fisica do universo primordial comparando com
as observagoes da RCF.

25No cendrio considerado aqui, também é suposto que o campo escalar decai em radiacio
com uma taxa I'.
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energia-momentum T/ e T(% cuja soma € o tensor energia—momentum total
do sistema e que satisfaz a lei de conservacao

T = 0. (3.129)

Devido a interacao entre os fluidos podemos escrever

T(l:ol;;# = Q) (3.130)
e
T(%V);M = Q) (3.131)

onde os quadrivetores de transferéncia de energia—momentum Q‘(’SD) e Q?v)
satisfazem, como consequéncia da lei de conservagao ([3.129)),

Qf,) + Q) =0. (3.132)

E conveniente decompor os quadrivetores de transferéncia de energia—momentum
como

Qfy = Qou” + 1y (3.133)
e
Qty = Quu’ + 7, (3.134)

sendo os quadrivetores f* ortogonais a quadrivelocidade U” do fluido, quer
dizer,

U,f* =0. (3.135)

As equacoes de continuidade para o campo escalar e a radiacdo podem ser
obtidas multiplicando ambos os lados das equagdes (3.133) e (3.134)) pela
quadrivelocidade U, . Este procedimento fornece para o campo escalar
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UT

Il
O
A

(3.136)

(@)
e para a radiagao

U, Tv) = Q7 (3.137)
Mostra—se na referéncia [I10] que, para o cendrio considerado aqui, quer
dizer, um campo escalar com pressao média nula e que decai em radiacao,

os coeficientes de transferéncia Qw e Q7 sdo expressos em termos da taxa de
decaimento I" por

Q,=-Tp,, (3.138)

Q,=Tp,. (3.139)

Da equacao (3.111]) temos que a contribuicdo do campo escalar para a per-
turbagao total da curvatura se escreve

N s
Py
e para a radiagao
R 1)
¢ =~ — 3 (5 p,””) , (3.141)
gl

A perturbacio total na curvatura —(") na primeira ordem pode ser escrita,
de acordo com a equacao (3.112)), em termos das perturbagoes de cada com-
ponente do sistema considerado,

(W =+ 1 - ey, (3.142)

80



com

f="re. (3.143)

1—f=", (3.144)

definindo as contribui¢oes do campo escalar e a radiagao para a perturbacao
na curvatura.

Como foi comentado anteriormente, usaremos as equagoes de continuidade
(3.136]) e (3.137) para obter a equagdo de movimento da perturbacao da
curvatura no super—horizonte até a segunda ordem. Comegamos perturbando
os coeficientes de transferéncia Qp e QW até a primeira ordem

Qap = Qcp + 5(1)ng ) (3.145)

Qv =Q,+ 5(1)(027 : (3.146)

Posteriormente se perturba o lado esquerdo das equacoes de continuidade
3.136) e (3.137) usando as perturbagbes para a quadrivelocidade ([3.86)),
3.87) e @D; e as perturbagoes para o tensor energia—momentum (|3.95)),
3.97) e (3.99). Considerando somente as contribui¢des de primeira ordem e
usando as conexoes no Apéndice [A] para calcular as derivadas covariantes, é
possivel encontrar com este procedimento que, no limite de superfhorizonteﬂ
o campo escalar satisfaz

0Wp, +3H (0Wp, +0VP,) =3 (p, + Po) v = aQ,0" + adMQ,,
(3.147)

e a radiacao

26Como apontado na referéncia [I0I], neste limite ndo sdo considerados termos com
gradientes. No tratamento que se segue, termos desse tipo nao serdo mais considerados.
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00, +3H (8Wpy +8HP,) =3 (py + P) ¢V = aQ,0M +a60Q, . (3.148)
Seguindo a referéncia [I11], considerando que no cenario considerado aqui

_ 5(1)/)7

sWP,=0 e VP, 2

(3.149)
porque tanto o campo escalar como a radiacao tém equacgoes de estado cons-
tantes, as equacgoes (3.147) e (3.148) podem ser reescritas em termos das
perturbagoes na curvatura CS) e Cgl), resultando

o aH Q. p (0Wp dWp
Cﬁ(Ol) = [5(1)62% — Z25Wp, + Q1 ( Rk S : (3.150)
P P 20\ p, p

o, P

at Q, " (0Wp, 5(1)/])], (3.151)

: p
C(l) = [5(1)Q - 5(1)0 + Q 5 < ’
¥ Y P Y Y 2p

Py v

Para generalizar as equagcoes (3.150]) e (3.151]) até a segunda ordem vamos,
por simplicidade e devido a invariancia de calibre de (, escolher o calibre
espacialmente plano definido por

Nesse calibre, as perturbacoes na curvatura em primeira ordem ([3.111]) asso-
ciadas com o campo escalar e a radiacao sao

S
¢ = - ( p,p“"> , (3.153)
%)
(§]
o)
(0 = (5 p,’”) . (3.154)
Y



Usando as equacoes (3.153)) e (3.154]) junto com as equagoes de continui-
dade perturbadas até a primeira ordem (3.147)) e (3.148)) e escritas no calibre

(3.152)), a perturbacgao total na curvatura da segunda ordem (3.113)) pode se

reescrever como [101]

52
(= = U= = [+ (= NV [ + (= e+ e

(3.155)

De uma forma similar, as contribuigoes (3.115)) do campo escalar e da radia-
¢ao para a perturbacao na curvatura da segunda ordem podem ser expressas
por

52 1 5@
C}f) - —H /Pw + [2 o 3(1 + w(p)] (gél))? —9 <CLQ¢? +a /Q@) C—()(Dl)
pgp p‘P pgp
Q:@ a Qp PI (1)\2
_ 2 L 3.156
“Hyl, 2H%p(%>’ (3150
e
52 (1) 5@
(O = =P 2= 31+ w,)] () - 2 (aQ”? +a ,Q”) G
p’y ’O'Y p'y
Qiy a Q"/ p, (1)\2
_ _Z L . 3.157
a'HpL/ 2 H (&) ( )

A expressao pode ser ainda escrita em uma outra forma lembrando
que no cenario que estamos considerando as equagoes de estado para o campo
escalar e para a radiacao sao respectivamente w, = 0 e w, = %; e usando
as equagoes (3.156)) e (3.157)) para expressar a perturbagdo na densidade de
energia total S p que aparece em , encontramos
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(= fP+ (1 - AP+ A= N (¢ - W)

1) (1)
(12 0
p p

Qéo anp 1)\2 1)\2
+ <a i 2%/)) (€)% = (¢ . (3.158)

Finalmente, temos as ferramentas necessarias para deduzir as equagoes que
governam a evolugao das perturbagoes na curvatura em grandes escalas cor-
respondentes ao campo escalar e a radiacdo na segunda ordem. O proce-
dimento é similar ao realizado no caso das perturbacoes de primeira ordem
apresentado anteriormente. O primeiro passo é perturbar as equacoes de con-
tinuidade (3.136)) e (3.137) até a segunda ordem na aproximacao de super—
horizonte. Com este procedimento se obtém

0%p, + 3H(6®Pp, +0PP,) =3 (py + P,)v® — 69" [6Wp, + 5P,
+2(py+ Po) 0] = a (69Q, + Quo® — Qu(6M)’
+20060Q, ) (3.159)

00p, 4 3H (6P, +0PP) =3 (py + P — 64 [6Wp, + 6P,
+2(py + P) ] = a (59Q; + Q0% — (61"’
+20060Q, ) . (3.160)

O segundo passo consiste em escrever as equagoes (13.159) e (3.160]) em ter-
mos das perturbagdes na curvatura (3.156)) e (3.157)), mas usando o calibre
espacialmente plano . Como resultado, as equagoes de evolugao das
perturbagoes na curvatura na segunda ordem e em escalas bem fora do hori-
zonte correspondentes ao campo escalar e a radiagao sao expressas por

84



& = oA [(5(2)% - Q,‘P5<2>p¢,> . (5(2)@0 - 5(2/)p>]
p

Py 20\ Py p
3Q, T (B0)? — 20 £ 50Q6M — 2l
Py Py
(1) (1)
leif) (“Q“’? +al QV;)]
o, o,

- [(CS)V (a Q;”, R ﬁ)] , (3.161)

= e

52 'p, 5(2),0)]
+Q -
py) ”2p< o, p
H

—3a0Q; (¢ >—2ap Q0" — 20V

~

- l@” (@W +a %)T

Q/ a Q
(Y2 =2 gl
[(CW ) < 7-[,07 2 Hpl, p )] ' (3.162)

Para finalizar, faremos um comentario sobre o procedimento usado na ob-
tencao das equacgoes da evolucao da perturbacao na curvatura (. Observa—se
das equagoes (3.150)), (3.161)), (3.151]) e (3.162)), que expressam, respectiva-
mente, as contribui¢coes do campo escalar e a radiagao para a perturbacao
da curvatura em hipersuperficies de densidade uniforme na primeira e na se-
gunda ordem, que quando se considera somente um fluido a perturbagao na
curvatura é aproximadamente constante no super—horizonte. Nesse cenario
com s6 um fluido — o inflaton — o coeficiente de transferéncia ); e as suas
perturbacdes 0N Q; e I Q; (com i = ¢, ) sdo nulos, e portanto

(W'=¢® ~o0. (3.163)
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Nota—se, também, que, devido a relagdo entre a perturbagao na curvatura
em hipersuperficies de densidade uniforme ( e a perturba¢do na curvatura
em hipersuperficies comodveis R no super—horizonte (3.121]), podemos escre-
ver

— (W~ RW ~ 0, (3.164)

Esta relagao permite testar os modelos inflacionarios usando as observagoes
da RCF. Pelo efeito Sachs—Wolfe (tratado no Capitulo , as flutuagoes de
temperatura da RCF sao proporcionais, na aproximacao linear, as perturba-
¢oes da curvatura. Pela sua origem, a RCF tem informacao sobre o universo
primordial, particularmente sobre a época da recombinagdo. Comparando as
propriedades estatisticas das perturbacgoes da curvatura no horizonte — para
um dado modelo do universo primordial — com as das flutuacoes de tem-
peratura da RCF se testa a fisica do universo primordial como estudaremos
nos proximos capitulos.

Neste capitulo fizemos algumas consideragoes gerais sobre o estudo do uni-
verso nao—homogéneo. Na abordagem estudada, as grandezas fisicas sao
consideradas como a soma de uma grandeza homogénea e uma perturbacao
que nao depende s6 do espaco mas também do tempo. Nessa abordagem foi
encontrada uma solugdo exata — no regime de Sitter — para a equacao de
movimento das flutuagoes quanticas de um campo escalar genérico. Durante
o periodo inflacionario é considerado que a densidade de energia do inflaton
é a componente energética dominante. Portanto, flutuagoes do campo esca-
lar terdo como consequéncia perturbacoes no tensor energia—momentum que
por sua vez, pelo acoplamento entre a geometria e a matéria via equacoes
de Einstein, geram perturbacdes na métrica. Assim, neste capitulo também
foram estudadas as perturbac¢oes na métrica e no tensor energia—momentum.
Por outro lado, notou-se que o estudo do universo nao—homogéneo com a
abordagem tratada apresenta inconvenientes relacionados com a liberdade
na escolha do calibre. No entanto, observou—se que o problema do calibre
pode ser solucionado se os calculos forem feitos em um calibre dado ou se
sao definidas varidveis independentes do calibre adotado. Nas Subsecoes
e definimos a perturbagdo na curvatura —( em hipersuperficies
de densidade uniforme e encontramos a sua evolugao temporal até a segunda
ordem no super—horizonte. Mostrou—se também que no super—horizonte —(
¢é aproximadamente constante e coincide com a perturbacgao na curvatura em
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hipersuperficies coméveis R. Essas quantidades sao invariantes de calibre e

serao usadas no Capitulo [5| para o estudo da nao gaussianidade primordial
na RCF.

87



Capitulo 4

Testando a inflacao com a

RCF

4.1 Introducao

No Capitulo 2] mostrou—se que um regime de expansao acelerada posterior
ao Big Bang pode resolver dificuldades do MP tais como o problema da pla-
neza (Segao e do horizonte (Se¢ao [1.5.2). O cendrio mais simples do
paradigma inflacionario, isto é, um campo escalar com acoplamento minimo
com a curvatura, foi apresentado nas SegOes e nota—se que neste
cenario ha varias possibilidades de causar um regime acelerado: o potencial
do inflaton V(¢) na agao (2.9), em principio, ¢ uma fun¢do que para resol-
ver estes problemas deve satisfazer as condigoes de rolamento lento ([2.31]).
Contudo, hé varias fungoes V() que satisfazem estas condigoes. Na Secao
2.4] se mencionaram alguns modelos inflacionarios alternativos que também
podem produzir um regime acelerado no universo primordial. Assim, faz—se
necessario testar os modelos inflacionarios para reduzir ou eliminar essa de-
generescéncia de modelos do universo primordial. Como foi mencionado no
Capitulo [1} existem vérios projetos e colaboragoes ao redor do mundo que
buscam testar observacionalmente os modelos do universo.

O paradigma inflacionario propicia um possivel mecanismo para a geracao das
inomogeneidades na distribuicao de energia no universo que sao observadas.
Assim, levantamentos de galdxias tais como os feitos por 2dF Galaxy Redshift
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Survey [56], (CfA Redshift Survey [57] e o Sloan Digital Sky Survey (SDSS)
[59, 58], e observagoes das anisotropias da RCF como as feitas pelo WMAP
[62], das quais pode ser extraida informacdo sobre a nao—homogeneidade
da distribuicao de matéria no universo, podem ser usados para testar os
modelos inflacionarios. Contudo, como esta dissertacao é dedicada ao estudo
da NG primordial da RCF, neste capitulolﬂ somente apresentaremos testes

do paradigma inflacionario relacionados as observac¢oes das anisotropias da
RCF.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secdo [4.2] apresenta-
remos uma descrigao estatistica das perturbacoes escalares e tensoriais da
métrica (Subsegao , a saber, o espectro de poténciasﬂ A relagao entre
as perturbacgoes na métrica e as observagoes das anisotropias da RCF, assim
como as restrigdes observacionais mais recentes aos modelos inflacionérios,
serao tratados na Segao [£.3]

4.2 O espectro de poténcias das perturbacoes
da métrica

Considerando as flutuagées na métrica como campos aleatérioﬂ é possivel
usar o seu espectro de poténcias para caracterizar a sua amplitude. Nesta
secao consideraremos as perturbagoes escalares e tensoriais da métrica até a
primeira ordem. Usaremos o cdlculo da amplitude das perturbagoes de um
campo escalar genérico, apresentado na Se¢ao|3.2] no cenario inflacionério es-
tudado anteriormente o qual considera que o conteiido energético do universo
¢ dominado pelo inflaton. Como as equagoes de Einstein relacionam
o conteudo material do universo e a sua geometria, qualquer perturbacao do
inflaton (contetido material) tem associadas perturbagoes da métrica (geo-
metria) como se vera no que segue.

LA principal referéncia deste capitulo é [89]. O leitor também pode achar titeis algumas
secoes das referéncias [46] e [91].

2Para um melhor entendimento das ferramentas estatisticas usadas neste capitulo, o
leitor pode ler antes a Se¢ao

3S40 considerados campos aleatdrios porque, como é tratado no Capitulo [5| pela sua
complexidade somente uma descricao estatistica do universo é possivel.
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4.2.1 Perturbacoes escalares

Para encontrar a relacao entre as perturbacoes escalares da métrica e as
flutuacoes do inflaton usaremos as perturbacoes do tensor de Einstein dG*
que se encontram no Apéndice |A| (Secao [A.4), e as perturbagoes do tensor
energia—momentum para um fluido ideal genérico apresentadas na Subsecao
usaremos também o calibre de Poisson definido por

w =" =D =0, (4.1)

As perturbagoes do tensor de Einstein em primeira ordem (|A.22)—(A.24) no
calibre de Poisson sao

MG, = ;2 [6 H2W + 6 HyW' — 2V | | (4.2)

(2

sWGE0, = (112(—2 HO0 — 2000 (4.3)

"

shG, = ;2“2 HoW' + 4%¢“> — 2129 4+ V2 44 2y
+ 20" — VW ) 61 — 90,60 + 99 | | (4.4)

e as perturbages do tensor energia—momentum em primeira ordem ([3.95))—
(13-99) para o inflaton sao expressas por

5(1)T(§] = _5(1)P<p7 (4.5)

ST = —(1 4 w)pyvfy . (4.6)
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SWTE = wsWp,6t. (4.7)

J

As equacgoes de Einstein perturbadas até a primeira ordem

SWGH = 2WTH (4.8)

podem se obter das equagoes (4.2)—(4.7)). Das componentes (i — j) nao dia-
gonais de (4.8)) temos que

v =g, (4.9)

resultado que ¢é usado para escrever a componente (0—0) de (4.8]) como

1
—16H2D 4 6HpM' — 2V | = k25D, . (4.10)
a

No final da Subsegdo [3.3.6] mostrou—se que no super—horizonte a perturbagao
na curvatura em hipersuperficies de densidade uniforme ( ¢ aproximada-
mente constante. Portanto, pela defini¢ao podemos inferir que no
super-horizonte (1) também é aproximadamente constante e @D(l)/ pode ser
desconsiderado na equacao . Por outro lado, podemos expandir os

campos 1M e §Mp,, em ondas planas como em (3.50) e obter de (4.10) uma
equagao para as amplitudes dos campos:

1
- [67{2 0 _ 21«%5{”] — —k20Wp,, (4.11)

onde foi desconsiderado o termo com w(l)/. Para obter uma expressao para
wl((l) de (4.11)) no limite do super—horizonte, usamos o fato que H = aH;
substituindo e aplicando a condigdo (kK < aH) na equacao resultante se
obtém

25(1)
(1) ~ _M 4.12
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que, usando a equagao de Friedman ((1.26) para um universo plano, fica

s
0 Pox (4.13)

1~ _
wk - 2p¢;

que é uma relacao entre as perturbacoes escalares da métrica e as perturba-
¢oes na densidade de energia do inflaton no limite do super—horizonte.

Encontraremos uma relacio entre a amplitude das flutuacdes do inflaton 6™ ¢
e a perturbacio escalar da métrica ¢M) utilizando a equacdo (#.13)). Usando
a equacao de continuidade (|1.35]) podemos reescrever (4.13|) como

3H (14 wy)dWp,,

(1) ~
wk - 2pgp

(4.14)

Utilizando esta equagdo na definigdo (3.110), a equagao de continuidade
(1.35) e as expressoes para a pressao (2.15) e a densidade (2.14) do infla-

ton, a amplitude — no espaco de Fourier — da perturbacao da curvatura em
hipersuperficies de densidade uniforme é expressa por

HsD
(o (5+ Bw;; e (4.15)

que, considerando a equagao de estado do inflaton durante o regime inflaci-
onério (w, ~ —1), fica

HsWD
W~ 20 Pk (4.16)
¢

A equz@éo (4.16) nos permite calcular o espectro de poténcias (3.58)) Ag a
partir de

% B
2 _ D2\ _ (D, |2
A2 =55 (I6F) = 53 <¢2 16D > , (4.17)
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que, usando a amplitude das flutuagoes do inflaton no cenério quase de Sitterﬁ

(3.48), fica

sendo
vom S e, (4.19)
Ny = ;}2‘; : (4.20)
m? = g;‘g , (4.21)

conforme as equagoes (3.10)), (3.45) e (3.47).

A equagao ([4.18]) pode ser reescrita usando a equacao (|1.29)) para um universo
plano, junto com as equagoes (3.125)) e (3.36)), como

H?2 k2 [k \* 72 8

2 . 2 _

A2 = o (a ) ; wP= o =8nG. (4.22)
p

Com (4.18) podemos calcular o indice espectral das perturbagoes escalares

B3 n.

ALy (4.23)
ne—1= =3—-2v,. .

¢ dln k v

40 cenério de Sitter considera um fluido com equacdo de estado constante w = —1 e

como consequéncia o universo se expande exponencialmente. Contudo, este regime é pouco
realista porque nao apresenta transicdo para o periodo de dominéncia de radiacdo do MP.

Por esta razao se consideram as solu¢bes no cenario quase de Sitter que nao apresenta essa
dificuldade.
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4.2.2 Perturbacoes tensoriais
Para calcular o espectro de poténcias das perturbacoes tensoriais na métrica
adota—se um procedimento similar ao feito na Se¢ao com as perturba-

coes escalares. Considerando sé perturbacoes tensoriais de primeira ordem
(ver equagao (3.76])) temos

goo = —a2(7),
_ 2 1)
gi = a(7) [0+ 5] - (4.24)

As condigoes (3.80) permitem apenas dois graus de liberdade ou polariza(;éeﬂ
+, X para a perturbacao tensorial XS), a saber,

X11 = —Xa22 = hy, (4'25>

X1z = X21 = hx. (4.26)
Como é mostrado com detalhe no capitulo 5 da referéncia [112], das equagoes
de Einstein perturbadas até a primeira ordem (4.8) e com a métrica (4.24)), a

amplitude — no espaco de Fourier — de cada um dos modos de polarizagao
h. e hy satisfaz a equacgao diferencial

/
n 2 KPR =0, (4.27)
a

onde 0 = 4, x. Usando

5Como se ver4 adiante, as amplitudes das perturbacdes tensoriais da métrica satisfazem
equagoes de onda similares as dos campos elétrico e magnético do eletromagnetismo. Para
uma onda electromagnética que se propaga em uma dada dire¢cdo, o campo elétrico pode
oscilar em duas dire¢bes perpendiculares entre si e também & direcao de propagacao.
Essas duas diregoes sdo chamadas de polarizagdes da onda electromagnética. Em analogia
com o electromagnetismo, as ondas gravitacionais tém duas polarizacoes denotadas nesta
dissertagao por + e X.
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hox =2k—, K*=— =8nG, (4.28)
a

é possivel transformar a equagao (4.27) em

" /{32 aill —
Uk + - a Vok = 0, (429)

que coincide com a equacao de movimento para as fun¢oes modo uy de
um campo escalar genérico sem massa. Usando a solucao de no cenario
quase de Sitter tratado na Secao temos — usando a equagao (3.48|) —
que o espectro de poténcias das perturbagoes tensoriaisﬁ da métrica é

kS H2 k 3—2vr 2/{2H2 L 3—2vp
A2 =2 x —4r?— | — = — 4.30
T % o2 " 93 (aH) 2 (aH) ’ ( )

onde o primeiro “2” no lado direito corresponde as duas polarizagoes e

v s +e€. (4.31)

O indice espectral das perturbagoes tensoriais é definido como

dIn A%
= 4.32
nr dh’lk;’ 3 ( 3 )
que, com (L30), fica
nr = 3 — 2VT . (433)

As equagoes e permitem testar os modelos inflacionarios. Os
indices espectrais ne e ny sao observaveis para os quais os modelos inflacio-
narios fazem predi¢oes. Por outro lado, como se vera na proxima secao, esses
observaveis podem ser extraidos das observacoes de flutuagoes da RCF. As

observagoes e as predigoes tedricas podem ser comparadas através do efeito
Sachs—Wolfe.

6Na equacio (4.30) “T” refere-se a perturbagoes tensoriais.
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4.3 Relacao com as observacoes

A RCF foi detectada pela primeira vez por A. Penzias e R. Wilson [44]
em 1965. Posteriormente, o satélite COBE [45] mostrou que a RCF tem
um espectro de um corpo negro a uma temperatura 2 725 + 0.002 K (ver
figura ) O COBE também detectou anlsotroplas ~ 1075 que foram
observadas posteriormente pelo WMAP e vém sendo observadas pela missao
PLANCK [3, 4] com uma precisao muito maior. A figura (4.1)) mostra um
mapa das flutuagoes na temperatura da RCF, relativas a sua temperatura
média atual Tj = 2.725, medidas pelo WMAP, durante sete anosl

U — e (1.50 MK

Fig. 4.1: Mapa ILC das flutuacoes de temperatura da RCF medidas pelo
WMAP durante sete anos. Regioes azuis e vermelhas indicam, respectiva-
mente, regioes no universo que sdo mais frias e mais quentes relativas a
temperatura média da RCF. A figura é da referéncia [2])].

Quando os satélites medem as flutuacoes de temperatura AT fazem uma

A rigor, o mapa mostrado na figura é um mapa de flutuacoes de temperatura da
RCF cuja contaminacao galactica foi reduzida com um procedimento chamado de “Internal
Linear Combination” (ILC). Esse procedimento minimiza a contaminagéo devida & emisséao
galactica usando uma soma ponderada de 5 mapas de diferentes frequéncias.
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varredura esférica do céu. Assim, com cada ponto da esfera celesteﬁ quer
dizer, para cada direcao n, é associado um numero que corresponde a média
de véarias medigoes de AT'(n). Portanto, tem—se uma fungao O(n) = O(6, ¢)
sobre a esfera que pode ser expandida usando os harménicos esféricos Yy, (1)
como

o) = A?{Eﬂ) - § Z:—e g Yom (1) (4.34)

sendo os momentos multipolares expressos por

Qo = / dQYS ()O(R),  (dQ = sin dode) (4.35)

e — porque O(n) é um campo real — satisfazendo a condi¢do de reali-
dadd]

gy = ag,, (—1)™, (4.36)

quer dizer, o nimero de modos independentes é 2¢ + 1. Uma ferramenta
adicional a distribuicdo de flutuagoes de temperatura da RCF na anélise
estatistica é o espectro de poténcias angulareﬂ que permite descrever a
informacao contida em milhoes de pixeis de um mapa da RCF de uma forma
muito mais compacta. Os momentos multipolares ag,, podem ser combinados
para formar o espectro de poténcias angulares que é invariante sob rotagéeﬂ
e pode ser escrito na forma

1 * *
CZTT = m %:<a€magm> s ou <a£mag/m/> = CZT(Sgg/émm/ . (437)

8 A rigor, sdo pequenas regides da esfera celeste cujo tamanho depende da resolucéo do
instrumento.

90 “ % " nas equacoes ([4.35) e (4.36) denota o complexo conjugado.

10Ver Secdo no Capitulo
1 Como se mostra no Capitulo , a equagao (4.37) supoe isotropia estatistica.
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onde “TT” indica que a funcao de correlacao de dois pontos — ou equiva-
lentemente, o espectro de poténcias angulares — s6 considera flutuacoes de
temperatura, e g € 0, S80 simbolos delta de KroneckerH

Para testar os modelos inflaciondrios usando os dados das observagoes (por
exemplo, RCF ou densidade de galdxias) se relaciona a perturbagdo na cur-
vatura em hipersuperficies comdveis R com o observavel ) através de

Qu(7) = To(k, 7, 7.) Ri(7) , (4.38)

onde Qy é a amplitude no espaco de Fourier do observavel (), 7, indica o
tempo da saida do horizonte (k = a(7.)H (7)), e Tg ¢é a funcdo de trans-
feréncia entre as flutuacgdes da curvatura R no tempo 7, e as flutuagoes do
observavel @ em um tempo posterior 7.

Como ¢ indicado na referéncia [112], as flutuagdes de temperatura da RCF
estao relacionadas — na aproximacao linear — com as perturbacoes na cur-
vatura através da funcao de transferéncia Ay (k) via

1
(27)?

A~

/ &k A (k) Rac Yt (). (4.39)

Qg = 4 (—1)"

A identidade

20+ 1
A7

A

P(k-K), |kl=1, P(1)=1, (4.40)

l
> Yinl(k) Yo (K') =

m=—/
onde P, é o polinomio de Legendre de grau ¢ e a definicdo do espectro de

poténcias (3.51)) junto com a equacao (4.39) em (4.37) permitem escrever o

espectro de poténcias angulares como

Or" = 2 [ RakPa (k) Aqu(k)Are(h), (4.41)

12Estudos que misturam dados de flutuacdes de temperatura e polarizacdes da RCF
também se encontram na literatura [89].
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onde Pr(k) é o espectro de poténcias para as perturbagdes na curvaturalﬂ
R; as fungdes de transferéncia Ap, sdo calculadas numericamente usando
c6digos tais como (CAMB| [I13] e dependem dos pardmetros cosmologicos do
modelo cosmoldgico a testar.

Como foi estudado por Sachs e Wolfe [114], as anisotropias na RCF existem
devido a presenca de flutuacoes na densidade de energia no universo. Em
grandes escalas angulares (¢ < 1000) a fungao de transferéncia AT,(k) é uma
funcao de Bessel

Are(k) = ;jg(k[ﬁ) — Tree)) s (4.42)

onde Tyec € 0 tempo da recombinagao. Portanto, substituindo (4.42)) na equa-
cao (4.41)), o espectro de poténcias angulares em grandes escalas é

2 ,
CZTT = 9771_ / ]{szk P’R(k) j?(k[’ro - Trec]) . (443>

A funcao de Bessel tem um pico em k[1y — Tyec] & ¢, quer dizer, comporta—
se de uma forma similar a uma funcao delta de Dirac. Considerando que
modos com k & {/(T9 — Trec) dominam a integral na equagao (4.43)), podemos
escrever

CF" o K Pr(k)| Ly / dinz j2(z), (x=k[mo —Ted), (4.44)
rec

o (£(+1))~1

que por sua vez permite escrever

(0 +1)CTT A%z(k)\w/(m_w ox ("R (4.45)

usando as equagoes (4.22)) e (4.23)).

Se o espectro de poténcias das flutuagoes R é invariante de escala, quer dizer,
o indice espectral np = 1, entao a quantidade

13Note que da equacéo (3.121)) no super-horizonte —¢M) ~ R,
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00+ 1)
C=————2CI 4.46
! 5 Cr (4.46)
¢ independente de ¢. Na figura (6.7) mostra—se o espectro de poténcias
angulares com os dados colhidos pelo WMAP durante sete anos.

6000 : : ; : —
- WMAP 7yr 5 7
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Fig. 4.2: FEspectro de poténcias angulares das anisotropias na temperatura
da RCF. A curva vermelha corresponde ao ajuste do modelo ACDM. A figura
é da referéncia [115].

Quando se usa uma parametrizacao tipo lei de poténcias para o espectro de
poténcias de RE

A2(k) = AL (k) = IiPR(k) = A <k>n1 , (4.47)

onde Ag é uma constante e k, = aH indica o valor de k£ na saida do horizonte,
é possivel restringir o indice espectral ng das perturbagoes escalares e a razao
r de amplitudes das perturbagoes tensoriais e escalares definida como

14Na equacgao ([4.47) “s” denota perturbacdes escalares.
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A% (k)

= : 4.48
"= Bk -

que usando as equagoes ([4.30) e (4.22) (A2 = A% = A?) ¢
r = 16¢. (4.49)

Segundo os dados reportados pela equipe do WMAP) na referéncia [115], as
restricoes das anisotropias da RCF para ng e r sdo

ny=0.967+0014 e r<0.36(68%). (4.50)

A figura mostra a regido permitida (68% e 95%) pelos dados da
RCF para a razao r das amplitudes das perturbacdes tensoriais e escalares,
e para o indice espectral ng das perturbacgoes escalares. Nota—se de
que os dados da RCF indicam que o espectro de poténcias das perturbagoes
na curvatura R ¢ aproximadamente invariante de escala (n; ~ 1) como o
cenario inflacionério prediz, e que as flutuagoes de temperatura da RCF sao
dominadas pelas perturbacoes escalares com r < 0.4.

Além da anélise do espectro de poténcias angulares das anisotropias de tem-
peratura da RCF, uma analise similar mas usando os modos de polarizagao
da RCF pode ser feito; na referéncia [89] o leitor pode encontrar uma intro-
ducao a essas analises que nao serao tratadas aqui.

Neste capitulo mostrou—se a relagao que existe entre a perturbacao da cur-
vatura ¢ e as perturbagoes do inflaton d¢, e foi apresentado o calculo do
espectro de poténcias para (. Também foram consideradas as perturbagoes
tensoriais da meétrica e o seu respectivo espectro de poténcias. Na Secao
[4.3] tratou—se brevemente a evidéncia observacional dos modelos inflacioné-
rios relacionada com as anisotropias da RCF. Em particular, mostrou—se a
relacao entre o espectro de poténcias das perturbagoes escalares da métrica
e o espectro de poténcias angulares das flutuacoes de temperatura na RCF.
Notou-se que os dados do WMAP)| indicam um espectro de poténcias para
as perturbagoes escalares que é aproximadamente invariante de escala con-
sistente com as predi¢oes do paradigma inflacionario. Contudo, ainda sao
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Fig. 4.3: Restricoes do WMAP para a razdo r das amplitudes de perturbagoes
tensoriais e escalares e para indice espectral ng das perturbagoes escalares. A

figura é da referéncia [115].

numerosos os modelos inflacionarios que satisfazem as restrigoes observaci-
onais — nao s6 as apresentadas aqui— e formas mais efetivas de restringir
observacionalmente os modelos inflacionarios se fazem necessarias. Testar a
NG primordial dos modelos inflacionarios e das anisotropias da RCF é uma
possivel solugao para essa dificuldade.
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Capitulo 5

Estatistica, cosmologia e mapas
simulados da RCF

5.1 Introducao

Observagoes cosmoldgicas recentes, particularmente os levantamentos de ga-
laxias e as observacoes das anisotropias da RCF, permitem testar os modelos
do universo primordial através das propriedades estatisticas dos dados ob-
tidos dessas observagoes. Em particular, notou—se no Capitulo 4| que as
observagoes da RCF feitas pelo WMAP sao compativeis com um espectro de
poténcias que é aproximadamente invariante de escala (n, ~ 1) ou, em outras
palavras, as flutuac¢oes na temperatura da RCF apresentam uma distribuicao
aproximadamente gaussiana. Este fato é compativel nao s6 com as predigoes
dos modelos inflacionarios de s6 um campo escalar (Segao , mas também
com outros modelos inflaciondrios com diferentes motivages tedricas [95],
[116]. Assim, existe uma degenerescéncia nos modelos inflaciondrios que s6
pode ser resolvida pelas observagoes e, portanto, novas formas de testar a
fisica do universo primordial sdo necessarias. Existem pelo menos quatro
observaveis que podem ajudar a distinguir observacionalmente dentre esses
modelos inflacionérios, a saber: a) a dependéncia com a escala do espectro
de poténcias definida como
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_dInA? N
ny—1l=-——r, (As(k') PR(k:)) , (5.1)

~ on?

que, como se notou acima, nao resolve a degenerescéncia, b) a deteccao do
modo de polarizagao das ondas gravitacionais primordiais, ¢) a razdo r das
amplitudes das perturbagoes tensoriais e escalares, e d) a ndo—gaussianidade
(NG) primordial.

A detecgao de um nivel de NG primordial alto (por exemplo, fioca! = 30) pela
missao PLANCK] nos dados das flutuacoes de temperatura da RCF pode
ser determinante na discriminacdo dos modelos inflaciondrios] Os modelos
inflaciondrios simples supoem que:

1. Existe somente um campo escalar que é o conteido energético domi-
nante do universo primordial;

2. A lagrangiana tem termos cinéticos canonicos (%@L(pa“go);
3. As condigoes de rolamento lento (2.32)) sao satisfeitas;
4. Um determinado estado de vacuo inicial P

Nas referéncias [117] e [I1§] foi mostrado que neste tipo de modelos inflacio-
narios o nivel de NG primordial pode ser expresso em termos dos parametros
de rolamento lento e resulta ser desprezivel (£ < 107°%) e ndo—detectdvel
com a precisdo dos instrumentos atuaisf| Por outro lado, encontra-se na
literatura que um nivel detectavel de NG primordial é produzido quando nos
modelos inflacionérios alguma ou varias das 4 condi¢es acima nao sao satis-
feitas [89]. Assim, o estudo da NG primordial é importante porque permite
discriminar de uma forma eficaz os modelos do universo primordial.

Nesta disserta(;a(ﬁ nos concentraremos no estudo da NG primordial usando

'Independente do indice espectral n, das perturbacdes escalares e da razdo r das am-
plitudes das perturbagoes tensoriais e escalares tratados no Capitulo

2Por exemplo o vicuo de Bunch-Davies usado no Capitulo

30 WMAP,| conseguiu medir niveis da NG primordial fio¢*T < 10%. Espera-se que a
missdo PLANCK] podera reduzir a incerteza na estimativa observacional do nivel de NG
primordial por un fator 4.

4As principais referéncias para este capitulo sdo [T01], [89], [TT9], [2], [120], [121], [1T5],
[122] e [1I.
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os dados da RCF[| A andlise estatistica dos dados obtidos das observacdes
¢ fundamental para a cosmologia atual. Na Secao apresentaremos al-
gumas ferramentas estatisticas usadas nesta dissertagdo. Em particular, o
biespectro é a forma padrao de predizer o nivel de NG primordial nos mo-
delos inflacionarios e sera estudado no contexto das observacoes da RCF na
Secdo [5.3] Finalmente, na Se¢do [5.4] estudamos os mapas simulados de flu-
tuagoes de temperatura da RCF que sdo tuteis para testar a sensibilidade
dos estimadores estatisticos usados para a analise de NG dos dados da RCF
e também para estimar quantitativamente a contribuicao nao primordial as
flutuacoes de temperatura da RCF.

5.2 Um pouco de estatistica das perturba-
coes cosmologicas

Na atualidade existem varios projetos que fazem observagoes cosmologicas
de diversa natureza que permitem testar os modelos do universo. H& um
numero enorme de dados para os quais a analise estatistica é fundamental.
Nesta se¢ao, baseada nas notas de aula do professor Hiranya Peiris que se
encontram no sitio web [127] da professora Licia Verde, apresentamos breve-
mente algumas ferramentas estatisticas usadas em cosmologia.

5.2.1 Funcoes de correlacao e fungoes espectrais

Quando se estudam sistemas com um numero de particulas comparavel ao
ntimero de Avogadro (10%3) — um gas de particulas interagentes, por exem-
plo — nao é possivel resolver exatamente, pela sua complexidade, o sistema
de equagoes diferenciais de movimento de cada uma das particulas. Para
descrever tais sistemas se usa a mecanica estatistica. Imagina—se que existe
um conjunto de N de sistemas idénticos, que chamaremos de “ensemble”,
tal que cada configuracao do sistema original — por exemplo, na distribui-
¢ao de energia entre as particulas — tem uma probabilidade de ocorréncia.

5A NG primordial também pode ser estudada no contexto das perturbacdes na densi-
dade de matéria ou “Large Scale Structure”. Algumas referéncias sdo [123], [124], [125] e
[126].
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Tendo a distribuicdo de probabilidade de uma dada grandeza fisica para as
diferentes configuragoes do sistema é possivel calcular as suas propriedades
estatisticas.

Uma analogia pode ser estabelecida em cosmologia considerando que: a) s6
temos um universo para realizar observagoes ou medicoes e b) a sua complexi-
dade nao permite descrevé-lo exatamente, somente uma descricao estatistica
é possivel. Imagina—se N universos idénticos ao nosso — conjunto chamado
de ensemble — onde cada estado do nosso universo, quer dizer, uma confi-
guragao dos diferentes campos cosmolédgicos que descrevem o universo, tem
associada uma probabilidade de ocorrénciaﬁ Um desses campos cosmologi-
cos, por exemplo, é a densidade de contraste, §(x), usada para descrever a
distribuicao de massa no universo e definida como

(p) (p)

onde x sdo as coordenadas espaciais comédveis, p(x) é a densidade de matéria
e (p) o seu valor médioﬂ Para um dado modelo cosmolégico é possivel
predizer as propriedades estatisticas dos campos cosmolégicos (densidade de
contraste, flutuagoes na temperatura da RCF, etc.) que descrevem o estado
do universoﬁ Essas propriedades estatisticas sao calculadas a partir de dados
observacionais e comparadas com as predigoes tedricas dos diferentes modelos
cosmologicos com o objetivo de testa—los.

Para descrever as propriedades estatisticas dos campos cosmoldgicos no uni-
verso observavel se usam as fungoes de correlacao ou as suas transformadas
de Fourier, as fungoes espectrais, como apresentaremos abaixo.

Como a configuragao de campos que descrevem o universo pode ser tratada
como uma realizacao aleatoria do “ensemble”, considera—se um campo alea-

SEm outras palavras, nessa interpretacdo, nosso universo é uma realizacio aleatéria do
ensemble.

"Deve-se entender () como um valor médio no ensemble. No Capitulo [3[ se usou a
mecanica quantica para descrever as flutuagdes de um campo escalar no modelo inflacio-
nario mais simples. Nesse contexto, ( ) também pode se entender como o valor esperado
definido na mecénica quantica.

8Neste apéndice estudamos as propriedades estatisticas desses campos cosmolégicos
assumindo que as simetrias de isotropia e homogeneidade (principio cosmoldgico) sdo res-
peitadas.
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torio g(x)ﬂ — em cada ponto x, g(x) é algum nimero aleatério — cujo valor
médio é

(9(x)) =0, vx, (5.3)

no ensemble.m A probabilidade de ocorréncia de cada configuracao do campo
g(x) é um funcional P[g(x)]. As fungoes de correlagao dos campos sao valores
esperados — ou valores médios — de produtos de campos em diferentes
pontos do espaco. A funcao de correlagao de dois pontos é

£(x,y)

(9(x)g(y)) = / Dg Plg] 9(x) g(y)

H/O:O /O:o Plglg(x) g(y) d’x &’y (5.4)

onde Dg indica que a integral ¢ uma integral funcional ou integral de traje-
toria sobre as diferentes configuragdes do campo.ﬂ

Entende—se por homogeneidade estatistica que as propriedades estatisticas
de um campo aleatério g(x) nao devem diferir sob a agdo de uma traslagao
por um vetor constante a, definida pelo operador T, como

Tag(x) =g(x—a), (5.5)
ou seja,
Plg(x)] = Plg(x —a)], (5.6)

a probabilidade de ocorréncia da configuracao g(x) do campo nao depende
do ponto do espago. Em termos da funcao de correlagao (5.4), a condigao de
homogeneidade estatistica se escreve

9No presente trabalho, por exemplo, estudou-se o campo das flutuacdes de temperatura
da RCF.

10Se a condicio ndo for satisfeita, podemos considerar o campo ¢(x) — (g(x)) que
satisfaz a condicdo sem problema.

1 Na integragio comum se soma uma fungdo f(x) sobre um conjunto continuo de valores
x. Na integragdo funcional de um funcional G|[f] se soma sobre um conjunto continuo de
funcgoes f.
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£(X7Y) = §(X—a,y—a) Va,
{x,y) = §(x—y), (5.7)

equacao que expressa que a funcao de correlagdo de dois pontos s6 depende
do vetor separacao dos dois pontos, quer dizer, a sua forma funcional ¢é tal
que s6 tem um argumento (o vetor x —y).

Entende-se por isotropia estatistica de um campo g(x) a invaridncia das
propriedades estatisticas do campo aleatorio sob a agao de uma rotagao do
sistema de coordenadas, definida pelo operador R como

A

Rg(x) = g(R'x). (5.8)

A isotropia estatistica pode ser expressa como

Plg(x)] = P[Rg(x)], (5.9)

ou seja, a probabilidade de ocorréncia da configuracao g(x) do campo nao
depende da diregdo no espago. Em termos da fungao de correlagao (5.4, a
isotropia estatistica é escrita como

Exy) =&R'x,R'y), VR (5.10)

Combinando homogeneidade estatistica (5.7 e isotropia estatistica ({5.10]),
temos que

Ex,y) =Ex—y) =& (x—y)), (5.11)

ou seja, a funcao de correlagao deve satisfazer

€(X7 y) = ’S(lx - Y|> ) (5'12>

expressao que significa que a fungao de correlagao de dois pontos s6 depende
da magnitude do vetor separagao dos dois pontos, quer dizer, a sua forma
funcional é tal que s6 tem um argumento ( |x —y/|).
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Sob determinadas condigbes também ¢é possivel examinar homogeneidade e
isotropia estatistica do campo g(x) no espaco de Fourier. Podemos escre-
ver

1 , .
g(x) = 2n)? /d k g(k) exp(ik - x), (5.13)

1 , .
g(k) = Ok /d x g(x) exp(—ik - x), (5.14)

de onde se nota que, se o campo g(x) é real, a condigao

9(k) = g"(=k), (5.15)

onde “ " denota o complexo conjugado, é satisfeita. Sob uma traslacao Tn,
a equacao ([5.14)) produz

Tag(k) = g(k) exp(~k - a), (5.16)
onde se usou ((5.5) e uma substituigdo simples. Se a fungao de correlagao de

dois pontos no espago de Fourier é invariante sob translagoes, deve satisfa-
zer

(9(k) 9" (K)) = (Ta (k) Ta 9" (K')), (5.17)

que usando (|5.16)

(9(k)g"(k)) = (9(k)g"(k)) exp(—i(k — k') - a)
= Fk)é®k-X) Va, (5.18)

onde a funcio §® (k — k') aparece para garantir que a funcio de correlacio
e F(k) sdo fungoes reais.
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Por outro lado, sob rotagdes a equacao (5.14) produz

Rg(k) = g(R k), (5.19)
onde foi usada a equagao (5.8) e o fato que o produto escalar é invariante sob

rotacoes, quer dizer R~'k - R™'x = k - x. Se a funcdo de correlacao de dois
pontos no espacgo de Fourier é invariante sob rotagoes, deve satisfazer

(9(k) g*(K')) = (Rg(k) [Rg(K)]") . (5.20)

que usando ([5.19) fica

(Rg(k) [Rg(K)]") = (g(R™'k)g"(RT'K) = F(R™' k) 6@ (k — k). (5.21)

Combinando homogeneidade ({5.18]) e isotropia (5.21)) estatistica da funcao
de correlagao de dois pontos no espaco de Fourier, temos que

A

F(R'k)0®(k — k) = F(k)0®(k - k), (5.22)
quer dizer,

F(R™'k) = F(k), (5.23)

que ¢é satisfeita somente se F'(k) = F(k), ou seja, F' é uma fungao real que
s6 depende da magnitude do vetor de onda. Podemos definir o espectro de
poténcias, P,(k), de um campo homogéneo e isotrépico, g(x), como

(9(k) g* (K)) = (27)° Py (k) 0¥ (k — K). (5.24)

Da defini¢ao (5.4) para a funcao de correlacao de dois pontos no espago real
e a equacgao ((5.13)) obtemos
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1 1
€)= Gy (e

/d3k K {g(k) g*(K')) exp(ik - x) exp(—ik’-y).
(5.25)

Substituindo ([5.24]) em ([5.25)) encontramos que a funcao de correlagao de dois
pontos no espaco real esta relacionada com o espectro de poténcias através
de

((x—yl) = k Py (k) exp(ik - (x —y)), (5.26)

ou seja, a funcao de correlacao de dois pontos no espaco real é a transformada
de Fourier do espectro de poténcias. Tomando k - (x —y) = k|x — y|cos6;
usando

k2P (k)
A2 (k A A 2
2y = 4 (5.27)
e também o resultado
/7r sin @ exp(ik|x — y|cos6)df = 2jo(k |x — y|); (5.28)
0

e usando o elemento de volume em coordenadas esféricas na equagao ([5.26|),
podemos escrever

&k ) = [ Ak dnk ok x — 1), (5.29)

onde jg é a funcdo de Bessel esférica de ordem zero. Nota—se da equacao
(5.29) que a variancia do campo g(x), £(x,x) = (g*(x)), é expressa por

- /Ag(k;)dlnk. (5.30)

Em geral, para uma funcao distribui¢ao de probabilidade f(s) de um campo
aleatorio ¢(x,t), temos
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f(6)=0 e / fl)ds=1. (5.31)

—00

Por outro lado, existem infinitos momentos que caracterizam a funcao de
distribui¢ao f(s). Os primeiros 4 momentos sao expressos por

= (s) = /gf(g) ds (5.32)

pe = [(s = (o) fls) s, (5.33)

1
3= 373 — 3 ds , 5.34
o= [ (6= P10 b (5.34)
g = :% (¢ — (N)* f() ds. (5.35)

Para reproduzir uma funcao distribuigao de probabilidade gaussiana somente
sao necessarios os primeiros dois momentos p; e ps, ou seja, ela pode ser
escrita como

fs) = \/2;% exp(—(g;ﬁgﬁ). (5.36)

Os momentos impares nao nulos diferentes do valor médio 7 e os momentos
pares [i4, Mg, Mg, ---, que nao podem se escrever em termos da variancia
Lo caracterizam a NG de uma funcgao distribuicao de probabilidade, como
por exemplo, na assimetria na funcao de distribuicdo ou na presenca de um
maximo mais ou menos pronunciado que no caso gaussiano.

Como se notou anteriormente (ver equagao (5.30))), a varidncia ps de um
campo aleatério com valor médio nulo esta relacionada com o espectro de
poténcias. Relagoes similares entre os momentos de uma funcao distribui¢ao
de probabilidade de um campo aleatério g(x) e as suas fungoes espectrais —
transformadas de Fourier das fungoes de correlagdo no espago real — podem
ser estabelecidas [128]. Temos
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oy = (271)3 / P, (k) dk., (5.37)

11
M3 =57 W/Bg(/ﬁ, ka, k) Ay &k (5.38)
o
11
SENTACOY [ Tolhs o ko k) Ay dh 'k (5.39)

onde Py(k), By(k1, k2, k3) e Ty(ki, ko, ks, ka) sdo, respectivamente, o espectro
de poténcias, o biespectro e o triespectro do campo g(x) que por sua vez
podem ser definidos — supondo homogeneidade e isotropia estatistica —
usando as fungoes de correlagdo de dois, trés e quatro pontos no espaco de
Fourier comd™|

(911 9ca) = (2m) 0 (key + ko) Py (k) , (5.40)

<gk1 Gk, gk3> = (271')3 5(3) (kl + k2 + k3) Bg(kh k2a k3) ; (541)

(Gky Tiea Gis Tica) = (2)% 6P (ky + ko + ks +ka) Ty (k1. ko, ks ka) . (5.42)

5.2.2 O espectro de poténcias angulares

Se um campo aleatério f esta definido sobre a esfera, é mais conveniente usar
os harmonicos esféricos como uma base ortonormal, em lugar de ondas planas

como na equacao (|5.13)). Assim, para um campo f(n) = f(6, ¢) temos

o) J4
F) =" > am Yim(0), (5.43)

=0 m=—¢

12Note que a equagdo (5.40)) pode ser transformada na equacio (5.24) usando (5.15)).
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onde n é um vetor unitério e, pela ortonormalidade dos harmdnicos esféricos,
os coeficientes multipolares ay, sdo expressos por

ain = [ d F(5) Vi (8), (5.44)

e satisfazem

G = (1)t (Vi = (=) Vi) | (5.45)

quando f(f) é um campo real.

De uma forma andloga a da Secao discutiremos o espectro de poténcias
para uma func¢ao sobre a esfera. A funcao de correlacdo de dois pontos neste
caso é

§(0y, p) = (f(hy) f(hg)) . (5.46)

A isotropia estatistica requer que a fungao de correlacao de dois pontos ((5.46)
seja invariante sob rotacoes, quer dizer,

<Df(ﬁ1> Df(ﬁ2)> = (f(ﬁl) f(fl2)> ) (5'47>

onde D = D(a, 3,7) denota uma matriz de rotagao sobre a esfera, sendo «, /3
e v os dngulos de Euler. Substituindo (5.43]) em (5.47) se obtém [101]

(@eams ) = D2 {0y 0, ) DS DI (5.48)

’ !
4 mymi My me
my, My

Pode ser mostrado, da equagao ((5.48) e pelas propriedades das matrizes de
rotacao D, que se a fungao de correlagdo de dois pontos para os coeficientes
multipolares tem a forma

<af1m1 az2m2> = <Cf1> 51122 5m1m2 ) (549)

onde 6y, € Gpym, s30 simbolos delta de Kronecker, e (Cy,) é o espectro de
poténcias angulares — analogo de P, (k) na equagao ((5.24) — do campo f(11),
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¢é invariante sob rotagoes na esfera. Portanto, a condi¢ao de isotropia esta-
tistica implica que a matriz de covariancia (as,m,a;,,,,) de asu, seja diagonal.

Com a equagoes (5.43)) e (5.49) em (5.46|) obtemos

o0 01 00 U

<f(ﬁ1>f(ﬂ2)> = Z Z Z Z <a€1m1 a’zgm2> Yflml (ﬁl) )/ZZmz (ﬁQ)

01=0 mi=—41 £2=0 mo=—F>

= D (Ch) 3 Vem (1) Yy, (o),

14

= Z<C£>

¢

20+1

Py(fy - 1ay) = C(0), (5.50)

onde N - iy, = cosf e P, é o polindmio de Legendre de grau ¢. Assim, a
funcao de correlacao de dois pontos para um campo aleatorio com isotropia
estatistica e definido sobre a esfera s6 depende do angulo entre duas direcoes.

De (5.50)) a varidncia do campo é expressa por

C(0) = %4:;1 ey (5.51)
V4

Finalmente, notamos que usando a ortogonalidade dos polinémios de Legen-
dre em ((5.50)), podemos obter o espectro de poténcias angulares

(C)) =21 L 11 dcos§ C(8) Py(cosb) . (5.52)

5.3 Estimativa da NG primordial: o biespec-
tro

As predicoes do nivel de NG primordial para os diferentes modelos inflaci-
onarios sao importantes porque podem permitir discriminar quais modelos
sao compativeis com as observacoes, mas existem na literatura varias formas
de buscar a NG primordial [I120]. Contudo, foi mostrado nas referéncias [129]
e [130] que o biespectro, usado pela equipe do WMAP na andlise de dados
da RCF, é um estimador 6timo para a deteccao da NG, no sentido de que
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ele satura a desigualdade de CramerfRao.E No que se segue se usara este
estimador.

Uma forma de estudar o afastamento de uma distribuicao da gaussianidade
¢é através de momentos de ordem superior a o ou, equivalentemente, fungoes
espectrais além do espectro de poténciaﬁ (Secao . A funcao de correla-
¢ao de trés pontos da perturbacao da curvatura ¢ no espaco de Fourier pode
ser definida, conforme a equagao , como

(G Cia Cis) = (27)° Be (K, ko, kis) 0P (ky + ko + k) (5.53)

onde B¢ (ki, k2, k3) é o biespectro da perturbagdo da curvatura ¢. Porém, na
literatura é usual encontrar o biespectro definido em termos do potencial de
Bardeen ¢ [107]. Isto porque pelo efeito Sachs—Wolfe, tratado no Capitulo
[ sabemos que em grandes escalas angulares ({ ~ 10 ou 6 ~ 7°) e na
aproximacao linear, existe uma relacao entre as flutuagoes na temperatura
da RCF e o potencial de Bardeen ® expressa por

AT & ¢
__2_ 5 54
= 3 = (5.54)

onde foi usada a relacao (3.118) entre o potencial de Bardeen ® e a pertur-
bacao da curvatura ¢ na era dominada pela matériaE Usando as equacgoes

(5.53) e (3.118]) podemos escrever

(®(kq)P(kg)P(k3)) = (27)° By (ky, ko, ks) 6P (kg + kg +k3),  (5.55)

onde ®(k) é a transformada de Fourier do potencial de Bardeen e Bg o seu
biespectro, que pode ser escrito como

I3Em estatistica, a desigualdade de Cramer-Rao estabelece um limite inferior para a
variancia de um dado estimador estatistico.

4 Estas funcdes sdo identicamente nulas se a distribuicdo é gaussiana.

15 Através da relacdo se estabelece uma conexao entre as propriedades estatisti-
cas do observivel 2L ¢ as funcgdes espectrais associadas com ® ou ¢ que sdo, em geral,
dependentes do modelo inflacionario. Portanto, conhecendo as fungdes espectrais das per-
turbagoes da curvatura para algum modelo cosmolégico do universo primordial, podemos
rejeitar ou aceitar o modelo porque as propriedades estatisticas das flutuagoes na tempe-
ratura da RCF sao conhecidas com alguma precisdo.
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B¢<k1, kg, k’g) = fNL F(k’l, k’g, k’d) N (556)

onde a fungao F'(kq, ko, k3) é chamada de forma do biespectro, e fy; é uma
constante sem dimensoes chamada de amplitude do biespectro que pode ser
restringida pelas observagoes da RCF como se discutird adiante. Tanto a
amplitude fy; como a fungao forma F'(kq, ko, k3) podem, em principio, ser
calculados teoricamente para diferentes modelos do universo primordial. Por-
tanto, uma estimativa observacional da amplitude do biespectro é uma forma
de testar observacionalmente os modelos do universo primordial.

A funcao

63 (ky + ko + ks), (5.57)

na equagao ({5.55)), impoe a condigao

k1 + k2 + k3 - O7 (558)

nos vetores de onda das perturbagoes da curvatura ®, ou seja, eles formam
triangulos no espago de Fourier. Ao longo dos ultimos 15 anos varios tra-
balhos foram feitos e resulta que o maximo da funcao de correlagao ocorre
para diferentes configuragdes triangulares dos vetores de onda (kj, ks, ks)
(ver figura . Algumas formas estudadas sao:

1. Local ou “squeezed”: ki ~ ko > k3.
2. Elongada: ki = ko + ks.

3. Dobrada ou “folded”: ki = 2ky = 2ks.
4. Isoésceles: ky = k3.

5. Equilatera: ki = kg = k3.

Mostra—se que, a forma local, que pode ser expressa por [120]

Flocat(k1, ko, k3) = 2 [Pa (k1) Po(k2) + Pa(ka) Po(ks) + Pa(ks) Pa(k1)]
(5.59)
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(a) squeezed triangle (k) elengated triangle {c) folded triangle

(k =k, >>k,) (k =k, +k) (k,=2k,=2k)
k
2 k k.
' k K
1 1
(d) isosceles triongle {e) equilateral lriangle
(k1>k2=k3] (kl=lu.2=k,:]

Fig. 5.1: Algumas configuracoes dos vetores de onda nas funcoes forma do
biespectro: a) Local ou “squeezed”, b) Elongada, c¢) “folded”, d) Isdsceles e f)
Fquildtera. Figura da referéncia [120)].

onde Py é o espectro de poténcias do potencial de Bardeen. Em [I17] e [118]
foi mostrado que os modelos inflacionarios mais simples — como o tratado
na Secao [2.2] — predizem um biespectro da forma local cuja amplitude pode
ser expressa em termos dos parametros de rolamento lento e é desprezivel,

isto & fige™ 51079,

Um outro resultado de grande importancia foi encontrado na referéncia [131].
Ele asegura que todos os modelos de um campo escalar independentemente da
forma do potencial, do termo cinético e do estado de vacuo inicial, predizem
que, no limite k; = ky e k3 — 0, o biespectro da forma local é

)
Bcp(kl, kl, kg — 0) ~ §<1 — nS)P¢(k1)P¢(l€3) R (560)

ou seja, o biespectro da forma local das perturbagoes da curvatura ® acopla
flutuagoes de comprimento de onda curto (k1) com flutuagdes com compri-
mento de onda longo k3 (A — oo = k3 — 0), através do espectro de poténcias
Ps. Usando e o valor de ny, = 0.967 — limite do WMAP expresso em

(4.50) —, de (5.60]) obtemos
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local ~, .01375 (5.61)

e para um espectro de poténcias invariante de escala (ng = 1)

w =0, (5.62)

de acordo com o esperado para uma distribuicdo gaussiana das flutuagoes
de temperatura da RCF. Os limites observacionais mais recentes do WMAP

para o parametro i sdo [115]

el = 32421 (lo) e —10<f <74 (20), (5.63)

e espera—se que a missao PLANCK reduza as incertezas no parametro fig!
por um fator 4.

5.4 Mapas simulados das flutuacoes de tem-
peratura da RCF

Os mapas simulados da RCF sao importantes pelo menos por duas razoes. A
primeira é que permitem testar a sensibilidade dos estimadores estatisticos
usados para a analise dos mapas obtidos a partir dos dados observacionais
da RCF, como sera feito no Capitulo [6f A segunda é porque permitem
estimar quantitativamente a contribuicao das anisotropias secundarias ou
efeitos contaminantes das flutuagdes primordiais da RCF e também os efeitos
instrumentais na estimativa observacional do nivel de NG.

Das diferentes fungoes—forma do biespectro F'(kq, ko, k3) das flutuagoes de
temperatura da RCF, a que parece ter uma relevancia maior é a do tipo
local. Os modelos com s6 um campo escalar predizem um biespectro do tipo
local com uma amplitude que nao é detectavel pelos instrumentos atuais.
Assim, a detecgao de um nivel de NG alto (£ > 30) serd crucial para o

esclarecimento da fisica que descreve o universo primordial.
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Mapas simulados das flutuacgoes de temperatura da RCF com NG do tipo
local foram gerados pela equipe do WMAP para estimar a significincia es-
tatistica dos dos estimadores de NG dos dados da RCF [132]. O algoritmo
usado para gerar esses mapas foi modificado para ser mais preciso e eficiente
assim como para produzir mapas de polarizacao [133]. Posteriormente, em
[134], o algoritmo foi otimizado novamente reduzindo o consumo de memoria
e o tempo de computagdo. No que se segue apresentaremos brevemente o
algoritmo usado para simular mapas de flutuagoes de temperatura da RCF
com NG do tipo local.

Como foi notado na Secao [5.2.2, uma fungao f(f) sobre a esfera pode ser
expandida em harmonicos esféricos como

o0 4

f(ﬁ> = Z Z Qom Ylm<ﬁ)7

=0m=—/¢

conforme , onde ay,, sao os coeficientes multipolares. Por outro lado,
como os harmonicos esféricos Yy, (1) sd@o fungdes conhecidas, um conjunto
de coeficientes multipolares {ay,} define uma fun¢ao sobre a esfera através
da equacao . Com as observacoes das flutuagoes de temperatura da
RCF (feitas, por exemplo, por COBE, WMAP ou PLANCK)) sao construi-
das fungoes discretas sobre a esfera celestdﬂ S? cujas projecoes Mollweid sdo
os mapas das flutuagoes de temperatura da RCFH Esses mapas por sua vez
podem ser expandidos em harmonicos esféricos para obter conjuntos de co-
eficientes multipolares {as,} que os caracterizam univocamente. Por outro
lado, se um conjunto de coeficientes multipolares {as, } é gerado — tendo em
conta a fisica da RCF —, produz um mapa de flutuacoes de temperatura da
RCF. Portanto, para simular um mapa da RCF deve—se implementar uma
forma para gerar um conjunto de {ap,}. Essa implementacao deve consi-
derar que pelo efeito Sachs—Wolfe (ver equagao ) existe uma relagao
de proporcionalidade entre o campo de flutuacoes de temperatura da RCF,

16 A esfera é dividida em pixeis, cujo tamanho depende da resolucdo do instrumento e
cuja forma depende da forma de divisdo (ver, por exemplo, a particio Healpix da esfera,
na figura , no Capitulo @ da esfera. Com cada pixel se associa uma medi¢ao de
temperatura da RCF. O conjunto de todas essas medigoes define uma funcdo discreta
sobre a esfera.

17Com esta consideracio, de agora em diante consideraremos uma funcio sobre a esfera
e um mapa como termos sinénimos.
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%(n), e o campo de perturbagoes da curvatura, ®(r). De acordo com essa
relagdo de proporcionalidade se conclui que as propriedades estatisticas de

®(r) e do observével %(n) sdo similares.

Como se discutiu no Capitulo [d] as observagoes de flutuagoes de tempera-
tura da RCF indicam uma distribui¢ao aproximadamente gaussiana (n; ~ 1).
Outro fato a considerar no algoritmo que simula os mapas da RCF é que os
modelos inflacionédrios de s6 um campo escalar predizem uma NG do tipo
local pequena (fiof® ~ 107%). Portanto, como o algoritmo pretende simu-
lar mapas da RCF com NG do tipo local é razoavel fazer um tratamento

perturbativo.

Como as observagoes indicam que a distribuicao do campo %(n) é aproxi-

madamente gaussiana, a distribui¢do do potencial de Bardeen ®(r) também
deve satisfazer essa propriedade. Uma possivel parametrizacido para o poten-
cial de Bardeen ®(r), que satisfaz essa condigao, é

(I)(I‘) = (I)L(I‘) + fll\?fal (I)NL(I‘) s (564)

onde

O (r) = Of(r) — (PL(r)), (5.65)

é um campo nao-gaussiano construido a partir do campo gaussiano ®r,(r)
com média nula no “ensemble”ﬁ Mostra—se, usando a transformada de Fou-
rier do campo ®(r) parametrizado por e calculando a funcao de cor-
relacdo de trés pontos no espaco de Fourier, que a parametrizacao (}5.64)
reproduz a fungao forma F'(ky, ko, k3) para a configuragao local expressa pela

equagao ([5.59)).

Dados fif®! e um campo gaussiano ®p,(r), define-se, pela parametrizagio
(5-64), um campo ®(r). Esse campo pode ser expandido em harménicos
esféricos (para um dado r) e caracterizado pelos seus coeficientes multipolares
{®4n}. Pelo efeito Sachs—Wolfe (5.54), o conjunto {®g,} estd relacionado
com o conjunto {ae, } que caracteriza um mapa de flutuagées de temperatura
da RCF com nivel de NG £l Na préxima subsegdo apresentaremos como
obter esse conjunto {ag,} dados fi& e @ (r).

18Lembre-se que, da Secdo (, ) denota a média no “ensemble”.
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5.4.1 “Receita” para a simulagdo de mapas da RCF
com NG do tipo local

Para simular mapas da RCF com NG do tipo local, parametrizada como em
, gera-se conjuntos de coeficientes multipolares lineares {aj,} e nio
hneares {a)™} correspondentes aos campos @y, (r) e Oy, (r), respectivamente.
No que se segue apresentaremos como obter esses conjuntos de coeficientes
multipolares.

a) Coeficientes multipolares de um campo gaussiano

Como se tratou na Se¢ao|5.2.1] para reproduzir um campo gaussiano somente
sao necessarias a média e a variancia, quer dizer, os dois primeiros momentos
p1 e po. O campo @p(r), na parametrizacio (5.64), tem média (®y,(r)) =
p1 = 0 de modo tal que s6 fica ps para a sua caracterizacdo. O segundo
momento da distribuigao esté relacionado com o espectro de poténcias Pg, (k)
do campo Py, (ver equagao ) que por sua vez esta relacionado, através

da equacao (5.26)), com a funcdo de correlagao &g, (1)

(D,(r1)Pr(r2)) = o, (1) = (21 k Py, (k) exp(ik - 1), (5.66)

onder =r; —ry e r = |r|. A exponencial em ((5.66) pode ser expandida em
harmonicos esféricos como

exp(—tk-r) =47 Y > (i) Y (K) Yt (£) Go(Rer) (5.67)

YA m

onde j; é a fungao de Bessel esférica de ordem ¢, k e £ 30 vetores unitérios no
espaco de Fourier e no espaco real, respectivamente. Substituindo em
(5.66)) e usando coordenadas esféricas para o elemento de volume, podemos
reescrever

o) = 25 S Vinl5) Vi) [ Py () k) i) (5.65)

=0 m=—¢
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Por outro lado, o campo ®r,(r) pode ser expandido em harménicos esféricos de
forma tal que os seus coeficientes multipolares ®r, 4, (1) (ver equagao (5.44))
S0 expressos por

Dpin(r) = [[d% Dy () Vi, (5) (5.69)

onde d€); = sinfdfd¢. A funcao de correlacdo de dois pontos para os co-
eficientes multipolares @y, (r), pode ser expressa, usando (5.69)) e (5.68)),

como

<®Lf1ﬂ11 (Tl) (Diézmg (T2)> = /del dez YZml (fl) }/@27712 (fQ) €CDL (T‘)

9 4 . . R R
= S Y [0 A%, Vi (1) Yiam (72) Yo 71)
=0 m=—¢

XY () /dkkqu)L(k) jelkr)je(krs) . (5.70)

Usando a relacao de ortonormalidade dos harmonicos esféricos, a matriz de
covariancia £ x m

Py o(r1,72) = (Pt tymy (1) O 3, (r2)) (5.71)

para os coeficientes multipolares de um campo gaussiano 1, é dada por

9
= oo / dk k2 Po, (k) jo, (k11 o, (kr) - (5.72)

Poy o(r1,m2) = = 04} O3
Observa—se que a matriz de covariancia depende do espectro de potén-
cias do campo gaussiano ®r,. Assim, para obter os coeficientes multipolares
Py, 4, a partir de um dado espectro de poténcias Pg, (k), primeiro se calcula
a matriz de covariancia Py, ¢(7r1,72) calculando a integral em e depois
usando a relagao

Oron(r) = Py - g, (5.73)
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onde g é um vetor cujas m componentes sdo variaveis aleatorias complexas
e independentes com média nula e varidncia igual a um[| para obter um
vetor ®r, 4, (1) cujas componentes sdo os coeficientes multipolares do campo

(I)L<I').

b) Obter &y (r)

Devido a que os harmoénicos esféricos sao fungoes conhecidas, é possivel re-
construir o campo gaussiano ®;, como uma combinagao linear

) y4
DL(r) =) > Prom(r)Yem(t), (5.74)

{=0m=—/¢

usando o conjunto de coeficientes multipolares {®y, 4, (1) } encontrado no item
anterior.

c) Calcular oy, (r)

A contribuigdo ndo-gaussiana na parametrizagio (5.64) se calcula com a
fungao ®p,(r) obtida no item anterior e a expressao

Py (r) = @i(r) - (@i(r) ) -

d) Coeficientes multipolares da contribuigdo nao—gaussiana

Com a fungao @y (r) obtida no item anterior calculamos os coeficientes mul-
tipolares da contribuicao nao—gaussiana resolvendo a integral

Bt (1) = / A0 Dy (v) Y7, (7). (5.75)

19Programas como Mathematica ou Matlab tém embutidas rotinas com as quais é pos-
sivel gerar esses vetores aleatérios.
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e) Calcular conjuntos {a};, } e {a}L}

A equacao que expressa a relagao, na aproximacao linear, entre os coe-
ficientes multipolares da funcao ©(f) que representa as flutuagoes de tempe-
ratura da RCF e as perturbacoes da curvatura R pode ser escrita em termos
dos coeficientes multipolares do potencial de Bardeen ®(r) lembrando que
existe uma relagdo de proporcionalidade entre ®, ( e R. Assim, usando a) a
expansao em harmoénicos esféricos da transformada de Fourier do potencial
de Bardeen

[e.9]
A~

D) =3 D () Yo (K). (5.76)

(=0 m=—/¢

onde Py, (k) sdo os coeficientes multipolares de ®(k), b) a relagdo de orto-
gonalidade entre os harmdnicos esféricos e ¢) coordenadas esféricas para o
elemento de volume, (4.39) se transforma em

(

Aoy, =

2_722 / Ak k2 ® (k) Agg(k). (5.77)

onde Ar,(k) é a funcao de transferéncia. Podemos estabelecer uma relagao
entre os coeficientes multipolares ®,,,, € as,. A transformada de Fourier de
®(k) é expressa por

1
(27)?

O(r) = /d3k ®(k) exp(—ik - 1), (5.78)

que, usando a equagao ((5.67)) e coordenadas esféricas, se escreve

4

B = (g 5 S Vi®) [k hr) [ Yim(R) (k). (579

Substituindo (5.79)) e (5.76) na equagao (5.69) — com ®;, — & — obtemos
que
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i) = 55 3 X (i) AV (0) Vi (F)

{145 M1M2

x / dk k? o, (kr) Dym, (k) / A Yo, (K) Yy, (k) (5.80)

que, usando as propriedades de ortogonalidade dos harmoénicos esféricos, se
reduz a

(=4)"

272

(I)gm(r) =

/dk k2 By () jolkr) (5.81)
Por um procedimento andlogo mas comegando com a transformada inversa
o(k) = / & (r) exp(ik - 1), (5.82)
encontramos que
o (k) = Am(0)' [ drr® @ (1) Go(kr). (5.83)

Substituindo ([5.83)) na equagao ([5.77)) obtemos

—)¢
a = & %z / dk k2 47 (i)’ / dr 12 Dy (1) o (k) Ago(k)
_ i / dk k2 A o () o (k) / dr 12 gy (1)
_ / dr 2 Ao (1) ®om(r) (5.84)
onde
Ago(r) = i/dk k2 Ago(k)je(kr) | (5.85)
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¢ a funcao de transferéncia no espago real.m Calculando a integral na equacao
(5.84) para cada conjunto de coeficientes multipolares {®r, ¢, } € {Pxrom } cal-
culados nos itens a) e d), respectivamente, obtemos conjuntos de coeficientes
multipolares?!| {af,,} e {alk} através das equagoes

b = [drr? Ago(r) Dy n(r) (5.56)

aI;mL = /dT 72 Aq (1) PN e (7) - (5.87)

Finalmente, um conjunto de coeficientes multipolares, {asy, }, representando
um mapa de flutuagoes de temperatura da RCF com um nivel de NG do tipo

local fig ¢ obtido com combinacao linear de (5.86)) e (5.87)

Qo = gy + FNE gy (5.88)

Com uma combinagao linear do conjunto {as,} — conforme ((5.43|) — obte-
mos uma fungao sobre a esfera cuja projecdo Mollweid é um mapa simulado
de flutuagoes de temperatura da RCF. Dois exemplos desses mapas, um gaus-

siano (fx¢™ = 0) e outro nao—gaussiano, sio mostrados nas figuras (5.2)) e

(5.3]), respectivamente.

Neste capitulo estudamos algumas ferramentas usadas em cosmologia na ana-
lise estatistica dos dados obtidos das observagoes. Como o objetivo principal
desta dissertacao é o estudo da NG primordial das flutuagoes de temperatura
da RCF apresentamos o biespectro no contexto da RCF, que é um estimador
estatistico padrao usado para calcular o nivel de NG primordial nos modelos
inflacionarios. Também fizemos uma descricdo do algoritmo usado para a
geracdo de mapas simulados da RCF. Esses mapas sao tteis para testar a
sensibilidade dos estimadores estatisticos no estudo da NG e para estimar
quantitativamente efeitos nao primordiais nas flutuacées de temperatura da
RCF. No préximo capitulo usaremos conjuntos de mapas simulados da RCF

20Lembre-se que as funcdes de transferéncia no espaco de Fourier podem ser calculadas,
por exemplo, usando software CAMB [I13].

210s coeficientes lineares e nao-lineares foram disponibilizados pelos autores de [134]
em |http://planck.mpa-garching.mpg.de/cmb /fnl-simulations/.
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Mapa Gaussiano Simulado da RCF

—~0.60 0.48 mK

Fig. 5.2: Mapa gaussiano simulado das flutuacoes de temperatura da RCF
(r =)

Mapa Simulade da RCF com NG do tipo local
f_NL=1000

-0.72 0.52 mK

Fig. 5.3: Mapa nao-gaussiano simulado das flutuagoes de temperatura da
RCF com NG do tipo local ({5t = 5000).
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gerados com o algoritmo apresentado neste capitulo para examinar alguns as-
pectos de dois indicadores de NG na RCF introduzidos recentemente.
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Capitulo 6

Nao—(aussianidade primordial

da RCF

6.1 Introducao

Como foi tratado anteriormente, existe um grande ntimero de modelos in-
flacionarios com diferentes motivagoes tedricas que satisfazem as restrigoes
observacionais para o indice espectral ng e para a razao r da amplitude das
perturbagoes tensoriais e escalares. Essa degenerescéncia de modelos pode
ser resolvida examinando as propriedades estatisticas que nos fornecam in-
formagoes além do espectro de poténcias. Isto nos leva ao estudo do desvio
de gaussianidade nos dados observacionais. A NG pode ser estudada usando
dados dos levantamentos de galaxias e, como sera feito neste capitulo, utili-
zando as medigoes de flutuagoes de temperatura da RCF.

Pode—se considerar que existem trés grandes linhas de abordar a NG pri-
mordial da RCF. Na primeira usam-se estimadores estatisticos na andlise
dos dados observacionais para quantificar o nivel de NG das flutuacoes de
temperatura da RCF. Esta abordagem tem a vantagem de ser independente
do modelo cosmolégico. A principal desvantagem desse tipo de estudos de
NG da RCF é que as medi¢oes da RCF contém contribuigoes para NG que
nao tém uma origem primordial. Em uma outra abordagem examinam-se as
predicgoes teodricas dos diferentes modelos inflacionarios para a amplitude e o
tipo da NG primordial. Em particular, a amplitude da NG primordial, fy;,,
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é um observavel cuja predi¢ao pode ser comparada com o valor extraido das
medidas observacionais. Na terceira abordagem usam-se mapas simulados
da RCF (Se¢ao para testar a sensibilidade e eficacia dos estimadores
estatisticos na deteccao de desvios da gaussianidade e também para obter
informagao sobre as possiveis contribui¢oes contaminantes para NG das ani-
sotropias secundarias ou efeitos néo—lineares.ﬂ

Neste capitulo apresentamos um estudo da NG primordial da RCF usando
a terceira abordagem e cujos principais resultados estao sendo preparados
para publica¢do. Comegamos na Segao [6.2] examinando alguns aspectos da
relacdo entre a NG primordial e as medicoes da RCF. Na secao [6.3| sdo apre-
sentados dois estimadores estatisticos da NG introduzidos recentemente na
literatura [2]. A partir de um mapa da RCF podemos construir mapas de
“skewness” e “kurtosis”, S e K, respectivamente. Na referéncia [I] os in-
dicadores S e K foram usados para estudar NG em mapas nao—gaussianos
simulados da RCF com NG do tipo local. Usando o espectro de poténcias
angulares, S; e Ky, dos mapas S e K como ferramenta para a analise da
eficacia dos indicadores mostrou—se que eles sao efetivos a NG do tipo local
com amplitude fi¥@ > 500, quer dizer, ndo sdo sensfveis para deteccio de
NG com amplitudes i nos limites do WMAP. Além disto, os espectros de
poténcias angulares, S, e K,, apresentam oscilacoes possivelmente induzidas
por superposi¢oes nos conjuntos de dados que definem as fungdes S(6,¢) e
K(0,¢). Na Secao usaremos mapas nao—gaussianos simulados da RCF
com NG do tipo local e faremos uma extensao do trabalho [I] em trés aspec-
tos. Primeiro, examinaremos se usando a particio Healpix da esfera (se¢oes
de igual area sem intersecgoes e denominadas de células nesta dissertagao)
para construir uma abordagem modificada dos indicadores, as oscilagoes em
Sy e K; desaparecem. Em segundo lugar examinaremos se os indicadores S e
K assim modificados sao sensiveis a NG do tipo local nos limites do WMAP.
Um terceiro aspecto que trataremos serda a determinacao da sensibilidade
para detecgao de NG do tipo local dos indicadores S e K modificados usando
x? relativo ao caso gaussiano. Finalmente, na Secao apresentamos nossas
principais conclusoes.

'Note que além destas trés abordagens, a NG da RCF também foi estudada no contexto
da mecanica estatistica ndo—extensiva [I35], ver por exemplo as referéncias [136] e [137].
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6.2 NG primordial e observacoes da RCF

O efeito Sachs—Wolfe, expresso na equagao , permite comparar as pre-
di¢oes dos modelos inflacionarios com as medidas da RCF. Desta forma exa-
minar as propriedades estatisticas das perturbagoes da curvatura ¢ é equi-
valente — salvo por uma constante de proporcionalidade — a examinar, em
primeira ordem, as propriedades estatisticas das flutuacoes de temperatura

da RCFH

Como foi apresentado na Secado [5.2, para estudar as propriedades estatisti-
cas das perturbagoes cosmoldgicas sdo usadas as funcgoes de correlagdo ou
as suas transformadas de Fourier, chamadas de fungoes espectrais. A fun-
¢ao distribuicao de probabilidade do campo de flutuagoes de temperatura da
RCF, em geral, pode ser caracterizada pelos momentos estatisticos da dis-
tribuigé(ﬂ que por sua vez estao relacionados com as fungoes espectrais (ver

equagoes (5.37)—(5.39)), por exemplo).

Um resultado importante é que quando a funcdo distribuicao de probabili-
dade ¢ gaussiana, esta ¢ caracterizada apenas pelos primeiros dois momentos,
J41 € fi, e pode ser escrita na forma ([5.36)). Portanto, os momentos impares
nao nulos, diferentes do valor médio i, e os momentos pares além da vari-
ancia o caracterizam o desvio da gaussianidade na funcao distribuicao de
probabilidade das flutuagoes de temperatura da RCF. Por outro lado, como
esses momentos de ordem superior a 2 correspondem a funcgoes espectrais
com informacoes estatisticas adicionais ao espectro de poténcias, a existén-
cia de fungoes espectrais tais como o biespectro ou o triespectro indica desvio
de gaussianidade nas flutuagoes de temperatura da RCF.

No Capitulo (4] estudamos o espectro de poténcias angulares das flutuagoes
de temperatura da RCF ou, dito em outras palavras, tratamos a compati-
bilidade dos dados da RCF com uma distribui¢do gaussiana. Além disso,
os limites observacionais mais recentes mostram que a distribuicao das flu-
tuagoes de temperatura da RCF é aproximadamente gaussiana. Contudo,
como foi mencionado na Sec¢do [5.2] existe um grande nimero de modelos
inflacionarios compativeis com os limites observacionais para o indice

2Esse fato ja foi usado no Capitulo 4f quando examinamos o espectro de poténcias das
perturbacoes escalares e tensoriais da métrica.
30s primeiros 4 momentos de uma funcio distribuicio de probabilidade sdo expressos

pelas equagdes (5.32)(5.35).
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espectral n, — observavel diretamente relacionado com o espectro de potén-
cias — e a razao r das amplitudes das perturbagoes tensoriais e escalares.
Além disto, examinar s6 a fungao de correlagao de dois pontos das flutuacoes
na temperatura da RCF, (%%’”)), ou equivalentemente o espectro de
poténcias P¢, nao ¢ suficiente para eliminar a degenerescéncia nos modelos
inflacionérios e se faz necessario o emprego fungoes espectrais de ordem su-

perior no estudo das propriedades estatisticas das flutuagoes de temperatura
da RCF.

Na pratica, estimar as propriedades estatisticas das flutuacoes de tempera-
AT

tura = correspondentes a perturbacoes primordiais na curvatura ¢ nao é
simples porque existem varios efeitos que podem gerar flutuagoes na tem-
peratura da RCF que nao tém origem primordial. Conforme discutimos na
Secao 5.2, a NG do tipo local tem uma importancia particular porque o
biespectro de todos os modelos inflacionarios com um campo escalar tem
um maximo na configuracao do tipo local. Além disso, no limite ky = ko e
ks — 0 o biespectro é expresso pela equacao (5.60)) e tem uma amplitude,

2ocal menor do que a detectdvel com a precisao dos instrumentos atuais.
Nesse limite, o espectro de poténcias de flutuacoes de comprimentos de onda
curto Py (k1) estd acoplado com o espectro de poténcias de flutuagoes com
comprimento de onda longo Pg(k3). Assim, um mecanismo que acopla flutu-
agoes com comprimentos de onda curtos e longos pode gerar um biespectro
da forma local e contribuir para a contaminacao da NG. Encontram—se na li-
teratura varios efeitos que satisfazem esta condigao, os mais importantes sao:
a emissao de nossa galaxia, os efeitos Sunyaev—Zel’dovich térmico e cinético,
o efeito Ostriker—Vishniac, efeitos de reionizacao cosmica, fontes pontuais,
e acoplamento de lenteamento gravitacional com efeito Sachs-Wolfe inte-
gradoﬁ Deve—se notar que a equacao (4.39) que relaciona as perturbacoes
da curvatura com as anisotropias da temperatura da RCF é valida s6 na
aproximacao linear e efeitos nao lineares também podem contribuir para a

NG das flutuagoes da RCF.

Diferentes ferramentas estatisticas podem fornecer informacao sobre as di-
ferentes contribuigoes para NG das flutuagoes da RCF. Essas ferramentas
também podem confirmar os resultados obtidos com o biespectro e algu-

4Como é notado na referéncia [120], o efeito Sachs—Wolfe integrado tem sido identificado
como a principal fonte de contaminagao para as flutuagées da RCF. Algumas referéncias
sobre este e os outros efeitos contaminantes das flutuagées da RCF podem ser encontradas
nas referéncias [120], [115], [101] e [1I.
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mas vezes sao mais simples de implementar. Por outro lado, como somente
um indicador estatistico dificilmente pode ser sensivel a todas as possiveis
contribuicoes para NG da RCF é 1til testar o desvio de gaussianidade das
flutuacoes da RCF usando diferentes indicadores para quantificar o nivel de
NG e extrair informacao sobre a sua possivel origem. Na proxima se¢ao
apresentaremos dois indicadores estatisticos de NG da RCF introduzidos na
literatura recentemente [2] e que serdo objeto de estudo na Secao por
duas razoes. Por um lado, nao sao eficazes para detectar NG do tipo local
nos limites do WMAP. Por outro lado, a forma como sao construidos os indi-
cadores pode induzir correlagoes nos conjuntos de dados dos mapas da RCF
onde sao usados. Na Secao modificaremos a construcao destes indica-
dores estatisticos e examinaremos estes problemas. Também estimaremos a
eficacia para detectar a NG do tipo local dos indicadores modificados.

6.3 Indicadores S e K: método de calotas es-
féricas
Como se notou anteriormente, a forma mais simples de descrever o desvio

de uma distribui¢do gaussiana em um conjunto de dados é calcular “skew-
2
ness

2]
e “kurtosis”
K = % ~3, (6.2)

onde o, u3 e 4 820, respectivamente, o segundo, o terceiro e o quarto momen-
tos do conjunto de dados. Considerando este fato, na referéncia [2] foram in-
troduzidos dois indicadores estatisticos para medir o desvio de gaussianidade
em grandes escalas angulares (¢ ~ 10 ou 6 ~ 7°) nos dados das flutuagoes de
temperatura da RCF.

O procedimento para a construgao dos indicadores é o seguinte:
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1. Para um dado mapa das flutuagoes da RCFE| toma—se um conjunto
discreto de pontos 7 = 1, ..., N. homogeneamente distribuidos na esfera
celeste S% como o centro de calotas esféricas de uma dada abertura 7.

2. Para cada calota calcula—se skewness S; e kurtosis K definidos, res-
pectivamente, por

—\3
S; = N, o1 2 (1. - T7) (6.3)
(§
1 X —\4
szNpO_?;(Ti—Tj) -3, (6.4)

onde N, é o numero de pixeis em cada calota, 7; a temperatura do
i-pixel, T a temperatura média da RCF na j-calota e o, a variancia
na j—ésima calota definida como

1 X _
= T, —T;)*. :

3. Com o conjunto de valores S; e K; de todas as calotas esféricas j se
constréiﬁ duas fungoes discretas S(6, ¢) e K(6, ¢) definidas sobre a es-
fera celeste S2. Estas fungoes sio uma medida da NG na direcio (6, ¢)
e as projecoes Mollweid destas func¢oes sao mapas de skewness e kurto-
sis.|z| Na figura ((6.1) mostramos um exemplo de um mapa S associado
a um mapa simulado da RCF (Secao niao-gaussiano (fi& = 500);
figuras similares de mapas K e S se encontram nas referéncias [2], [121],
[122] e [1].

5Por exemplo, o mostrado na figura .

6Considera-—se Q; = Q(0;,¢;;7) € S* uma calota esférica, com uma abertura de v
graus e centrada no ponto (8;,¢;), sendo j = 1,..., N.. Define-se as fungdes escalares
S:Q; - ReK:Qj — R que associam & j—ésima calota, centrada em (6;,¢;), dois
ndmeros reais S; e K; dados pelas equagoes e , respectivamente.

“Em toda esta dissertaciio estes mapas serdo chamados de mapas S e K, respectiva-
mente.
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GO — s (3]0

Fig. 6.1: Mapa S construido com um numero de calotas N. = 3072 usando
um mapa nio-gaussiano simulado da RCF (fisf® = 500) com Ngge = 512.
Figura da referéncia [1)].

Em [2] e [121] os indicadores S e K foram usados| para testar a NG nos
mapas da RCF completos com a contaminagao galactica reduzida do tipo
“Internal Linear Combination” (ILC)El “Harmonic Internal Linear Combi-
nation” (HILC) e “Needlet Internal Linear Combination” (NILC)| e mapas
da RCF nas frequéncias K (22.8 GHz), Ka (33.0 GHz), Q (40.7 GHz), V

8Para a construcio das fungoes S(0,¢) e K(6,$) foram usados os softwares He-
alpix e IDL. Usou-se um numero de pontos homogeneamente distribuidos na esfera
N, = 768, 3072, e 12288, e uma abertura das calotas v = 90°.

9Estes mapas minimizam a contaminacio devida & emissdo galdctica usando uma soma
ponderada de 5 mapas de diferentes frequéncias como se explica em [62]. Esses mapas ILC
tém um pardmetro Nyqe (explicagido na Subsegdo igual a 256, quer dizer, um ntimero
total de pixels igual a 786432. Assim, o nimero de pixels N, na j—calota foi de 393216.

100 mapa HILC reduz a contaminacio galdctica da RCF de uma forma similar aquela
feita com o mapa ILC mas usando a minimizac¢do da varidncia harmoénica para calcular
as ponderacoes das diferentes frequéncias. O mapa NILC reduz a contaminagao galactica
e extragalactica implementando uma combinag¢do linear restrita dos canais com menor
varidncia e do filtro Wiener, usando "wavelets'esféricos, também chamados de "needlets".
Detalhes sobres estes mapas podem ser encontrados em [I38] e [139].
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(60.8 GHz) e W (93.5 GHz), com e sem a méscara KQ75[1] recomendada
pela equipe do WMAP ) para testes de gaussianidade [140]. Usando a més-
cara KQT75 nao foi encontrado um desvio consideravel de uma distribuicao
gaussiana das flutuacoes de temperatura nos mapas estudadosm enquanto
que sem a mascara os indicadores S e K evidenciaram uma NG.

Em [122] e [1] usaram-se os indicadores S e K em mapas simulados da RCH™|
com uma NG do tipo local, caracterizada pelo pardmetro fiof®!, para exami-
nar a sensibilidade dos indicadores conforme descrevemos abaixo.

1. As fungoes S(0,¢) e K(6,¢) podem ser expandidas em harménicos
esféricos como

00 ¢
K(9,¢) == Z Z bémnm<0>¢)>
{=0m=—/¢
00 ¢
SO,0) = S by, Yem(0,0), (6.6)
=0 m=—/

com o correspondente espectro de poténcias angulares

Ke = 2£+1Z’bfm|

que pode ser usado para quantificar a amplitude e a escala angular do
desvio de gaussianidade.

A equipe do WMAP) usa méscaras de pixels para excluir por¢oes do céu contaminadas
pela emissdo galdctica: um valor 0 na maéscara significa que o pixel é excluido do mapa
da RCF e um valor 1 significa que o pixel é aceito. Descrigdo desta e outras méscaras se
encontram em [62].

12Excepto pelos mapas nas frequéncias K e Ka — frequéncias nas que a emissio de nossa
galaxia é mais intensa — que apresentam desvio de gaussianidade com e sem a mascara

KQ75.
13Neste caso se usou mapas da RCF com Ngge = 512. Os indicadores S e K foram
construidos usando N, = 3072, v = 90°, quer dizer, N, = 1.572.864 pixels por calota.
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2. Gerou-se conjuntos de 1000 mapas simulados da RCF caracterizados
pelo pardmetro fioel. A partir de cada um desses mapas gerou-—se um
par de mapas S e K conforme o procedimento explicado anteriormente.
Em [1] foram utilizados mapas com fiofa! = 0, —10, 74, 500, 1000 e
5000.

3. Calculou—se o espectro de poténcias angulares K, e Sy, definidos em
(6.7), para cada um dos mapas K e S gerados no item anterior.

4. Para cada conjunto de mapas S e K, correspondentes a um dado i,

calculou-se a média S, e K, para cada componente do espectro de
poténcias angulares. No caso dos mapas S e K correspondentes a mapas
da RCF gaussianos (fior*! = 0) também se calculou a variancia de cada
componente de Sy e Kg.

5. Finalmente, para quantificar o desvio coletivo de gaussianidade, para
cada conjunto de dados S; e K, se calculou o x? relativo ao caso gaus-
siano.

Na figura mostra—se um exemplo do espectro de poténcias angulares de
dois mapas S e K obtidos usando o procedimento acima (figuras similares se
encontram na referéncia [1]). Na referéncia [I] quantifica—se via x? que os in-
dicadores S e K podem ser usados para detectar NG do tipo local em grandes
escalas angulares (¢ ~ 10 ou # ~ 7°) somente para amplitudes relativamente
grandes, isto é, fiofa!l 2 500. Em particular, conforme [I] os indicadores nao
sao suficientemente sensiveis nos limites observacionais para flo‘“"1 determi-
nados no experimento WMAP em (5.63)). Este resultado, juntamente com os
resultados obtidos em [2] e [121I], sugere que a NG capturada pelos indica-
dores S e K nao ¢é apenas de uma origem primordial, embora possa ter uma
contribuicao deste tipo [1].

6.4 Indicadores S e K: método de células

Os indicadores S e K apresentados na Subsecao[6.3|detectam a NG nos mapas
da RCF, mas com amplitudes maiores do que as dos limites observacionais
do WMAP , ou seja, para fi5 2 500. Por outro lado, como se observa
na figura 1’ 0 espectro de poténcias angulares, Sy e Ky, dos mapas S e K
apresenta oscilagoes. Uma possivel causa para essas oscilagoes em Sy e K
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10°! o f_NL=+5000
_ % f_NL=+1000
A f_NL=+500
1072 © f_NL= 0
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1078 i
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multipoles (£)
107 o f_NL=+5000
®x f_NL=+1000
. A f_NL=+500
107 o fNL=0

a

multipoles (£)

Fig. 6.2: Espectro de poténcias angulares dos mapas S (acima) e 0s mapas
K (em bairo) fiic® = 0, 500, 1000, 5000. Figura da referéncia [1].
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poderia ser a forma como foram construidas as fungoes discretas S(6, ¢) e
K (0, ¢) a partir dos dados. A superposicao das calotas esféricas poderia, em
principio, ocasionar correlagdes nos dados das flutuagoes de temperatura da
RCF, que por sua vez poderiam induzir as oscilagoes de Sy, e K.

Nesta parte da dissertagdo vamos fazer uma extensao do trabalho [I] em trés
aspectos. Primeiro examinaremos se definindo as fungoes S(6, ¢) e K(6,¢)
com um método distinto do das calotas esféricas que se superpoem, as os-
cilagbes no espectro de poténcias angulares, Sy e K;, desaparecem. Para
isto, usaremos a particao HealpixE da esfera a qual divide S? em regides
de igual area e sem intersecgées@ Nesta tese chamaremos de célula a cada
uma destas regices da divisao Healpix da esfera. Também nos referiremos
ao método de construcao das fungdes S(60,¢) e K(6,¢) que usa a partigao
Healpix da esfera como método de células. Na figura mostramos quatro
exemplos da divisdo Healpix da esfera; no extremo superior esquerdo apare-
cem sombreados exemplos de duas células; e no extremo inferior direito, por
exemplo, mostramos duas regioes sombreadas cada uma contendo 16 células.
Um segundo aspecto que estudaremos sera se os indicadores S e K, construi-

dos com o método de células, sdo sensiveis para mapas simulados com fig?!

nos limites do fi&* do WMAP. O terceiro aspecto serd estimar para que

amplitudes [ os indicadores S e K com este novo método sdo sensiveis.
Em particular, examinaremos se os indicadores S e K modificados podem

capturar NG do tipo local na RCF com figfa! < 500.

O procedimento modificado para a construcao dos indicadores S e K na nova
versao é o seguinte:

1. Para um mapa da RCF com um dado Nsidﬂ fazemos uma particao
Healpix da esfera.

2. Dividimos cada uma das 12 células em que ¢é dividida inicialmente a
esfera na particio Healpix em N.,, novas células (ver figura (6.3)).
Assim, obtemos um total de N; =12 x N, células em toda a esfera.

4Detalhes sobre o software HEALpix se encontram na referéncia [141] ou em
http://healpix.jpl.nasa.gov.

120 fato de as fungoes S(6, ¢) e K(0,¢) serem definidas em subconjuntos de dados sem
intersecgoes é a principal diferenga do outro método com calotas esféricas.

16Na particio Healpix da esfera, cada célula pode ser preenchida com pixeis como mostra
a figura . Denotaremos por Ngiqe. 0 niimero de pixeis sobre a linha que une dois vértices
opostos de uma célula.
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Fig. 6.3: Na particao Healpix a esfera é dividida inicialmente em 12 células;
no extremo superior esquerdo aparecem sombreadas duas dessas células. O
numero total de pizeis que pode preencher a esfera € expresso por Ny =
12 x Ns%de onde Ngqe € 0 numero de pizeis sobre a linha que une dois vértices
opostos de uma das 12 células inicias; na figura se observa Ngqe = 1, 2, 4, 8,
mas em geral se tem Ngge = 2" comn =0, 1, 2, .... Figura da referéncia

[141].

. /

3. Para definir S(0,¢) e K(0,¢) sobre a esfera, em cada uma das N

células calculamos “skewness” e “kurtosis” usando as equagoes (6.3))

e (6.4) com N, e o; sendo, respectivamente, o nimero de pixeis e a
varidncia em cada célulall]

7Como usaremos mapas da RCF com Ngge = 512, em cada uma das 12 células em
que inicialmente se divide a esfera na particdo Healpix ha 262144 pixeis ou medi¢oes de
temperatura da RCF. Portanto, cada uma das N4, células, em que se subdivide uma
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4. A unido dos valores de S; e K; (j = 1,2, ..., NII)) em cada uma das
N, células define fungdes discretas S(6, ¢) e K (6, ¢) sobre a esfera que
podem ser expandidas em harmonicos esféricos como em e com es-
pectro de poténcias angulares expresso por . A projecao Mollweid
das fungoes S(0, ¢) e K (0, ¢) constitui mapas S e K. As figuras e
sdo exemplos para N, = 2 (48 células) e N_.4. = 4 (192 células),
respectivamente.

Para examinar a sensibilidade dos indicadores S e K nesta nova abordagem
realizaremos uma andlise similar & feita em [1] e explicada na Segdo [6.3|
Neste caso usaremos conjuntos de 1000 mapas simulados da RCF com NG
do tipo local (Segao para varios valores do pardmetro fiof®l a saber:
flocal = 10, 0, 11, 53, 74, 100, 200, 400, 500, 1000, 3000, e 5000. Calcula-
mos o espectro de poténcias angulares, S, e K,, para cada um dos mapas
S e K associados com cada um dos mapas nio gaussianos (fi5 # 0) da
RCF simulados. Comparando estes espectros de poténcias angulares com os
correspondentes espectros de poténcias dos mapas S e K associados com os
mapas gaussianos (fi5 = 0) da RCF simulados podemos estimar a signifi-
cancia estatistica do desvio de gaussianidade dos mapas nao gaussianos da
RCF simulados. O procedimento da andlise feita]™ é:

1. Gera—se conjuntos de 1000 mapas da RCF simulados, conforme a Secao
para os diferentes valores do pardmetro fii® = —10, 0, 11, 53, 74,
100, 200, 400, 500, 1000, 3000, e 5000.

2. Para cada conjunto de 1000 mapas simulados da RCF para um dado
oeal - geramos 1000 mapas S e 1000 mapas K usando o método de

células.

3. Calculamos o espectro de poténcias angulares S, e K, para cada um
dos 1000 mapas S e 1000 mapas K usando a equacao (|6.7)).

4. Para cada componente de Sy e K, calculamos o valor médio K; e S;.
No caso dos mapas S e K associados com os mapas gaussianos simu-
lados da RCF com fig®! = 0 também calculamos a variancia de cada
componente Sy e K.

célula inicial, tem pixeis em que sao dados valores das flutuacoes de temperatura

da RCF.
18Cada um dos seguintes passos foi feito usando os softwares Healpix e IDL.

262144
N/

side

142



Mapa do Indicador Skewness

48 Celulas

e (051

Mapa do Indicador Kurtosis

48 Celulas

Fig. 6.4: Mapa S (acima) e K (abaizo) construidos usando o método de
células com Ny, = 2 (48 células). Cada divisio colorida nos mapas é uma
célula.
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Mapa do Indicador Skewness
1@’ (‘r'l |-i

s‘x?‘w

12— e (.52

Mapa do Indicador Kurtosis
192 Celulas

Fig. 6.5: Mapa S (acima) e K (abaizo) construidos usando o método de
células com Ny, = 4 (192 células). Cada divisdo colorida nos mapas é uma
célula.
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5. Finalmente calculamos y? para cada um dos conjuntos de mapas S e K

gerados a partir dos mapas da RCF simulados de um dado f;5¢ usando

- —\2
1 4 SNG—SG
Xs, = Z(szJ)7 (6.8)

3 j=1 0;

RN i)

Xk, = 32 R (6.9)
7=1 9
onde G e NG denotam gaussiano (i = () e nao—gaussiano, respec-

tivamente.

Nas figuras e mostramos o espectro de poténcias S, e K, das
funcoes S(0, ¢) e K (6, ¢) definidas usando o método de células para N, = 2,
ou seja, 48 célulasH Essas figuras deixam claro que o espectro de poténcias
angulares, Sy e K;, ndo apresenta as oscila¢oes que se observam na figura
obtida com o método de calotas esféricas. Isto parece indicar que as oscila¢oes
sao induzidas pelas superposicoes dos conjuntos de dados que definem as
fungoes S(0,¢) e K(0,¢) no método de calotas esféricas. As figuras
e também colocam em evidéncia qualitativamente o afastamento de
gaussianidade nos mapas simulados da RCF usados para gerar os mapas S
e K. Vé-se da figura que o afastamento é menos notdério para mapas
simulados da RCF com fi¢® < 100. Isto parece indicar que os indicadores S e
K construidos com o método de células tampouco sao sensiveis para detectar
a NG do tipo local com amplitude nos limites do WMAP.

Para examinar a eficacia na deteccdo de NG dos indicadores S e K definidos
com o método de células calculamos X%@ e X%{e relativos ao caso gaussiano.m

9Figuras similares foram obtidas usando NS/ide = 4, mas para evitar repeticao s6 apre-
sentamos os resultados com NS/idC =2

20Por exemplo, no caso dos mapas S temos dois conjuntos de dados. Um 1_conjunto
contém os valores médios das componentes do espectro de poténcias angulares SZG corres-
pondentes a mapas S gerados a partir de mapas de RCF gaussianos. Um outro conjunto
contem os valores médios das componentes do espectro de poténcias angulares S}}IG corres-
pondentes a mapas S gerados a partir de mapas ndo-gaussianos da RCF. O x? quantifica
a probabilidade, P oc exp(—x?), de que os dois conjuntos § e S?G coincidam. Assim,
valores de y? < 1 — para mapas S gerados a partir de mapas de RCF de um dado figea! —
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Na tabela mostramos os resultados do x? obtidos definindo S e K com
48 e 192 células e para fidf® nos limites do WMAP. A tabela exibe valores
de x? < 1 em todos os casos, ou seja, os indicadores S e K construidos com
o método de células tampouco sao eficazes para detectar a NG do tipo local
com amplitude fi& nos limites do WMAP.

Na tabela comparamos os resultados do x? obtidos usando o método
de células (48 células) e o método de calotas esféricas (3072 calotas) nos
limites do WMAP.@ Os resultados evidenciam um y? maior em todos os
casos para o método de células, isto é, uma menor probabilidade de que os
conjuntos de, por exemplo, S5 e SNY, coincidam. Em outras palavras, a
analise comparativa evidencia que o método de células define indicadores S
e K mais sensiveis para detectar NG nos limites do WMAP que o método de
calotas.

Por outro lado, a tabela tem resultados do x? para diferentes fior®! e
diferente ntiimero de células usado para definir S e K. Esta tabela deixa claro
que a sensibilidade para a detec¢ao de NG do tipo local é maior para indica-
dores S e K definidos com 48 células, porque o x? é maior aproximadamente
trés ordens de magnitude em todos os casos que no caso com 192 células@.
Quando x? ~ 1, considera-se que os indicadores S e K sdo sensiveis para
detectar a NG do tipo local. Nota—se da tabela ([6.3) que esta condigao é sa-
tisfeita pelos indicadores S e K construidos com 48 células para figra! 2 500,
enquanto que para 192 células temos fi5® 2 3000. Assim, indicadores S e
K construidos com o método de células apresentam uma sensibilidade para
detectar NG do tipo local maior quanto menor for o nimero de células em-
pregado.

indicam que ha uma probabilidade P — 1 de que os dois conjuntos coincidam, em outras
palavras, os indicadores S e K nio capturam a NG para esse valor de fig°. Obviamente,
uma andlise similar também se faz para os mapas K.

210s resultados apresentados na tabela correspondentes ao método das calotas
esféricas foram obtidos a partir de dados disponibilizados pelos autores de [I]. Assim, os
x? reportados aqui diferem daqueles em [1].

22Uma consequéncia de construir fungdes S(6,¢) e K (6, ¢) com um nimero de células
menor é que os mapas correspondentes a estas funcoes tém uma resolucao menor. Portanto,
o espectro de poténcias, Sy e Ky, tem menos componentes que possam ser usadas na analise
do x2, ou seja, um menor niimero de células implica que o estudo da significAncia estatistica
se faz com menos pontos: 192 células permite ir até £ = 10, mas 48 células s6 até £ = 4.
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Fig. 6.6: Espectro de poténcias angulares dos mapas K (acima) e S (abaizo)
com Ny, = 2 (48 células), e fix™ =0, —10, 11, 53, 74 e 100.
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Fig. 6.7: Espectro de poténcias angulares dos mapas K (acima) e S (abaizo)
com Ny =2 (48 células), e £ = 0, 200, 400, 500, 1000, 3000, 5000.
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48 células 192 células

X5, Xk, X5 Xk

10 [ 276 x 1077 | 837 x 1077 | 9.16 x 10°11 | 1.26 x 10-T
74 1389 x107%[416x107*] 1.73 x 1077 | 2.17 x 1077

local
NL

Tab. 6.1: Significancia estatistica do espectro de poténcias angulares dos
mapas S e K com fi&¢ nos limites do WMAP. Mapas S e K construidos com
o método de células.

48 células 3072 Calotas
X5, X%, Xz, X%,
“10 [276x 107 | 837 x 107 | 1.38x 108 [ 345 x 1079
74 1389 x107*[4.16 x107*[3.02x 1077 | 1.5 x 107

local
NL

Tab. 6.2: Significancia estatistica do espectro de poténcias angulares dos
mapas S e K com fi& nos limites do |[WMAP. Mapas construidos com o

método de células e o método de calotas esféricas.

48 células 192 células
X%, X%, X%, Xk,
100 [ 1.27x 1073 [ 1.12x 1073 [ 5.68 x 107 | 6.49 x 10~ "
500 | 7.66 x 1071 [ 443 x 1071 [ 352 x 1074 4.16 x 1072

local
NL

1000 | 1.22 x 10 9.7 5.93 x 1073 | 2.43 x 102
3000 8 x 102 1.31 x 10* 283 x 10°F| 9.65 x 10
5000 | 3.02 x 10° | 2.67 x 10° 1.04 1.23 x 102

Tab. 6.3: Significancia estatistica do espectro de poténcias angulares dos

mapas S e K construidos com método de células e diferentes fiocal.

6.5 Conclusoes

Através do estudo das propriedades estatisticas dos dados de levantamentos
de galaxias e de flutuagoes de temperatura da RCF pode—se testar os modelos
do universo primordial. Embora haja varios modelos inflacionédrios que sao
descartados pelas restrigoes observacionais para o indice espectral n, e para a
razao r da amplitude das perturbagoes tensoriais e escalares, ainda ha muitos
modelos do universo primordial que satisfazem os limites observacionais sobre
ng €er.
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Essa degenerescéncia de modelos do universo primordial pode vir a ser resol-
vida examinando fungoes espectrais com informagoes estatisticas adicionais
ao espectro de poténcias do campo de flutuacgoes de temperatura da RCF, ou
seja, através do estudo do desvio de gaussianidade das anisotropias da RCF.
Como as medicoes da RCF contém contribuigoes para NG que nao tém uma
origem primordial, é importante usar diferentes estimadores estatisticos que
podem fornecer informagoes sobre esses contaminantes.

Dois indicadores estatisticos para medir NG da RCF em grandes escalas an-
gulares foram introduzidos recentemente na literatura [2]. Na referéncia [I]
esses indicadores foram usados em mapas nao-gaussianos simulados da RCF
com NG do tipo local. Usando o método de calotas esféricas, a partir de um
mapa da RCF sao gerados mapas de “skewness” e “kurtosis”, S e K, respec-
tivamente. Foi determinado, via andlise x? relativo ao caso gaussiano, que
os indicadores sao sensiveis para detectar a NG do tipo local com amplitude
fiecal > 500, ou seja, os indicadores ndo sdo efetivos para deteccio de NG
do tipo local nos limites do WMAP. Por outro lado, o espectro de poténcias
angulares, Sy e K;, dos mapas S e K, apresenta oscila¢oes possivelmente in-
duzidas pelas intersecgoes nos dados da RCF que definem as fungdes S(6, ¢)
e K(6,¢). Nesta dissertacao fizemos uma extensiao do trabalho [I] em trés
aspectos usando 12000 mapas simulados da RCF com NG do tipo local.

Primeiro, examinamos se usando o método de células (48 e 192 células) para
construir uma abordagem modificada das funcoes S(6,¢) e K (0, ¢), as osci-
lagoes em Sy e K, desaparecem. As figuras e deixam claro que o
espectro de poténcias angulares, Sy, e K, obtido com o método de células nao
apresenta tais oscilagoes que ocorrem no uso do método de calotas esféricas.
Isto parece indicar que as oscilagoes sao induzidas pelas superposicoes dos
conjuntos de dados que definem as fungoes S(6, ¢) e K(0,¢) no método de
calotas esféricas.

Em segundo lugar, examinamos se os indicadores S e K modificados sao
sensiveis a NG do tipo local nos limites do WMAP usando X%@ e X% , relativo
ao caso gaussiano. A tabela exibe valores de y? < 1 para fi&! nos
limites do WMAP. Isto mostra que os indicadores S e K construidos com o
método de células tampouco sao efetivos na deteccao de NG do tipo local
com amplitude —10 < £l < 74. Por outro lado, a analise comparativa (ver
tabela (6.2))) evidencia um x? maior para o método de células (48 células)
do que para o método de calotas esféricas (3072 calotas), isto ¢, o método de
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células define indicadores S e K mais sensiveis para detectar NG nos limites
do WMAP)| que o método de calotas esféricas.

Em terceiro lugar, determinamos a sensibilidade para a deteccao de NG do
tipo local dos indicadores S e K modificados usando y? relativo ao caso gaus-
siano para diferentes fiof® e diferente niimero de células. A tabela (6.3)
deixa claro que a sensibilidade para a deteccao de NG do tipo local é maior
para indicadores S e K definidos com 48 células porque x? é maior aproxi-
madamente trés ordens de magnitude em todos os casos que no caso com
192 células. Por outro lado, esta tabela também mostra que os indicadores
S e K construidos com 48 células sdo efetivos (yx* = 1) para detecgao de NG

do tipo local fiofa! 2 500, enquanto que para 192 células tais indicadores sdo

efetivos apenas para fiof® 2 3000. Portanto, indicadores S e K construidos
com o método de células tém uma sensibilidade para detectar NG do tipo

local maior quanto menor for o niimero de células empregado.
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Apéndice A

Perturbacoes das equacoes de
Einstein

Foi discutido na Secao que um modelo homogéneo do universo nao é
suficiente para descrever toda a complexidade da modelagem do universo.
Particularmente, tratou—se a nao—homogeneidade na distribuicao de energia
no universo. O procedimento padrao é considerar que as grandezas fisicas
podem ser expressas como soma de uma grandeza que corresponde a um
cenario isotrépico e homogéneo com uma perturbacgao que depende do espago
e das coordenadas espaciais. As pequenas inomogeneidades na distribuicao
de massa podem ser descritas através de perturbagoes da métrica do espago—
tempo, tépico que tratamos na Subse¢io[3.3.2] O tensor de Einstein, definido
em , depende da métrica e suas derivadas e, portanto, perturbacoes da
métrica geram perturbacoes no tensor de Einstein como discutiremos no que
se segue.

As conexoes definidas em (1.18) dependem da métrica e as suas derivadas.

Assim, uma perturbacao na métric s Jap gera perturbagoes (5(1)FZ‘V nas
conexdes. Perturbando a equagao ([1.18)) em primeira ordem temos

1Uma definicio de uma perturbacio em uma grandeza tensorial genérica estd na Sub-

secao @
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1 dg dg dg
Wpa 251 0p Y Bp By
0Ty 2 o9 (8:165 + oY oxP >
1 26Mg 20Mg o6t
1 ap Py Bp 98~y
* 29 ( oxP * oY Oxr ) ‘ (A1)

Por outro lado, o tensor de Ricci definido em ([1.20) depende das conexoes
(1.18) e as suas derivadas. Da sua definigao, a perturbacao do tensor de Ricci
é

(1) _ O)pa Do Do o a s)o
OV Ry, = 0,07, — 0,001, + o Ig, I, + 15, 00T,
Opa o pa s(1)10o
org, I, — Ig, 0T, . (A.2)
Para o escalar de Ricci, definido em (|1.21)), a perturbagao se escreve

SWR = sWgr R, + ¢ VR, . (A.3)

Finalmente, com as equagoes (A.2)) e (A.3), podemos escrever a perturbacao
no tensor de Einstein (|1.23)) como

1 1
sva,, = sWR,, — 55<1>g,wR — 5 9w SWR. (A.4)

Nas préximas segoes reproduzimos da referéncia [I01] as perturbagoes das
conexoes, do tensor de Ricci, do escalar de Ricci e do tensor de Einstein para
a métrica FLRW plana perturbada em primeira ordem ﬂ

A.1 Perturbacao das conexoes

As conexdes para a métrica ((1.52) (K = 0) s@o expressas por

2Expressoes similares em segunda ordem se encontram na referéncia [I01].
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5¢j )

0. (A.5)

!/ /
Fo_ﬁ

ij =
a

/
. a .
0o _ . 1 [
FOO_Ev FOj_E(Sjv

_ 0 _ 7
FO’i - ij

i
oo =
onde a é o fator de escala e “’” denota a derivada com respeito ao tempo

conforme 7 definido em ([1.53). As perturbagoes das conexdes (A.1) com a

métrica (3.82)), em primeira ordem sao
60T = ¢, (A.6)
/
sOT0 = 9,60 + Lo, (A7)
a
(A.8)

/
sOTi = L i 4 giu,M' 4 gigh)
a

9 % oM 5, — 8,9;0M — 2 % YW 6, — W',
(A.9)

110 _
sIrY, =
CL, 1 /
— = DY + = D1
a X+ 5 iX
i ! i 1 i !
5(1)F0j = — M 5t + 5 DjX(l) , (A.10)
. . . . a/ .
00Ty, = =000 6, — 9w 85 + 0w o5 — — 9wV by
(A.11)

1 . 1 . 1.
5 8JDZX(1) + 5 8kD;X(1) — 5 8ZD]kX( ) .

A.2 Perturbacoes do tensor de Ricci
As componentes do tensor de Ricci, definido em (|1.20)), para a métrica ((1.52)

(K =0) sao
2 a/ 2
() ; Ry = 0; (A.12)

Ry = —3% +3
a
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R, = l“” + (“lﬂ 5 (A.13)

Das equagoes (A.2), (A.5) e (A.6)—(A.11]), as perturbagoes do tensor de Ricci
sao

/
SRy = Lodw) + 0,000 1 e + 30" 4 3Ly
a a

a’ !
+ 3= (A.14)
a
a a 2 , a
5(1)R0i = —&-w(l) + <> @-w(l) + 2811/1(1) + 2*8&5(1)
a a a
1
n §8ka¢><(1)'7 (A.15)

!/

/ 2
SR, — [_a¢(1>/ L O LA (CL) PORIP S
a a a a a
a\? " a /
- 92 <a> PO — W7 4 9 kM — g@kakw(l) 0ij — @@-w(l)
¢ @ o (N Ly W
a a a 2

/ 1 1
— 90,0 — 2%8i8jw(1) + iakakajX(l) + iakajDkiX(l)

1

A.3 Perturbacoes do escalar de Ricci
Com a métrica (1.52)) (K = 0), o escalar de Ricci (1.21)) é

a
R= 2. (A.17)



Das equagoes (A.3)), (3.82) e (A.14)—(A.16)), a perturbagao em primeira ordem
do escalar de Ricci é

SWR = iz (—6d0i8iw(1) —20,0'w™ — 20,00V — 6pV”
a a
"

!/ /
— 6L 8Ly 128 50 4 49,57
a a a
+ 00’ DEXD) . (A.18)

A.4 Perturbacoes do tensor de Einstein

As componentes do tensor de Einstein, para a métrica (1.52) (K = 0),
sao
3 (d\’
G = T2 (a) ; (A.19)
: 1 (. a a\?\
G% = G',\=0. (A.21)

Usando (A.14)-(A.16), (A.17), (3.82), (A.18), na equagao (A.4)), obtém—se
que as perturbacoes do tensor de Einstein em primeira ordem sao

s0a, = L6 (a/>2¢(” L 6Ty 4 2Ly gy
0 a? a a a
1 i k(1)
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1 / | :
sWGY = o (—22@&1) — 201 — Qakp’z.xm) . (A.23)

" /

1 [ (2 @y g T g <“ >2¢<1> L v 44 Ly
a a a

a? a
20" — w2 4 2 L2 4 w20 ;akampka@)) 5
a

9'9;00 + 90,V — Q%aiajw“) — Jo

a/

EDsz(l)’ + 5 Dsz(l)/l 4 5 8k0’ ijX(l) + 5 akaj Dzk’X(l)
1 7
5 0" D jX<1>] . (A.24)
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Apéndice B

Equacao de movimento e tensor
energia—momentum do
inflaton

B.1 Equacao de movimento

No Capitulo [2 apresentamos o modelo inflacionario mais simples, a saber,
um campo escalar homogéneo ¢ = ¢(t) com acoplamento minimo com a
curvatura. A agdo para o campo escalar é

S, = [dev=g (3VeP +V(9)) = [dolu0.00),  (BY)

onde

Lo = V=3 (372 +V(9) | (B2)

¢é a densidade lagrangiana, g o determinante da métrica ¢g"” e

(Vo)? = ¢"0,p0,¢. (B.3)
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Pelo principio de minima agao, a variagdo da agdo (B.l)) com respeito ao
campo escalar ¢ produz as equacoes de Euler-Lagrange

oL, oL,
9 _ ~0. B.4
D o <3<P,a> ! (B4)

Considerando que o determinante da métrica FLRW ((1.1]) é

g = —ar*sin? @ — V=g =a’r*sind, (B.5)

e que o campo escalar ¢ s6 depende do tempo, temos da equagao (B.2)
que

0L, dv
=—v—g— B.
e
8Lgp 2. 9 . . .
Ou 9 = 3a“ar<sinfp + /—gp . (B.7)

Das equacoes e (B.7), a equagdo de Euler-Lagrange (B.4]) se reduz,
depois de dividir por \/—g, a

dVv
p+3HHp+—=0, (B.8)
de

que ¢ a equacgao de movimento do campo escalar ¢, também chamada de
equagao de Klein—-Gordon.

B.2 Tensor energia—momentum

O tensor energia-—momentum se define como

2 65,
V=g og*
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A variacao da acao (B.1) com respeito a métrica gt¥ é
G G b g

55, = [ dta (~5(v=9) (5(V0)* + <¢0-—vf55CQV¢V+vw?%z®

que usando

5(V79) = 5V 0900 B11)

§(V)? = 0,00,p59" (B.12)

pode ser expressa por

35, = [ ' (5700w (50l +V(9)) = 3V=00u000) 56 . (B.13)

Finalmente, com a equagao (B.13) na defini¢ao encontramos que o
tensor energia-momentum covariante para o campo escalar ¢ é

1
Ty = 0,000 — G <2ga56as00590 + V(s@)) : (B.14)

Usando a métrica (1.1)) e (B.14) podemos calcular a forma mista do tensor
energia—momentum como

1
T = g"*T,, = 0" pd,p — OF, (296“5 DatpOsp + V(w)) : (B.15)

A componente puramente temporal do tensor energia—impulso (B.15) é a
densidade de energia do campo escalar ¢

I
po=—T8 = 5+ V(®), (5.16)
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e a sua componente puramente espacial é a pressao do campo escalar

: 1
P, =T = ¢~ V(). (B.17)

Com as expressoes (B.16) e (B.17)), obtém se para a equacio de estado do
campo escalar

P, -2V
w, =2 =Y 2% () (B.18)
Po P2+ 2V(p)
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