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1 - Intpodugao

a) A histéria

N

O trabalho intelectual é dialdgico, isto é,. éle se dirige para
aquéles que o entendem. Essa consideragio torna desnecessaria uma intro
dugdo histérica. Pretendo, no entanto, situar-me, isto é, situar o fisico,
dentro de um esquema simplificado da sociedade que envolvera inevitdvel-
mente a histéria. .

Tem sido comum néste século, considerar a importdncia do
cientista nao pelo que éle diz sdbre seu formalismo,-mas pelo formalismo
éle mesmo. Isso, diz-se, permite eliminar algum resquicio metafisico
que o pensamento do cientista possa ocultar.

Como diz B. Russel, ser chamado de metafisico, pelos cien
tistas, equivale a cair em desgraga publica.

Nos anos que se seguiram ao término da segunda grande gwer
ra entretanto, comegou a generalizar-se (vagarosamente) uma opiniao nao
ortodoxa sbbre ésse ponto: talvez, disseram os fisicos, o que eu pense sé
bre meu formalismo tenha uma importdncia pratica que me tenha escapado
até aqui.

Essa opinido sugeriu uma outra: a existéncia de uma bata
lha travada entre tecnicistas e cientistas - com uma grande vantagem para
aquéles porque conscientes da luta - cujo prémio éa orientagao da pesqui-
sa. -

= . . L ia .
. N&o se deve considerar que essa luta seja restritad ciéncia
4 s
porque ela e geral - envolve nossa sociedade.

As necessidades criadas com as novas pesquisas, o instru-
mental fabulosamente dispendioso e a ligagao por demais oficial com o go-
“vérno transformaram a ciénecia, na pra'.tica, de caminho para a compreen-
sdo do real em uma atividade (tanto tedrica quanto experimental ) voltada
para si mesma, isto é, para sua técnica. O interésse do govérno em man-
ter (leia-se: orientar) as pesquisas fundamentais reside na relagao que elas
possam ter com as necessidades do govérno,

Se a liberdade de pesguisa persiste, comoprincipio suposta
mente intocavel, na pratica ela nao o é,

O 'dontrdle da ciéncia passara (de todo) ds maos de nao-cien
tistas. Em breve, nido fGsse a historia dindmica, ter-se-iaa eliminagaodo
proprio cientista enquanto tal.

O bom relacionamento entre ciéncia da natureza e ciéncia hu

; XL I . o~ . s L -

mana possibilitaria a sobrevivéncia de ambas enquanto atividades criticas
e creativas.



A técnica pode responder d questdo "qual o caminho ? " por
que ela é o instrumento da pesquisa. Mas a ciéncia s pode responder dque
la questao comow;gato dezAlice no pafs das maravilhas: "dependé do lugar
para onde se quer ir'.

A criagao do lugar é.oobjetivo da ciéncia.

A estrada podera ser-eliminada quando.la chegarmos.,



b) A idéia

A necessidade de estabelecer um formalismo unicopara den
sidades de carga continua e descontinua levou-nos a considerar as fungdes
matematicas que descreviam estas densidades como distribuigdes (no sen-
tido de Schwartz). A‘generalizagio aos campos considerados como dis -
tribuigbes foi o passo 6bvio imediato.

Nao s6 ao campo e a densidade (de corrente) foi associada
dlstrxbulgao mas também 3 carga., A 1magem de um infinito contido no- fini
to {isto &, na singularidade) - que nio pude 1"urtar-me de criar - estabele-
ce simbdlicamente a orientacao déste trabalho: o que é localizado emm um
nivel da teoria deverd ser estender como um campo €m um nivel mais fn‘c_i
mo. A carga, como propriedade intima da singularidade,deve ser tratada
como umy,; distribuigao.

A partfcula investigada "de fora", isto €, na andlise deseus
.movimentos externos pode ser entendida como localizada. Ao tratar a par-
t{cula como alguma coisa muito localizada, isto é, puntiforme, aparecem
problemas. Eliezer, entre outros, enumera estas dificuldades e mostira
como a simples passagem 3 teoria qudntica nio podera resolvé-las. Dirac
(1938) propoem uma das primeiras solugoes elegante para contornar o pro
blema da divergéncia do campo criado pelo eletron na sua linha de univer-
so. Esta solu¢do ainda deixava alguns pontos indesejaveis que Eliezer,
Rohrlich e outros procuraram contornar.

O eletron puntiforfme pSde,. désse modo, se manter comoum
simbolismo valido cuja representa¢do matematica a chamada fungdo. delta
de Dirac permitia realizar operacdes de modo preciso e sem dificuldades.
Associou-se uma densidade 40 eletron dada pela expressao q S‘()(\ . Supu
nha~se que a 5 representava uma condensa¢do peculiar a particulas " bas
tante localizadas", -

A O aparecimento de novas distribuigbes concentradas - por
exemplo a de Infeld - langou uma questao interessante. Sériza § caracte
ristica de particulas "mais concentradas" que as caracterizadas pela ?

A expressao da densidade do eletron como uma fungéo-s ,
que estabelece a imagem matematica do limite da esfera eletrdnica ao ele
tron puntiforme, permitia operagdes matematicas corretas. Essas expres
soes adquiriam sentido quando integradas, significando que o resultado in
dependia do modélo fisico associado.

A idéia de Schwartz colocou a questio nos seguintes térmos:
devemos continuar a falar de fungdes que s6 adquirem sentido quando as in
tegramos? Devemos continuar a falar de fungdes com valdres locais bem
determinados quando isso nem sempre é possivel? Néste trabalhoadotamos
a resposta negativa: trataremos de distribuigSes. As entidades da Teoria
Eletromagnética que usaremos - como corrente, potencial, campo - serdo
tensores-distribuigao enio fungoes tensoriais.



2 - Definigdes e Notagao
a) SeJa R™ um espago vetorial @ n dimensdes e °‘- uma p-forma di
ferencidvel do tipo

o= Z a’Lle-LP dx /\dx IR AN dxbp
tycig ¢ <ip -

- - - }
onde os ay sao fungoes de classe C e de suporte compacto.

Define-se como corrente de grau n-p um funmonal linear e
continuo sébre uma p-forma e se denota T [OC]

A linearidade consiste em ter-se, para niumeros a b:
@Tp+bT, ) [V]=am [WsbT, [V]-

Por continuo entende-se que se uma sucessao de _fungoes

\[/1,% .“ylr‘l..[.tende para zero entdo a sucessao de numeros. T f\P'] T [\F]

P AITEERS tende para zero

b) Distribuigdes

Sao funcionais lineares e continuos sbbre¢ um espago k. de
fungoes bem ¢omportadas.

O significado da expressao "bem comportada' variard,o que
dard origem a d1ferentes espagos k.

Cons1deraremos, néste trabalho, o espago das fungoes cont1
nuas com derivadas de qualquer ordem continuas e de suporte compacto.

Poderiamos definir as distribui¢ées ou como correntes de
grau n ou como correntes de grau zero.

Scarﬁello (5) mostrou que no tocante as transformagoes e
fetuadas no espago R% das distribuiges essas definigGes nao sao 1nd1stm

guiveis.

Néste trabalho distribuigées serao consideradas correiites
de grau zero. - .



¢) Distribuigdo com valdr vetorizl
2 uma aplicagdo linear e contfnua de k para E" onde E°

€ um espago veforial.

d) Transformagoes

. . ~ 1. n m
Consideremos uma aplicagao linear de R* em R

)J:xtRn + yeRm

Seja &% uma p-forma diferenciavel definida em R™. A apli-
cagao M define uma forma em ttal que

e = o)

onde

e) Aplicagdo R® ~+ R
seja x,x' e oo tais que

v
xH = zﬁ' x

onde 2Y & uma transformagio de Lorentz.

Se TH éuma distribuigéo regular, temos

H [y ] = fT'P (x1). ¥° (x1) at
- )
olla [¥-] = flﬁ TV x) v |L|d x
H . B W h Y
™ [v] = i’ [el [p]

esta expressao sugere a definigdo

LtP v ] = wooh (vl

que Schwartz introduz.



Pode-se estender estas definigoes para tensores- distribui -
¢ao de qualquer ordem e mesmo para spinores.

f) Notagao

Como em todo simbolismo, € possivel utilizar-se mais de
uma notagdo para as distribuigGes. Néste trabalho usaremos uma notagio
ja tradicional (Leite Lopes, etc) em alguns casos sera util entretanto con-
siderar uma notag¢ao recenterente introduzida por Vignon (6).

1 -Notagdo tradicional

Sendo T distribuigdo e ¢ fungao de bdse temos escrito

T [v]
no caso de T ser regular

T[] = T (x) ¥ (x) dx
R ‘

2

2 - Notagao de Vignon

Vignon introduziu uma notagao que explicita a va‘ria'.vel. da
fungdo de base & qual a distribui¢ao se refere. Para isso éle usa um for-
malismo-tirado da teoria dos tensores e da convengao de soma de Einstein

- t N

X - ’
S T [v]

!
LI

A importancia desta notagio, além de simplificar certas ex

pressoes, aparece, por exemplo, quando a fungdo de base depende de mais
de uma varidvel e a T s6 atua em um numero limitado delas.

Por exemplo:

™
xy

Significando, quando T & regular,/ T(x) ¢ (x,y) dx
R
a extensdo para tensores e varias varidveis é imediata . Utilizaremos a
convengdo de Vignon de variaveis no alto referirem-se a distribuicdoe em
baixo a fungao



désse modo

T ;y,8,b;z
de:,’)’a 3 B

onde ndices gregos sdo tensores. -Indices latinos sao spinores.
‘Siginificando
1 - tensor covariante, 1- spinor contravariante em x

1 - tensoradistribuicdo contravariante, 1~ spinor-distribui -
¢ao contravariante em y .

1 - escalar- distribuicdo em =z
g) Aplicagdo do formalismo de Vignon

Mostraremos, a titulo de exemplificagdo, a invaridncia de
c§_4 (x) por uma transformacdo de Lorentz prépria.

(def.) 6g4(x) = 8(x1) 8(xy) 8 (x3) 6 (x,)

se n£ é transformagdo e Lorentz, temos

Lrlvl=L{zv ]}
isto é ~‘,[‘s“?"_ v - L 18X ¥}

onde x se refere a xl,xz,x3,x4 .

@et.) oL =8

SRV = L {85V} =L (Wi} = Vo)
SLX'){= S: \Vx



¢ X! X
entdo 84. = 84.

£ importante ressaltar aqﬁi um detalhe que citei em b)
quanto ao trabalho de Scarfiello.

Tem sido usual, em demonstragdes como a que dei acima,
nao explicitar-se a natureza geométrica da fungdo de base. Deixa-ge im-
plfcito que se trata de um escalar.

Isso equivale.a pensar a distribuigio como uma 4 -forma di-
ferenciavel. Se tivessemos considerado a \P' como uma 4-forma a distri-
¢ao seria-um escalar.

Néste caso
Lr [¥]=1ul 7 [Velo] |

o que, no caso considerado, |L ] =1, nao conduz a nenhuma:distinggo.



3 - As distribuigdes da teoria e suas equagdes
I - A corrente jH

a) j# & uma distribuigdo vetorial, isto é
LA o. R LY
(Y] it 2“, i

!
onde /E é uma transformagao de Lorentz .
v

A equagéo'(l) deve ser entendida como
(2) Li# ¥l - L{PLV]}

Aceitaremos que j"‘ satisfaca a equacgdo de continuidade

n
o

(3) iR
ik [V]

notando que

e AN 2 4

Para jp' regular, a (3) coincide com a expressao de conti~

nuidade usual, pois

@ * [%Vj’-ﬂ - f?" (x) g;‘; a* &




Integrando por:pa'rtes e lembrando que o suporte de Y e'_
compacto tem=~se no caso regular

#F LY | gJ’; x) Vix) ot x

e por (3)

93}1 = O

(5) aXP -

b) Teorema de conservagdo da carga

De (3) e pelo teorema de Green no R4 vira que

N
(6) f] da"}1
o

independe de ¢~ , superficie do tipo espago.

Considerando n}l' =(1,0,0,0)°

_(:7) i a®x = cte

Costuma-se chamar carga a essa constante.

Um modo de definir carga distinto de (7) é -

_ V]

(8) W

¢) Uma distribuigdo nova:
Consideremos uma densidade jo = f do tipo deltiforme,
isto é 27 q S(x), onde o fator 27 foi posto por conveniéncia.

Sendo )o uma distribui¢do, sua transformada de Fourier
define~se como

(9) TIV] =2me [P]

onde f éa distribuigdo - transformada de Fourier da distribuigdo f e Y



é a transformada de Fourier de ? .

£ fcil mostrar que com a f definida acima

(10) F=
Para a distribuiga'x;)

(1) F£=am q dtx-n)
Tem-se

(12) F= q gind

Isso sugere-nos a definigdo de uma distribuigdo especial L2
como a transformada de Fourier da densidade §

d) A carga

Quando a densidade P fér concentrada podemos associar a
carga & distribuicdo ) e considera-la como a distribuigao-carga.

Quando a densidade f fér regular (no senfido das distribui -
¢oes ) podemos associar a carga ao valor de L2 noponto &= O oque &
possivel devido 4 regularidade de {2 e lembra o fator da forma para ze
ro-momentum transfer.da interagao p-e.

" Pode parecer estranho que a "natureza" da cargé. dependa
do tipo.de densidade com que ela se apresenta.

Entretanto, a passagem de uma distribuicao irregular para
uma regular introduz uma qualidade nova com propiedades distintas.

'
A necessidade de definigdo tnica para a natureza da carga
reside em nossa procura de unificagao.

A definigdo da carga ora como uma d1stribuigéo, ora como
um nimero aguga a diferenga existente entre o nivel contmuo e o nivel des
continuo.

e) Generalizagao

A téda distribuigdo-densidade P podemos associar uma
distribuigdo transformada de Fourier fl que pode ser pensada,em algumas
situagées, como a tradugao, para o formalismo das distribuigdes, da gran
deza da qual P é a densidade.

Isso sugere uma .interpretagao interessante quando a densi
dade é defmlda em um espago complexo.



Seja
(13) g(s) = 27 §(3-So)
Uma distribuigao definida em um espago b2 complexo.

Ponhamos .
So = iA:'

com A real

B facil mostrar que

(14) N=3F& = ¢

Désse modo, um fendmeno que pode ser descrito por uma
exprgsséo do tipo (14) admite uma densidade (no sentido dado acima) do
tipo 8 nolespago compdexo, :

De um modo geral um fendmeno descrito por

(15) eiax ,e'bx

Terd uma densidade dada pos

16) §(s-(adbi)

f) Observagdo

O formalismo visto acima permite uma imagem interessan~ .
te. ' ' i

Ao peneétrar na singllaridade do campo nos deparamos com
um névo tipo de campo: a distribuigio-carga que se estende, sem singula-
ridade, por todo o espago o~ .

Como se dentro do finito percebéssemog o infinito.

II - O poténcial-distribuigio AM

a) AP & um 4-vetor.

‘Se ,2}; é uma transformagao de Laorentz

.

A= Ju Y



b) Equagdo para AF
(17) aF [OW] = A% g [ Y]
c
onde Ye K

Como duas distribuigdes idénticas na vizinhangadeitodo pon
to sdo iguais, podemos por

(17 0 b = '40_1‘ i
Imporemos também

(18) Ak -2

]=o0 , ¥ Vex

XJI

III - O tensor-distribuigdo - anti~simétrico FFV
Definigdo

(19) PRV [W] = a8 [ W] - av [9¥]

e

Da definigdo (19) e do fato de AM ser um 4-vetor &% facil
mostrar que

0 Vet p¥t g LA dn
(20) ol {P“ { h VB

V- . N - .
F}'1 satisfaz as gquagoOes abaixo

@y v [ QY] - A%y [ V]

(22) FAV [ axl] + FVA [_33?’/./] + FAR [—aa;'.[/-] = 0
it v



4 - A solugdo de ondas planas
A equagao (17 ) reduz-se a
(23) Oa* = o0
quando hao hi corrente.

Uma solugao da equai}éo (23) pode ser egcrita como

(24) A = A%
com

25) K. K* = 0

( pl

Pode-se ver por (24 ) que a disj:ribuigé.’o solugdo de (23)
da-origem a transformada de Fourier.

Apliquemos (24 ) a uma "f"e K
«x o [ kN g
A ‘k; = o (A X d X

. xKx . . XX
onde de_averl'amos escrever, com rigor A ao inves de A
Ora,

. ~ . _—
27) K) = —1_ |WY(x) eFn¥ gt
( Y (k) T JY(x e

De (26)e (27) segue

(28) A Wi = a2 Yo (2np?

Conclusao -

As fungbes para as quais existe transformada de Fourier es
tdo relacionadas com as fungoes de base para a distribuigio-onda-plana.



5 - A equagdo de onda nio-homogénea~(Distribuicdes de Methéd

Um dos métodos mais importantes para resolver a equagao
nao-homogénea de D'Allembert é o chamado método da fungao de Green .
Sabe-~se que a solugdo encontrada nao é uma fungdo mas uma distribuigdo .

. Methée ( 2 ) estabelece um método para conseguir-se dis
tribuigdes invariantes (para as transformagdes de Lorentz) conceniradas
no céne de luz, que se mostrou eficaz para o calculo das solugdes de (17),

Recordaremos aqui alguns tdpicos do trabalho de  Methée
que serao Uteis para nossas consideragdes posteriores.

a) Resumo-do trabalho de Methée

A téda distribuigio T invariante (Lorentz) em R" - O cor
responde um par de distribuigoes (T * T ) em R que coincidem sdbre

a semi-reta u<O é tais que

. _

(29) T =fy7T* em C {3

(30) = fXp- em C{L
onde, u = xmx“'

-Q'l é o semi-cdne de luz do futuro
.(23 é o semi~-céne de luz do passado

C{); é o complemento de _ano ‘R4,

K . -
. Ao par 56 , O) onde k é a ordem de derivagao da S
concentrada em u = €& , associa~-se uma digtribuigao em R"- O chama

da Hé{

Podemos estender a defini¢do a todo Rn bastando para'isso
considerd-la nula fora da regido de definigdo.

Quando fazemos ¢ tender a zero aparece um problema.

O limite

lim H

k
g0 ¢

pode conter térmos divergentes.



ok
Associa-s€ entao ao par ((; , O ) a parte finita daquéle 1i-

mite, isto é K

( ) ' im £
[ e
onde e significa. associada.

No caso particular n'= 4, k=0 , Methée mostra que
a parte infinita. de

o
lim H
gw0 €
é nula.
Néste caso
(31) H - (d° 0)

definida no R4 e concentrada no semi-céne de luz superior.
Analogamente defini-se
(32) H® == (0, &%

concentrada no semi-céne de luz inferior.
© o o
(33) G - (8° 8%

concentrada no clne de luz.

Methée (op. cit. ) mostra que

(34) O u° 27 8°

{35) 0r® = 2%d°

Segue-se entdo a importdntés conclusao:

As distribuicdes-de-Methée H° e B° ndo tem térmos di-
vergentes e sao "'funges de Green' para o problema de D'Allembert..

- 2
Usualmente considera-se como fungao de Green (x u )

que possue térmos divergentes responsaveis por efeitos de auto-interagdo.

O approach de Methée permite eliminar as divergéncias a
priori.



De (34) e (35).;xegue

(36) pD(r®°-8° )= o0

Methée mostra que t3da distribui¢do concentrada no céne de
luz e solugao de

OT =0
é um miiltiplo da distribui¢do
’ —0
w° - ®Y

Segue-se daf, como veremos adiante, que a chamada fungdo
de Jordan-Pauli (que notaremos D ) deve:ger escrita

' o o
37) D= K(H -H )
b) Aplicagdes désses resultados

o . : =
Como H~ e concentrado, tem sentido sua conyolugao com
uma distribuigao jP ,,por exemplo.

Mostraremos que a chamada solugao retardada’se escreve

B - .2 _p% .0
(38) At P H

Que (38) é solugao de (17} sai da definigio de convolugio
e das propiedades

(39) O(xg) =(OD g = f%x(da).

(40) lS’“f,=f=6‘:$='f

Resta mostrar ;;ue (38) é a solugdo retardada.

Podemos ver pela equagdo (31) que efetivamente ela é retarda
dada.

(41 AP @) = -_E_/j“ x" H® (x-x) d% x
ret c

o que resulta claro pela figura 1
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FIGURA 1

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

14

Linha dé Universo de particula carregada
céne de luz de x

Do mesmo modo
P’ = -_.2 Box 7O
Aav P h] H

Podemos definir um campo ligado

po_ 1 on U
Alig = g (A * Agy)

Vé-se que
R S S L
Alig c

Define-se o campo irradiado como

= 1 1
Aﬁad R (&;‘et = Aav')

isto é

g ~1 B oy 0 O
Brag & o (H" - H)



Pondo

@n D = S (E° -E°)
Vem
By
(48) A @ 2 P« p
rad c

~Veremos adiante que a D dada por (47 )eJ a fungdo de
Jordan-Pauli ' (37) com k= -1/2 )



6 - Convolugao Limitada

J4 utilizamos, na segdo anterior, a convolugao como um
método de criar uma nova distribuigdo a partir de duas outras. Recordare
_mos aqui que .

h (x) =i(x) % gx)

implica em’

@9) pim =] fxn g-x dox

r?

Esta integragdo estendida a todo espago~tempo pode ser
feita, por exemplo, enire duas superficies do tipo espago tomando os limi
tes t —»+ow, t, —e= -0 onde 4 e t, estdo na figura 2

1
ﬁ‘.t
ip:a.ra +
- t * 9
B x

- 3 - ner
tg 2

para - @

FIGURA 2

Superficies do tipo espago (0] € O ) no rt.



Em algumas ocasides serd interessante considerar-se sd =
mente um dos limites., Veremos na segdo seguinte, quando estudarmos [+]:]
campos 'de Wentzel, uma aphcagao désse approach.

Definiremos uma convolugao limitada - e notaremos

(50) T, % T
quando a regido de integragdo se estende do infinito passadoaté & e

(51) Ty

quando se estender desde o até o infinito futuro.

Definiremos

g
(507 T 9 T o= T (x-x') T, (x d4 x!
1 % 2 1 x 2

- 00

©
(511 T ;. T, = '/0" Tobe-x') T, (x4 at x

A aparente perda de simetria destas definigdes (que podem
ser mantidas em certos casos especiais ) poderiam torni-las imiteis. Elas
terao aplicagdo e, entre outras, facilitardo nosso simbolismo.

Propiedades destas convolugbes

d o dT o
52 _— = 421
(52) dXm(Tl % T, ) dxe ¥ T,
dT,
(53) d (v, * 1) = 1L * g
dxe 1 o 2 dx g o 2

. o * =
(54) Ti * TZ:’.TI o T2 r‘[i * T2



7 = Campos de Wentzel

a) Definiremos dois tipos

(55) ™ -
isto é

(55") A o) =
e

(56) Ay

. b) Rellagées com os campos avangado e retardado

Mostraremos que

-

o
_CL.D"-y-

de campo de Wentzel

I

(57) A o) = Al we™
w - ______ ret -

(58) Ay ke Ay o™

(59) A ot = Alm o

(60). Ay ot = o A V (x,0M

+y = _2 ;
(x,00") —_(;—D-%‘-J)l

quando
quando

quando

quando

o
4

-0 EH< Yo (O0)
x0.§ y0 (O’)
Y ()< x <+

% & Yo (o)

Utilizaremos para demonstrar essas expressoes o formahsx
mo introduzido na segao anterior e as definigGes da segao 5.

Consideremos a expressio (55).

Seja

- @ (x(,(yo" (o)

( ver figura 3)

FIGURA 3
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/
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Da definigdo anterior e da equagao (48) é imediato que

w - rad -
A,1 (x,0°7) —! A}1 (x,007)

Se o ponto x estiver situado acima de ¢ como na figuraa 4

\
\ /, 4 t,
\ 7/
x,)( -
I/ \\
/ \ o
A Sinnn SISV CRI ey e .
" ,/ \\
! \
/ \
/ \
yJ \\ ' > X
! \
4 \
/
’ \\
FIGURA 4

vé-se que s as contribuigdes do pagaado serao levadas em conta pois” a
integragao devera ser feita desde -0 até o .

Como
p =t (g° - E°
2
teremos
o

(61) A o) = -—— %

n c n
isto é A‘)”l (6, 0°7) = o A;et (x, &)

Demonstracgdo de (59 )
Seja y, (o) { x5 {40 como na figura 5

\ 4

At \/

i

/N

[’, ‘\‘ v
/ \
/'/ \‘\ » X
/ \
FIGURA §



I
IN

AV (x,cr'+)

D % j
P c e P
w 4y - 1., 0 =0 )
An xo™v) = = (H - H a‘JP

N o caso em consideragio temos

rad

w +y = +
A}1 (x,07) AP x, 0 ‘)
pois.
rad -+ 2" :
» = . *
A}1 x,07") <~ D pA

A verifi'cagé.o de (60) pode ser feita do mesmo modo.

Seja %5 Yo (O) (Ver figura 6)

t
B
\ /.
\\ l"
\\_ 7
\ ’l
‘\\ /
A /’ “~t
S 7 >x«
\b,
A X
7 N
rN
/ \
FIGURA. 6

Como §é claro através da figura 6, s6 haverd contribuigdo
para o campo de Wentzel avangado da parte superior do cne de luz de %X

1 .
Ay et) = 5 Eo% gy
: s
isto é

-1
& o¥) = A’



% importante ressaltar que embora A satisfaga & equa-

R

gao

¢ um campo que interage com as cargas.

Em particular pr (x, 0=) interage com as ‘¢argas do

passado e A;’ (2, 00*) com as do-futuro

c) Aplicagdo ao eletron puntiforme

Para.um eletron puntiforme a corrente j}‘1

pode ser escrita

(62) # o = ee 9z’ §(x . 2(6)) ds
ds

-
Distingue-ge af trés casos.

19 Caso: ponto x no interior do semi-céne de luz do futhro de

z(8) como na figura 7

FIGURA 7




Néste caso
A‘;’l (x,00" ) =0
. pois

D (x—z(s)‘) = Q.

nestas condigoes,

29 caso: ponto-x fora do cdne de luz de = ( s; ).

Ver figura 8.

FIGURA 8

£ ficil ver que 86 a parte H° . .de D contribuird para a in

tegral. O campo.é retardado..

\4 - o 1 ret
A)l (x,o0=) = TA}I' (x?



32 caso: ponto no interior do semi-céne de luz do passado (figura 9)

FIGURA 9

Vé-se que ha duas contribuigées. O campo de Wentzel re-

g - a)

Arad

duz-se a

que é o campo irradiado

Concluimos que o campo de Wentzel Aw (x, =) depende da

- posigdo do ponto x em relagao ao cdne de luz em z (sO
Isso sugere uma interpretagio’interessante em relagao ao
campo que atua sdbre o eletron qriado por éle mesmo. A idéia de Lorentz

: - .
restrmge éste campo ao retardado, a de Dirac ao campo de irradiagao, is
té a uma combinagao particular dos campos retardado e avangado.

Lorentz considera que o, eletron "'deve ser atingido"  vindo
por fora do cdne de luz de uma posigdo x qualquer até z (so ) - o céne

tomado em relagaoa z (8, ).

Dirac sugere que deve-se atingir o "eletron vindo por dentro
do cdne de luz do passado.

H4 uma questdo interessante quando aphcamos éste tratamen
to ao campo de Wentzel avangado

Consideremos os trés casos anteriores.



12 caso: ponto x no interior do semi-cdne de luz do futuro de

z (8, ) como na figura 10.

FIGURA 10

$O
Como A} (x,0™) = 72—/; Dle-xjy &) at xo

o caso em consideragio existe duas contribuigdes (avangada el retardada)

Como Arad(x) = —2 mD x=-x77 x1) d4 x!
. P [ P
(4

néste caso, entao tem-se

A;V x,oh)'= A;ad (x)

29 caso: ponto x fora do cdne de luz de %,(5 ) - figura 1

_FIGURA 11



Como D = 3
o

(
vévse que 80 havera contribuicido da

@©
1’ —_
A‘jvx x, oot = ‘4 2 (x - %)) j}l(x') d4 x4
e -

. -1
igto e A;vl x, et = 5 A;llv (x)

39 cago: ponto no interior do semi-cone de luz do passado (figura 12)

FIGURA 12 /

/- N

z (Sq )

£ facil ver que o campo ai sera nulo
w -
AY x0T =0
R
Uma situagao curiosa aparece se superpusermos 0s campos

Wentzel avangado e retardado (figura 13)
Arad|

d
An t

]

FIGURA 13

Qualquer que seja a posigdo do ponto x em relagao a
z (s’b ), se considerarmos os campos de Wentzel avangado e retardado,
0 campo que atuard em X sera o campo irradiado.



8 - A "fungdo" de Jordan-Pauli

Na segfo 5 introduzimos uma distribui¢do invariante, con-
centrada no céne de luz e solugao da equagao de D'Allembert. Methée mos
trou (op. c1t ) que uma distribuigdo com essas propiedades é um miltiplo
de H°- H°

Chamemos D! de - 21— (#2° - H°)

Mostraremos que essa D' é a fungdo de Jordan-Pauli.

Costuma-se definir ({?3) a fungao de Jordan-Pauli por trés

propiedades
(64) op = o
(65) D é concentrada no cdne de luz e Lorentz-invariante
- 1
- (66) _ D (x-x1) dor. =1
- ax! R
o )

onde ¢ ¢ uma superficie do tipo espago contendo o ponto x

Mostraremos que essas propiedades sdo super-abundantes,
isto €, se uma distribuigdo satisfaz (64) e (65) satisfara também (66 ).

De (64) e (65) e da consideragdo de Methée vista acima
temos

D = k (H°-H°)

Aphcando o0 teorema de Green para 0 espag¢o quadri-dimen-
sional & distribuigdo H® como na figura 14 tem-se:

( observagao : nas consideragdes que seguem o’representara - a menos
que se diga explicitamente.que ndo - superficies do tlpo es
pago ).



e

L~
N

o

FIGURA 14
67) f
(-]
como
- temos
(68)

o] célcul_o.de / 9H® da oP

ax¥
o
pode ser, feito considerando-se ¢ o limite de o

Consideremos agora a integré.géo entre ¢s limites o 9

(figura.15)

FIGURA 15



3 o 4 "9 Ju°
(69) OH 4 x ax da-p T
o:

s %
Dai
N JHC -
(7D) doy; = 27T¢C
: o axp P
Entao
o)
(T / gH dor, = 2T
o %% #

para © contendo a origem.

Para qualquer superficie o' do tipo espago no passado da .
origem tem-se

(72) / JHO .
0,—3?" dcr}1 .O

Angdlogamente mostra~-se que

I
73
e / Sxp Yn

o

b

-27

onde ¢ contém a origem.

. 50 =0
(74) / JH aoy / B o
5y A vl

conforme a figura 16
t
X
/ )

A\

/ \ K

-1l

FIGURA 16



Para qualquer superficie O°'no futuro da origem tem-se

JH°
(75) dov. = O
-~ §x}1 A | .

Désses resultados, pondo * D = --E—(ll-i

(76) -1 f 9D o = 1
Q_Tl [ ad axp }1

onde o contém a origem.,

observagao: para que ( 76 ):coincida com'(66) deverfamos definir a D
c -1 (e} 0
cdomo T f( H H .)
Omitiremos’ o TU na nossa definigdo e ao invés-de consider..

rarmos a (66 ) consideraremos a (76)



9 - Convolugao Superficial

Hi varlps modos de criar novas distribuigoes a partir
duas outras. J4 vimos algumas déles e aqui estabeleceremos outro.

Definiremos convolugao superficial - e notaremos

(17) 7 T, o T,
d-expressao
. ; Ty (% - %)
(171 Ty ._:'_. Ty = ‘/“dxm[__g_lix_.x_) Ty (x) -
3 :
4
- G- x) M}

Ix'y,
onde o ¢é superficie do tipo espago.

B ficil ver que (77 ) independe de o se

{DTl
1 Ty

-Aplicando a definigdo (77 ) 4s distribuigées A e D

o
o

tem‘-'se

(78) D LAk = {aD(" D (k) - D (x-xn) O 6) }dcr
. * axva
o

xac

Para x ¢ o o segundo térmo ge anula e temos

79 b —ZaF s [ ODGox) P agy
Xo
o

(80) ‘/qm1 (x") aD(x IDG&-¥) 4o, = A (x)

de -



. em virtude de (66 ).
Logo,

a :
(81) D= A = Akl

0 que sugere a interpretagio de D ¢omo uma 8 para a convolugao su -
perficial



, -
u\' s .
10 - Pariénteses de Poisson covariante

% sabido que para um campo livre, isto é que obedega a
equagao (23) é possivel encontrar uma expressao para o parénteses de
Poisson

T
i

(82) -[AP ), A, G ]
em dois pontos quaisquer do espago-tempo.

Define-se o parénteses (82) por

(83) EA'P (x) Ay (1) ] ¥d35,f8Ap (Xft) 5Av(xl,t") -
Lor Loy 3.0 MG, O

oA, (E.1) ,  dA, (;,t')}
STCAG, 1) day (7. 1)

A demonstragdo de que o parénteses para o campo livre

vale

(84) [AP (x), A, ) ] = ¢ SPV D({(x -xY
é bem conhecida (Leite Lopes, 3)

Daremos aqui como exemplificagdo do método que temos
utilizado, uma demonstragao de (84)

a) Da definicao (83) segue que
0 [Ap 0 Ay 0] =0

b) Como o campo é livre, devemos esperar que (82 ) dependa sémen
te dos pontos x e x! e de constantes,

c) De (83) segue que (82) é anti-simétrica na troca de x por x!

[a, w8, 60 ]« - [a,60, 8, @]



d) Da propiedade

[Ay @), Ay, )] = - [Ay (), Ay(x)]

e da anterior temos

)

[:A}1 =), A, (] [a, & A )] -

R

v

o que implica em o parénteses ser nulo quando pil:v.

e) O campo se propagando ao longo do cdne de luz permite-nos gspeHd
¥ar que grandezas do campo em pontos que nao estdo no mesmo cdne  de
luz sejam independentes. Isso implica em o parénteses ser concentrado no,
clne. de luz de x.

Dessas consideragbes segue que

[AP‘(X), A, &N ] = cte § v D)

B

onde D éa "fungio" de Jordan-Pauli,



Poder-se-ia procurar utilizar o método anterior para calcu
lar o parénteses em certos casos especiais -~ como, por exemplo, em dois
pontos x e x' no futuro de uma superficie ¢ do tipo espago Eignra: 117).
Isto é, tentar obter

LAy (o™, 4 (x,e7)]

levando em conta que .

A‘;"l o”) = 51- A;et (x,07) quando x5 » y, (o).

B facil ver, no entanto, que mesmo néste caso especial, o parénteses de-
pende, alémde x e x! de O .



11 - A solug@o nao homogénea da equag¢ao de onda

Vimos como as dlstrlbulgoes de Methée sdo uteis para esta
belecer-se a solygao formal das equagoes de f’Pngla. Veremos agora como
aplicar tais distribuigées a um caso "concreto

Ver-se-a que é possivel saber o resultado da aplicagao de
H° (ou H° ) auma \,b' de base sem termos uma expressio para H°.

Seguiremos as consideragBes de Methée,

B possivel transformar distribuigoes no R em distribui-
goes no R .. Vejamos como.

Vimos que se f é uma fungao de R:l_—v- R]' podemos, 1i -

mitando-rios 3 restrigao de f em Cﬁ3 (ou C ﬂl ) escrever:
‘ *
£, T [ \/’] = T [f+ Y ]

onde T estd definido em Cﬂsc R4 e f, T é uma distribuigao no
1
R

Para H° :

[V1- 50V - & LV]

onde ” é uma forma diferencidvel.

Methée mostrou que podemos calcular fy ‘l’ no semi-céne
do futuro substituindo as varidveis Ix7, x, , X, X or novas varia -
1a B9 4 3T By
veis Xy 21Xy 5 Xg sl onde u = x4 X , para o =1,2,3,4,

O resultado obtido copduz: a
- ?( X}, Xeo , X u‘-+ r? ) 3
f,0 < du 1: %92 %3 » d a3 x

-Qi 2 Vu+r

onde 00 € uma forma do tipo

o« = <f(x|1 s Xy Xz yX, ) dxp dx, dxg dx, .



o '"f'(x, » Xp 4 X3 xér‘) dx1 A, dxg dxy

Désse modo;

HO[f\P-] =/ tlo(x]_ -sz ;xs » Vr—z.) d3x
i)

1 2 Urz
Uzo
onde
2 2 2 2
r xl + Xz + X3'
Aplicagao ao campo retardado do eletron puntiforme
ret = -2 )
Ayt @ S .]}-l * H
+00
com - ] .4z .
jp ) = ec T8 S(x-z(s))ds
: ds

- Q0

- 2 3
A;et @ [Yw] = "5 5 @a%0 [ Vern]
4+ C0

p @ [Ween] - ec/ 9Zp Vi (s)+y) ds

ds

-Q

Chamando jy (x) ["I"(x+ y)] de O temog

+Q0
o , 3 dzi VE 9+, s+V¥2)
H @y [&] = d d B
[ ] 90/ T/ y ez
- .ﬂ'l
=0

ds 2

Para o campo s

400
-» -
AL";let (x) [V’(X)] hf/‘ 'df/‘ d3yt¢dz1}1 .‘}l'(z s)+y . S+Vx_-§)
- .

© ds 2 Vrzl
u=0
Cago particular p = O
+00 .
- ; . 2
Aj.e" ["/’(x)J =_f/‘ ds/ ady Yi(z:(s) 4y, ~s+\/x—-—-)
- n-'i \Ir2

u=0
com 2._...2,.2 .2
. rY 2Ny, + Y,



Conclusao

Vimos gue a substituigao da solugdo tradicional da fungaode
Green para a equagao de onda ptlas distribui¢ées de Methée conduzem &
eliminagdo a priori das divergencias. A aplicagdo dessa consideragao ao
eletron puntiforme conduz ao interessante resultado: o potential nao diver
. ge na linha de universo do eletron. % facil ver que o campo FUYV também
nao diverge. Para isso basta considerar-se que

. t () =2l 3 4 o _.ﬁ_ ;% 10
e P LA R w PR SR

que deve ser entendido como

Y] e, -Jp} ¢ w130 - 20

Como (!j, - in ) * HO

,

TP et P
¢ finito sempre, segue que F;v' tambem o e.

Vimos em 7-c que os campos de rad1agao surgem natural
mente se considerarmos os campos de Wentzel avang:ado e retardado. co-
mo tendo umad participagdo equivalente no campo que age sébrel o eletron.

Essa equivaléncia nao é, désse modo, imposta como uma
necessidade de evitar infinitos ( como na teoria de Dirac), mas como um
cr1ter1o de eliminar um pré-conceito - Util ao nivel das relagdes .cotidi-
anas do homem ~ mas, talvez, desnecessario numa teoria do eletron.

43
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