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1 Algebra de Clifford e matrizes 7y’s de Dirac
Os numeros a;(t = 1,2,--- | N) que satisfazem as relagoes
{ai,aj} = 252]

sao chamados de nimeros de Clifford. Os numeros de Clifford, em alguns aspectos, sao semelhantes
aos numeros de Grassmann ; discutidos no Apéndice E. A diferenca essencial entre estes dois tipos
de niimeros esté no fato de ai=1 enquanto ?=0. Como no caso dos nimeros de Grassmann, os
numeros de Clifford a; geram uma algebra chamada de algebra de Clifford, que tem como base o
conjunto de monémios

L,a;, a5, ;aqag---an .

De fato cada relacao de comutacao destes monémios pode ser escrita como uma combinacao linear
deles proprios, logo formam uma algebra fechada. Uma vez que o numero total de monémios acima
é 2V a &lgebra de Clifford expande um espaco linear de dimensao 2V, i.e., um elemento arbitrario da
algebra pode ser escrito como uma combinacao linear dos mondémios mostrados acima.

As matrizes v* de Dirac sao exemplos tipicos de numeros de Clifford como pode ser visto no
Apéndice A, o indice u contabiliza um total de D matrizes geradoras da algebra de Clifford. Uma
representacio matricial minima para poder expressar os 2P elementos da base que expande esta
algebra deve ser implementada por matrizes 2% x 2%, neste caso D pode, apenas, tomar valores
pares. Dentre os 2P elementos, existem D+1 que anticomutam entre si e possuem a propriedade
adicional de qualquer um ser o produto dos D restantes, a menos de fatores £1, + . Podemos
fazer a conexao com o espaco-tempo de dimensao impar D+1, associando estas D41 matrizes as
coordenadas do espaco-tempo. Podemos, também, fazer a conexao com o espaco-tempo de dimensao
par D, associando D) destas matrizes as coordenadas do espaco-tempo e a matriz que sobra torna-se
um dispositivo interno do espaco-tempo com o qual se concebe o que é chamado de quiralidade.
Destas conexoes surgem, naturalmente, entidades conhecidas como espinores.

1.1 Espaco-tempo de dimensao par

2

Inicialmente, vao ser tratados os espacos-tempos de dimensao par®. A métrica considerada para

o espaco-tempo é a métrica generalizada de Minkowski, dada pelos componentes 7,,, da matriz
diagonal:

+1

+1

—1

As componentes (+1) aparecem t—vezes e as componentes (—1) s—vezes, e nao necessitam estar na
ordem mostrada acima; vamos nos referir a esta métrica como M*'. Os indices de Lorentz (g, v,- )

20 caso impar sera discutido no final desta secio
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tomam D=s+t diferentes valores que correspondem as D direcoes ortogonais do espaco-tempo, s
direcoes tipo-espaco e t tipo-tempo. Vamos considerar que D é, sempre, um nimero par, a menos
quando dito explicitamente o contrario. As D matrizes +’s de Dirac que vao ser associadas ao
espaco-tempo serao, aqui, representadas por matrizes 2% x 2% complexas que satisfazem a relacao
de anticomutacao

{97 =201, (1)

onde 1 é a identidade 2P/% x 2P/2. A nossa convencio serd que as matrizes 4’s que satisfazem
(72 = 1) e (v** = —1) serao, respectivamente, associadas as direcoes tipo-tempo e tipo-espago. A
eq. (1) , também implica que as matrizes +’s tém trago nulo.
tr (") = tr(E9"9"y"), v#Fp e ¥ =£1.
Uma vez que y#v" = —y"~H.

tr (%) = tr (F7"7"7")
Usando, agora, a propriedade ciclica do traco,

tr (%) = tr (F7"9"7")

= —tr(y")

Portanto

tr (1) = 0. (2)

As matrizes v’s para qualquer espaco—tempo podem ser escritas como produtos tensoriais da
identidade 2 x 2 e das matrizes de Pauli que sao unitarias, portanto as matrizes 4’s, também, vao
ser unitarias. As matrizes nav*t, npv** e ney*!, com os n’s iguais a +1 ou —1, também satisfazem &
eq. (1) e, portanto, pelo teorema fundamental de Pauli [1], sao relacionadas a v por tranformacoes
de equivaléncia.

= (A 3)
Y= By BT (n = £1) (4)
P = —p(=1)Cyret (5)
Nas eqgs. (3), (4) e (5), respectivamente, fizemos as substituigoes n4a = —(—1)", ng = n e e =

—n(—=1)", A escolha para n4 mencionada acima determina que a matriz A seja dada pelo produto
de todas as matrizes v* que satisfazem (7“)2 = 1, estas sdo, na nossa convenc¢ao, as matrizes 7’s
tipo-tempo. Vamos denotar estas matrizes por 4'. A ordem do produto nao é importante ja que A
pode ser sempre definida a menos de uma fase. Vamos escolher que o produto seja tomado na ordem
crescente do indice [.

Em principio, para D par, temos duas possiveis matrizes B’s correspondentes aos dois valores
que 1 pode tomar. Veremos durante o nosso estudo que em duas situagoes teremos que optar em
favor de uma das matrizes B’s:

1. Quando estendermos o formalismo aos espagos-tempos com numero de dimensoes impar.
2. Quando estabelecermos as condi¢oes para que a acao seja invariante sob conjugacao-de-carga.

Estes comentérios, também, se aplicam a matriz C, pois, C = BT A. Finalmente as matrizes A, B e
(' sao unitarias, pois elas também podem ser escritas como produtos tensorias da identidade 2 x 2 e
das matrizes de Pauli.
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Prova das relagoes de equivaléncia:

Suponha que I = (1,2,...,t), logo A =~'...~" e

At AT = A1yt g 4t At

Sabemos que se um dado " é tipo-tempo, y*T = +#, entdo ele participa de A. Neste caso a tltima
equacao fica

Ayt AL = —(=1)t 4+ .

Por outro lado, se v é tipo-espaco, v*! = —~#, ele nao participa de A, neste caso a equacao fica
Ap A7 = —(“1)( =)

Portanto, para todos os casos, podemos escrever que

Ay AT = = (=1) 4

ou

P == (1) Ay AT

Seja 1 ==£1, logo
{ny"= my"" =221
portanto,
Nyt =By" BT
ou
vt =nBy" BT

Da ultima equacao resulta que
v =nB 4" B
vt =BTy (B~

-1
T = —p (—1)t (BTA) ok (BTA)

C=BTA (6)

logo:
= —p (=) Ot

Outras relacoes uteis envolvendo A, B e

AT = (=) g (7)
BT =¢B, (e=41) (8)
CT=cn' ()20 (9)

A" =p'BAB™ (10)

AT =qptc A~ C™! (11)



-4 - CBPF-MO-002/99

Prova das eqgs. (7—11)

A7V = 4t a2yt = (D) T (=D (=D At
= (=1t +E=1) 4 = (-1)" A
2% = 1 +2 4.4+ (=1
+(t-D)+(t-2) +..+4 1
2y = t + ot + ...+ t =1t(t—-1) , logo
(t-1) vezes

AL = (_1) t(t—l)/ZA

Da eq. (4) segue que :

V' =nBy"B

B~ [y = n(B)'y"B] B

nB~'y"*B =B (B*)"" y*B*B
yH

= (BB 4 (B°D)

ou, [B*B,4"] = 0. Pelo lema de Schur, B*B =1 , ¢ é constante. Agora, usando que B é uma
matriz unitaria®, podemos escrever que:

B=:cB"= BT=cB =BT = £2=1,
Bl =¢B, e=+1.
Da eq. (4) resulta, diretamente, que :

A*=n'BAB™!
A=n'B ' A*B,

e com uma simples transposicao, obtemos que

AT =t BT A7Y (BT, (12)
Usando as eqs. (7 ) (8) na equagéo anterior obtém-se:
Hi—
AT = ent (- 1)
t(t 1)
(BT4)" = (BTA) |

Podemos reescrever a eq. (12) como
AT — nt BT(BTA)—I
AT =yt (BTA) ATY(BTA)!

3 A substituicio de B por €'Y B nao altera a eq. (4), nao altera o valor de B*B e nao altera a relagio B~! = BT.
Portanto B, e em consequéncia ', podem ser definido a menos de uma fase.
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AT _ ntc A—l C—l

Os valores de ¢ determinam maneiras diferentes de se impor a condicao de realidade para o
espinor, ao valor, +1 de ¢, temos associado o espinor de Majorana usual que sera tratado aqui; ao
valor, —1, temos associado o espinor de SU(2)-Majorana [2]. Os célculos que determinam & em
funcio de s e t serao dados no Apéndice B. O valor de ¢ para as métricas M*!, M1t e M onde
s+t = par, é dado por

5:cosg(s—t)—nsin£(3—t) (13)

Note que s—t é sempre par e, portanto, ¢, s pode ter os valores £1.

Sabemos que a base de Clifford das matrizes v’s com 2P (D par) elementos contém D+1 matrizes
que anticomutam entre si. No caso da dimensao do espago—tempo ser igual a D, devemos tomar
D delas (as matrizes v4’s) e associa-las as diregoes do espago—tempo. A matriz que sobra pode ser,
sempre, escrita como o produto das outras D ja comprometidas e podemos, toma-la de maneira que
o seu quadrado seja igual a 1. Uma maneira sistematica de se fazer isto é tomar o produto na ordem
crescente do fndice g com um fator, de valor (—1)(*~9/*, Vamos chamar esta matriz de ypy;. Em
seguida listaremos as propriedades de ypy1 e a sua utilidade sera vista nas se¢oes subsequentes.

{7D+177M} =0, (14)
(vp+1)" =1 (15)
Yyt = 141 = (=1)" Aqpya A (16)
) (=) B
Vo4 =(=1)"7 Bypy B (17)
T L -1
o1 = (1) CyppC (18)
Prova das eqgs. (15-18)
Sejam ~',...,v? as D diferentes matrizes v, logo podemos escrever que
(=)
o = (1) At (19)
e portanto,
(:=0)
(p41)* = (1) = 4L.APqt 4P
(s—t) D(D—1) . s
=== (=) = (+)(=1)'1
(s—t) —
= (1) 7 (-7 (-1’1
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(7D+1) _]17
(t=3)
b = (=1) Q;VD fot
=(=1) g;Z(Jrl)t (=1 77!
)T (=D)(=) T AsP
(=)

N (s=t) _
7D+1—( 1) > Bypn B 17
T G pr AT

Mo = (21 T a7y

=(-1) T AP AtCt

= ()T ()T OqlaP o

i
— (-1)F C ppy €

Ther = (1T Crpa O
1.2 Espaco-tempo de dimensao impar

Para estender o formalismo ja desenvolvido ao caso do espaco—tempo de D+1 dimensoes (D par e
D=(s+t) ) de maneira que a matriz A, definida na eq. (3), permanega a mesma, precisamos associar
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a4 nova direcio uma matriz tipo-espaco. Esta matriz que chamaremos v é dada por v” = iypyy
(7p41 ¢ a tinica matriz disponivel para a extensao aqui desejada). A exigéncia que " satisfaga a
eq. (4) fixa, dentre os dois possiveis valores para 7, o seguinte valor:

n=—(=1)"7, (20)

o que pode ser visto da eq. (17). Portanto todo o formalismo previamente desenvolvido para D par
pode ser aplicado a D+1, sem se tocar na matriz A. desde que a nova direcao seja do tipo-espago
e que tomemos dentre as duas possiveis escolhas para a matriz B (ou ('), a correspondente ao valor
de n dado na eq. (20). Esta extensao é simbolizada por:

Ms,t7 A= (70, ”‘77D—1) R ]\454-1,157 ’Vﬁ _ (70, ”‘77D—177D) ‘

Do processo de extensao mencionado acima resulta que no final ficamos com, no minimo, uma direcao
tipo-espaco. Portanto, o tnico caso que nao pode ser contemplado pelo processo é aquele em que
todas as direcoes sao, no final, tipo-tempo e este vai ser simbolizado por M%* — M®**! (¢ par). Para
tratarmos deste caso, devemos tomar uma matriz ’yD tipo-tempo (’yD = vp41) € uma vez que s = 0,
da eq. (17) resulta que

n=(=1)" (21)

A matriz A deve ser modificada de maneira que acomode v, contudo, isto nao afeta o formalismo
pois, a eq. (3) tem a mesma forma, independente se ¢ é par ou impar.

Note que a extensao: D — (D + 1), nao altera o tamanho (2% X 2%) das matrizes 7’s.

2 Espinores

Os resultados estabelecidos nesta se¢ao e nas subsequentes sao para D par (SO(s,t)). Vamos,
entretanto, enfatizar que, a menos se dito explicitamente o contrario, os mesmos resultados valem
para D+1 impar desde que levemos em conta as consideracoes feitas na subsecao 1.2 e substituamos
7" por 4%

A idéia dos espinores surge com a observacao da identidade obtida no Apéndice D.

e—Q,}/MeQ _ (ew)u y,}/u 7 (22)
onde
0= (v = *77) (23)
8
€ Wy = —Wwy, sdo parametros reais que em D=(341) se relacionam ao angulo do referencial que

gira e a velocidade do referencial em movimento (boost). Veremos que esta identidade nos permite
relacionar, dentro do grupo SO (s, 1) a representacao vetorial com a chamada representacao espinorial.
Espinores sao objetos que sob a atuacao do grupo SO (s,t), transformam-se como

U — U= eQ\I/, (24)
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Portanto, a mais simples representacio para o espinor é aquela em que ele possui 2% componentes
complexas. O espinor adjunto W é definido tendo a sua transformacao sob SO (s,t) inversa a trans-
formacao de W.

U = MU

Pt = ghe

q;/T — q;Te—AQA_l

Ut = UTAe= A1

UMA = UfAe—9

Portanto,
U =Ue | U=0TA . (25)

Para se obter um escalar sob SO(s,t), é s6 tomar o produto WW. Para se obter um vetor sob

SO(s,t), basta fazer o sanduiche da identidade (22) usando ¥ e W,

Ve ytel = (e¥)* Uy" P (26)
ou
W = A" U7 (27)

Portanto, temos que W~4#W é um vetor que se transforma sob SO (s,1). Podemos, entao, associar
a cada direcao do espago—tempo uma matriz v* e, deste modo, encontrar uma relacao entre as
representacoes vetorial e espinorial.

2.1 Espinores de Weyl

Para D par, tal representacao é ainda redutivel, pois, neste caso, pode-se definir operadores de
projecoes P, e Pr, que dividem ¥ em duas partes com transformacoes uma independente da outra.
Em seguida, mostraremos como encontrar estes projetores. As propriedades dos projetores P e Pr
sao a complementaridade e a ortogonalidade, que sao propriedades gerais e implicam na idempoténcia
dos projetores, PL27R = Pr r. E mais uma terceira exclusiva do espaco espinorial. Estas propriedades,
respectivamente, sao dadas por

P+ Pp=1, (28)
PLPr=PrPL =0, (29)
[P, Q] = [Pr, Q] = 0. (30)

Usando a eq. (28), podemos reescrever a eq. (24) como

L Wy = M (U Tg),
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onde Uy p = PLrV e Qpp = PLrf. As egs. (29) e (30), implicam que Q7 Qr = Qp Qp = 0, de

modo que
WY, + W = e M7 (Uy, 4 W) = e (W + e0Up) = My 4 P00

Operando, novamente, os projetores P e Pr no ultimo resultado, repartimos ¥ em partes com
transformacoes independentes. Estas partes sao conhecidas como espinores quirais ou de Weyl (left-

handed ou right-handed),
U =W, e Uh =g (31)

Projetores que satisfazem as eqs. (28), (29) e (30) podem ser escritas em funcao de um tnico
operador, ¥ do espaco de Clifford das matrizes ¥’s e sao dados por

1 -
PLo==(1+7), Pr=

1
2
com 7% =1 e [§,9] = 0. No espago de Clifford das matrizes 4’s encontramos, apenas, duas possibil-
idades para 4 que sao: ¥ = 1 e ¥ = vpy1. A unica que torna os projetores Pr e Pr ndo-triviais é
~ = ~p+1. No caso do numero de direcoes do espaco-tempo for impar vp11 nao é mais disponivel, pois
foi associado a direcao adicional quando feita a extensao descrita na subsecao 1.2. Logo, neste caso,
os projetores nao podem ser definidos. No caso do nimeros de direcoes ser par, vpi1 é disponivel e
os projetores existem. Portanto, neste caso, os espinores de Weyl podem ser definidos e os projetores
sao, entao, dados por

P =

(L +9p41), Pr= 51 —7p41) . (32)

[N

1
2
O Vinculo de Weyl

Seja ¥ um espinor sem qualquer vinculo. O espinor de Weyl-L é obtido a partir de ¥ por

Uy =—(14~yp1) V0,

[N

logo,
1
Yo ¥ = 3 (o1 + 1) ¥ =y, .

O espinor de Weyl-R é obtido por

Up = (]1 - 7D+1) N

[N

logo,

1
Yp+1¥YR = 3 (vpy1 — 1) ¥ = —Up

Portanto, podemos descrever os vinculos de Weyl L e R como:

“Ur e Up sao autovetores de ypiq com autovalores, respectivamente, dados por +1 e —1.”
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2.2 Tipos de espinores conjugados-de-carga

Da eq. (24), obtém-se que

(B=10™) = B~1¢%" BB~y
_ (BB (B~10%)

Vamos definir

v = BT, (33)
Da eq. (8), vé-se que B~'Q*B = Q, logo

\I}/O — eQ \I}C,

UC = U= U0C =0 =0 ou VY =0 = 0=y

E conclui-se que ¥ transforma-se sob SO (s,?) como o préprio W. Portanto, se imposto o vinculo
UY = U, este vai ser sempre preservado sob as transformagoes de SO (s,t). Os espinores que possuem
esta propriedade sao conhecidos como espinores de Majorana. O vinculo de Majorana pode ser
reescrito como

U =By (34)

e este vinculo em um espinor tem o mesmo papel que o vinculo de realidade em um escalar. Porém,
da eq. (34), temos que

U* = BY

(V)" = (BY)

el
—~

U =pFY"=BBY=cU

Portanto os espinores de Majorana* s6 podem ser definidos para os espacos-tempos em que ¢ = 1.
De uma analise idéntica & que foi feita a partir de W na secao 2.1, mostra-se, a partir de U, que

4

PrUY e PpUY transformam-se sob o grupo SO (s,t), respectivamente, como os espinores de Weyl
U e Up. Aplicando Pp r ao espinor conjugado de carga obtém-se que

PLU® = PLB7'U* e PrU© = PrB~U” (35)
Por outro lado, da eq. (17) resulta que:

1 (s=t) 1 i
SN 7D+1] B'=p"! [5 (1 ivml)] (36)

Portanto para s—t = Omod4, a eq. (36) pode ser reescrita como

(PLr)B™' =B ' (PLRr)".

4No caso de ¢ = —1, podemos impor, por exemplo, a conhecida condicio de realidade SU (2), e definir os espinores

SU (2) - Majorana [2].
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Com este resultado, a eq. (35) fica:
PO =B75 =08 e PrU° =BT, =05 .
Considerando, agora, o vinculo de Majorana,
VS =0, = UF =0, =0, ou WY =V, = UF =),

conclui-se que ¥¢ e U4, respectivamente, transformam-se sob SO (s, ) como ¥y, e Up. Quando ¢ = 1,
o que acontece, no caso tratado aqui, quando s—t = Omod8 (o que pode ser visto da eq. (13)), o
vinculo de Majorana sobre estes espinores sera preservado sob transformacoes de SO (s, 1), resultando
nos chamados espinores de Majorana — Weyl.

Para s—t = 2mod4, a eq. (36) pode ser reescrita como

(Ppr)B™' =B ' (PLRr)".
Com este resultado, a eq. (35) fica:
PO = B7W5 =04 e PrUY =BT =09 .

Neste caso, U e U%, respectivamente, transformam-se sob SO (s,t) como Ui e V. E nao adianta
impor o vinculo de Majorana sobre os espinores de Weyl, pois este nao vai ser preservado sob
transformacoes de SO (s,t). O vinculo que podemos impor é

Uy, =045 ou Up=UY,
que é o vinculo conhecido de D = (3 + 1) que expressa, nada mais, que o vinculo de Majorana, s6
que escrito em termos dos espinores de Weyl.
Exercicio

Na verdade o vinculo de Majorana é compativel com o vinculo de Weyl em s—t = Omod4 e incom-
pativel em s—t = 2mod4, como sera visto em seguida. O vinculo de Majorana e o vinculo de Weyl
sao, respectivamente, dados por

V=B | U=y, U,
e simultaneamente impostos resultam em

(-)T U=, (37)

de onde podemos averiguar os resultados lidos no enunciado deste exercicio. Usando eq. (17), verifique
a eq. (37) mostrada acima.

3 Acao para espinores
Parte livre

A acao livre, S, é um funcional real, adimensional e escalar sob SO (s,1), na qual deve estar contida
toda a informacao sobre a propagacao do espinor ¥ quando este esta livre de interacoes. Portanto
deve ser construida a partir de bilineares que contenham informacoes sobre a dinamica de W. Ja
conhecemos um escalar: U,
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Exercicio

Mostre que Wryp, W é escalar®, apenas, se o niimero de dimensoes do espaco-tempo for par, enquanto
U~#9, U é escalar para qualquer numero de dimensoes. Portanto, podemos escrever a acao como

S = /de,co(q;,auq;).

onde Lo (¥,0,U) é a densidade Lagrangeana que; pode ser sempre definida a menos de um “termo
de superficie”, tem a dimenséao canénica dada por mass”

Lo = VPV + BmUV + §msUvyp W, (38)

e ¢ lida como

O dltimo termo de £y dado acima s6 pode ser considerado se o nimero de dimensoes do espago-tempo
for par; m e ms sao parametros reais com dimensao de massa; @ = v#0,; «, 3 e 6 sao fatores que
podem ter valores (+1,41¢), dependendo do valor de t considerado e sao determinados impondo-se
que 5, seja Hermiteana.

3.1 O vinculo on-shell

A equacao que resulta da variacao de S é dada por
(a@ + Bmll + dmsyp41) ¥ =0. (39)
Sejam, aqui, = e y constantes que devem ser determinadas pelo vinculo on-shell, logo

(@@ + aml + ymsypi1) (@@ + Bl + dmsypy) ¥ =

(a0 + 2fm® + yémi) 1 + (x8 + yB)mmsypy1 +
(z + B)am@ + (y — d)amsypp Pl ¥ = 0.

O vinculo on-shell é estabelecido tomando x = —f3, y = § e substituindo [J por —p?, assim a equacao
acima resulta em

0% = (= + ) (10)
O espinor que satisfaz as egs. (39) e (40) é conhecido como espinor de Dirac ou simplesmente espinor
on-shell. Em seguida mostraremos uma tabela em que os nimeros de componentes reais (c.r.) é

contabilizado a medida em que os diversos vinculos sao impostos sobre o espinor. Vamos partir do
espinor off-shell que é o espinor sem qualquer vinculo.

Tabela 1
espinor off-shell 2(0+2)/2 ¢ r,
Weyl off-shell 2D/2 ¢ r.
Majorana off-shell | 2772 c.r.
M-W off-shell 20=2)/2 ¢ p,
espinor on-shell 2D/2 ¢ r.
Weyl on-shell 20-2)/2 ¢ r,
Majorana on-shell | 20-2/2 ¢ r
M-W on-shell 20=-9/2 ¢ p,

®Na, verdade, este termo é um pseudo-escalar o que pode ser visto se considerarmos a simetria de paridade.
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Note que para D=2 o espinor de Majorana-Weyl on-shell tem 1/2 componente real. Este resultado
pode ser justificado no fato de tais espinores, neste caso, se moverem em um unico sentido da direcao
espacial, o que sera revisto na secao 4.

3.2 Hermiticidade
Lo = oz\IITA’y*‘aM\I/ + BmUTAV 4 dms Ut Ayp 0,
L£h= o (9, 01) T AT + Brm WA= + 6" msWlyp, TATID,

que pode ser escrito, a menos de um “termo de superficie”, como

L= —a Uy A=10,T + f*mUTA 4 §*ms Uty TAT,
L= —a A A1), T + BrmUA AT + §*ms WAy TAIT

Usando que A™! = (—1)ﬁt2__12 A

Y

Lh= —ar (1) T WA AT 4 B (—1) T m O 4 87 (—1) T ms WA ypy A

Usando que A7'y*"A = — (=1)'4v* e AyptA = (=1)yp4,

t(t+1) t(t—1) — t(t+1) —
LY = o (=1) 2 Uy 9,0 + 5 (—=1) 2 mUV 46 (=1) 2 msUyp ¥,
—_——— —_———— —_———
o 8 1)
Para que a acao S seja real, deve-se ter que:
t(t+1) H(t—1) t(t+1)
(1) =a, F ()T o=, ()T =

Com estas equagoes, pode-se construir uma tabela, onde os valores de o, 3, § e p* (este tltimo dado
pela eq. (40)) sao mostrados para numeros diferentes de ¢.

Tabela 2
t Omod4 1mod4 2mod4 3mod4
« 1 7 7 1
I¢] 1 1 7 7
) 1 7 7 1
p2 —m? + mg m? + mg —m? + mg m? + mg

Um comentario interessante sobre reducao dimensional sera feito antes de prosseguirmos. Considere
o problema de se fazer uma redugao dimensional de D = (2+42) para D' = (24+1) e manter o pdlo
positivo-definido. Devemos escolher dentre as duas possibilidades de massa para D = (242), a ms,
pois neste caso p* = m? que é positivo-definido, como queriamos. Esta escolha é necesséria pois no
processo de reducao dimensional, o sinal do polo permanece o mesmo e este é o sinal adequado ao
caso de termos uma unica direcao temporal. Note, entretanto, os seguintes detalhes: Se partimos com
um unico espinor de D, em D’ ficamos com 2 espinores; A massa ms €, por definicao pseudo-escalar,
portanto é natural que o termo de massa em D' = (2+1) seja, também, pseudo-escalar.
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Parte de interacao

A invariancia sobre U (1) local é conseguida as custas de um campo vetorial A,, que deve ser
introduzido via o acoplamento minimo usual em que J, é substituido pela derivada covariante
D, =0,+19A,. Deste modo a Lagrangeana L

L=aV PV + gmUV + dmsUyp, ¥, (41)
onde ) = ~*D,, fica invariante sob as transformagoes de gauge:
O ey ge S ge gy

g é a constante de acoplamento associado a simetria U (1) e w é um parametro real. Isolando o termo
de interacao da eq. (41), obtemos que

L tagW AV,

int =

onde A =~4*A,. L i, &, facilmente, visto ser Hermiteano.

Prova:

’CTint = —ia”gUTy A=A U
= —ia gl (A_I’WTA_I) AU
= —a* (—l)t(t;) g (A_I’WTA) AU
= ioz*(_—l)t(t’jl) gUy AU

= 1agV AV

Exercicio

Usando as propriedades dos projetores P e Pgr, reescreva a Lagrangeana dada na eq. (41) em
termos de Wy e Wi, Com L escrito nesta forma, teremos um insight de como construir as acoes dos
supercampos (isto é, a su.sy.) em qualquer espaco-tempo.

Sugestao: Por causa da matriz A, os casos t=par e t=impar devem ser tratados separadamente.

3.3 Conjugacgao-de-carga

Vamos representar o lado direito da eq. (41) por £(W, A,). Uma vez que esta Lagrangeana é real,
pode-se expressar a sua invariancia sob a conjugacao de carga por

CL(V,A,)C™ = [L (W, A,)] . (42)

A dltima igualdade foi motivada pelo fato de que a operacao de conjugacao de carga sobre um campo
resulta no seu complexo conjugado, a menos de uma matriz se este é um espinor, ou um sinal se este
é um campo vetorial ou escalar. O operador C age no espaco de Hilbert da seguinte maneira

CL(W, A)C =L (WC AT), (43)
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onde VY = CWC™! e Ag = CA,C™! sdo os campos conjugados de carga. FEnfatizaremos que a
eq. (43), além da igualdade, expressa também que a conjugacao de carga sobre a Lagrangeana
original resulta em uma nova Lagrangeana, sé que agora acomodando os campos conjugados de
carga correspondentes, com exatamente a mesma forma da original. Logo podemos reescrever a
eq. (42) como

£ (W A7) = [C(W, A (44)

A nossa estratégia vai ser a partir do lado direito da eq. (44), apds alguma &lgebra, dispor seus
termos de modo que tenham a mesma forma que os da Lagrangeana original, identificando-se assim
os campos conjugados de carga.

Parte livre®
Lo(V) = aU~"0,V + BmUY + dmsUyp, ¥
Lo (U)]" = —a 0T (Ay%)" 9,9" — FmUT A0 — 6 ms W7 (Aypy, )" U
= —ay'™ (W' BA) 40, (B7W) — gy'm (W7 BA) (B~
—5*0" (—1)7 s (WTBA) yp B0
Neste momento, é interessante identificar o espinor conjugado de carga’” W,

U9 = B71o* — 0¢ = U BA,

que coincide com o dado na eq. (33) e pode ser reescrito com a ajuda da eq. (6) como ¥¢ = T
Portanto
Lo (D) = —ay T U099, 0 — Bp'mUC UE — 67 (—1)F msWC ypy, WE
t(t J— t(t— JEE—
= —p'tt(=1) > AWy 9,0 — gt (=1) > : Bmwo v +
t(t4+1 s—t [—
=" (=1) 2 (=17 6mg W ypy, OO
Termo cinético (@) — ele existe para um dado valor de ¢, desde que
o(t+1)
(=) =1 (45)
Termo de massa (m) — ele existe para um dado valor de ¢, desde que
t(t—1
n' (=) =-1 (46)
Termo de massa (ms) — ele existe para dados valores de s e t, desde que
t(t—1) D
W (=1)7T ()T =1 (47)
Desde que as eqs. (45), (46) e (47) valem, pode-se escrever que
Lo (U)]" = aWOPWE + BmUC U + §msWC 7 W = Lo (V)
Qs espinores sdo anticomutantes. Adota-se para as variaveis anticomutantes a regra (ab)” = —a*b*. Mais detalhes

podem ser encontrados no Apéndice E.
"Lembre-se que ¥¢ pode ser, sempre, definido a menos de uma fase.
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Parte de interacao

Lt (P, A) = iaglUy"A, T
(U, A = davg (V) A0
= ia"gUT (Ay")" A, U
t(t+1)
— iy (=) ag (W BA) 44 A, (B7)
—_— ——
-1

= —iagUCy A, WY

int

c

Esta é a Lagrangeana que descreve a interacao do “f6ton” com um férmion que tem o sinal da carga

oposto ao do original, esta é a razao do nome, conjugacao-de-carga. A invariancia sob conjugacao de
c_ e

carga requer que A, = —A,, desta maneira:

(£ 10t (0, 4] = iagWT47we = £ ;¢ (99, A9).

3.4 Analise das condigoes para a existéncia da agao para os diferentes
tipos de espinores.

Dimensoes pares

Considerando t par, logo, t = 2k, k € Z . resulta que n vai ser fixado, dentre os dois possiveis valores,
pelo termo cinético como pode ser visto da eq. (45)

n(=1)F = -1 = p(-1)"* = -1. (48)
Da eqs. (46) e (47), obtemos, respectivamente, as relagoes de consisténcias
(=) =—1, (=) = -1 (49)

O que nos permite concluir que o termo cinético fixa o valor n =—1 para t = Omod4 e o valor n =1
para t = 2mod4. O termo de massa com m sé € possivel para ¢ = 2mod4, e o com ms, apenas, para
s = 2mod4.

No caso de t impar, logo, t = 2k+1, resulta, agora, que 5 vai ser fixado pelos termos de massas.
Das eqs. (46) e (47), chegamos, respectivamente aos resultados

§= = (=0 = ()R (e, (50)

Da eq. (45), agora, obtemos a relacao de consisténcia para a existéncia de um termo cinético para o
espinor conjugado

(—)t=D72 =, (51)

Portanto, podemos concluir que o termo cinético existe, apenas, se t =Ilmod4. O termo de massa
com m fixa o valor n =—1 para t = Ilmod4 e o valor n =1 para t = 3mod4 (neste caso nao teremos
o termo cinético) e o termo com ms, fixa o valor n =—1 para s = 3mod4 e o valor n =1 para s
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= lmod4. Neste momento é conveniente mostrar explicitamente os resultados que sao obtidos da

eq. (13).

s—t

—10| =8| —6

—4

—210] 2

4

10

e

n |1 |—n

-1 7|1

)

—1in]|1

)

(52)

Com estes tltimos e mais os resultados listados acima, podemos montar a tabela dada logo em

seguida.
Tabela 3

t D=2 D=1 D=6 D=8 D =10

0 1,0, ms, M —1,0, p* —1,0,ms, M —1,0, M~ 1,0, ms, M
L, ms, Y L, p~ 1, ms, M 1, M~ L, ms, YW

) —1,0,m, M~ —1,0,m,ms, M —1,0,m, M* —1,0,m, ms, M —1,0,m, M~

1,0, ms, M~ 1,0, M 1,0, ms, M* 1,0, M 1,0, ms, M~

) —1,m M —1, m~, ms, M* -1, m-, M —1, m~,ms, M* —1,m M

1,0,m=, M 1,0, m=,ms, M* L,o,m -, M 1,0, m~,ms, M* 1,0,m=, M

3 —1, M —1, ms, M~ -1, M —1, ms, M*
1, m,ms, M 1, m, M* L, m,ms, M 1, m, M~

A 1,0, M~ —1,0,ms, M —1,0, M* 1,0,ms, M
L,y 1, ms, M 1, M~ L, ms, YW

5 —1,0,m, M* —1,0,m, ms, M —1,0,m, M~

1,0, ms, M* 1,0, M 1,0, ms, M*

6 -1, m-, M —1, m~,ms, M* —1,m-, M

L,o,m -, M 1,0, m~,ms, M* 1,0,m=, M

. -1, M —1, ms, M*
L, m,ms, M L, m, M*

8 —1,0, M* —1,0,ms, M
1, M~ 1, ms, M

9 —1,0,m, M*

1,0, ms, M*

—1,m M

10 1,0,m=, M

A tabela acima contém as seguintes informacoes. Em cada entrada, —1 e +1 sao os valores de

n, e a direita de cada um, estdao os simbolos correspondentes. A presenca de 9, m e mjs denota,

respectivamente, a existéncia de termo cinético, de massa m, de massa ms que respeitam a simetria
de conjugacao-de-carga; a nao presenca de um deles indica que o termo correspondente viola a
conjugacao-de-carga. Em algumas situagoes o sinal (—) aparece rotulando m, isto indica que com o
vinculo on-shell, a contribuicio de m? para p* é negativa, como ja foi indicado na Tabela 2. Com M
e Y vamos denotar, respectivamente, ¢ = 1 (temos, entao a presenca de espinores de Majorana ) e ¢
= —1 (temos, apenas, a presenca de espinores de -Majorana ). O simbolo aparece sempre
1(t ) ) ca d de SU(2)-M O bolo (*
— s = ¢
quando s—t = Omod4. Com estas ultimas notacoes temos, por exemplo que M*, denota a presenca
de espinores de Majorana-Weyl.
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Dimensoes impares

Da mesma forma podemos montar uma tabela referente aos espacos-tempos com nimero de diregoes
impar. Porém, agora, devemos levar em conta as consideracgoes feitas na subsecao 1.2. A tabela é
mostrada logo abaixo.

Tabela 4
t D=3 D=5 D=7 D= D =11
0 I oM 1, M 1,9, M 1, M
1| —=1,0,m M 1,0, M —1,0,m, M 1,0,M —1,0,m, M
2 | 1,0,m™, M -1, m -, M L,o,m -, M —1,m-, M 1,0,m=, M
3 —1, M 1, m,M -1, M L,m, M —1, M
1 oW 1, M “1L,o, M LM
5 1,0, M —1,0,m, M 1,0,M —1,0,m, M
6 L,o,m -, M —1,m-, M 1,0,m=, M
7 LM 1, m, J LW
g “1L,o, M LM
9 1,0,M —1,0,m, M
10 1,0,m=, M
11 LW

Na tabela acima, D = t4s+1. Os simbolos nela tém os mesmos significados que na precedente.
Nota-se, entretanto, os seguintes detalhes; ms nao aparece, pois tratam-se, agora, de dimensoes
impares, também nao mais aparece o simbolo (%), pois este esta relacionado a imposicao simultanea
dos vinculos de Majorana e Weyl e este tltimo nao faz mais sentido no caso aqui considerado. Nas
Tabelas 3 e 4 os mesmos simbolos se repetem para um dado valor de ¢t a cada D mod 8 e, também,
para um dado valor de D, a cada t mod 4, portanto é imediato inferir o que temos nos espacos-tempos
com numero de dimensoes superior a 11.
Vamos, para finalizar esta se¢ao, reescrever as eqs. () e (9) como

A = cCyCt e CT =¢C (53)
onde,
C=—n(=1)t e &=en'(—1)0-D/2 (54)

Ja temos 1 e ¢ totalmente sob controle; portanto podemos montar uma tabela que nos permite
identificar prontamente ( e ¢

Tabela 5
t | Omod4 | 1mod4 | 2mod4 | 3mod4
¢| -7 U - n
13 3 en — —en

Nas Tabelas 1-5 estao sumarizados todos os resultados que sao necessarios para se iniciar um trabalho
com férmions, e em conseqiiéncia su.sy., em qualquer espaco-tempo flat, e estes sao os principais
resultados destas notas. Estes mesmos resultados sao obtidos em [3] de uma maneira bastante
ilustrativa.
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Obs.

Nada nos impede de associar as matrizes v’s tipo-tempo (isto é, as que tém quadrado igual a matriz
identidade) as diregoes espaciais (isto é, as que correspondem as componentes —1 da métrica) e,
por sua vez, as matrizes 4’s tipo-espaco as direcoes temporais. Matematicamente isto é realizado
substituindo a eq. (1) por

{,}/M?,}/V} = _QUMUH ) (55)

Uma vez que os calculos foram baseados nas propriedades das matrizes 4’s e nao da métrica. Tal
procedimento tornaria os resultados que foram originariamente obtidos para s espacos e t tempos
validos, agora, para t-espacos e s-tempos e deste modo a dualidade entre s e ¢ é estabelecida.

4 Estudo das representacoes

Antes de iniciarmos um estudo mais formal das representacoes das matrizes 4’s, vamos fazer um
breve comentario sobre D=(1+1), que é um dos espagos-tempos mais simples. A métrica vai ser

dada por
_I_
e () (50
Neste caso, e=1 e s—t = 0, logo podemos, simultaneamente, impor os vinculos de Majorana e
Weyl. Para a massa ser dada por m, e nao ms, devemos escolher n = —1. As duas matrizes ~+’s

associadas ao espaco-tempo e a matriz y3 (versao 2-dimensional da matriz yp41) vao ser escolhidas,
convenientemente, como

I

Y= (0y.i0.); 3 =7 =0, (57)

as matrizes de Pauli sdao dadas por

()P () e

A representacao de Weyl é definida pela forma diagonal de vp11, como na representacao acima.
Note que v#** = —+* . Logo, da equacao

V"= —By"B™ (59)

vemos que B = 1, e é isto que caracteriza a representacao de Majorana. A representacao que tem,
simultaneamente, as propriedades das representacoes de Weyl e Majorana é chamada de representacao
de Majorana-Weyl (nao confundir com o espinor de mesmo nome). Uma outra maneira de identificar
a representacao de Majorana é através da matriz C' | que pela eq. (6) torna-se C=A. No nosso caso
temos, apenas, 1 tempo, logo C'=+°. Na representacio de Weyl, os espinores de Weyl aparecem

sobrepostos um ao OlltI’O7
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O vinculo de Majorana sobre ¥, lembrando que B = 1, resulta em
U=y ; 61
{x =x(lgl). (61)
A condicao que ¥ seja on-shell é dada por

(i4"0, —m)¥ =0 (62)

(L *2)(2)-

que ¢ equivalente a um sistema de duas equacoes acopladas
—(0o+ ) —mx =0.
Para desacoplar as equacoes de movimento devemos tomar m = 0, logo

Estas equacgoes desacopladas sao chamadas de equacoes de Weyl. Os espinores 1 e x sao os chamados
espinores de Majorana-Weyl on-shell. e cada um possui 1/2 grau de liberdade. Qual o significado

ou

fisico de 1/2 g.1.7 Vamos tomar a primeira equacgao do sistema acima:

0 0
Note que
0 df(x + 1) 0(x + 1) ,
—_— 1) = =
TR Al P T / (67)
e
0 df(x +1t)0(x + 1) ,
il 1) = =f.
a:z:f(x +1) d(x +1) Ox ! (68)
Portanto
X = x(z+1) (69)
Como um ponto sobre a curva desta funcao, de ordenada yg, se desloca a medida que ¢ passa?
X(%0) = Xo
70
logo
r+t=axg=>ar=x9—t=>0v=-1, (71)

o que mostra que Yy sempre se desloca para o lado esquerdo de z. O espinor y é chamado de left-
mover e este é o significado fisico de 1/2 grau de liberdade. Como exercicio, poderia ser mostrado
que ¥ é um right-mover.

Com este exemplo, em que foi mostrado uma situacao onde temos uma representacao para as
matrizes v’s muito simples, fica facil nos determos em um estudo mais formal das representacoes.
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Uma notagao para a matriz identidade

Vamos denotar por 1, a matriz identidade 27 x 2%, logo

T 2 T R S T (72)
0 1Ip_

4.1 Representacao de Weyl (quiral)

Sabemos que a matriz vp,,, tem trago nulo e autovalores +1, o que pode ser visto das eqgs. (2) e
(15). Portanto o nimero de autovalores +1 é idéntico ao de —1, e estes podem ser convenientemente
ordenados por meio de transformacoes unitarias. Assim, pode-se encontrar uma representacao onde
~Yp41 possui a forma

Yo41 = ]]‘D—Q 0 = 0, ® ]]~D—2' (73)
0 —1p_2

Esta é a chamada representacao de Weyl. Uma vez que

Y Vo4 + 007" =0, (74)

as eqs. (73) e (74) asseguram a seguinte forma para as matrizes v# :

(5 %) )

o que, por sua vez, conduz a forma diagonal para {):

1 wr, 0
_ - BaV Vb
A (0 MR) : (76)

Portanto podemos escrever que

w:(gg), (77)

onde ¥y r sao os espinores de Weyl e possuem, cada um, (2(%_1) componentes complexas. As
matrizes v’s na representacao de Weyl, exceto vp41 mostrada na eq. (73), sao constituidas de blocos
na posicao off-diagonal.

Exercicio

Escreva os projetores P e Pr nesta representacao e calcule Wy, = PV, U = PrY, Q) = PLQ e
Qr = Prf). Nesta representacao, os resultados da subsecao 2.1 tornam-se mais evidentes.
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4.2 Representacao de Majorana.

Vamos em seguida mostrar que nos casos em que ¢ = 1, podemos sempre encontrar uma matriz
unitaria S que faz a transformacao de uma base arbitraria para a base de Majorana. Uma base de
Majorana € definida quando a matriz B € igual a identidade. Antes de encontrar a matriz S, vamos
ver que para € = 1 é possivel expressar a matriz B de uma base arbitraria em uma forma bastante
conveniente para o nosso proposito. Para os casos onde ¢ = 1, a matriz B, além de wunitdria, é
simétrica, o que pode ser visto na eq. (8). Assim, podemos decompd-la como

B =B;+1:B;, B;e B; reais e simétricas, (78)
de modo que
B'B =Bl + B +i[By,By] =1p (79)
ou

2 2 __
{ B2+ BZ=1p (30)

[Bl, BQ] — 0

“Uma vez que By e By sao reais, simétricas e comutam entre si, existe uma matriz ortogonal e real
R e matrizes diagonais e reais by e by tais que

B = Ry RY | B, = Rb,RT 7, (81)
logo
B = R(b, +iby)RT = RbRT | (82)
de modo que
B'B = Rb*bRT = 1p . (83)

Considerando a seguinte reparametrizacao,

b=e", A diagonal e real (84)

Y

podemos reescrever B como
B = Re™*RT . (85)

Com este resultado, podemos retornar ao nosso objetivo que é encontrar a matriz S que faz a
transformacao de uma base arbitraria v* para a base de Majorana 4*. O teorema fundamental de
Pauli [1], é lido como

“As matrizes ¥* e v* sao representacoes equivalentes da algebra de Clifford, desde que
At = SyrSTE? (86)
Devemos, agora, encontrar a equacao para a nova base ¥* que corresponde a

A = nBy* BT (87)
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Reescrevendo eq. (87) com 4" dado em termos de F#, temos que

(57'548)" = yBS™'5"5B™! (88)
que resulta em
A = pS*BSTIAFS BTS (89)
ou
P =By (90)
onde
B=S"BS™". (91)
Assim, pode-se escrever, com a eq.(85), e as propriedades de ortogonalidade e realidade da matriz
R, que
B= (SR)*e™(SR)™". (92)
A seguir, pode-se escolher
g gt (93)
unitaria, com o que se chega a
B=1p, (94)
e, consequentemente,
= (95)

A matriz S dada pela eq. (93) faz a transformacao desejada. Substituindo, B = 1p na eq. (34)
resulta que W é real. Estas sao as propriedades da chamada representacio de Majorana. Vemos,
também, que vale a igualdade, ¢’ = A. As matrizes 7’s ou sao todas reais, ou todas imaginarias
puras, o que pode ser visto da eq. (95); conseqiientemente, a matriz {) sera sempre real e qualquer
transformacao de SO(s,t) vai manter W real.

4.3 Uma receita para a construgao das matrizes +’s de Dirac

Uma representacao matricial minima para poder expressar os 2P elementos da base que expande uma
algebra de Clifford deve ser implementada por matrizes 2°/% x 2°/2_ logo p deve ser par. Vamos denotar
por 7, o conjunto das p+1 matrizes, contidas nesta base, que anticomutam entre si e, também, por
1, a identidade deste espaco. Ex. para p=4, temos 5 matrizes que anticomutam entre si, que podem
ser as matrizes 4’s do espago-tempo habitual mais v5 = i~%y1y2~3.

As matrizes I'p’s do espaco de dimensao D = p+¢+2 (p, g pares = D = par) podem ser dadas

na representacao de Weyl [4] por

FM{ 'y =0, @1,@9, m=(0,---,p)
D

_ A " M =(0,---,D—1). 96
FZS—H— :O-y®7;n®ﬂp7m:(07"'7Q)} ( ) ( )
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Note que 2-24/2.20/2 = 2D/2 Jogo I'M sao matrizes 2P/2 x 2P/2, Estas matrizes, também podem ser

escritas como:
0 oM

onde

{UM:(ﬂq@@%T; _@'%W@]lp)

~ T 98
O-M:(]]‘q®7p ;Z’}/q ®]]‘p) ( )

Por construcao, a métrica ™" do espaco de D dimensdes é escrita a partir de ™" e ™", que
sao, respectivamente, as métricas dos espagos de p+1 e ¢+1 dimensoes. As matrizes I'p’s satisfazem
a

{ry, 18} =291, (99)

g N =M = pMN = (y™™; y™7) = assinatura,
NVN#A#M =MV =0

Dentre os D sinais da assinatura, teremos ¢ sinais (—I—) e s sinais (—) Podemos construir a matriz
I'pi1 que anticomuta com as demais matrizes I'p’s da seguinte maneira

Ipgq = (—1)E79/479 ... Bt (100)

O fator garante que I'},; = 1p . E facil verificar que, a menos de um sinal, I'pyy =0, @ 1, @ 1,.
Os geradores do grupo SO(s,t), YMYN, vao ser aqui definidos de maneira que © dado na eq. (23) seja
escrito como

1

logo, sao dados por

1 ﬂg@ﬂ@ U;nn 5

SMN = 2 MV =% Lo el,, (102)
1. n m
§ZUZ®7q ®7p ’

onde, 0" = i [’y;”,’y;], e U;”_” = i [’qu, ’yﬂ . Portanto, temos um total de geradores dado por

p(pjl)_|_q(q‘2|'1)_|_(p_|_1)(q_|_1): D(lg—l) _
A tabela abaixo mostra os possiveis valores que p e ¢ podem ter para um dado D
Tabela 6
D| p q
2 0 0
4 2 0
4 0
6 { 2 2
6 0
8 { 4 2
8 0
10 6 2
4 4
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Note que para D=4N e D=4N+2, temos N possiveis pares (p,q)’s.

Podemos generalizar os diferentes tipos de representagoes das matrizes v’s de D=(3+1), dadas
nos livros, para D=(s+t) arbitrario. Ex’s:
Dirac (Itzykson-Zuber)

R 1, @4™
M) 72 e 103
D {Zo.y®,}/;n®ﬂq7 ( )

para D=(3+1), 75"=(0s, 0y,02) e 35'=1 ;
Weyl (Itzykson-Zuber)

Y = { 7s @1, © 7 (104)

para D=(3+1), v3*=(0s, 0,,0.) e v5'=—1;
Majorana (Greiner)

:Q1, @
™™ _ g g @ p 105
y={ omew (105)
para D=(3+1), v5"'=(0,,i0,,i0,) e y5'=i .
Maj-Weyl real em D=(3+3) com assinatura (+ — — — ++).
@ 1L, ® v
M) v 106
S A (106)
i) p=¢=2 B
m,m=(0,1,2) e v)'=~"= (0,,00,,10,).
i) p=4, ¢=0

m=(0,1,2,3,4) e v7'=(7",7',7%,7%,75)= puras imagindrias; m=>0 e ~; =i.
77, a menos de y5=i7%v'¢?7%, sao dadas pela eq.(105) no caso (3+1).
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A  Um pouco mais de algebra de Clifford das matrizes 7’s e
papel matematico da matriz C

Seja I', o conjunto cujos elementos, Fzz), n=(0,1,...,D) D par, formam a base da &lgebra de Clifford
gerada pelas D matrizes v’s de Dirac. A algebra de Clifford é lida das relagoes de comutacao
satisfeitas por todos possiveis pares de elementos de I'; por exemplo, para D = 4, I' contém os
seguintes elementos
L
U
Ly 1, 4 =(1)

, i =(1,2,3,4)

I Teyd 1)y iy = (1,2,3,4,5,6)

F(3) 707273 ’ i3 = (1727374)

Ly "9, 14 = (1)

Para D=4, 1, = (1, s (;t)) Portanto o nimero de elementos de I' é dado por

N:é(i):(lﬂ)‘*:?‘:m.

Em geral, 2, (1, s (g)), logo o numero de elementos de I' é dado por

N:é(g):(HDD:zD

Portanto, a base da algebra de Clifford possui 2P elementos. Um objeto que vive no espaco linear
expandido por esta base, para ser expresso, precisa de 2” componentes. Uma estrutura que carrega
naturalmente 2P componentes é uma matriz 2% x 2%. Portanto as proprias matrizes v’s podem ser
deste tamanho, esta representacao das matrizes v’s é a de tamanho minimo e, correspondentemente,
um espinor deverd ser representado por uma matriz coluna com 2% componentes. Seja M um dos
objetos que vive no espaco linear mencionado.

M =33 AnTE, n=(0,1,..,D) e i, = (1 (D)) :

n
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M nesta base, é descrito pelos 27 coeficientes Azz). Para a matriz 4%, por exemplo, todos os A%,
com excecao de A, = 1, sao nulos.

Dentro de um subconjunto I',y de I, caracterizado por um valor fixo de n, temos como elementos
algumas matrizes simétricas e outras anti-simétricas. A matriz C' tem a propriedade de o seu produto
com cada uma das matrizes de I',) resultar em novas matrizes que sao agora, todas simétricas para
alguns valores de n, e todas anti-simétricas para os outros Valores de n, e estas passam a ser os
elementos de um novo subconjunto do espaco das matrizes 2% x 2% que vamos chamar de F( )

~ o D
= fety i (i ()

E por sua vez, f(n) define uma nova base I'. Dados S = % (M + MT) e A= % (M — MT). Note

que ST = S; AT = —A e M = S+ A. Isto é, qualquer matriz arbitraria M pode ser reescrita
como sendo a soma de uma simétrica S e uma anti-simétrica A. Se M é N x N sua parte simétrica

: (o N(N+1)
POssul nNo Mmaxiimo -y

;. N(N-1 . . . . , .
maximo 42—1 componentes independentes. Assim qualquer base para matrizes N x N simétricas

(anti-simétricas) possui N(]g—l'l) (N(]g_l)) elementos. Para verificacao deste resultado disponha uma

componentes independentes, ao passo que, se é anti-simétrica possui no

matriz simétrica (anti-simétrica) arbitrdria e isole, a partir desta, a base mais simples e conte o
numero de elementos que constituem a base.

Exemplo: Matriz anti-simétrica 3x3

0  an a3 0 1 0 0 01
A= —a12 0 a3 | =aiz2| =1 0 0 | + a3 0 0 0 |+
—ay3 —dagz 0 0 00 -1 0 0
0 0 0
+ass| 0 0 1
0 -1 0

A base mais simples para se escrever qualquer matriz anti-simétrica 3x 3 consiste dos elementos dados
em seguida:

0 0
0
—1

10 0 1 0 0 0
~10 0 |; 00 |:]0 o 1
0 00 00 0 -1 0
3(3-1)

5— elementos. Se N = 2P/2 M pode ser expandida via I' que contém

que ao todo sao 3 =

D D D D
. T , . 27 (22 41) 227 (22 1)
elementos simétricos e anti-simétricos em numeros dados, respectivamente, por 3 e 3 ,

como pode ser entendido dos argumentos mencionados acima.

B Calculo de ¢

Em D=(3+1), temos os seguintes calculos:
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CT = —eC

(Cy)" = p7CT = —CyC71 (- =C) == (0y")

(Cy*y)" =" V“TCT Cyry"C7H (—eC) = —eCyy" = e (C9"Y)

(Cy* 7)Y = 4Ty Ty O = —CyPy" O~ (=e0) = eCy 7"y = =& (C*7*7")
(

Cy7'y27%)" = P T TPTATCT = OyPy?y 19201 (—eC) = =™y = =2 (C1°y19%y7)

(€T6) === (CT) iy = 1
( )i =2 (CT) s i =4
( )T =< (CT(y) . igman = 6
Ec r(g)g = —e (COTE) . imag = 4

g = —¢ (C F(i)) 5 i(max) =1

T :
Dentre todos os 16 elementos dados acima, 6 satisfazem a (C F(;)) = —¢ (C F(;)); 10 satisfazem

N\T : -
a (C F(;)) =£ (C F(;)). Sabemos que I' deve conter 6 = 141 elementos anti-simétricos, e 10 =

2
4(441)
2

, simétricos. Portanto isto nos obriga a tomar o valor ¢ =1 para D=(3+1).
Vamos voltar ao caso geral que vale para espacos-tempos com qualquer nimero de direcoes. Neste
caso temos os seguintes calculos.

(y'72er™) = (M ()T = (=) Omytyte
gyt = (—T TRl g2 (—Unw{l) R
(i) = 0P ()T Oyt
(192" C = [ ()] (1) Oty
(€4'97a") =’ (0T ()] DT (0017 (107)
&n(t,m,6) = £1

Portanto, qualquer matriz FEZ) satisfaz a

(c1e) = atme) (), n=(0,1,.. D)

Tendo em vista a equacao anterior, podemos escrever uma expressao que conta o nimero de matrizes

anti-simétricas de I,
Z|
—(1-¢, :
a0 ()

Este contador elimina da contagem todos os subconjuntos I'(,) cujos valores de n correspondem
a maftrizes simétricas, restando entao aqueles que os valores de n correspondem a matrizes anti-
simétricas. O fator (n) conta o numero de matrizes de cada subconjunto F( ) que sobrevive. Deste
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modo podemos escrever a equacgao

D
Z_:% (1= &) (g):%ﬁ(ﬁ—Q :

O lado direito da equacao anterior é o resultado esperado da contagem que é igual ao numero de
matrizes anti-simetricas de I'. Desta equacao obtemos que

1 Z 1 & (D 1., 1l.o
S0 gl =

tal que

néfn (f) — (va)” (108)

Vamos resolver a eq. (108) para encontrar ¢ (D,%,n). Substituindo explicitamente ¢, dado na
eq. (107), obtemos que

A e ) e () - ()"

n=0

Logo, ¢ é dado por

t(e=1) -0 2 n nin=1) (D
=t 0 (VDTS ] o (D) (109)
n=0
Muita algebra faz e ficar numa melhor forma:
ezcosg(s—t)—nsing(s—t), s=(D—1). (110)

A algebra necessaria, para da eq. (109) se chegar a eq. (110), serd exposta em seguida. Com a
ajuda da identidade abaixo:

(1) 7 == [T T4 T (=) nez, (111)

Usando a expressao do binomio de Newton, a tltima equacao pode ser escrita como

=y (-1 (va) " {e—% (14 in (1) + e [1— i (_1)f+1]D} ,
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Podemos mostrar que,
. t+1 i En(—1)tT1
%[1—%@77(—1)4']:64”( DA

. t41 . . . ,
o que pode ser verificado, observando que 7 (—1) 1 ¢ um sinal, cosseno é uma funcio par e seno é

uma funcao impar. Logo podemos reescrever ¢ como,
= L2yt (_1)t(t;1) (\/5) _D {6_2% (\/§)D (=D + €'t (\/§)D 6_2%77(—1)”11?}

€=

iy

Himt) {eig[n(_1)f+1p_1]_I_e—zz[n(—l)“”D—l]}

t(t—1)
= V2! (—1) T cos & [77 (-)*'D - 1] :
n(—1) D] cos 7 + sin [%77 (—1)™! D] sin %}
t(t—1
Zp (—1)"*" D] + sin [y (-1)*" D]}
Porém, n (—1) 1 ¢ um sinal, cosseno é uma funcao par e seno é uma funcio {mpar, logo

c=n'(~1)"F {eos ID 4+ (~1)"*"sin 1D}

t(t—1) X
f(=1)z {COS n [(s—1)+2t]+n (—1)t+1 sin 7

(s — 1) +2t]}

=7
(s —t)sin Tt

t(t—1)
e=n'(-1) T {cos%(s—t)cos%t—sin%
+7 (—1)t+1 [sin T (s —t)cos Zl+cos (s —t)sin %t]}

e=nt (=) {eost [eos§ (s — 1) b (- sing (s - 1) +
—sin%(s—t)]}

+sin 7t [77 (—1)* cos T(s—1)

Se t=par, isto é, t =2k, k=0,1, ...

€= (—1)k(2k_1) cos km [cos T(s—t)—nsinF (s — t)]

1

e=cos(s—1t)—nsing (s —1)

Se t=tmpar,isto é, t =2k + 1, k =0,1, ...

e=1 (_1)(2k+1)k sin (kﬂ- + g) [77 cos T (s —1) —sin § (s — t)]

1
e=cos(s—1t)—nsing (s —1)

Portanto, para qualquer ¢, temos que:
(112)

5:cosg(s—t)—nsin£(3—t) :

Uma vez que (s —t) é sempre par, vé-se que ¢ toma, apenas, os valores +1.
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C Transformacao de Lorentz para um vetor

Considere a transformacao para z* (ou para qualquer vetor V*) dada por

(ew)ﬂ LT v

(64, +wh, + 4 (w?)”
n

2!
A", v,

/
T K

) +.] 2 (113)

1
Vo= wh Wt wty,  ete

w

onde, (w*)" , =Wk w",, (w
Esta transformacao é chamada de transformacao de Lorentz para z* se

(i) deixa invariante a forma 7, "2 ,
(ii) det(e*)=1 & tr w=0,

onde 7, sao as componentes da matriz mética que no nosso caso é dada por

+1

1 (114)

—1

As componentes +1 aparecem t-vezes e as componentes —1, s-vezes e D=(s+t). A condicao (i) é
equivalente a validade da equacao

Nuv AMHAU/\ = Nk, (115)
A eq. (115) e a condicao (ii) ficam satisfeitas se
Wk, ==y, W, (116)

onde n?* sao as componentes da inversa da matriz métrica. Da eq. (116), vé-se que w* , contabiliza

D(D —1)/2 parametros reais onde D é a dimensao do espaco-tempo, que aqui pode ser par ou impar.

Exemplo — Transformagao de Lorentz para D=(3+1)

noo = +1, mi1 = na2 = N33 = —1. (117)

Os indices (1,2,3), vao ser representados por (z,7,...). De w", podemos selecionar as rotacoes e os
2 2 2 p p 2 ]7 p -1
boosts. A relacao entre w* , e o angulo do referencial que gira é dada por

w = —wji = &jk@k 5 (118)
o primeiro sinal de igual segue da eq. (116) e ;5 é o tensor de Levi - Civita com 1235 = 1. A relagao

entre w* , e a velocidade do referencial em movimento (boost) é dada por

Wi =w'y=—n" = —arctanh v’ , (119)
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a velocidade da luz foi considerada tendo o valor 1. Separando, na eq. (113), a parte temporal da
espacial, obtemos que

20 = A%z + Aojx]
2’ = A gzl + A sl

(120)

Exercicio — Rotacdo de § em torno de 2*

v'=0=uw; =wy=0,
01:02:0, (93:(9:>w23:w31:0, w12 :—w21:0.

Mostre, usando a expansao em série dada na eq. (113), que

A00:A33:1
A11:A22:1—%02—|—...:C080
A12:—A21:0—%03—|—_stin0

e os demais A*, = 0. Logo, substituindo estes resultados na eq. (120), obtemos que

210 — 40

2l = cosh-x! +sinf - z?
x? = —sinf - 2! + cos @ - 2
B = 2?

1

Exercicio — Boost na direcao de z' com velocidade v

vlzv, v2:v3:0:>w01:wlozarctanhv:n, Wwo=ws5=0

0F =0 = wi]‘ =0,

Mostre, usando, a expansao em série dada na eq. (113), que
A%y =AY, :1—|—%772—|—...:cosh77

A0y =Aly=— (n—l—%n?’—l—...) = —sinh7.

A22 — A33 — 1

e os demais A", = 0. Considerando que

coshnp = 11_U2 =~

sinhn = == =~7v

tanhn:v{

Segue da eq. (120), que
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D Identidade ‘“espinor-vetor”

Agora vamos deduzir a identidade que permite relacionar a transformacao de Lorentz espinorial com
a vetorial. A equacao que resulta da invariancia da forma quadratica 5,2 z" é dada por

M AN A, =, (121)
Multiplicando ambos os lados por 7?7 A" ,,
M A (PPN A ) = A = A () (122)
Logo:
M AN (" =P A* A ) =0 (123)
Portanto:
" =7 A" AT, (124)
Usando a eq. (124), podemos computar que
{A* AP A 7 =21 (125)
Entao, pelo teorema fundamental de Pauli, existe a transformacao de similaridade dada em seguida:
STHA) " S(A) = A", 4. (126)

Em termos de w* , esta fica

STHw) " S (w) = ()" 9"
Quem é S (w) 7
Para responder a esta questao, vamos introduzir a matriz ) dada por

1

Q= cwalr7, (127)

onde w,) é anti-simétrica em &, A e relacionados aos parametros w" , por
W' =M o (128)
E importante para os nossos objetivos computar o comutador, [—£,v*]. Para isto devemos usar a

identidade matricial que sera calculada em seguida. Sejam A, B e (' matrizes, logo

[AB,C] = A{B,C} - {A,C}B
[BA,C] = B{A,C}—{B.C} A

logo, subtraindo a segunda equacao da primeira, encontramos a identidade requerida
[[A,B],C] = {Av {B,C}} - {{A,C},B} :
Portanto,

[—9,7") = —doa [[v 7] ]

Lo {77 {007 +oa {{r 910}
= 5 (onn™ {5 1) + wan™ {1,5})
[ s
0,9 = " (129)
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A férmula de Hausdorff-Campbell-Baker

e yre? = 4 4+ [ Q]+ L [-Q -] + o+ S0, [, [

n vezes

Da eq. (129) resulta que,
[_Qv [_Q77M]] =w"y [_Q77H] = wh , Ww" /\7/\ = (WQ)M kY

[0, [~ [ 7#) )] = ()

n vezes

Finalmente, da féormula de Hausdorff-Campbell-Baker, encontramos que,
e et = [64 w1 (W) R (@) ]
ou melhor
eyt = ()" oyt = AT (130)

que ¢ o resultado que queriamos obter.

E Numeros de Grassmann

Férmions sao particulas que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac ao invés da de Bose-Einstein.
Para se tratar férmions em um dado formalismo deve-se incorporar neste o Principio de Exclusao de
Pauli:
— Quanticamente isto ¢é feito introduzindo-se operadores quanticos, ¥;, que satisfazem relacoes de
: ~ ; . N —
anticomutacao analogas aquelas de comutacao que envolvem os operadores = e p” dadas na M.Q.
— Classicamente isto deve ser feito introduzindo numeros anticomutantes, 1;, chamados de nume-
ros de Grassmann com as propriedades basicas:

@/’1@/)2 = —@/)2%/)1
Yra = apy ,

onde @ é um nimero comum (comutante). Note que

iy = by =0 ou  (¥;) =0.

N nimeros de Grassmann ¢ = (1,..., N) geram um espaco linear que tem como base:

17 ¢i7 ¢i¢j7 ¢1¢2"'¢N7 (Z%])v

onde ¢é contabilizado um total de elementos dado por

)+ () () -+ () =2
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Derivacao

3%@/’1 =1; %%@/}2 = g 8%%/)1@/)2 = —q; 8%%/)1@/)2 = 0.

8(3)2 [ qualquer um dos 2V elementos acima ] =0,
Integracao

Devido a estranha natureza das variaveis de Grassmann (ou fermionicas). Devemos definir a operacao
de integracao de modo que seja conveniente para os propdsitos de integracao funcional. As pro-
priedades relevantes para a integracao funcional sao a linearidade e a invariancia sob a translacao
da variavel a ser integrada. Estas sao as unicas propriedades que devem ser consideradas para a
integracao de variaveis fermidnicas. A invariancia sob translacao nos da que

[rwyae= [ r@+ad, (131)

No caso de varidveis comutantes (ou bosonicas) a equacao equivalente a eq. (131) é dada por

/+Oof(:1;)d:1;:/+oof(:1;—|—a)d:1;.

— 00 — 00

Porém, diferente de f(x) que admite uma expansao em série de poténcias com um numero infinito
de termos, f()) = ¢+ b, pois, (¢? = 0). Usando, agora, a propriedade de linearidade, temos que

/f(¢)d¢:c/d¢+b/¢d¢. (132)

Por outro lado,
f+a)=c+b(p+a)=(c+ba)+by.

Portanto,

[ 1w +ayde = (c+ba) [dp+b [ vy (133)

A comparacao entre as eqs. (132) e (133) nos informa que a tnica solucao nao-trivial para a eq. (131),
s6 pode ser obtida se tomarmos

/d¢ =0, /¢d¢ = constante. (134)

A convencao normalmente usada é considerar o valor da constante igual a 1. Note que, com estes
resultados:

[ Fwyds =b.

Entretanto,
d
_— = b .
(W)

“A integracao coincide com a derivacao no caso de varidveis de Grassmann.”!

No caso de duas variaveis, este resultado pode ser verificado como no exemplo dado em seguida.

[den [ dvwinis == [av ([tava)i) v = - [ (@i =1
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Regras de Hermitizagao e conjugagao-complexa

Sejam os objetos M e N (como objetos queremos designar os nimeros, as matrizes, os operadores e
etc.) Para M e N bosonicos (comutantes) ou fermionicos (Grassmann) vamos adotar a mesma regra
de Hermitizacao, dada por

(MN)' = NTMT. (135)
No caso em que temos, apenas, objetos fermionicos, sejam ¥ e X estes objetos, da propriedade de
transposicao, imediatamente, segue que
UX (wx)'t
—(xXTehT .

O complexo-conjugado da equacao acima resuta em
(UX) = —(XTuht,

Usando a regra de Hermitizagao adotada, a eq. (135), no lado direito da equagao acima, obtemos o
resultado

(UX)" = —0"X" . (136)

Esta é a nossa regra de conjugacao-complexa.

Exercicio

No livro de Pierre Ramond [5] é adotada uma regra de Hermitizagao para objetos fermionicos diferente
da regra seguida aqui, a convengao dele é: (UX)T = —XTUT, Veja que efeito esta regra tem sobre a
operacao de conjugacao de carga e compare o resultado com o dado no livro. Veja, também, como
ele escreve a acao de Dirac e justifique.

Agradecimentos

Somos gratos ao Grupo de Fisica Tedrica da UCP aos colegas do DCP (CBPF) a J. A. Helayél-Neto e
F. Toppan pelas discussoes que foram valiosas para a preparacao deste trabalho e também a Viviane
M. Braconi e a Leticia M. G. Furtado, ambas da UCP, por datilogratarem o manuscrito.

References

[1] J.J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, Addison Wesley 10 th printing (1967) USA.

[2] T. Kugo e P. Townsend, Nucl. Phys. B221 (1983) 357;
C. Wetterich, Nucl. Phys. B211 (1983) 177.

[3] M.A. De Andrade, F. Toppan, CBPF-NF-013/99 ou hep-th/9904134
[4] L.P. Colatto, M.A. De Andrade, F. Toppan, CBPF-NF-063/98 ou hep-th/9810145
[5] Pierre Ramond, Field Theory: A Modern Primer, Second Edition, Addison Wesley (1989) USA.



