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Prefacio

o segredo € inimigo da ciéncia e a liberdade
de comunicag¢do e de pesquisa sdo vitais para
o seu florescimento.

H. Moysés Nussenzveig
Curso de Fisica Bdsica; 1-Mecanica

Estas Notas de Aula sobre Integrais de Trajetoria, foram apresentadas, num curso
informal, a varios alunos do Curso de Pés-Graduacao em Fisica da UFF no primeiro
semestre de 1995. Este conjunto de aulas surgiu da minha incapacidade de continuar
resistindo as reclamagoes da Iraziet (Iraziet da Cunha Charret) de que apesar de eu ter
as notas prontas sobre o tépico, me negar a apresenta-las na forma de um mini-curso.

E claro, que reclamacao nao tem estado fundamental, e logo em seguida surgiram as
reclamagoes, nao so da Iraziet, de que as notas que estavam escritas a lapis eram dificeis de
serem xerocadas, dada a minha letra,ser pequena e nao ter margem nas folhas escritas. Ai
surgiu o Toninho (Anténio Tavares da Costa Jr.), que com um pouco de pressao comegou
a digitar essas notas. Ele nao é responsavel por nenhuma incorrecao de conteudo no texto,
mas com a sua paciéncia, modificou parte do texto manuscrito de forma a que tivéssemos
no final um texto menos informal. Sem a participacao do Toninho, essas notas jamais
teriam as figuras que fazem parte do seu corpo!!!

O tempo foi passando, o mini-curso terminou, as notas nao ficaram prontas. O Toninho
foi criando imunidade as minhas pressoes, nao completava as corre¢oes necessarias na
digitacao e no contetido das Notas de Aula. Foi ai que o Antonio (Antonio Cesar Aguiar
Pinto) e Onofre (Onofre Rojas dos Santos) fizeram a loucura de suas vidas: trabalhar no
Mestrado comigo. Ora, nada melhor para um futuro campista do que comecar a estudar
Integrais de Trajetéria!l Os dois entao fizeram revisao de pelo menos metade das Notas
de Aula. Como as reclamagoes sobre a entrega das notas de aula digitadas continuaram,
nada melhor do que colocar quem reclama para trabalhar. Desta forma, a Iraziet fez a
revisao da parte das notas que ainda faltava.

Essas Notas sobre Integrais de Trajetotria tém por objetivo mostrar os calculos simples,
mas trabalhosos para definir as integrais de trajetoria. As integrais de trajetoria sao hoje
ferramentas basicas nas diversas areas da Fisica. Nao procure nesta nota, nada sofisticado,
mas o passo a passo que precisamos fazer para definir e tratar essas integrais. Essas notas
foram escritas, pois apesar de termos hoje intmeros textos excelentes sobre este topico,
ao estuda-los, eu sempre senti falta de um texto que desse o detalhe dos calculos.

Certamente, as Notas de Aula sobre Integrais de Trajetoria ainda tém muitas corregoes
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a serem feitas. Se vocé que as ler tiver algumas correcoes a sugerir, lhe serei muito grata,
ja que esta é a primeira versao das notas.

No futuro préximo quando novamente eu tiver a oportunidade de reapresentar este
mini-curso, espero fazer novas modificacoes inclusive de contetdo.

Por ultimo, gostaria de agradecer a todos que insistiram que eu apresentasse o mini-
curso, pois s6 assim essas notas foram resgatadas do seu futuro de amarelo-arquivo. Nao
ha como deixar de agradecer muito a todo o esfor¢co do Toninho na digitacao dessas notas,
e a ajuda inestimavel ao Antonio, Iraziet e Onofre que fizeram a segunda revisao de todo

o texto.

Niteroi, 26 de marco de 1996.

Maria Teresa Climaco dos Santos Thomaz
Instituto de Fisica, UFF
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Prefacio da Segunda Versao

Gostaria de agradecer ao José Abdalla pelo convite para apresentar este mini-curso aos
alunos da Coordenacao de Formacao Cientifica do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
/CNPq. Desta forma tive a oportunidade de rever as minhas notas, no que modifiquei
40% do conteido original. Entretanto, continua o seguinte mistério: temos um nimero
finito de palavras e férmulas, mas infinitos erros!!! Por favor, me avise dos erros que vocé

encontrar nessas notas.

Niteroi, 2 de julho de 1997.

Maria Teresa Climaco dos Santos Thomaz
Instituto de Fisica, UFF
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1 Proposta de Feynman Para uma Nova Formulagao
da Mecanica Quantica de Uma Particula

o Referéncias Originais:
P.A.M. Dirac, Physik Z. Sowjetunion 3, 64 (1933).

R.P. Feynman , Rev. Mod. Phys. 20, 267 (1948); Phys. Rev. 80.
440 (1950)

e QOutras Referéncias:
E.S. Abers, B.W. Lee, Phys. Rep. 9C, 1 (1973).

H.M. Nussenzveig,Integrais de Trajetoria, Escola de Verdo Jorge Andreé
Swieca, Particulas e Campos, 1981 (pag. 127).

Obs.: Os artigos originais estao contidos no livro Selected Papers on Quantum Electrody-
namics, editado por J. Schwinger.

1.1 Sistema Quantico de Uma Particula: Representacao de
Schrodinger e Heisenberg

A descricao da Mecanica Quantica (MQ) a la Schrédinger e Heisenberg é feita através
da hamiltoniana do sistema. Entretanto, em 1933, Dirac apresenta uma formulacao
da Mecanica Quantica usando a lagrangeana do sistema. Dirac afirma que, classica-
mente, as formulacoes lagrangeana e hamiltoniana sao equivalentes, e que, portanto, essa
equivaléncia deve aparecer na M.Q). Além disso, a formulacao lagrangeana é covariante,
uma vez que a acao ¢ um escalar de Lorentz, enquanto a formula¢ao hamiltoniana nao o
é. A formulacao lagrangeana poderia ser mais facilmente utilizada para se tratar sistemas
quanticos relativisticos.

Basicamente, a proposta de Dirac é que, no limite em que &~ — 0 a amplitude de
probabilidade de uma particula que se encontra no estado |go(tg)) no instante to ser

encontrada no estado |¢(?)) no instante ¢ é dada por

L' Ldt
(aOlaofta)) = e 1™, 1)
onde L é a lagrangeana do sistema, e a trajetoria escolhida para calcular a acao é a
trajetéria CLASSICA que tenha como condicio de contorno as posicoes q(to) € q(t) como
estados inicial e final respectivamente.
Na formulacao de Feynman, como iremos ver, para um intervalo de tempo finito, temos

que considerar todos os possiveis caminhos que levam da posigao ¢(fo) em t = 1, até a
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posicao ¢(1), no instante t. A contribuicao de cada caminho para o processo quantico é

dada por
o Lt (2)

onde a acao é calculada tomando-se aquela dada trajetéria.

Na formulacao de Schrodinger e Heisenberg para a MQ), trabalhamos com operadores
que agem sobre vetores de estado, enquanto que na formulagao de Feynman trabalharemos
apenas com fungoes. As trés formulacoes (Schrodinger, Heisenberg e Feynman) da M.Q.

sao equivalentes.

Na MQ de operadores existem duas representacoes que sao as mais usadas: a rep-
resentacao de Schrodinger e a representacao de Heisenberg. Vamos fazer uma pequena

revisao do que sao essas duas representacoes!.

i) Representacao de Schrodinger:

a) Dinamica dos operadores: Seja Og um operador na representacao de Schrédinger.

Na representacao de Schrodinger o operador nao varia no tempo:

dOg

— =0. 3
b) Dinamica do vetor de estado: Seja [t(1))s um vetor que descreve um estado

quantico na representacao de Schrodinger. A dinamica dos vetores de estado nesta

representacao ¢ dada por:

A(t)s
SR s, )

onde H é a hamiltoniana total do sistema. Por hipotese, faremos a descricao quantica
de sistemas fechados, de maneira que H é uma constante do movimento. Usando
a equacao de Schrodinger (4) e o fato de que H é constante no tempo, podemos

escrever formalmente que,

[W(t))s = e T ap(1g)) s. (5)

O indice S esta presente para lembrar que as quantidades estao sendo descritas na

representacao de Schrodinger.

! Estaremos, de agora em diante, usando as unidades naturais, nas quais h = ¢ = 1.
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ii) Representagao de Heisenberg:

a) Dinamica dos operadores: Seja Oy um operador na representacao de Heisen-
berg. A dinamica dos operadores, que nao dependem explicitamente do tempo,

nesta representacao ¢ dada por:

dOpy

TR i[H, Onl, (6)

onde H é a hamiltoniana do sistema. Formalmente, esta equacao tem como solucao:

On(t) = ™0 (0)e™. (7)

b) Dinamica do vetor de estado: Seja [¢)) g um vetor de estado na representagao

de Heisenberg. Nesta representacao os vetores de estado nao variam com o tempo:

)
L. (8)

Essa afirmativa deve ser entendida no seguinte sentido: se o sistema esta no instante
to no estado [¢)g, no instante ¢ ele estard no mesmo vetor de estado |¢)y. No
entanto, o fato do vetor de estado que descreve o sistema nao evoluir com o tempo
nao impede que t apareca como um indice. Vejamos: seja Og(t) um operador
na representacao de Heisenberg, que no instante inicial ¢y tenha como autovetores

|07 t0>7 ou Sejav

Opn(to)lo,to) = oo, to). 9)

Supondo que a dinAmica do operador Oy seja unitéria?, isto é, seja dada pela eq.(7),

H(t—to)

aplicamos o operador ¢ no l.d. dos dois termos da eq.(9) e obtemos que:

eiH(t—to)O(to)e—iH(t—to) eiH(t—to) |07 t0> _ OeiH(t—to) |07 t0>. (10)

Comparando a equacao anterior com a eq.(7), escrevemos que

On(t)|o,t) = olo, 1), (11)

sendo que |o,t) é definido como:

?Transformacdo unitaria: se I/ ¢ um operador unitario, entio UUT = UTU = 1< Ut = U~ sendo 1,
o operador identidade.
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o,1) = M=) o, 1), (12)

Da eq.(11) vemos que |o, ) é autovetor do operador Og(t) com autovalor o. Os au-
tovalores sao independentes do tempo. O que ocorre é que os operadores variam
de instante para instante, de forma que o conjunto completo de seus autovetores
também deve variar de instante a instante. Se num instante ¢y |o,to) é autovetor de
Opn(to) com autovalor o, no instante ¢, |o,ty) nao é mais um autovetor de Og(1), e

sua decomposicao espectral na base dos autoestados do operador neste instante é

lo,t0) = Zat|0,t>. (13)

[

As representacoes de Schrodinger e Heisenberg estao ligadas através de uma tran-

formacao unitaria,

[(t))s = e T, th, (14)

QS — e_thQH(t)eth. (15)

No nosso caso, a matriz de transformacao unitaria é:

U(t,0) = e, (16)

A hamiltoniana total do sistema, H, é a mesma nas duas representagoes.

O objeto que nos da informacoes fisicas sobre o sistema sao as probabilidades. Entre-
tanto, a M(Q nos da a evolucao dinamica das amplitudes de probabilidade. Vamos entao
obter as amplitudes de probabilidade nas duas representacoes. Apenas para simplificar a
notacao, vamos tratar do problema quantico de uma particula em uma dimensao espacial
e uma dimensao temporal.

Seja F'(¢',1';¢,1) a amplitude de probabilidade da particula, estando na posicao ¢ no

instante ¢, ser encontrada na posicao ¢’ no instante ¢’. Temos entao

H<q/7t/|Q7t>H = F(qlv t/;Q7t)7 (17)
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que, escrita na representacao de Schrodinger, fica®

F(q'5q,t) = g, Vg, )i = (g ()]0 g (1)), (18)

Vamos agora manipular a amplitude de probabilidade F(¢',t';¢,t) = u{¢,t|q,t)n.
Usando o fato de que, em cada instante ¢;, o conjunto de autovetores |g;, ;) do operador

posicao é completo,

/OO dgilgi, )y am{q,t:] =1, (19)

e, subdividindo o intervalo ¢ — ¢ em sub-intervalos infinitesimais €, ou seja,

t,=ne+t, n=0,1,2,... ., N+ 1, (20)

onde tg=tetyy =t =(N +1)e+t, temos

F(q', 1 q,1) :/ dq, . / dan v (¢ '|an, tN) rr{gn, tnlgn -1, tn—1)m X

Xp{gn_1,tnlgy e, tv—2) i - -1 (@1, Tl g, ) - (21)

Entretanto?,

(G, il o1, tima Y i =s(qi ()€™ TN gima (tim1)) s, (22)

No limite ¢ — 0, a exponencial do operador hamiltoniano pode ser aproximada por:

e~ Me = = WHot Ve — 1 _ ey — i€V + O(c*) = ¢~ Hocg=iVig)e 4 O(c?), (23)

2 . .
onde Hy = £-. Assim, mantendo termos de até primeira ordem em ¢, temos que

3Note que g {q¢’,t'|q,t) i #s(¢'(t')|q(t))s, pois o produto escalar é o mesmo em todas as representagoes
obtidas umas das outras através de uma representacao unitaria apenas se os vetores de estado estao
definidos no mesmo instante.

4Por construgao, o vetor de estado: |g¢;, ;) é autoestado do operador ¢g(¢;). A relagdo entre autoes-
tados deste operador nas representacdes de Schrodinger e Heisenberg é definida pela eq.(14):

Ji(ti))s = 77"

G, ti)H.

Lembrando que |¢;(¢;))s é o autovetor do operador g no instante ¢, ou seja,

qslai(ts))s = qilqi(ts))s-
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e—i'He ~ e—iHoee—iV(q)e‘ (24)

Levando estes resultados na equagao (22) ficamos com

m(qi. til g1, tica) i :s<qz'(t¢)|€_iH°E€_iV(q)E|qz'—1(t¢—1)>s- (25)

Nos casos em que o potencial s6 envolver o operador de posi¢ao, temos que

m{(qi, tilqiz1, tica ) i =S<Qi(ti)|€_iH°E|q2'—1(ti—1)>s€_iv(qi_1)ea (26)

onde, agora, V(¢;—1) é uma funcao da coordenada ¢;_1(#;—1).
Como estamos tratando sistema quantico nao-relativistico em que Hy s6 envolve o
operador momentum, vamos mudar de base para calcular o produto escalar do l.d. da

eq.(26). Usando a completeza dos autovetores do operador momento,

1= [ dplpl. (27)

o produto escalar do l.d. da eq.(26) passa a ser escrito como:

w(qi, tilgiz1, tic)m :/_ dp/_ dp’ s(qi(t:)|p)s x

<s(ple™ o) s s (P |qica (tica))s eV (@-0)E, (28)
Entretanto, sabemos que
elaip
(L = , 29
. p2e
5<p|e_ZH°E|p’>S = e_lg_mé(p—p’). (30)
Usando estes resultados em (28) obtemos
1 &0 &0 ! iqip , —iqi_1p’ —ié —1V(gi—1)e /
(g, tilgiza, tica)n = g/_ dp /_ dp'e"tPe™ P e o T =S (p — pf)
1 o p2e vl o
_ %/_OO dp e—zg—me—ﬂ/(qz—1)662(<11—qz—1)p7 (31)

ou seja’,

®Note que podemos somar os argumentos das exponenciais, j& que agora s6 temos exponenciais de
fungoes.
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q(t) p(t)

q(0) 3
2 ;q, (t,) — |
2 ! 2
e | e |
| , t | ,
t1 t 2 t3 tN-2 tN-l tN t tl t2 t3 tN-2 tN-l tN t

Figure 1: A) Trajetdrias da particula entre os pontos ¢, e ¢, t'; B) Trajetdrias no espago
dos momentos, que nao possuem condic¢oes inicial e final.

o0 (qz qz 1)pe .
<q27t |qZ 17 i— 1 27‘_/ e_ZHE. (32)

Notemos que para cada produto escalar do l.d. da eq.(18) introduzimos uma integral
sobre a variavel momento. Voltando a expressao da amplitude de probabilidade temos

que

F(q,tq,t) = / daqr ... dane(q’, Vlgn, tN) rE (gn s IN|gN =1, EN—1) B - - X

><H<q2’t2|q1’t1>HH<Q17t1|q,t>H
1 o0 o0 —iﬁi—ie ’L(q/_—q)E
:(ZﬂiNH/_Oodqlqu‘/_oodpodee 2% V(qN)_|_ 6N pN><

—iei—ieV(ql)—I—i(%_ql)epl —ieﬁ—ieV(qo)—l—i—(ql_qO)gpo
X...X e 2m 3 e "“2m < \ (33)

onde ¢o = ¢. Na eq.(33) integramos no intervalo (—oo,c0) sobre as N + 1 varidveis de
momento.

O que estamos fazendo com essas integracoes multiplas é: dentre as possiveis tra-
jetorias no espaco dos ¢'s e p's, estao incluidas todas as trajetérias “quebradas”. No
limite em que N — oo (€ — 0) as variaveis de posicao deixam de ser indexadas pelo
indice discreto i, passando a serem funcao do parametro continuo t. Na integral de ¢(t)
todas as trajetérias partem da posicao ¢(t) e todas tém que alcancar a posicao ¢'(¢'). A

integral sobre p(t) ja nao possui restri¢oes(veja figura 1).

Voltando a situacao em que o tempo evolui continuamente, ¢ — 0, e reconhecendo que
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dq(t) _ .~ qlt+¢)—q(t)

UM,
dt 0 € ’
temos que, apos tomarmos o limite do continuo, a amplitude de probabilidade fica sendo

(34)

1 q'(t") 0 — ! ; o
H(q/,t/|q7t>H — W‘/q@) Dq(t) /_Oo Dp(t)e ft Hdt+ ft q(t)p(t)dt‘ (35)

Estamos definindo Dq(t) e Dp(t) como sendo:

Dq(t) = 1:[ dqi(ti) (36)
Dp(t) = 1:[ dpi(ti) (37)

Portanto, no caso geral, a amplitude de probabilidade é dada por

1 q'(t') o0 et
g )y = 7/ Dq(t / Dp(t)e! Jo E@OrO=1dt 38
Apesar de ¢(t) e p(t) serem autovalores de operadores canonicamente conjugados, é
importante ressaltar que ¢(?) e p(t) sao duas variaveis independentes, e, por causa disso,

¢ falso afirmar que:

sendo L a funcao lagrangeana do sistema. De forma que nao podemos escrever direta-

mente a transformacao de Legendre

pg—H=1L. (40)

Uma vez que conhecemos a dependéncia do operador hamiltoniano em termos do
operador momento, sabemos como a funcao ‘H depende da variavel p e realizar a integral

funcional em Dp(t) para encontrar a lagrangeana efetiva que aparece na eq.(38).

Vamos considerar a situacao usual da M.Q). nao-relativistica em que

Hiq,p) = 7 + Vi(q). (41)

2m
Neste caso, a integral de caminho do modelo quantico fica

L) o g
H<q/,t/|q7t>H — (27-‘-)7]\7%-1/(1(15) Dq(t) /_OO ’Dp(t)e ft [d(t)p(t)— £ V(q)]dt‘ (42)
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Vamos realizar a integral funcional em p(?) na eq.(38),

. 2
/ Hde Z qz 16 9% l / de . qz 16 % 21’_:”] (43)

onde (N + 1l)e +t = t', usando o truque tradlclonal de completar quadrados. Para es-

crevermos cada integral sobre as variaveis p; como uma gaussiana, completamos o seguinte

quadrado:
o p, i1 = @) _ (P Vim(gip1 — qi))z _ m(giv1 — ¢)? (14)
2m ‘ € V2m V2 9 2 :

m2m

A integral gaussiana em p; tem como resultado /%™

Portanto, como

%) et 2 N [ee] . i \/_(qz qz) im ¢ 9 —q;
/ Dp(t)ezft [4(t)p(t)—L=]dt _ H/ dpie™ P e L 2. (45)
—00 (=07 ">

a integral funcional sobre a variavel p(t) é igual a:

t/ t 2 12
/ Dp(t)et S b2 (T2 N+1He’?—<q+12q

—m2m . (41 zf md(t) 5,
2 e t 2 .

= ( )

Pelo resultado (46) sentimos as dificuldades no célculo de integrais de caminho, uma

(46)

€

vez que, no limite do continuo, a constante multiplicativa é divergente!!!

Voltando a amplitude de probabilidade de transicao, eq.(38), temos que

m N4t q'(¢) ot mg?
gt = lim_. T/ Dy(t)e'de F-ViaNit 47
H<Q7 |Q7 >H tm 0(27_”'6) o) q( )6 ( )
Como a expressao da lagrangeana classica é [ = mTq2 —V{(q), entao
o' g = limeo oo [ Dyt (48)
T 2mie a(t)

Na situacao em que a dependéncia da hamiltoniana em p seja apenas quadratica,
podemos escrever diretamente a igualdade acima. Nesse caso, a acao de cada trajetoria

da o peso estatistico da mesma para o fendmeno quantico.

Em geral, os sistemas quanticos se encontram em estados |¢)y, que nao sao auto-
estados do operador posicao. Além disso, desejamos determinar a amplitude de probabil-

idade do sistema ser encontrado no estado quantico |¢))y num instante posterior. Desta
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forma, desejamos obter o produto escalar: g (,t'|¢,t) g, para t' > t, na forma de uma
integral de trajetoéria.
Usando a completeza da base dos autovetores do operador posicao nos instantes t e ¢/

(eq.19), ou seja,

/ dd'ld', ) e (g, | =1 e / dqlg, e g, t] =1, (49)

o produto escalar g (1, t'|¢, 1)y passa a ser escrito como:

b 6.0 = [ dada Vg’ Vil Vs ) (0,116, 1)

: m_ 1 [ . 7
= llme_@( . )N; /_ dq/dQ@/’ (qlvt/)¢(Q7t)/

27e q(t)

' Dy(r)e 1 1, (50)

1.2 Nocoes de Derivadas Funcionais

Referéncias:
o C. Nash, Relativistic Quantum Fields, cap. 1.

e H. M. Nussenzweig,Integrais de Trajetoria. Fscola de Verdo Jorge André Swieca,
Particulas e Campos, 1981, pag. 127.

o Mark S. Swanson, Path Integrals and Quantum Processes.

Para a MQ nao -relativistica, é suficiente o conhecimento das amplitudes de proba-
bilidade dadas pelas integrais de caminho. No entanto, em Teoria Quantica de Campos,
as chamadas funcoes de Green sao as quantidades que conseguimos calcular através de
métodos perturbativos e nao-perturbativos.

Para falarmos em func¢oes de Green, precisamos mencionar a parte de integrais e
derivadas funcionais. Continuaremos a tratar o problema quantico de uma particula,

apenas para exemplificar.

Estamos acostumados a tratar com funcgoes que sao solugoes das equacoes que dao a
dinamica das variaveis usadas para descrever um dado sistema fisico. Por exemplo, no
caso da Mecanica Quantica nao-relativistica de uma particula unidimensional, a dinamica
da fungao de onda (F.O.) é dada pela equagao de Schrédinger:

2
1 9%p(a, 1) I (z,1)

o Oa2 + V(e)p(x,t) = ZT (51)
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Note que para cada valor do par de parametros (x,?) associamos um nimero ¢ (x,t) que
denominamos de funcao no ponto z no instante . O mesmo ocorre quando descrevemos
a dinamica classica de uma particula, assim como varios outros fenémenos fisicos.

No entanto, ao observar as eqs. (47) e (48), vemos que temos novo objeto matematico
na exponencial do integrando dessas equacoes, ou seja,
o m
Slasist. V1= [ dt (500 = V(g(t)] (52
que é a acao associada a trajetoria (), que tem pontos extremos fixados pelo problema
quantico. Para cada trajetéria (fungao) ¢(t) associamos um numero. Ao contrario do
primeiro exemplo desta secao, nao é suficiente conhecer o valor do parametro (tempo)
num unico ponto. I necessario conhecer os valores que a funcao assume num intervalo de
valores do parametro. Dizemos que S é um funcional da trajetéria (fungao) ¢(1).

No caso de fungoes f(t), ao variarmos o valor do parametro £, em geral, mudamos
o valor da funcao f. No caso de funcionais E[f], ao se mudar a funcao f(¢), em geral
modificamos o valor do funcional E. Seja E[f(x)] um funcional de f(z), um exemplo de

funcional é

Ef()] = f(1), (53)

que é um funcional muito particular. No entanto, o resultado final da expressao (53)
depende da escolha que fazermos da fungao f(x), dai dizer que esta expressao é um

funcional. De qualquer maneira, a igualdade (53) sempre pode ser escrita como,

L) = [ dta(— 1)), (54)

— 00

sendo 6(f — t') a funcao delta de Dirac.

Consideremos agora a derivada funcional. A sua definicao operacional nao é tunica,
porém vamos usar a definicao do Nash, que é a mesma do Moysés:
oK E oy — )| — K
(@] _ o FLfe) + oy — o)l = B 5
0f(y) ¢

Para entendermos a necessidade da presenga da funcao delta de Dirac, é(y — x), na

definicao da derivada funcional, facamos analogia com a derivada de funcoes. Seja f(x)

uma funcao do parametro x. A derivada dessa funcao em relacao a x é:

$lo) ot = @)

dx e—0 €

(56)
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Ao variarmos o valor do parametro para um valor definido x através de um incremento
e, em geral, o valor da funcao f no ponto x + € difere do valor desta funcao no ponto z.
Se a funcao f é uma funcao continua em torno na vizinhanca do ponto z, entao a sua
variacao devido a variacao no valor do parametro também tende a zero quando ¢ — 0. A
derivada da fun¢ao f(x) no ponto x corresponde a calcular o limite da razao entre duas
quantidades que vao simultaneamente a zero quando ¢ — 0. Neste tipo de derivada
variamos apenas o valor de um tnico valor do parametro.

No caso de funcionais desejamos calcular como eles variam quando seu argumento
(funcao) varia para um tunico valor do argumento (parametro). Ou seja, a deformagao
da funcao corresponde a mudar o seu valor num unico ponto do seu argumento. Em
geral, os funcionais envolvem integracao sobre funcoes, como por exemplo é o caso da
acao cldssica associada a uma trajetdria ¢(t) (veja eq.(52)). Neste caso o parametro é o
tempo t. Se variamos a trajetoria ¢(¢) para um unico valor de ¢, esta variacao nao leva a
nenhuma mudanca no valor da acao S[¢(?)], uma vez que é uma modificacdo num espago

de dimensao nula na variavel de integracao:
t) t € (—oo,t—¢) U (t+4¢00)
! t — q( b - b - b 57
g {q@mm tel(f-cito) 57)

onde estamos considerando o limite em que € — 0. A modificacao da fungao ¢(¢) definida

pela relagao (57) implica na seguinte variacao no valor da acao classica da particula:

Aslg) = [ [y - Vig)
lim o [GmAd(i = (Vg (D) - V(gli)] =0 (58)

uma vez que € multiplica uma quantidade finita. Para variarmos a funcao ¢(?) para
um unico valor do parametro ¢ e ela ainda dar uma variacao no funcional, ou seja, a
modificacao do funcional ocorre devido a uma variacao num espaco de dimensao nula na
variavel de integracao, entao a variacao da funcao neste tinico ponto tem que ser singular.
A funcao que tem essa caracteristica é a funcao delta de Dirac, que é usada na definicao

da derivada de funcionais (eq.(55)).

Para exemplificar a aplicagao de derivadas funcionais, consideremos o funcional F[f(x)] =

f(z). Entao:

OE[f(x)] flz) +eb(y —z) — f(x)

— 2 = [im._g =d6(y —x)

6f(y) €
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SEL@ _ 50—y, (59)

6f(y)

Como um segundo exemplo, consideremos:

Elf] = / do'K (z, ') f (). (60)

Entao,
SEAS] TR ) + ebly — o)) — [ da' ()2
0f(y) 0 ¢
_ y_{%efdx[&(x,i)(%y—x):[,(%y)‘ (61)
Assim,
Ol f] = K(z,y). (62)

6f(y)

Da mesma forma que vocé pode escrever séries de poténcias para fungoes comuns em

termos de suas variaveis,

F(z) = ian:p”, (63)

existe a série de Taylor funcional que corresponde a expansao do funcional em termos da

sua funcao argumento. Seja P[f] um funcional de f(x), entao P[f] pode ser escrito como:

P = Kole) + [ Ki(esen)f(e)der +

+ /KQ(:L';xl,xg)f(xl)f(xg)dxldxz + .o, (64)
Se K, (x; 21, 29, ..., 2,) é umafuncao simétricanas variaveis 1, g, . . ., L, entao temos
que
L ey
Ko (x; 21,29, .. ,0,) = — #)=0- 65
(w321, 22,0 0) = S iy @)= (65)

Outras propriedades interessantes das derivadas , e que possuem analogo nas derivadas
usuais de fungoes, sao:

i) Sejam F e G funcionais da fun¢ao g(x), entao,

8(Flglglgl) _ 6Flg]
dg(x) 8g(x)

-Glgl + Flg] -

(66)
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F(©

1 | t
t t
1 2

Figure 2: Perfil da forca externa F'(t)

ii) Regra da cadeia para derivadas funcionais:

Flalhl _ [ 4, 0Fldl  é9(2)
S AT R o0
ii) Se Flgl = Flo1,- -+, gn), sendo g;, ¢ = 1,2, -+ n, funcoes do parametro x, entao,
oF
Fane 0] = [ e ST a0, (63)

onde estamos usando a convencao de soma implicita para os indices repetidos j.

1.3 Funcoes de Green de Uma Particula

Estamos considerando uma particula quantica unidimensional nao-relativistica. A integral

de caminho neste caso é°

q/(t/) . t/
H<q/,t/|q7t>H :/q ’Dq(t)elft Ldt7 (69)

onde L =T —V(q).

Considerando que o nosso sistema esta sob a acao de uma forca externa F'(¢), durante
um certo intervalo de tempo ty <t <y (ver figura 2), queremos saber a amplitude de
probabilidade do sistema estando no estado |¢,t)y no instante ¢ ser encontrado no estado

|¢',#') i no instante #'. Nesse caso, ficamos com’,

®Dentro da definicao de Dq(t) ja esta contida a constante multiplicativa.
"No caso de uma particula classica, a sua equacdo de movimento na presenca de uma forca extrena

F(t) é
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/(t/

q
wld e, t)f = |
q(t)

A amplitude de probabilidade passa a ser um funcional da for¢a externa aplicada F'(t).

)Dq(t) eif:/ dtL-I—if:/ F(t)q(¢t)dt = Z[F] (70)

ot
Calculando a derivada funcional de eJe T4t ¢py relagao a F'(1), encontramos que,

5[62'[:' F(0a()e . i JY PGy +es(i—t)la(0ydt eif:/ F(t)a(t)dt
OF (1) e—0 €
) eif:/ F(t)q(t)dt ieq(t1) _ eif:/ F(t)q(t)dt
= 11m

e—0 €

_ eif:/ F(tya(oydi L teq(ty) — 1
e—0 €
_ iq(tl)eif:/ F(t)q(t)dt (71)
Portanto,

Usando o resultado (72), é facil mostrar que

5”[eif:/ F(0a()e
OF (t)...6F(t,)
Voltamos para a expressao de Z[F] e expandimos a parte da exponencial que depende de

F(t):

— (i q(ty) . qLa)e K PO (73)

/(t/) ! ¢ /(t/) !
21 = [ el [Fan [ Datniatn)ehH pn) +

() i q(t)

1 ¢ q'(t") . i ¢!
57 | dhdts /(t) Dq(t)(i)2q(t)q(t)e Je PR F(ty) + . . (74)
: q
onde podemos identificar
mij == 1 r ()

Esta equagao é obtida a partir da lagrangeana:

L =T—=V(q) +qF ().
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[ oot K = 2 -
[N O (76)

Assim,
2[F] = +Z/ dt, . 1G<”)(t1,...,tn)F(tl)...F(tn), )

onde
Gt th) = 5F(t517;.Z.[.F]L(tn) l7—o. (78)

sao as chamadas funcoes de Green de n pontos. Se conhecemos as infinitas funcoes de
Green de n pontos, temos toda a informacao sobre um determinado sistema quantico,

pois conhecemos a expansao funcional em série de Taylor de Z[F.

A ultima coisa que nos resta é relacionar as funcoes de Green de n pontos com ele-

(t1)...qu(ty)|q, t) i, onde Gu(t;) é o operador

posicao na representacao de Heisenberg no instante ¢;.

mentos de matriz de operadores: g (q¢',t'|q
Sejat <t <t k=1,2,---,N. Entao,

w(qd | qua(te)lg, ) = /dCZl---ko---dQN a(qd tgn, tnye X
X glgn,tnlgn—1, tn—1) i - - i (Gt Tt [gn, te) X
X {qn, telG(tk) | qr—1, tem1) i - -1 (g1, Tl g, ) - (79)

Como (qx, te|G(tr) = q(tx){qr, tx|, 0 elemento de matriz (79) é igual a:

q/(t/) !
e il ) = | Daltyg(te e H (80)
q
Portanto,
SZ[F)
"Gt Dy =— —0. 81
wld ' |qu(ti)le, thn Z5F(tk)|F_0 (81)

Vamos escrever o elemento de matriz g {(q¢’, t'|Gu(tx)|q, t) m na representacao de Schrédinger.
Para isso usaremos a relacao entre as representacoes de Heisenberg e Schrodinger dada
pelas eqs. (14) e (15),



~17 - CBPF-MO-002/97
[, ) = €™ (1)) (82)

Qu(t) =™ Qs e, (83)

Substituindo essas igualdades no bracket (81), obtemos que,

w(d Vlda(t)lg, r = s(q'(1)|e™ M M gge =M ™ (1))
= s(q/(t")] M) gge= M0 g(1)) 5. (84)

Usando a eq. (5), reescrevemos a igualdade acima como:

(¢ V1qu ()1, Yy =s (q'(1x)1dslq(tr))s- (85)
O l.d. da eq. (85) d& a representacao matricial do operador ¢s no espago das posicoes,

inclusive os elementos fora da diagonal.

Para obtermos o valor médio da posicao da particula que esta no estado quantico

Y(tr))s, no instante t;, precisamos calcular o elemento de matriz:

P(tr)lq (t )>S =
- / dq'(1)dg(ts) s (6 (1)l (1)) (e (1) dsla(t)) s (a(t) (1))

— /_OO dq'(tr)dg(tr) (qp, )™ (qr, tr) s (q' (L) dsla(tr)) s

0 q'(t") . pt!
= /_OO dq' (tx)da(tr) o (qp, te) ¥ (qx, t) /() Dy(t)q(ty) e Je ¥, (86)

q(t
Note que para obtermos a expresséo (86) nao seria suficiente conhecermos apenas os

elementos diagonais da representacao matricial do operador §s.

Consideremos agora, t < t; < t; < t'. Entao,

' N (4 )am (b g, O = /dq1 codgy ... dg; ... dgx %
x{(q" lgn, tn) g En g1 Eno) - X
XA bl gy, 1) (g tla(t a1, tj—1) - .. X
e @t et [ @y T ) (@ Bl G [ @ B ) o X
Aq, g, t). (87)
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Assim,

Dy(t)q(t)q(ti)e 2, (55)

X . q'(t")
mlq' ' qu(t;)qu(te)lg, )y = /

q(t)
para t' >t; >t > 1.
Seja T' o operador que ordena os operadores no tempo em ordem decrescente, da

esquerda para a direita, entao,

0 T a0, (B, ) = (=i 2, (59
’ g ’ SF(t)§F(ty) ="
Usando os resultados das eqs. (5) e (14), temos que:
w(q's 1 dn () () g, t)m =s (a(8)] ™70 gse ™™ goe ™ g (1) s. (90)
No caso geral, encontramos que
TITSTN . _ e ift/ Ldt
a(q T [Gu(t) - du(t)llg, e = " Dq(t) q(tr)...q(tn)e" s
g
S L AT
VSR 6F(t) T
= (=)"G™M(ty,...,1,) (91)

2 Relacao entre a Mecanica Estatistica e as Inte-
grais de Caminho

2.1 Funcao de Particao e o Funcional Gerador das Funcoes de
Green Térmicas

Estamos interessados em descrever sistemas em equilibrio termodinamico. Podemos en-
tender um sistema em equilibrio termodinamico como sendo aquele no qual os processos
rapidos, comparados com o tempo de relaxacao do sistema, ja ocorreram, e que processos
lentos comparados com o tempo de relaxacao do sistema ainda nao ocorreram. (R.P.
Feynman, Statistical Mechanics - A Set of Lectures, pag.1).

Estando o sistema descrito pela hamiltoniana H em equilibrio termodinamico com
um reservatorio, a probabilidade do sistema ser encontrado no estado quantico |n), onde

Hin) = E,|n) é,

P, = , (92)
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onde f = 1/kT, sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta do
reservatério em que o sistema esta em equilibrio térmico. A é a constante de normalizacao.

Define-se a funcao de particao do sistema como sendo

Z = Z e~ En, (93)
In)

onde |n) sao todos os autoestados, incluindo a parte continua®, da hamiltoniana H do

sistema quantico. A fungao de partigao (93) pode ser reescrita como?

Z(8,9) = Y (nle” M |n) = Tr[e™H], (94)
In)
onde H é o operador hamiltoniano do sistema. Como o traco (1r) de qualquer operador
independe da base utilizada para calcula-lo, podemos escolher a base que nos é mais
conveniente para calcular Z. € é o volume ocupado pelo universo no qual o sistema esta
imerso.
Uma vez obtida a funcao de particao do sistema, todas as outras grandezas ter-

modinamicas sao derivadas. Em particular, a energia livre de Helmholtz é dada por,

F(3,0) = —%an(ﬂ,Q). (95)

O limite termodinamico é obtido tomando-se [imf{) — oco.

2.2 Relacao entre as Funcoes de Green Térmicas e as Funcoes
de Green do Espaco Euclideano

Ja vimos que a funcao de particao de um sistema quantico pode ser escrita como:

Z(B,Q) =Tr(e ") = Z<x|6_ﬁH|x>. (96)
|z)
Os vetores (] e |z) sao definidos no mesmo instante, e, nesse caso, o produto escalar
é independente da representacao que escolhemos. Além disso, estamos somando
sobre todos os estados |x).
Para calcularmos o produto escalar dos termos da eq. (96), vamos fazer um truque
analogo ao que fizemos no caso da Mecanica QQuantica de uma particula para calcularmos

a amplitude de probabilidade:

8Estamos usando o simbolo de soma na eq.(93) apenas por conveniéncia de notagio. Devemos lembrar
que a somatéria é substituida por uma integral na parte continua do espectro de energia do sistema
quantico.

9Apesar de estar sendo escrita na forma de uma somatéria, Z|n) estd somando também sobre os

autoestados da parte continua do espectro de energia do operador H.



- 20 - CBPF-MO-002/97

S<xf|e—iH(tf—ti)

Comparando os elementos de matriz de (96) e (97) vemos que [ faz o papel de um
tempo imaginario, ou seja, 3 = i(ty — t;). Com isso vemos que, se nas expressoes que
obtivemos na Mecanica Quantica de uma particula, fazemos a identificacao 7 = it e
xy = x; entao, o resultado € igual aos termos que contribuem para a funcao de particao
do sistema. A diferenca entre a funcao de particao e a amplitude de probabilidade é que os
estados inicial e final sao os mesmos no caso da funcao de particao, além de somarmos

sobre todos os possiveis estados iniciais.

No caso da Mecanica Quantica de uma particula encontramos que:

: z i [ L(w,a;
saflem 10 a)s = [ Da(p)e 1 (98)
sendo que para uma particula nao-relativistica, temos que
m dz
= —(—)" — V(x). 99
e v (99)
Na Mecanica Estatistica, fazendo a substituicao t = —i7 na eq. (98), obtemos que
i [P L(z,—~ir)d(~ir)
7 = Z/ Da(r)e' o Lo , (100)
2(0) z(0)==z(3)
onde T é um parametro real definido no intervalo [0, 5]. Como ¢ = —iT, estamos fazendo

a extensao analitica da eq.(98) para tempos imaginarios. E usual chamarmos este formal-
ismo de tempo imaginario.

A lagrangeana escrita em termos de 7 fica

m dz m dz .
= —(—)V —V(@)= ——(—)=V(z) = -L ; 101
PO V) = - V() = Ll i), (101)

onde Lg(x,d;7) é a lagrangeana do sistema no espaco euclideano e & = j—f
Portanto, a integral funcional da funcao de particao do sistema é,
5
Z(67Q) = Z/ Dx(r)e_fo LE(l’,T)dT7 (102)
2(0) z(0)==z(3)

onde L é dada pela eq.(101).
Note que, se L(x,#;t) é a lagrangeana do sistema, por exemplo eq.(99), ou também

chamada de lagrangeana no espaco de Minkowskil®, entéo

10Precisamos notar que & possui significado diferente em L e em Lg. Na lagrangeana no espaco de
Minkowski, L(z, £;t), temos que: & = %’ enquanto que na lagrangeana no espaco euclideano, Lg(x, &; 7),
dz

temos que: ¢ = 4.
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L(x,i;t = —it) = —Lg(x,%;7), (103)

onde 7 éreal. No caso de particula nao relativistica cuja lagrangeana é dada pela expressao

(99), temos que Lg(x,&;7) é igual a energia total da particula.

Da mesma maneira que no caso da M(Q de uma particula, podemos aplicar uma fonte

externa F(7) ao sistema, de forma que a funcao de particao fica sendo

8
2R =Y [ Da(r)e Jo Felen)=F)e()ir (104)
2(0) z(0)==z(3)

(747 obtemos a série de Taylor do fun-

. . . fﬁ F(r)w
Expandindo a exponencial funcional eJo

cional Z[F(7)]. Usando o resultado (73), os coeficientes desta série podem ser escritos

como derivadas funcionais de Z[F] em relacao a F(7). Em analogia ao que fizemos na

MQ de uma particula, definimos a funcao de Green no espaco euclideano

[ Delr) am) o lm)e(m)e I bt =
+(0)=r()

= (u(r)...dn(m)in(n)), (105)

z(0)

onde 3> 7, > 7,_1...73 > 7. Essas fungoes estao associadas aos coeficientes da série de
Taylor de Z[F]. Usando a analogia com a eq.(90), o l.e. da eq.(105) é reescrito na forma

de elemento de matriz do operador:

Er(m) .. da(m)in(n)) = S (@(0)™ig(0)e™ ™ .. x

(0)
xe 23 (0)e™ " T E(0)e T 2(0). (106)

Continuando a usar a analogia com a eq.(15), a partir da eq.(106), definimos a relacao en-
tre operadores de posicao nas representacoes de Schrodinger e Heisenberg, a temperatura

finita, isto é,

tp(r) = eHT:JZ'S(O)e_HT. (107)

Ao fazermos a identificacao (107) a partir da eq.(15), estamos usando a extensao do

pardmetro tempo para valores imaginarios'!: ¢ = —i7.

1Para ver a discussao de funcdes de Green a temperatura finita, veja a referéncia: A.A. Abrikosov, L.P.
Gorkov and I.E. Dzyaloshinski, Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics, Dover Publ.,
NY(1963).
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Im(t)

Re(t)

J

Figure 3: Representacao esquematica do plano complexo t = Re(t) + i¢Im(t), onde o eixo
real positivo corresponde a M) de 1 particula, e o eixo imaginario negativo corresponde
a Mecanica Estatistica.

Usando o resultado da derivada funcional (eq. (72)), podemos reescrever as fun¢oes

de Green no espaco euclideano como

_ AN
CSF(7,) .. F(n

A~

(Zp(mn) ... 2g(r2) 2 (m))

)|F<T>=o = G5 (T, o). (108)

Da mesma forma que na M(Q de uma particula, a funcao de particao é um funcional

da fonte externa F(7) aplicada, de maneira que pode ser escrita como

Z[F(7)] = Z[0] + i_oj %/j a7y .. dr, G (71, 1) F (7). F (7). (109)

Vimos que a funcao de particao Z é a continuacao analitica da expressao da amplitude
de probabilidade da MQ para 7 = it, onde 7 € [0, 3], de forma que ¢ € [0, —i3] (veja figura
3).

Desejamos relacionar as continuacoes analiticas das funcoes de Green no espaco de
Minkowski realizando a rotacao do desenho da figura 3, e as funcoes de Green no espaco
euclideano, Gg)(ﬁ, .+, Tn), como definimos na (108).

Quando definimos as fun¢oes de Green no espaco de Minkowski, o fizemos da seguinte

forma (veja eq.(90):

H<q/7 t/|T[qAH(t1) s qAH(tn)”% t>H = (_i)nG(n)(tlv s 7tn)7 (110)
onde os estados final e inicial sao quaisquer. Vamos considerar as funcoes de Green de

uma particula na MQ para ¢ = ¢’. Na definicao da funcao de Green no espaco euclideano
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(veja eq.(108)), estamos somando sobre todos os valores que #(0) pode assumir, uma vez
que calculamos um traco. No entanto, iremos praticar um abuso de linguagem quando
utilizamos a notacao GGp para exprimir a extensao analitica da funcao de Green no espaco
de Minkowski ja que estamos fixando um dnico valor para os estados inicial e final. No
entanto, em Teoria Quantica de Campos estamos interessados em calcular os elementos
de matriz no vacuo da teoria. Devemos lembrar que o vetor de estado que representa o
vacuo, |0), possui a propriedade: H|0) = 0. De agora em diante, quando for mencionada
a funcao de Green, sera no sentido de que os estados inicial e final sao os estados de
vacuo da teoria. O que vamos fazer de agora em diante nao é uma demonstracao, mas
simplesmente uma mostracao, usando argumentos de plausibilidade. O resultado ja foi
mostrado exatamente.

Na representacao de Heisenberg, o operador posi¢ao em qualquer instante ¢ é (eq.(7)):

Gu(t) = e gy (0)eHE, (111)

de forma que
(=)"G(ty, ... 1) =m(0|d(0)e e 4y (0)e ™ HE e G1(0)]0) g, (112)
onde t; >ty > ... >1,. Fazendo a substituicao t; = z7;, onde z é uma constante complexa

e 7; é real, a funcao de Green passa a ser

(—i)”G(”)(Zﬁ, ey 2T) :H<0|QAH(O)6_”H(H_72)qAH(O)e_iZH(T2_73) X
o e T 600)]0) g (113)
Veja que o elemento de matriz (113) esta numa forma em que podemos introduzir relagoes

de completeza, de maneira que a funcao de Green passa a ser escrita através de uma inte-

gral de caminho (basta seguir os mesmos passos que na MQ de uma particula). Portanto,

(=)' GO (mi, ) = [ Dg(r)e= T HE g () g, (114)

Lembre-se de que 7 serve apenas como indice para as variaveis g. Como pela mudanca
de variavel apenas 7; estd variando, este serve como o novo indice para as variaveis q. No

caso em que z = —i temos entao que

(—i)"G " (—imy, ..., —iy) = /DQ(T)GLT/ THEET (1) (). (115)

No entanto, ja vimos pelas eqs.(101) e (103) que L(x,&; —i7) = —Lg(x,&; 7). Portanto
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(=i GO (—im, . —im) = [ Da(r)e ST gz ()
= Gg)(ﬁ,...,m). (116)
Logo,
(—i)"G ) (—iry, ..., —ir) =GP (... 7). (117)

3 Integral de Caminho na Teoria de Campos
Referéncias:

e E.S. Abers, B.W. Lee, Phys. Rep. 9C, 1(1973), secao 12, pag. 71.
e P. Ramond, Field Theory: A Modern Primer, cap. 3, pag. 88.

Até entao tratamos o sistema quantico de uma particula. Nesse caso, x representa
a posicao da particula em diferentes instantes, sendo entao uma variavel dinamica. O
parametro tempo ¢, nesse caso, serve apenas como um indice para a variavel x. No caso
de campos continuos, queremos estudar formas definidas no espaco e que podem variar
com o tempo. Para fixarmos idéia, podemos pegar uma folha de papel e solta-la, de
maneira a ver como ela muda a sua forma de instante a instante. FEm cada instante
t, verificamos se na posicao (x,y,z) existe algum pedago do papel, e com isso vamos
determinando a forma da folha instante a instante. Vemos entao que, no caso de campos
continuos, tanto o espaco como o tempo servem como indices para definir as formas que
estamos estudando.

A Teoria de Campos trabalha com configuracoes extensas, e passamos a calcular am-
plitudes de probabilidade do sistema ser encontrado numa certa configuracao. Passamos
a falar em configuracao, porque estamos estudando campos, como, por exemplo, o campo
eletromagnético, o campo gravitacional, etc... Agora, os nossos vetores de estado passam
a conter a informacao sobre configuracoes. A correspondéncia entre vetores de estado na

Mecanica Quantica e na Teoria Quantica de Campos é:

2, g — |6(2): ) m, (118)

onde ¢,,(7,1)|0(Z), )y = ¢(&)|P(Z), 1), sendo ¢(Z) a fungao que dd a configuracao do
campo em todo o espago, ¢.,(%,1) o operador de campo e |¢(Z),t)y o auto-estado do

operador de campo no instante ¢ na representacao de Heisenberg. Apesar da relacao
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ter sido escrita na representacao de Heisenberg, ela também é verdadeira em qualquer
representacao.

As dinamicas dos vetores de estado e operadores nas representacoes de Heisenberg e
Schrodinger ainda sao dadas pelas mesmas relacoes que na M) de uma particula, assim
como a relacao entre as diferentes representacoes que podemos utilizar para descrever os

sistemas quanticos.

Daqui por diante, apenas por questao de simplicidade, restringir-nos-emos a campos
escalares, que satisfazem a algebra usual e nao possuem graus de liberdade internos.
Vamos estender gradativamente os resultados que obtivemos na M) de uma particula:

/t/ !

q' (') Lt
Vst = [ DatDp(n)et e e, (119)

onde H é a hamiltoniana total do sistema.
Quando o sistema possui M graus de liberdade ¢i(t),...,qm(t);p1(2),. ..,

pa(t), a expressao acima passa a ser escrita como:

H<q1,---,q;\47t/|Q1,---,QM,t>H =

bt Han VDp, (1)et Je (Cazipada=H)it (120)

onde {¢()} da os valores dos M graus de liberdade no instante ¢ e {¢'(#')} os seus valores
no instante #'.

Para se obter esta expressao basta proceder de maneira analoga ao que fizemos no
caso da M(Q de uma particula.

Vamos estender ainda mais a expressao acima. Dividimos o espaco em cubinhos de
volume £®. No limite de ¢ — 0, definimos o campo na posicio no centro do cubo de

volume infinitesimal como sendo

1 —
6al) = =5 [ ' o(.1), (121)
onde « é o indice associado a célula espacial que contém o volume &>,

Como estamos trabalhando com campos continuos, a lagrangeana do sistema passa a

ser escrita como

L= [ e £(6(7.0), 0,07 1)51). (122
Voo
sendo £ a densidade lagrangeana do sistema. Quando discretizamos o espaco, a la-

grangeana (122) fica,
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L = z_j e La(ba(l), balt), dass(t): 1), (123)

sendo que ¢, (1) = agta, e N é o niimero de células espaciais de volume €.

Da Mecanica Classica, temos que o momento canonicamente conjugado a variavel

ba(t) é:

L a
Do = 6 =3 a.'c = %7, (1), (124)
04 (t) 04 (t)
onde 7, (1) = 9£a_ A hamiltoniana total do sistema é

9da(t)

H= z_jpa(t)q'sa(t) — L= &H,, (125)

a=1

sendo que

N

Z_:l €3Ha = Z_:l 53ra(t)q3a(t) — Z_:l 53£a(¢a(t)7 an(t), ¢ais(t); t) =
= Mo = 7a(t)6a(t) = La(ga(t): dalt), Gaxa(t);t).

Na expressao anterior, temos a relacao entre densidades: densidade de lagrangeana, den-
sidade de hamiltoniana e densidade de momento canonicamente conjugado.

Voltando para a expressao da amplitude de probabilidade temos que

1y = / — (b/(f’t/) N
@@ 010@. 0 = [ TL Pou(t)Dpalt)
T a=1
et [N pa(0da(n- 3, Mg (126)

Porém, p,(t) = &®1,(t), e, além disso, lim._o > N_, &% = [ dxdydz. Portanto, a eq.

(126) pode ser escrita como

¢'(2t) N it 32 (o (D)o (1) —
@), 010@). 0 = [ TLDou(t) Dra(t)ethe e 72 0% 1)
T a=1

Em Teoria Quantica de Campos, estamos interessados em calcular a amplitude de
probabilidade do sistema estando no estado de mais baixa energia (o vacuo) em tempos
anteriores ao acoplamento com uma fonte externa, volte a ser encontrado no estado de

mais baixa energia do sistema apos a fonte externa ter sido desligada, ou seja,
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a(0,t — o0|0,t — —oo>il =

¢(f7t/) N N - d4 y J =+ -
_ / T Do (1) Dy (1)e! [ 2He(ralidatn=HIE06(0)
¢(f7t) a=1

= Z[J], (128)

onde N é o niumero de pontos na rede espacial, [0, — 4o00) representa o vetor associado ao
estado de mais baixa energia (vdcuo) no instante ¢ — 400, respectivamente. Assumimos
que esses estados sao representados pelos campos ¢(7,t) e ¢(¥,t') nos instantes t — —oo
et — oo.

A amplitude de transicao vacuo-vacuo é uma quantidade mal definida, pois ela repre-
senta a superposicao de fases. Para dar um significado a essas integrais, temos as seguintes

opcoes:
1. No argumento da exponencial introduzir um termo da forma
i / A 6T, 1), (129)
onde € é um parametro para o qual sera tomado o limite e — 0.
2. Realizar uma rotacao de Wick,
=7 —=1t=—T, (130)
onde T € real.

Nestes casos teremos no integrando exponenciais decrescentes.

Apesar de dizermos que essas duas maneiras de tratar o problema dao um significado
matematico a integral de caminho, ainda existem infinitos embutidos nas amplitudes de
probabilidade, os quais ainda devem ser retirados. No caso dos infinitos associados a
pequenas distancias temos a renormalizacao.

Apesar de sabermos que temos que introduzir o termo (129) para dar sentido a integral
de caminho, nao vamos escrevé-lo explicitamente, mas devemos ter em mente que ele

continua fazendo parte do argumento da exponencial.

4 Funcoes de Green Conexas e Desconexas

Analogamente ao caso da M(Q) de uma particula,
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— — (b(f’t/) N
O o) o fm(a b0 = [ TT Do)V Do (1)
Z a=1
K O(F1, 1) . (T, ) ] 17 (al@)dale)=H), (131)

sendo 1" um operador de ordenacao temporal, onde os tempos sao ordenados da direita
para a esquerda em ordem crescente: t, < t,4 < --- < 13 < t;. Estamos usando a
notagao: « = (1, 7).

Usando os resultados conhecidos de derivadas funcionais, temos que'?

oty N - :
/ [[ Dou(t) &N Dro(t)d(Fritr). .. ¢(Fnt,)e ) Lolra@dalz) =2
¢(#1) a=1

o 3 gt j H
- / H D¢a(t)5 ’Dﬂ'a(t)elf z (ra(@)pal(w)=H) o
(b(f’t) a=1

1 5neifd4xJ(f,t)¢(f,t)

S ATY TR S TR

(132)

Ao contrario do que fizemos anteriormente, chamamos de funcao de Green de n pontos a

G (Zy 3 B tn) =0T [6n (T, 1), -, 1 (Tns t0)][0) 1. (133)
Comparando a expressao acima com a anterior encontramos que
B §71J]
8 (FLt) . 6 (Tns ta

que sao as chamadas funcoes de Green conexas e desconexas. Num exemplo especifico,

ZnG(n)(fl,tl,,J_;n,tn) )|J:0, (134)

VETremos o porque do nome.

A amplitude de vacuo-vacuo é um funcional da fonte externa,

Z[J] _ /Iqu(xﬂ)ﬂ_(x)eifd4ac[qr(av)(;'S(av)—7-(-I—J(av)<b(ag)]7 (135)

IZNeste caso, em que estamos num espaco tridimensional e temos o tempo também como parametro,
a derivada funcional (55) fica sendo:

SELT] _ . ELJ(Z,t) + eB)(& — £1)8(t —t1)] — E[J(Z,1)]
(Sj(fl,tl) = a0 € '




- 29 - CBPF-MO-002/97

onde z = (1) e absorvemos a constante £V na definicio das medidas D¢(z) e Dr(x).

Realizando a expansio da exponencial'® ¢%/®) temos que

210) = [ Do(a)Dr(a)e T FT@HIM (11 [ e (e)oo) +
‘|‘% / d4x1d4x2J($1)J($2)¢($1)qﬁ(:m) +...]. (136)

Entao,

2] = Z[0] + / d'e1J(21) / Do () Dr(z)d(2y)et ] @ elr@e@)-H] |

‘I’%/d4$1d4$2J($1)J($2)/D¢($>D7‘r($>¢($1)¢($2)ei[d4x[7r(ac)¢.6(x)—’}-(] 4o
(137)

Assim,

Z[J] = Z[0] + i_o: (;)’n /d4:1;1 e d4:1;nG(”)(:1;1, cen ) (@) S (2n), (138)

onde

= [ Do(eDr(e) (). olw)ed P, (139)

é a funcao de Green de n pontos vestida. Note que na eq.(139) aparece a hamiltoniana

completa que descreve o sistema quantico.

4.1 Modelo \¢*

Referéncias:

e P. Ramond, Field Theory: A Modern Primer, 2" ed. (Revised Printing), Addison-
Wesley (1990).

e C. Nash, Relativistic Quantum Field, Academic Press (1978), cap. 1.

Para exemplificarmos como tratar as funcoes de Green de n pontos, consideramos a

densidade de hamiltoniana de particulas escalares reais,

13Estamos usando a convencao: (J¢) = [ d'z J(z)é(x).
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_ (& 1)

50 L STE NP+ R V() (10

V() é a parte de auto-interacao dos campos reais e é uma funcao de ¢ limitada inferior-

H(¢7 az¢7 T3 1_;7 t)

mente.
B importante lembrar que, na integral funcional, estamos integrando sobre todas as

possiveis configuracoes de 7(Z,1), e que nao estamos impondo a restrigao

oL 0o(x)
m(x) = — = (141)
o5 o
Voltando para a integral funcional da funcao de Green de n pontos,
GO (w1, ya) = [ Do@)Dr(e) o(m)... ofea) x
s ot [ del= T 4md] =i [ ael 5 (F6)*+ Lm2 624V (6)] (142)
Lembrando que: ”2—2 — = Hr? — 2q1'$27r] = I(x — qb)2 — 452] e que

/Dﬂ(x)e_ifd%[_mg"'%] s /Dr(x)e_%fd%(r_(‘;)rz. (143)

A integral funcional sobre 7(z) no . d. da equacao acima, é apenas uma constante

multiplicativa. Portanto,

Gy, im) = [Dola)olm)... o(a, ) HoHE O30t o)
B /%(“’W(%)---qﬁ(%) et et (144)

onde

L= 50°60,6 — 5’6"~ V(6), (145)

sendo que'*: 9,0 = % — V2. Absorvemos na definicio de D¢(x) a constante que vem
da integral funcional funcional sobre 7(x).

Portanto, para as densidades de lagrangeana usuais, temos que
GO a1, ywa) = [ Dola) dlar)..olan) ] 7E (146)

Para mostrar que G (xy,...,x,) sdo as fungdes de Green de n pontos conexas e

desconexas, vamos tomar, por simplicidade, o modelo A¢?*, ou seja,

1A definicdo da métrica estd no Apéndice 1.
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1 I 55 Ay

Para este modelo, a funcao de Green de n pontos vestida fica sendo

GO ar, o w) = [ Do) pla) .. ola) [ Fme e b2 (1)

A integral funcional é de quarta ordem nos campos ¢, e, assim como nao sabemos resolver

a integral indefinida em zero dimensoes,

/ de(@*+as>+ba), (149)

nao se tem esperancgas de obter o resultado analitico da integral funcional (148). O que
se faz ¢é utilizar teoria de perturbacao na constante de acoplamento do potencial, se esta

constante é pequena. Neste caso, a funcao de Green de n pontos fica:

G(”)(:z:l,...,xn = /Dq§ z) o(xr)...o(x,) X

—A
A /dyl (1) 2' A1 )2/d91d92 ¢*(y1)¢* (y2) +
i / dyndyadys 6" (30)* (42)6" (v2) + -]
et [ @Foudoto—3m? ¢ (150)

Todos estes termos do 1.d. da eq.(150) podem ser obtidos a partir da aplicacao de derivadas

funcionais ao funcional

— /Dqﬁ(;p)eifd%[%ama“—%m2¢2+J(l’)¢(l’)]_ (151)

em relacao a J(x). Calculamos Zy[.J] introduzindo o termo de amortecimento, ou seja,

_ /m(x)eifd%[%ama%—a —i€?) 6> +J () p(x)] (152)

Para obter as funcoes de Green de n pontos a partir de Zg[J], precisamos explicitar a
dependéncia em J(x) de Zy[J], pois as derivadas funcionais sao calculadas em relacao
a J(x). Apesar Zg[J] ser quadrdtico nos campos ¢(x), o resultado desta integral nao
é ébvio, pois nessa representagao, a acao nao é diagonal em ¢(x). Para ter isso claro,
note que a densidade de lagrangeana, em uma dimensao espacial, depende de derivadas

espaciais dos campos, ou seja,
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I(x) .
Ox _Alalvrgo Ax

de maneira que a acao envolve ¢(x + Ax) e ¢(x). Uma maneira de diagonalizar a agao

Y

classica

§= [ de{58,60% — Sm® — i) + J()o()] (154)

é reescrever o integrando em termos das transformadas de Fourier do campo e da corrente.

As relacoes entre as transformadas de Fourier do campo e da corrente sao:

bt 1 4 ipw
30) = o [ At ol

o(a pe " é(p), (155)
5 1 4 ipx
J(p) = CISE /d ze?J(x),
1 4 —ipx §
J(z) = (%)Q/d pe=ive J(p). (156)

Estamos usando a notagao: pxr = p,z*.

A agao S escrita em termos das transformadas de Fourier do campo e da corrente fica,

S = /d4
(m? — ie

—5(7/654}7165 D2 ¢(p1)</;( 2)e” iptpe)e

prdpa(—i) prph d(p1)d(pe)e TP —

prd'py J(p1)d(pa)e” P1Hr)7). (157)

Como,

el 6(p1 + p2), (158)

a acao S fica sendo

/d“p[%pup“q;(p)q;(—p) - %(mz —ie)o(p)d(—p) + J(p)o(—p)].

(159)
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Realizamos uma mudanga de variavel em ¢(p), de maneira a reescrevermos a expressao

acima na forma de quadrados, ou seja,

J(p)

¢'(p) = ¢(p) + 7 (m2—id))’

(160)

Calculando explicitamente, obtemos que

) — (=i ()~ 5T p) g () =

= S0 — (m* — i) + 3 (J)3p) + T-D)d(0) (161)

[N

p* — (m? —i€?)

No entant f d iaveis de int a20: p— —pep’ — —p°
o0 entanto, ao lazermos a mudanca nas variavels de mtegracao: p — —p € p- — —p -, ha

integral da acao, obtemos que:

[ J(=p)dtp) = [ d'p J(p)i(-p). (162)
de forma que usando os resultados (161) e (162), reobtemos a agao S.

Portanto, a agao (157) pode ser reescrita como

5= l/ d'p &P — (m* —ie))d'(=p) —

2
=5 [ I0) i ) (163)

onde foi utilizada a mudanca de varidvel (160). No espaco das quadri-coordenadas, esta

mudanca de variaveis corresponde a:

¢'(w) = ¢(x) + F(x), (164)

onde F'(x) é uma funcao independente do campo ¢(x), de forma que a medida da integral

funcional é invariante sob essa mudanca de variavel,

D¢ (x) = Dg(x). (165)

A dependéncia da acao na fonte externa J(x) foi separada na eq.(163). Reescrevendo

a acao no espaco das quadri-coordenadas:

! ! ' - 2 —ipza |/
§ =5 [ A [ dndie @)t — (m* i) P w) -
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1

p2 — (m2 — @'62) J(l’z)e_lpam =

1 .
i /d4x1d4$262p$1]($1)

= l/d4$1d4$2

—Zp( z1+x2)
__/d erd 2 (11 / i et (166)

4/#pwwm—%fma—mﬂ—w%amﬂwugwm—

onde 97 = 2. Definimos,

8
1 1 e~ P2 =)
Alz) — 1) = —— / ! |

(xl 2}2) (277-)2 p (271')2 p2 _ (m2 _ Z~62)7 ( 67)

que é a transformada de Fourier do propagador livre. Como estamos integrando sobre

d*p, temos da definicao acima que A(z; — x9) = A(zy — @1). Além disso,

—ipxo )eipacl — —82

pe1=22) == —8 5(1’1 — 1’2) (168)

1 .
e L R ) (169)

Portanto, a acao S fica sendo

% / By dies] — ¢ (21)¢ (22)026 (w2 — 1) —
_(m? — i) (1) (22)5 (21 — 2)] — % [ s (o)Al — )T () =
=2 [ S0~ (i)l () -
—% / B diead (2) Ay — 29)J (22). (170)

De forma que, voltando a expressao (152), temos que

Zo[J] — /D¢ €3 fd4ac¢ (m —252))¢'(1’)e—%fd4x1d41’2J(x1)A(acl—acg)J(xg)

— Zo[J — 0]6 5 fd4901d4x2J(1’1)A(x1 l’Q)J(l’Q)‘ (171)

Note que Zy[0] é uma constante independente da fonte externa .J(x) aplicada.

A expressao da fungao de Green de n pontos é dada por (150)
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GO, w) = [ Do) ). o[l + (=2 [ et

1 —i)
+§(T>2/d4y1d4yz ¢4(y1)¢4(yz) +

1 —A
+§(T)3/d4yld4y2d493 &M (y1) 0" (y2) 8" (y3) +
+..] x el FeliPuedtomgmie] (172)

cujos termos podem ser obtidos através das derivadas funcionais de (171) em relagao a
J(x) e calculadas para as correntes externas nulas (J(x) = 0).

Para conhecer as derivadas funcionais do funcional:
e~3 fd“d“‘](“m(“_“)J(”),em relagao a corrente J(x). A partir da defini¢ao de derivada

funcional (55), temos que,

1) e_%fd4x1d4x2J($1)A(1’1—1’2)J(1’2) —

6J(y)
— limﬁ_@l [6 5 fd4901d4x2[ (z1)+€8(z1—y)]A(z1 —z2)[J(22)+€b(m2—y)]
@
_e—%fd4l’1d4l’2J(l’1)A(l’1—l’2)J(l’g)] —
1

= [im_g— [6_%fd4l’1d4l’2A(l’1—902)[J(951)J(902)+55(951—Z/)J(@)"‘E‘S(m_y)‘](m)+O(E2)] —
c

_e_%fd4x1d4x2J(x1)A(xl—xQ)J(xQ)] .
= lime_@e_%fd49”1d4952j(901)A(x1—x2)J(x2) x
e=¢3 [ dtard (@) A(y=a1) =5 [ dtea T (22)A(y=22)+0(2) _

X =
@

= —i/d4:1;A(y — 2)J(z)em 5 S dtmdtar J@)Aai—a2) T (z2)

b
onde usamos que a fungao A(x; — ) é par. Assim,

5 : 4 4
e—ifd l’ld l’gJ(l’l)A(l’l—l’Q)J(l’g) —

J(y)
— i [ de Aly - ) (@)t st i),

A derivada funcional de segunda ordem deste funcional é:

B et et
6J(y)oJ(z)
= CiA(y — z)e~3 [ dndtel@) Al —e) (@) |

H=)? [ dianday Aly = a)A (= = w2)d (0 (22) x

ok [t erdter (@) Ao —22) I (2) (173)
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Para vermos como isso tudo funciona, consideremos o caso da funcao de Green n = 2.

Entao,

G(Q) $1,$2 /D¢ 1— —/d4y1 yl ]

e fd4 19,p91¢—L(m —25)(;52]

Note que temos no integrando uma expansao em poténcias de A. Para cada ordem
de A na expansao temos poténcias do termo [ dx¢*(x). Neste caso, no ponto x temos 4
operadores de campo, e estamos somando sobre todas as possiveis posicoes x. Utilizamos
graficos para representar os termos que aparecem ordem a ordem na expansao da constante
de acoplamento. Usamos a representacao grafica abaixo para um vértice no ponto espago-
temporal x, de onde saem quatro pernas para representar que temos quatro campos

escalares com argumento X

Vértice da teoria \¢*.

Além disso, vemos da expressao (151) para Zg[.J] que os termos de G3)(z, x3) podem

ser escritos como derivadas funcionais deste funcional, ou seja,

LY AN i1 AN
5T (a8 (0] "= JE/ U8 (18 (22)50 (x)

Substituindo Zy[.J] pela sua expressio (171), a funcio de Green G (1, x5) é escrita como:

G(Q)(l'l, 1’2) == |J:0 + ...

G(z)(l'l,l'z) 1 52 Z)\ 1 4 56
- > a1 {3—|J:0__E/ T 4 |J:0‘|’
Zo[0] 12 6J(x1)0J (x2) 41 0 (x1)0J (x2)0% T (x)
_I_ . X e—%fd4l’1d4l’2 J(l’l)A(l’l—l’Q)J(l’g)‘ (174)

O primeiro termo do 1. d. da eq.(174) foi calculado explicitamente na eq.(173), e

vimos que resulta: —iA(zq — x3).

X X

1 2

Representacao grafica de —iA(xy — x3)
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Este é o termo de ordem A°, e portanto, nao ha qualquer vértice. O segundo termo
do 1. d. da eq.(174) é obtido calculando-se explicitamente as derivadas funcionais, ou
reconhecendo que os termos obtidos da derivada funcional apresentam todos os possiveis

graficos que obtemos ligando os pontos 1, x5 e =, e que da posicao = saem 4 linhas.

(a) i o j (b) %
° Py °
X, X X, X5 X,

Gréficos referentes a (a) (—i)* [ d*'zA(z; — 2)A(x — 23)A(x — ) e
(b) A(zy — xq) [ d*aA*(z — )

Como nas posicoes x1 e x5 temos apenas um campo, de cada um desses pontos parte
apenas uma linha. No caso de A¢*(x), temos vérios campos idénticos na mesma posicao ,
e, para as derivadas funcionais, as linhas que saem de = sao distintas. Logo, cada
grafico é multiplicado por uma constante, chamada fator de simetria, que varia de grafico
para grafico. Quando multiplicamos as expressoes associadas aos graficos pelos fatores
de simetria, fazemos uma relacao um a um entre os graficos e os termos na expansao de

ordem A nas funcoes de Green de n pontos. Assim,

G(z)(l'l,l'z) .
Zo[0]
+ N1 + N2
S $ e ® | A 1
' (@) 2 (b) © (175)

onde N; e N, sao os fatores de simetria. Os graficos (a) e (b) sao chamados de graficos
conexos, e o grafico (¢) é denominado de grafico desconexo. Além disso, como o gréfico (¢)
tem linhas que se fecham sobre si mesmas, sem estarem ligadas a pontos externos, estes
graficos sao bolhas de flutuacao de vacuo. Os graficos que envolvem bolhas de flutuacao
de vacuo nao contribuem para as funcoes de Green, pois sao normalizadas de forma a
cancelar a contribuicao das bolhas de vacuo. Para termos uma idéia de como eles se

cancelam, vamos definir a fungao geratriz dos graficos conexos e desconexos Z[J]:

Z1J] = /D¢<x> of [ At [50ud0t e 5 (m® —ie)d” — o' 1+4i [ d*ad(2)g(z) (176)
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Notemos que

Z[0] = /Dqﬁ(:p) o J dtalEueimo— b (m2—ie)g? ~ A 4*] _
A 4 4 1 —iA 5 . . ) \
— /D¢($) [1 + (_Zﬂ)/d x ¢ (SL') + E(T) /d ridizy @ (x1)¢ (51?2)—|-

4. ] % eifd4x[%8M¢8M¢_%(m2_iE)¢2]7

que representam os graficos sem pernas externas, pois todos os pontos z; estao sendo

integrados. A representacao grafica de Z[0] é:

Z[0

| = Zo[0] x
1 *n, N, N, N,
DS s (SO0 -1

onde N; sao os fatores de simetria. Estes graficos sao divergentes.
Quando voltamos para a funcao de Green de n pontos, e tomamos o caso particular

n = 2, nao ¢ dificil ver que

G(Z)(l'l, 1’2) B
2V

><.1—>:z(1+n8+ n©+ ) +

X;Q;z( L T

e mostra-se que n; = Ny,ng = Ny, ... ,n; = N;, ..., de forma que esses termos divergentes

(178)

desaparecem, e tomamos a quantidade

G(z)(:pl, Tg) B
AU

+ Neo o +
2X1 % s (179)



-39 - CBPF-MO-002/97

A expressao (179) é chamada de propagador vestido.
Consideremos agora a funcao de Green de 4 pontos. Representamos graficamente o

que obtemos através de derivadas funcionais com relacao a J(x). Entao,

G(4)($1, Lo, T3, 1’4)

Z10] B

X X
1@ ® "2 X1 X2 X1 Xy Xq X,
' ' ><: +M1 :X: ’
X X
30— OX X
4 3 Xq X3 X4 X3 Xq

(180)
onde My, M;, --- sao os fatores de simetria de cada grafico na expansao. Note que, na
~ (4) ,
funcao de Green %, temos graficos conexos e desconexos.

Para eliminar os graficos de auto-energia (flutuacao do vécuo) e nao termos que es-
crever sempre a constante Z[0], redefinimos a fungao de Green de n pontos (134) como

sendo:

") (2 T,) = /Do) qb(:z;l),,_qﬁ(:z;n)eifd‘*xﬁ
) = [ Do) ol e e - (181)

No modelo A\¢* que temos considerado explicitamente, a densidade de lagrangeana é

dada pela eq.(147),

1 1 A
_ 1 po o990 4
L= 2@([58 o 2m o —4!</$ ) (182)

Podemos reescrever a funcao geratriz Z[.J] como uma série de Taylor funcional em
termos da corrente externa J(x). Os coeficientes da série de Taylor funcional sao as

funcoes de Green, ou seja,

Z[J] = Z[0] [1 + i %/d4x1 .. .d4:1;nG(”)(:1;1, con ) (). J(l’n)], (183)

onde as funcoes de Green envolvidas incluem graficos conexos e desconexos.
No entanto, é possivel definir o funcional W[J] tal que ele seja a funcao geratriz das

funcoes de Green de n pontos que sé envolvem graficos conexos. Seja
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Z[J] = "L (184)

Neste caso, usando a série de Taylor para o funcional W[J], temos que

W] = w0+ Z—,/d4x1 ot GO, e I (1) . T (), (185)
— n.
onde
. §"WiJ]
n (o) _ N
G (X, ) (5](:1;1)...5J(:1;n)|J_0 (186)

Pela igualdade (184), temos que

1 6"InZ[J] |
PSS (1) . 6 () T

Para vermos que para as novas funcoes de Green contribuem apenas os gréaficos

GOz, ... ,) = (187)

conexos, consideremos o caso particular de n = 2. Entao,

§2n7[J] s 1 sz
5.J(21)6J (23) =0 = 5.J (1) [Z[J] 5.J(x2)
1 62l 841 1 8z]

= I8 (an) 50(22) = T 7] 61060 (22)

Z~2+1G£2) (xh 1}2) —

170 =

|J:0-

Portanto,

Gg)(l'l, 1’2) = G(Q)(l'l, 1’2) — G(l)(l’l)G(l)(l'Q)

A fungao de Green G)(z) é igual ao valor médio do campo escalar no vécuo. Como
estamos considerando o caso em que m > 0 e A > 0, entao o minimo do potencial
Vig) = %qﬁ‘l + m72</$2 é em o(z) = 0. De forma que: GM(21) = GM(xy) = 0.

Usando método de recorréncia, é possivel mostrar que,

Gg”)(xl,...,xn) = G(”)(xl,...,xn) — Y <> < h > (188)
<p(z1)...0(zn)>

onde a soma € sobre todas as possiveis particoes de ¢(x1) ... ¢(x,) em subconjuntos. Desta

forma, s6 restam em G(") os graficos conexos, ou seja
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G(4)($1, Lo, T3, 1’4) —

X1 X2 X1 X2
+ Ml
« X
3 X4 %3 X490)
Um grafico possivel para G2 é
® Q Q |
X1 M1 Y2 X% (191)

que é um grafico conexo; porém se cortarmos a linha que liga os pontos y; e ys, ele se
quebra em dois outros graficos possiveis. Este tipo de grafico é dito redutivel.

O funcional W[.J] é denominado de geratriz das funcoes de Green conexas.

5 Funcgoes de Vértice, ou Graficos 1PI (One Particle
Irreducible)

Referéncias:

e Mark S. Swanson, Path Integrals and Quantum Processes, Academic Press Inc.

(1992), section 8.1.
e C. Nash, Relativistic Quantum Fields, Academic Press (1978), cap. 1.

o Daniel J. Amit, Field Theory, the Renormalization Group and Critical Phenomena,
McGraw-Hill (1978).

Comecamos a estudar as fun¢oes de Green através de Z[J] que da a amplitude de
transi¢ao vacuo-a-vacuo na presenca de uma corrente J(x). As fungdes de Green normal-
izadas (eq.(181)),

1 6" 7 J]

G @) = 700 87(20) .. 00 () =0 (192)
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incluem contribuicao dos graficos conexos e desconexos. Para nos livrarmos da parte nao

conexa das funcoes de Green (192), definimos a transformacao (184), ou seja,

Z[J) = " = WJ] = —ilnZ[J)]. (193)
As funcoes de Green associadas ao funcional gerador W[.J] sao (eq.(187)):

"W [J]
oS (x1)...0J(x,)

MG (1, 2,) = | 7=o0- (194)

Os graficos associados a G sdo todos conexos. Uma coisa interessante de se notar é que

GO(21) = GM(a1), isto ¢,

6an) = e oo (195)
| 1,1 8Z]J] 11 6Z[J]
o) = 50 V0 = T2 5 )
Devemos lembrar que
(1) 11 i fdte L
GO(wn) = g [ Do) olan) € o)
= (08I0} = GO(a), (197)

Z10]
onde (0|¢(x1)|0) é a configuragao média do campo escalar no estado fundamental do

sistema para J(x) = 0.

Vejamos a representacao grafica das funcoes de Green que contribuem para W/[J].

Tomemos, por exemplo, os seguintes gréficos, presentes em G (zy, zy):

F%.f\/\. o@\o

@ (b) © (198)

A diferenga entre os gréficos (a), (b) e (c¢) estd em que, se cortarmos a linha que liga as

duas bolhas na figura (b), a figura se quebra em duas:

i (199)
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0 que nao acontece com as figuras (a) e (¢). Se retirarmos qualquer uma das retas dos
graficos (a) ou (c), o gréfico resultante continua ainda sendo um tnico grafico conexo.
Os gréficos (a) e (¢) sao chamados graficos irredutiveis, enquanto que o grafico (b) é
denominado de grafico redutivel.

A importancia dos graficos irredutiveis esta em que qualquer grafico redutivel pode ser

obtido ligando propagadores da teoria livre a graficos irredutiveis. Por exemplo, temos:

Ft‘ﬂ (200)

onde a bolha cheia representa a contribuicao dos graficos irredutiveis de dois pontos em

todas as ordens em teoria de perturbacao, ou seja,

-1
So

Nos graficos irredutiveis amputamos os propagadores externos, que no espaco dos mo-

mentos tém a representacao grafica :

1 B p
p2 _ (mZ

— i¢)

—p*— (m?—ie)= ( ) (202)

Definimos a transformada de Legendre do funcional gerador W.J] e queremos mostrar

que esta transformada de Legendre é o funcional gerador dos graficos irredutiveis. Seja o

funcional I'[¢] definido como,

Mél = Wi - [ d'y J(y)dlw). (203)
onde
. SWIJ]
)= S
= G0, (204)

ou seja, pela eq.(197) temos que ¢(z) = (0]é(x1)]0) s, sendo |0) o vetor de estado do vécuo
do sistema na presenga de uma fonte externa J(x). A transformada de Legendre (203) é

continua, pois envolve parametros cujos indices variam continuamente (.J(x)). O gerador
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I'[¢] é um funcional de ¢(z) e ndao depende explicitamente de J(z). Calculemos a variagao

funcional de I'[¢] em termos de ¢, ou seja,

e WL [, 60
90~ 53~ e

Porém, usando a regra da cadeia para derivadas funcionais (eq.(67)), temos que

oly) — J (). (205)

WU _ [ WULSI) _ SWUL_ [y ()
s =) T e ) — ) Gy W
Substituindo o resultado (206) na expressao (205), encontramos que
8Tg] _
s = ) (207)
Resumindo, a transformada de Legendre (203), é definida como:
Mél = Wi - [ d'y J(y)dlw). (208)
sendo que
- oWIJ 6T [
O R G ? (209)

O funcional I'[¢] é conhecido como a agao efetiva do sistema. Para entendermos o porque
do nome, vamos calcular exatamente este funcional na tnica teoria em que podemos
fazé-lo exatamente: a teoria livre.

Obtivemos anteriormente (eq. (171)) que:

ZolJ] = Zo[0)e3 | mdtead (e Al —e2) I (w2) (210)

Da relagao (193) temos que

ZolJ] = ¢"oll, (211)

Calculando o logaritmo da expressao (211), obtemos:

WolJ] = —ilnZo[0] — % [ dendten () Ay — 2 ().

Entretanto, para se obter I'[¢] apenas em funcdo de ¢(z) é necessario encontrar J = J(¢).

No caso da teoria livre, sabemos também calcular exatamente ¢(x) na presenca de uma

fonte externa qualquer, ou seja,
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VAN
iZo[7] 67 (x)
P8

_ —5 [drerdterd(@1)A(mr—22) I (22) 7 0
Zel] 8 ()¢ "

(g gt Zo[0]
- d4 Algr — J e_ifd z1dtzy J(z1)A(z1—22)J (32) 0 )
[ At =) ]
Mas, pela eq.(171) temos que
—%fd4l’1d4l’2 J(l’l)A(l’l—l’Q)J(l’Q) ZO [0] _ 1 212
e =1.
ZolJ 2

Portanto,

o) = — [ d'yA(e = y)J(y), (213)

Entretanto, precisamos inverter a eq.(213) uma vez que precisamos de: J = J(¢).

Uma maneira de inverter a equacao acima é aplicar o operador 9% + m? a ¢(x), ou seja,

(02 +m¥)o(x) = — [ d'yl(02 + mH)A(e = ) (), (214)

que usando o resultado do apéndice III (eq.(278)), temos que

(6% +m*)o(x) = J(2). (215)

Na eq.(215) temos J(x) como um funcional de ¢(z), como desejamos.

Para obtermos I'g[¢], temos entao

Told] = —ilnZo[0] — % / dard ey J(0) A2 — 22)d (29) —
= [ d'y Iw)ély). (216)

Substituindo o resultado (215) na expressao (216), ficamos com

To[d] = —ilnZo[0] —
5 [t [0+ )] A e — 22) (8 + )] -
— [ d'y 122 + m)s)la). (217)

Integrando a eq.(217) por partes, e, usando o fato de que as funcdes de ¢(x) tendem a

zero na fronteira da regiao considerada, entao
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/d4:1;1 [(812 + m2)q§(x1)]A(:1}1 —xy) =

- / d'zy [(92 + m2)A(xy — 22)]¢(x2)
= —(r2). (218)

Assim, voltando a eq. (216), ficamos com

Told] = —itnZol0] + 5 [ d'es G(e2)I(0F + m*)(e)] -
— [ ' () (@ +m)o(a) =
= Told] = —ilnZ0] - %/d“x 3(2)(9* + m?)d(«). (219)

Integrando por partes o segundo termo do 1.d. da eq. (219), encontramos que

- —/d4:1; 3(2)(9* + m?)d(x) = ——/d4 —9,80"8 + m?é(z)). (220)
Logo,

Tol6) = —itnZo[0] + [ d'e £(6(x), Dud(v), (221)

onde

L(8(2), 0,0(2)) = 50,6(x) () — sm6(), (222)

que coincide com a densidade de lagrangeana (147) quando A = 0. Vemos que 'g[¢] é,
essencialmente, a acdo do sistema, para a configuracao de vacuo ¢(x). No caso geral
em que temos interacdo nao é conhecida a expressio exata de I'[¢], mas ainda assim

identificamo-la com a acao efetiva do sistema.

No caso geral, usamos métodos aproximados ou expansoes para obter a expressao de
I'[¢]. Temos dois tipos de expansdes em ¢(z): uma é a expansao nao local, com a qual
estamos mais acostumados e aparecem as funcoes de vértice. A outra é a expansao local,
na qual aparece o potencial efetivo.

Da mesma maneira que Z[.J] e W[J] sao funcionais da corrente externa J(z) e tém
séries de Taylor funcionais associadas, também I'[¢] é um funcional de ¢(z), e tem associ-
ada a si uma série de Taylor funcional. Nao discutiremos aqui o caso em que existe

quebra espontanea de simetria (veja o livro do Amit, pag. 91).
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Temos entao a expansao em torno da configuragao de vacuo da teoria, quando J(x) =

0, ou seja,
o(x) = 51/(15/}J]|J:07 (223)
o) = J(x)=0. (224)

8(x)
Como estamos trabalhando com teorias que por hipétese nao possuem quebra espontanea

de simeteria (no nosso caso, m? > 0), entao,

¢(x) = 52/}‘]] |7=0 = 0, (225)

e ['[¢] pode ser escrita como uma expansao nao local da forma

onde ¢(z) = SWLJ] para J(x) # 0.

§J (=)
As fungoes '™ (xy, ..., x,) sdo as chamadas fungdes de vértice, ou, fungdes préprias
de vértice. A relagao entre I'™(zy,...,2,) e o funcional gerador I'[¢(x)] é:

T
o(x1)...00(xy)

As derivadas funcionais sao calculadas na configuracao em que temos J(x) = 0. A situacao

F(n)(l'l, ceey l’n) |J:0. (227)

mais simples (que é a que estamos considerando), é aquela na qual ¢(x;J = 0) = 0.

Formalmente, conhecemos I'[¢] e as fun¢des préprias I'™(zy, ..., 2,), mas, na ver-
dade, s6 é possivel obter estas quantidades aproximadamente. Precisamos relaciona-las
as expressdes perturbativas que temos para G e G{". Para tanto, usamos as relacoes

formais conhecidas (eqs.(208) e (209)):

Mél = Wi - [ d'y J(y)dlw). (228)

(229)

Assim,
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_ (230)

SLAC2S (231)

A partir das eqs.(230) e (231), decorre que

a, _OTle] SWL] [
/dy5¢(y)5¢(z) 8J(x)8J(y) /dy
oo(x

8¢(x) 8.J(y)
6J(y) 6¢(z)
= ) = —é(x — 2)

89(2)
LT Swl
> [ e e — e (232)

Portanto, —5$fzf(5[§](z) é o inverso de %, para qualquer que seja o valor da corrente
externa. Em particular, temos que %L}:O = GO(z,y), que é a fungao de dois

pontos conexa da teoria, também chamada de propagador vestido. Como nesta funcao de
dois pontos s6 temos graficos conexos, entao graficamente, podemos escrever, no espaco

dos momenta:

G2 —

C

vt @t @ @t -

Note que ‘é a unidade fundamental, a partir da qual todos os outros graficos conexos

podem ser obtidos. Entao,

-—-[1+ e-+ @O+ ] —

ey Y 1

1- @ (234)

onde estamos supondo que o grafico no denominador do lado direito é menor que um, para

que a série seja convergente. A figura nos da a representacio grafica de G?). Dividindo

por __riemos que
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() - ‘ (235)

Como no espaco dos momenta,

’_ (p* —m?) (236)

Vemos que a I'?) estao associados os gréaficos de dois pontos. Note que a funcio de
dois pontos irredutivel nao possui pernas externas, dai serem estas funcoes chamadas de

funcoes de Green amputadas.

Vejamos o que acontece com I'®). J4& vimos da eq. (232) que

o O[] SW[J]
/d 53 =—0(y — 2).

)86(2) 6.J(x)8.(y)

Derivando funcionalmente a expressao anterior com relagao a J(w) encontramos

/ o 552r[¢] Wl
S )60(=) 878107 (w)
v [ e 5¢<x>§j<[j]w<w> 5J(5(2xl/;;[j(]y) -
= s BIe LR
e e S5 w75 = (287)
com 522 = L Multiplicando cada um dos termos da eq.(237) por
rg) ey .

45( )64(X) 66(w)d0(Y)’

e integrando sobre y e w, ficamos com
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[ tadtyit W) Sl el
500X BTBTTT0) SHG(E) ool
o [ BW[ &T[d oriel
+ [ dtadtanf /dWwwwﬂ> <waxﬂ5wmwa>a )
/d4 5J’x25J ]}::0‘ (239)

Os termos entre colchetes resultam, respectivamente, em —é(x; — X) e —6(Y — x9).

Portanto,
8°T[g]
®3) - _
P = satse) — 7
[ itayy PUA__PTO___6WL___eTig_
0¢(y)op(X) 6p(w)od(Y) 6.1 (2)6J (y)o] (w) d6(x)é9(2)
(240)
Entao, como W é o inverso do propagador, a funcao de vértice I'® é a funcao de

Green conexa amputada do propagador vestido nas pernas externas. Diagramaticamente,

.

De forma que I'® é a soma dos gréficos de 3 pontos irredutiveis. Assim, generalizando
para qualquer n, I'™ é igual & soma dos gréficos irredutiveis amputados com n pontos

externos.

Finalmente, vejamos a expansao local do funcional gerador dos graficos 1PI. Fazemos

uma expansao de I'[¢(z)] em torno de uma configuragio especifica o(z):

B 1 B B
= [de V(@) + 5 [ de 2(6()(00() + ... (242)
onde V e Z sao fungoes ordinrias de ¢(x), e apenas de ¢(x), nunca de suas derivadas.

V() é chamado de potencial efetivo do sistema. Quando a configuragao média é inde-

pendente da posicio, é(z) = ¢ = cle,

— o] = V()9, (243)
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onde 0 = [d*x. E importante ressaltar que, uma vez que sabemos a dependéncia fun-
cional de V com ¢ = cte., sabemos que essa dependéncia é valida para qualquer ¢(x),
pois V nao envolve derivadas de &(z).

O potencial efetivo é dado pela soma das func¢oes irredutiveis com momentum externo
nulo. Par vermos isto, consideramos o funcional da acao efetiva do modelo A¢* na auséncia

de quebra espontanea de simetria,

r[g] = i %/d“xl e, T (g, e)d(@r). . B(an). (244)

Como a teoria deve ser invariante sob translacoes, temos que

F(”)(:L'l, ey ) = F(”)(:ch — T, X3 — L1y e, Ty — X1). (245)

Consideremos o caso n = 4; entao,

F(4)($1, X2,T3, 1’4) = F(4)($2 — X1,¥3 — T1,T4 — 1’1). (246)
Mas
F(4)($2 —T1,T3 — T1,T4 — 51?1) =
1 . . . -
BERE /d4p262($2_$1)p2d4p362(x3_“)p3d4p4 eI YO (py, ps, pa)
1 . . . . -
— [(27‘_)4]3 / d4p2d4p3d4p4 e¥2P2 1T3P3 6296’4]?46—296’1(p2-|-p3-|-p4)F(4)(pz7p?)7 p4)‘
(247)
Logo,
F(4)($1, Lo, T3, 1’4) —
1
= 20T /d4p1d4p2d4p3d4p4 6(p1+p2 + p3 + pa) ¥
« eimm eil’zpz eil’zps eimm f‘(4) (p% P, p4)‘ (248)

Substituindo esta expressao na eq. (244) temos

- 0 1 dt 5 d? - _
I'l¢] = Z_%)a/d4x1...d4xn d*py (2:)4 (25)4 dlay) ... o(x,) X
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Expandindo I'™ (p1s...,pn) em torno da configuracao p; = ... =ps =0, ou seja,
. . BN
I™(py,...,ps) = TM(0,...,0) +pig oy +
Pi
1 9T
— D 1oy i>i 250

onde estamos usando a convencao de soma sobre os indices repetidos. Voltando a ex-

pressao (244), temos
Ma = S 2 [dher...dbe, & Tp: Ao g ¢
= HZ:%E/ X1...d°xy pl(27‘(’)4'”(27‘r)4 (1’1) (wn)x
sl g 4o (0, 0) +
< 1 4 4 4 d*p, d'p, Y
+Za/d o dlen A s Ha) ) X

| o)
Xez(p1x1+...+pnl’n)5(p1 + ...+ pn)pzWHO} + ...

Assim,

Oof(”)()() d42 d4n
g = 3 %/d“xl...d“xn d4p1(2:)4 (25)4 x
xo(x1)...0(z,) ei(plxl"'"'""p"“)(S(pl —(=pa—...—pa)) +
d4p2 d4pn 7 n
2 o) d(x1) ... o(xy,) X

xe!Prmtatenn) s 4 ppi
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Vamos considerar cada integral em separado:

a)

4 4 4 d'p, d*pn 7
/d:z:l...dxn dp1(27r)4”'(27r)4 Alay) ... o(xy,) X

><ei(p1731+~~~+pnl’n)5(p1 _ (_p2 B — pn))

= /d4:1;1 coodbr, o). o(n)d(we — 21)6(23 — 21) ... 8(2, — 71)
= /d4x1q3”(x1).

b)
d4p2 d4pn n n
/d4:1;1 codr, dpy Q)i 2y dlay) ... o(x,) X
><ei<p1$1+"'+p"x")5(p1 +. ot pa)pi =
d*p, d*p a .
d'zy .. d'z, d* o 6Pt py) g )
J et SRS T N O vt 8
) B(z1). - Blar) . Blan).
Mas,

9, ) 5o 3
axi [ez(p1x1+...+pnxn)¢(x1) . ¢($2) L. ¢($n)] —
aei(plxl—l—...—l—pnacn) _ _ _

- 6:1;2
_|_ei(p1x1+...+pnxn)q§(x1) o aggjﬂ o qg(xn) (251)

O termo do le. da eq.(251) é um termo de superficie, e, supondo que p.(x) va a zero

para @ — oo, este nao contribui para a integral (b). Sendo assim, a integral (b) fica

d*p d*p, T .
/d4$1 . d4$n d4p1 (277)24 . (277)4 5(]31 + ...+ pn)e (piz1+...+Przn) %

Szn)... 20@) sy

4 4
d b2 d Pn eip2(902—901)eip3(903—901) o eipn(l’n—m) %

— _/d4:1;1 codiz, (2m)t T (2n)t

x¢@n.nagzﬁ.”¢@m
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Assim,

d4p2 d4pn )
2ot e

X¢($1) e ¢($n) ei(pll’ﬁ-...-l—pnxn) _

o(pr+ ...+ pn) X

- 0o(z,
_ —/d4:1;1 6" (1) ?(xl )

Voltando a expressao (244) temos

; = 1((0,...,0 -
) = 3 e [ o) -
e 1 ot i ne1, O0(

A primeira derivada de I' é nula, pelo menos no caso em que nao ha quebra espontanea
de simetria. Entretanto, a forma na qual as derivadas superiores dos campos aparecem

nesta expressao é a mesma que obtivemos para a primeira derivada.

6 Apéndice I: Métrica

O produto escalar no espaco de Minkowski em 4-dimensoes espago-temporal é definido

COImo:

a-b=a,b"=g"a,b,, v =10,1,2,3, (253)

onde o tensor métrico ¢g* é escolhido como:

10 0 0
0 -1 0 0
Y L g—
0 0 0 -1
Para escrever a métrica de forma suscinta, usamos a notacao:

guw = diag(l,—1,—1,—1). Na eq.(253) usamos a convencao de soma implicita em que
somamos sobre indices repetidos. Continuaremos a usar esta convencao nestas notas.

Os vetores contra-variantes sao definidos como:

o= (1,7), (255)
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enquanto que os vetores covariantes sao definidos como:

x, = (t,—7), (256)

Relacionamos os vetores contra-variantes e covariantes através do tensor métrico:

T, = gua’ e =g, (257)

Os 4-vetores diferenciais sao definidos como:

N

@ = a# - (avv)v (258)
(&

0 0 >

== (= V). 2

G == () (259)

A relacao (257) entre os vetores covariante e contra-variante continua valida para o

4-vetores diferenciais,

8M = gw,ay € ot = g“yay. (260)
O operador diferencial d’Alambertiano é um escalar de Lorentz:

)¢ = 88“—82 %
= m _ﬁ_

S (261)

7 Apéndice II: Prolegomena de Mecanica
Estistica

Seja {|n)}, o conjunto de auto-vetores da hamiltoniana H, que descreve o sistema quantico,

Hin) = E,|n), (262)

onde FE, sao os autovalores correspondentes. Os estados |n) sao escolhidos ortonormais,

(nlm) = bum. (263)

Assumimos que os autoestados da hamiltoniana H formam uma base completa, de forma

que satisfazem a relacao de completeza,
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> )] = 1. (264)
)

Qualquer operador quantico O, pode ser escrito como:

N

O =101 Z|n (n|O]m)(ml|. (265)

Definimos os elementos da representacao matricial do operador O na base dos auto-

vetores da hamiltoniana como:

Onm = (n]O]m). (266)

O valor médio da quantidade fisica associada ao operador O, em qualquer auto-estado da

energia, €:

O]y = S=(U|n)(n|Ofm) (m|l) = oy. (267)

n,m
que da os elementos da diagonal da respresentacao matricial de O na base dos vetores de

estado com energia definida.

Quando o sistema quantico esta em equilibrio termodinamico, a probabilidade dele ser

encontrado no estado |n), que é auto-estado de energia com autovalor E,,, é:

e_ﬁEn
P, = S e~BEn’ (268)
de forma que a média estatistica e quantica ¢é igual a:
A Oppe~PEn 1 A
_ nn — —BEn
Ohr = &g = 7 S inlOlm)e
1 ) . 1 .
= LS wlOlm)mle ) = - S (0] Oe M)
Tr[Oe=H
_ D0 (269)
Tr(e~rH]
Portanto, a média estistica e quantica, de qualquer operador quantico é:
A Tr[Oe—PH
0y = T ] (210)

= T
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8 Apéndice III: Funcao de Green da Teoria Livre

O propagador da teoria livre é dado por

A( )_L/d‘* L et (271)
T T2 ) TP R = (mP— ey’

onde estamos usando a convencao: px = p,at.
Queremos mostrar que A(xy — x1) é a funcao de Green da teoria livre. Para isso,
consideremos a equacao de movimento do campo livre.

A densidade de Lagrangeana da teoria livre é:

1 1
L= 56@6% — §m2¢2. (272)
A equacao de Euler-Lagrange é entao

oL oL u 2 2 _

Definindo 9% = 9,0%, a equacao classica fica:

D*¢+m’e = 0. (274)

Aplicamos o operador 9* + m? a funcao A(xy — 4):

2

2 2 _ - 1 " 1 a— o2 5 e—ip(xz—m)
(al +m )A(xQ 1}1) - (27_‘_)2 /d p (2%)2(6t% v1 +m )p2 _ (m2 — Z-e)v (275)

onde p? = p2 — p*. Entao,

62 —ip(ze—x g —ip(ze—x —ip(ze—x
(5 = Ve Momm) = (—pf + p2)em vl = —pfemirlma, (276)
1
Assim,
1 —p? + m? :
2 2 _ 4 —p(w2—21
(07 + m )A(22 —a1) = (271')4/dpp2—(m2—ie)e P )

= = —0(xs— 21). (277)

O ie que aparece no denominador da expressao (277), ndo contribui, pois, de uma
maneira bastante heuristica, vemos que o numerador e o denominador vao a zero na

mesma regiao de momento e, portanto, o quociente dos dois é finito.
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Encontramos desta forma que A(x2—x1) é a fungao de Green da equacao de movimento

classica da teoria livre,

(0* +m*)A(xy — 21) = —6(2y — 71), (278)

e que a prescri¢ao do te é utilizada para escolher as condigoes de contorno que da A(xq—x2)

deve satisfazer.



