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1 Introdu�c~ao

Caos e complexidade s~ao conceitos que usamos para compreender a realidade que nos cerca. A no�c~ao de
complexidade, al�em do seu sentido comum, tornou-se recentemente o norte de uma busca de uni�ca�c~ao
de um conjunto de problemas fundamentais. Por seu lado, o caos se condensou, dentre suas in�umeras
conota�c~oes, inclusive a b��blica, em um dos tipos poss��veis de evolu�c~ao na disciplina matem�atica dos
sistemas dinâmicos. A abrangência dessa teoria �e tal que farei uma tentativa de explicitar a rela�c~ao entre
a formula�c~ao matem�atica e os sistemas f��sicos, biol�ogicos, econômicos, etc., que com ela pretendemos
modelar, na primeira se�c~ao desta conferência.

Na segunda se�c~ao focalizarei os sistemas mecânicos da f��sica cl�assica. Estes deram, de fato, origem
a toda a teoria dos sistemas dinâmicos e permanecem paradigmas do seu sucesso. �E nesse contexto que
surge a distin�c~ao entre os sistemas dissipativos e os hamiltonianos, estes de importância fundamental
para a f��sica, enquanto aqueles dominam quase todas as aplica�c~oes da engenharia.

Para �nalizar, farei um r�apido esbo�co da teoria qualitativa do caos, conhecido na matem�atica como
hiperbolicidade. Tentarei mostrar que, mesmo nos casos mais simples de movimento ca�otico, a aparente
aleatoriedade de quase todas as �orbitas tem, como substrato maravilhosamente complexo, um esqueleto
de �orbitas peri�odicas imerso dentro de uma hierarquia de subconjuntos fractais.

2 O Modelo Matem�atico

O problema inicial na explica�c~ao dos conceitos que caracterizam o movimento ca�otico est�a em distinguir
aqueles que se referem �a realidade f��sica, que queremos compreender, daqueles pertinentes aos modelos
matem�aticos, que para isso construimos. Tratamos da teoria matem�atica dos sistemas dinâmicos, baseada
nos seguintes postulados:

1. O sistema �e descrito por um conjunto de vari�aveis. Especi�cando o valor num�erico destas, de�nimos
unicamente o estado do sistema.

2. Dado o estado a qualquer instante, sua evolu�c~ao para todo o tempo �ca completamente determinada.
Existe portanto uma lei de movimento inteiramente determinista.

Evidentemente, n~ao seria nem pratic�avel, nem desej�avel quanti�car dessa maneira todos os sistemas
que evoluem no tempo. Na melhor das hip�oteses, teremos um modelo aproximado, pela necessidade de
ignorar pequenas intera�c~oes do sistema com o resto do mundo. Mesmo na f��sica, a mecânica quântica
n~ao se enquadra dentro da teoria de sistemas dinâmicos.

N~ao obstante, existe um enorme n�umero de sistemas f��sicos, biol�ogicos, econômicos, etc., poss��veis
de serem descritos por este quadro conceitual de extrema simplicidade. O problema mais dif��cil �e o de
estabelecer a lei de movimento. Esta n~ao pode ser inteiramente emp��rica, uma vez que seja imposs��vel
veri�car a evolu�c~ao de um n�umero in�nito de estados poss��veis. Mesmo assim, em alguns campos adqui-
rimos uma incr��vel con�an�ca nas leis de movimento estabelecidas a s�eculos, de modo que n~ao me reterei
mais nesta quest~ao.

Podemos considerar todos os sistemas dinâmicos dentro de uma vis~ao geom�etrica. Tomamos cada
uma das N vari�aveis x1; x2; � � � ; xN , que de�nem os estados do sistema, como um eixo no espa�co de

estados. Esse espa�co de N dimens~oes �e tamb�em conhecido historicamente como o espa�co de fases. Como
vemos na �gura 1, cada estado �e ent~ao descrito por um �unico ponto x = (x1; � � � ; xN) no espa�co de fases.
A interpreta�c~ao geom�etrica de nosso segundo postulado passa a ser a de que existe uma �unica curva,
x(t), no espa�co de fases, que descreve a evolu�c~ao do estado. Chamamo-la de �orbita ou trajet�oria do
estado. Matematicamente, este determinismo resulta da de�ni�c~ao da lei de movimento como um sistema
de equa�c~oes diferenciais de primeira ordem: Denominando a taxa de varia�c~ao temporal das vari�aveis de
_x1; _x2; � � �; estas est~ao de�nidas para cada estado a cada instante,

_x1 = F1(x1; x2; � � � ; t); _x2 = F2(x1; x2; � � � ; t); � � �

Conv�em visualisar o conjunto de fun�c~oes acima como de�nidoras de um vetor em cada ponto do espa�co
de fases F (F1; F2; � � �). Isso permite sintetizar a lei do movimento de forma

_x = F (x; t):
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Do ponto de vista anal��tico isto �e apenas uma compacta�c~ao de nota�c~ao, mas agora a interpreta�c~ao
geom�etrica nos diz que a �orbita tem que ser tangente ao vetor em cada um dos seus pontos, como mostra
a �gura 2.

Quando voltamos da matem�atica para o mundo real, temos que levar em conta que n~ao podemos
medir o estado do sistema com in�nita precis~ao. Dev��amos, ent~ao, em princ��o, em vez de seguir uma �unica
trajet�oria, tomar um conjunto de trajet�orias, cujo estado inicial se encontre em uma bolinha do espa�co de
fases. Temos basicamente duas possibilidades esbo�cadas nas �guras: (a) No caso de movimento regular,
a imprecis~ao inicial, expressa pelo diâmetro da bolinha, talvez n~ao aumente ou aumente lentamente, (b)
A bolinha se estique exponencialmente com o tempo. Neste caso dizemos que o movimento �e ca�otico.
Apesar do sistema dinâmico matem�atico ser perfeitamente determinista, n~ao podemos us�a-lo para prever
a evolu�c~ao real que ele modela.

�A primeira vista, a constata�c~ao de que a maioria dos sistemas dinâmicos s~ao ao menos parcialmente
ca�oticos parece desquali�c�a-los para a �nalidade para a qual foram concebidos. Entretanto, o determin-
ismo destes sistemas se reete na estrutura dos emaranhados de �orbitas, que j�a foram desvendados pelos
matem�aticos nos casos mais simples. Apesar de maravilhosa complexidade dessas estruturas, n~ao resta
d�uvida de que falta muito a ser conhecido no âmbito dos sistemas dinâmicos gerais, como enfatiza J.
Palis nesta mesma s�erie de palestras.

Apesar da abrangência da teoria aqui esbo�cada, vale a pena concentrar a aten�c~ao nos sistemas
mecânicos de f��sica que deram origem a essa disciplina. �E a�� que obtemos a melhor correspondência
entre movimento real e sua representa�c~ao matem�atica. �E tamb�em nesse contexto, atrav�es do conceito de
energia, que elucidamos as diferen�cas marcantes entre caos dissipativos e caos hamiltoniano.

3 Sistemas Mecânicos

Os sistemas da mecânica cl�assica s~ao regidos pela segunda lei de Newton:

�x = F (x; _x; t) ;

onde �x �e a acelera�c~ao (segunda derivada) da posi�c~ao x. Embora esse sistema de equa�c~oes (no caso de
x ter mais de uma coordenada) seja inteiramente determinista, ele n~ao se enquadra dentro do conceito
estreito que discutimos de sistema dinâmico, por ser de segunda ordem. N~ao exite ent~ao uma �unica �orbita
passando por cada posi�c~ao.

Precisamos desdobrar as equa�c~oes de Newton de alguma forma, tal como

_x = v ; _v = F (x; v; t) ;

para trat�a-lo como um sistema dinâmicomatem�atico. Vemos assim que, se o sistema mecânico for descrito
por L coordenadas (conhecidas como L graus de liberdade), o sistema dinâmico correspondente ter�a (2L)
dimens~oes, por causa da inclus~ao das L velocidades correspondentes a cada coordenada.

Chamamos de sistema autônomo aquele em que o campo vetorial n~ao aparece explicitamente nas
equa�c~oes de movimento. Em geral s~ao os sistemas que podemos considerar isolados da inuência do resto
do universo. O exemplo cl�assico, de grande importância hist�orica, �e o sistema solar. Podemos considerar
todos os planetas, o sol e os aster�oides como sendo cada um reduzido a um ponto no espa�co usual de três
dimens~oes. Cada astro contribui ent~ao com seis graus de liberdade para o espa�co de fases e a evolu�c~ao do
sistema solar como um todo ser�a representada por uma trajet�oria em um espa�co de fases de um n�umero
grande (por�em �nito) de dimens~oes. A lei de movimento �e fornecida pela lei de gravita�c~ao universal entre
cada par de astros.

Devido �a preponderância da atra�c~ao de cada um dos outros astros pelo sol com sua maior massa,
podemos de in��cio dividir o sistema solar em uma por�c~ao de sistemas quase inpendentes, cada um contendo
s�o o sol e mais um dos outros astros. A demonstra�c~ao, por Newton, de que nesse limite as �orbitas ser~ao
elipses teve um enorme impacto: n~ao s�o as �orbitas s~ao simples, mas pequenas modi�ca�c~oes do estado
inicial apenas modi�cam ligeiramente os parâmetros das elipses. O movimento n~ao �e ca�otico! Criou-
se ent~ao a expectativa de que o pequeno efeito gravitacional dos outros astros tamb�em n~ao alteraria
fundamentalmente o movimento. Por essa raz~ao, demorou cerca de dois s�eculos para Poincar�e mostrar
que j�a o movimento de três astros pode ser ca�otico.
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Conv�em ilustrar as propriedades dos sistemas dinâmicos por meio de um modelo mais simples do
que o problema de três corpos. Consideremos um pêndulo esf�erico, isto �e, uma massa presa a uma haste
r��gida como mostra a �gura 4. Se simplesmente soltarmos a haste fora da sua posi�c~ao de equil��brio
vertical, o movimento da massa descrever�a um arco de c��rculo dentro de um plano vertical. Por�em,
dando tamb�em uma velocidade transversal com rela�c~ao a esse plano, o movimento vai gerar uma curva
cuja �unica restri�c~ao �e pertencer a uma superf��cie esf�erica. Nesta, a posi�c~ao �e descrita por dois ângulos
a partir da posi�c~ao vertical de equil��brio, de modo que lidamos com um sistema dinâmico autônomo de
quatro dimens~oes.

Podemos distinguir dois tipos de for�ca atuando sobre a massa. Primeiro temos a for�ca gravitacional,
que a estrutura do pêndulo transforma em for�ca restitutiva, isto �e, a for�ca sempre tende a restaurar o
equil��brio. As duas componentes s~ao respectivamente proporcionais a [�sen�1] e [�sen�2]. As outras
for�cas atuando sobre a massa s~ao formas de atrito, mormente a resistência do ar e o atrito do rolamento
da haste no seu suporte. As for�cas de atrito dependem principalmente da velocidade. Sua principal
caracter��stica �e que o sentido da for�ca �e sempre contr�ario ao de velocidade.

As for�cas de atrito s~ao exemplos de for�cas dissipativas. Devido �a sua presen�ca, o pêndulo esf�erico ser�a
sempre um sistema dissipativo: A �orbita do estado sempre caminha para um atrator de dimens~ao menor
que a do espa�co de fases. No caso do pêndulo esf�erico, o atrator �e o mais simples poss��vel: Trata-se de um
�unico ponto no espa�co de fases, ou seja, a posi�c~ao de equil��brio, � = 0, com velocidade nula, _� = 0. De
qualquer forma que iniciemos o movimento, sabemos que, esperando o su�ciente, encontraremos o sistema
neste estado limite. O atrator n~ao precisa ser de uma simplicidade t~ao radical. Existem muitos exemplos
onde o atrator �e um ciclo peri�odico no tempo. Neste caso os estados do atrator fazem parte de uma
curva fechada no espa�co de fases. Podemos tamb�em ter atratores onde o movimento �e quase-peri�odico,
sobre uma superf��cie fechada. Finalmente, podemos nos deparar com movimento ca�otico sobre um atrator

estranho. Sempre que falamos de caos em um sistema dissipativo, nos referimos ao movimento sobre o
atrator estranho. A raz~ao �e que s�o obtemos um emaranhado de �orbitas se o movimento for recorrente, o
que s�o se passa no atrator de um sistema dissipativo.

O que que acontece se n�os conseguirmos diminuir as for�cas de atrito? Evidentemente, o pêndulo
levar�a mais tempo para atingir sem estado de equil��brio. E se n�os pudessemos eliminar totalmente essas
for�cas, construindo um pêndulo ideal? Uma vez posto em movimento, ele n~ao decairia nunca para o
equil��brio. Este estado continuaria a existir, pois nenhuma for�ca modi�caria o estado _� = � = 0, mas
ele deixaria de ser um atrator. A raz~ao para essa altera�c~ao qualitativa do movimento �e que a for�ca da
gravidade (a �unica a atuar neste limite) conserva a energia mecânica. Como o estado de equil��brio tem
energia menor do que qualquer outro, o decaimento para o equil��brio violaria a conserva�c~ao da energia.

Essa caracter��stica de conservar a energia do movimento �e comum a todos os sistemas

hamiltonianos. De fato, a ithamiltoniana �e meramente a energia do sistema, vista como uma fun�c~ao
dos estados, H(x; v). (Para simpli�car, considero aqui o caso de massas unit�arias). A conserva�c~ao da
energia garante que para todo o tempo o movimento ser�a tal que H(x(t); v(t)) = E, uma constante.
Esta condi�c~ao �e t~ao forte que determinar�a as equa�c~oes de movimento como derivadas da hamiltoniana:
as equa�c~oes de Hamilton. Outra consequência do sistema ser hamiltoniano �e o teorema de Liouville:
O volume de qualquer bolinha no espa�co de fases (como a que consideramos na de�ni�c~ao dos sistemas
ca�oticos) n~ao se altera com o tempo.

Chegamos aos sistemas hamiltonianos como um limite, uma idealiza�c~ao de um sistema real e �e assim
que s~ao em geral concebidos pelos matem�aticos e engenheiros. Muitas vezes esses sistemas s~ao ignorados,
pela preocupa�c~ao prevalente com resultados gen�ericos na teoria de sistemas dinâmicos. Entretanto,
sua importância relativa aos sistemas dissipativos se inverte na f��sica. Todas as for�cas fundamentais da
natureza com a gravidade e o eletromagnetismo s~ao hamiltonianas e �e de se notar que a mecânica quântica
trata exclusivamente delas. Do ponto de vista f��sico mais fundamental, a inclus~ao das for�cas de atrito n~ao
passa de expediente pr�atico para encobrir nossa ignorância sobre o movimento microsc�opico. Este estar�a
inevitavelmente ligado a qualquer movimento macrosc�opico, como o da haste do pêndulo que tomamos
de exemplo, na forma de vibra�c~oes dos �atomos do rolamento e choques da bolinha com as mol�eculas
individuais do ar.

Vamos ent~ao examinar as caracter��sticas qualitativas dos sistemas hamiltonianos. A mais importante
�e que o movimento tem que estar restrito a uma superf��cie no espa�co de fases onde a hamiltoniana
�e constante. Essa superf��cie ter�a três dimens~oes no caso do pêndulo esf�erico, o que ainda d�a muitas
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possibilidades para o movimento da �orbita, certamente muito mais livre do que no atrator do pêndulo
dissipativo! Entretanto, o movimento pode sofrer restri�c~oes adicionais. No caso do pêndulo, n~ao existe
qualquer intera�c~ao entre as coordenadas (�1; _�1) com (�2; _�2). Isso permite a decomposi�c~ao do movimento
do pêndulo em componentes independentes bem comportadas, como ocorre com a decomposi�c~ao dos
movimentos do sistema solar. Este movimento n~ao ser�a nunca ca�otico.

Suponhamos agora que a bolinha do pêndulo ideal esteja magnetizada e que �xemos pequenos ��m~as
perto do pêndulo. N~ao alteramos com isso as coordenadas necess�arias para descrever o sistema, apenas
adicionamos uma for�ca hamiltoniana (o magnetismo) �a lei de movimento. O movimento ainda �car�a
restrito a uma superf��cie de três dimens~oes onde a (nova) hamiltoniana �e constante, mas agora passa
a haver intera�c~oes entre as coordenadas. Dependendo de onde colocarmos os ��m~as, teremos movimento
ca�otico para a maioria de estados iniciais do pêndulo.

�E interessante notar que, diante da impossibilidade de eliminar completamente o atrito do pêndulo
real, n~ao podemos observar diretamente este comportamento ca�otico; eventualmente o pêndulo mag-
netizado atingir�a tamb�em uma posi�c~ao de equil��brio. De certa maneira houve agora uma invers~ao: O
pêndulo f��sico �e que se tornou um modelo imperfeito para o movimento regido por for�cas fundamentais
da natureza, for�cosamente hamiltonianas. Podemos us�a-lo para este �m contanto que a perda de energia
seja su�cientemente lenta para nos mostrar um movimento complicado antes de cair no atrator.

Parece que chegamos a um confronto absurdo: O pêndulo magnetizado hamiltoniano ter�a quase
sempre um comportamento ca�otico. Por menor que seja o atrito, o pêndulo real cair�a em um atrator
trivial, ou seja, um ponto de equil��brio onde n~ao h�a movimento. Nada de menos ca�otico! A di�culdade est�a
na de�ni�c~ao matem�atica de caos como uma propriedade m�edia das �orbitas para tempos in�nitos. Visto
dessa maneira, s�o interessa, no sistema dissipativo, o atrator. No entanto, ao adicionarmos um pequeno
termo dissipativo a um sistema hamiltoniano, poderemos estar criando muitos pontos de equil��brio e o
problema de entender como o sistema se aproxima de qual equil��brio passa a ser da maior importância. O
movimento torna-se t~ao convoluido que �ca efetivamente imposs��vel fazer essa previs~ao, como nos velhos
jogos de pim-bolim.

4 A Estrutura de Sistemas Ca�oticos

Pode �car a impress~ao at�e aqui de que a presen�ca de caos solapa todo o valor de se de�nir precisamente
o sistema dinâmico que modela um dado sistema f��sico. Vamos agora ver que, mesmo sendo verdade que
uma �orbita ca�otica �e inteiramente imprevis��vel, podemos dissecar a estrutura do emaranhado de �orbitas
de um sistema ca�otico com impressionante detalhe. De fato, este conhecimento �e t~ao completo, que os
matem�aticos preferem cham�a-los apenas de sistemas hiperb�olicos. Sigo aqui a pr�atica das outras ciências
que denominam ca�oticos os sistemas em que quase todas as �orbitas s~ao ca�oticas.

O sistema, para ser ca�otico tem que ter duas propriedades:

1) sensibilidade quanto �as condi�c~oes iniciais, ou seja, dois pontos se separam, por mais pr�oximos que
estivessem inicialmente no espa�co de fases;

2) ser limitado.

At�e agora dedicamos mais ênfase �a primeira condi�c~ao, mas, se os pontos simplesmente se separam
mais e mais, n~ao h�a caos. Pensemos, por exemplo, em duas pintas em uma bola de festa. Ao sopr�a-la,
os pontos se separam e, se ela n~ao explodisse (outro tipo de caos!), se afastariam para sempre sem que
houvesse qualquer imputa�c~ao de desordem a esse movimento. Ambas essas propriedades est~ao presentes,
tanto em sistemas ca�oticos dissipativos, quanto em hamiltonianos. Embora n~ao seja essencial, vamos
focalizar estes �ultimos na an�alise que se segue.

Consideremos um pequeno volume no espa�co de fases. De acordo com (1), ele se alongar�a enormente
com o tempo (e se estreitar�a pelo teorema de Liouville). Essa longa tripinha ter�a de se dobrar toda
para caber na regi~ao limitada permitida pela propriedade (2). Cedo ou tarde vamos encontr�a-la sobre o
volume inicial, formando a estrutura de ferradura de Smale que vemos na �gura 6. A grande maioria das
�orbitas que iniciaram seu movimento no pequeno volume n~ao se econtrar�a de volta nele no instante t em
que de�nimos a ferradura. O foco da an�alise passa agora para as que de fato voltaram para o volume
inicial.
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As �orbitas que voltaram s�o podem estar na pequena faixa que tem a etiqueta \0" ou na que tem a
etiqueta \1" na �gura 6. Passado mais um intervalo de tempo t, teremos uma nova minoria de �orbitas
que de novo volta para o volume inicial. A essas podemos dar as etiquetas `00', `01', `10', `11'. Dessa
forma vemos que as rar��ssimas �orbitas que voltam ao volume inicial, ap�os todos os intervalos t, podem
ser descritas por uma sequência in�nita de s��mbolos 0 e 1.

O resultado fundamental referente aos sistemas ca�oticos (ou hiperb�olicos) �e que existe uma e apenas
uma �unica �orbita para cada sequência in�nita de s��mbolos. �Orbitas que est~ao muito pr�oximas entre si
ter~ao longas sequências �nitas que s~ao idênticas. Como as sequências peri�odicas correspondem a �orbitas
peri�odicas e podemos repetir periodicamente qualquer sequência �nita, deduzimos que existem �orbitas
peri�odicas arbitrariamente pr�oximas de qualquer �orbita da ferradura. Em outras palavras, um sistema
ca�otico �e densamente povoado de �orbitas peri�odicas! Parece uma contradi�c~ao, mas o fato do sistema ser
inteiramente determinista teria que ser reetido em alguma propriedade.

Por outro lado, sequências aleat�orias de s��mbolos correspondem �as �orbitas ca�oticas de ferradura
de Smale. Estas s~ao a grande maioria. Uma sequência aleat�oria reproduzir�a eventualmente qualquer
sequência �nita, portanto, a �orbita ca�otica se aproximar�a em algum momento de qualquer outra �orbita.
Denominamos a isso de propriedade erg�odica sobre a ferradura.

A maneira pela qual desprezamos as fatias que n~ao tinham a etiqueta `0' ou `1' no volume inicial
�e t��pica da forma�c~ao de fractais, ou conjuntos de Cantor. O volume desse conjunto ser�a nulo (embora
tenha uma dimens~ao fractal �nita), de modo que a probabilidade de encontrar uma dada �orbita em
uma determinada ferradura �e zero. Dizemos que a ferradura tem medida nula. Entretanto, podemos
de�nir in�umeras ferraduras em um sistema ca�otico, cada qual com suas �orbitas peri�odicas e suas �orbitas
erg�odicas. Estes conjuntos de Cantor de �orbitas s~ao subconjuntos de conjuntos maiores. Por exemplo,
podemos de�nir o conjunto de �orbitas que �e erg�odico a duas ferraduras, sem nunca passar pr�oximo a
uma terceira ferradura, e assim por diante. Concluimos que, embora a grande maioria das �orbitas de um
sistema ca�otico tenha uma aparência livre e aleat�oria, seu movimento se desenrola sobre um esqueleto
de �orbitas mais disciplinadas. Estes formam uma complexa hierarquia que se inicia com as peri�odicas
(perfeitamente regulares) e segue pela sucess~ao de conjuntos de Cantor, cada vez mais abrangentes.
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Um sistema dinâmico que for descrito por três vari�aveis tem um espa�co de estados de três dimens~oes.
Atribuindo valores de�nidos x10; x20 e x30 a cada umas das vari�aveis, especi�camos unicamente o estado
do sistema que corresponde ao ponto x0 do espa�co de estados. Este, por sua vez, determina uma �unica
�orbita, x(t).
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A �orbita do estado ser�a tangente em cada ponto ao vetor que de�ne a lei de movimento
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A diferen�ca entre um sistema regular (a) e ca�otico (b) �e marcada pela evolu�c~ao de um pequeno volume
de estados iniciais. Nenhuma dimens~ao do volume crescer�a signi�cativamente, se o sistema for regular,
enquanto que o sistema ca�otico alongar�a a bolinha exponencialmente com o tempo.
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Pêndulo esf�erico:
(a) na sua posi�c~ao de equil��brio vertical.
(b) movimento no plano vertical descrevendo um arco de c��rculo quando o pêndulo for solto fora de sua
posi�c~ao de equil��brio.
(c) movimento n~ao pleno, por�em peri�odico.
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Pêndulo esf�erico perturbado por pequenos ��m~as:
(a) uma nova posi�c~ao de equil��brio. (Neste caso existem duas)
(b) e (c) movimentos \ca�oticos" para dois estados iniciais diferentes.
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A ferradura de Smale �e uma estrutura t��pica de movimentos ca�oticos. Uma bolinha de estados iniciais
evoluir�a em uma regi~ao alongada retorcida que eventualmente intersecta a bolinha inicial em duas ou
mais regi~oes desjuntas. Atribuindo um d��gito a cada regi~ao, especi�camos a hist�oria de cada �orbita que
retorna �a ferradura por uma sequência de algarismos.


