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" The difficulty, as in all this work, is to find a notation
which is both concise and intelligible to at least two per-
sons, of whom one may be an author”.

Salam’s criterion for renormalization, Rev.Mod.Phys. 23 (1951) 311.
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1 Introducao

Teoria Quantica de Campos (TQC) é a tentativa de descrever as propriedades das particulas
elementares em termos de campos quanticos relativiticos. Acreditamos que a TQC, ainda
hoje, oferece uma estrutura matematica coerente para modelos relativiticos, como a QED
e o Mo-delo Padrao, sendo o ponto de partida na busca de um entendimento de todas as
particulas e interacoes observadas.

No entanto, a TQC como usualmente formulada esta repleta de problemas, como as
divergéncias do ultravioleta. O problema central, como apontou Zimmermann em [1], é
que essas divergéncias sao devido a ocorréncia de produtos de campos no mesmo ponto,
que sao notoriamente mal-definidos.

Afim de solucionar o problema das divergéncias do ultravioleta e, assim, nao perder
todo o poder descritivo da TQC, foi desenvolvido estudos muito abragentes no que diz
respeito a como controlar o aparecimento dessas divergéncias. Isso hoje é conhecido como
Teoria da Renorma-lizacao.

A renormalizacao levou a uma expansao perturbativa bem definida da TQC cujo
os termos de ordens mais baixa estao em excelente acordo com a fisica de particulas
experimental. Primeiro, nos anos 40, a QED foi renormalizada pelo método de Schwinger,
Feynman, Tomonaga e Dyson, levando a predicoes espetaculares como, por exemplo, o
momento magnético do elétron. Nos anos 70, o programa de renormalizacao foi estendido
para as teorias de gauge nao-Abelianas — as teorias de Yang-Mills — através dos trabalhos
de Faddeev-Popov, 't Hooft, Becchi-Rouet-Stora e outros. Tentativas de incluir também
a gravidade no programa da renormalizacao falharam; propostas mais recentes procuram
por uma teoria diferente como a supersimetria e supergravidade, as teorias de Kaluza-
Klein e a formulacao dos modelos de strings, que muito elucidaram questoes como a
Gravitacao QQuantica e a unificacao das forcas da Natureza, mas, contudo, ainda nao
ofereceram resultados conclusivos.

Estas notas sao devotadas a uma introducao as idéias basicas sobre a teoria da re-
normalizacao em TQC. Seguiremos o esquema desenvolvido por Epstein-Glaser [2] (veja
também [3, 4, 5]). Ele se baseia nas idéias geralmente atribuidas a Bogoliubov, Stiickelbrg
e seus colaboradores [6]. Esse esquema é local por natureza e nosso candidato preferido
para uma introducao geral a renormalizacao. Existem outros esquemas de renormalizacao
disponiveis igualmente importantes como: o esquema BPHZ [1, 6, 7, 8], 0 esquema de Re-
normalizagao Dimensional [9, 10], o esquema de Regularizacao Analitica [11], o esquema
que usa o Produto de Distribuicoes Retardadas [12], o esquema do Grupo de Renorma-
lizacao [13, 14, 15].

Todos os métodos acima mencionados aplicam-se basicamente ao regime perturbativo,
o que significa que a extensao quantica da teoria é construida ordem a ordem na série
perturbativa. Aspectos relativos a convergéncia e a soma da série perturbativa nao sao
considerados. Para isso, temos que nos referir aos trabalhos em Teoria Quantica de
Campos Construtiva [16].
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2 Preliminares

2.1 Teoria de Espalhamento

A teoria de Espalhamento é o estudo de um sistema em interacao sobre uma escala de
tempo e/ou distancia muito grande se comparada a escala da prépria interagao.

O espalhamento pode ser estudado do ponto de vista de uma teoria de perturbacao;
nesse caso o fenomeno perturbativo enfatiza os estados assintoticos temporais. A analise
completa de estados assintoticos é feita através de uma transformacao de espalhamento, re-
presentada por uma matriz conhecida como matriz-S, que correlaciona o passado, | a,in >,
e o futuro, | 3,out >, assintéticos. Por exemplo, na teoria de particulas o fendmeno de
espalhamento geral pode ser descrito por um conjunto de particulas originalmente estando
em t — —oo e um outro conjunto de particulas em t — oo (Fig.1).

t >w | B,out>
(> - E ‘ \ o in>
Fig.1: Sistema de particulas interagindo

Para sermos explicitos, suponhamos que a dinamica de um sistema seja vista como uma
transformacao atuando sobre os estados. Sejam, entao, T} e Tt(o) as transformacoes para
os sistemas interagente e livre, respectivamente, atuando sobre um conjunto de estados
Y. Estamos interessados em um par (p—, p) € ¥ tal que

: (0) _
lim <Ttp—Tt p— ) =0,
t——00

e da mesma forma para pares que se aproximam quando ¢ — co. Exigimos que o limite
acima so faga sentido quando para cada p existir no maximo um p_.

2.2 Campos Quanticos Livres

Como o nome sugere, teorias de campos livres descrevem particulas que nao interagem;
apesar disso, essas teorias sao importantes porque a forma mais natural de se construir
teorias com interacao é fazendo-se perturbacoes das teorias de campos livres. Na repre-
sentacao esquematica acima, Fig.1, as particulas do estado |«,in > podem ser represen-
tadas por estados de particulas livres que, por sua vez formam um conjunto completo de
estados. O conjunto de campos livres, ¢ (z), obedece as equagoes de particulas livres e &
quantizacao canonica. Na verdade, se escolhermos nosso tempo de referéncia em t — —oo,
entdo, podemos identificar os campos ™™ (x) como a representagao de interagao para as
variaveis de campo.
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Como exemplo, considere a equacao de campo livre do campo escalar
(@ +m?) ple) =0, 2.1)

Do principio de correspondéncia de Bohr, o campo escalar classico deve ser escrito
como o valor esperado do operador quantico em estados apropriados

@ (z) =< 0]pop. () |0 > . (2.2)

O campo classico obedece a eq.(2.1) se o operador ., () for Hermitiano e se ele
mesmo obedecer a eq.(2.1). Por simplicidade, omitiremos daqui em diante o indice "op ”.
Da segunda quantizacao, segue que

(@+m?) <0l (x)]0>=0. (2.3)
Considerando a transformada de Fourier de ¢ ()

1 ~ ik
olo) = g [ g (24)
e substituindo-a na eq.(2.3) encontramos que:

(;y/&k@%mﬂ¢@mm:0. (2.5)

Da equacao acima obtemos que:

s ={ Lol 2.6

ou, de outra forma que

¢ (k) =276 (K* —m®) ¢ (k) . (2.7)

O fator 27 foi introduzido de forma a normalizar a amplitude de Fourier 3-dimensional.
Assim, temos que

1 4 2 2 ik
99(x):(27r)3/dk5<k —m?®) o (k) e™. (2.8)

Pelo fato da funcao delta aparecer sob o sinal da integral, limitamos nosso volume de
integracao a dois hiperboldides 3-dimensionais, i.e, (k%) — F2=m?= k" =+tow <E>,

onde w <];> =V 2 + m?2.
Usando as propriedades da funcao delta, vemos que

5 (1 — m?) = ﬁ (6 (K —w) +6 (K +w)] . (2.9)

Entao, podemos reescrever a eq.(2.8) como

1 37 OL 0 _ 04 ik
a,o(x):m/dk/dk S B =)+ 0 (0 +)] ey )
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Realizando a integracio em £°, entao,

@@ﬁzﬁiﬁgiq{/J%¢<%E>J@FMW+/d%¢<—%§>aVW4@}.QJU

Fazendo a troca de variavel k — — ];, na segunda integral, obtemos

o) = s [ R g 1) [ (8) e 4 -y
(27)2 ) 2 |w]
1 / Pk . i
= — | (k) e™ +p(—=k)e "] . 2.12
o [ Sl e+ (e 212
onde 10
on | 1sek”>0
0<k>_{()sek0<0 , (2.13)
é a funcao degrau.
Definimos
1 [Pk | 1 [Pk |
t _ iR 2 ik - - = ik 2 —tkx 2.14
Mo = o [ G W = s [ a2
onde a' (k) = ¢ (k) e a(k) = ¢(—k) sdo, respectivamente, operadores de criagao e
destruicao. Logo,
pla)=¢M @)+ (2) (2.15)
ou,
1 [Pk | ,
_ T itk —ikz
go(x)—m/ﬂ[a (k)e™ +a(k)e ] ) (2.16)
A eq.(2.16) pode ser invertida para dar a' (k) e a (k) em termos de ¢ (z)*:
a(k) = —i/d3:1; ke 5(3 o(x), al(k)= i/d?’:z; e~ ke 5(3 e (x) (2.17)

onde o simbolo dy é definido tal que A dy B = A0yB — (0,A)B.
Os operadores de criagao e destruicao af (k) e a (k) respeitam as seguintes relagoes de
comutacao

[a(k),a' (K)] = 2r) 208 (k— k), [a(k),a(k)])=[a(k),d (k)] =0. (2.18)

3Para isso, derivamos a eq.(2.16) com respeito ao tempo obtendo o momentum conjugado

ﬂ'(aj):#/dQ—k[aT(/ﬂ)eikx—a(k)e_ikx] )

Entdo, invertemos as integrais de Fourier na eq.(2.16), usando o fato que [¢(z), 7 (2')] = 6 (z — 2').
Nossas convencoes para as transformadas de Fourier sao:

b
(2m)"

p(x) = /d"x o (k) (k) = /d"x "o (x); M (r—y) = 21)n /d"x ethe=y)
T

(
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Para calcular os elementos da matriz-S precisamos calcular a amplitude de transicao
reali-zando uma integracao sobre todas as configuracoes possiveis dos campos tendo o
comportamento assintotico de campo livre, i.e,

o (Z,t) ~ o™ (Z,1) quando 1§ — —oo,
0 (F,1) ~ " (T,1) quando ¢ — oo, (2.19)
A decomposicao (2.15) no operador criacdo e no operador destruigao, nos permite

identificar ™ (z) e ©°™ (2) como um caso especial desses operadores. Assim, o estado
inicial (f — — 00) esta associado com a parte de frequéncia positiva de ¢ (x), i.e,

o (z) = (2711')3 / f—f al (k) e . (2.20)

Da mesma forma, o estado final (f — oo) esta associado com a parte de frequéncia
negativa de ¢ ()

™ (z) = (2711')3 / f—f a(k) e (2.21)

Estas associagoes podem ser obtidas se atribuimos a componente ky uma pequena
parte imaginaria negativa

ko — ko —te, com (¢>0). (2.22)
Isso tem como efeito:

exp (¢ kot) — exp (1 kot) exp (¢t) = 0 quando t — — o0 (2.23)

e somente e~ ¥ sobrevive quando tomamos esse limite. Igualmente, somente e** sobrevive
quando (t — o0). Assim, a atribuicdo (2.23) de uma pequena parte imaginaria a ko
assegura (2.20) e (2.21) quando ( — +o0). Portanto, podemos assegurar que os campos

assintoticos sao campos livres definidos pelos limites
SOin,out (l’) =7 lim ”t—q:oo © (l’) 7 (224)

no sentido LSZ, dos campos interagentes .

Processos em Fisica de Particulas nos quais particulas sao criadas e destruidas sao
essenciais. Com isso, o numero de particulas, IV, torna-se uma variavel dinamica e preci-
samos encontrar uma forma de descrever todos os estados relevantes.

Os estados | a,in > podem ser construidos a partir de um estado |0 >, que identifi-
camos como o vacuo, atuando sobre ele os operadores de criacao a' (k). Podemos assim,
construir estados de uma , duas ou mais particulas aplicando-se no vacuo um, dois ou
mais operadores de criacao. O espaco que contém o vacuo e o conjunto de estados de uma
ou mais particulas é chamado Espaco de Fock, F.

Definindo '
o (k)= e™ | (2.25)
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e usando a identidade

dp (k) = (275)33k2w = (;l:; 216 (k* —m?) 0 (K°) | (2.26)

uma base no espaco de Fock, F, pode ser construida de estados de particulas, tal que

la >= /Hdﬂz ; ki) |0 >= /Hdﬂz Z(i.lqﬁ(ki)) at (k)]0 >,

=1
(2.27)
onde no ultimo integrando a soma é realizada sobre todas as n permutacoes do conjunto de
inteiros (1,...,n). Como o campo escalar representa particuals idénticas que respeitam a

estatistica de Bose, entao, dizemos que ¢ (ky,...,k,) = >, 4é (ki) ... ¢ (k,) é um conjunto
de fung¢oes simétricas, a menos de um fator de normalizacao.
Uma forma mais conveniente para descrever o espaco de Fock, F, é dada, definido-se
um vetor como uma sequéncia infinita ¢ = {6, oM (z1), 6@ (21, 29), ..., 6™ (x1,...,2,),...}
de func¢oes dependendo respectivamente de (0,1,2,...,n,...) varidveis, com norma finita

11> = 112 + > 16™]* < o (2.28)
n=1

onde
‘ 2

V(s ) (2.29)

)2 = /Hdm Z

Definimos o subespaco de Fock simétrico ou subespaco de Fock bosénico por:

=P FY, (2.30)
n=0

com fés) = c representando o estado de vacuo, tal que ¢ € C e tem dimensao 1 . .7:1(5) é
o espaco de estados de 1 particula e F,, o espaco de estados de n-particulas, um produto

tensorial de .7:1(5) n-vezes <.7:7SS) = ®Z:1F(S)>7 simetrizados para o caso de termos bosons.

(") é a amplitude de probabilidade de encontrar exatamente o estado de n particulas.
p p p
Define-se uma representacao unitaria do grupo de Poincaré atuando em F®) por:

(U (A a) ) (ki k) = € 2= 50000 (A7 AT ) (2.31)

O vécuo ¢ = (1,0,0,...) é invariante sob acdode (2.31).
A medida
dp; (k;) = d*k; 6 (k7 —m?) 0 (K)) | (2.32)

seleciona o espectro fisicamente aceitavel do operador de Casimir do grupo de Poin-
caré, isto é, o espectro de energia-momentum é dado por: {0} U {k: k* =m? k°> 0} U
{k: k*>4m?* k° > 0} (assumimos que o campo escalar tem massa m > 0). Essa decom-
posicao consiste do ponto isolado k£ = 0, do hiperboldide de 1-particula, e um continuo,
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respectivamente; correspondendo a decomposicao do espaco de Fock F = Fo P F; @
(22 Fn)-

O dual do espaco de Fock é construido atuando-se sobre o adjunto do vacuo, que sera
denotado por < 0|, com o operador de destruigao, a (k).

A generalizacao para o tratamento de férmions é imediata. Precisamos somente que o
espaco de Fock seja construido com funcoes anti-simétricas, ou seja, definimos o subespaco
de Fock anti-simétrico ou subespaco de Fock fermionico por:

FO = P F® (2.33)
n=0

2.3 A Matriz-S

A matriz-S é o objeto central de interesse em TQC: ela expressa as interacoes observadas
entre particulas. O approach tradicional para um processo de interacao — ou processo de
colisao — parte de um sistema de particulas livres no tempo —oo e finaliza-se, também,
com um sistema de particulas livres no tempo +oo. No processo de colisao, os corres-
pondentes estados assintéticos, |a,in >,_._.,— and |F,out >, ., sdo representados por
uma matriz unitaria chamada matriz-5. Secoes de choque sao, entao, obtidas diretamente
dos elementos da matriz-S em uma base apropriada. Seus elementos, representando um
processo de espalhamento com n particulas incidentes e m particulas emergentes, sao
definidos por

Sap =< (,out |a,in >, (2.34)

com
< Byout | =< B,p1, s P | € la,in >= | ky, ..., ky,in > | (2.35)

onde (2.34) é a amplitude de transicao para |a,in > _..— |3, out >; ..

Necessitamos conhecer nos processos dinamicos a evolucao temporal dos elementos
da matriz (2.34). Na mecanica quantica ordinaria existem duas formas de fazé-lo. Em
primeiro lugar existe a representacao de Heisenberg, com a dependéncia temporal recaindo
sobre os operadores, enquanto os vetores de estado ficam independentes do tempo. Temos
também a representacao de Schrodinger, com a dependéncia temporal recaindo sobre os
vetores de estado, com os operadores ficando independentes do tempo. No caso da teoria
quantica de campos, a matriz-S pode ser formalmente obtida tomando-se o limite de ¢t —
oo do operador evolucao na representacao de interagdo. Nessa representacao a evolucao
temporal dos operadores é governada pela parte livre, Hy, do operador Hamiltoniano
completo H = Hy 4+ Hy. do sistema, isto é, considerando um operador que relacione os
campos em interacio, ®, com aqueles que estao entrando, ®™*, obtemos que:

® (x,1) = exp (i Hot) ®™ (x,t)exp (—i Hot) | (2.36)

com a dependéncia temporal dos vetores de estado sendo governada pelo Hamiltoniano
de interacao, Hiy.,

0
a| a,t >= —1 Hyy |a,t > . (2.37)



- 8- CBPF-MO-001/98

A solucao formal da equacao acima lé-se:
oyt >=U (1) |a,t’>, (2.38)

com a condigao que U (¢,1) = 1.
Substituindo a eq.(2.38) na eq.(2.37) obtemos que:

0 .

aU (t,1) = —i Hno U (1,1 . (2.39)
Fazendo uma integracao formal na equagao acima e usando a condicao que U (¢,1) = 1,

temos

1 1
/ dU (1 1)) = — i / dty Hine (1) U (1, 1) (2.40)
t! t!

ou
i

Ut th)—-U{t)= —i/ dty Hine (1) U (11, 1) . (2.41)

t/

Portanto,
¢
Ut,t)y=1- z/ dty Hine, (11) U (t1,1") . (2.42)
t/

A solucao dessa equacao diferencial pode ser obtida interativamente, levando ao se-
guinte resultado:

t t i
Uty = [—i / dty Ho (11) + (i)’ / iy Hine. (1) / Aty Hie (1) + -+ +
t! t! t!
tn—1

t ty
(i) / 0ty Hine (1) / 1 Hine (1) ... / 01, Hug (1) + - (2.43)
¢! ¢! ¢!
Note que os produtos de Hi,. no integrando sempre segue a sequéncia no tempo.
Isso nos leva a seguinte definicao do produto ordenado no tempo de n operadores — que
abreviaremos T"

T(O1(th)... On(t)) = 3 O(tp,. . tp,)epOy (1) .04 (1) . (2.44)

onde a soma € sobre todas as permutagoes P; a funcao 6 induz a condicao que tp, >
tp, > --->tp, ecpindica o sinal da permutacao de operadores fermidnicos envolvido no
produto acima.

Assim, estendendo o intervalo de integracao em (2.43) ao intervalo completo de ¢ a ¢/
, dado que introduzimos o produto ordenado no tempo, entao:

n!

Ut t) = i ﬂ /t /t dty...dt, T (Hug (1) ... Hi (1)) = T exp [_@' / /t dt' Hy, (t’)]

n=0 t
(2.45)
A matriz-S é definida quando tomamos o limite
S =U(t — oo, t' = —o0) =T exp |:—Z/ dt’ Hyy. (t/)] . (2.46)
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Esta matriz relaciona os estados assintoticos livres que entram com os que estao saindo.
Observe que se Hiy. (t) — 0 quando ¢ — —o0, entao o operador U (¢,t') — | quandot —
—o00, como € esperado quando a interacao € desligada adiabaticamente no passado remoto.

Nota: Ao contrario da teoria de espalhamento para potenciais finitos da mecanica
quantica ordinaria, na teoria quantica de campos as interacoes nao podem ser desligadas
completamente, mesmo quando as particulas estao suficientemente distantes. A matriz-S
contém efeitos de auto-energia que estao presente mesmo com as particulas isoladas. Esses
efeitos tém que ser levados em conta, e isso é feito através do processo da renormaliza¢ado.

2.4 Causalidade

Na teoria quantica existem restricoes sobre as medidas de quantidades complementares.
Os ope-radores correspondentes a essas quantidades, atuando em F, nao comutam. Como
consequeéncia, o fato de duas medidas nao interferem uma com a outra, impoem restri¢oes
aos correspondentes operadores que devem comutar. Isso, combinando com o principio
fundamental que todos os efeitos devem ser propagados pelos campos com uma veloci-
dade que nao seja superior a velocidade da luz, nos leva naturalmente ao principio da
causalidade — ou localidade.

Uma vez que para a TQC duas medidas realizadas em duas regices do espaco-tempo,
que tém uma separacao tipo-espaco, nao podem interfirir uma com a outra, os correspon-
dentes operadores devem comutar

[@; (z), @, (y)]_=0 para (z—y)" <0. (2.47)

Com certeza essa consideracao s6 ¢é valida para campos observaveis, como os campos
de Maxwell, as correntes eletromagnéticas, etc. A generalizacao para todos os campos é
feita assumindo-se essa condicao como um postulado.

No caso de campos spinoriais a condigao (2.47) é substituida pela condi¢ao

(@ (2), @ (y)], =0 para (z—y)" <0, (2.48)

onde [+, -], representa o anticomutador?.

2.5 Campos como Distribuicoes Temperadas

Depois da caracterizacao das principais propriedades dos operadores de campos, vamos
discutir uma questao importante do ponto de vista fisico, a impossibilidade de definir-
mos os campos como fungdes com valores em operadores. O operador ¢ (2) foi assumido
como sendo o campo no ponto ¥ em um certo instante t, como no caso do campo eletro-
magnético classico. Porém, o campo quantico assim definido nao pode ser um observavel.
Fisicamente, uma medida em um ponto exigiria uma energia infinita. Bohr e Rosenfeld ja

40 principio da localidade relativistica exige, a priori, que todos os observaveis comutem em distancias
do tipo-espaco. A ocorréncia de qualquer outra estatistica, mesmo a estatistica ordindria de Férmi,
necessita da existéncia de uma regra de “super-selecao”. Pode-se, entao, concluir que a estatistica das
particulas resulta do principio de localidade e que o tipos de estatisticas que ocorrem estao relacionados
a regras de super-selecao [26].
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haviam chamado a atencao para o fato de ser impossivel medir a intensidade de um campo
elétrico em um determinado ponto, devido a certos efeitos quantum-mecanicos relaciona-
dos ao principio de incerteza. Na realidade, o que se faz experimentalmente é medir uma
certa regiao, por menor que ela seja. Isso significa que os operadores de campos s6 podem
atuar em regides finitas do espaco-tempo.

Essas dificuldades sao contornadas assumindo-se o campo ¢ (x) como distribuicoes
com valores em operadores, isto é, considerando somente a média no espaco-tempo de
campos com fun¢oes suaves f (x) sobre o espaco de Minkowski

b (/) = / dro(x) f () . (2.9)

A escolha da classe dessas fungoes suaves f(x) — conhecidas como fungoes teste —
deve levar em conta o fato que os campos devem satistazer ao principio da causalidade de
Einstein: ope-radores que sao smeared com funcoes teste cujo suporte tem uma separacao
space-like devem comutar — ou anticomutar para férmions. Isso, de certa forma nos forca a
tomar o espago das funcoes, f (x), como sendo o espago que contém somente elementos que
desaparecem identicamente fora de uma regiao limitada. Por conveniéncia tomaremos o
conjunto das funcoes que sejam infinitamente diferenciaveis e que decrescem rapidamente
no infinito. Em resumo, estaremos interessados no espago S (R") de funcoes de classe C'™
que vao a zero no infinito mais rapido do que qualquer poténcia de ﬁ, isto é, toda funcao
f e SR étal que lim,_, x*DP f (x) é limitado para todos a, 3 € Z.

Esta escolha cobre os casos mais importantes das conhecidas teorias renormalizaveis.
Para as teorias nao-renormalizaveis, uma classe alternativa de espacos de fungoes teste
foi proposta por A. Jaffe em [17].
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3 Um Pouco sobre as Distribuicoes Temperadas

Nesta secao faremos uma breve digressao matematica sobre a teoria das distribuicoes
tempe-radas. Enunciaremos um conjunto de teoremas, operacoes e defini¢oes que serao
fundamentais ao desenvolvimento e entendimento do método de renormalizacao de Epstein-
Glaser. Os teoremas serao enunciados sem provas, salvo naqueles casos onde as provas
sao imediatas. Um tratamento mais completo sobre o assunto pode ser encontrado em

[18]-[24].

3.1 Preambulos

Os preambulos necessarios para uma compreensao da teoria das distribuicoes temperadas
foram reduzidos ao minimo.

Como estaremos tratando com conjuntos de funcoes e operadores que muitas vezes ne-
cessitam de uma forma de medir a distancia entre os objetos desses conjuntos, iniciaremos
nossa digressao definindo a nocao de distancia.

Definigao 1: Um conjunto ) é chamado espaco métrico se, para cada par de elementos
x,y € () existe um nimero d (x,y) que satisfaz:

() () > 0
(ii) d(x,y) = 0 se, e somente se, x =y,
(1) d (w,y) = d(y, ),

(iv) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z2).

A funcao d(-,-) é chamada a métrica sobre Q.

Muitas vezes chamamos os elementos de um espago métrico de pontos. Assim, um
espaco métrico é um conjunto ¢ munido de uma fungao métrica d(-,-). Em geral, um
dado conjunto pode se tornar um espaco métrico de formas diferentes, usando-se func¢oes
métricas diferentes.

Exemplo 1: Seja A = C'[0, 1], o conjunto de funcoes continuas tomando valores reais
sobre [0, 1]. Podemos definir duas métricas sobre esse conjunto

z€[0,1]

dy (f,9) = max [f(z) —g(z)|,  d:(f,9) :/0 de [f (x) =g ()] -

A nocao de distancia nos permite definir a nocao de convergéncia:

Defini¢do 2: Uma sequéncia de elementos {z,} —,, comn € N e z, € (), converge

para = € () se, para qualquer ¢ > 0 dado, existir no € N tal que Vn > ny tem-se que
d(zn,x) < eoulim,e v, = 2. Ou seja, para Vn > ng, ©, € (¥ —e, v +¢). Fora desse
intervalo s6 poderao estar, no maximo, os termos 1, g, ..., Ty, d€ &, NAO converge para
x, escrevemos lim,, .., &, # .

Um critério suficiente e necessario para a convergéncia de uma sequéncia é conhecido
como Critério de Cauchy.
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Defini¢ao 3: Uma sequéncia de elementos {z, } ., de um espaco métrico, é chamada
uma sequéncia de Cauchy se para cada ¢ > 0 dado, existir ng € N tal que se m, n > ng,
entao d(am,,x,) < €.

Pode-se mostrar que toda sequéncia convergente é de Cauchy. Intuitivamente, se
d(x,,r) < ¢ entao, para valores grandes de n os termos se aproximam de x. Neste caso,
os termos x,, e x, devem necessariamente aproximar-se uns dos outros.

Definigao 4: Um espaco métrico ) é chamado completo se toda sequéncia de Cauchy
em () for convergente.

Um espaco métrico, (), que nao é completo pode ser feito completo se adicionamos
todos os limites de sequéncias de Cauchy. Nesse caso, dizemos que o espaco original () é
denso no espaco maior ().

Definigao 5: Seja () um espaco métrico. Dizemos que um conjunto D C ) é denso
< x, €D.

se todo elemento ¢ € @ for limite de alguma sequéncia {z,} _,,

Definigao 6: Seja X um espaco métrico, entao:

(i) O conjunto {x|z € X, d(x,y) <r} é chamado Bola Aberta,B (y;r), de raio r em
torno do ponto y,

(ii) Um conjunto V' C X é chamado Aberto se para todo y € V, existe r > 0 tal que
B(y;r) CV,

(éii) Um conjunto U C X é chamado uma vizinhanga de y tal que para todo x € U
temos d (y,x) < r.

O conceito de distancia entre os elementos do espaco de funcoes teste, é mais conve-
nientemente tratado usando-se o conceito de norma de uma funcao. Embora estejamos
interessados com o espago de fungoes teste, o conceito de norma é introduzido de forma
mais geral e abstracta, introduzindo o conceito de espaco linear normado.

Definigao 7: Um conjunto ® de elementos ¢, ¢, \, ... para as operacoes de adicao e
multiplicacao por nimeros reais a, b, ¢, ... define um espaco linear se, os seguintes axiomas
sao satisfeitas:

L. o+ =1 + ¢ (a adigao é comutativa),

2. x+(e+v)=(x+¢)+ ¢ (aadicao é associativa),

3. 30 € R tal que o + 0 = ¢,

4. Para cada ¢ € ® existe um elemento —¢ tal que ¢ + (—¢) =0,
5.1-¢ =,

6. (abg) = (ab) .

T. (a+b)p=ap+bp,

8. a(p+v)=ap+ay.

Definigcao 8: Um espaco linear ® é chamado um espaco normado se, existe uma
funcao ||| definida sobre ® que satisfaz:

(i) ||| = 0 para todo ¢ € P,
(ii) ||| = 0 se, e somente se, ¢ = 0,
(iii) ||a|| = |a|||¢]| para todo ¢ € ® e a € R(ou C),
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(i) [l + 21l < [lell + I#]] para todo ¢, ¢ € ®.

Proposigao 1: Se ||-|| ¢ uma norma em @, entao

d(p, ) = lle =l (3.1)

é uma métrica em O.

Prova: Claramente, (i)|[p — | > 0, (&) l[p—%|]| =0=p -t =0= ¢ =1 e
(iii) [ — Y| = |[v» — ¢]|. Em ( v) substituimos ¢ por ¢ — 6 e 1 por § — 1) para obter
lo =l <l =0l + 110 =l ou d(p,v) < d(p,0)+d(0,). n

De imediato, temos o conceito de convergéncia em ®. Uma sequéncia {@,},.n de ®
converge para ¢ € ® se, e somente se, ||p, — ¢|| — 0 quando n — oc.

Suponha, agora, que ||¢||, e |||, sdo duas normas sobre 0 mesmo espago ®. A segunda
norma € dita mais forte que a primeira, ou a primeira é mais fraca que a segunda, se
existe uma constante C' tal que ||¢|; < C|¢||, para todo ¢ € ®. Duas normas sao
ditas compardveis se uma delas é mais forte que a outra. Agora, se existem C' e C' tal
que |l¢ll; < Cllell, < C' ¢, entao, dizemos que as duas normas sao equivalentes. Em

outras palavras, cada norma ¢é simultaneamente mais forte e mais fraca que a outra.
Definigao 9: Um espaco normado completo é chamado um espaco de Banach.

Espacos de Banach tem muitas propriedades: eles sao espacos vetoriais com uma
nocao de distancia dada pela norma, e toda sequéncia de Cauchy tem um limite. Ao
contrario dos espacos de Hilbert, os espacos de Banach nao tém necessariamente uma
norma definida por um produto interno. Obviamente, um espaco de Hilbert também é
um espaco de Banach.

Se o espaco ® é incompleto com respeito a no minimo uma das normas, isto é, se a
sequéncia {¢, }, cn de ® nao converge para ¢ € ® quando lim, ., ||, — ¢, # 0, entao a
comparabilidade nao implica a equivaléncia. Nesse caso, podemos considerar dois espagos
completos ®; e ®,, que sao obtidos completando ® com respeito as normas ||¢||,e ||¢|l,-
Se ||¢]|, é mais forte que ||¢]],, entao, podemos estabelecer um mapeamento de ®; em ®;:
Todo elemento ¢;,, € ®3 ¢ definido por uma sequéncia {#n}en € ®; mas, esta mesma
sequéncia, também, define um elemento ¢;,, € ®;. Assim, podemos determinar ¢;,, a
partir ;.

Asseguramos que esse mapeamento é um-para-um, exigindo que as normas |[¢|,e
lell, sejam compativeis no seguinte sentido: As normas ||¢||,e ||¢]|, sao compativeis se
toda sequéncia {¢,}, . € ® que converge para zero com respeito a uma delas, também
converge para zero com respeito a outra.

Assim, no caso de normas compativeis, o mapeamento de ®, em ®, nos permite iden-
tificar os elementos de ®, com os correspondentes elementos de ®;. Podemos considerar
®, como sendo uma parte de ;. Em resumo, se duas normas compativeis e comparaveis
sao definidas em um espaco ®, entao, os complementos ®; e , de ¢ com respeito a estas
normas pode ser considerados como satisfazendo a seguinte relagao:

o, DP, D0 .

Considere a sequéncia de normas {|[¢||,} _p sobre ®. Se essas normas sao compativeis
peN
duas a duas, entao, o espaco ® é chamado de espago linear normado contavel. Podemos
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assumir que para um espaco linear normado contdvel a sequéncia de norma {Hc,oHp}peN é
tal que:

lelly < llelly < - < llell, <--- (3.2)

Além disso, uma vizinhanca U, . (0) de zero é definida por:

Upe (0) = {& € 0 gl < oo llell, <2} - (3.3)
Suponha que @, seja o complemento de ® com respeito a norma ||| . Entao,
¢, D¢;,D...0¢,D...0. (3.4)

O seguinte teorema da um critério para a completeza de ®:

Teorema 1: O espaco ® é completo se, e somente se, ele coincide com a intersecao

q):ﬁ@p.
p=1

dos complementos @, isto ¢,

Prova: Suponha que ® = | ®, e que {¢,}, N seja uma sequéncia de Cauchy em ®.
p=1
Por definicio {y,},.n ¢ uma sequéncia de Cauchy em cada ®,; logo, ¢, — Piyy € Py

o0
Existe um elemento ¢ tal que ¢, = ¢ para cada p. Entao ¢ € () ¢, = ®. Para cada p,
p=1
llen — @ll, — 0 e, assim, ¢, — @ em ®. Logo, ¢ é completo. |
O problema de estudar distribuicoes pode ser encarado como o problema de estudar
funcionais lineares continuos atuando sobre certos espacgos basicos. Definiremos funcionais
lineares continuos sobre espacos lineares normados contaveis.

Definigao 10: Seja ® um espaco linear normado contavel. Um funcional linear sobre
® é um mapeamento f : ¢ — f(p) se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Para qualquer @1, ¢ € nimeros « e 3, temos

flapr 4+ Boz) = af (1) + Bf (p2), (linearidade) ,

em particular f(0) = 0,
(ii) Para continuidade do funcional linear f, é necessario e suficiente que lim,,—. f () =
0 se lim,—, , = 0.

Vimos que a bola aberta [[¢|| ) < ¢ (veja a eq.(3.3)) define uma base da vizinhanca de
zero em um espaco linear normado contavel . Porém, a limitacao de um funcional sobre
tal vizinhanca de zero é equivalente a sua limitacao relativa a norma |||, isto ¢,

@)= Clel, - (3.5)

Portanto, todo funcional linear continuo f sobre um espac¢o normado contavel ¢ é
limitado por alguma norma [|-|| . O menor valor de p para qual (3.5) é valido é chamado

a ordem de f.
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Considere que ao invés de uma norma, temos uma familia de normas {||¢||o },c4 onde
A representa um conjunto de indices. Relaxando a condicao (i) acima, suponha que
l¢lla = 0 para todo o € A, entao, ¢ = 0.

Definigao 11: Uma semi-norma sobre ® satisfaz as condigoes:

(4) [l + 21l < [lell + Il para todo ¢, ¢ € @,

(ii) ||¢]la = 0 para todo oo € A implica que ¢ = 0. Neste caso a familia de semi-normas
¢é dita como separando pontos,
(iii) |||l = |a|||¢]| para todo ¢ € ® e a € R (ou C).

Proposigao 2: Uma métrica pode ser definida sobre um espaco vetorial semi-normado
por:

L e =l
d(p,v) = Z 21 oo (3.6)

A prova pode ser encontrada em [21] - pg. 21-23.

a=1

3.2 Funcoes de Decrescimento Rapido e as Distribuigoes Tem-
peradas

Sendo forgados a abandonar o conceito de um campo, ¢ (2), como uma funcao com valo-
res em operadores em cada ponto do espago de Minkowisk, assumimos ¢ () como uma
distribuicao com valores em operadores atuando sobre um espaco de funcoes testes apro-
priados que, foi escolhido como sendo o espaco S (R™). Daremos, agora, uma motivacao
fisica para essa escolha.

Como certas propriedades dos campos sao formuladas no espaco dos momenta —
condi¢ao espectral — a transformada de Fourier das fungoes teste, f () € S (R") — f(k),
deve exibir as mesmas propriedades de suavidade; em outras palavras f(k) deve nova-
mente ser de classe C'™ e desaparecer junto com todas as suas derivadas mais rapido que
qualquer poténcia % , quando k£ — oo.

Por exemplo, po&erfamos ter escolhido o espaco das fungoes teste que sao infinitamente
diferencidveis e que desaparecem identicamente fora de um dominio € (€2 sendo um sub-
conjunto compacto de R™). O espago de todas estas fungoes é denotado por D (R"). O
dual D’ (R") de D (R"), é 0 espaco de todos os funcionais lineares sobre D (R"). Contudo,
na tentativa de definir a transformada de Fourier de f (x) € D' (R"™) por

J k) = / D fe) e (3.7)

o0

com x uma variavel real, nos deparamos com um problema; ¢~ niao é uma funcao teste

em D (R") , de maneira que a agao de f (z) sobre ¢~ % nao estd definida. Além disto,
se exigirmos que ¢ (z) € D (R"), entao, b (k) ¢ D(R™) — a nao ser que ¢ = 0. De fato,
como ¢ (z) € D(R"), o suporte de 1 esta contido em algum intervalo finito [a, ], de
maneira que

;Z?(k):/ & b (2) e (3.8)
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O lado direito de (3.8) é uma funcao analitica para todos os valores de k; consequen-
temente, ela nao pode desaparecer fora de qualquer intervalo, sem desaparecer identica-
mente. Assim, 1) (k) ¢ D(R"™).

Por outro lado, como serd demonstrado no teorema 2 abaixo, para funcoes f(x) €
S (R") temos que f(k) € S(R"). Essa classe de fungées é muito maior que a classe
de fungoes D (R") que desaparecem identicamente fora de um intervalo finito. A classe
de fungoes S (R™) meramente decrescem rapidamente no infinito. Em outras palavras,

D(R") C S(R").
Teorema 2: O conjunto de funcoes teste de D (R") é denso em S (R").
Prova: Seja f (x) uma fungao em D (R") tal que

[ 1se | <1 para t=1,...,n
f(:z;)—{ 0 se |z;]>1 para t=1,....n

m

Escreva fi, () = f (%) comk =1,2,...; entao,se p (x) € S (R"), afuncao ¢ () fr (x)

D (R™). Falta mostrar que a sequéncia {p () fi (2)} converge para ¢ (). Para isso, ob-
serve que

1 se |o| <k para t=1,....,n

Jile) = { 0 se |z;| >k para i =1,...,n

com isso ¢ () fir () — ¢ (2) quando k — oo. ||
Definigao 12: O espaco de Schwartz, é o espaco de funcoes infinitamente dife-
renciaveis decrescendo, bem como suas derivadas, mais rapido do que qualquer poténcia
1
de |910—| quando |z| — oo, com |z] = (3., 2?)?. Em outras palavras, para funcoes
f(x)e S(R"), com x = (21,...,2,), todos os produtos da forma

‘:L'aDﬁf(x)‘ YVa<m, g<n, (3.9)

sao limitados com o, 3 € Z.
Aqui, estamos usando a notacao de Schwartz de multi indices onde

[}

=it .ol

n b
e — bl
axfl L OxPm
entendendo-se que, se qualquer componente de x é zero a diferenciacao com respeito a
esta variavel é omitida. Como exemplo, se n =3 e = = (2,0,5), entao D’ = %.
Para cada o > 0, seja S, (R") o espaco das funcoes a vezes diferenciaveis continua-
mente. Definimos um sistema de semi-normas sobre S (R™) por

If]l, = sup sup [2°DPf (2)] < oo . (3.10)
zeRn |B|<e

’ |6|:61‘|"|’ﬂm,

O espaco S (R") é definido como a intersecao de todos os espacos S, (R"), isto é:

S(R") = ﬁ S. (R") . (3.11)
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Uma sequéncia de Cauchy, f, € S (R"), com respeito a todas as semi-normas (3.10)
converge se:

[ = fulla = sup sup [2% (D7 fr (2) = D°fo ()| < <. (3.12)

zeR™ |B|<er

para cada ¢ > 0 e ng € N tal que se m, n > ny.
Em S (R"™) a seguinte base contavel da vizinhanca de zero, é introduzida:

1
Up,-(0) = {f e S(R"); lell, < - com p,e= 1,2,3,...} . (3.13)

O espaco vetorial linear S (R") é completo e metrizavel, com métrica dada por (3.6).

Definigao 13: O espago dual de S (R"™), denotado por &' (R™), consiste de todos
funcionais lineares tal que ® : S(R") — C, com f — ®(f). Os elementos de S’ (R")
sao chamados distribuicoes temperadas. A colecao de todas as distribuicoes temperadas
forma um espago vetorial sobre os complexos.

Uma distribuigao 7' € S’ (R™) é um funcional linear continuo sobre S (R"), isto é,
para cada f € S (R"™) temos

I'(afi+Bf2) =T (L) +5T(f2) , « BeC (3.14)
T |T(f,) — 7 ()] 0. (3.15)
para toda sequéncia {f,} em S (R").

Uma operacao O sobre distribuicoes sera muitas vezes definidas pela relacao da forma

OT)(f)=T(0f) , (3.16)
onde O é uma operacao sobre a funcao teste f.

Operagao 1: Seja T' € S’ (R"), a derivada no sentido das distribuigoes, D’T, com
B € Zy, é definida por:
(DTY (f) = (- (D%F) | (3.17)

os passos intermediarios sendo um resultado de integracoes por partes combinado com o
fato que f () = 0 fora de um intervalo limitado. Em notacao simbdlica

18]
[ e )@ @) = 0 e ) () o)
dxy' ...0xy"
Assim qualquer distribuicao temperada tem derivada, que sao também distribuicoes.

Exemplo 2: Considere a funcao degrau de Heaviside

=0k 20 319

que é localmente integravel. Sua derivada como uma distribuicao é dada por:

Wﬁz—ﬂﬁz—lmwf@ﬁﬁww
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de maneira que 6" = é, no sentido das distribuicoes.

Operagao 2: (Translacao) Seja U, : S(R") — S(R"), com (U, f) (x) = f(x — a).
Entao [dx (U.f)(z)g(z) = [dx f(2)(U.g) (z) se f,g € S(R"). Assim, U,T ¢ definida
para T € S’ (R™) por

(UT)(f) =T (U-af) (3.19)

ou simbolicamente
/d:z; T(:z;—a)f(:z;):/dx T(x)f(z+a).

Operagao 3: O mapeamento linear f () — fi(z) = f(Az), com 0 < A < oo, de
S (R"). Define-se o mapeamento dual T'(z) — T\ (z), T € S’ (R"), por

I( ) =A"T (/) (3.20)

ou simbolicamente
/d:z; T (x) f (\z) = )\”/dx T (A2 f(z),
com a mudanca de varidvel Az = 2’ sendo realizada. Assim, temos
Ty (21, yz) =T (A 2y, Ay, (3.21)

Uma das mais importantes operacoes envolvendo distribui¢coes é o produto de duas
distribuicoes. Esse produto geralmente é mal-definido, como é o caso do quadrado da
funcao delta, 6% (z). Portanto, nao podemos definir o produto de duas distibuicoes, T e
S, arbitrariamente. O problema nao esta relacionado em como definir um tunico produto
TS, porém como definir um produto com razoaveis propriedades para uma classe ampla

deT e S.

Nota: Veremos adiante que o programa da renormalizacao em TQC pode ser encarado
como a tentativa de definir tais produtos.

Considere o caso em que S é uma funcao infinitamente diferenciavel, enquanto 17" pode
ser uma distribuicao arbitraria em S’ (R"™). Seja O}, o conjunto de fung¢des infinitamente
diferenciaveis sobre R" que, junto com suas derivadas sao polinomialmente limitadas, isto
é, [ € Of; significa que f é de classe O, e para cada o € Z existe um N () e um
C () com

(D f) ()] < C (a) [2]¥) . (3.22)

Entao, O}, C &' (R").
Operagao 4: Sejaw € Oy, e T € S’ (R™). Definimos wT € S’ (R") por

(W) (f) =T (wf) . (3.23)

Note que wf € S(R") se f € S(R"™) e 0 mapeamento f +— wf é continuo e mapea
S—S.
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Teorema 3: (Transformada de Fourier) Se f (z) € S (R"), entao f (k) € S (R")

Prova: A transformada de Fourier de f (z) é definida por
fk)= /d”:z; em k() (3.24)

Como f (x) — 0 mais rapido que qualquer poténcia de |910—| quando ¥ — oo, f(k) tem

derivadas de todas as ordens. Derivando « vezes a eq.(3.24) sob o sinal da integral, temos;
D f (k) = (—i)|a|/d”:1; e"heat f (z) | (3.25)

Integrando por partes [ vezes (3.25), obtemos
()R D [ (k) = (—i)! /d”:z; e~ D8 (20 f (), (3.26)

para qualquer a e 3. A integral acima é limitada por (3.9), segue que kP Do f (k) é
limitada. Portanto a transformada de Fourier mapea S (R") nele préprio. ||

Definigao 14: Se T' € §'(R"), dizemos que @ € R™ é um ponto regular de T se, e
somente se, existe uma vizinhanca U de x e uma funcao ¢ (), que é C* sobre U, tal que
T(f) = [dx g(z)f(x) para todo f (z) € S(R"™) com supp f C U. O complemento
dos pontos regulares de T' sao chamados suporte singular de T. FEm outra palavras,
uma distribui¢ao é regular se a funcao ¢ (x) for localmente integravel. Todas as outras
distribuicoes sao singulares.

Como ja dissemos, para distribui¢oes nao podemos associar valores em pontos isolados.
Nao podemos, por exemplo, dizer que uma distribuicao 1" € igual a zero em xy. Contudo,
podemos dizer que uma distribuicao é igual a zero em uma vizinhanca U de zq. Isso
significa que, para cada f (x) € S(R") com suporte em U, temos T (f) = 0. Por
exemplo, a distribuicao 1" correspondendo a uma fungao ordinaria ¢ () desaparecera na
vizinhanga U de xq se a prépria ¢ () desaparece, em quase toda parte, nessa vizinhanca.
A funcao singular ¢ (z — x¢) desaparece na vizinhanga de todo ponto x # .

Podemos dizer que, a distribuicao T' desaparece sobre algum conjunto aberto () se ela
desaparece na vizinhanca de cada ponto desse conjunto.

Se T' é uma distribuicao que ndo desaparece na vizinhanca de xg, entao xo é chamado
ponto essencial do funcional T'. Assim, o ponto xqg = x é o ponto essential do funcional
6 (x — x9). O conjunto de todos os pontos essenciais de uma distribui¢ao é chamado o seu
suporte. O termo essencial é justificado pela seguinte propriedade: Se f (x) € S(R") é
uma funcao que desaparece na vizinhan¢a do suporte do funcional T', entao T (f) = 0.

Definigao 15: Seja 2 um conjunto aberto de R". Dizemos que T' € &’ (R") desapa-
rece em  se T (f) = 0 quando f(x) tem suporte em €, isto é, quando f (z) desaparece
fora de . suporte de T', supp T, é o complemento do maior conjunto sobre qual T
desaparece. Se T'— S desaparece sobre (2, dizemos que T' = 5 sobre ().

Segue dessa definicao que, uma distribuicao T' é deteminada univocamente por suas
propriedades locais.
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Um dos problemas mais importantes na teoria da distribuicoes é o seguinte: Seja f ()
uma funcao nao localmente integravel, por exemplo a funcao % Entao, nos perguntamos
se nao existe um funcional T' que coincide com f () em todos os pontos nos quais f ()
é localmente integravel. Além disso, se é possivel estabelecer a correspondéncia entre T' e
f (z) de uma forma que preserve as operacoes de adigao e multiplicagao por uma fungao,
e a diferenciacao.

Veremos mais adiante, no exemplo 3, que a resposta a essa questao é importante em
teoria quantica de campos. O funcional T é chamado a renormalizacao de f (z).

Defini¢ao 16: (Funcao de crescimento lento) Uma funcao f () é dita de crescimento
lento se ela é localmente integravel, isto é, [ dx |f (x)| é finita para cada intervalo limi-
tado, I, e se existe algum C' > 0, N € Z, e |z| suficientemente grande tal que

F@)<C . (3.27)

Assim., uma funcao tem crescimento lento se ela cresce mais lentamente que qualquer
2 1
polinéomio quando || — oo.

Teorema 4: (Teorema de regularidade para distribuicoes) Seja T' € S’ (R"). Entao T
pode ser escrita como a derivada de ordem finita de uma funcao continua de crescimento
lento no infinito, T'(z) = DPg (z), para 3 € Z,

1) = (-1 [de g () (Df) ) - (3.28)

Prova: Por hipotese a integral converge absolutamente; além disso o funcional é linear.
Devemos prova sua continuidade. Seja f, — 0 em S (R"), entao

‘/dwg (D7 f.) ( ‘/d ) e (D2 1) (2)

g(z)

Para «a suficientemente grande, 3> ¢ absolutamente integravel de —oco a oo, visto
que ¢ (z) é uma fungao de crescimento lento. Com tal valor de «, a integral sobre o lado
direito é dominada por

‘/d:z; g(z)(D°f,) (z)

PG

xO[

< [I£=lla

Como f, — 0 em S(R"), entao || f.||, — 0. Consequentemente, T'(f,) — 0 quando
fo—0em S(R"), e T'(f) é uma distribuigao de crescimento lento sobre S (R"™). [ |

Lema 1: Suponha que T' € &' (R") e que 5 (x) seja uma funcao infinitamente dife-
renciavel que é igual a 1 sobre um conjunto aberto contendo o supp T'. Entao, T'= nT.

Prova: Seja ¢ € S(R™). Entao, a fungao (1 — ) é zero sobre o conjunto aberto
contendo o supp 1. Portanto,

T((1=n)¢)=(T-nT)(p)=0.

Como isso é verdade para ¢ € S (R"), segue que T' = nT. |
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Teorema 5: Seja T' € S’ (R"™) uma distribuigao que é concentrada no ponto g, isto
é, 0 supp T = {xo}. Entao T é uma combinagao linear de derivadas da funcgao delta de
Dirac,

T = Z co D6 (2 — x9) (3.29)

|or|<m
para m € Z, e ¢, apropriados.

Prova: Sendo T um funcional linear continuo sobre S (R"), existe um constante posi-
tiva C' tal que

T (@) < Cllella
onde

lell, = sup sup ‘anﬁcp(x)‘ )
zeR™ |B|<o

De acordo com o teorema de Taylor, todo ¢ € § (R™) pode ser representado por

@)= 3 Tl g ) v ()
ja<rm

onde a fungao y (z), o resto da aproximacao por polinémios de Taylor de grau m de ¢ (z)
centrada em z¢, tem derivadas até a ordem m igual a zero em = = .

Multiplicando essa decomposi¢ao por uma funcao 5 (x) € C* (R"™) que é igual a 1 na
vizinhanga aberta de zq, tal que supp n C {z; || < 1}, obtemos uma nova decomposigao

pe)e@ =n (@) Y I Do () 4y o) v (o)
jal<m

Pelo lema 1 temos que, T'(nyp) =T (¢). Para cada k > 0, escrevemos 1y, (z) = n (kx)
e iy (z) = (kx) x (x), onde supp ¥y () C {x; ]| < 1}. Entao,

T ()] < C sup  sup ‘SL’QDB@/% (:L’)‘ — 0 quando k — oo .
jel<l |8l<a

Por outro lado, para cada k, Ty = T, novamente usando o lema 1, uma vex que
nr = 1 sobre a vizinhanca aberta xq. Portanto,

T (g) =T (mix) =T () =T (x)

que é independente de k. Assim, T'(¢o;) = 0 = T (x) = 0. Consequentemente,

)= % (1) o

al
Escrevendo ¢, = (—1) <T, (x—%)a» temos

T(p)= Y (=1)"caD ¢ (20) = Y ca(D*8(x —20),0(x)) .
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Logo, o teorema esta provado. | |

Ao tratarmos com o espaco de Schwartz, S (R"™), muitas vezes necessitamos construir
um funcional linear que atue sobre ele com certas propriedades. Isto pode ser feito em
duas etapas: primeiro define-se um funcional linear sobre um subespaco do espaco S (R"),
onde € facil verificar que as propriedades desejadas sao satisfeitas; segundo, apela-se para
um teorema geral que afirma que, qualquer funcional linear pode ser estendido para todo
0 espaco se as propriedades desejadas permanecerem satisfeitas. A ferramenta importante
para a realizacao da segunda etapa é o teorema de Hahn-Banach.

Teorema 6: (Teorema de Hahn-Banach para espaco S (R") ) Seja ¥ um subespaco
do espago ® e ¢t um funcional linear sobre ¥ tal que |t (¢)| < C||¢]lo , para cada ¢ € X,
onde €' é uma constante. Entao, existe um funcional linear T definido sobre ® tal que
1T (¢)| < C|l¢lla, para cada ¢ € ®, com T' = ¢ para todo ¢ € X.

¢ C [T <Clell]

|
50 ([t < Cllelll

Vamos encerrar nossa rapida excursao a teoria das distribui¢oes temperadas, dando
um exemplo importante que ilustra bem o método de renormalizacao de Epstein-Glaser.

Exemplo 3: (A renormalizacao da fungao %) Considere a integral

/ dx éc,o (x) , (3.30)
onde ¢ (x) é uma funcao teste de S (R). Essa integral, em geral, nao convergira por causa
da singularidade de % na origem; portanto, nao definira uma distribuicao. Contudo, se
assumirmos que @ (z) € S (R\0), isto é, que ¢ (2) desaparece na vizinhanca de « = 0,
entao, a integral fara sentido. Assim, % define um funcional linear sobre S (R\0) que é
continuo. Pelo teorema de Hahn-Banach, esse funcional sobre S (R\0) tem uma extensao
para todo & (R), que chamaremos a "renormalizagao de % 7.

Como exemplo, considere o funcional particular T

1o =t | [ e Lot [Ca o) | (331)
que é uma renormalizagao para a integral (3.30). Esse funcional é continuo sobre S (R) e
coincide com % sobre § (R\0). Logo, % é continuo, como afirmamos. Assim, é possivel dar
uma interpretacao para a integral (3.30) para ¢ (2) € S (R) tal que ¢ — [* dv 1o ()
define uma distribuicao temperada. O funcional T difere do funcional original apenas na
vizinhanga do ponto x¢ = 0, isto é, || — x¢|| < €.

Proposigao 3: Se T é uma solucao particular do problema da renormalizacao da
integral (3.30), a solucao geral S é dada por:

S=T+ > C.D . (3.32)

| <m
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Prova: S sendo a solugao mais geral que renormaliza a integral (3.30), essa deve ser
um funcional continuo sobre S(R) e coincidir com I sobre S (R\0), pelo teorema de
Hahn-Banach. Como T' também coincide com I sobre S (R\0), entao, S — T' desaparece
sobre S (R\0) e define um funcional concentrado em & = 0. Pelo teorema 5, esse funcional

é da forma > C,D%¢.
|oe| <m

Logo, para ¢ (z) € S (R\0)

T+ ) D% | (p) = T(e)+ Y CuD8(p)

jo|<m jal<m
= T(p)+ > (=1)"Cad (D)
ol <m
= T'(¢) .

Assim, a solugao geral para a renormalizacao de % envolve um nimero de constantes
livres que devem ser fixadas por condicoes extras.

Epstein-Glaser trataram a renormalizacao de diagramas de Feynman no espaco das
configuracoes no espirito desse exemplo. As constantes de renormalizacao, como por
exemplo, a massa e a carga renormalizadas sao fixadas por condicoes fisicas adicionais.
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4 A Teoria da Renormalizacao: O Esquema de Epstein-
Glaser

Por uma questao de simplicidade, consideraremos a teoria da renormalizacao de um campo
escalar neutro. Um tratamento completo para a QED, usando o mesmo método, pode ser
encontrado em [4].

Como somente os campos smeared, ® (f) = [ dx p (z) f (z), sdo operadores bem defi-
nidos em F, temos que reformular algumas propriedades para ¢ (x) derivadas nas segoes
anteriores. Isso é facilmente realizado integrando-se formalmente as relacoes derivadas
para ¢ () com funcoes teste f(x).

Para f (x) € S(RY)
Fty = [ oy e

é sua transformada de Fourier. . _
A funcao f (k) € S(R?) e sua restrigao ao hiperboldide £ = +w <k> =+VkZ+m?

é uma funcao em S (R?). Disso segue

o) = [des (@01

_ (2;3 /d4x/f_f at (k) f (2) & (4.1)
~ o [ 5o e )
Da mesma forma, para = (f) temos
O ()= s [ 5 01 F ) (1:2)

Um vetor ¢ € F®) para qual somente um nimero finito de componentes é diferente
de zero, é chamado um vetor de particula finita. Denotaremos o conjunto desses vetores
por Dy. O vécuo ¢ = (1,0,0,...) € Do, e (™ =& (f1)...®(f,) o). O conjunto Dy é
denso em F®); essa propriedade assegura que o espaco de Fock nao é grande o bastante,
ou colocado de outra forma, que a teoria pode ser descrita em termos de um tnico campo
(). L

Se ¢ € Dy, onde ¢ (ky,...k,) é considerado como uma funcio de ki,...k, € R?,
entao,

Sy
—~
|
Eonl
~—
~
Q
p
—~
Eonl
~—
=
2
~—
—~
T
i

(®F () 6™) (ks ) = — B/dS—k k)L (43)
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Definindo
(ab (k) @) (kiy. o ko) = Vi + 16U (B ok, k) (4.5)

(a (k) &™) (ki,.. ko) = Vo Z(S(k — k) Y By, iy ki, k), (4.6)

obtemos que

(@7 (f) ™) (ky, . -

W/dffi

(07 (f) ™) (k... ky) = (2\{?)3 ; fQ(j)

(4.8)
O comutador [CI)T (f), & (g)] pode ser calculado se f (z), g(z) € S(R?):
[0 (). 0 (9] = [dudy [ @) ) f g
Wi {(Qi)6 [ Lot ot )] <>} [ ()9 )
= [y {@;6 [ )" 28 (1= e y>} F@)g ()
= /d4xd4y {(Qi)g/f—f ) k(“;_y)}f(l‘)g(y)
= /d4:1;d4y {/ (;lﬂ_]; 2wd <k2 — m2> 0 <k0> ¢~ ke y)} flx)g(y)
= (A —ym?), f (2 () (19)
onde ,
Al (z = y;m?) = (2;)3 /d4k5 (k> —m?) 0 (k°) e *=v) | (4.10)

é uma distribuigao em S’ (R*).

Da mesma forma é facil mostrar, usando (2.18), que [®1 (f), ®'(g)] = [®~ (f), ¢~ (¢9)] =
0.

Como resultado de (4.9), o comutador [® (f), ® (¢)] é dado por:

- (AT (@ —y;m?) = AT (y —a;m?)), f(2) g (y)
(A(z—yim?), f(2)g () (4.11)

[@ (), ®(9)] =

S| = e |
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onde

A (:1; —u; m2> - ! 3 /d4k5 <k2 — m2> € <k0> e~ Hemy) (4.12)
(27)
com ¢ (k%) = 6 (k°) — 0 (—k°) sendo a funcao sinal.

Note que, devido a propriedade espectral do operador de Casimir do grupo de Poincaré,
osupp A(x —y;m?) C VU (—V+>, onde V, = {z € R*|2? >0, 2° > 0} é o cone-de-luz
do futuro, seu interior sendo representado por V.

Agora, suponha que o supp f e supp ¢ tenham uma separacao do tipo-espaco, isto €,
(x —y)? < 0 para todo € supp f e y € supp ¢. Entéo

(/). ®(g)] =0 (1.13)

As equagoes (4.11) e (4.13) podem ser escritas simbolicamente como

o), o ()] = A (e —yim?) . [p(e). o (W] =0 se (z—yf<0. (414)

4

- A Fun¢do de 2-pontos

Seja ¢ = (1,0,0,...) € Dy o vacuo. Um calculo direto usando (4.3, 4.4) e que
®(f) =T (f) + P (f), mostra que, se f, g € S(R?)

(@@ (f)@(9)6) = (.07 (f) ®"(g)6")
= 07N 0 (9)] =} (AT (2~ i) S ()9 () (415

onde AT (x — y;m?) é a distribuicio em &' (R?) definida em (4.12). Portanto, no sentido
de distribuicoes, podemos escrever

ws (z,y) = (6,0 (2) ¢ (y) 6©) = %N (x —y;m?) . (4.16)

A distribuicao wy (z,y) é chamada a fungao de 2-pontos do campo escalar de massa m.
A distribuicao w, (z1,...,2,) = (qﬁ(o), o (x1). ..o (x,) qﬁ(o)) também pode ser conside-
rada. Essa distribuicao é chamada a funcao de n-pontos ou distribuicao de Wightman.

Pode ser verificado que, se n é impar, entao, w, (z1,...,2,) = 0, e se n é par que
Wy (X1, 2p) = g Wy (T4, Ty ) Wa (45, @4,) -+ - Wo <$in_1,$in> )
Lema 2: Seja w, (1,...,2,) a distribuicao de Wightman de n-pontos. Entao, para

cada n > 1, w, sao valores limites de fun¢oes analiticas de 4n varidveis complexas.

Prova: O vécuo é invariante por translagao U (a,1) ¢(®) = ¢(%). Devido a covariancia
sob translacao dos campos, temos

plz) =U(z,1)¢(0) U (2,1) .

; n
Pur

Expressando U (z,1) = ¢ podemos escrever

W (w1, wn) = (6, 0(0) e Pl (0) ¢ Plzmre) e PlEnmimem)y (0) 6O0)
= Wn (517 s 757%—1) )
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com§ =x; — a0 =1,2,...,n—1.
Por uma transformada de Fourier

1 . .
Wn (517-"7571—1) = W/d4ql---d4Qn—l Wn (917---7%—1) elqkék . (417)

Pela transformada inversa

W, (QIv cee Qn—l) = /d4£1 .. -d4£n—1 W, (517 ey fn—l) e~ igré”

= (20" (60, 00061 (P = q1) @ (0)8 (P = g2) .6 (P = guca ) (0)6)

vemos que W, desaparece quando qualquer um dos ¢ esta fora do espectro de P. Por-

tanto, seu espectro estd confinado ao cone do futuro. Logo, o supp w, (w1,...,2,) C V4,
onde Vy = {z € R*|2? > 0, 2° > 0}.
Se tomamos 4-vetores complexos & = A; + t7; ao invés de vetores reais, entao, o

integrando da transformada de Fourier torna-se

A

iqp AR — qpn®
W (q1y - ey @) €' €™ 7

Com isso, se todos 7; sao vetores tipo-tempo, a integral (4.17), bem como suas derivadas
com respeito a ;, convergira porque W, é uma distribuicéo temperada e o fator e~ %"
decresce rapidamente quando seu argumento vai para o infinito. Assim, W, (&1,...,&-1)
é uma funcao analitica de todos os seus argumentos, enquanto a parte imaginaria de todos
os ; estiver no cone do futuro. | |

Como é bem conhecido [6], defini-se a "matriz-S ” como uma série formal na constante
de acoplamento ¢, que no esquema de Epstein-Glaser é uma funcao teste fixada sobre o
espaco-tempo. Como os campos sao distribuicoes com valores em operadores, substituimos
¢ por uma fungao ¢ (z), com valores no intervalo (0,1). Ela representa a interagao que
pode ser ligada e desligada. Nas regioes onde ¢ (x) = 0, nao ha interacao, naquelas regioes
onde g (z) = 1, a interacao é maxima, e para 0 < g (z) < 1, a interacao estd parcialmente
ligada. Além disso, assumimos que g () é diferente de zero somente em uma regiao finita
do espaco-tempo. Isso significa que ela vai a zero rapidamente para * — +o00, ou seja,
g =g(z) € S(R?) representa uma funcao teste do espaco de Schwartz tal que

Sg)zl—l—zg/nd:piTHc,o(xi)Hg(xi) : (4.18)

Eventualmente, a fungao teste ¢ () deve ter seu valor fixado em todo o espaco-tempo,
porém isso pode levar a problemas com divergéncias no infravermelho que nestas notas
nao serao consideradas.

Exigimos que S (g) satisfaca as seguintes condicoes:

(i)- Condigao Inicial
S(0)=1;
(ii)- Unitariedade
S"(9)S(g)=5(g) 5" (g) =1;
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(iii)- Invariancia de Poincaré
U(a,\)S(g(2) U (a,A) =S (g (A_l (x — a))) ,

onde U (a,A) denota a representacao do grupo de Poincaré atuando em F ;
(iv)- Causalidade

Essa é a condicao crucial no método de Epstein-Glaser. Para formular explicitamente
a condicao de causalidade, consideramos primeiro o caso quando a regiao (G do espago-
tempo, onde g (x) é diferente de zero, pode ser dividida em duas partes (i1 e Gz, tal que
todo & € (&7 situa-se no passado com respeito a um certo instante ¢, enquanto todo y € GG
situa-se no futuro com respeito a t. Nesse caso a fun¢ao g (z) pode ser representada como
a soma de duas funcoes

g(z) =g () +9g2(2) ,

com g1 () diferindo de zero somente na regiao (1, enquanto g (x) difere de zero em Gi.

No tempo ¢, podemos definir um estado caracterizado pela amplitude ¢; que, devido
a causalidade, nao deve ser influenciado por nenhum sinal vindo da regiao G5 e que pode
ser representado por

Oy =S (91 (51?)) do ,

onde S (g1 (x)) é a matriz de espalhamento para o caso quando a interagao na regiao Gy
é ligada com uma intensidade ¢ ().

O estado final ¢ pode agora ser obtido de ¢; com a ajuda do operador S (g2 (x)) que
descreve a interacao na regiao (3 com intensidade gs ()

¢ =5(g2(x)) o -

Por outro lado sabemos que ¢ pode ser obtido de ¢y com a ajuda do operador S (¢ (x))

¢:S(9($))¢0-

Comparando os argumentos acima obtemos a condicao de causalidade

S (g1 (x) +go(2)) =S (g2(2)) S (g1 (x)) se suppgi N supp (g2 + Vi) =10,

onde V, = {x € R*|2? >0, 2° > 0} é o cone-de-luz do futuro e supp <g2 + V_|_> o suporte
da regiao causal de ¢» (veja a Fig.2).

=
@

Fig. 2
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No esquema de Epstein-Glaser os objetos a ser usados para construir a teoria sao os
produtos cronoldgicos

TH p(z;) e S'(RY) (4.19)

que sao distribui¢oes temperadas com valores em operadores atuando sobre o espaco de
Fock F. Eles sao, também, conhecidos como distribuicoes temperadas com valores em
operadores de n-pontos, e sao caracterizados pelas seguintes propriedades:

(P1) T(X)="T1]] ¢(x;) é simétrico sob permutacoes de seus argumentos;
=1

e nenhum dos pontos x1,...,2, (1 <m < n) situa-se no passado causal dos
P2y S hum d t ey 1<m< t d 1d
pontos T,11,...,T,, entao a seguinte fatorizacao acontece, uma consequéncia natural da
condi¢ao (iv):

T(X)=T{UUJ)=T()T(J) se I2J,

onde

T =T]le@) . TNH=T ] ¢ .

i=1 j=m+1
A notagao I 2 J indica que ¢ (x1),...,9 (z,) ndo pertencem ao passado causal de
qualquer @ (T41) ..., ¢ (2,), sendo que (21, ..., Tm; Tmi1, ..., 2,) € aparticaode (1,...,n).
Defini¢cao 17: Uma parti¢ao de um conjunto N = (1,...,n) é uma familia P de
subconjuntos X; = (il, . ,ik(1)> T = <z’1, . v%@«)) tal que U;:1 X;=(,...,n)e
X; N X, =0. P, denotara o conjunto de todas as parti¢oes de (1,...,n).

(P3) Com a ajuda dos teoremas de Wick (veja abaixo), para qualquer inteiro n temos:

T(X) = 3 () Lot (4.20)

YiCX;

onde, agora,
H(Xy,) = <¢(0)7TH99(X2'\Y2') ¢(0)> 7
=1

sao distribui¢ées numéricas invariantes por translacao. As distribui¢ées numéricas sao
funcoes ordenadas temporalmente, isto €, valores esperados de produtos cronolégicos de
sub-polinomios de Wick.

E crucial para o programa que os polinomios de Wick sejam distribuicoes com valores
em operadores e que eles possam ser multiplicados por distribui¢oes numéricas. Contudo,
nao é imediatamente 6bvio que isso seja possivel. Mas, um céalculo no espaco dos momenta
produz:

Teorema 0 de Epstein-Glaser: Seja 7' € S(R') uma distribuicao temperada
com valores numéricos, tal que T (z1,...,2,) =T (1 + a,...,z, + a) para todo « € R*.
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Entao, para qualquer ¢t € § (R*"),

G(t):/Hd:JciT(:z;l,...,:zjn)t(xl,...,xn):Hc,o(xi):,

¢ um operador bem definido em Dy e mapea Dy nele préprio. Para todo ¢t € Do, (G (1))"
depende continuamente sobre 1" e sobre t".

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada no Apéndice 1 de [2]. Prova-se,
entao, com a ajuda do teorema acima, que (4.20) faz sentido.

4.1 Teoremas de Wick

Para calcularmos a matriz-S, precisamos de alguma regra que simplifique as integrais
ordenadas temporalmente em (4.18). Isso pode ser feito com a ajuda de um método de
expansao estabelecido por Wick e que, agora, leva seu nome.

Wick introduziu dois tipos de produtos ordenados de operadores de campos:

(1) Teorema de Wick para o Produto Normal: Indicado pelo simbolo (: :), define-se
o produto ordenado normal, : p1¢s...¢, :, quando o produto de operadores lineares de
campos, ;, é arranjado de modo que todos os operadores de criacao estejam a esquerda de
todos os operadores de destruicao. Na presenca de operadores fermionicos devemos incluir
um fator (—I)N, onde N indica o numero de permutacoes dos operadores fermiénicos no
rearranjamento.

Exemplos:

(a) O ordenamento normal de um tnico campo é trivial

plz)=:p(z):i=¢ () +¢ ().

(b) Para o produto de dois campos ¢ (2), temos

e)e(y) = (e (@)+¢ (@) (" (1) +¢™ (1)
= p(x)e(y): twy(z,y) ,

onde wy (x,y) é a distribui¢ao de Wightman de 2-pontos definida anteriormente (veja
eq.(4.16)).
(¢) Para o produto de trés campos, temos
v(@)ey)e(z) = e(@)ey):e(z) +w(e,y)e(z)
= 1¢@)ey)e )+ w(ey)e () +
tws (2,2) ¢ (y) +ws (y,2) e (z)
Note que se tomarmos o valor esperado do vacuo para produto de n campos, quando

n é impar, entao, w, (z1,...,%,) = 0, como afirmado anteriormente.
Pode ser mostrado por inducao que para o produto de n campos, temos

pla1).p(en) = ) («s(o),ﬂ@(&\m ¢<0>) et (4.21)

Y CX;
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onde a soma ¢ realizada sobre todos os subconjuntos ¥ de X, incluindo Y = e Y = X.
A notacao X\Y significa o conjunto daqueles elementos de X que nao pertencem a Y,

istoé, X\Y ={a]eze X, c¢Y}.

Em (4.21)
(s [Tetxman) - 5 [ eete)s®) . 62
=1 partltlon in (
pairs of (1,..., n)

sao distribui¢coes numéricas e

‘HMYJ:: oo I wo ITe i) - (4.23)

IuJ=(1,...,n) €I J€J
InJj=0

sao produtos de Wick, distribuicoes com valores em operadores definidos sobre Dy.
O teorema de Wick pode ser aplicado ao caso quando temos um produto de varios pro-
dutos ordenados normalmente: ¢ (X1):...: p(Xy) ,onde: o (X) = (21)...0(x,) .

Exemplos:
(d)

pp(rn) () p(rs) = (e @ (v2) @ (3) 1 + w2 (21, 22) 1@ (3) 1 Hwa (01, 23) 1 (22)
(¢)

pp (@) w(r2) o (@s) w(2a) = (1) p(22) @ (23) o (23) © +wa (w1,23) 1 (T2) @
+wy (71, 24) 1 (22) @ (73) 1 + w2 (22, 23) 1@ (21) @ (24) 1 Fwa (22, 74) T (1) 0 (23) : +
+wy (21, 13) w2 (29, 14) + wo (21, 14) W2 (29, T4)

Por inducao mostra-se que para um produto de n-produtos ordenados normalmente,
temos

P(X1) (X)) = Z( H p (X ¢(0)>:H¢(K)w (4.24)

Y;CcX
onde
(qﬁ(o), I1: e (XY qﬁ(o)) = > H o) 6®) . (4.25)
= bl eh oy
.rlGXl,.rJGXJ
X #X;
Finalmente, para monémios de Wick, isto é, quando os elementos de X = (x1,...,2,)

coincidem, a eq.(4.24) torna-se

P (1) ¢ (24) 0 - ‘P(”_Si) (z:) 0 Tt ()
: ! R ol = Z <¢( )7H : W : 45( )> : 1 o : . (4.26)

Si =1

()¢+
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(2) Teorema de Wick para o Produto Cronoldgico: Estende a definicao do produto
ordenado normal. O produto cronologico de um sistema de n operadores lineares pode
ser construido usando-se distribuicoes degrau 6:

To(x1)... j{:[[le xh — % ]5P¢(x1y..¢(xn), (4.27)

onde a soma é sobre todas as permutacoes P, a fun¢ao 0 for¢a a condicao que tp, >
tp, > --- > 1p,, e ep indica o sinal da permutacao de operadores fermidnicos envolvido
no produto acima.

Usando os teoremas de Wick, obtemos:

T (). ..p(a) =) (qﬁ(o),TH@(Xi\K)qﬁ(o)) et (4.28)

Y CX;

onde, novamente, a soma é realizada sobre todos os subconjuntos Y de X, incluindo Y = ()
eY = X. A notacao X\Y indica o conjunto daqueles elementos de X que nao pertencem

aY,isto é, X\Y ={z|z € X, v ¢ Y}. Aqui, como em (4.22)

(¢<O>,Tﬁso<xi\m¢<0>)= > H v) e (2;) ) (4.29)

partltlon in
pairs of (1,..., n)

sao distribui¢oes numéricas.
Usando a eq.(4.27), temos que:

(6, T (i) (2;) ) = 0(af —af)ws (wi,2;) + 0 (af — af) ws (25, 2:)
= AF (l’i,w]‘) 5 (430)
onde Ap (x;,2;) é a conhecida distribui¢ao de 2-pontos de Feynman, ou propagador de

Feynman.
E por fim, para o produto cronolégico de n-produtos ordenados normalmente, temos:

zw¢ugu;¢umg:§:GWTH:w&my¢ﬂ:H¢my,@m)

Y CX;

(qﬁ(o),Tﬁ:sO(Xi\K)rqﬁ(o)): > H w) g (a;)8”) 5 (4.32)

partltlon in
pairs of (1,..., n)
.rlGXl,.rJ GXJ
Xi;éX]

enquanto, para monomios de Wick tem-se

T(Lp;ffcl)@iifn) :) Z( TH (P 1_8% i¢(0)> HL'Q;Z(;EZ) .

Sy
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Com a ajuda dos teoremas de Wick as distribuigoes com valores em operadores, T'(X),
podem ser determinadas por inducao exigindo-se que S (g¢) satisfaga as condigoes (i-iv),
com a causalidade e a invariancia por translacao sendo as condi¢coes mais importantes.

4.2 A Hipétese de Inducao

Os produtos cronologicos de polinomios de Wick sao bem definidos como distribui¢oes com
valores em operadores sobre funcoes teste f com suporte sobre pontos que nao coincidem

suppf C {(:El,...,xn),xZ'ERﬂxi;éxj se z#]} )

Usando o Teorema de Wick para o produto cronologico, eles pode ser escritos como
uma expansao em somas de distribui¢oes numeéricas e produtos de Wick

GESEDIRIETNAR) | COE

Y;CX,y
com
HX\Y)) = (¢<0>, T (X:\Y) ¢<O>> = > JI O Te () e (x;) ),
=1 Paﬂrtition in (27])
pairs of (1,..., n)
onde

(69, T (a1) ¢ () ') = Ar (2.9)
veja a eq.(4.30).

Proposig¢ao 4: O produto 6 (:1;? — :1;?) wy (x;, ;) existe onde 6 (:1;? — :1;?) é definido

por 0 (f) = fl,?ﬂ? dx f (x). Entao,

/d:z;dy Arp(z,y) f(2)g(y)

define uma distribuicao temperada.

Prova: Uma prova rigorosa pode ser encontrada em [23]. Aqui, vamos dar um argu-
mento alternativo que usa o lema 2.
Pelo lema 2

1
(2m)°

onde ¢ = 11, converge, bem como suas derivadas com respeito a £, se n é um vetor
d A+, , b d d peit , sen t

W, (£) = / &g W (g) "

tipo-tempo. Entao,

1

0 <€0> W, (f) = (271_)2

/0 diq Wy (q) e'm" |
£9>0

converge, bem como suas derivadas com respeito a £, porque 7 sendo um vetor tipo-
tempo a exponencial na integral tem um fator que decai rapidamente, enquanto W (¢)
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é uma distribuicao temperada. Assim, o propagador de Feynman, Ag (z,y), define uma
distribuicao temperada. | |

O problema, agora, é definir distribui¢des numéricas para pontos que coincidem, tal
que produtos cronolégicos de monomios de Wick sejam bem definidos. Nesse caso, o

produto de distribuicoes degrau  com mondémios de Wick ], : wri(fi) : é mal definido,

levando a divergéncias no ultravioleta e, portanto, nao definindo uma distribuicao. Em
TQC essas divergéncias aparecem quando ocorrem integracoes de diagramas de Feynman
com loops.

De acordo com o exemplo 3, os produtos cronolégicos de mondémios de Wick

_ . ()
Tey (X)=T]]: e (4.34)
i=1 e

podem ser bem definidos, ordem a ordem, desde que certos cuidados sejam tomados. O
passo mais delicado sera a multiplicacao dos monémios de Wick por funcoes C'™ que
no limite tendem a funcao # ®. Portanto, escolhemos uma funcao C°° com as seguintes
propriedades:

(1) 0 <w(2’) <1ew(0)=0;

(2) w(2?) é infinitamente diferenciavel para todo z° # 0;

(%) w(2°) = w (pa°) para todo z° #£ 0 e todo p > 0;

(/) fora da origem w (2°) toma valor 1 em um cone fechado contendo a vizinhanca
de 't — {0} e o valor 0 em um cone fechado contendo a vizinhanca de I'" — {0}, onde

F-I-:{:z;:(:z;l,...,xn) |$]—x26‘7+\v/]}:_r_

w
w

Segue, entao, que wg esta também no espaco sobre o qual os operadores de campos
atuam, isto é, wg € S (R") se g () € S (R"™) e 0o mapeamento g — wg é continuo e mapea
S—S.

Como no exemplo 3, se wg € S(R™\0), entdo, os operadores de campos definirao
um funcional linear sobre & (R™\0) que é continuo. Pelo teorema de Hahn-Banach, esse
funcional sobre S (R™\0) tem uma extensao para todo S (R"), que chamamos a ”renor-
maliza¢do” dos operadores de campos. I exatamente esse tiltimo passo que corresponde
ao método dos contra-termos no procedimento classico da renormalizacao perturbativa,
uma vez que a extensao nao ¢ definida univocamente. Ela dependera de um nimero de
constantes livres que devem ser fixadas por condi¢oes extras.

- A Construcdo por Inducao:

Apos estabelecer os cuidados que devemos tomar, usaremos os argumentos dados em
[3, 31] para construir T,y (X) dado que os produtos cronolégicos de n’ < n fatores foram
construidos, e satisfazem as propriedades (P1-P3).
Seja
Cry= {(xl,...,xn) eRY|z;€l,2;€ ], com R J} ) (4.35)

com [[UJ|=n, |I| <n,]|J| <n.

’Segundo Schwartz [19], pg.99, quanto mais singular T' for, mais regular S deve ser para que o produto
TS, de duas distribuigdes, seja bem definido. Lembre-se da operacao 4 que, se T € S’ (R4) e w € OYy,
entdao o produto Tw serd bem definido.
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Além disso, admita que T,y (X) respeita a propriedade de fatorizacao causal
T (X) =Ty (IUJ) =Ty (1) T (J) se TR J, (4.36)
bem como a relagao de comutacgao
[Ty (X), Ty (V)] =0 e X~V (4.37)

onde a notacao X ~ Y indica que X e Y tem uma separacao do tipo-espaco. De acordo
com a hipétese de indugao e o Teorema 0, T,y (X)) definird uma distribuicao com valores
em operadores, isto é:

. Si!

=1

Ty (X) = 3t (X) s [ 242 (1.38)

sera um funcional continuo e bem definido sobre S (R"), onde

n (ri—si) T; 0
tay (X) = <¢(0),TH : @(7«—73()') : o )) , (4.39)

¢é uma distribuicao numérica .
Diferentes C7; podem sofrer um "overlap”. Usando a hipotese de inducao podemos
escrever as identidades:

Ty (DT (J) = Ty UN ) Ty (INT) Ty (SO L) Ty (J00S)
Ty (N Ty (J) = Ty (N DTy (I'NJ) Ty (S0 DTy (J'00J) (4.40)

comIUJ=1I'UJ =a1,...,2,, [2J, '3 J.
Notando que I N.J" e JN I' tem uma separagao tipo-espaco, a eq.(4.37) implica

[T (INJ), Ty (JN ] =0. (4.41)
Como resultado das eqs.(4.40) e (4.41) obtém-se que
T{T} (]) T{T} (J) = T{T} (]/) T{T} (J/) em CryNCrpyp . (4.42)

Pela a hipdtese de inducao, essa equacao pode ser aplicada a varios termos da expansao
de Wick, tal que:

tsy (D sy (J) =ty (I by (J') em Cpyn Crgr (4.43)

onde (¢©), Ty (1) Trsy (1) ) = tay (1) sy (J).

De acordo com a Proposicao 3, a diferenca

tisy (D ity () =ty (Ut (J) =0, (4.44)
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sobre S (R"\0) e define um funcional concentrado em |J,~, Cry = (x1 = --- = 2,,). Pelo
teorema 5, esse funcional é da forma > . P, (x) D*6 (1 — ay,)...6 (xy-1 — 2,), onde
P, (2) é um polinémio de Wick em ¢ (z) e suas derivadas ©

Pa(2) =:Palp (@), dup (@), Dy (2)) 1 (4.45)

Com 1isso, a solucao mais geral depende de um polinémio local arbitrario de grau w,
isto é,

a - % (x5
T{r}(X):Z t{sl}(X)—l_Z,PO‘(X)D 5(X1_Xn)"'5(xn—1_xn) :H ( ) Ly
Si a<w iy .
(4.46)
para « € Z.

Nota: Os termos locais nao sao fixados pela causalidade, mas por condicoes de nor-
malizacao fisicas adicionais.

Estudar o comportamento das distribui¢oes numéricas na vizinhanga de (21 = - -+ = ,)
é essencial para a resolucao do problema da renormalizacao. As semi-normas usadas por
Epstein-Glaser, para estudar o comportamento das distribuicoes, sao complicadas. Acha-
mos preferivel usar o método de Steinmann [12], chamado o conceito do 7 grau de Scaling”
em um ponto de uma distribuicao.

Lema 3: Qualquer ¢ (X) tem grau de Scaling w € R em z se w é o menor nimero tal
que

Hm A, (X) =0,

A—0
para w > d mas nao para w < d. O limite acima é entendido no sentido das distribuigoes.
O valor d = oo é possivel.

’

Prova: E obvio que o limite acima acontece para «w’ > w. De acordo com o teo-
rema 4 podemos escrever t como a derivada de ordem finita de uma funcao continua
de crescimento lento no infinito, ¢ (z) = DPg (x), para 3 € Z,, onde da definigao 16
|/ (z)| < C |2|" . Portanto, para ¢ € S (R?):

)= (1) [ Lo (07g) (0

g(z)

Para «a suficientemente grande, 3> ¢ absolutamente integravel de —oco a oo, visto

que ¢ (z) é uma fungao de crescimento lento. Com tal valor de «, a integral sobre o lado
direito é dominada por

(o) <llell,-J

J:‘/d:p gif)

5Na verdade, a matriz-S s6 depende da classe de sistemas de campos locais chamada classe de Borchers.

com

< 0

Uma ilustracdo simples de uma classe de Borchers é o caso de um campo livre ¢ (x). Neste caso as
poténcias ordenadas de Wick : ¢ (2)" : sdo campos na classe de Borchers de ¢ (), e os polinomios de
¢ (x) e suas derivadas no mesmo ponto esgotam completamente a classe [25, 26].
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lell, = sup sup ‘anﬁcp(x)‘ )
z€R™ [B]<a

Para @) temos

leall, = sup sup |2*D7 (Ax)|
eR” |8|<a

< X% sup sup ‘anﬁcp(x)‘ ,
z€Rm |B|<e

portanto,
[ (@) = A" [t ()| < AP g,

isto é, Aty (¢) — 0 para w > a— n — . Isso prova o lema e mostra que d < a—
n—f < oo. | |
Como uma consequéncia imediata do lema 3, temos:

Corolario 1: Se t5(¢) € 8’ (R"\0) tem grau de scaling w < d em x entao existe um
unico t(¢) € §'(R"™) com t(¢) = to (), ¢ € S(R"\0) e 0 mesmo grau de scaling; caso
contrario, isto é, se w > d , t(¢) nao é unico e 86 é determinado a menos de uma soma
finita de termos locais (veja eq.(4.46)).

Prova: A unicidade é obvia uma vez que: primeiro, o € Z; em (4.46). Segundo,
qualquer outra solucao deve diferir por uma distribuicao que é concentrada no ponto xg,
isto é, o supp T' = {x¢}. Entao, do teorema 5, T' é uma combinacao linear de derivadas
da funcao delta de Dirac. | |

Claramente se uma distribuicao € singular de ordem w, ela é também singular de
ordem &' > w. Isso implicaria em poténcias maiores de 9y, . ., () em (4.46). Contudo,
é natural exigir que a ordem de w satisfaca uma condicao de minimidade. Essa condicao
tem uma base experimental muito forte: sem ela o poder de preditibilidade de uma teoria
é perdida. O grau minimo de P, () é dado pela teoria do power-counting [27].

No caso geral o grau de scaling w é dado por [31, 33|

w=D+ > (dimVi—D)=> Nid;, (4.47)

todos os
vértices V.

com respeito a ordem da teoria de perturbacao; onde D é a dimensao do espaco-tempo,
dim Vj é a dimensao do vértice k (vértices de interacao do Lagrangeano), N; o nimero
de pernas externas do campo do tipo-®; e d; a dimensao ultravioleta do correspondente
campo, que deve obedecer a desigualdade [28]

di+d; >di; + D, (4.48)

onde d;; é a dimensao ultravioleta do propagador de Feynman A;; (p) no espaco dos
momenta.

Rigorosamente falando, uma teoria sera renormalizdvel do ponto de vista do power-
counting se a estrutura formal da acao classica nao for alterada. Colocado de outra
forma, uma teoria é renormalizavel se for possivel substituir os parametros bare da acao
de partida por uma série formal nos parametros renomalizados — usualmente a constante
de acoplamento — de maneira que a expansao perturbativa renormalizada seja finita para
todas as ordens, como uma série formal de poténcias.
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4.3 Comentarios Finais

Como mostrado por Epstein-Glaser, a renormalizacao consiste em tratar com as arbi-
trariedades inerentes da teoria de perturbacao. As arbitrariedades sao geradas quando
tentamos construir produtos de operadores de campos tomados no mesmo ponto, tal que
esses sejam bem definidos.

Elas sao representadas por termos completamente locais da forma

Z Po (@)D (11 —xp) ... 0 (g —xp)

a<w

onde P, (x) é um polinomio de Wick em ¢ (x) e suas derivadas, os contra-termos da
teoria. O ponto central da teoria consiste em controlar essas arbitrariedades, com o grau
minimo de P, (z) sendo dado pela teoria do power-counting.

Por outro lado, o método de Epstein-Glaser, apesar de nos permitir construir dire-
tamente operadores compostos como operadores locais — sem fazer referéncia as fungoes
de Green — nao parece ser o mais apropriado para tratar teorias mais gerais, como as
teorias de gauge. KEm particular as teorias de gauge de Yang-Mills. Essas teorias sao
nao lineares por natureza e dao origem a problemas dificeis de serem resolvidos — mesmo
que puramente técnicos — inviabilizando o estudo da renormalizacao via o esquema de
Epstein-Glaser.

Os principais obstaculos a esse programa sao: o overlapping de divergéncias e o apa-
recimento de possiveis anomalias, que exigem uma ferramenta mais sofisticada [1]. Em
particular, controlar os possiveis contra-termos de acordo com o power-counting nao é su-
ficiente; tem-se que incorporar informacoes adicionais vindas das identidades de Slavnov-
Taylor ou invariancia-BRS [29, 30].

A escolha dos contra-termos deve levar em consideracao todas as simetrias possiveis.
Se essas simetrias sao respeitadas pelo processo de renormalizacao, entao, nao existem pro-
blemas. Porém, muitas vezes acontece de certas simetrias serem violadas pelas correcoes
radiativas, mesmo que a principio a teoria seja renormalizavel pelo power-counting. Nesse
caso devemos tentar restaurar a simetria introduzindo um nimero finito de contra-termos
compensadores nao-invariantes de gauge — e como tal nao estavam presentes na acao
classica. Se isso € impossivel de ser feito, dizemos que o modelo é anémalo. Um exemplo
celebrado é a anomalia quiral das teorias de gauge em 4-dimensoes.

Hoje em dia, dispomos de uma ferramenta muito eficiente e elegante para tratar o
problema das anomalias, e consequentemente a renormalizabilidade das teorias de gauge.
E o esquema da Renormalizacao Algébrica [31]-[35]. O método algébrico baseia-se sobre
teoremas gerais da teoria de renormalizacao, em particular o Principio da Acao Quantica

[36] que diz:

Teorema do Principio da Acao Quantica: A acao de um operador diferencial
linear ou de um operador diferencial funcional V sobre os funcionais de Green produz

NF=A-F ; F=2,2°T (4.49)

com o lado direito sendo funcionais geradores de funcoes de Green com insercoes de
polinémios locais nos campo A. Se as insercoes sao definidas como produtos normais de
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Zimmermann-Lowenstein, entao, suas dimensoes U.V. e [.V. sao limitadas por um power-
counting especifico: se V é um operador diferencial linear nos parametros (por ex.d,),
entao as dimensoes U.V. e [.LR. de A sao aquelas da acao, isto é, D. Se V é um operador
diferencial funcional, as dimensoes U.V. e I.R. de A sao dadas pelas préprias dimensoes
de V (veja o quadro abaixo).

5 5 5

A*ID| D | D=r(®)|D—=r(@)+r(®)|D-r(.)

As|D| D | D=d(®)|D—-d(®)+d(®)|D—-d(j..)

Diagramaticamente, representamos o conteido do teorema acima por

INSI) (ALint)

A

\V4 -

bbb

Fig. 3

com o lado direito representando formalmente um diagrama com a insercao do operador
de campo local [ NS (VLin.), cuja dimensao nao deve exceder aquela do lado esquerdo —
no caso de uma teoria renormalizavel pelo power-counting.

Uma das principais vantagens desse método, além de sua simplicidade, é seu grande
poder de reduzir o tratamento dos problemas da renormalizabilidade e das anomalias de
modelos com simetrias locais e rigidas ao estudo da Cohomologia de algebras de Lie, pro-
duzindo uma completa caracterizacao de todas as anomalias e contra-termos invariantes
sem fazer uso explicito de qualquer esquema particular de regularizacao e/ou céalculo de
diagramas de Feynman.
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