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1 Introdu�c~ao

1.1 Computa�c~ao Alg�ebrica e Ensino

Atualmente, os microcomputadores têm uma capacidade de mem�oria e de processamento que tornou poss��vel ex-
ecutar programas antigamente restritos a computadores de grande porte. Os primeiros s~ao acess��veis a um n�umero
muito maior de pessoas. Este fato trouxe a tona a possibilidade de uso dos sistemas alg�ebricos para o ensino da
Matem�atica aplicada �a F��sica e �a Engenharia. Os principais sistemas, Maple, Mathematica, Macsyma, Reduce e De-
rive, permitem, al�em da realiza�c~ao de c�alculos alg�ebricos, manipula�c~oes gr�a�cas, an�alise num�erica e programa�c~ao.
Com estas ferramentas, dois aspectos do ensino da Matem�atica podem sofrer transforma�c~oes.

Primeiro, o aluno n~ao necessita passar por um extenuante treinamento de t�ecnicas de c�alculo, como por exemplo,
as t�ecnicas de integra�c~ao por partes, por substitui�c~ao etc., pois estas t�ecnicas est~ao implementadas nestes sistemas.
Al�em disso, outras t�ecnicas mais elaboradas tamb�em est~ao implementadas e elas n~ao s~ao ensinadas nas Universidades
pois apresentam um grau de di�culdade que as tornam invi�aveis de serem usadas por seres humanos. As m�aquinas as
utilizam sem reclamar. Estas t�ecnicas est~ao dispon��veis a qualquer aluno que domine um dos sistemas de computa�c~ao
alg�ebrica.

Segundo, a assimila�c~ao dos conceitos matem�aticos que est~ao por tr�as das t�ecnicas passam a ser a prioridade,
assumindo o lugar que lhe �e devido. Uma vez diminu��do o tempo que �e necess�ario gastar com treinamento de t�ecnicas
de c�alculo, o professor pode dedicar mais tempo para a transmiss~ao dos conceitos. Por�em, n~ao se trata apenas de
uma quest~ao de tempo, os sistemas alg�ebricos fornecem ferramentas que facilitam a explana�c~ao da parte conceitual.
Muitas vezes �e uma tarefa �ardua explicar com giz, quadro-negro e muita gesticula�c~ao de m~aos, algo que facilmente �e
mostrado com anima�c~oes de gr�a�cos projetados na parede da sala de aula. Os modos normais de vibra�c~ao de uma
membrana circular sem simetria axial podem ser explicados com giz e quadro-negro, por�em somente os alunos com
uma excelente capacidade de visualiza�c~ao abstrata entender~ao.

O tema computa�c~ao alg�ebrica e ensino tem sido largamente debatido informalmente em conferências e na literatura.
Especialmente com rela�c~ao ao Maple podemos citar importantes referências[1][2].

O problema de oscila�c~ao de membranas �e um bom exemplo onde a computa�c~ao alg�ebrica fornece v�arias ferramentas
did�aticas para a sua an�alise. Os principais aspectos do Maple podem ser usados para se obter os resultados desejados.
Neste trabalho, analisamos o movimento de v�arios tipos de membranas tendo como objetivo a apresenta�c~ao de um novo
enfoque do problema que se tornou poss��vel com o advento dos sistemas alg�ebricos. Nos concentramos nos aspectos
computacionais e did�aticos, e apresentamos o desenvolvimento da teoria apenas na parte onde a computa�c~ao alg�ebrica
pode ser de grande aux��lio. Os aspectos mais te�oricos do problema, como a dedu�c~ao da equa�c~ao de onda a partir
das leis de Newton ou por m�etodos variacionais ou os detalhes da manipula�c~ao das s�eries de Fourier foram omitidos
e eles podem se obtidos em qualquer uma das referências de F��sica-Matem�atica citadas na bibliogra�a[3][4][5]. Na
literatura existem algumas referências que fazem an�alise do movimento de membranas atrav�es do uso de computa�c~ao
alg�ebrica[2][6], no entanto, uma an�alise sistematizada parece n~ao ter sido feita. A an�alise de membranas circulares
requer fun�c~oes que possam calcular o n-�esimo zero (n inteiro) das fun�c~oes cil��ndricas de Bessel e de fun�c~oes correlatas.
Apesar do Maple ter rotinas para o c�alculo num�erico de zeros (comando fsolve), a determina�c~ao de intervalos que
contenham um determinado n-�esimo zero da fun�c~ao de Bessel e nenhum outro zero, n~ao �e uma tarefa simples. Este
investimento est�a feito nos apêndices deste trabalho.

1.2 Breve Hist�orico do Problema da Membrana

A an�alise do movimento de uma membrana �e bastante antiga[7]. Em 1764, Euler publicou um trabalho4 onde ele
obt�em as equa�c~oes para o deslocamento vertical de uma membrana retangular e circular, que s~ao as mesmas analisadas
adiante neste trabalho. A parte radial para a membrana circular recai numa equa�c~ao diferencial de Bessel de ordem
inteira. Esta foi a primeira vez que as fun�c~oes de Bessel de ordem arbitr�aria foram analisadas [8]. Euler encontrou
solu�c~oes para estas equa�c~oes usando o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis. Estas solu�c~oes representam os modos normais
de oscila�c~ao. A solu�c~ao geral como superposi�c~ao dos modos normais teve que esperar pelos trabalhos de Fourier.

Fourier teve di�culdade de publicar seu trabalho de 1807 sobre condu�c~ao de calor onde ele a�rmava que qualquer
fun�c~ao podia ser expandida em s�eries de seno e cosseno. Os membros da Academia de Ciências de Paris n~ao aceitaram
as novas id�eias argumentando falta de rigor. Em 1819 o trabalho foi �nalmente publicado5.

4Novi Commu. Acad. Petrop. Sci. Petrop.,10, 1764, 246-60
5M'em. de l'Acad. des Sci., Paris, (2), 4, 1819/20, 185-555
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Poisson imediatamente aplicou o m�etodo usado por Fourier em v�arios problemas f��sicos, entre eles o problema da
membrana6.

No come�co deste s�eculo, Rayleigh7 estudou o movimento de uma membrana em forma de um setor circular.
Novamente aparecem as fun�c~oes de Bessel de ordem arbitr�aria e em seus trabalhos, Rayleigh analisa o comportamento
dos zeros para ordens crescentes da fun�c~ao de Bessel em consequência da diminui�c~ao do ângulo do setor. Ele obteve
uma s�erie de teoremas novos envolvendo as fun�c~oes de Bessel.

A an�alise do movimento de membranas de diversos formatos presas nas extremidades ou n~ao, se tornou um problema
cl�assico da F��sica-Matem�atica devido a diversos fatores. Este problema �e um excelente exemplo do uso da t�ecnica de
expans~ao de Fourier decorrente do m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis para resolu�c~ao de equa�c~oes diferencias parciais
lineares. Al�em disso, dependendo do formato da membrana, diversas fun�c~oes especiais s~ao usadas, como as fun�c~oes
de Bessel para membrana circular e fun�c~oes de Mathieu para membranas el��ticas. O movimento da membrana �e um
exemplo do problema de autovalores de Sturm-Liouville [4]. Ele serve como aplica�c~ao de diversos teoremas gerais do
problema de Sturm-Liouville como, por exemplo, os teoremas envolvendo as linhas nodais das autofun�c~oes de equa�c~oes
diferenciais auto-adjuntas lineares de segunda ordem. A membrana, por ser bidimensional, apresenta uma riqueza bem
maior do que o problema unidimensional de oscila�c~ao de cordas.

1.3 Maple

O Maple[9][10][11][12] �e uma linguagem de computa�c~ao que possui quatro aspectos gerais que s~ao:

� computa�c~ao alg�ebrica

� computa�c~ao num�erica

� computa�c~ao gr�a�ca

� programa�c~ao

Todos estes aspectos est~ao integrados formando um corpo �unico. Por exemplo: a partir de um resultado alg�ebrico,
uma an�alise num�erica ou gr�a�ca pode imediatamente ser feita. Em geral, na an�alise de um problema v�arias ferramentas
s~ao necess�arias. Se estas ferramentas n~ao estiverem no mesmo software, o usu�ario enfrentar�a uma s�erie de di�culdades
para compatibilizar a sa��da de um software com a entrada de outro, al�em de ter que familiarizar-se com diferentes
nota�c~oes e estilos. �E claro que o Maple n~ao elimina completamente o uso de linguagens num�ericas ou gr�a�cas. Em
aplica�c~oes mais elaboradas pode ser necess�ario usar recursos de linguagens como C ou Fortran. O Maple tem interface
com estas linguagens no sentido de que um resultado alg�ebrico encontrado no Maple pode ser convertido para a nota�c~ao
da linguagem C ou para o Fortran.

Os aspectos novos trazidos por esse software juntamente com outros sistemas alg�ebricos s~ao a computa�c~ao alg�ebrica
e a programa�c~ao simb�olica. A computa�c~ao alg�ebrica �e uma �area que teve um forte desenvolvimento nas d�ecadas
de 60 e 70, quando foram elaborados importantes algoritmos para integra�c~ao anal��tica e fatora�c~ao de polinômios.
Estes algoritmos est~ao baseados na �Algebra Moderna, que guia toda a implementa�c~ao do n�ucleo de qualquer sistema
alg�ebrico. No in��cio do desenvolvimento desta �area, uma s�erie de tentativas foram feitas com o objetivo de implementar
os recursos heur��sticos provenientes da Inteligência Arti�cial, no entanto os resultados foram ine�cientes. Os programas
para integra�c~ao anal��tica eram lentos, resolviam algumas integrais dif��cies por�em falhavam em integrais simples que
qualquer aluno de C�alculo consegue calcular.

O Maple �e uma linguagem de programa�c~ao simb�olica. Os construtores deste sistema optaram em desenvolver um
pequeno n�ucleo escrito na linguagemC gerenciando as opera�c~oes que necessitam de maior velocidade de processamento
e partir deste n�ucleo desenvolveram uma nova linguagem. O pr�oprio Maple foi escrito nesta nova linguagem. Noventa
e cinco por cento dos algoritmos est~ao escritos na linguagem Maple e est~ao acess��veis ao usu�ario. Esta op�c~ao dos
seus arquitetos �e muito saud�avel, pois uma linguagem que pode gerar todo um sistema alg�ebrico do porte do Maple,
certamente �e uma boa linguagem de programa�c~ao.

6M'em. de l'Acad. des Sci., Paris, (2), 8, 1829, 357-570
7Phil. Mag.(6) XXI. (1911), pp. 53-58 [Scienti�c Papers, VI. (1920), pp.1-5]
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Na an�alise do problema da membrana apresentada aqui, todos estes aspectos do Maple foram usados para se obter
os resultados desejados. O aspecto alg�ebrico foi usado para desenvolver o problema passo a passo a partir da equa�c~ao
de onda. O aspecto gr�a�co foi usado para fazer a anima�c~ao do movimento dos modos normais da membrana e do
seu movimento quando submetida a condi�c~oes iniciais. O aspecto num�erico foi essencial para se trabalhar com as
fun�c~oes de Bessel, pois seus zeros s�o podem ser encontrados por m�etodos num�ericos. As ferramentas de programa�c~ao
permitiram criar aplicativos para an�alise deste problema onde podemos, por uma simples varia�c~ao de parâmetros,
refazer toda uma sequência de passos.

A principal interface do Maple com o usu�ario �e a worksheet. Este trabalho foi todo desenvolvido em worksheets8

que permitem a visualiza�c~ao da dinâmica das anima�c~oes. Elas permitem tamb�em que um usu�ario mude parâmetros e
teste novas hip�oteses. A vers~ao impressa foi obtida por convers~ao das worksheets em arquivo Latex. Todos os gr�a�cos
e anima�c~oes foram exportados automaticamente para arquivos na linguagem postscript, e inclu��dos na convers~ao do
arquivo dvi9 em arquivo postscript.

1.4 Resumo

A proposta deste trabalho �e utilizar as ferramentas matem�aticas e gr�a�cas do Maple para estudar o problema da
oscila�c~ao de v�arios tipos de membranas. Usando a linguagem simples de programa�c~ao e os recursos gr�a�cos do Maple,
foi poss��vel fazer uma an�alise detalhada do problema e gerar a anima�c~ao do movimento de v�arios tipos de membranas.

Come�camos o estudo com uma breve introdu�c~ao da equa�c~ao de movimento, apontando as fun�c~oes matem�aticas
usadas no trabalho. Analisamos em seguida a resolu�c~ao da equa�c~ao de onda da membrana retangular e fazemos a
anima�c~ao dos modos normais. �E feita tamb�em a an�alise da degenerescência e da anima�c~ao com condi�c~oes iniciais.

O estudo continua com a an�alise da membrana circular. A complexidade no trato das fun�c~oes matem�aticas e a
quantidade de c�alculo foram reduzidas com os recursos alg�ebricos do Maple. Neste caso, tamb�em analisamos os modos
normais de vibra�c~ao e o movimento com condi�c~oes iniciais.

Finalmente, terminamos o estudo com a membrana em formato de anel, seguindo a mesma linha de an�alise dos
outros tipos de membrana e visualizando gra�camente este tipo de oscila�c~ao usando os recursos gr�a�cos do Maple.

O trabalho foi desenvolvido para ser usado interativamente pelo usu�ario que, com simples modi�ca�c~oes de parâmetros,
pode visualizar qualquer modo normal de vibra�c~ao. �E poss��vel tamb�em escolher as condi�c~oes iniciais e obter o movi-
mento resultante.

8As worksheets podem ser obtidas atrav�es de ftp anômino no endere�co anonymous@lca1.drp.cbpf.br no diret�orio pub/membrana.
9O processador Latex cria, a partir de um arquivo texto, um arquivo compilado com extens~ao dvi pronto para ser enviado para a

impressora.
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2 Equa�c~ao de Movimento da Membrana

Vamos considerar uma membrana horizontal uniformemente distentida em todas as dire�c~oes por uma tra�c~ao T. A
membrana pode ter qualquer forma que ser�a especi�cada pelas condi�c~oes de contorno. Qualquer que seja a forma,
vamos analisar o caso em que toda a borda da membrana est�a �xa. As oscila�c~oes s~ao sempre na dire�c~ao vertical.
Sob certas restri�c~oes, como por exemplo pequenas oscila�c~oes, a equa�c~ao de onda que descreve o deslocamento vertical
u(x; y) na ausência de for�cas externas �e dada por:

c2r2 u = @2

@t2
u

onde c2 = T
� e � �e a densidade de massa. Esta equa�c~ao diferencial parcial pode ser resolvida pelo m�etodo de separa�c~ao

de vari�aveis, de maneira que a solu�c~ao geral �ca expressa na forma de uma s�erie de Fourier generalizada. No caso
da membrana retangular, a solu�c~ao �e uma s�erie de Fourier tripla usual e no caso da membrana circular axialmente
sim�etrica, a solu�c~ao �e uma s�erie de Fourier-Bessel na parte espacial e Fourier usual na parte temporal. Vamos analisar
o movimento oscilat�orio destes destes dois tipos de membranas e membranas com o formato de anel.

3 Membrana Retangular

3.1 Resolu�c~ao da Equa�c~ao de Onda

A membrana retangular de comprimento a e largura b presa nas bordas �e caracterizada pelas seguintes condi�c~oes de
contorno: u(0; y; t) = 0 e u(a; y; t) = 0 para y � b e u(x; 0; t) = 0 e u(x; b; t) = 0 para x � a. Vamos atribuir a
equa�c~ao diferencial deste problema �a vari�avel wave eq :

> restart;
> wave_eq := Diff(u,x,x) + Diff(u,y,y) = Diff(u,t,t)/c^2;

wave eq := (
@2

@x2
u) + (

@2

@y2
u) =

@2

@t2 u

c2

Vamos resolver essa equa�c~ao usando o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis. Vamos supor que u(x; y; t) �e uma fun�c~ao
separ�avel nas vari�aveis x, y, e t. Assim, u(x; y; t) = X(x)Y(y) T(t):

> eq1 := expand(value(subs(u=X(x)*Y(y)*T(t),wave_eq)/(X(x)*Y(y)*T(t))));

eq1 :=
@2

@x2 X(x)

X(x)
+

@2

@y2 Y(y)

Y(y)
=

@2

@t2 T(t)

T(t) c2

Cada termo da express~ao acima deve ser constante, pois cada um �e fun�c~ao de uma vari�avel independente. Vamos
selecionar o termo dependente de x, e igualar a constante �1:

> eqx := expand(X(x)*(select(has, lhs(eq1), x) = lambda1));

eqx :=
@2

@x2
X(x) = X(x)�1

A equa�c~ao diferencial acima pode ter solu�c~oes oscilat�orias, lineares ou exponenciais dependendo se a constante �1 for
negativa, zero ou positiva. Para que as condi�c~oes de contorno sejam satisfeitas, isto �e, X(0) = 0 e X(a) = 0, temos
que impor que a constante �1 seja negativa e que ela assuma valores discretos dados por:

> lambda1 := -m^2*Pi^2/a^2;

�1 := �m2 �2

a2
onde m �e um inteiro positivo. A solu�c~ao geral da equa�c~ao da parte x �e:

> sol_X := dsolve(feqx,X(0)=0g, X(x));

sol X := X(x) = C2 sin(
�mx

a
)

Vamos eliminar a constante arbitr�aria por enquanto:
> assign(simplify(subs(_C1=1, _C2=1, sol_X)));
> X(x);

sin(
�mx

a
)
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Vamos repetir o mesmo procedimento para o termo dependente de y :
> eqy := expand(Y(y)*(select(has, lhs(eq1), y) = lambda2)):
> lambda2 := -n^2*Pi^2/b^2:
> sol_Y := dsolve(feqy,Y(0)=0g, Y(y)):
> assign(simplify(subs(_C1=1, _C2=1, sol_Y)));
> Y(y);

sin(
� n y

b
)

A equa�c~ao diferencial para a fun�c~ao dependente da vari�avel t �e obtida da seguinte forma:
> eqt := normal(c^2*T(t)*subs(eqx, eqy, eq1));

eqt := �c2T(t)�2 (m2 b2 + n2 a2)

a2 b2
=

@2

@t2
T(t)

cuja solu�c~ao geral �e:
> sol_T := dsolve(eqt, T(t));

sol T := T(t) = C1 e(
p
�m2 b2�n2 a2 � c t

b a
) + C2 e(�

p
�m2 b2�n2 a2 � c t

b a
)

Vamos colocar esta solu�c~ao numa forma mais conveniente:
> simplify(evalc(sol_T),f_C1+_C2=A(m,n), _C1-_C2=B(m,n)/Ig);
> assign(");

T(t) = cos(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
)A(m; n) + sin(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
) B(m; n)

onde A e B s~ao constantes que podem depender dos autovalores m e n. Vamos de�nir a frequência do modo normal
< m; n>:

> omega := (m,n) -> (m^2*b^2+n^2*a^2)^(1/2)*Pi*c/b/a;

! := (m; n)!
p
m2 b2 + n2 a2 � c

b a
e de�nir os modos normais como uma fun�c~ao de m e n. Existem duas possibilidades que s~ao:

> normal_mode := unapply(simplify(subs(A=1, B=0, X(x)*Y(y)*T(t))),m,n);

normal mode := (m; n)! sin(
�mx

a
) sin(

� n y

b
) cos(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
)

> normal_mode1 := unapply(simplify(subs(A=0, B=1, X(x)*Y(y)*T(t))),m,n);

normal mode1 := (m; n)! sin(
�mx

a
) sin(

� n y

b
) sin(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
)

Uma vez que a equa�c~ao diferencial do movimento da membrana �e linear e homogênea, a solu�c~ao geral �e uma
superposi�c~ao de todas as solu�c~oes linearmente independentes poss��veis. Assim, tomaremos o somat�orio sobre todos os
valores de m e n:

> u := unapply(Sum(Sum(X(x)*Y(y)*T(t),'m'=1..infinity),'n'=1..infinity),'x',' y','t');

u := (x; y; t)!
1X
n=1

0
@ 1X
m=1

sin(
�mx

a
) sin(

� n y

b
)

(cos(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
)A(m; n) + sin(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
) B(m; n))

1
A

As constantes arbitr�arias A(m; n) e B(m; n) s~ao determinadas a partir das condi�c~oes iniciais. Geralmente elas s~ao a
posi�c~ao inicial u0(x; y) e a velocidade inicial v0(x; y):

u0(x; y) = u(x; y; 0)

v0(x; y) = ( @
@t u(x; y; t)) em t =0

As equa�c~oes acima permitem determinar A(m; n) e B(m; n) por invers~ao da s�erie dupla de Fourier, cujos resultados
s~ao:

A(m; n) =
4
R
b

0

R
a

0
u0(x; y) sin(n� x

a
) sin(m� y

b
) dxdy

a b
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e

B(m; n) =
4
R
b

0

R
a

0
v0(x; y) sin(n� x

a
) sin(m� y

b
)dx dy

a b!(m;n)

A t��tulo de seguran�ca, vamos limpar as vari�aveis que n~ao ser~ao mais usadas, e proteger as vari�aveis pertinentes:
> unassign('wave_eq,eq1,eqx,eqy,lambda1,lambda2 ,eqt,X(x),Y(y),T(t),sol_X,sol_Y,sol_T');
> protect('omega,normal_mode,normal_mode1,u'); # protect assigned variables
> protect('x,y,t,m,n'); # protect reserved variables

3.2 Anima�c~ao dos Modos Normais

Os modos normais podem ser animados com a fun�c~ao animate3d. Vamos construir o procedimento animate mode,
que anima o modo especi�cado pelos seus dois primeiros argumentos. Por exemplo, animate mode(1,2) faz a anima�c~ao
do modo m=1 e n=2. Sendo um comando de anima�c~ao, ele deve aceitar as mesmas op�c~oes do comando animate3d.
Se nada for dito sobre a op�c~ao style, este procedimento assume que o estilo �e patch, que �e indicado para este tipo de
aplica�c~ao. As outras op�c~oes seguem o default do comando animate3d.

animate mode := proc(m::posint ; n::posint )
localFRAM ; Options;

globala; b; x; y; t; animate3d ;
if not type([a; b; c]; list(numeric)) then

ERROR(`The constants a; b and c must be numeric:`)

elif not assigned(!) thenERROR(`The function omega must be de�ned :`)

elif not assigned(normal mode) then

ERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)

�;
if nargs = 2 thenOptions := 'frames' = 8; 'style = patch' ; FRAM := 8
else

Options := args3 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseOptions := Options ; 'frames' = 8 ; FRAM := 8

�;
if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options; 'style = patch '�

�;

plotsanimate3d(normal mode(m; n); x = 0 :: a; y = 0 :: b;

t = 0 :: 2� � � FRAM =(!(m; n)� (FRAM + 1)); Options)
end

Para fazer a anima�c~ao de um determinado modo, temos que dar valores num�ericos para os parâmetros a, b e c. Vamos
supor que o comprimento �e a=1, a largura �e b=2 e a constante c=1 em um certo sistema de unidades:

> a := 1; b := 2; c := 1;

a := 1
b := 2
c := 1

Vamos fazer a anima�c~ao do modo <1,2> com as seguintes op�c~oes10:
> animate_mode(1,2,frames=2,style=hidden,scaling=unconstrained,
> color=black,orientation=[32,78]);

10Na vers~ao impressa, estamos mostrando a anima�c~ao dos modos normais com apenas duas poses que correspondem aos extremos da
oscila�c~ao. Usamos a op�c~ao scaling = unconstrained pois facilita a compreens~ao das caracter��sticas do modo normal. No entanto, a equa�c~ao
de onda que estamos usando aqui �e v�alida somente para pequenas oscila�c~oes.
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As linhas nodais s~ao curvas cujos pontos se mantêm em repouso durante todo instante. Elas podem ser melhor
visualizadas atrav�es da op�c~ao style=patchcontour. Por exemplo, vejamos a anima�c~ao do modo <2,5>:

> animate_mode(5,2,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

Podemos ver que h�a 4 retas nodais paralelas ao eixo y e 1 reta nodal paralela ao eixo x. Esta caracter��stica pode
ser generalizada para qualquer modo de vibra�c~ao. O modo <m,n> tem m-1 retas nodais paralelas ao eixo y e
n-1 retas nodais paralelas ao eixo x. Em geral, as linhas nodais nem sempre s~ao retas. Abaixo, mostraremos um
exemplo de uma linha nodal fechada aproximadamente circular em uma membrana quadrada. Isso ocorre quando
existe degenerescência.

3.3 An�alise da Degenerescência

Em ummodo normal de vibra�c~ao, todos os pontos da membrana vibram com a mesma frequência, de forma que cada
modo normal tem um frequência caracter��stica !m;n. Se a membrana for quadrada, dois modos normais diferentes
podem oscilar com a mesma frequência. Por exemplo, para a membrana quadrada de largura de uma unidade, os
modos <1,2> e <2,1> têm a mesma frequência:

> a:=1; b:=1;
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a := 1
b := 1

> omega(1,2); p
5�

> omega(2,1); p
5�

Neste caso, qualquer combina�c~ao linear destes modos de vibra�c~ao tamb�em vai oscilar na mesma frequência. Este
fenômeno �e chamado de degenerescência. Isto ocorre sempre que um autovalor (a frequência) �e degenerado, pos-
suindo mais de um autovetor associado (o modo normal). O procedimento a seguir faz a anima�c~ao da combina�c~ao linear
c1 normal mode(m; n)+c2 normal mode(n; m). O procedimento deve ser chamado da forma animate lc(mode(m; n); c1 ; c2 ):

animate lc := proc(mode::function ; c1 ::numeric; c2 ::numeric)
localFRAM ; Options ; m; n;
globala; b; !; x; y; t;

if not type([a; b]; list('numeric')) thenERROR(`a and b must be numerical :`)

elif not assigned(normal mode) then

ERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)

elif a 6= b thenERROR(`The membrane must be square`)

elif nargs < 3 thenERROR(`The �rst argument is of form mode(m; n); where m ann
d n are positive integers: The second and the third are the coe�cients of the linean
r combination`)

elif nops(mode) 6= 2 then

ERROR(`First argument is of form mode(m; n); where m and n are positive integers`)

�;
m := op(1; mode) ;

n := op(2; mode) ;

if not (type(m; posint) and type(n; posint)) then

ERROR(`The mode is speci�ed by positive integers`)

�;
if nargs = 3 thenOptions := 'frames' = 8; 'style = patch ' ; FRAM := 8
else

Options := args4 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseOptions := Options ; 'frames' = 8 ; FRAM := 8

�;
if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options ; 'style = patch'�

�;

plotsanimate3d(c1 � normal mode(m; n) + c2 � normal mode(n; m); x = 0 :: a; y = 0 :: b;

t = 0 :: 2� � � FRAM =(!(m; n)� (FRAM + 1)); Options)
end

Vamos considerar uma membrana quadrada:
> a:=1; b:=1; c:=1;

a := 1
b := 1
c := 1

Vamos fazer a anima�c~ao da combina�c~ao linear normal mode(1; 3) + normal mode(3; 1), onde podemos veri�car que a
linha nodal �e uma curva fechada:

> animate_lc(mode(1,3),1,1,frames=2,style=hidde n,color=black,scaling=constrained);
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A combina�c~ao linear normal mode(1; 4)+normal mode(4; 1) tem como linha nodal uma curva fechada e uma reta
(uma das diagonais da membrana):

> animate_lc(mode(1,4),1,1,frames=2,style=hidde n,color=black,scaling=constrained);

A linha nodal �e descrita pela equa�c~ao

c1 normal mode(m; n) + c2 normal mode(n; m) = 0,

que depende das vari�aveis x e y. O fator temporal �e comum aos dois termos e portanto �e cancelado. Atrav�es do
comando implicitplot, podemos fazer o gr�a�co da curva y contra x mesmo sem resolver explicitamente a equa�c~ao. O
procedimento nodal line a seguir faz o desenho da linha nodal. Os argumentos deste procedimento s~ao iguais aos do
procedimento animate lc.

nodal lines := proc(mode ::function; c1 ::numeric; c2 ::numeric)
localm; n; Options;
globala; b; x; y; t; s;

if not type([a; b]; list('numeric')) thenERROR(`a and b must be numerical :`)

elif not assigned(normal mode) then
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ERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)

elif a 6= b thenERROR(`The membrane must be square`)

elif nargs < 3 thenERROR(`The �rst argument is of form mode(m; n); where m ann
d n are positive integers: The second and the third are the coe�cients of the linean
r combination`)

elif nops(mode) 6= 2 then

ERROR(`First argument is of form mode(m; n); where m and n are positive integers`)

�;
m := op(1; mode) ;

n := op(2; mode) ;

if not (type(m; posint) and type(n; posint)) then

ERROR(`The mode is speci�ed by positive integers`)

�;
Options := args4 :: nargs ;

s := subs(t = 0; c1 � normal mode(m; n) + c2 � normal mode(n; m)) ;

plots implicitplot(s; x = 0 :: a; y = 0 :: b; 'scaling = constrained '; 'xtickmarks' = [0; a];

'ytickmarks' = [0; b]; Options)
end

A linha nodal dos dois �ultimos exemplos que vimos acima s~ao:
> nodal_lines(mode(1,3), 1, 1, labelfont=[HELVETICA, BOLD,20],axesfont=[TIMES, BOLD,20]);

0

1

y

1
x

e
> nodal_lines(mode(1,4), 1, 1,labelfont=[HELVETICA, BOLD,20],axesfont=[TIMES, BOLD,20]);
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0

1

y

1
x

Este �ultimo gr�a�co pode ser melhorado acrescentando-se a op�c~ao grid = [i; j] onde i e j s~ao n�umeros maiores que 25 (
default da op�c~ao grid). Por exemplo, nodal line(mode(1; 4); 1; 1; grid = [i; j]). Os argumentos extras do procedimento
nodal line s~ao repassados para o comando implicitplot, como �e o caso do argumento grid = [i; j].

3.4 Anima�c~ao com Condi�c~oes Iniciais

Encontramos anteriormente a fun�c~ao u(x; y; t) que descreve o movimento vertical da membrana retangular de
largura a e comprimento b presa nas bordas. Esta solu�c~ao �e uma s�erie de Fourier dupla. Uma vez que os modos
normais com pequenos valores de m e n dominam sobre os que tem grandes valores, podemos truncar o somat�orio
duplo. O ponto de truncagem satisfat�orio depende das condi�c~oes iniciais do problema. Vamos converter o somat�orio
in�nito num somat�orio �nito com p2 termos e de�nir a fun�c~ao u p(x; y; t; p) da seguinte forma:

> unassign('a,b,c,A,B,u0,v0');
> # Unassign the reserved variables of this problem
> # a - width of the membrane
> # b - length of the membrane
> # c - the constant of wave equation
> # m and n - the oscillation mode
> # x,y,t - the spatial and temporal coordinates
> # A and B - the constants of Fourier expansion
> # u0 - the initial displacement of the membrane
> # v0 - the initial velocity of the membrane
> u_p := unapply(subs(infinity='p',u(x,y,t)),x,y,t,p);

u p := (x; y; t; p)!
pX

n=1

0
@ pX
m=1

sin(
�mx

a
) sin(

� n y

b
)

(cos(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
)A(m; n) + sin(

p
m2 b2 + n2 a2 � c t

b a
) B(m; n))

1
A
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As constantes A(m; n) e B(m; n), que aparecem na fun�c~ao u p, podem ser obtidas a partir dos seguintes procedimentos
baseados nas express~oes estabelecidas no �nal da se�c~ao 1.1:

> unprotect('A,B'):
> A := proc(m,n) global u0,v0,a,b; `A/Auv`(m,n,eval(u0),eval(v0),a,b,eval(AB_simp))
> end:
> `A/Auv` := proc(m,n,u0,v0,a,b,AB_simp)
> local x,y;
> options remember;
> AB_simp(4/a/b*int(int(u0(x,y)*sin(m*Pi*x/a)*s in(n*Pi*y/b),x=0..a),y=0..b));
> end:
> B := proc(m,n) global u0,v0,a,b; `B/Buv`(m,n,eval(u0),eval(v0),a,b,eval(AB_simp))
> end:
> `B/Buv` := proc(m,n,u0,v0,a,b,AB_simp)
> local x,y;
> options remember;
> AB_simp(4/a/b/omega(m,n)*int(int(v0(x,y)*sin( m*Pi*x/a)*sin(n*Pi*y/b),x=0..a),y=0..b))
> end:
> protect('A,B'):

Vamos usar a seguinte fun�c~ao para simpli�car os coe�cientes A e B:
> AB_simp := x -> simplify(x);

AB simp := simplify

Os procedimentos A e B chamam os procedimentos A=Auv e B=Buv que têm a op�c~ao remember. Isto quer dizer que se
eles forem chamados mais de uma vez com os mesmos argumentos ( m; n; u0 ; v0 ), os coe�cientes A(m; n) e B(m; n)
n~ao ser~ao recalculados, economizando tempo. Antes de fazer a anima�c~ao com condi�c~oes iniciais, vamos calcular as
contantes A(m; n) e B(m; n) para m e n inteiros positivos gen�ericos. �E mais e�ciente calcular estas constantes para
m e n gen�ericos e depois substituir valores num�ericos, do que calcular diretamente para diversos valores num�ericos de
m e n. Vamos usar as seguintes condi�c~oes iniciais:

> u0 := (x,y) -> 1;

u0 := 1
> v0 := (x,y) -> 0;

v0 := 0
> a:=5; b:=5; c:=1;

a := 5
b := 5
c := 1

O gr�a�co da posi�c~ao inicial �e:
> plot3d(u0(x,y),x=0..a,y=0..b,axes=framed,styl e=hidden,color=black,scaling=constrained);
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Para calcular A(m; n) e B(m; n) com m e n inteiros positivos gen�ericos, vamos usar a fun�c~ao assume. Desta forma,
o comando simplify dos procedimentos A e B poder�a fazer as simpli�ca�c~oes pertinentes:

> unprotect('m,n');
> assume(m,integer); assume(n,integer);
> protect('m,n');
> A(m,n);

�4 �(�1)
(n~+m~) + (�1)n~ + (�1)m~ � 1

n~�2m~
> B(m,n);

0

Vamos fazer o gr�a�co da posi�c~ao inicial da membrana desta vez descrita pela fun�c~ao u p, pois a partir dele podemos
achar um bom valor para a constante p, por compara�c~ao com o gr�a�co obtido diretamente de u0(x; y). Observe que
para p = 10 a s�erie de Fourier truncada aproxima razoavelmente bem a posi�c~ao inicial da membrana:

> plot3d(value(u_p(x,y,0,30)),x=0..a,y=0..b,axe s=framed,style=hidden,
> color=black,scaling=constrained);

0
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Assim, o valor p = 10 �e satisfat�orio para esse tipo de condi�c~oes iniciais. Note que existe uma ondula�c~ao na parte
superior do gr�a�co. Isto �e consequência do truncamento da s�erie de Fourier dupla. Esta ondula�c~ao s�o desaparece a
rigor, no limite quando p!1. Outro detalhe que podemos observar �e que a s�erie truncada obedece �as condi�c~oes de
contorno, enquanto que a condi�c~ao inicial n~ao obedece. Esta discrepância tamb�em s�o desaparece quando p!1.

O procedimento a seguir faz a anima�c~ao do movimento da membrana descrita pela fun�c~ao u p(x; y; t; p). O
primeiro argumento representa o n�umero de oscila�c~oes dominantes, cuja frequência �e a do modo mais baixo ( m = 1
e n = 1). O segundo argumento �e o n�umero p que representa a truncagem do somat�orio duplo:

animate ic := proc(nt ; p::posint)
localFRAM ; Options ;

globala; b; !; u p; x; y; t;
if nargs < 2 thenERROR(`This procedure has at least 2 arguments: The �rst one n

is the number of oscilations: The second one is the truncation number of the doubln
e sum:`)

�;

if not type([a; b; c]; list(numeric)) then

ERROR(`The constants a; b and c must be numerical :`)

elif not assigned(!) thenERROR(`The function omega must be de�ned :`)

elif not assigned(u p) thenERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)
�;

if not type(8� nt ; 'posint ') thenERROR(`The �rst argument is a integer number rn
epresenting the number of oscillations of the membrane:`)

�;
if nargs = 2 thenFRAM := 8� nt ; Options := 'frames' = FRAM ; 'style = patch'

else

Options := args3 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseFRAM := 8� nt ; Options := 'frames' = FRAM

�

�;

if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options ; 'style = patch'� ;

plotsanimate3d(value(u p(x; y; t; p)); x = 0 :: a; y = 0 :: b; t = 0 :: evalf(2� � � nt=!(1; 1));

Options)
end

Para as condi�c~oes iniciais descritas acima, a anima�c~ao do movimento da membrana com duas oscila�c~oes dominantes e
p = 30 �e:

> animate_ic(2,30,frames=9,style=hidden,color=b lack);
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Vamos fazer a anima�c~ao no caso em que a membrana est�a parada na posi�c~ao horizontal e sofre um impulso de
cima para baixo em seu centro:

> a:=2; b:=2; c:=1;

a := 2
b := 2
c := 1

> u0 := 0;

u0 := 0
> v0 := (x,y) -> -Dirac(x-a/2)*Dirac(y-b/2); # vertical impulse on center

v0 := (x; y) !�Dirac(x� 1

2
a)Dirac(y � 1

2
b)

Como antes, vamos calcular A(m; n) e B(m; n) com m e n inteiros positivos gen�ericos:
> A(m,n);

0
> B(m,n);

�2
sin(

1

2
m~�) sin(

1

2
n~�)p

m~2 + n~2 �
Vamos fazer a anima�c~ao com 2 oscila�c~oes e truncar o somat�orio em p = 30 (900 termos):

> animate_ic(2,30,frames=9,style=hidden,color=b lack);
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3.5 Exerc��cios

1) Veri�que que normal mode, normal mode1 e u(x; y; t) satisfazem a equa�c~ao de onda, as condi�c~oes de contorno e as
condi�c~oes iniciais.

2) a) Resolva a equa�c~ao de onda para uma membrana obedecendo as seguintes condi�c~oes de contorno: duas extremi-
dades opostas da membrana est~ao presas, e as outras duas est~ao livres. [Sug.: Quando a extremidade est�a livre, a
derivada de u(x; y; t) deve se anular.]

b) Obtenha os modos normais e a solu�c~ao geral obedecendo condi�c~oes iniciais gen�ericas.
c) Fa�ca a anima�c~ao dos modos normais.
d) Fa�ca uma an�alise da degenerescência.
e) Fa�ca a anima�c~ao com diversas condi�c~oes iniciais.
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4 Membrana Circular

4.1 Resolu�c~ao da Equa�c~ao de Onda

A membrana circular de raio a presa na borda �e caracterizada pela seguinte condi�c~ao de contorno em coordenadas
cil��ndricas: u(a; �; t) = 0, para 0 � � < 2�. Vamos atribuir a equa�c~ao diferencial deste problema �a vari�avel wave eq :

> restart;
> protect('r,theta,t,m,n'); # protect reserved variables
> alias(u=u(r,theta,t)):
> wave_eq := linalg[laplacian](u,[r,theta,z],coords=cylindrical)=Diff(u,t,t)/c^2;

wave eq :=
( @
@r

u) + r ( @2

@r2
u) +

@2

@�2 u

r
r

=
@2

@t2
u

c2

Vamos resolver essa equa�c~ao usando o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis. Substituindo u(r; �; t) = R(r)�(�) T(t) na
vari�avel wave eq obtemos:

> Eq1 := expand(value(subs(u=R(r)*Theta(theta)*T(t), wave_eq)/(R(r)*Theta(theta)*T(t))));

Eq1 :=
@
@r

R(r)

R(r) r
+

@2

@r2
R(r)

R(r)
+

@2

@�2
�(�)

�(�) r2
=

@2

@t2
T(t)

T(t) c2

Vamos fazer agora a separa�c~ao de vari�aveis:
> Eqt := expand(T(t)*c^2*( rhs(Eq1)=lambda ));

Eqt :=
@2

@t2
T(t) = T(t) c2 �

> Eqtheta := diff(Theta(theta),theta,theta) = lambda1*Theta(theta);

Eqtheta :=
@2

@�2
�(�) = �1�(�)

> Eqr := simplify(subs(Eqt, Eqtheta, R(r)*Eq1));

Eqr :=
( @
@r R(r)) r + ( @2

@r2 R(r)) r
2 + �1R(r)

r2
= R(r)�

A condi�c~ao de contorno u(a; �; t) = 0 imp~oe que a constante � seja negativa pois quando ela �e positiva ou nula, a
equa�c~ao Eqr n~ao adimite solu�c~oes que se anulem para r = a. Al�em disso, a vari�avel � �e peri�odica. Assim, vamos
assumir que:

> lambda := -k(m,n)^2;

� := �k(m; n)2

> lambda1 := -m^2;

�1 := �m2

A solu�c~ao geral para R(r) �e:
> alias(J=BesselJ, Y=BesselY):
> sol_R := dsolve(Eqr,R(r));

sol R := R(r) = C1 J(m; k(m; n) r) + C2 Y(m; k(m; n) r)

Como a fun�c~ao Y(m; k(m; n) r) n~ao �e anal��tica em r = 0, essa parte da solu�c~ao deve ser rejeitada:
> assign(eval(subs(Y=0,_C1=1,_C2=1,sol_R)));
> R(r);

J(m; k(m; n) r)

A solu�c~ao geral para �(�) �e:
> dsolve(Eqtheta,Theta(theta));
> assign(");

�(�) = C1 cos(m�) + C2 sin(m�)
> subs_set := feval(subs(cos=1,sin=0,Theta(theta))) = C1,
> eval(subs(cos=0,sin=1,Theta(theta))) = C2g;

subs set := f C1 = C1 ; C2 = C2g
> Theta(theta) := subs(subs_set, Theta(theta));

�(�) := C1 cos(m�) + C2 sin(m�)
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A solu�c~ao geral para T(t) �e:
> sol_T := dsolve(Eqt,T(t));

sol T := T(t) = C1 cos(k(m; n) c t) + C2 sin(k(m; n) c t)
> C1 := eval(subs(sin=0,cos=1,rhs(sol_T)));
> C2 := eval(subs(cos=0,sin=1,rhs(sol_T)));

C1 := C1

C2 := C2

> expand(subs(C1=-I*C2,C2=I,convert(sol_T,exp)) );
> assign(");

T(t) = e(I k(m;n) c t)

A t��tulo de seguran�ca vamos limpar as vari�aveis que n~ao ser~ao mais usadas:
> unassign('C1,C2,sol_T,sol_R,wave_eq,Eq1,Eqr,E qtheta,Eqt,lambda,lambda1');

4.2 C�alculo dos Modos Normais

Vamos agora analisar os modos normais da membrana circular. Os modos com m = 0 n~ao dependem da vari�avel
�, isto �e, eles s~ao axialmente sim�etricos. Os modos com m 6= 0 dependem da vari�avel � e em fun�c~ao disto veremos
exemplos tanto com m = 0 e com m 6= 0. A frequência do modo normal �e:

> omega := (m,n) -> k(m,n)*c;
> protect('omega');

! := (m; n)! k(m; n) c

Para que as condi�c~oes de contorno sejam satisfeitas, temos que impor que R(a) = 0 ou seja J(m; k(m; n) a) = 0.
Assim, a k(m; n) deve assumir valores que anulem a fun�c~ao de Bessel de ordem m:

> k := (m,n) -> ZerosBesselJ(m,n)/a;
> protect('k');

k := (m; n)! j(m; n)

a
A fun�c~ao ZerosBesselJ(m; n) calcula o n-�esimo zero da fun�c~ao de Bessel de ordem m. No Apêndice A, apresentamos
uma vers~ao para esta fun�c~ao11. Por exemplo, o terceiro zero da fun�c~ao de Bessel de ordem 2 �e:

> alias(j=ZerosBesselJ):
> j(2,3); # the result must be numerical

11:61984117

Vamos agora de�nir os modos normais como fun�cao de m e n. Se m 6= 0 existe uma degenerescência de quarta
ordem, isto �e, podemos de�nir os seguintes modos normais:

> normal_mode := unapply(R(r)*evalc(Re(T(t)))*subs(C1=1,C2=0,Theta(theta)),m,n);

normal mode := (m; n)! J(m; k(m; n) r) cos(k(m; n) c t) cos(m�)
> normal_mode1 := unapply(subs(C1=1,C2=0,R(r)*evalc(Im(T(t)))*Theta(theta)),m,n);

normal mode1 := (m; n)! J(m; k(m; n) r) sin(k(m; n) c t) cos(m�)
> normal_mode2 := unapply(subs(C1=0,C2=1,R(r)*evalc(Re(T(t)))*Theta(theta)),m,n);

normal mode2 := (m; n)! J(m; k(m; n) r) cos(k(m; n) c t) sin(m�)
> normal_mode3 := unapply(subs(C1=0,C2=1,R(r)*evalc(Im(T(t)))*Theta(theta)),m,n);

normal mode3 := (m; n)! J(m; k(m; n) r) sin(k(m; n) c t) sin(m�)

11Este procedimento deve ser carregado antes de continuar esta se�c~ao.
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Os modos normais axialmente sim�etricos s~ao os modos com m = 0. Neste caso, a degenerescência �e dupla, j�a que os
modos normal mode2 e normal mode3 acima n~ao existem.

A solu�c~ao geral �e a superposi�c~ao de todos os modos normais. A vari�avel m pode assumir qualquer valor inteiro
de 0 a 1 e n de 1 a 1. Por�em, para as condi�c~oes iniciais que estamos tratando aqui, a s�erie de Fourier converge
rapidamente, de forma que podemos truncar o somat�orio. As vari�aveis p1 e p2 especi�cam o truncamento em m
e n respectivamente. Vamos separar os termos com m = 0 pois estes coe�cientes seguem uma regra diferente dos
coe�cientes com m diferente de zero:

> alias(u=u):
> u := unapply(
> 2*Sum(factor(A1(0,n)*normal_mode(0,n) + A2(0,n)*normal_mode1(0,n)) +
> Sum(factor(A1(m,n)*normal_mode(m,n) + A2(m,n)*normal_mode1(m,n) +
> B1(m,n)*normal_mode2(m,n) + B2(m,n)*normal_mode3(m,n)),
> m=1..p1),n=1..p2), r,theta,t,p1,p2);
> protect('u');

u := (r; �; t; p1 ; p2 )! 2
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Os coe�cientes A1(m; n), A2(m; n), B1(m; n) e B2(m; n) s~ao constantes que dependem de m e n. Quando as condi�c~oes
iniciais s~ao axialmente sim�etricas, u(r; �; t) n~ao depende de �. Neste caso, temos que tomarm = 0, o que �e equivalente
a tomar p1 = 0. A express~ao para u se reduz a:

> value(u(r,theta,t,0,p2));
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Para condi�c~oes iniciais gen�ericas:

u0(r; �) = u(r; �; 0)

v0(r; �) = ( @
@t u(r; �; t)) em t = 0

onde u0(r; �) �e a posi�c~ao inicial e v0(r; �) a velocidade inicial da membrana, podemos determinar A1(m; n), A2(m; n),
B1(m; n) e B2(m; n) por invers~ao da s�erie dupla de Fourier cujos resultados s~ao:

A1(m; n) =

R
a

0

R 2�

0
u0(r; �) cos(m�) r J(m; k(m; n) r) d� dr
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onde s = 2 para m = 0 e s = 1 para os outros casos. B1(m; n) e B2(m; n) s~ao:

B1(m; n) =

R
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R 2�
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u0(r; �) sin(m�) r J(m;k(m; n) r) d� dr
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B2(m; n) =

R
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0
v0(r; �) sin(m�) r J(m; k(m;n) r) d� dr

!(m;n)a2 J(m+1; k(m;n)a)2
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4.3 Anima�c~ao dos Modos Normais

Vamos construir o procedimento animate mode para a membrana circular da mesma forma que foi constru��do para a
membrana retangular:

animate mode := proc(m::nonnegint ; n::posint)
localFRAM ; Options ;
globala; c; r; �; t;

if not type([a; c]; list('numeric')) then

ERROR(`The constants a and c must be numerical :`)

elif not assigned(j) thenERROR(`The procedure ZerosBesselJ must be loaded :`)

elif not assigned(!) thenERROR(`The function omega must be de�ned :`)

elif not assigned(normal mode) then

ERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)
�;

if nargs = 1 thenOptions := 'frames' = 8; 'style = patch ' ; FRAM := 8
else

Options := args3 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseOptions := Options; 'frames' = 8 ; FRAM := 8
�;

if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options; 'style = patch '�
�;
plotsanimate3d([r; �; normal mode(m; n)]; r = 0 :: a; � = 0 :: 2� �;

t = 0 :: evalf(2� � � (FRAM � 1)=(!(m; n) � FRAM )); coords = cylindrical; Options)

end

Para fazer a anima�c~ao de um determinado modo normal, temos que dar valores num�ericos para os parâmetros a e c.
Vamos supor que o raio �e a=1 e a constante c=1 em um certo sistema de unidades:

> a:=1; c:=1;

a := 1
c := 1

Primeiro, vamos analisar o movimento dos modos normais axialmente sim�eticos ( m = 0). Vamos fazer a anima�c~ao
do modo <0,1> com as seguintes op�c~oes12:

> animate_mode(0,1,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

12Para frisar as caracter��sticas do modo normal, estamos usando a op�c~ao scaling=unconstrained.
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O primeiro modo axialmente sim�etrico n~ao possui linha nodal, como era de se esperar. O segundo modo deve ter uma
linha nodal:

> animate_mode(0,2,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

A linha nodal �e um c��rculo cujo raio pode ser calculado da seguinte maneira. Observe que um corte vertical passando
pelo centro do gr�a�co acima tem a seguinte forma:

> cut := eval( subs(t=0, normal_mode(0,2)) );

cut := J(0; 5:520078110 r)
> plot(cut, r=-a..a);
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A posi�c~ao inicial do modo <0,2> �e a �gura formada pela rota�c~ao do gr�a�co acima em torno do eixo vertical. �E f�acil

ver pelo gr�a�co que, de maneira geral, a primeira linha nodal do modo <0,n> tem o raio r = a j(0; 1)
j(0; n) . No caso acima

obtemos r = :4356.
O primeiro modo normal n~ao axialmente sim�etrico �e o modo <1,1>:
> animate_mode(1,1,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);
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Neste caso, a linha nodal �e uma reta passando pelo centro cujo ângulo �e � = �
2 . Os modos normais com m 6= 0 e 1 < n

s~ao de dif��cil visualiza�c~ao sem recursos de anima�c~ao. Vejamos o modo <1,2>:
> animate_mode(1,2,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

De maneira geral, o modo < m; n> tem m retas nodais passando pelo centro separadas entre si pelo ângulo � = �
m

e n � 1 c��rculos de raios rp = a j(0; p)
j(0; n) , onde p vai de 1 at�e n � 1. As linhas nodais s~ao mostradas pelo seguinte

procedimento:

nodal lines := proc(m::posint ; n::nonnegint )

localci ; sl ; p;
globala; r;

if not assigned(j) thenERROR(`The procedure ZerosBesselJ must be loaded :`)� ;

cin := plotspolarplot(a; thickness = 2) ;

forp ton� 1do cip := plotspolarplot(a� j(0; p)=j(0; n))od ;

forp tomdo slp := plotspolarplot([r; 1=2� (2� p� 1)� �=m; r = �a :: a])od ;

plotsdisplay(fseq(slp; p = 1 :: m); seq(cip; p = 1 :: n)g; axes = none ;
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scaling = constrained ; title = `Nodal lines of mode m = `:m:` and n = `:n)
end

Por exemplo, o modo <2,3> tem as seguintes linhas nodais:
> nodal_lines(2,3);

Nodal lines of mode m = 2 and n = 3

Observe que o c��rculo mais externo n~ao deve ser contado como uma linha nodal pois representa a borda da membrana.

4.4 Anima�c~ao com Condi�c~oes Iniciais
> # Unassign the reserved variables of this problem
> # a - radius of the membrane
> # c - the constant of wave equation
> # u0 - the initial displacement of the membrane
> # v0 - the initial velocity of the membrane
> # AB_simp - simplifying function
> unassign('u0,v0,a,c,AB_simp');

As constantes A1(m; n), A2(m; n), B1(m; n) e B2(m; n) que aparecem na fun�c~ao u de�nida anteriormente podem
ser obtidas a partir dos seguintes procedimentos baseados nas express~oes te�oricas previamente estabelecidas:

> A1:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;
> `A1/A1uv`(m,n,eval(u0),a,c,eval(AB_simp))
> end:
> `A1/A1uv` := proc(m,n,u0,a,c,AB_simp)
> local s,r,theta;
> options remember;
> if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;
> AB_simp(INT(r*J(m,j(m,n)/a*r)*INT(u0(r,theta) *
> cos(m*theta),theta=0..2*Pi),r=0..a)/(s*Pi*a^2 *J(m+1,j(m,n))^2));
> end:
> A2:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;
> `A2/A2uv`(m,n,eval(v0),a,c,eval(AB_simp))
> end:
> `A2/A2uv` := proc(m,n,v0,a,c,AB_simp)
> local s,r,theta;
> options remember;
> if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;
> AB_simp(INT(r*J(m,k(m,n)*r)*INT(v0(r,theta)*
> cos(m*theta),theta=0..2*Pi),r=0..a)/
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> (s*omega(m,n)*Pi*a^2*(J(m+1,k(m,n)*a))^2));
> end:
> B1:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;
> `B1/B1uv`(m,n,eval(u0),a,c,eval(AB_simp))
> end:
> `B1/B1uv` := proc(m,n,u0,a,c,AB_simp) local r,theta;
> options remember;
> AB_simp(INT(r*J(m,j(m,n)/a*r)*INT(u0(r,theta) *
> sin(m*theta),theta=0..2*Pi),r=0..a)/(Pi*a^2*J (m+1,j(m,n))^2));
> end:
> B2:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;
> `B2/B2uv`(m,n,eval(v0),a,c,eval(AB_simp))
> end:
> `B2/B2uv` := proc(m,n,v0,a,c,AB_simp)
> local r,theta;
> options remember;
> AB_simp(INT(r*J(m,k(m,n)*r)*INT(v0(r,theta)*
> sin(m*theta),theta=0..2*Pi),r=0..a)/
> (omega(m,n)*Pi*a^2*(J(m+1,k(m,n)*a))^2));
> end:
> protect('A1,A2,B1,B2'):

Abaixo segue a de�ni�c~ao da fun�c~ao INT 13:
> INT:= proc() subs('int'='INT',int(args)) end:
> `evalf/INT` := proc()
> local err;
> err:=traperror(readlib(`evalf/int`)(args));
> if lasterror=`function does not evaluate to numeric` then 'INT'(args)
> elif err=lasterror then ERROR(lasterror)
> else subs('int'='INT',err)
> fi
> end:
> `print/INT` := proc() Int(args) end:
> protect('INT'):

Vamos usar a seguinte fun�c~ao para simpli�car os coe�cientes:
> AB_simp := x -> simplify(x);

AB simp := simplify

13Em vez de usar a fun�c~ao int usual para integra�c~ao, estamos usando a fun�c~ao INT que contorna um bug do procedimento `evalf/int`.
Este procedimento lida com integra�c~ao num�erica e na presente vers~ao retorna uma mensagem de erro numa situa�c~ao onde n~ao deveria.
Mostramos a seguir dois exemplos onde este fato ocorre:

> simplify(0.1*int(f(r),r=1..2));
Error, (in evalf/int) function does not evaluate to numeric
> sum(0.1*'i'*int(f(r),r=1..2),'i'=1..2);
Error, (in evalf/int) function does not evaluate to numeric

Este bug j�a foi reportado para os construtores do Maple que se proti�caram em �xar em futuras vers~oes. O procedimento INT e os
procedimentos associados usam a fun�c~ao traperror para contornar o erro e retornar a integral n~ao avaliada quando n~ao for poss��vel
realizar a integra�c~ao num�erica. Para as integrais que aparecem nos exemplos analisados neste trabalho, o procedimento INT resolveu
satisfatoriamente o problema.
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O procedimento a seguir faz a anima�c~ao do movimento da membrana descrita pela fun�c~ao u(r; �; t; p1 ; p2 ). O
primeiro argumento do procedimento representa o n�umero de oscila�c~oes dominantes, cuja frequência �e a do modo mais
baixo ( n = 1). O segundo argumento �e o n�umero p1 que representa a truncagem do somat�orio na vari�avel m e o
terceiro argumento �e o n�umero p2 que representa a truncagem do somat�orio na vari�avel n:

animate ic := proc(nt ::numeric; p1 ::nonnegint ; p2 ::posint)
localFRAM ; Options;

globala; c; r; �; t;
if nargs < 3 thenERROR(`This procedure has at least 3 arguments: The �rst one n

is the number of dominant oscilations: The second and the third are truncation valn
ues of the double sum:`)

�;
if not type([a; c]; list(numeric)) thenERROR(`The constants a and c must be numeric:`)

elif not assigned(j) thenERROR(`The procedure ZerosBesselJ must be loaded :`)

elif not assigned(!) thenERROR(`The function omega must be de�ned :`)

elif not assigned(u) thenERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)

�;
if not type(8� nt ; 'posint ') thenERROR(`The �rst argument is a integer number rn

epresenting the number of oscillations of the membrane:`)
�;

if nargs = 3 thenFRAM := 8� nt ; Options := 'frames' = FRAM ; 'style = patch '
else

Options := args4 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseFRAM := 8� nt ; Options := 'frames' = FRAM

�

�;
if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options; 'style = patch '� ;

plotsanimate3d([r; �; value(u(r; �; t; p1 ; p2 ))]; r = 0 :: a; � = 0 :: 2� �;

t = 0 :: evalf(2� � � nt=!(0; 1)); coords = cylindrical ; color = black ; Options)
end

Vamos ver dois exemplos com condi�c~oes iniciais axialmente sim�etricas. O primeiro com velocidade inicial nula e o
segundo com delocamento inicial nulo. Por motivo de simpli�ca�c~ao, vamos calcular os coe�cientes A1 , A2 , B1 e B2
explicitamente antes de fazer a anima�c~ao, para as seguintes condi�c~oes iniciais:

> u0 := (r,theta) -> 1;
> v0 := (r,theta) -> 0;

u0 := 1
v0 := 0

Ou seja, a membrana est�a repouso na posi�c~ao u = 1. Tomaremos o raio da membrana igual a 5:
> a := 5; c := 1;

a := 5
c := 1

Os coe�cientes A1(0; n) e A2(0; n) devem ser calculados separadamente de A1(m; n) e A2(m; n), pois estes �ultimos
n~ao se reduzem aos primeiros quando m = 0. Assim:

> unprotect('m');
> assume(m,integer);
> protect('m');
> A1(0,n);

1

J(1; j(0; n)) j(0; n)

> A1(m,n);

0
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> A2(0,n);

0
> A2(m,n);

0
> B1(m,n);

0
> B2(m,n);

0

Vamos fazer a anima�c~ao com duas oscila�c~oes dominantes e com p2 = 50. Uma vez que a condi�c~ao inicial �e axialmente
sim�etrica, vamos tomar p1 = 0:

> animate_ic(2,0,50,style=hidden,color=black);

Podemos ver pela anima�c~ao que a onda re
ete na borda da membrana e se superp~oe no centro, produzindo um
propaga�c~ao t��pica de ondas, como deveria ser. A re
ex~ao na borda inverte o deslocamento da onda j�a que a extremidade
�e �xa.

Vamos fazer a anima�c~ao do movimento da membrana no caso em que ela est�a na posi�c~ao horizontal e sofre um
impulso de cima para baixo na regi~ao central. As condi�c~oes iniciais s~ao:

> u0 := (r,theta)-> 0;
> v0 := (r,theta)-> - piecewise(r<a/20,1,0);

u0 := 0

v0 := (r; �) !�piecewise(r < 1

20
a; 1; 0)

Vamos fazer a anima�c~ao com duas oscila�c~oes dominates, p1 = 0 e p2 = 50:
> animate_ic(2,0,50,style=hidden,color=black);
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Vamos ver um exemplo onde as condi�c~oes iniciais dependem de �:
> u0 := (r,theta) -> piecewise(theta<Pi,1,0);
> v0 := (r,theta) -> 0;

u0 := (r; �) ! piecewise(� < �; 1; 0)

v0 := 0

Estas condi�c~oes iniciais representam uma membrana que teve metade levantada de uma unidade, como podemos ver
pelo seguinte gr�a�co da fun�c~ao u0 :

> plots[cylinderplot]([r,theta,u0(r,theta)],r=0 ..a,theta=0..2*Pi,style=hidden,
> color=black,scaling=constrained,orientation=[ -35,70]);

Plot: membto19.eps

Vamos fazer a anima�c~ao com uma oscila�c~ao dominate, p1 = 10 e p2 = 10:
> animate_ic(1,10,10,frames=16,style=hidden,col or=black);
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4.5 Exerc��cios

1) Os modos normais e o movimento com condi�c~oes iniciais axialmente sim�etricas podem ser compreendidos a partir
de gr�a�cos bidimensionais de um corte vertical que passe pelo centro da membrana.

a) Fa�ca a anima�c~ao bidimensional dos modos normais axialmente sim�etricos.
b) Na anima�c~ao, s~ao mostrados em sequência v�arios gr�a�cos de valores sucessivos da vari�avel t. Neste ��tem, exiba

os gr�a�cos do ��tem anterior simultaneamente escolhendo uma maneira de distingu��-los, que pode ser por cor, por
tonalidade ou por diferente tipos de tracejados.

c) Fa�ca a anima�c~ao bidimensional do movimento da membrana decorrente de condi�c~oes iniciais que n~ao dependam
do ângulo �, depois repita o segundo ��tem para esta nova situa�c~ao.

2) a) Fa�ca o gr�a�co da varia�c~ao da altura do ponto central da membrana contra t para diversas condi�c~oes iniciais
com simetria axial e sem esta simetria com velocidade inicial nula. A altura m�axima de cada ciclo pode ultrapassar a
altura inicial? Por quê?

b) Repita o ��tem anterior para os modos normais. Quais s~ao as diferen�cas com rela�c~ao ao caso anterior. A altura
m�axima pode ultrapassar a altura inicial? Por quê?

c) Fa�ca o gr�a�co da varia�c~ao do volume da regi~ao sob a membrana contra t. Dê exemplos para diversos modos
normais e diversos movimentos com condi�c~oes iniciais com velocidade inicial nula. O volume m�aximo de cada ciclo
pode ultrapassar o volume inicial? Por quê? Qual �e a rela�c~ao do volume com a energia potencial da membrana?
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5 Membrana em forma de Anel Circular

5.1 Resolu�c~ao da Equa�c~ao de Onda

Uma membrana em forma de anel circular engastada ao longo de todo o seu contorno interno e externo deve ter o
deslocamento vertical u(r; �; t) satisfazendo a equa�c~ao de onda:

@
@r u

r
+ (

@2

@r2
u) +

@2

@�2 u

r2
=

@2

@t2 u

c2
Como o seu contorno permanece im�ovel, o deslocamento deve satisfazer as seguintes condi�c~oes de contorno:

u(a; �; t) = 0

u(b; �; t) = 0

onde a denomina o raio interno e b o raio externo da membrana. Utilizando o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis
encontramos as mesmas solu�c~oes para �(�), R(r) e T(t) da membrana circular, que s~ao:

> restart;
> Theta := theta -> C1*cos(m*theta) + C2*sin(m*theta);

� := � ! C1 cos(m�) + C2 sin(m�)
> alias(J=BesselJ,Y=BesselY):
> R := r -> C3*J(m,kappa*r) + C4*Y(m,kappa*r);

R := r! C3 J(m; � r) + C4 Y(m; � r)
> T := t -> exp(I*kappa*c*t);

T := t! e(I � c t)

onde C1 , C2 , C3 e C4 s~ao constantes e m �e um n�umero inteiro n~ao negativo. Para a membrana circular, a fun�c~ao
Y(m; � r) foi descartada porque a solu�c~ao tinha que ser anal��tica na origem. Para este caso, esta fun�c~ao n~ao deve ser
descartada pois r = 0 n~ao pertence ao dom��nio f��sico da membrana. Ela inclusive �e necess�aria para se encontrar os
valores das constantes C3 e C4 de modo que as solu�c~oes satisfa�cam as condi�c~oes de contorno. De fato, as condi�c~oes
de contorno imp~oem que R(a) = 0 e R(b) = 0:

> eqs_C3C4 := fsubs(r=a,R(r))=0,subs(r=b,R(r))=0g;
eqs C3C4 := fC3 J(m; � a) +C4 Y(m; � a) = 0; C3 J(m; � b) + C4 Y(m; � b) = 0g

O sistema de equa�c~oes acima s�o possue uma solu�c~ao n~ao trivial para C3 e C4 se o determinante do sistema for nulo:
> matrix_JY := linalg[genmatrix](eqs_C3C4, fC3,C4g);

matrix JY :=

2
4 J(m; � a) Y(m; � a)

J(m; � b) Y(m; � b)

3
5

> eq_k := linalg[det](matrix_JY)=0;

eq k := J(m; � a)Y(m; � b)�Y(m; � a) J(m; � b) = 0

Para que a equa�c~ao eq k seja satizfeita, � deve ser a n-�esima raiz da seguinte fun�c~ao que chamaremos de BesselJYm(x):
> BesselJY := (m,x) -> J(m,x*a)*Y(m,x*b)-Y(m,x*a)*J(m,x*b);

BesselJY := (m; x)! J(m; x a)Y(m; x b)� Y(m; x a) J(m; x b)

As ra��zes da fun�c~ao BesselJYm(x) podem ser encontradas atrav�es do procedimento ZerosBesselJY desenvolvido no
apêndice B14. Assim, vamos de�nir k(m; n) como sendo ZerosBesselJY(m; n) e em seguida substituir � por k:

> alias(k=ZerosBesselJY):
�E f�acil ver que a escolhaC3 = Y(m; � a) e C4 = �J(m; � a) satisfaz as equa�c~oes eqs C3C4 . Sem perda de generalidade,
podemos rede�nir R(r) da seguinte forma:

> R := unapply( subs(C3=Y(m,kappa*a), C4=-J(m,kappa*a), kappa=k(m,n), R(r)), r );

R := r! Y(m; k(m; n) a) J(m; k(m; n) r)� J(m; k(m; n) a)Y(m; k(m; n) r)

Da mesma forma, vamos rede�nir T(t):
> T := unapply( subs(kappa=k(m,n), T(t)), t);

T := t! e(I k(m;n) c t)

Vamos limpar as vari�aveis que n~ao ser~ao mais usadas e proteger as vari�aveis pertinentes:
> unassign('eqs_C3C4,matrix_JY,eq_k,wave_eq');
> protect('R,Theta,T,r,theta,t,m,n');

14Este procedimento e o procedimento ZerosBesselJ devem ser carregados antes de continuar esta se�c~ao.
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5.2 Anima�c~ao dos Modos Normais

Vamos de�nir a frequência como sendo:
> omega := (m,n) -> k(m,n)*c;
> protect('omega'):

! := (m; n)! k(m; n) c

Semelhante a membrana circular, aqui existe tamb�em uma degenerescência de quarta ordem, de forma que podemos
de�nir quatro modos normais:

> normal_mode := unapply(subs(C1=1,C2=0,-R(r)*Theta(theta)*evalc(Re(T(t)))),m,n);

normal mode := (m; n)!�
(Y(m; k(m; n) a) J(m; k(m; n) r)� J(m; k(m; n) a)Y(m; k(m; n) r)) cos(m�)

cos(k(m; n) c t)
> normal_mode1 := unapply(subs(C1=1,C2=0,-R(r)*evalc(Im(T(t)))*Theta(theta)),m,n);

normal mode1 := (m; n)!�
(Y(m; k(m; n) a) J(m; k(m; n) r)� J(m; k(m; n) a)Y(m; k(m; n) r)) sin(k(m; n) c t) cos(m�)

> normal_mode2 := unapply(subs(C1=0,C2=1,-R(r)*Theta(theta)*evalc(Re(T(t)))),m,n);

normal mode2 := (m; n)!�
(Y(m; k(m; n) a) J(m; k(m; n) r)� J(m; k(m; n) a)Y(m; k(m; n) r)) sin(m�) cos(k(m; n) c t)

> normal_mode3 := unapply(subs(C1=0,C2=1,-R(r)*Theta(theta)*evalc(Im(T(t)))),m,n);

normal mode3 := (m; n)!�
(Y(m; k(m; n) a) J(m; k(m; n) r) � J(m; k(m; n) a)Y(m; k(m; n) r)) sin(k(m; n) c t) sin(m�)

Vamos construir o procedimento animate mode para a membrana em forma de anel da mesma forma que foi
construido para a membrana retangular e para a membrana circular:

animate mode := proc(m::nonnegint ; n::posint)
localFRAM ; Options ;
globala; b; c; r; �; t;

if not type([a; b; c]; list('numeric')) then

ERROR(`The constants a; b and c must be numeric:`)

elif not assigned(k) thenERROR(`The procedure ZerosBesselJY must be loaded :`)

elif not assigned(!) thenERROR(`The function omega must be de�ned :`)

elif not assigned(normal mode) then

ERROR(`The function normal mode must be de�ned :`)

�;
if nargs = 1 thenOptions := 'frames' = 8; 'style = patch ' ; FRAM := 8
else

Options := args3 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseOptions := Options; 'frames' = 8 ; FRAM := 8

�;
if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options; 'style = patch '�

�;

plotsanimate3d([r; �; normal mode(m; n)]; r = a :: b; � = 0 :: 2� �;

t = 0 :: evalf(2� � � (FRAM � 1)=(!(m; n) � FRAM )); coords = cylindrical; Options)
end

Vamos escolher valores num�ericos para os parâmetros f��sicos:
> a := 1; b := 4; c := 1;

a := 1
b := 4
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c := 1

Os modos normais com m = 0 s~ao axialmente sim�etricos, pois a dependência em � desaparece. O modo normal mais
simples com simetria axial �e15:

> animate_mode(0,1,style=hidden,color=black,sca ling=unconstrained);

Vejamos agora um exemplo de um modo com m 6= 0:
> animate_mode(1,2,style=hidden,color=black,sca ling=unconstrained);

Semelhante a membrana circular, o modo < m; n> tem m retas nodais separadas entre si pelo ângulo � = �
m e n� 1

c��rculos. Os raios dos c��rculos nodais s~ao determinados pelos zeros da equa�c~ao R(r) = 0 para m = 0 que s~ao maiores
que a e menores que b. A fun�c~ao zeros(n) encontra estes zeros para o modo <m,n>. O resultado �e uma tabela:

zeros := proc(p::posint )

localz; A; B; R0 ; i;
globala; r; m; n;

if p = 1 thenRETURN(table([]))� ;

15Como j�a comentamos anteriormente, na vers~ao impressa estamos mostrando a anima�c~ao dos modos normais com apenas duas poses e
com a op�c~ao scaling = unconstrained .
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if not assigned(R) thenERROR(`the function R(r) must be de�ned :`)� ;
A := a ;
B := evalf(�=k(0; p)) ;

R0 := eval(subs(m = 0; n = p; eval(R(r)))) ;

for i top� 1do zi := fsolve(R0 ; r = A :: A+ B) ; A := zi od ;

eval(z)
end

Para determinar os intervalos do comando fsolve, usamos a propriedade, que podemos veri�car facilmente, de que os
zeros de R(r) com m = 0 s~ao entrela�cados com os zeros de J(0; k(0; n) r). Assim, podemos usar �

k(0; n) como tamanho

do intervalo.
As linhas nodais s~ao mostradas pelo seguinte procedimento:

nodal lines := proc(m::nonnegint ; n::posint)

localci ; sl; p; radius;
if not type(zeros; 'procedure') thenERROR(`the function zeros(n) must be de�ned `)� ;

if not type([a; b]; list('numeric')) thenERROR(`a and b must be numeric:`)� ;

ci0 := plotspolarplot(a; thickness = 2) ;

cin := plotspolarplot(b; thickness = 2) ;

radius := zeros(n) ;

forp ton� 1do cip := plotspolarplot(radiusp)od ;

sl0 := NULL ;
forp tomdo

slp := plotspolarplot([r; 1=2� (2� p � 1)� �=m; r = a :: b]) ;

sl�p := plotspolarplot([r; 1=2� (2� p� 1)� �=m; r = �b :: � a])

od;
plotsdisplay(fseq(slp; p = �m :: m); seq(cip; p = 0 :: n)g; axes = none ;

scaling = constrained ; title = `Nodal lines of mode m = `:m:` and n = `:n)
end

Por exemplo, o modo <2,3> tem as seguintes linha nodais:
> a := 1: b := 4:
> nodal_lines(2,3);

Nodal lines of mode m = 2 and n = 3

Observe que o c��rculo mais interno e o mais externo (em negrito) n~ao contam como linha nodal, pois s~ao a borda
interna e a externa da membrana.
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> unassign('a,b,c');

5.3 Anima�c~ao com Condi�c~oes Iniciais

A solu�c~ao geral da equa�c~ao de onda �e a superposi�c~ao de todos os modos normais com suas amplitudes ponderadas
de acordo com as condi�c~oes iniciais. Tendo em vista que computacionalmente n~ao podemos fazer o somat�orio at�e
in�nito, ser�a necess�ario trunc�a-lo. �E claro que quanto maior for o valor do truncamento maior ser�a a precis~ao, mas
em compensa�c~ao o tempo para gerar a anima�c~ao tamb�em ir�a aumentar. Vamos truncar o somat�orio em p1 e p2 com
rela�c~ao a m e n respectivamente. Vamos separar os termos A1(0; n) e A2(0; n) pois estes coe�cientes seguem uma
regra diferente dos coe�cientes correspondentes com m diferente de zero:

> u := unapply(Sum(factor(A1(0,n)*normal_mode(0,n) + A2(0,n)*normal_mode1(0,n)) +
> Sum(factor(A1(m,n)*normal_mode(m,n) + A2(m,n)*normal_mode1(m,n) +
> B1(m,n)*normal_mode2(m,n) + B2(m,n)*normal_mode3(m,n)), m=1..p1)
> ,n=1..p2),r,theta,t,p1,p2);
> protect('u');

u := (r; �; t; p1 ; p2 )!
p2X
n=1

(

(�Y(0; k(0; n) a) J(0; k(0; n) r) + J(0; k(0; n) a)Y(0; k(0; n) r))

(A1(0; n) cos(k(0; n) c t) + A2(0; n) sin(k(0; n) c t)) + (

p1X
m=1

(�(

A1(m; n) cos(m�) cos(k(m; n) c t) + A2(m; n) sin(k(m; n) c t) cos(m�)

+ B1(m; n) sin(m�) cos(k(m; n) c t) + B2(m; n) sin(k(m; n) c t) sin(m�))

(Y(m; k(m; n) a) J(m; k(m; n) r)� J(m; k(m; n) a)Y(m; k(m; n) r)))))

onde os coe�cientes A1(m; n) , A2(m; n) , B1(m; n) e B2(m; n) podem ser encontrados em fun�c~ao das condi�c~oes
iniciais:

u0(r; �) = u(r; �; 0)

v0(r; �) = ( @
@t u(r; �; t)) em t = 0

onde u0(r; �) �e a posi�c~ao inicial e v0(r; �) a velocidade inicial da membrana (em t = 0). Por invers~ao da s�erie de
Fourier, encontramos que A1(m; n) e A2(m; n) s~ao dados por:

A1(m; n) = �

Z b

a

rR(r)

Z 2�

0

u0(r; �) cos(m�) d� dr

s �

Z b

a

rR(r)2 dr

A2(m; n) = �

Z b

a

rR(r)

Z 2�

0
v0(r; �) cos(m�) d� dr

s � !(m; n)

Z b

a

rR(r)2 dr

onde s = 2 se m = 0 e s = 1 caso contr�ario. B1(m; n) e B2(m; n) s~ao dados por:

B1(m; n) = �

Z b

a

rR(r)

Z 2 �

0

u0(r; �) sin(m�) d� dr

�

Z b

a

rR(r)2 dr

B2(m; n) = �

Z b

a

rR(r)

Z 2�

0

v0(r; �) sin(m�) d� dr

� !(m; n)

Z b

a

rR(r)2 dr
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Os procedimentos abaixo calculam os coe�cientes descritos pelas express~oes acima:
> A1 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
> `A1/A1uv`(m,n,eval(u0),a,b,c,eval(AB_simp))
> end:
> `A1/A1uv` := proc(m,n,u0,a,b,c,AB_simp)
> local R,s;
> options remember;
> if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;
> R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);
> AB_simp(-1/s/Pi*INT(r*R*INT(u0(r,theta)*
> cos(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(r*R^2 ,r =a..b));
> end:
> A2 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
> `A2/A2uv`(m,n,eval(v0),a,b,c,eval(AB_simp))
> end:
> `A2/A2uv` := proc(m,n,u0,a,b,c,AB_simp)
> local R,s;
> options remember;
> if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;
> R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);
> AB_simp(-1/s/Pi/omega(m,n)*INT(r*R*INT(v0(r,t heta)*
> cos(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(r*R^2 ,r =a..b));
> end:
> B1 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
> `B1/B1uv`(m,n,eval(u0),a,b,c,eval(AB_simp))
> end:
> `B1/B1uv` := proc(m,n,u0,a,b,c,AB_simp)
> local R;
> options remember;
> R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);
> AB_simp(-1/Pi*INT(r*R*INT(u0(r,theta)*
> sin(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(r*R^2 ,r =a..b));
> end:
> B2 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
> `B2/B2uv`(m,n,eval(v0),a,b,c,eval(AB_simp))
> end:
> `B2/B2uv` := proc(m,n,v0,a,b,c,AB_simp)
> local R;
> options remember;
> R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);
> AB_simp(-1/Pi/omega(m,n)*INT(r*R*INT(v0(r,the ta)*
> sin(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(r*R^2 ,r =a..b));
> end:
> protect('A1,A2,B1,B2'):

O procedimento INT foi de�nido na se�c~ao anterior. Nos exemplos desta se�c~ao, aparecem integrais no denominador.
Para que elas sejam simpli�cadas, vamos de�nir AB simp como sendo:

> AB_simp := x -> normal(simplify(x),expanded);

AB simp := x! normal(simplify(x); expanded )
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O procedimento a seguir faz a anima�c~ao da membrana:

animate ic := proc(nt ; p1 ::nonnegint ; p2 ::posint)

localFRAM ; Options;
globala; b; c; r; �; t;

if nargs < 3 thenERROR(`This procedure has at least 2 arguments: The �rst one n
is the number of oscilations: The second one is the truncation number of the doubln
e sum:`)

elif not type([a; b; c]; list('numeric')) then

ERROR(`The constants a; b and c must be numeric:`)

elif not assigned(k) thenERROR(`The procedure ZerosBesselJY must be loaded :`)

elif not assigned(!) thenERROR(`The function omega must be de�ned :`)
�;

if not type(8� nt ; posint) thenERROR(`The �rst argument is a integer number ren
presenting the number of oscillations of the membrane:`)

�;
if nargs = 3 thenFRAM := 8� nt ; Options := 'frames' = FRAM ; 'style = patch '

else

Options := args4 :: nargs ;

if has(fOptionsg; 'frames') thenFRAM := subs(fOptionsg; 'frames')
elseFRAM := 8� nt ; Options := 'frames' = FRAM

�

�;

if not has(fOptionsg; 'style') thenOptions := Options; 'style = patch '� ;

plotsanimate3d([r; �; value(u(r; �; t; p1 ; p2 ))]; r = a :: b; � = 0 :: 2� �;

t = 0 :: evalf(2� � � nt=!(0; 1)); coords = cylindrical ; Options)
end

Vamos usar as seguintes condi�c~oes iniciais:
> u0 := (r,theta) -> exp(-100*(r-1.2)^2);

u0 := (r; �) ! e(�100(r�1:2)
2)

> v0 := (r,theta) -> 200*(r-1.2)*exp(-100*(r-1.2)^2);

v0 := (r; �)! 200 (r� 1:2) e(�100(r�1:2)
2)

> a:=1; b:=4; c:=1;

a := 1
b := 4
c := 1

O gr�a�co da posi�c~ao inicial �e:
> with(plots):
> cylinderplot([r,theta,u0(r,theta)],r=a..b,the ta=0..2*Pi,scaling=constrained);
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Estas condi�c~oes iniciais correspondem a um pulso de onda que se propaga em dire�c~ao ao raio externo da membrana.
Vejamos a anima�c~ao:

> unprotect('m');
> assume(m,integer);
> protect('m');
> animate_ic(1,0,30,frames=9,style=hidden,color =black);

Podemos ver que o pulso �e re
etido na borda exterior com invers~ao da amplitude, e se propaga em dire�c~ao ao raio
interno onde �e novamente �e re
etido.
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6 Conclus~oes e Observa�c~oes Finais

Algumas observa�c~oes de natureza f��sica devem ser feitas. A equa�c~ao de onda que estamos analisando �e v�alida para
pequenas oscila�c~oes. Alguns gr�a�cos e anima�c~oes que apresentamos baseavam-se em express~oes que n~ao obedecem esta
restri�c~ao. Isto pode ser corrigido por uma constante multiplicativa su�cientemente pequena. No entanto, tal cuidado
s�o ter�a efeito se os gr�a�cos forem feitos com a op�c~ao constrained.

A frequência de oscila�c~ao apresentada na anima�c~ao n~ao corresponde necessariamente a frequêcia f��sica !. A
frequência da anima�c~ao pode ser alterada clicando-se no bot~ao de acelerar ou de retardar. Para se obter a frequêcia
f��sica real, devemos �xar um sistemas de unidades, dar os valores pertinentes para as constantes f��sicas, como as
dimens~oes da membrana e a velocidade de onda c. A partir do valor da frequência !, temos que calibrar a anima�c~ao
ajustando a taxa de poses (frame rate) que �e fornecida na janela de anima�c~ao para o valor correspondente a !.

Nas se�c~oes de anima�c~ao dos modos normais, escolhemos arbitrariamente um dos modos normais para animar e
desconsideramos os modos normais degenerados. Por�em eles podem ser facilmente compreendidos a partir do primeiro,
pois eles s~ao iguais a estes exceto por uma diferen�ca no instante do in��cio da anima�c~ao, se a degenerescência for na
vari�avel t, ou por uma rota�c~ao de �

2 , se a degenerescência for na vari�avel � (no caso da membranas circulares).
O Maple fornece um ambiente prop��cio para a an�alise do problema de oscila�c~ao de membranas. As diferentes

ferramentas que ele possui podem ser usadas de maneira combinada para a obten�c~ao dos resultados. Este trabalho
tem duas vers~oes: a impressa e a virtual16. A vers~ao virtual consiste nas worksheets onde foram desenvolvidos todos
os c�alculos e anima�c~oes. Nesta vers~ao �e poss��vel mudar parâmetros, executar novos exemplos e testar novas id�eias.
As anima�c~oes podem ser melhor visualisadas, principalmente seus aspectos dinâmicos que s~ao perdidos na vers~ao
impressa.

Este trabalho serve como um exemplo de como construir uma worksheet para resolu�c~ao de um determinado prob-
lema. Foram tomadas uma s�erie de precau�c~oes para evitar erros em manipula�c~oes futuras com a worksheet. Algumas
vari�aveis que s~ao usadas frequentemente foram protegidas com o comando protect. Os procedimentos têm v�arias men-
sagens de erro para orientar, caso um usu�ario fa�ca algum uso indevido. Vale a pena tomar estas preuca�c~oes pois alguns
erros s~ao de dif��cil detec�c~ao. Eles podem desanimar um usu�ario que pode desistir de usar as ferramentas discutidas
aqui.

16As worksheets podem ser obtidas atrav�es de ftp anômino no endere�co anonymous@lca1.drp.cbpf.br no diret�orio pub/membrana.
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APÊNDICE A - Procedimento para Calcular os Zeros da Fun�c~ao de

Bessel Jm(x)

O procedimento a seguir calcula os zeros da Fun�c~ao de Bessel Jm(x). Ele foi obtido na MUG17 de uma corres-
podência enviada por Dr. K.O. Geddes (4/junho/96):

ZerosBesselJ := proc(maxv ; maxs)

localj; incr ; v; h; s;
j := array(0 :: maxv ; 1 :: maxs) ;
incr := 4:0 ;

for v from0 tomaxv do
h := evalf(v + 1:9� v(1=3) + 1) ;

if v = 0 thenjv;1 := fsolve(BesselJ(v; x); x; 2:0 :: 3:0)

elsejv; 1 := fsolve(BesselJ(v; x); x; 2:0 :: h)

�;
for s from2 tomaxs do jv; s := fsolve(BesselJ(v; x); x; jv; s�1 :: jv; s�1 + incr)od

od;
RETURN(eval(j))

end

Vejamos uma exemplo:
> set_time := time():
> ZerosBesselJ(2,3);

array(0 :: 2; 1 :: 3; [

(0; 1) = 2:404825558

(0; 2) = 5:520078110

(0; 3) = 8:653727913

(1; 1) = 3:831705970

(1; 2) = 7:015586670

(1; 3) = 10:17346814

(2; 1) = 5:135622302

(2; 2) = 8:417244140

(2; 3) = 11:61984117

])
> time()-set_time;

5:442

Este procedimento ao ser chamado da forma ZerosBesselJ (m; n) retorna um array de dimens~ao n (m + 1) com os n
primeiros zeros da fun�c~ao de Bessel J�(x) para � indo de 0 at�e m. Como foi observado por Y. Muzychka na MUG
(6/junho/96), o procedimento �e lento e o motivo �e que ele calcula n (m + 1) zeros. Se um usu�ario deseja encontrar
apenas um �unico zero de uma determinada ordem, haver�a um c�alculo desnecess�ario dos zeros da fun�c~ao de Bessel de
outras ordens. Com uma modi�ca�c~ao bastante simples, podemos fazer um outro procedimento que calcula apenas
os zeros da fun�c~ao de Bessel de uma determinada ordem. Por�em, n~ao podemos evitar de maneira simples o c�alculo
dos n � 1 primeiros zeros, pois como podemos observar pelo algoritmo do procedimento, o c�alculo do n-�esimo zero
necessita do c�alculo do zero anterior que por sua vez necessita do c�alculo do pr�oximo zero anterior e assim por diante.

17Maple User Group: Trata-se de um grupo de usu�arios que têm seus E-mail cadastrados que trocam correspondências mediadas por
um membro da Waterloo Maple Software. O endere�co para registro e envio de correspondência �e maple-list@daisy.uwaterloo.ca.
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O procedimento modi�cado tem uma forma recursiva. Ele retorna apenas o n-�esimo zero de Jm(x) e guarda os zeros
menores na Remember Table (apenas para veri�ca�c~ao):

ZerosBesselJ := proc(m; n::fname; nonnegintg)
localh; x;

optionremember ;
if not (type(m; numeric) and type(n; nonnegint )) then 'ZerosBesselJ(m; n)'

elif n = 0 thenifm = 0 thenERROR(`0 � th zero of Bessel(0 ; x ) not de�ned `) else0�
elif n = 1 then

ifm = 0 then fsolve(BesselJ(0; x); x; 2:0 :: 3:0)

elseh := evalf(m+ 1:9�m(1=3) + 1) ; fsolve(BesselJ(m; x); x; 2:0 :: h)

�

else fsolve(BesselJ(m; x); x; ZerosBesselJ(m; n� 1) :: ZerosBesselJ(m; n� 1) + 4:0)
�

end

Vejamos um exemplo:
> alias(j=ZerosBesselJ):
> alias(J=BesselJ):
> set_time := time():
> j(2,3); # terceiro zero de J2(x)

11:61984117
> time()-set_time;

:662

Os zeros anteriores tiveram que ser calculados e est~ao guardados na Remember Table do procedimento:
> op(4,eval(j));

table([

(2; 1) = 5:135622302

(2; 3) = 11:61984117

(2; 2) = 8:417244140

])

O algoritmo deste procedimento, por ser recursivo, torna o c�alculo da n-�esima raiz bastante demorado para grandes
valores de n. Pior ainda: o algoritmo falha para valores de m (ordem da fun�c~ao de Bessel) igual ou acima de 11, pois
a distância entre o primeiro e o segundo zero �e maior que 4. Como o incremento escolhido no algoritmo foi de 4, o
segundo zero n~ao est�a no intervalo [j(m; n � 1) :: j(m; n � 1) + 4:0]. Nenhum valor �xo como incremento resolve o
problema, pois a distância entre o primeiro e o segundo zero �ca arbitrariamente grande quando a ordem da fun�c~ao
de Bessel cresce.

Neste apêndice, nos propomos a corrigir estes dois problemas levantados. No que se segue, usaremos a vari�avel m
para descrever a ordem da fun�c~ao de Bessel (que pode assumir qualquer n�umero real n~ao negativo) e n para o n-�esimo
zero. A recursividade do algoritmo pode ser removida para m < 5

2
. Isto se deve aos seguintes fatos demostrados por

Schafheitlin[13]:

� Para m � 1=2 o n-�esimo zero de Jm(x) est�a dentro do intervalo:

[(n+ m
2 � 1

4 )� :: (n+ m
4 � 1

8)�]

� Para 1=2 < m < 5=2 o n-�esimo zero de Jm(x) est�a dentro do intervalo:

[(n+ m
4 � 1

8 )� :: (n+ m
2 � 1

4)�]

Para 5
2
� m, a recursividade pode ser eliminada em parte devido ao seguinte resultado[14]:
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� Para 1=2 < m, os zeros de Jm(x) que excedem
(2m+1) (2m+3)

�
est~ao dentro de intervalos do tipo:

[(p+ m
2 + 1

2 )� :: (p+ m
2 + 3

4)�]

onde p assume valores inteiros consecutivos.

Os zeros menores que a raz~ao (2m+1) (2m+3)
� podem ser calculados por um algoritmo recursivo. Os zeros maiores que

esta raz~ao podem ser calculados usando-se o intervalo dado acima, por�em o teorema de Schafheitlin n~ao diz qual �e a

rela�c~ao de p com n. Para se obter esta rela�c~ao, ser�a necess�ario saber o n�umero de zeros no intervalo [0 ::
(2m+1) (2m+3)

� ].
Neste caso, eles ter~ao que ser calculados recursivamente.

O pr�oximo problema �e descobrir o valor adequado para o incremento no processo recursivo de c�alculo. Para isto,
precisamos conhecer a f�ormula assint�otica dos quatros primeiros zeros da fun�c~ao de Bessel. A f�ormula assint�otica do
primeiro zero �e[15]:

m + 1:8557571m(13 ) + 1:033150m(�1
3 ) +O(m(�1)) :

Para se obter um intervalo onde esteja o primeiro zero, basta os dois primeiro termos da express~ao acima, ou seja,
precisamos da fun�c~ao m + c1m

( 13 ) onde c1 tem o valor 1.8557571. O valor de c1 foi obtido da seguinte maneira[8]:
Sejam P(x; m) e Q(x; m) as seguintes fun�c~oes:

> Digits:=5;

Digits := 5
> P := (x,m)->1/2/GAMMA(m+1/2)*Int(exp(-u)*u^(m-1/2)* evalc((1+I*u/2/x)^(m-1/2)+
> (1-I*u/2/x)^(m-1/2)),u=0..infinity,Digits,_De xp);

P := (x; m)! 1

2

Int(e(�u) u(m�1=2) evalc((1 +
1

2

I u

x
)(m�1=2) + (1� 1

2

I u

x
)(m�1=2)); u = 0 :: 1; Digits; Dexp)�

�(m +
1

2
)

> Q := (x,m) -> 1/2/GAMMA(m+1/2)/I*Int(exp(-u)*u^(m-1/2)* evalc((1+I*u/2/x)^(m-1/2)-
> (1-I*u/2/x)^(m-1/2)),u=0..infinity,Digits,_De xp);

Q := (x; m)!�1

2
I

Int(e(�u) u(m�1=2) evalc((1 +
1

2

I u

x
)(m�1=2) � (1� 1

2

I u

x
)(m�1=2)); u = 0 :: 1; Digits; Dexp)�

�(m +
1

2
)

A partir de P e Q pode-se de�nir a seguinte fun�c~ao:
> Psi0 := xi -> tan(xi-3*Pi/4)+Q(xi,1/3)/P(xi,1/3);

	0 := � ! tan(� � 3

4
�) +

Q(�;
1

3
)

P(�;
1

3
)

cujo gr�a�co na regi~ao que contêm os 4 primeiros zeros �e:
> plot('Psi0(xi)', xi=-1..13, `Psi0(xi)`=-4..4);
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Pelo gr�a�co podemos determinar os intervalos para achar os zeros com a fun�c~ao fsolve:
> map( rng -> fsolve('Psi0(xi)'=0,xi=rng), [2..3, 5..6, 8..9, 11..12]);

[2:3834; 5:5102; 8:6474; 11:787]

O primeiro zero positivo de 	0(�) est�a relacionado com c1 atrav�es da seguinte seguinte express~ao (2 c1)
( 32 )

3 . O valor
do primeiro zero �e aproximadamente 2.38, de forma que c1 = 1:85. O segundo, terceiro e quarto zeros da fun�c~ao de
Bessel tamb�em obedecem ao mesmo tipo de f�ormula assint�otica sendo que os coe�cientes c2, c3 e c4 s~ao obtidos a
partir do segundo, terceiro e quarto zeros da fun�c~ao 	0(�), an�alogo a forma pela qual foi obtido c1. Os valores do
zeros subsequentes de 	0(�) s~ao aproximadamente 5.51, 8.65 e 11.8. Os valores correspondentes de c s~ao c2 = 3:24,
c3 = 4:38 e c4 = 5:39, como podemos ver pelo c�alculo abaixo:

> map(z -> evalf((3*z)^(2/3)/2), ");

[1:8558; 3:2447; 4:3817; 5:3868]
> Digits := 10;

O intervalo que cont�em o primeiro zero da fun�c~ao de Bessel e o que cont�em o segundo zero podem ser obtidos a
partir das seguintes f�ormulas assint�oticas respectivamente:

> h1 := m -> evalf(m+1.85*m^(1/3));

h1 := m! evalf(m + 1:85m1=3)
> h2 := m -> evalf(m+3.24*m^(1/3));

h2 := m! evalf(m + 3:24m1=3)

O pr�oximo zero pode ser obtido da seguinte maneira: Tomamos como incremento a distância entre o primeiro e o
segundo zero. O intervalo do comando fsolve para o c�alculo do terceiro zero pode ser:

ZerosBesselJ(m; 2) :: ZerosBesselJ(m; 2) + incremento.

Assim, temos que garantir que o terceiro zero est�a dentro deste intervalo e que o quarto zero n~ao est�a. De�nindo h3
e h4 da mesma forma que h1 e h2 com os valores de c3 e c4, �e f�acil veri�car que h3(m) � h2(m) < incremento e que
incremento < h4(m) � h2(m), onde incremento = h2(m) � h1(m) como a�rmamos anteriormente. Este argumento
pode ser repetido para os pr�oximos zeros pois quando n!1 o incremento e a distância entre os zeros tendem a �.

Levando em conta estes dados, podemos escrever o procedimento ZerosBesselJ da seguinte forma:

ZerosBesselJ := proc(m::algebraic; n::algebraic; fdig)

if 3 < nargs or nargs < 2 thenERROR(`wrong number of arguments`)� ;

if n =1 or n = �1 or not type(n; realcons) thenRETURN('procname(m; n)')� ;

if not type(n; nonnegint ) thenERROR(`2nd argument must be a positive integer `)� ;
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ifm =1 or m = �1 or not type(m; realcons) thenRETURN('procname(m; n)')� ;

if evalf(m) < 0 thenERROR(`negative order not implemented `)� ;
if n = 0 then

ifm = 0 thenERROR(`0 � th zero of Bessel(0 ; x ) not de�ned `) elseRETURN(0)�

�;
EnvZerosBesselJ := 'false' ;
Envfdig := NULL ;
if nargs = 3 then

if fdig = 'fulldigits' then Envfdig := 'fulldigits'
elseERROR(`3rd argument must be fulldigits`)
�

�;
evalf('ZerosBesselJ '(m; n))

end

evalf =ZerosBesselJ := proc(mm ; n)
localm; a; b; qmax ; q1 ; q2 ; i; r; x;

m := evalf(mm) ;

if not type(m; 'numeric') thenRETURN('ZerosBesselJ '(m; n))� ;

if n =1 or n = �1 or not type(n; realcons) thenRETURN('ZerosBesselJ '(m; n))� ;

if not type(n; nonnegint ) thenERROR(`2nd argument must be a positive integer `)� ;

if evalf(m � 1=2) < 0 then

a := evalf((n + 1=2�m � 1=4)� �) ;

b := evalf((n + 1=4�m � 1=8)� �) ;

fsolve(BesselJ(m; x); x; a :: b; Envfdig)

elif evalf(m � :5) = 0 thenevalf(n� �)

elif evalf(m � 5=2) < 0 then

a := evalf((n + 1=4�m � 1=8)� �) ;

b := evalf((n + 1=2�m � 1=4)� �) ;

fsolve(BesselJ(m; x); x; a :: b; Envfdig)
elif n = 1 then

a := evalf(m + 1:85�m(1=3)) ; b := a+ 1: ; fsolve(BesselJ(m; x); x; a :: b; Envfdig)
elif n = 2 then

a := evalf(m + 3:24�m(1=3)) ; b := a+ 2:2 ; fsolve(BesselJ(m; x); x; a :: b; Envfdig )

elif EnvZerosBesselJ then fsolve(BesselJ(m; x); x; Enva :: Envb; Envfdig)

else

qmax := evalf((2�m+ 1)� (2 �m + 3)=�) ;

q1 := evalf('ZerosBesselJ '(m; 1)) ;

q2 := evalf('ZerosBesselJ '(m; 2)) ;
EnvZerosBesselJ := 'true' ;

for i from3 tonwhileq2 < qmax do

Enva := q2 ; Envb := 2� q2 � q1 ; q1 := q2 ; q2 := evalf('ZerosBesselJ '(m; i))
od;

if i = n+ 1 thenq2
else

r := round(q2=� � 1=2�m + 1=2� i) ;

a := evalf((n+ r + 1=2�m + 1=2)� �) ;

b := evalf(a+ 1=4� �) ;

fsolve(BesselJ(m; x); x; a :: b; Envfdig )
�
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�

end

Vejamos um exemplo:
> seq(j(12,n),n=1..3);

16:69824993; 20:78990636; 24:49488504

Podemos con�rmar os resultados pelo gr�a�co abaixo:
> plot(J(12,x),x=0..26);
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APÊNDICE B - Zeros da fun�c~ao: JY m(x) = Jm(a x)Ym(b x)� Jm(b x)Ym(a x)

Neste apêndice usaremos as conven�c~oes do apêndice A. Considere a seguinte fun�c~ao:
> alias(J=BesselJ,Y=BesselY,JY=BesselJY):
> BesselJY := (m,x) -> BesselJ(m,a*x)*BesselY(m,b*x)-BesselJ(m,b*x)*BesselY(m,a*x);

JY := (m; x)! J(m; ax)Y(m; b x)� J(m; b x)Y(m; ax)

Queremos construir um procedimento que ache os zeros da fun�c~ao JY(m; x). Para encontrar a n-�esima raiz atrav�es
do comando fsolve, temos que determinar um intervalo que contenha somente a esta raiz. Nenhuma outra raiz pode
estar neste intervalo. Vamos de�nir a fun�c~ao

> tanJY := (m,x) -> Y(m,x)/J(m,x);

tanJY := (m; x)! Y(m; x)

J(m; x)
Esta fun�c~ao �e semelhante a fun�c~ao tan(x). A fun�c~ao tan(x) tem descontinuidades nos pontos n�

2 , onde n �e um n�umero
inteiro. A fun�c~ao tanJY(m; x) tem as singularidades nas ra��zes da fun�cao de Bessel Jm(x). A fun�c~ao JY(m; n) pode
ser escrita na forma:

JY(m; x) = J(m; ax) J(m; b x) (tanJY(m; b x)� tanJY(m; ax))

Assim, as raizes de JY(m; x) s~ao dadas pelos valores x tais que tanJY(m; ax) = tanJY(m; b x). Vamos fazer o gr�a�co
de tanJY(m; ax) e tanJY(m; b x) simultaneamente para a = 1 e b = 4:

> a:=1; b:=4; m:=0;

a := 1
b := 4
m := 0

> g1 := plot(tanJY(m,a*x),x=0..6,-8..8,color=red,linestyle=2):
> g2 := plot(tanJY(m,b*x),x=0..6,-8..8,color=blue,thickness=2):
> plots[display](fg1,g2g);
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Podemos ver que os zeros de JY(m; x) est~ao sempre em intervalos do tipo [ j(m;n)
b :: j(m; n+1)

b ]. Por�em, se o intervalo

cont�em algum n�umero do tipo j(m; p)
a

onde p �e um n�umero inteiro, ent~ao n~ao h�a nenhuma raiz de JY(m; x) neste

intervalo. No exemplo acima, o intervalo [2:15 :: 2:92] possui um n�umero da forma j(m;n)
a , cujo valor �e aproximadamente

2.4 (primeira linha tracejada vertical). Este intervalo n~ao possui nenhuma raiz de JY(m; n). Este fato se repete para
todo valor de x. Baseado neste fato, podemos construir o seguinte procedimento:
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ZerosBesselJY := proc(m::algebraic; n::algebraic)

globala; b; j;
if 3 < nargs or nargs < 2 thenERROR(`wrong number of arguments`)� ;

if n =1 or n = �1 or not type(n; realcons) thenRETURN('procname(m; n)')� ;

if not type(n; nonnegint ) thenERROR(`2nd argument must be a positive integer `)� ;

ifm =1 or m = �1 or not type(m; realcons) thenRETURN('procname(m; n)')� ;

if evalf(m) < 0 thenERROR(`negative order not implemented `)� ;

if not assigned(j) thenERROR(`The function ZerosBesselJ must be loaded `)� ;

if not type([a; b]; list('numeric')) thenERROR(`a and b must be numeric:`)� ;
Envfdig1 := NULL ;
if nargs = 3 then

if args3 = 'fulldigits' then Envfdig1 := 'fulldigits'

elseERROR(`third argument must be fulldigits`)

�

�;
EnvZerosBesselJY := 'false' ;

evalf('ZerosBesselJY '(m; n))
end

evalf =ZerosBesselJY := proc(mm; n)
localm; M; N; i; x; q;
globala; b;

m := evalf(mm) ;

if n =1 or n = �1 or not type(n; realcons) thenRETURN('ZerosBesselJY '(m; n))� ;

if not type(n; nonnegint ) thenERROR(`2nd argument must be a positive integer `)� ;

ifm =1 or m = �1 or not type(m; realcons) thenRETURN('ZerosBesselJY '(m; n))� ;

if not type([a; b]; list('numeric')) thenERROR(`a and b must be numeric:`)� ;
if EnvZerosBesselJY then

RETURN(fsolve(BesselJY(m; x); x; Envq1 :: Envq2 ; Envfdig1 ))
�;
N := 1 ;
M := 1 ;

for iwhileN � ndo

Envq1 := j(m; i)=b ;

Envq2 := j(m; i + 1)=b ;

q := j(m; M )=a ;

if Envq1 � q < 0 and q � Envq2 < 0 thenM :=M + 1
else EnvZerosBesselJY := 'true' ; evalf('ZerosBesselJY '(m; i)) ; N := N + 1
�

od;

evalf('ZerosBesselJY '(m; n))
end

Vejamos um exemplo:
> a:=1; b:=4;

a := 1
b := 4

> seq(ZerosBesselJY(1,i),i=1..5);

1:111876398; 2:134230377; 3:169739710; 4:210407336; 5:253487501
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> plot(JY(1,x),x=0..6);
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