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1 Introducao

1.1 Computagao Algébrica e Ensino

Atualmente, os microcomputadores tém uma capacidade de memoria e de processamento que tornou possivel ex-
ecutar programas antigamente restritos a computadores de grande porte. Os primeiros sao acessivels a um nimero
muito maior de pessoas. Este fato trouxe a tona a possibilidade de uso dos sistemas algébricos para o ensino da
Matematica aplicada & Fisica e a Engenharia. Os principais sistemas, Maple, Mathematica, Macsyma, Reduce e De-
rive, permitem, além da realizacao de calculos algébricos, manipulagoes graficas, analise numérica e programacao.
Com estas ferramentas, dois aspectos do ensino da Matematica podem sofrer transformacoes.

Primeiro, o aluno nao necessita passar por um extenuante treinamento de técnicas de cédlculo, como por exemplo,
as técnicas de integragao por partes, por substituicao etc., pois estas técnicas estao implementadas nestes sistemas.
Além disso, outras técnicas mais elaboradas também estao implementadas e elas nao sao ensinadas nas Universidades
pois apresentam um grau de dificuldade que as tornam inviaveis de serem usadas por seres humanos. As maquinas as
utilizam sem reclamar. Estas técnicas estao disponiveis a qualquer aluno que domine um dos sistemas de computacao
algébrica.

Segundo, a assimilacao dos conceitos matematicos que estao por tras das técnicas passam a ser a prioridade,
assumindo o lugar que lhe é devido. Uma vez diminuido o tempo que é necessario gastar com treinamento de técnicas
de calculo, o professor pode dedicar mais tempo para a transmissao dos conceitos. Porém, nao se trata apenas de
uma questao de tempo, os sistemas algébricos fornecem ferramentas que facilitam a explanacao da parte conceitual.
Muitas vezes é uma tarefa ardua explicar com giz, quadro-negro e muita gesticulacao de maos, algo que facilmente é
mostrado com animacoes de graficos projetados na parede da sala de aula. Os modos normais de vibracao de uma
membrana circular sem simetria axial podem ser explicados com giz e quadro-negro, porém somente os alunos com
uma excelente capacidade de visualizacao abstrata entenderao.

O tema computacao algébrica e ensino tem sido largamente debatido informalmente em conferéncias e na literatura.
Especialmente com rela¢do ao Maple podemos citar importantes referéncias[1][2].

O problema de oscilacao de membranas é um bom exemplo onde a computacao algébrica fornece varias ferramentas
didaticas para a sua analise. Os principais aspectos do Maple podem ser usados para se obter os resultados desejados.
Neste trabalho, analisamos o movimento de varios tipos de membranas tendo como objetivo a apresentac¢ao de um novo
enfoque do problema que se tornou possivel com o advento dos sistemas algébricos. Nos concentramos nos aspectos
computacionais e didaticos, e apresentamos o desenvolvimento da teoria apenas na parte onde a computagao algébrica
pode ser de grande auxilio. Os aspectos mais tedricos do problema, como a deducao da equagao de onda a partir
das leis de Newton ou por métodos variacionais ou os detalhes da manipulacao das séries de Fourier foram omitidos
e eles podem se obtidos em qualquer uma das referéncias de Fisica-Matematica citadas na bibliografia[3][4][5]. Na
literatura existem algumas referéncias que fazem analise do movimento de membranas através do uso de computacao
algébrica[2][6], no entanto, uma andlise sistematizada parece nao ter sido feita. A andlise de membranas circulares
requer funcdes que possam calcular o n-ésimo zero (n inteiro) das fung¢des cilindricas de Bessel e de funcdes correlatas.
Apesar do Maple ter rotinas para o calculo numérico de zeros (comando fsolve), a determinacdo de intervalos que
contenham um determinado n-ésimo zero da funcao de Bessel e nenhum outro zero, nao é uma tarefa simples. Este
investimento esta feito nos apéndices deste trabalho.

1.2 Breve Histérico do Problema da Membrana

A analise do movimento de uma membrana é bastante antiga[7]. Em 1764, Euler publicou um trabalho* onde ele
obtém as equagoes para o deslocamento vertical de uma membrana retangular e circular, que sao as mesmas analisadas
adiante neste trabalho. A parte radial para a membrana circular recali numa equacao diferencial de Bessel de ordem
inteira. Esta foi a primeira vez que as fun¢des de Bessel de ordem arbitriria foram analisadas [8]. Euler encontrou
solugoes para estas equacgoes usando o método de separacao de variaveis. Estas solucoes representam os modos normais
de oscilacao. A solucao geral como superposi¢ao dos modos normais teve que esperar pelos trabalhos de Fourier.

Fourier teve dificuldade de publicar seu trabalho de 1807 sobre conduc¢ao de calor onde ele afirmava que qualquer
funcao podia ser expandida em séries de seno e cosseno. Os membros da Academia de Ciéncias de Paris nao aceitaram
as novas idéias argumentando falta de rigor. Em 1819 o trabalho foi finalmente publicado®.

4Novi Commu. Acad. Petrop. Sci. Petrop.,10, 1764, 246-60
5M’em. de I’Acad. des Sci., Paris, (2), 4, 1819/20, 185-555
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Poisson imediatamente aplicou o método usado por Fourier em varios problemas fisicos, entre eles o problema da
membrana®.

No comeco deste século, Rayleigh” estudou o movimento de uma membrana em forma de um setor circular.
Novamente aparecem as funcoes de Bessel de ordem arbitraria e em seus trabalhos, Rayleigh analisa o comportamento
dos zeros para ordens crescentes da funcao de Bessel em consequéncia da diminui¢ao do angulo do setor. Ele obteve
uma série de teoremas novos envolvendo as fungoes de Bessel.

A analise do movimento de membranas de diversos formatos presas nas extremidades ou nao, se tornou um problema
classico da Fisica-Matematica devido a diversos fatores. Este problema é um excelente exemplo do uso da técnica de
expansao de Fourier decorrente do método de separacao de variaveis para resolucao de equacoes diferencias parciais
lineares. Além disso, dependendo do formato da membrana, diversas fun¢oes especiais sao usadas, como as fungoes
de Bessel para membrana circular e fungoes de Mathieu para membranas eliticas. O movimento da membrana é um
exemplo do problema de autovalores de Sturm-Liouville [4]. Ele serve como aplicacao de diversos teoremas gerais do
problema de Sturm-Liouville como, por exemplo, os teoremas envolvendo as linhas nodais das autofun¢oes de equacoes
diferenciais auto-adjuntas lineares de segunda ordem. A membrana, por ser bidimensional, apresenta uma riqueza bem
maior do que o problema unidimensional de oscilagao de cordas.

1.3 Maple

O Maple[9][10][11][12] é uma linguagem de computagao que possui quatro aspectos gerais que sio:
e computacao algébrica

e computacao numérica

e computacao grafica

e programacao

Todos estes aspectos estao integrados formando um corpo tinico. Por exemplo: a partir de um resultado algébrico,
uma analise numérica ou grafica pode imediatamente ser feita. Em geral, na analise de um problema varias ferramentas
sa0 necessarias. Se estas ferramentas nao estiverem no mesmo software, o usuario enfrentara uma série de dificuldades
para compatibilizar a salda de um software com a entrada de outro, além de ter que familiarizar-se com diferentes
notacoes e estilos. E claro que o Maple nao elimina completamente o uso de linguagens numéricas ou graficas. Em
aplicacoes mais elaboradas pode ser necessario usar recursos de linguagens como C ou Fortran. O Maple tem interface
com estas linguagens no sentido de que um resultado algébrico encontrado no Maple pode ser convertido para a notagao
da linguagem C ou para o Fortran.

Os aspectos novos trazidos por esse software juntamente com outros sistemas algébricos sao a computacao algébrica
e a programacao simbdlica. A computacao algébrica é uma area que teve um forte desenvolvimento nas décadas
de 60 e 70, quando foram elaborados importantes algoritmos para integracao analitica e fatoracao de polinomios.
Estes algoritmos estao baseados na Algebra Moderna, que guia toda a implementagao do nucleo de qualquer sistema
algébrico. No inicio do desenvolvimento desta area, uma série de tentativas foram feitas com o objetivo de implementar
os recursos heuristicos provenientes da Inteligéncia Artificial, no entanto os resultados foram ineficientes. Os programas
para integracao analitica eram lentos, resolviam algumas integrais dificies porém falhavam em integrais simples que
qualquer aluno de Célculo consegue calcular.

O Maple é uma linguagem de programacao simbdlica. Os construtores deste sistema optaram em desenvolver um
pequeno nicleo escrito na linguagem C gerenciando as operagoes que necessitam de maior velocidade de processamento
e partir deste ntcleo desenvolveram uma nova linguagem. O préprio Maple foi escrito nesta nova linguagem. Noventa
e cinco por cento dos algoritmos estao escritos na linguagem Maple e estao acessivels ao usuario. Esta opgao dos
seus arquitetos é muito saudavel, pois uma linguagem que pode gerar todo um sistema algébrico do porte do Maple,
certamente é uma boa linguagem de programacao.

M’em. de I’Acad. des Sci., Paris, (2), 8, 1829, 357-570
"Phil. Mag.(6) XXI. (1911), pp. 53-58 [Scientific Papers, VI. (1920), pp.1-5]
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Na analise do problema da membrana apresentada aqui, todos estes aspectos do Maple foram usados para se obter
os resultados desejados. O aspecto algébrico foi usado para desenvolver o problema passo a passo a partir da equagao
de onda. O aspecto grafico foi usado para fazer a animacao do movimento dos modos normais da membrana e do
seu movimento quando submetida a condi¢oes iniciais. O aspecto numérico foi essencial para se trabalhar com as
funcoes de Bessel, pois seus zeros sé podem ser encontrados por métodos numéricos. As ferramentas de programacao
permitiram criar aplicativos para andlise deste problema onde podemos, por uma simples variacao de parametros,
refazer toda uma sequéncia de passos.

A principal interface do Maple com o usuario é a worksheet. Este trabalho foi todo desenvolvido em worksheets®
que permitem a visualizacao da dinamica das animacoes. Elas permitem também que um usuario mude parametros e
teste novas hipdteses. A versao impressa foi obtida por conversao das worksheets em arquivo Latex. Todos os graficos
e animacoes foram exportados automaticamente para arquivos na linguagem postscript, e incluidos na conversao do
arquivo dvi® em arquivo postscript.

1.4 Resumo

A proposta deste trabalho é utilizar as ferramentas matematicas e graficas do Maple para estudar o problema da
oscilagao de varios tipos de membranas. Usando a linguagem simples de programacao e os recursos graficos do Maple,
foi possivel fazer uma analise detalhada do problema e gerar a animacao do movimento de varios tipos de membranas.

Comecamos o estudo com uma breve introducao da equagao de movimento, apontando as fun¢des matematicas
usadas no trabalho. Analisamos em seguida a resolucao da equagao de onda da membrana retangular e fazemos a
animacao dos modos normais. I feita também a analise da degenerescéncia e da animacao com condigoes iniciais.

O estudo continua com a analise da membrana circular. A complexidade no trato das fungoes matematicas e a
quantidade de calculo foram reduzidas com os recursos algébricos do Maple. Neste caso, também analisamos os modos
normais de vibragdao e o movimento com condi¢oes iniciais.

Finalmente, terminamos o estudo com a membrana em formato de anel, seguindo a mesma linha de analise dos
outros tipos de membrana e visualizando graficamente este tipo de oscilagao usando os recursos graficos do Maple.

O trabalho fo1 desenvolvido para ser usado interativamente pelo usuario que, com simples modifica¢oes de parametros,
pode visualizar qualquer modo normal de vibragao. E possivel também escolher as condi¢oes iniciais e obter o movi-
mento resultante.

8 As worksheets podem ser obtidas através de ftp anémino no enderego anonymous@lcal.drp.chbpf.br no diretério pub/membrana.
20 processador Latex cria, a partir de um arquivo texto, um arquivo compilado com extensdo dvi pronto para ser enviado para a
impressora.
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2 Equacao de Movimento da Membrana

Vamos considerar uma membrana horizontal uniformemente distentida em todas as dire¢oes por uma tracao 7. A
membrana pode ter qualquer forma que sera especificada pelas condigoes de contorno. Qualquer que seja a forma,
vamos analisar o caso em que toda a borda da membrana esta fixa. As oscilagoes sao sempre na direcao vertical.
Sob certas restri¢oes, como por exemplo pequenas oscilacoes, a equacao de onda que descreve o deslocamento vertical
u(z, y) na auséncia de forcas externas é dada por:

2 Viu= (,?—:2 U
onde ¢ = L ¢ 1 é a densidade de massa. Esta equacao diferencial parcial pode ser resolvida pelo método de separacio
de variaveis, de maneira que a solucao geral fica expressa na forma de uma série de Fourier generalizada. No caso
da membrana retangular, a solucao é uma série de Fourier tripla usual e no caso da membrana circular axialmente
simétrica, a solu¢ao é uma série de Fourier-Bessel na parte espacial e Fourier usual na parte temporal. Vamos analisar
o movimento oscilatorio destes destes dois tipos de membranas e membranas com o formato de anel.

3 Membrana Retangular

3.1 Resolugcao da Equagao de Onda

A membrana retangular de comprimento a e largura b presa nas bordas é caracterizada pelas seguintes condigoes de
contorno: u(0,y,t) = 0eufa,y,t) =0paray < beu(x, 0,¢) =0eu(xz, b t) =0 para z < a. Vamos atribuir a
equacao diferencial deste problema & variavel wave_eq:

> restart;

> wave_eq := Diff(u,x,x) + Diff(u,y,y) = Diff(u,t,t)/c"2;

62 62 3_22u
wave_eq ‘= (w u) + (w u) = 612

Vamos resolver essa equac¢do usando o método de separacao de varidveis. Vamos supor que u(z, y, t) é uma fungao
separavel nas varidveis z, y, e . Assim, u(x, y, t) = X(2) Y(y) T(¢):
> eql := expand(value(subs(u=X(x)*Y(y)*T(t),wave_eq)/(X(x)*Y(y)*T(t))));
2 52 2
5z X(2) 22 YW  Z5T()
X() Y(y) T(t)e?
Cada termo da expressao acima deve ser constante, pois cada um é funcao de uma variavel independente. Vamos
selecionar o termo dependente de , e igualar a constante Al:
> eqx := expand(X(x)*(select(has, lhs(eql), x) = lambdal));
62
eqr = — X(z) = X(z) Al
= o X() = X()

A equacao diferencial acima pode ter solucoes oscilatérias, lineares ou exponenciais dependendo se a constante Al for
negativa, zero ou positiva. Para que as condi¢des de contorno sejam satisfeitas, isto é, X(0) = 0 e X(a) = 0, temos
que impor que a constante Al seja negativa e que ela assuma valores discretos dados por:

> lambdal := -m~2*Pi~2/a"2;

eql =

m? m?

Al = — 3
a
onde m é um inteiro positivo. A solucao geral da equacao da parte z é:
> s0l_X := dsolve({eqx,X(0)=0}, X(x));
sol X := X(z) = _C2 sin(
Vamos eliminar a constante arbitraria por enquanto:
> assign(simplify(subs(_Ci1=1, _C2=1, sol_X)));
> X(x);

mTmae

)

mTmae

)

sin(
a
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Vamos repetir o mesmo procedimento para o termo dependente de y:
> eqy := expand(Y(y)*(select(has, lhs(eql), y) = lambda2)):

> lambda2 := -n"2%Pi~2/b"2:
> s0l_Y := dsolve({eqy,¥(0)=0}, Y(y)):
> assign(simplify(subs(_Ci=1, _C2=1, so0l_Y)));
> Y(y);
ﬁn(w71y)

A equacao diferencial para a funcao dependente da variavel ¢ é obtida da seguinte forma:
> eqt := normal(c”2*T(t)*subs(eqx, eqy, eql));
2 27,22 2 2 2
e Tt)m* (m*b° +n°a 0
eqt s~ DT AT D gy
a? b2 ot?

cuja solucao geral é:
> s0l_T := dsolve(eqt, T(t));

sol T :=T()=_C1 T
Vamos colocar esta solu¢ao numa forma mais conveniente:
> simplify(evalc(sol_T),{_C1+_C2=A(m,n), _C1-_C2=B(m,n)/I});

> assign(");
vVm2b2+n2awet Covm2b2 4+ n2awcet
T(t) = cos( —Z )YA(m, n) + sin( —Z )B(m, n)
a a
onde A e B sao constantes que podem depender dos autovalores m e n. Vamos definir a frequéncia do modo normal
<m, n>:
> omega := (m,n) -> (m"2*b~2+n"2*a~2)"(1/2)*Pi*c/b/a;
vVm2b:+nZaiwe
. . . b a . ey
e definir os modos normais como uma funcao de m e n. Existem duas possibilidades que sao:
> normal_mode := unapply(simplify(subs(A=1, B=0, X(x)*Y(y)*T(t))),m,n);

mz,. . TNy vVmib2+n2alrwet

normal_mode := (m, n) — sin(ﬂ- ) sin( A ) cos( A )
a a

V= —n2a2rct V—m2b2_n242 7rct)

)4 0260

w:=(m,n)—

> normal_model := unapply(simplify(subs(A=0, B=1, X(x)*Y(y)*T(t))),m,n);

mr, . TRY, . \/m2b2—|—n2a2ﬂ'ct)

normal_model := (m, n) — sin(ﬂ- ) sin( A ) sin( A
a a

Uma vez que a equagao diferencial do movimento da membrana é linear e homogénea, a solucao geral é uma
superposicao de todas as solugoes linearmente independentes possiveis. Assim, tomaremos o somatorio sobre todos os

valores de m e n:
> u := unapply (Sum(Sum(X(x)*Y(y)*T(t),’m’=1..infinity),’n’=1..infinity),’x’,’ y’,’t’);

w:=(x,y t)— Z Zsin(ﬁzlx)sin(wzy)

n=1 \m=1

/2 b2 T2t o/ mIZbe T2 et
(cos( m —Zn are )YA(m, n) + sin( m —Zn are )B(m, n))
a a

As constantes arbitrarias A(m, n) e B(m, n) sdo determinadas a partir das condi¢des iniciais. Geralmente elas sdo a
posi¢ao inicial ug(z, y) e a velocidade inicial vo(z, y):

uo(®, y) = u(z, y, 0)
vo(z, y) = (% u(z, y, t)) em ¢t =0

As equagdes acima permitem determinar A(m, n) e B(m, n) por inversdo da série dupla de Fourier, cujos resultados
sa0:

4f f u0(e, y)sin( 2Ly sin( 22 ) do dy
ab

A(m, n) =




CBPF-MO-001/97 8

b ra . . omow
4 fo fo vO(&,y)sin( 222 ) sin( 252 ) de dy
- abw(m,n)

B(m, n)

A titulo de seguranca, vamos limpar as variaveis que nao serao mais usadas, e proteger as variaveis pertinentes:
> unassign(’wave_eq,eql,eqx,eqy,lambdal,lambda2 ,eqt,X(x),Y(y),T(t),s0l1_X,s01_Y,s0l_T’);
> protect(’omega,normal_mode,normal_modei,u’); # protect assigned variables
> protect(’x,y,t,m,n’); # protect reserved variables

3.2 Animacgao dos Modos Normais

Os modos normais podem ser animados com a fun¢ao animatedd. Vamos construir o procedimento animate_mode,
que anima o modo especificado pelos seus dois primeiros argumentos. Por exemplo, animate_mode(1,2) faz a animagao
do modo m=1 e n=2. Sendo um comando de animacao, ele deve aceitar as mesmas op¢oes do comando animate3d.
Se nada for dito sobre a op¢ao style, este procedimento assume que o estilo é patch, que é indicado para este tipo de
aplicacao. As outras opcoes seguem o default do comando animate3d.

animate_mode := proc(m::posint, n::posint)
local FRAM , Options;
globala, b, =, y, t, animate3d;
if not type([a, b, €], list(numeric)) then
ERROR(‘The constants a, b and ¢ must be numeric.’)
elif not assigned(w) then ERROR(‘ The function omega must be defined.)
elif not assigned(normal_mode) then
ERROR(‘The function normal_mode must be defined.)
fi;
if nargs = 2 then Options := "frames’ = 8, *style = patch’; FRAM =8
else
Options := argss  pargs
if has({Options}, 'frames’) then FRAM := subs({Options}, 'frames’)
else Options := Options, 'frames’ = 8; FRAM =8
fi;
if not has({Options}, *style’) then Options := Options, *style = patch’fi
fi;
plots gpimatesa(normal mode(m, n), x =0 .. a, y =0 .. b,
t=0.2x7x FRAM/(w(m, n) x (FRAM + 1)), Options)
end
Para fazer a animacao de um determinado modo, temos que dar valores numéricos para os parametros a, b e ¢. Vamos
supor que o comprimento é a=1, a largura é b=2 e a constante ¢c=1 em um certo sistema de unidades:
> a :=1; b :=2; ¢ :=1;

a:=1
b:=2
c:=1

Vamos fazer a animacdo do modo <1,2> com as seguintes opcdes'?:

> animate_mode(1,2,frames=2,style=hidden,scaling=unconstrained,
> color=black,orientation=[32,78]);

10Na versao impressa, estamos mostrando a animacao dos modos normais com apenas duas poses que correspondem aos extremos da
oscilagdo. Usamos a opgao scaling = unconstrained pois facilita a compreensao das caracteristicas do modo normal. No entanto, a equagao
de onda que estamos usando aqui é valida somente para pequenas oscilagées.
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As linhas nodais sao curvas cujos pontos se mantém em repouso durante todo instante. Elas podem ser melhor
visualizadas através da opcao style=patchcontour. Por exemplo, vejamos a animacao do modo <2,5>:
> animate_mode(5,2,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

//Ii"‘
i 711/';”7;
0‘ l;/

40%{{{!{ o «44,”,,;' Wy

II" /I/i; /III'
’”’I /;Il[;'”lllllll'“\\
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Podemos ver que ha 4 retas nodais paralelas ao eixo y e 1 reta nodal paralela ao eixo z. Esta caracteristica pode
ser generalizada para qualquer modo de vibracao. O modo <m,n> tem m-1 retas nodais paralelas ao eixo y e
n-1 retas nodais paralelas ao eixo z. Em geral, as linhas nodais nem sempre sao retas. Abaixo, mostraremos um
exemplo de uma linha nodal fechada aproximadamente circular em uma membrana quadrada. Isso ocorre quando
existe degenerescéncia.

3.3 Analise da Degenerescéncia

Em um modo normal de vibracao, todos os pontos da membrana vibram com a mesma frequéncia, de forma que cada
modo normal tem um frequeéncia caracteristica wy, »,. Se a membrana for quadrada, dois modos normais diferentes
podem oscilar com a mesma frequéncia. Por exemplo, para a membrana quadrada de largura de uma unidade, os
modos <1,2> e <2,1> tém a mesma frequéncia:

> a:=1; b:=1;
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I
— =

> 2
Il

> omega(1,2);

Vi
Vi

Neste caso, qualquer combinacao linear destes modos de vibragao também vai oscilar na mesma frequéncia. Este
fenémeno é chamado de degenerescéncia. Isto ocorre sempre que um autovalor (a frequéncia) é degenerado, pos-
suindo mais de um autovetor associado (0 modo normal). O procedimento a seguir faz a animacao da combinacao linear
¢1 normal_mode(m, n)+ce normal mode(n, m). O procedimento deve ser chamado da forma animate_lc(mode(m, n), ¢l, ¢2):

> omega(2,1);

animate_lc ;= proc(mode::function, cl::numeric, c2::numeric)
local FRAM |, Options, m, n;
globala, b, w, z, y, t;
if not type([a, 8], list(Cnumeric’)) then ERROR(‘a and b must be numerical.’)
elif not assigned(normal_mode) then
ERROR(‘The function normal_mode must be defined.)
elif « # b then ERROR(‘ The membrane must be square®)
elif nargs < 3 thenERROR(‘ The first argument is of form mode(m,n), where m an\
d n are positive inlegers. The second and the third are the coefficients of the linea\
r combination®)
elif nops(mode) # 2 then
ERROR(‘ First argument is of form mode(m,n), where m and n are positive integers®)
fi;
m := op(1l, mode);
n = op(2, mode);
if not (type(m, posint) and type(n, posint)) then
ERROR(‘The mode is specified by positive integers®)

fi;

if nargs = 3 then Options := "frames’ = 8, ’style = patch’; FRAM := 8

else
Oplions 1= args, nargs ;
if has({Options}, 'frames’) then FRAM = subs({Options}, 'frames’)
else Options := Options, 'frames’ = 8; FRAM =8
fi;
if not has({Options}, *style’) then Options := Options, *style = patch’fi

fi;

Plots grimaresa( € x normal mode(m, n) + ¢2 x normal_mode(n, m), x =0 ..a, y=0 .. b,
t=0.2x7x FRAM/(w(m, n) x (FRAM + 1)), Options)

end

Vamos considerar uma membrana quadrada:
> a:=1; b:=1; c:=1;

a:=1
b:=1
c:=1

Vamos fazer a animacio da combinacao linear normal mode(1, 3) + normal-mode(3, 1), onde podemos verificar que a
linha nodal é uma curva fechada:
> animate_lc(mode(1,3),1,1,frames=2,style=hidde n,color=black,scaling=constrained);



CBPF-MO-001/97 11

, \ '/'l"‘*\’\c AN
»\\\\\ \ \’/ \' "'I
i ’ & "‘"il i,

«;,;;Il,t w ZI‘ %‘\\\» “\\\\ //;I" M‘\\\\ ‘,’ 'I/III"

,' ,,l flm‘\ \‘\‘\
'Il, ’l '“‘\‘ \\\‘
L

i

N
\%

\ ’8///"“ ‘ \\\\\ //

A combinago linear normal mode(1, 4) + normal_mode(4, 1) tem como linha nodal uma curva fechada e uma reta

(uma das diagonais da membrana):
> animate_lc(mode(1,4),1,1,frames=2,style=hidde n,color=black,scaling=constrained);
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A linha nodal é descrita pela equacgao
¢1 normal_mode(m, n) + ca normal_mode(n, m) = 0,

que depende das variaveis z e y. O fator temporal é comum aos dois termos e portanto é cancelado. Através do
comando implicitplot, podemos fazer o grafico da curva y contra £ mesmo sem resolver explicitamente a equagao. O
procedimento nodal_line a seguir faz o desenho da linha nodal. Os argumentos deste procedimento sao iguais aos do

procedimento animate_lc.

nodal_lines := proc(mode::function, cl::numeric, c2::numeric)
localm, n, Options;
globala, b, z, y, t, s;
if not type([a, 8], list(Cnumeric’)) then ERROR(‘a and b must be numerical.’)

elif not assigned(normal_mode) then
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ERROR(‘The function normal_mode must be defined.)

elif « # b then ERROR(‘ The membrane must be square®)

elif nargs < 3 thenERROR(‘ The first argument is of form mode(m,n), where m an\
d n are positive inlegers. The second and the third are the coefficients of the linea\
r combination®)

elif nops(mode) # 2 then

ERROR(‘ First argument is of form mode(m,n), where m and n are positive integers®)
fi;
m := op(1l, mode);

n = op(2, mode);
if not (type(m, posint) and type(n, posint)) then

ERROR(‘The mode is specified by positive integers®)
fi;
Oplions 1= args, nargs ;
s :=subs(t = 0, ¢/ X normal-mode(m, n) + ¢2 x normal_mode(n, m));
s,2=0. a,y=0..b,  scaling = constrained’, ’zlickmarks’ = [0, a],

plOtS imp licitplot(

"ytickmarks’ = [0, b], Options)
end
A linha nodal dos dois ultimos exemplos que vimos acima sao:
> nodal_lines(mode(1,3), 1, 1, labelfont=[HELVETICA, BOLD,20],axesfont=[TIMES, BOLD,20]);

> nodal_lines(mode(1,4), 1, 1,labelfont=[HELVETICA, BOLD,20],axesfont=[TIMES, BOLD,20]);
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Este ultimo grafico pode ser melhorado acrescentando-se a op¢ao grid = [i, j] onde ¢ e j sdo niimeros maiores que 25 (
default da opcdo grid). Por exemplo, nodal_line(mode(1, 4), 1, 1, grid = [4, j]). Os argumentos extras do procedimento
nodal_line sido repassados para o comando implicilplot, como é o caso do argumento grid = [i, j].

3.4 Animacgao com Condigoes Iniciais

Encontramos anteriormente a fungédo u(z, y, t) que descreve o movimento vertical da membrana retangular de
largura a e comprimento b presa nas bordas. Esta solucao é uma série de Fourier dupla. Uma vez que os modos
normais com pequenos valores de m e n dominam sobre os que tem grandes valores, podemos truncar o somatorio
duplo. O ponto de truncagem satisfatério depende das condi¢oes iniciais do problema. Vamos converter o somatorio
infinito num somatério finito com p? termos e definir a funcao u_p(z, y, ¢, p) da seguinte forma:
> unassign(’a,b,c,A,B,u0,v0’);

Unassign the reserved variables of this problem

a - width of the membrane

b - length of the membrane

¢ - the constant of wave equation

m and n - the oscillation mode

X,y,t — the spatial and temporal coordinates

4 and B - the constants of Fourier expansion

u0 - the initial displacement of the membrane

vO — the initial velocity of the membrane

_p := unapply(subs(infinity=’p’,u(x,y,t)),x,y,t,p);

V VV V V V V V VYV
(=IO E

P P

. Tmae . ™n
up = (x,y t,p) — D | D sin(——)sin( by)

n=1 \m=1

Ny Tt o mzbe T2 et
(cos( m —Zn ere )YA(m, n) + sin( m —Zn aere )B(m, n))
a a
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As constantes A(m, n) e B(m, n), que aparecem na fun¢ao u_p, podem ser obtidas a partir dos seguintes procedimentos
baseados nas expressoes estabelecidas no final da secao 1.1:
> unprotect(’A,B’):

options remember;
AB_simp(4/a/b/omega(m,n)*int(int(v0(x,y)*sin( m*Pi*x/a)*sin(n*Pi*y/b),x=0..a),y=0..b))
end:
> protect(’A,B’):
Vamos usar a seguinte fungao para simplificar os coeficientes A e B:
> AB_simp := x -> simplify(x);

> A := proc(m,n) global u0,v0,a,b; ‘A/Auv‘(m,n,eval(u0),eval(v0),a,b,eval(AB_simp))
> end:

> ‘A/Auv‘ := proc(m,n,u0,v0,a,b,AB_simp)

> local x,y;

> options remember;

> AB_simp(4/a/b*int(int(u0(x,y)*sin(m*Pi*x/a)*s in(n*Pi*y/b),x=0..a),y=0..b));

> end:

> B := proc(m,n) global u0,v0,a,b; ‘B/Buv‘(m,n,eval(u0),eval(v0),a,b,eval(AB_simp))
> end:

> ‘B/Buv‘ := proc(m,n,u0,v0,a,b,AB_simp)

> local x,y;

>

>

>

AB_simp := simplify
Os procedimentos A e B chamam os procedimentos A/ Auv e B/ Buv que tém a opgao remember. Isto quer dizer que se
eles forem chamados mais de uma vez com os mesmos argumentos ( m, n, u0, v0), os coeficientes A(m, n) e B(m, n)
nao serao recalculados, economizando tempo. Antes de fazer a animacao com condicoes iniciais, vamos calcular as
contantes A(m, n) e B(m, n) para m e n inteiros positivos genéricos. E mais eficiente calcular estas constantes para
m e n genéricos e depois substituir valores numéricos, do que calcular diretamente para diversos valores numéricos de
m e n. Vamos usar as seguintes condi¢oes iniciais:
> u0 := (x,y) -> 1;

ul =1
> v0 := (x,y) -> 0;

vl =0
> a:=5; b:=5; c:=1;

a:=5H

b:=5

c:=1

O grafico da posicao inicial é:
> plot3d(u0(x,y),x=0..a,y=0..b,axes=framed,styl e=hidden,color=black,scaling=constrained);
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Para calcular A(m, n) e B(im, n) com m e n inteiros positivos genéricos, vamos usar a funcdo assume. Desta forma,
o comando simplify dos procedimentos A e B poderd fazer as simplificacoes pertinentes:

> unprotect(’m,n’);
> assume(m,integer); assume(n,integer);
> protect(’m,n’);
> A(m,n);
S ) g e
n~mim”
> B(m,n);
0

Vamos fazer o grafico da posicao inicial da membrana desta vez descrita pela fungao u_p, pois a partir dele podemos
achar um bom valor para a constante p, por comparacao com o grifico obtido diretamente de ug(z, y). Observe que
para p = 10 a série de Fourier truncada aproxima razoavelmente bem a posi¢ao inicial da membrana:

> plot3d(value(u_p(x,y,0,30)),x=0..a,y=0..b,axe s=framed,style=hidden,

> color=black,scaling=constrained);
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Assim, o valor p = 10 é satisfatério para esse tipo de condigbes iniciais. Note que existe uma ondulagao na parte
superior do grafico. Isto é consequéncia do truncamento da série de Fourier dupla. Esta ondulagao sé desaparece a
rigor, no limite quando p — oo. Qutro detalhe que podemos observar é que a série truncada obedece as condigoes de
contorno, enquanto que a condic¢ao inicial nao obedece. Esta discrepancia também sé desaparece quando p — oo.

O procedimento a seguir faz a animacdo do movimento da membrana descrita pela funcdo u_p(x, y, t, p). O
primeiro argumento representa o nimero de oscila¢des dominantes, cuja frequéncia é a do modo mais baixo ( m =1
e n=1). O segundo argumento é o niimero p que representa a truncagem do somatério duplo:

animate_ic := proc(nt, p::posint)
local FRAM , Options;
globala, b, w, u_p, =, y, ¢;
if nargs < 2thenERROR(‘ This procedure has at least 2 arguments. The first one \
is the number of oscilations. The second one is the truncation number of the doubl\

e sum.)
fi;
if not type([a, b, c], list(numeric)) then

ERROR(‘The constants a, b and ¢ must be numerical.‘)
elif not assigned(w) then ERROR(‘ The function omega must be defined.)

elif not assigned(u_p) then ERROR(‘ The function normal_mode must be defined.)
fi;

if not type(8 x nt, "posint’) thenERROR(‘ The first argument is a integer number r\

epresenting the number of oscillations of the membrane.’)

fi;
if nargs = 2then FRAM = 8 x nt; Options := "frames’ = FRAM | ’style = patch’
else
Options := argss  pargs
if has({Options}, 'frames’) then FRAM := subs({Options}, 'frames’)
else FRAM := 8 x nt; Options := frames’ = FRAM
fi
ﬁ.

if not has({Options}, *style’) then Options := Options, ’style = patch’ fi;
plots gpimatesa(value(up(z, y, ¢, p)), 2 =0 ..a,y=0 .. b, t =0 .. evalf(2 x 7 x nt/w(l, 1)),
Options)
end
Para as condi¢oes iniciais descritas acima, a animacao do movimento da membrana com duas oscila¢oes dominantes e
p=30¢é
> animate_ic(2,30,frames=9,style=hidden,color=b lack);
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i

ol

Vamos fazer a animagao no caso em que a membrana estd parada na posi¢ao horizontal e sofre um impulso de

cima para balxo em seu centro:
> a:=2; b:=2; c:=1;

a:=2
b:=2
c:=1
> u0 := 0;
wl =0
> v0 := (x,y) -> -Dirac(x-a/2)*Dirac(y-b/2); # vertical impulse on center

v0 := (%, y) — —Dirac(z — %a) Dirac(y — %b)

Como antes, vamos calcular A(m, n) e B(im, n) com m e n inteiros positivos genéricos:

> A(m,n);

0
> B(m,n);
sin(l m”w)sin(= n” )
_9 2 2
vVm i 4a?n

Vamos fazer a animacdo com 2 oscilagdes e truncar o somatério em p = 30 (900 termos):

> animate_ic(2,30,frames=9,style=hidden,color=b lack);
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3.5 Exercicios

1) Verifique que normal_-mode, normal_model e u(z, y, t) satisfazem a equagao de onda, as condi¢des de contorno e as
condicOes iniciais.

2) a) Resolva a equagdo de onda para uma membrana obedecendo as seguintes condicdes de contorno: duas extremi-
dades opostas da membrana estdo presas, e as outras duas estao livres. [Sug.: Quando a extremidade estd livre, a
derivada de u(x, y, t) deve se anular.]

b) Obtenha os modos normais e a solugao geral obedecendo condices iniciais genéricas.

¢) Faga a animagao dos modos normais.

d) Faca uma andlise da degenerescéncia.

e) Faga a animacao com diversas condicdes iniciais.
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4 Membrana Circular

4.1 Resolucao da Equagao de Onda

A membrana circular de raio ¢ presa na borda é caracterizada pela seguinte condicao de contorno em coordenadas
cilindricas: u(a, 6, t) = 0, para 0 < @ < 2. Vamos atribuir a equaco diferencial deste problema & varidvel wave_eq:
> restart;
> protect(’r,theta,t,m,n’); # protect reserved variables
> alias(u=u(r,theta,t)):
> wave_eq := linalg[laplacian](u, [r,theta,z],coords=cylindrical)=Diff(u,t,t)/c"2;
(Fuw)+r(fru+ 2= 2,

wave_eq 1= =5
r c

Vamos resolver essa equacao usando o método de separacao de varidveis. Substituindo u(r, , ¢) = R(r) ©(0) T(¢) na
variavel wave_eq obtemos:
> Eql := expand(value(subs(u=R(r)*Theta(theta)*T(t), wave_eq)/(R(r)+*Theta(theta)*T(t))));
byt BRO) | FERO) | F00) 410
R(r)r R(r) o) r? T() ¢?
Vamos fazer agora a separacao de variaveis:
> Eqt := expand(T(t)*c"2*( rhs(Eql)=lambda ));
2

0

> Eqtheta := diff(Theta(theta),theta,theta) = lambdal*Theta(theta);

T(t) = T(t)c* A

62
Fqtheta := 07 O(0) = A10(0)

> Eqr := simplify(subs(Eqt, Eqtheta, R(r)*Eql));
3 9? 2
= R(r))r+ (= R(r)) " + ALR(r
o G )7 5 R0 0) o
r

A condic¢do de contorno u(a, 8, t) = 0 impde que a constante A seja negativa pois quando ela é positiva ou nula, a
equacao Fqr nao adimite solugdes que se anulem para r = a. Além disso, a variavel 8 é periédica. Assim, vamos
assumir que:

> lambda := -k(m,n)"2;

> lambdal := -m"2;

A solugao geral para R(r) é:
> alias(J=BesselJ, Y=BesselY):
> so0l_R := dsolve(Eqr,R(r));
sol_R :=R(r) = _C1J(m, k(m, n)r) + _C2Y(m, k(m, n)r)
Como a fun¢ao Y(m, k(m, n) r) ndo é analitica em r = 0, essa parte da solu¢ao deve ser rejeitada:
> assign(eval(subs(Y=0,_C1=1,_C2=1,s01_R)));
> R(r);
J(m, k(m, n)r)
A solugao geral para O(0) é:
> dsolve(Eqtheta,Theta(theta));
> assign(");
O(0) = _C1 cos(m @) + _C2 sin(m9)
> subs_set := {eval(subs(cos=1,sin=0,Theta(theta))) = C1,
> eval(subs(cos=0,sin=1,Theta(theta))) = C2};
subs_set .= {_.C1 = C1, _.C2 = C2}
> Theta(theta) := subs(subs_set, Theta(theta));
O(0) := C1 cos(mf) + C2sin(m )
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A solugao geral para T(t) é:
> 80l_T := dsolve(Eqt,T(t));
sol T :=T(t) = _C1 cos(k(m, n)ect)+ _C2sin(k(m, n)ct)

> C1 := eval(subs(sin=0,cos=1,rhs(s0l_T)));

> €2 := eval(subs(cos=0,sin=1,rhs(s0l_T)));
C1:=_C1
C2 .= _C2

> expand(subs(C1=-I*#C2,C2=I,convert(sol_T,exp)) );
> assign(");
T(t) — 6(I k(m,n)ect)
A titulo de seguranc¢a vamos limpar as variaveis que nao serao mais usadas:
> unassign( ’C1,C2,s01_T,sol_R,wave_eq,Eql,Eqr,E qtheta,Eqt,lambda,lambdal’);

4.2 Calculo dos Modos Normais

Vamos agora analisar os modos normais da membrana circular. Os modos com m = 0 nao dependem da variavel
g, isto é, eles sdo axialmente simétricos. Os modos com m # 0 dependem da varidvel # e em funcao disto veremos
exemplos tanto com m = 0 e com m # 0. A frequéncia do modo normal é:
> omega := (m,n) -> k(m,n)*c;
> protect(’omega’);
w:=(m,n) —k(m, n)c
Para que as condigdes de contorno sejam satisfeitas, temos que impor que R(a) = 0 ou seja J(m, k(m, n)a) = 0.
Assim, ak(m, n) deve assumir valores que anulem a fun¢éo de Bessel de ordem m:
> k := (m,n) -> ZerosBesselJ(m,n)/a;
> protect(’k’);
ilm, n)
a
A funcao ZerosBesselJ(m, n) calcula o n-ésimo zero da fun¢ao de Bessel de ordem m. No Apéndice A, apresentamos
uma versao para esta funcio!!. Por exemplo, o terceiro zero da funcao de Bessel de ordem 2 é:
> alias(j=ZerosBessell):
> j(2,3); # the result must be numerical
11.61984117
Vamos agora definir os modos normais como funcao de m e n. Se m # 0 existe uma degenerescéncia de quarta
ordem, isto é, podemos definir os seguintes modos normais:
> normal_mode := unapply(R(r)*evalc(Re(T(t)))*subs(C1=1,C2=0,Theta(theta)),m,n);
normal_mode := (m, n) — J(m, k(m, n)r) cos(k(m, n)ct) cos(m@)
> normal_model := unapply(subs(Ci1=1,C2=0,R(r)*evalc(Im(T(t)))*Theta(theta)),m,n);
normal_model := (m, n) — J(m, k(m, n)r)sin(k(m, n)ct) cos(m¥)
> normal_mode2 := unapply(subs(C1=0,C2=1,R(r)*evalc(Re(T(t)))*Theta(theta)),m,n);
normal_mode2 := (m, n) — J(m, k(m, n)r) cos(k(m, n)ct)sin(m@)
> normal_mode3 := unapply(subs(C1=0,C2=1,R(r)*evalc(Im(T(t)))*Theta(theta)),m,n);
normal_mode3 := (m, n) — J(m, k(m, n)r)sin(k(m, n)ct)sin(m#)

k:=(m, n)—

1 Este procedimento deve ser carregado antes de continuar esta segio.
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Os modos normais axialmente simétricos sao os modos com m = 0. Neste caso, a degenerescéncia é dupla, ja que os
modos normal_mode2 e normal_mode3 acima nao existem.

A solugao geral é a superposicao de todos os modos normais. A variavel m pode assumir qualquer valor inteiro
de 0 a oo en del aoco. Porém, para as condicoes iniciais que estamos tratando aqui, a série de Fourier converge
rapidamente, de forma que podemos truncar o somatdrio. As varidveis pl e p2 especificam o truncamento em m
e n respectivamente. Vamos separar os termos com m = 0 pois estes coeficientes seguem uma regra diferente dos
coeficientes com m diferente de zero:

> alias(u=u):

u := unapply(

2*Sum(factor(A1(0,n)*normal_mode(0,n) + A2(0,n)*normal_model1(0,n)) +
Sum(factor(A1(m,n)*normal_mode(m,n) + A2(m,n)*normal_model(m,n) +
Bi(m,n)*normal_mode2(m,n) + B2(m,n)*normal_mode3(m,n)),
m=1..p1),n=1..p2), r,theta,t,pl,p2);

protect(’u’);

vV V. V V V V

p2
w:=1_(r 0,t, pl, p2)—2 Z(

3(0, j(O’T”)T) (AL(0, n) cos(j(o’%) + sm(j(o’%)m(o, n)) + (i
J(m, j(m’Tn)r)(Al(m, n) COS(M) cos(m @) + A2(m, n) sin(j(m’%) cos(m @)

a a

+ Bl(m, n) COS(M) sin(m 0) + sin(m #) sin(M) B2(m, n))))

Os coeficientes Al(m, n), A2(m, n), Bl(m, n) e B2(m, n) sdo constantes que dependem de m e n. Quando as condigdes
iniciais sdo axialmente simétricas, u(r, ¢, ¢) nao depende de 0. Neste caso, temos que tomar m = 0, o que é equivalente
a tomar p/ = 0. A expressao para u se reduz a:

> value(u(r,theta,t,0,p2));

2 i: J(0, J(O’Tn)r) (A1(0, n) cos(M) 4 Sin(M

a a

) A2(0, n)))
Para condigGes iniciais genéricas:
uo(r, 8) = u(r, 4, 0)
vo(r, ) = (% u(r, 0,t)) em t =0

onde up(r, #) é a posico inicial e vg(r, #) a velocidade inicial da membrana, podemos determinar Al(m, n), A2(m, n),
Bl(m, n) e B2(m, n) por inversido da série dupla de Fourier cujos resultados sdo:

ul(r, 8)cos(m 6)r J(m,k(m,n)r)db dr
s a? J(m+1,k(m,n)a)?

Al(m, n) = f; f‘)”

foa f;"vo(ne)cos(mG)rJ(m,k(m,n)r)de dr
A2(m, n) = sw(m,n)a? J(m+1,K(m,n)a)?

onde s = 2 para m = 0 e s = | para os outros casos. Bl(m, n) e B2(m, n) sao:

. f: f; T u0(r, 8)sin(m 8) r J(m,k(m,n)r) dé dr

Bl(m, 77,) — a2 J(m+1,k(m, n)a)?
foa f;"vo(ne)sin(mG)TJ(m,k(m,n)r)dedr
B2(m, n) = w(m, n) a2 I(m+1,k(m, n)a)2
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4.3 Animacgao dos Modos Normais

Vamos construir o procedimento animate_mode para a membrana circular da mesma forma que foi construido para a
membrana retangular:

animate_mode := proc(m::nonnegint, n::posint)

local FRAM , Options;

globala, ¢, r, 6, t;
if not type([a, ], list("numeric’)) then

ERROR(‘The constants a and ¢ must be numerical.)

elif not assigned(j) then ERROR(‘ The procedure ZerosBesselJ must be loaded.)
elif not assigned(w) then ERROR(‘ The function omega must be defined.)
elif not assigned(normal_mode) then

ERROR(‘ The function normal_mode must be defined.)

fi;
if nargs = 1 then Options := "frames’ = 8, ’style = patch’; FRAM := 8
else
Oplions 1= argss nargs ;
if has({Options}, "frames’) then FRAM = subs({Options}, 'frames’)
else Options := Options, 'frames’ = 8; FRAM =8
fi;
if not has({Options}, *style’) then Options := Options, 'style = patch’fi
ﬁ.

plots 4pimatesal[rs 0, normal. mode(m, n)], r=0..a,6 =0 .. 2 x 7,
t=0. evalf(2x 7 x (FRAM — 1)/(w(m, n) x FRAM)), coords = cylindrical, Options)
end
Para fazer a animacao de um determinado modo normal, temos que dar valores numéricos para os parametros a e c.
Vamos supor que o raio é a=1 e a constante ¢c=1 em um certo sistema de unidades:
> a:=1; c:=1;

a:=1
c:=1
Primeiro, vamos analisar o movimento dos modos normais axialmente siméticos ( m = 0). Vamos fazer a animagao

do modo <0,1> com as seguintes opcdes!?:

> animate_mode(0,1,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

12Para frisar as caracteristicas do modo normal, estamos usando a op¢ao scaling=unconstrained.
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O primeiro modo axialmente simétrico nao possui linha nodal, como era de se esperar. O segundo modo deve ter uma

linha nodal:
> animate_mode(0,2,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

i

TNy

TN
)

77 NS
(07 NS
Ui (oraasath

f«"ﬁ#g--g%."»’}}’.

il
\

A linha nodal é um circulo cujo raio pode ser calculado da seguinte maneira. Observe que um corte vertical passando
pelo centro do grafico acima tem a seguinte forma:

> cut := eval( subs(t=0, normal_mode(0,2)) );
cut ;= J(0, 5.520078110 r)

> plot(cut, r=-a..a);

0.4+ \

A posicao inicial do modo <0,2> é a figura formada pela rotacao do grafico acima em torno do eixo vertical. E facil

, . . . . . (0.1 .
ver pelo grafico que, de maneira geral, a primeira linha nodal do modo <0,n> tem o raio r = %’—H)Z. No caso acima
)

obtemos r = .4356.
O primeiro modo normal nao axialmente simétrico é o modo <1,1>:
> animate_mode(1,1,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);
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Neste caso, a linha nodal ¢ uma reta passando pelo centro cujo angulo é # = Z. Os modos normaiscomm # 0el <n
sao de dificil visualizacao sem recursos de animacao. Vejamos o modo <1,2>:

> animate_mode(1,2,frames=2,style=hidden,color= black,scaling=unconstrained);

|

A2 A
A AN
i LN NS Y
W NSSEE: 4

\

De maneira geral, o modo < m, n> tem m retas nodais passando pelo centro separadas entre si pelo angulo ¢ = -
e n — 1 circulos de raios r, = ?géo’f)), onde p vai de 1 até n — 1. As linhas nodais sao mostradas pelo seguinte
procedimento:

nodal_lines := proc(m::posint, n::nonnegint)
localei, s, p;
globala, r;
if not assigned(j) then ERROR(‘ The procedure ZerosBesselJ must be loaded ) fi;
Cin 1= plots ,,1urpior(a, thickness = 2);
forpton — 1docip := plots o 14pi0e(a ¥ 3(0, p)/i(0, n)) od ;
forptomdo sl := plots, 1 pioel[r, 1/2 x (2 x p—1) x 7/m, r = —a .. a]) od;

plots gispray({s€a(sly, p = 1 .. m), seq(cip, p=1..n)}, aves = none,
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scaling = constrained, title = ‘Nodal lines of mode m = ‘m.  and n = ‘.n)

end
Por exemplo, 0 modo <2,3> tem as seguintes linhas nodais:
> nodal_lines(2,3);

Nodal lines of mbde m= 2 and n = 3

Observe que o circulo mais externo nao deve ser contado como uma linha nodal pois representa a borda da membrana.

4.4 Animacgao com Condigoes Iniciais

Unassign the reserved variables of this problem
a - radius of the membrane

¢ - the constant of wave equation

u0 - the initial displacement of the membrane
vO — the initial velocity of the membrane
AB_simp - simplifying function
unassign(’u0,v0,a,c,AB_simp’);

#
#
#
#
#
#

vV V.V V V V V

As constantes Al(m, n), A2(m, n), Bl(m, n) e B2(m, n) que aparecem na fun¢io u definida anteriormente podem
ser obtidas a partir dos seguintes procedimentos baseados nas expressoes tedricas previamente estabelecidas:
Al:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;
‘A1/Aluv‘(m,n,eval(u0),a,c,eval(AB_simp))

end:

‘A1/Aluv‘ := proc(m,n,u0,a,c,AB_simp)

local s,r,theta;

options remember;

if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;
AB_simp(INT(r*J(m,j(m,n)/a*r)*INT(u0(r,theta) *
cos(m*theta),theta=0..2%Pi),r=0..a)/(s*Pi*a”2 *J(m+1,j(m,n))"2));
end:

A2:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;
‘A2/A2uv‘(m,n,eval(v0),a,c,eval(AB_simp))

end:

‘A2/A2uv‘ := proc(m,n,v0,a,c,AB_simp)

local s,r,theta;

options remember;

if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;
AB_simp(INT(r*J(m,k(m,n)*r)*INT(vO(r,theta)*
cos(m*theta),theta=0..2%Pi),r=0..a)/

V VV VYV V VYV YV VYV VYV VVVYV VYV
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local r,theta;
options remember;
AB_simp(INT(r*J(m,k(m,n)*r)*INT(vO(r,theta)*
sin(m*theta),theta=0..2%Pi),r=0..a)/
(omega(m,n)*Pi*a"2x(J(m+1,k(m,n)*a))"2));
end:

> protect(’A1,A2,B1,B2’°):
Abaixo segue a definicio da funcio INT'3:

> INT:= proc() subs(’int’=’INT’,int(args)) end:

> (s*omega(m,n)*Pi*a”2*%(J(m+1,k(m,n)*a))"2));

> end:

> Bil:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;

> ‘B1/Bluv‘(m,n,eval(u0),a,c,eval(AB_simp))

> end:

> ‘B1/Bluv‘ := proc(m,n,u0,a,c,AB_simp) local r,theta;
> options remember;

> AB_simp(INT(r*J(m,j(m,n)/a*r)*INT(u0(r,theta) *

> sin(m*theta),theta=0..2%Pi),r=0..a)/(Pi*a"2*J (m+1,j(m,n))"2));
> end:

> B2:=proc(m,n) global u0,v0,a,c;

> ‘B2/B2uv‘(m,n,eval(v0),a,c,eval(AB_simp))

> end:

> ‘B2/B2uv‘ := proc(m,n,v0,a,c,AB_simp)

>

>

>

>

>

>

> ‘evalf/INT‘ := proc()

> local err;

> err:=traperror(readlib(‘evalf/int ‘) (args));

> if lasterror=‘function does not evaluate to numeric‘ then ’INT’ (args)
> elif err=lasterror then ERROR(lasterror)

> else subs(’int’=’INT’,err)

> fi

> end:

>  ‘print/INT‘ := proc() Int(args) end:

> protect(’INT’):
Vamos usar a seguinte fungao para simplificar os coeficientes:
> AB_simp := x -> simplify(x);
AB_simp := simplify

1¥Em vez de usar a fungio int usual para integracio, estamos usando a fungio INT que contorna um bug do procedimento ‘evalf/int".
Este procedimento lida com integragdo numérica e na presente versdo retorna uma mensagem de erro numa situagao onde nao deveria.
Mostramos a seguir dois exemplos onde este fato ocorre:

> simplify (0.1*int (f(r) ,r=1..2));

Error, (in evalf/int) function does not evaluate to numeric
> sum(0.1%'1"*int(f(r),r=1..2),'1'=1..2);

Error, (in evalf/int) function does not evaluate to numeric

Este bug ja foi reportado para os construtores do Maple que se protificaram em fixar em futuras versées. O procedimento INT e os
procedimentos associados usam a fungao traperror para contornar o erro e retornar a integral ndo avaliada quando nao for possivel
realizar a integragdo numérica. Para as integrais que aparecem nos exemplos analisados neste trabalho, o procedimento INT resolveu
satisfatoriamente o problema.
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O procedimento a seguir faz a animacdo do movimento da membrana descrita pela funcio u(r, 6, ¢, p1, p2). O
primeiro argumento do procedimento representa o numero de oscila¢oes dominantes, cuja frequéncia é a do modo mais
baixo ( n = 1). O segundo argumento é o nimero p! que representa a truncagem do somatério na varidvel m e o
terceiro argumento é o numero p2 que representa a truncagem do somatério na variavel n:

animate_ic := proc(ni::numeric, pl :nonnegint, p2::posint)
local FRAM , Options;
globala, ¢, r, 6, t;
if nargs < 3thenERROR(‘ This procedure has at least 3 arguments. The first one \
is the number of dominant oscilations. The second and the third are iruncation val\
ues of the double sum.’)
fi;
if not type([a, €], list(numeric)) then ERROR(‘ The constants a and ¢ must be numeric.)
elif not assigned(j) then ERROR(‘ The procedure ZerosBesselJ must be loaded. )
elif not assigned(w) then ERROR(‘ The function omega must be defined.‘)
elif not assigned(u) then ERROR(‘ The function normal_mode must be defined.)
fi;

if not type(8 x nt, ’posint’) thenERROR(‘ The first argument is a integer number r\

epresenting the number of oscillations of the membrane.‘)

fi;
if nargs = 3then FRAM = 8 x nt; Options := "frames’ = FRAM , ’style = paich’
else
Oplions 1= args, nargs ;
if has({Options}, 'frames’) then FRAM = subs({Options}, 'frames’)
else FRAM := 8 x nt; Options := frames’ = FRAM
fi
ﬁ.

if not has({Options}, *style’) then Options := Options, *style = patch’fi;
plots gnimaresallr, 0, value(u(r, 0, t, p1, p2))],r=0..a,0 =0 .. 2 x m,
t=0..evalf(2 x m x nt/w(0, 1)), coords = cylindrical, color = black, Options)
end
Vamos ver dois exemplos com condicOes iniciais axialmente simétricas. O primeiro com velocidade inicial nula e o
segundo com delocamento inicial nulo. Por motivo de simplificacao, vamos calcular os coeficientes A7, A2, Bl e B2
explicitamente antes de fazer a animacao, para as seguintes condicOes iniciais:

> 1u0 := (r,theta) -> 1;
> v0 := (r,theta) -> 0;
ul =1
vl :=0
Ou seja, a membrana estd repouso na posicao u = 1. Tomaremos o raio da membrana igual a 5:
> a :=5; ¢ 1= 1;
a:=5
c:=1

Os coeficientes A1(0, n) e A2(0, n) devem ser calculados separadamente de Al(m, n) e A2(m, n), pois estes ultimos
nao se reduzem aos primeiros quando m = 0. Assim:

> unprotect(’m’);
> assume(m,integer);
> protect(’m’);
> A1(0,n);
1
J(1,j(0, n))j(0, n)
> Al1(m,n);
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> A2(0,n);

0
> A2(m,n);

0
> Bi(m,n);

0
> B2(m,n);

0

Vamos fazer a animagao com duas oscilagdes dominantes e com p2 = 50. Uma vez que a condigao inicial é axialmente
simétrica, vamos tomar pl = 0:
> animate_ic(2,0,50,style=hidden,color=black);

Podemos ver pela animacao que a onda reflete na borda da membrana e se superpoe no centro, produzindo um
propagacao tipica de ondas, como deveria ser. A reflexao na borda inverte o deslocamento da onda ja que a extremidade
é fixa.
Vamos fazer a animacao do movimento da membrana no caso em que ela estd na posi¢ao horizontal e sofre um
impulso de cima para baixo na regiao central. As condigoes iniciais sao:
> 1u0 := (r,theta)-> 0;
> v0 := (r,theta)-> - piecewise(r<a/20,1,0);
ul =0
. . 1
v0 = (r, 0) — —piecewise(r < 0% 1, 0)

Vamos fazer a animagao com duas oscilagoes dominates, p/ =0 e p2 = 50:
> animate_ic(2,0,50,style=hidden,color=black);
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Vamos ver um exemplo onde as condic¢oes iniciais dependem de 6:

> u0 := (r,theta) -> piecewise(theta<Pi,1,0);

> v0 := (r,theta) -> 0;

ul := (r, §) — piecewise(f < 7, 1, 0)
vl :=0

Estas condic¢oes iniciais representam uma membrana que teve metade levantada de uma unidade, como podemos ver
pelo seguinte grafico da fun¢ao u0:

> plotslcylinderplot] ([r,theta,u0(r,theta)],r=0 ..a,theta=0..2*%Pi,style=hidden,

> color=black,scaling=constrained,orientation=[ -35,70]);

Plot: membtol9.eps

Vamos fazer a animacao com uma oscilacao dominate, pI = 10 e p2 = 10:
> animate_ic(1,10,10,frames=16,style=hidden,col or=black);
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4.5 Exercicios

1) Os modos normais ¢ o movimento com condi¢des iniciais axialmente simétricas podem ser compreendidos a partir
de gréaficos bidimensionais de um corte vertical que passe pelo centro da membrana.

a) Faca a animacao bidimensional dos modos normais axialmente simétricos.

b) Na animagio, sdo mostrados em sequéncia varios graficos de valores sucessivos da variavel ¢. Neste item, exiba
os graficos do item anterior simultaneamente escolhendo uma maneira de distingui-los, que pode ser por cor, por
tonalidade ou por diferente tipos de tracejados.

¢) Faca a animagao bidimensional do movimento da membrana decorrente de condi¢des iniciais que nao dependam
do angulo 6, depois repita o segundo item para esta nova situacgao.

2) a) Faca o grafico da variag¢do da altura do ponto central da membrana contra ¢ para diversas condi¢des iniciais
com simetria axial e sem esta simetria com velocidade inicial nula. A altura maxima de cada ciclo pode ultrapassar a
altura inicial? Por qué?

b) Repita o {tem anterior para os modos normais. Quais sdo as diferencas com relagdo ao caso anterior. A altura
maxima pode ultrapassar a altura inicial? Por qué?

¢) Faca o gréfico da variacdo do volume da regido sob a membrana contra t. Dé exemplos para diversos modos
normais e diversos movimentos com condi¢oes iniciais com velocidade inicial nula. O volume maximo de cada ciclo
pode ultrapassar o volume inicial? Por qué? Qual é a relacao do volume com a energia potencial da membrana?
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5 Membrana em forma de Anel Circular

5.1 Resolugao da Equagao de Onda

Uma membrana em forma de anel circular engastada ao longo de todo o seu contorno interno e externo deve ter o
deslocamento vertical u(r, 0, t) satisfazendo a equagéo de onda:

9 2 22 22
67‘“_1_(8 )+ 562 % _ ¢
) r or? r? c? ) )
Como o seu contorno permanece imovel, o deslocamento deve satisfazer as seguintes condicoes de contorno:
u(a, 6,t) =0
u(b, 6,t) =0

onde a denomina o raio interno e b o raio externo da membrana. Utilizando o método de separagao de variaveis
encontramos as mesmas solucdes para ©(f), R(r) e T(¢) da membrana circular, que sao:

> restart;

> Theta := theta -> Cl*cos(m*theta) + C2*sin(m*theta);

©:=0 — CI cos(m@) + C2sin(m@)
> alias(J=BesselJ,Y=BesselY):
> R :=r —> C3*J(m,kappa*r) + C4*Y(m,kappa*r);
Ri=r—=C3J(m, kr)+ C{Y(m, &r)
> T :=t -> exp(I*kappa*c#*t);
T:=t—ellret)

onde C1, C2, C3 e (4 sao constantes e m é um nimero inteiro nao negativo. Para a membrana circular, a funcao
Y(m, & r) foi descartada porque a solugéo tinha que ser analitica na origem. Para este caso, esta fun¢io nao deve ser
descartada pois r = 0 nao pertence ao dominio fisico da membrana. Ela inclusive é necessaria para se encontrar os
valores das constantes ('3 e '/ de modo que as solugoes satisfagam as condi¢oes de contorno. De fato, as condi¢oes
de contorno impoem que R(a) = 0 e R(b) = 0:

> eqs_C3C4 := {subs(r=a,R(r))=0,subs(r=b,R(r))=0};

eqs-C3CY :={C3J(m, ka)+ C{Y(m, ka) =0, C3J(m, kb)) + C{Y(m, xb) = 0}

O sistema de equacOes acima s6 possue uma solu¢ao nao trivial para C3 e (4 se o determinante do sistema for nulo:

> matrix_JY := linalg[genmatrix](eqs_C3C4, {C3,C4});

J(m, ka) Y(m, ka)
Jim, kb) Y(m, &b)

matriz_JY =

> eq_k := linalg[det] (matrix_JY)=0;
eq-k :=J(m, ka)Y(m, £b) —=Y(m, ka)J(m, kb) =0

Para que a equacao eq_k seja satizfeita, k deve ser a n-ésima raiz da seguinte fun¢ao que chamaremos de BesselJY ,():

> BessellY := (m,x) —> J(m,x*a)*Y(m,x*b)-Y(m,x*a)*J(m,x*b);

Bessel]Y := (m, z) — J(m, xa)Y(m, 2b) —=Y(m, za)J(m, zb)

As raizes da funcdo BesselJY p,(x) podem ser encontradas através do procedimento ZerosBesselJY desenvolvido no
apendice B, Assim, vamos definir k(m, n) como sendo ZerosBesselJY (m, n) e em seguida substituir & por k:

> alias(k=ZerosBesselJY):
E fécil ver que aescolha C3 = Y(m, ka)e Cf = —J(m, & a) satisfaz as equacdes eqgs_C3C4. Sem perda de generalidade,
podemos redefinir R(r) da seguinte forma:

> R := unapply( subs(C3=Y(m,kappa*a), C4=-J(m,kappa*a), kappa=k(m,n), R(r)), r );

R:=r—=Y(m, k(m, n)a)J(m, k(m, n)r)—J(m, k(m, n)a)Y(m, k(m, n)r)

Da mesma forma, vamos redefinir T(¢):

> T := unapply( subs(kappa=k(m,n), T(t)), t);

T = — e(Ik(m,n)ct)

Vamos limpar as variaveis que nao serao mais usadas e proteger as variaveis pertinentes:

> unassign(’eqs_C3C4,matrix_JY,eq_k,wave_eq’);

> protect(’R,Theta,T,r,theta,t,m,n’);

14 Este procedimento e o procedimento ZerosBesselJ devem ser carregados antes de continuar esta secio.
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5.2 Animacao dos Modos Normais

Vamos definir a frequéncia como sendo:
> omega := (m,n) -> k(m,n)*c;
> protect(’omega’):
w:=(m,n) —k(m, n)c
Semelhante a membrana circular; aqui existe também uma degenerescéncia de quarta ordem, de forma que podemos
definir quatro modos normais:
> normal_mode := unapply(subs(C1=1,C2=0,-R(r)*Theta(theta)*evalc(Re(T(t)))),m,n);

normal_mode := (m, n) — —
(Y(m, k(m, n)a)I(m, k(m, n)r) — J(m, k(m, n) a) Y(in, k(m, n)r)) cos(m @)
cos(k(m, n)ct)
> normal_model := unapply(subs(Ci1=1,C2=0,-R(r)*evalc(Im(T(t)))*Theta(theta)),m,n);

normal_model := (m, n) — —
(Y(m, k(m, n)a)I(m, k(m, n)r) — I(m, k(m, n) a) Y(m, k(m, n)r))sin(k(m, n)ct)cos(m#)
> normal_mode2 := unapply(subs(C1=0,C2=1,-R(r)*Theta(theta)*evalc(Re(T(t)))),m,n);

normal_mode2 := (m, n) — —
(Y(m, k(m, n)a)J(m, k(m, n)r) — J(m, k(m, n) a) Y(m, k(m, n)r))sin(m@) cos(k(m, n)ct)
> normal_mode3 := unapply(subs(C1=0,C2=1,-R(r)*Theta(theta)*evalc(Im(T(t)))),m,n);

normal_mode3 := (m, n) — —
(Y(m, k(m, n)a)I(m, k(m, n)r) —I(m, k(m, n) a) Y(m, k(m, n)r))sin(k(m, n)ct)sin(m#)
Vamos construir o procedimento animate_mode para a membrana em forma de anel da mesma forma que foi
construido para a membrana retangular e para a membrana circular:

animate_mode := proc(m::nonnegint, n::posint)

local FRAM , Options;

globala, b, ¢, r, 8, t;
if not type([a, b, ¢, list(numeric’)) then

ERROR(‘The constanis a, b and ¢ must be numeric.‘)

elif not assigned(k) then ERROR(‘ The procedure ZerosBessel]Y must be loaded. )
elif not assigned(w) then ERROR(‘ The function omega must be defined.)
elif not assigned(normal_mode) then

ERROR(‘ The function normal_mode must be defined.)

fi;
if nargs = 1 then Options := "frames’ = 8, ’style = patch’; FRAM := 8
else
Options 1= args; nargs >
if has({Options}, "frames’) then FRAM = subs({Options}, 'frames’)
else Options := Options, 'frames’ = 8; FRAM =8
fi;
if not has({Options}, *style’) then Options := Options, 'style = patch’fi
ﬁ.

plots gpimatesa([rs 0, normal. mode(m, n)], r=a .. b, 6 =0 .. 2 x 7,

t=0. evalf(2x 7 x (FRAM — 1)/(w(m, n) x FRAM)), coords = cylindrical, Options)
end
Vamos escolher valores numéricos para os parametros fisicos:
> a :=1; b :=4; ¢ := 1;

1
4

a
b
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c:=1
Os modos normais com m = 0 sao axialmente simétricos, pois a dependéncia em 6 desaparece. O modo normal mais
simples com simetria axial é°:
> animate_mode(0,1,style=hidden,color=black,sca ling=unconstrained);
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Vejamos agora um exemplo de um modo com m # 0:
> animate_mode(1,2,style=hidden,color=black,sca ling=unconstrained);

[]]
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Semelhante a membrana circular, o modo < m, n> tem m retas nodais separadas entre si pelo angulo § = >~ en —1
circulos. Os raios dos circulos nodais sdo determinados pelos zeros da equac¢do R(r) = 0 para m = 0 que sdo maiores
que a e menores que b. A fungéo zeros(n) encontra estes zeros para o modo <m,n>. O resultado é uma tabela:

zeros = proc(p::posint)
localz, A, B, RO, ¢,
globala, r, m, n;

if p = 1 then RETURN(table([])) fi;

15Como j4 comentamos anteriormente, na versio impressa estamos mostrando a animacio dos modos normais com apenas duas poses e
com a opgao scaling = unconstrained.
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if not assigned(R) then ERROR(‘the function R(r) must be defined.)fi;

A:=a;

B = evalf(z/k(0, p));

RO := eval(subs(m = 0, n = p, eval(R(r))));

foritop— 1doz :=fsolve(RO,r=A .. A+ B); A=z 0d;

eval(z)

end
Para determinar os intervalos do comando fsolve, usamos a propriedade, que podemos verificar facilmente, de que os
zeros de R(r) com m = 0 sdo entrelagados com os zeros de J(0, k(0, n)r). Assim, podemos usar m como tamanho
do intervalo.
As linhas nodais sao mostradas pelo seguinte procedimento:

nodal_lines := proc(m::nonnegint, n::posint)
localei, si, p, radius;
if not type(zeros, procedure’) then ERROR(‘the function zeros(n) must be defined*)fi;
if not type([a, b], list(Cnumeric’)) then ERROR(‘a and b must be numeric.*)fi;
a, thickness = 2);

Clg = plOtSpolarplot(

Cin i= plots,10rp10¢(b, thickness = 2);

radius := zeros(n);

forpton — 1do cip 1= plots,,,p4,p10¢(Tadius,) od;
sly == NULL;

forptomdo

sly 1= plots o 1arpioe([1, 1/2x 2 xp—1) x T/m, r =a .. b]);
sl_p 1= plots o rarpior([r; 1/2 X 2 x p—=1) x 7/m, r = =b .. —a])

od;
plots gisp1ay({s€a(slp, p= —m .. m), seq(cip, p=0 .. n)}, aves = none,
scaling = constrained, title = ‘Nodal lines of mode m = ‘m.  and n = ‘.n)
end

Por exemplo, o modo <2,3> tem as seguintes linha nodais:
> a:=1: b := 4:
> nodal_lines(2,3);

Nodal lines of mbde m= 2 and n

1
w

Observe que o circulo mais interno e o mais externo (em negrito) ndo contam como linha nodal, pois sdo a borda
interna e a externa da membrana.
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> unassign(’a,b,c’);

5.3 Animacao com Condig¢oes Iniciais

A solucao geral da equacao de onda é a superposicao de todos os modos normais com suas amplitudes ponderadas
de acordo com as condi¢oes iniciais. Tendo em vista que computacionalmente nao podemos fazer o somatorio até
infinito, sera necessario trunca-lo. E claro que quanto maior for o valor do truncamento maior sera a precisao, mas
em compensacao o tempo para gerar a animacao também ird aumentar. Vamos truncar o somatério em p! e p2 com
relagdo a m e n respectivamente. Vamos separar os termos A1(0, n) e A2(0, n) pois estes coeficientes seguem uma
regra diferente dos coeficientes correspondentes com m diferente de zero:

> u := unapply(Sum(factor(A1(0,n)*normal_mode(0,n) + A2(0,n)*normal_model(0O,n)) +

> Sum(factor(A1(m,n)*normal_mode(m,n) + A2(m,n)*normal_model(m,n) +
> Bi(m,n)*normal_mode2(m,n) + B2(m,n)*normal_mode3(m,n)), m=1..p1)
> =1..p2),r,theta,t,pl,p2);
> protect(’u’);
p2
w:=(r,0,t pl, p2)— Z(
n=1
(=Y(0, k(0, n) a) J(0, k(0, n) r) + J(0, k(0, n) a) Y(0, k(0, n)r))
pl
(A1(0, n)cos(k(0, n)ct) + A2(0, n)sin(k(0, n)et)) + (Z(—(
m=1

Al(m, n)cos(m@)cos(k(m, n)ct)+ A2(m, n)sin(k(m, n)ct)cos(m¥)
+ Bl(m, n)sin(m@) cos(k(m, n)ct) + B2(m, n)sin(k(m, n) ct)sin(m @)
(¥(m, K(m, n)a) 3(m, K(m, n) r) — 3(m, K(m, n)a) Y(m, K(m, n)r)))))
f)n.d.e os coeficientes Al(m, n) , A2(m, n) , Bl( , n) e B2(m, n) podem ser encontrados em funcdo das condi¢des

33

uo(r, 8) = u(r, 4, 0)
vo(r, ) = ( u(r, 0,t)) em t =0

onde ug(r, #) é a posicao inicial e vo(r, #) a velocidade inicial da membrana (em ¢ = 0). Por inversdo da série de
Fourier, encontramos que Al(m, n) ¢ A2(m, n) sao dados por:

/aer(r) /Ohuo(r, 0) cos(m 6) do dr
sw/aer(r)z dr
/abr R(r) /Ozﬂvo(?”’ 6) cos(m 6) df dr
smw(m, ”)/bTR(r)er

onde s =2 se m=0e s =1 caso contrario. Bl(m, n) e B2(m, n) sdo dados por:

_ /abr R(") /02 “uo(r, 0)sin(m ) do dr

b
7T/ rR(r)? dr

/abr R(r) /027700(r’ 0) sin(m 0) df dr

Al(m, n) = —

A2(m, n) = —

Bl(m, n) =

B2(m, n) = — .
T w(m, n)/ rR(r)2dr
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Os procedimentos abaixo calculam os coeficientes descritos pelas expressoes acima:

>

V VVV VYV VYV VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

>

A1l := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
‘A1/Aluv‘(m,n,eval(u0),a,b,c,eval(AB_simp))
end:

‘A1/Aluv‘ := proc(m,n,u0,a,b,c,AB_simp)
local R,s;

options remember;

if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;

R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);

AB_simp(-1/s/Pi*INT (r*R*INT(u0(r,theta)*

cos(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(x*R"2 ,r =a..b));

end:

A2 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
‘A2/A2uv‘(m,n,eval(v0),a,b,c,eval(AB_simp))
end:

‘A2/A2uv‘ := proc(m,n,u0,a,b,c,AB_simp)
local R,s;

options remember;

if m=0 then s:=2 else s:=1 fi;

R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);
AB_simp(-1/s/Pi/omega(m,n)*INT(r*R*INT(vO(r,t heta)*
cos(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(x*R"2 ,r =a..b));

end:

B1 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
‘B1/Biuv‘(m,n,eval(ul),a,b,c,eval(AB_simp))
end:

‘B1/Biuv‘ := proc(m,n,u0,a,b,c,AB_simp)
local R;

options remember;

R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);

AB_simp(-1/Pi*INT(r*R*INT(uO(r,theta)*

sin(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(x*R"2 ,r =a..b));

end:

B2 := proc(m,n) global u0,v0,a,b,c;
‘B2/B2uv‘(m,n,eval(v0),a,b,c,eval (AB_simp))
end:

‘B2/B2uv‘ := proc(m,n,v0,a,b,c,AB_simp)
local R;

options remember;

R:=Y(m,k(m,n)*a)*J(m,k(m,n)*r)-J(m,k(m,n)*a)* Y(m,k(m,n)*r);
AB_simp(-1/Pi/omega(m,n)*INT(r*R*INT(vO(r,the ta)*
sin(m*theta),theta=0..2*Pi),r=a..b)/INT(x*R"2 ,r =a..b));

end:
protect(’A1,A2,B1,B27):

36

O procedimento INT foi definido na se¢cao anterior. Nos exemplos desta secao, aparecem integrais no denominador.

Para que elas sejam simplificadas, vamos definir A B_simp como sendo:
AB_simp := x -> normal(simplify(x),expanded);

>

AB_simp := x — normal(simplify(x), expanded)
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O procedimento a seguir faz a anima¢ao da membrana:

animate_ic := proc(nt, pl::nonnegint, p2::posint)
local FRAM , Options;
globala, b, ¢, r, 8, t;
if nargs < 3thenERROR(‘ This procedure has at least 2 arguments. The first one \
is the number of oscilations. The second one is the truncation number of the doubl\
e sum.)
elif not type([a, b, c], list(numeric’)) then
ERROR(‘The constants a, b and ¢ must be numeric.’)
elif not assigned(k) then ERROR(‘ The procedure ZerosBessel]Y must be loaded.”)
elif not assigned(w) then ERROR(‘ The function omega must be defined.‘)
fi;

if not type(8 x nt, posint) thenERROR( The first argument is a integer number re\

presenting the number of oscillations of the membrane.)

fi;
if nargs = 3then FRAM = 8 x nt; Options := "frames’ = FRAM , ’style = paich’
else
Oplions 1= args, nargs ;
if has({Options}, 'frames’) then FRAM = subs({Options}, 'frames’)
else FRAM := 8 x nt; Options := frames’ = FRAM
fi
ﬁ.

if not has({Options}, *style’) then Options := Options, *style = patch’fi;
plots gnimaresal[r, 0, value(u(r, 0, t, p1, p2))],r=a ..b,6 =0 ..2x 7,
t=0..evalf(2 x m x nt/w(0, 1)), coords = cylindrical, Options)
end
Vamos usar as seguintes condi¢oes iniciais:
> 10 := (r,theta) -> exp(-100%(r-1.2)"2);
ul = (r, 6) — e(—lOO(r—1.2)2)
> v0 := (r,theta) —> 200*(r-1.2)*exp(-100%(r-1.2)"2);
w0 = (r, 6) — 200 (r — 1.2) (71000 =1.2)%)

Q=R
(]

1
4
1

O grafico da posicao inicial é:
> with(plots):
> cylinderplot([r,theta,u0(r,theta)],r=a..b,the ta=0..2%Pi,scaling=constrained);
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Estas condicoes iniciais correspondem a um pulso de onda que se propaga em direcao ao raio externo da membrana.
Vejamos a animagao:

> unprotect(’m’);

> assume(m,integer);

> protect(’m’);

> animate_ic(1,0,30,frames=9,style=hidden,color =black);

Podemos ver que o pulso é refletido na borda exterior com inversao da amplitude, e se propaga em direcao ao raio
interno onde é novamente é refletido.
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6 Conclusoes e Observacoes Finais

Algumas observacgoes de natureza fisica devem ser feitas. A equacao de onda que estamos analisando é valida para
pequenas oscilacoes. Alguns graficos e animagoes que apresentamos baseavam-se em expressoes que nao obedecem esta
restricao. Isto pode ser corrigido por uma constante multiplicativa suficientemente pequena. No entanto, tal cuidado
80 tera efeito se os graficos forem feitos com a opcao constrained.

A frequéncia de oscilacao apresentada na animagao nao corresponde necessariamente a frequecia fisica w. A
frequéncia da animacao pode ser alterada clicando-se no botao de acelerar ou de retardar. Para se obter a frequécia
fisica real, devemos fixar um sistemas de unidades, dar os valores pertinentes para as constantes fisicas, como as
dimensoes da membrana e a velocidade de onda ¢. A partir do valor da frequéncia w, temos que calibrar a animacao
ajustando a taxa de poses (frame rate) que é fornecida na janela de animaco para o valor correspondente a w.

Nas secoes de animacao dos modos normais, escolhemos arbitrariamente um dos modos normais para animar e
desconsideramos os modos normais degenerados. Porém eles podem ser facilmente compreendidos a partir do primeiro,
pois eles sao iguais a estes exceto por uma diferenca no instante do inicio da animacgao, se a degenerescéncia for na
varidvel ¢, ou por uma rotacdo de 7, se a degenerescéncia for na varidvel 6 (no caso da membranas circulares).

O Maple fornece um ambiente propicio para a analise do problema de oscilacao de membranas. As diferentes
ferramentas que ele possui podem ser usadas de maneira combinada para a obtencao dos resultados. Este trabalho
tem duas versdes: a impressa e a virtual'®. A versdo virtual consiste nas worksheets onde foram desenvolvidos todos
os calculos e animacoes. Nesta versao é possivel mudar parametros, executar novos exemplos e testar novas idéias.
As animacoes podem ser melhor visualisadas, principalmente seus aspectos dinamicos que sdao perdidos na versao
impressa.

Este trabalho serve como um exemplo de como construir uma worksheet para resolucao de um determinado prob-
lema. Foram tomadas uma série de precaucdes para evitar erros em manipulagoes futuras com a worksheet. Algumas
variaveis que sao usadas frequentemente foram protegidas com o comando protect. Os procedimentos tém varias men-
sagens de erro para orientar, caso um usuario faga algum uso indevido. Vale a pena tomar estas preucagoes pois alguns
erros sao de dificil detec¢ao. Eles podem desanimar um usuario que pode desistir de usar as ferramentas discutidas
aqui.

16 As worksheets podem ser obtidas através de ftp anémino no enderego anonymous@lcal.drp.chpf.br no diretério pub/membrana.
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APENDICE A - Procedimento para Calcular os Zeros da Funcao de
Bessel J,,(z)

O procedimento a seguir calcula os zeros da Fungdo de Bessel J,,(z). Ele foi obtido na MUG!” de uma corres-

podéncia enviada por Dr. K.O. Geddes (4/junho/96):

ZerosBessel] := proc(mazv, mazs)
localy, incr, v, h, s;
J = array(0 .. mazv, 1 .. mazs);
mer :=4.0;
for v from 0 to mazv do
h:=evalf(v + 1.9 x o(M/3) 4 1);
if v = O then j, 1 := fsolve(BesselJ (v, ), z, 2.0 .. 3.0)
else j, 1 := fsolve(Bessel] (v, ), z, 2.0 .. h)
fi;
for sfrom 2 to mazs do j, , := fsolve(Bessell (v, 2), , ju, s—1 .. ju,s—1 + incr) od
od;
RETURN (eval(j))
end
Vejamos uma exemplo:
> sget_time := time():
> ZerosBesselJ(2,3);

array(0 .. 2, 1..3, [
0, 1) = 2.404825558
0, 2) = 5.520078110
0, 3) = 8.653727913
1, 1) = 3.831705970
1, 2) = 7.015586670

)

)

)

)

1, 3) = 10.17346814
2, 1) = 5.135622302
2,2) = 8.417244140
2,3)=11.61984117

)

bl

bl

y
(
(
(
(
(
(
(
(
(
]

> time()-set_time;
5.442
Este procedimento ao ser chamado da forma ZerosBesselJ(m, n) retorna um array de dimensdo n (m + 1) com os n
primeiros zeros da fungdo de Bessel J,(#) para v indo de 0 até m. Como foi observado por Y. Muzychka na MUG
(6/junho/96), o procedimento é lento e o motivo é que ele calcula n (m 4 1) zeros. Se um usudrio deseja encontrar
apenas um unico zero de uma determinada ordem, havera um calculo desnecessario dos zeros da funcao de Bessel de
outras ordens. Com uma modificacao bastante simples, podemos fazer um outro procedimento que calcula apenas
os zeros da funcdao de Bessel de uma determinada ordem. Porém, nao podemos evitar de maneira simples o calculo
dos n — 1 primeiros zeros, pois como podemos observar pelo algoritmo do procedimento, o calculo do n-ésimo zero
necessita do calculo do zero anterior que por sua vez necessita do calculo do proximo zero anterior e assim por diante.

17 Maple User Group: Trata-se de um grupo de usuérios que tém seus E-mail cadastrados que trocam correspondéncias mediadas por
um membro da Waterloo Maple Software. O enderego para registro e envio de correspondéncia é maple-list@daisy.wwaterloo.ca.
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O procedimento modificado tem uma forma recursiva. Ele retorna apenas o n-ésimo zero de Jy,(x) e guarda os zeros

menores na Remember Table (apenas para verificagio):

ZerosBessel] := proc(m, n::{name, nonnegint })
localh, z;
optionremember;
if not (type(m, numeric) and type(n, nonnegint)) then ZerosBesselJ (m, n)’
elif n = O thenif m = 0then ERROR(‘0 — th zero of Bessel(0,) not defined*)else0fi
elif n = 1 then
if m = 0 thenfsolve(BesselJ (0, z), z, 2.0 .. 3.0)
elseh :=evalf(m + 1.9 x m173) 4 1); fsolve(BesselJ (m, z), #, 2.0 .. h)
fi
elsefsolve(Bessell(m, x), #, ZerosBesselJ (m, n — 1) .. ZerosBesselJ (m, n — 1) + 4.0)
fi
end
Vejamos um exemplo:
> alias(j=ZerosBessell):
> alias(J=Bessell):
> set_time := time():
> j(2,3); # terceiro zero de J2(x)
11.61984117
> time()-set_time;
.662
Os zeros anteriores tiveram que ser calculados e estao guardados na Remember Table do procedimento:
> op(4,eval(j));

table([
(2, 1) = 5.135622302
(2,3) =11.61984117
(2, 2) = 8.417244140

)

O algoritmo deste procedimento, por ser recursivo, torna o calculo da n-ésima raiz bastante demorado para grandes
valores de n. Pior ainda: o algoritmo falha para valores de m (ordem da fungao de Bessel) igual ou acima de 11, pois
a distancia entre o primeiro e o segundo zero é maior que 4. Como o incremento escolhido no algoritmo foi de 4, o

segundo zero ndo estd no intervalo [j(m, n — 1) .. j(m, n — 1) 4+ 4.0]. Nenhum valor fixo como incremento resolve o

problema, pois a distancia entre o primeiro e o segundo zero fica arbitrariamente grande quando a ordem da func¢ao

de Bessel cresce.

Neste apeéndice, nos propomos a corrigir estes dois problemas levantados. No que se segue, usaremos a variavel m

para descrever a ordem da fung¢ao de Bessel (que pode assumir qualquer nimero real ndo negativo) e n para o n-ésimo

zero. A recursividade do algoritmo pode ser removida para m < g Isto se deve aos seguintes fatos demostrados por

Schafheitlin[13]:

e Param < 1/2 o n-ésimo zero de J,(z) estd dentro do intervalo:

(42— D)7 (n+ 2= el

e Para 1/2 < m < 5/2 o n-ésimo zero de Jp, () estd dentro do intervalo:
(43 =5+ 2= H]

Para g < m, a recursividade pode ser eliminada em parte devido ao seguinte resultado[14]:
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e Para /2 < m, os zeros de Jp,(#) que excedem w estao dentro de intervalos do tipo:

(p+5+3)7 - (p+ 5+
onde p assume valores inteiros consecutivos.

Os zeros menores que a razao Em+1) 2m+3) podem ser calculados por um algoritmo recursivo. Os zeros maiores que
esta razao podem ser calculados usando-se o intervalo dado acima, porém o teorema de Schafheitlin nao diz qual é a
relagdo de p com n. Para se obter esta rela¢ao, serd necessario saber o niimero de zeros no intervalo [0 .. w]
Neste caso, eles terao que ser calculados recursivamente.

O préximo problema é descobrir o valor adequado para o incremento no processo recursivo de célculo. Para isto,
precisamos conhecer a féormula assintética dos quatros primeiros zeros da fungao de Bessel. A férmula assintotica do

primeiro zero é[15]:
m 4 1.8557571m(3) 4 1.033150 m(=3) + O(m(~1).

Para se obter um intervalo onde esteja o primeiro zero, basta os dois primeiro termos da expressao acima, ou seja,
precisamos da funcao m + ¢y m(3) onde ¢1 tem o valor 1.8557571. O valor de ¢; foi obtido da seguinte maneira[8]:
Sejam P(z, m) e Q(x, m) as seguintes funcdes:

> Digits:=5;

Digits :=5
> P := (x,m)->1/2/GAMMA (m+1/2)*Int(exp(-u)*u~(m-1/2)* evalc((1+I*u/2/x) (m-1/2)+
> (1-I*u/2/x)"(m-1/2)),u=0..infinity,Digits,_De xp);
1
P:=(x,m)— 3
(—u) yy(m=1/2) L Tu, 1y VIu mo1yayy o, -
Int(e u evale((1 + 3 —) +(1- 3 —) ), v =0 .. 00, Digits, Dexp)
x x
1
r -
e+
> Q := (x,m) -> 1/2/GAMMA(m+1/2)/I*Int(exp(-u)*u~(m-1/2)* evalc((1+I*u/2/x)"(m-1/2)-
> (1-I*u/2/x)"(m-1/2)),u=0..infinity,Digits,_De xp);

Q:=(x, m)— —%I

Int(e(_“) ulm=1/2) evale((1 + % I_u

/F(m—l— %)

A partir de P e @ pode-se definir a seguinte funcao:
> Psi0 := xi -> tan(xi-3*Pi/4)+Q(xi,1/3)/P(xi,1/3);

ym=12) _ g _ L1u

5 )(m_l/z)), u =0 .. 0o, Digits, _Dexp)
x x

w0 ::5—>tan(€—%ﬂ')+71

cujo grafico na regiao que contém os 4 primeiros zeros €é:
> plot(’PsiO(xi)’, xi=-1..13, ‘PsiO(xi)‘=-4..4);
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Psio(xi) 2t |

Pelo grafico podemos determinar os intervalos para achar os zeros com a funcao fsolve:
> map( rng -> fsolve(’PsiO(xi)’=0,xi=rng), [2..3, 5..6, 8..9, 11..12]);
[2.3834, 5.5102, 8.6474, 11.787]
3
O primeiro zero positivo de ¥y(€) estd relacionado com ¢; através da seguinte seguinte expressio % O valor
do primeiro zero é aproximadamente 2.38, de forma que ¢; = 1.85. O segundo, terceiro e quarto zeros da funcao de
Bessel também obedecem ao mesmo tipo de féormula assintética sendo que os coeficientes ¢s, ¢z e ¢4 sdo obtidos a
partir do segundo, terceiro e quarto zeros da funcao ¥y(¢), andlogo a forma pela qual foi obtido ¢;. Os valores do
zeros subsequentes de Wg(£) sdo aproximadamente 5.51, 8.65 ¢ 11.8. Os valores correspondentes de ¢ sdo ca = 3.24,
cs = 4.38 e ¢4 = 5.39, como podemos ver pelo calculo abaixo:
> map(z -> evalf((3*z)~(2/3)/2), ");
[1.8558, 3.2447, 4.3817, 5.3868]

> Digits := 10;

O intervalo que contém o primeiro zero da funcao de Bessel e o que contém o segundo zero podem ser obtidos a

partir das seguintes férmulas assintéticas respectivamente:
> hl :=m —-> evalf(m+1.85*m~(1/3));
h1 :=m — evalf(m + 1.85 ml/?’)
m -> evalf(m+3.24*m"~(1/3));
h2 = m — evalf(m + 3.24 ml/?’)
O proximo zero pode ser obtido da seguinte maneira: Tomamos como incremento a distancia entre o primeiro e o
segundo zero. O intervalo do comando fsolve para o calculo do terceiro zero pode ser:

> h2 :

ZerosBesselJ (m, 2) .. ZerosBessell (m, 2) + incremento.

Assim, temos que garantir que o terceiro zero esta dentro deste intervalo e que o quarto zero nao esta. Definindo hs

e hy da mesma forma que hy e hy com os valores de ¢z e ¢4, é facil verificar que hg(m) — ha(m) < incremento e que

incremento < hq(m) — ha(m), onde incremento = ha(m) — hi(m) como afirmamos anteriormente. Este argumento

pode ser repetido para os proximos zeros pois quando n — co o tncremento e a distancia entre os zeros tendem a 7.
Levando em conta estes dados, podemos escrever o procedimento ZerosBesselJ da seguinte forma:

ZerosBessel] := proc(m::algebraic, n::algebraic, fdig)
if 3 < nargs or nargs < 2then ERROR(‘wrong number of arguments‘)fi;
if n = 0o or n = —o0 or not type(n, realcons) then RETURN(’procname(m, n)’) fi;

if not type(n, nonnegint) then ERROR(‘2nd argument must be a positive integer<)fi;
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if m = 0o or m = —oo or not type(m, realcons) then RETURN(’procname(m, n)’)fi;

if evalf(m) < 0 then ERROR(‘negative order not implemented)fi;
if n = 0 then
if m = 0then ERROR(‘0 — th zero of Bessel(0,) not defined') else RETURN(0) fi
fi;
_EnvZerosBessel] := false’;
_Envfdig .= NULL;
if nargs = 3 then
if fdig = *fulldigits’ then _Envfdig := fulldigits’
else ERROR(‘3rd argument must be fulldigits®)
fi
fi;

evalf(’ZerosBessel]’(m, n))

end

evalf / ZerosBessel] := proc(mm, n)

localm, a, b, qmaz, q1, ¢2, 2, r, x;

m := evalf(mm);
if not type(m, 'numeric’) then RETURN(’ ZerosBesselJ’(m, n)) fi;
if n = 0o or n = —o0 or not type(n, realcons) then RETURN(’ ZerosBessel]’(m, n))fi;
if not type(n, nonnegint) then ERROR(‘2nd argument must be a positive integer<)fi;
if evalf(m — 1/2) < O then
a:=evalf((n+1/2 xm—1/4) x 7);
bi=evalf((n+1/4 x m—1/8) x 7);
fsolve(Bessell (m, @), z, a .. b, _Enuvfdig)
elif evalf(m — .5) = O thenevalf(n x )
elif evalf(m — 5/2) < 0 then
a:=evalf((n+1/4 xm—1/8) x 7);
bi=evalf((n+1/2 xm—1/4) x 7);
fsolve(Bessell (m, @), z, a .. b, _Enuvfdig)
elif n = 1 then
a := evalf(m + 1.85 x m(l/?’)) ;b:=a+1.; fsolve(Bessell (m, #), x, a .. b, _Enuvfdig)
elif n = 2then
a := evalf(m + 3.24 x m(l/?’)) ;b= a+2.2; fsolve(Bessell (m, z), x, a .. b, _Envfdig)
elif _FnvZerosBessel] then fsolve(Bessell(m, ), #, _Enva .. _Envh, _Envfdig)
else
gmaz = evalf((2x m+ 1) x (2 x m+3)/7);
ql = evalf(’ZerosBessel](m, 1));
q2 = evalf(’ZerosBessel](m, 2));
_EnvZerosBessel] := "true’;
forifrom 3 ton while ¢2 < ¢gmaz do
_Enva := q2; _Envb :=2 x ¢2 — ql ; ¢l := ¢q2; ¢2 = evalf(’ZerosBessel]'(m, 7))
od;
if i = n + 1then ¢2
else
ri:=round(¢2/m—1/2xm+1/2—14);
a:=evalf((n+r+1/2xm+1/2) x 7);
b:=evalf(a+ 1/4 x 7);
fsolve(Bessel (m, ), z, a .. b, _Envfdig)
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fi
end
Vejamos um exemplo:
> seq(j(12,n),n=1..3);
16.69824993, 20.78990636, 24.49488504
Podemos confirmar os resultados pelo grafico abaixo:
> plot(J(12,x),x=0..26);
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APENDICE B - Zeros da funcgao: JY,,(x) = Jy(ax) Y, (bx) — Jo(bx) Y, (a x)

Neste apéndice usaremos as convencoes do apéndice A. Considere a seguinte funcao:

> alias(J=BesselJ,Y=BesselY,JY=BesselJY):

> BessellY := (m,x) —> BesselJ(m,a*x)*BesselY(m,b*x)-BesselJ(m,b*x)*BesselY(m,a*x);

JY :=(m, ) = J(m, az)Y(m, bx)—J(m, bx)Y(m, ax)

Queremos construir um procedimento que ache os zeros da fun¢do JY(m, z). Para encontrar a n-ésima raiz através
do comando fsolve, temos que determinar um intervalo que contenha somente a esta raiz. Nenhuma outra raiz pode
estar neste intervalo. Vamos definir a fun¢ao

> tanJY := (m,x) -> Y(m,x)/J(m,x);
Y(m, z)
J(m, )
Esta fun¢ao é semelhante a funcdo tan(z). A func¢ao tan(z) tem descontinuidades nos pontos %7, onde n é um nimero
inteiro. A func¢ao tanJY(m, x) tem as singularidades nas raizes da fungao de Bessel Jp,(z). A funcdo JY(m, n) pode
ser escrita na forma:

tanJY = (m, ) —

IY(m, ) = J(m, az)J(m, bz) (tanJY(m, bz) — tanJY(m, az))
Assim, as raizes de JY (m, z) sdo dadas pelos valores z tais que tanJY(m, a ) = tanJY (m, bx). Vamos fazer o gréfico
de tanJY(m, a ) e tanJY(m, bz) simultaneamente para a = 1 e b = 4:
> a:=1; b:=4; m:=0;

a:=1

b.=4

m:=0
> gl := plot(tanJ¥(m,a*x),x=0..6,-8..8,color=red,linestyle=2):
> g2 := plot(tanJY(m,b*x),x=0..6,-8..8,color=blue,thickness=2):

> plots[display] ({g1,82});

i(m,n) J(m,n+1)]
b b

Podemos ver que os zeros de JY(m, x) estdo sempre em intervalos do tipo [ . Porém, se o intervalo

contém algum numero do tipo J(mT’p) onde p é um nimero inteiro, entdo nao ha nenhuma raiz de JY(m, #) neste

intervalo. No exemplo acima, o intervalo [2.15 .. 2.92] possui um nimero da forma Jl%l, cujo valor é aproximadamente
2.4 (primeira linha tracejada vertical). Este intervalo nao possui nenhuma raiz de JY (i, n). Este fato se repete para
todo valor de z. Baseado neste fato, podemos construir o seguinte procedimento:
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ZerosBessel]Y := proc(m::algebraic, n::algebraic)
globala, b, j;
if 3 < nargs or nargs < 2then ERROR(‘wrong number of arguments‘)fi;
if n = 0o or n = —o0 or not type(n, realcons) then RETURN(’procname(m, n)’) fi;

)
)

4

if not type(n, nonnegint) then ERROR(‘2nd argument must be a positive integer<)fi;
if m = 0o or m = —co or not type(m, realcons) then RETURN(’procname(im, n)’) fi
if evalf(m) < 0 then ERROR(‘negative order not implemented)fi;
if not assigned(j) then ERROR(‘ The function ZerosBessel] must be loaded) fi;
if not type([a, b], list(Cnumeric’)) then ERROR(‘a and b must be numeric.*)fi;
_Envfdigl .= NULL;
if nargs = 3 then

if args, = “fulldigits’ then _Envfdig] = fulldigits’

else ERROR(‘third argument must be fulldigits®)

fi
fi;

_EnvZerosBessel]Y = false’;

evalf(’ZerosBessel Y’ (m, n))
end

bl

evalf | ZerosBessel Y = proc(mm, n)

localm, M, N, i, x, q;

globala, b;
m := evalf(mm);
if n = 00 or n = —o0 or not type(n, realcons) then RETURN(’ ZerosBesselJY (m, n)) fi;
if not type(n, nonnegint) then ERROR(‘2nd argument must be a positive integer<)fi;
if m = 0o or m = —co or not type(m, realcons) then RETURN(’ZerosBesselJY’(m, n))fi;
if not type([a, b], list(Cnumeric’)) then ERROR(‘a and b must be numeric.*)fi;
if _EnvZerosBessel]Y then

RETURN(fsolve(BesselJY (m, ), #, -Envql .. _Envq?2, _Envfdigl))

fi;
N :=1;
M :=1;

foriwhile N < ndo
_Envql :=j(m, i)/b;
Envg2 :=j(m, i+ 1)/b;
¢ = j(m, M)/a;
if _Envgl —qg< 0and ¢ — _Envg2 < Othen M := M + 1
else _FnvZerosBessel]Y :=true’; evalf(’ZerosBessel]Y’(m, i)); N .= N+ 1
fi
od;
evalf(’ZerosBessel Y’ (m, n))
end
Vejamos um exemplo:
> a:=1; b:=4;

> R
Il
s =

> seq(ZerosBesselJY(1,1),i=1..5);
1.111876398, 2.134230377, 3.169739710, 4.210407336, 5.253487501
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> plot(JY(1,x),x=0..8);

0.8+
0. 64
0. 44

0. 27

48
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