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Prefacio

Essa apostila é uma compilacao das notas de aula dos cursos de Maple que foram
dados em 1994 no CBPF. Esses cursos tinham duas partes, que versavam sobre o uso
do Maple como calculadora e sobre programacao, respectivamente. Essa apostila cobre a
segunda parte desses cursos. Assim, estamos supondo que o leitor ja tenha familiaridade
com o Maple. Para aqueles que estao iniciando, recomendamos o livro Introduction to
Maple, citado nas Referéncias. Em particular, os capitulos 8 e 12 sao importantes para a
compreensao dessa apostila. Eles tratam de fungoes e estrutura de dados respectivamente.

Os assuntos tratados aqui cobrem uma grande parte da teoria de programacao do
Maple.

Cada capitulo tem uma grande quantidade de exercicios que servem para fixar e com-
plementar o que foi apresentado no texto. Varios exercicios tem sugestoes para ajudar os
leitores que estao tendo dificuldades na resolucao. As sugestoes sao bastante sucintas e
portanto estamos prevendo que s6 ajudarao quem estiver perto da solugao.

O uso do HELP ON LINE é quase que obrigatério para esclarecer o funcionamento
de comandos que nao foram suficientemente explicados no texto, para tirar dividas mais
detalhadas de algum comando ou para descobrir qual é o comando adequado para executar
uma certa tarefa, o que nao foi citado no texto.

O autor esta engajado num projeto de tornar essa apostila autosuficiente, e a previsao
para o lancamento da segunda versao é julho de 1995. L& esperamos apresentar um
trabalho mais ameno aos leitores.

As sugestoes dos leitores sao bem-vindas. Elas podem ser enviadas por correio eletronico
para o endereco portugal@lca.drp.cbpf.br.

Os pedidos de copia dessa apostila podem ser enviados ao CBPF para o endereco:

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas - CBPF
Area de Publicacoes

Rua Dr. Xavier Sigaud, 150

22290-180 - Rio de Janeiro, RJ — Brasil

ou para Socorro@cbpfsul.cat.cbpf.br

ou para o autor. Por favor, mandem o endereco completo para onde as copias deverao ser
enviadas.

10 de Margo de 1995
CBPF
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1 Programacao Funcional

1.1 Introducao

Existem diferentes estilos de programacgao no Maple. A programacao através de funcoes
é util para programas simples, que podem ser escritos com apenas um comando. As
fungoes sdo geradas através do comando unapply( ) ou através do operador seta. Nesse
capitulo, além desses comandos, vamos descrever os comandos map( ) e select( ) que
estao relacionados com programacao funcional, seja desenvolvimento do algoritmo do
programa, seja porque utilizam fungoes como argumentos. Veremos também como fazer
manipulagoes algébrica com fungoes, como adi¢ao, produto e composigao de fungoes. Uma
atencao especial deve ser dada a fungoes encaixadas, isto é, fungoes que aparecem dentro
de outras fungoes.

A programacgao funcional também é util quando queremos utilizar comandos que tem
fungdes como argumento, como é o caso dos comandos map( ), select( ), matriz( ) e
zip( ) entre outros. Se quisermos selecionar elementos de um conjunto ou partes de uma
expressao que seguem uma certa relagao funcional, podemos executar essa tarefa criando
uma fun¢do adequada para ser usada dentro do comando select( ). O poder desse comando
sera ampliado de acordo com a nossa capacidade de criar essas fungoes. O mesmo se aplica
na hora de gerar uma matriz onde os elementos seguem uma regra de formagao. A regra
de formacao sera dada pela funcao.

Vamos comegar com um comando importantissimo do Maple.

1.2 O Comando map
Suponha que temos a expressao
(2> =2z2+1)*+(@*+22+1)
e queremos coloca-la na forma
(z—1)*+ (z+1)*.

Uma vez que essa expressao tem dois operandos (z? — 2z + 1) e (2% + 22 + 1)?, po-
demos como primeira tentativa isolar cada um deles com o comando op( ) e fatora-los
separadamente:

>exprl = ("2 —=2x2x4+1)2+ (2"24+2x2x+1)"2;
exprl = (2* =22+ 1>+ (2 + 2 2 + 1)°
> factor(op(1,exprl)) + factor(op(2,exprl)) ;
(x =)'+ (@ + 1)

Essa maneira de partir uma expressao em geral é trabalhosa e pode induzir a erros. A
maneira mais simples é usar o comando map (mapping), da seguinte forma:

> map( factor, exprl) ;
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(x =)'+ (@ + 1)

O comando map( fator, expr) aplica a fun¢ao factor( ) sobre cada operando da expressao.
Vamos supor agora que temos uma lista de fungoes na variavel x e queremos construir
a lista das derivadas de cada funcao em relagao a x:

> L:=[sin(x), a*xexp(—2®), GAMMA(z), f(x)*g(z), a, ] ;

. 2
L :=[sin(z), a e*, I'(x), g(z) f(z), a, z]
Como primeira tentativa podemos diferenciar cada fungao, por exemplo, através de um

loop:

> for i to nops (L) do
> diff(L[i],x)

> od ;
cos(x)
2az B
V(z) I'(x)

(1) ola) + 1) (o g2)
0
1

Observe que o resultado desse comando nao estd na forma de uma lista das derivadas.
Para tal, temos que fazer da seguinte forma:

>diffL: = [ #iniciacao da variavel diffL

diff L .= []

> forito nops (L) do

> diffL == [op(diffL), diff(L[i],z)]
> od:

> diffL

cosa). <20~ W00, (1)) ) + 110) (5 () 0.1

A maneira mais simples de se obter o mesmo resultado é usar o comando map( ), porém
aqui temos uma novidade

> map(diff, L);
Error, wrong number (or type) of parameters in function diff

O Maple reclama dos parametros dados para a fungao diff( ). Eles podem ter o tipo
errado ou numero errado. Aqui o nimero de parametros estd errado pois a funcao
diff( ) precisa pelo menos dois parametros. Falta a varidvel de diferenciagao. Essa varidvel
é repassada como terceiro argumento do comando map( ), da seguinte forma:
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> map(diff, L, x);

coste) ~2aze W), (2-10)) o(a) + 160) 5 at0)) 0.1

Esse ultimo comando é equivalente a:

A sintaxe do comando map( ) é:
map( funcao , expressao , argumentos extras da funcao )

O comando map( ) faz com que a fungao seja aplicada sobre cada operando da expressao
e o resultado é uma expressao do mesmo tipo. Ou seja, se a expressao for uma lista,
o resultado serda uma lista, se a expressao for do tipo algébrico, o resultado serda uma
expressao algébrica. Caso a fungao tenha mais de um argumento, eles sao especificados
depois da expressao.

Qual é a saida do comando map(f,a/b)?. Para prever qual é o resultado do comando
map( ) sobre uma expressdo, é necessario saber quais sdo os operandos desta expressao.
Para isso usa-se o comando op (operands). Por exemplo, quais sdo os operandos das
expressao a/b?

> op(a/b);
a,1/b
> whattype(expr) ;

*
Isso explica porque map(f,a/b) nao retorna f(a)/f(b), j& que os operandos nao sao a e
b mas sim a e 1/b. O comando whattype( ) fornece o operador de superficie que no caso
da expressao a/b é ¢ x ‘.

1.3 Unapply

Queremos definir uma fungao matematica, como por exemplo:

flay)=2"—ay”.

Existem vdarias maneiras de construir novas funcoes no Maple!. Vamos comecar usando
o comando unapply( ):

> f = unapply(z"2 — y"2,2,y) ;

fo=(z,y)=> 2" —ay’

O resultado quer dizer que x,y sdo as varidveis, f é o nome da funcdo e 22 — a 3? é a
expressao da funcao uma vez dado = e y. Assim:

TA lista das funcdes matematicas ja conhecidas pelo Maple é obtida com o comando ?inifcns.
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> f(u,v) ;

Na expressao de uma fungao, as variaveis tem um papel diferente dos outros termos. Elas
podem ser substituidas por qualquer valor niimerico ou algébrico de forma simples:

> f(valorl,valor2) ;

valor1? — a valor2?

Por sua vez, o termo a que aparece na expressao de f s pode ter seu valor modificado
com o comando

> subs(a = novo_valor, f(z,y)) ;

z? — novo_valor y*

ou através de uma atribuicao:

= novo_valor :

a
flz,y);

x? — novo_valor y*

A sintaxe do comando unapply( ) é
unapply(expressao, sequéncia de varidveis)
e o resultado é
(sequéncia de varidveis avaliada) —> expressao avaliada
Veja outro exemplo:

> b:=Pi:
> unapply(sin(n *b),n) ;

n — sin(n Pi)

Nesse caso temos uma funcao anonima, pois nenhum nome foi dado a ela. As fungoes
anonimas sao muito uteis, como veremos adiante. Observe que b foi substituido por Pi,
pois a expressao sin(n x b) é avaliada antes de se criar a fungao.

O principal uso do comando unapply( ) é transformar uma expressao previamente
calculada em uma funcao: Vamos supor que apds uma série de comandos no Maple
obtemos uma expressao como resultado que contém as varidveis x e y. Queremos agora
transformar essa expressao em uma funcao nas variaveis x e y sem digita-la novamente.
Podemos atribuir a expressao a varidvel expr e entao usar o comando unapply( ) da
seguinte forma
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expr = erpressao;
nome da fun¢ao := unapply(expr,z,y)
O resultado sera

nome da fun¢ao := (x,y) = valor da expressao

Podemos também usar as aspas duplas da forma nome da func¢do :=unapply(”,x,y). As
aspas duplas fornecem o tltimo resultado calculado. Neste caso nao é necessario atribuir
a expressao a uma variavel.

Em alguns casos temos que tomar cuidado com a avaliacao da expressao. Vamos supor
que queremos definir a funcao soma que tem uma lista de niimeros como argumento e
que retorna a soma do primeiro elemento com o ultimo. Por exemplo:

> soma([10,8, —3]) ;

Se definirmos essa funcao da forma

> soma := unapply(lista[l] + lista[nops(lista)], lista) :
nao obteremos o resultado correto, de fato:

> soma([10,8,—-3]) ;

20

Se verificarmos o corpo da funcao

> print(soma) ;

lista = 2 lista[l]

podemos ver que a expressao lista[l] + lista[nops(lista)] foi avaliada em 2 lista[l] pois
nops(lista) é 1. Se lista tivesse um certo valor previamente atribuido a ela, o resultado
poderia ser mais diferente ainda do que queriamos. Para obter a fungao correta, temos
que inibir a avaliagao da expressao:

> soma := unapply('lista[l] + lista[nops(lista)|’, 'lista’) ;
soma = lista —> lista[l] + lista[nops(lista)]

Nesse tultimo exemplo é mais conveniente usar o operator —> para definir essa funcao,
€COmMo veremos na secao seguinte.

Um erro comum ¢ tentar definir uma fungao, por exemplo g(z,y) = ax? + bx + ¢, da
seguinte forma

> g(x) = axx"2+bxr+2;
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g(x) == az?+bx+c

Observe que ¢(0) e g(t) ndo retornam o valor esperado:

> 9(0),9(1), g(x)

9(0), g(t), a2z’ +bx+c
Quando se faz uma atribuicao dessa forma, o termo ‘z’ nao é uma variavel da funcao.
Vamos ver melhor o que estd acontecendo. Para saber quem é g, use o comando op (ou
eval, ou print):
> op(9) ;
proc( ) options remember; 'procname(args)  end

Devido a atribuigao g(x) :=a* 22+ b x + 2, g passou a ser um procedimento que tem
como saida o resultado do comando procname(args). Procname se refere ao nome do
procedimento que aqui é g, e args se refere aos argumentos de g. Por isso o comando
g(0) retorna g(0). Ou seja esse procedimento nao faz nada a menos de um detalhe. A
opcao remember table faz com que g passe a ter uma remember table associada. A
remember table é o quarto operando de um procedimento. Assim:

> op (4,0p(9)) ;
table([
r=ar’+br+c
t=g(t)
0 =g(0)
)]

A atribuigao g(z) := axx"2+b*z + ¢ fez com que a expressao ax? + bx + ¢ fosse colocada
na remember table de g. Quando se pede o valor de g(z), a remember table é consultada
antes de qualquer verificacao de quem seja a funcao. Cada nova atribuicao tera seu valor
acrescentado na remember table assim como cada nova chamada de g.

1.4 O Operador Seta

Podemos criar fungoes matematica com o operador seta, da seguinte forma
> g:=(x,y)—= sin(x +y) ;

g = (z,y)—> sin(z +y)

Como antes, podemos fazer:

> g(Pi/2, Pi/2) ;
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> g(a, Pi/2);
cos(a)
A sintaxe do operador —> é:
(sequéncia de varidveis) —> local sequéncia de strings; expressao

O comando local sequéncia de strings raramente é necessario no uso do operador seta.
Vamos dar um exemplo onde é necessario este comando. Suponha que queremos criar a
fungao somatorio(n) que calcula:

5 .
nl
i=0
Essa fungao pode ser definida como
> f :=n—=>sum(n’i,i =0..5) ;
5 .
f=n— Z n'
i=0
Por exemplo:
> somatorio(10);
111111

Suponha agora que devido a algum calculo anterior a variavel ¢ sofreu atribuicao de um
nimero. Veja o que ocorre:

> somatorio(10);
Error, (in sum) summation variable previously assigned, second argument
evaluates to, 1 = 0..5

Uma vez que o comando sum( ) avalia seus argumentos, a varidvel i, que é o indice da
soma, foi substituido por 1, por isso a temos a mensagem de erro acima.
Uma possivel maneira de resolver esse problema é:

> somatorio = x—> local i; sum(x"i,i = 0..5) ;
5 .
somatorio = x—> local i; Z n'

=0

O comando local ¢ faz com que a variavel i seja local da funcao somatdrio e nesse caso
ele nao tem nenhuma relagao com a variavel global i de mesmo nome.

Note que a expressao colocada apds a seta nao é avaliada, diferente do comando
unapply( ). Segue um exemplo que nao funciona como esperariamos:
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> formula =22 —y"2;
formula = x* — y?
> h:=(z,y) = formula;

h:=(z,y) = formula

Podemos ver que formula nao foi avaliada de forma que nao criamos a func¢ao h(x,y) =
22 — y%. O que fizemos funciona em parte:

> h(z,y) ;

Porém
> h(a,b) ;
2% —

Se modificarmos o valor de formula, passaremos a ter um novo resultado com a fungao
h.

Este dltimo exemplo é um caso tipico onde devemos usar o comando unapply( ) no
lugar do operador seta. Toda vez que em que for necessario a avaliagao da expressao ou
das varidveis devemos usar o comando unapply( ). Caso contrario, se vamos usar algum

comando dentro da funcao no qual temos que inibir a sua atuacao, é mais indicado usar
o operador —> pois nesse 1ltimo nem a expressao nem as variaveis sao avaliadas.

1.5 Select

Vamos supor que temos um conjunto de nimeros naturais e queremos selecionar os
numeros primos desse conjunto. Por exemplo:

> S1:=1{3,5,6,7,8,11,15};
S1:=1{3,5,6,7,8,11,15}
> select(isprime, S1);
{3,5,7,11}

A funcio isprime(n) retorna true se n for primo e false caso contrario. O comando
select( ) aplicou, nesse caso, a fungao isprime( ) a cada elemento do conjunto S1 e reteve
os numeros que retornam true, descartando os nimeros que retornam false. A saida tem
a mesma forma da expressao de entrada. Aqui a entrada é um conjunto, consequentemente
a saida também é.

A funcdo isprime( ) é um exemplo de uma fun¢do booleana. As fungées booleanas
sao fungoes que podem ter os mais diversos tipos de entrada porém a saida sempre é true
ou false.

Vamos definir a fun¢ao booleana F(n) que retorna true se a varidvel n for maior que
30 e false caso contrario:
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>F = n— if n> 30 then true else false fi;
F = n — if n>30then true else false fi
> F(31);
true
> F(29);
false

Outra forma é equivalente de definir essa fungao é através de comando evalb( ), que
significa evaluate boolean expression

>G = = evalb(x > 30);
G = x — evalb(x > 30)

Assim, se temos um conjunto de niimeros por exemplo:

> 52 := {n!$n = 1..10};

{1,2,6,24,120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800 }

Para selecionar os niimeros maiores que 30:

> select(G, S2);

{120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628300}

A sintaxe do comando select( ) é
select( func¢ao booleana, expressdao, argumentos extras da fun¢ao booleana )

No caso da funcao booleana ter mais de uma variavel, as varidveis extras sao repassadas
depois da expressao, similar ao comando map( ). O comando select( ), tal como o map( ),
retorna uma expressao do mesmo tipo da expressao de entrada.

Como 1ultimo exemplo, suponha que temos uma expressao algébrica do tipo ‘+‘ que
envolve nimeros ou raizes de nimeros, por exemplo:

> expr = sqrt(2) + sqrt(3) + 5+ sqrt(7) + 117 (1/3);
erpr = 212 4 312 4 54 712 4 1113
Queremos selecionar as raizes quadradas de forma que a saida continue sendo do tipo ‘+*:
> select(type, expr, sqrt);

21/2 +31/2 4 71/2
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1.6 Funcoes Encaixadas

Quando se tém funcoes dentro de funcgoes, atencao especial deve ser dada as variaveis
comuns as funcoes de diferentes niveis.

Vamos construir a funcao maior para exemplificar esse fato. FEla seleciona os niimeros
de um conjunto que sao maiores que um dado nimero. Por exemplo:

> maior(3,{—-2,7,8,0,5,2});
{5, 7,8}

A primeira tentativa poderia ser:
> maior = (n,S) = select (x—=> x >mn,S):
Essa fungao nao passa no teste:

> maior(3,{-2,7,8,0,5,2});
Error, (in unknown) cannot evaluate boolean

Por que maior nao funciona?

Aqui temos um exemplo de uma fungao dentro de outra. Devemos nos perguntar se
a variavel ‘n’ que aparece na funcao interna x —> x > n é o mesmo ‘n’ argumento da
funcao maior. A resposta é nao. O argumento n é um parametro local do procedimento
mator e nao tem nenhuma relacao nem com as variaveis locais n de outros procedimentos,
nem com a variavel global n. Aqui a varidvel n da fungao interna x — x > n se refere a
variavel global n , de fato isso explica o seguinte resultado

> ni=3:
> maior(100,{-2,7,8,0,5,2});

{7,8,5}

Agora podemos entender a mensagem de erro do comando anterior. L& a variavel global n
nao tinha nenhuma atribuicao numérica. A funcao interna x — = > n tentava comparar
numeros com o String n, por isso a mensagem “cannot evaluate boolean*. A mensagem
“(in. unknown)“ se refere ao procedimento onde foi detectado o erro. Uma vez que
x —> x > n é um procedimento anénimo, na mensagem aparece unknown, caso contrario
apareceria o nome do procedimento.

Existem varias formas de corrigir o procedimento mator. A primeira forma é

> maior = (n,S)—> select ((x,n)—> x > n,S,n);

maior = (n,S)— select ((x,n)—=> x> n,S n)

Aqui, n é um argumento da func¢do (xz,n)—> = > n e ele é repassado através do terceiro
argumento do comando select( ). A segunda forma é usar o comando unapply( ) no lugar
do operador seta mais interno, pois o unapply( ) avalia seus argumentos antes de criar a
funcao. Assim:

> maior = (n,S)—> select (unapply (n < x,x),S);



~13 - CBPF-MO-001/95

maior = (n,S)—> select (unapply (n < z,x),S)

Quando damos o comando maior(3,{0,5,7,—2}), o comando unapply(n < x,z) cria a
fungao x — (3 < x) com n avaliado, s6 entdao que essa funcao é aplicada em S.

Existe uma terceira forma de corrigir a fungdo maior usando o comando subs( ), de
forma a introduzir o argumento n dentro da funcao mais interna.

1.7 Composicao de Fungoes (Q e @QQ)

Podemos somar, multiplicar e compor duas ou mais func¢oes. Por exemplo, se temos uma
equacao e queremos subtrair o lado direito do lado esquerdo podemos usar a soma das
funcoes [hs e rhs:

> equacao = 2xyxxr+x—1=2%xx—>5;
equacao = 2yxrx+xr—1=2x-5
> (lhs —rhs)(");
2yx—z+4
Observe que os seguintes comandos falam por si s6:

> (f1x f2)(z,y);

Sz, y) f2(z,y)
> (91@g2)(z);

91(g2(x))

> (¢g3Qg3 — g3QQ2)(x);

> ((z—= a"2)@Q5)(x);
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1.8 Exercicios

1) Tente prever o resultado de cada um dos seguintes comandos e verifique o resultado
com o do Maple:

{ab, e}, ) ;

ap(f
p(g, axbxc,d) ;
map(cos, lmalg[matmx](Q 2,0, Pi, Pi/2,0])) ;
map(a,b/c,d,e) ;
map(unapply(z°2 —y"2,2,y),[1,2,3],3) ;
map(ln, a * (b+ ¢)) ;
map(f, [[al, [b]]) ;
p(abs a’2—-">b"2);
p(sqrt a—4);

ap(z—> 2°2,{$1..5}) ;

VVVVVYVYVVYVYV

2) a) Usando a fungao rand( ), construa uma lista de 100 niimeros randémicos menores
que 100.

b) Elimine as repetigoes.

¢) Selecione os niimeros maiores que 10 menores que 80.

d) Selecione da lista de ¢) os nimeros que sao ou divisiveis por 3 ou por 5.

3) Como se seleciona os niimeros maiores que 3 de um conjunto que admite niimeros reais,

por exemplo:
1, Pi, E, 5/3, 10 x gamma
{

4) Explique porque os seguintes comandos nao funcionam como esperado

> fi= x,y = cos(x+y):

> f(0,0);
z(0,0), cos(z)
Essa atribuicao a f é sintaticamente correta ou nao?
5) a) Resolva a equacdo recursiva de Fibonacci f(n) = f(n — 1) + f(n — 2),
f(0) =0, f(1) =

b) A partir da solugao defina uma fungao de nome Fibonacci que retorna os nimeros de
Fibonacci na forma ja simplificada. Por exemplo:

> Fibonacci(20);

6765 # ja simpli ficado

6) Faga uma fungao de nome reverso que retorna a lista inversa de uma dada lista. Por
exemplo:

> reverso ([a,b,c,d]);
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[d,c,b,al

7) Defina uma fun¢do de nome elementos que retorna o ntimero de ocorréncias de um
elemento em uma lista. Por exemplo:

> elementos(b, [1,b,a,b,2,b));

> elementos(5, [1,2,a,3,b]);

8) A partir da fungao elementos (ex. 7) crie uma fungao booleana de nome Member que
verifica se um elemento pertence a uma lista ou nao. Por exemplo:

> Member(a, [a,b,c]);
true
> Member(a, [1,2,3]);

false

9) A partir da funcao elementos, faca a funcao split que separa os elementos repetidos
dos elementos nao repetidos de uma lista. Por exemplo:

> split([i, k, j, 1, j,0]);
[{i, 5} {k, (}]

10) Faca uma fungao de nome remove tal que remove(z, L) elimina a primeira ocorréncia
de x na lista L. Caso x nao pertenca a L, a funcao deve retornar FAIL. Por exemplo:

> remove(b, [a,b,a,b,c,cl);
la,a,b,c,c]
> remove(2, [a, b, c);
FAIL
(Monagan).

11) Defina a funcao sem_repeticao tal que dado um conjunto de listas, essa fungao sele-
ciona as listas que nao tem elementos repetidos. Por exemplo:

> sem_repeticio({[a, b,c], [a,a], [1,2,3,4], [1,2,2]});
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{[a,b,c],[1,2,3,4]}

12) A funcdo soma_ coeff tem uma expressao algébrica e uma variavel como argumentos.
Ela retorna a soma do coeficiente de maior grau na variavel com o coeficiente de grau zero
na variavel. Por exemplo:

> soma_coef f((a+b*x) 3 +4,x);
a’ + b+ 4

Defina essa funcao de forma que a expansao da expressao algébrica seja feita apenas uma
vez.

Nos préximos exercicios 13), 14) e 15), faga duas versdes de cada fungdo. A primeira
usando o comando unapply( ) e a segunda usando o operador seta.

13) SL é uma funcdo que tem 2 argumentos que podem ser listas ou conjuntos de niimeros.
Ela retorna a soma de todos os elementos dos argumentos. Por exemplo:

2—Pi
14) Suponha que temos a matriz

T4y sin(x*xy)

A= 2?2y ar+by

ja definida previamente. Usando a matriz A defina a fungao A_ fun(z,y) tal que, por
exemplo:

> A_ fun(0,2);
2 0
0 20

> D[1](A- fun)(0,2);

Por exemplo:
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> wv:= linalg[vector]([1/a, 1]):
> T(v,v);

a?+2 a?>+2

’

# ja simpli ficado

a’d a?

16) Faga uma fungao que encontra a norma euclideana de um polinéomio de uma variavel

n n
com coeficientes numéricos. A norma euclideana de P(z) = Y a;z’ é dada por Za?.

i=0 =0
Por exemplo:

> NormaFEuclideana(2 « z"2+ 3 xx + 1);

141/2
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2 Programacao através de Procedimentos

2.1 Forma Geral dos Procedimentos

Vimos que podemos construir fun¢oes matematicas tanto com o comando unapply( )
quanto com o operador seta. Uma terceira forma possivel é usar o comando proc( ), que
serve para construir procedimentos (subrotinas).

Por exemplo, a fungao f(x,y) = 2% — y* é construida da seguinte forma:

> fr:=proc(z,y)x"2 -1y 2 end,
f = proc(z,y) x°2 —y 2 end

Esse é um exemplo de um procedimento com apenas um comando. A forma geral dos
procedimentos é:

proc(sequéncia de argumentos)
local sequéncia de nomes ;
global sequéncia de nomes ;?
options opgoes ;

comando 1 ;

comando 2 ;

comando N
end,

O comando local declara as varidveis locais do procedimento. Essas varidveis nao tem
nenhuma relagao com as variaveis do mesmo nome usadas fora do procedimento ou dentro
de qualquer outro procedimento.

O comando global declara as variaveis globais. Esse comando s6 esta presente na
versao 5.3 do maple. Nas versoes anteriores, todas as varidveis que nao sao declaradas
locais, sao consideradas globais.

Vamos ver um exemplo do comando options. Note que o procedimento f definido
acima nao é mostrado como um operador —>, apesar de ser uma funcao matemadtica.
Veja agora essa nova construcao.

> f1 = proc(z,y)

> options operator, arrow;
> 2 —y"2

> end,

f1 = (z,y) —>2*—y°

Podemos ver que as fungoes construidas com o comando unapply( ) ou com o operador
seta sao, na verdade, procedimentos que tem as opgoes operator e arrow.

No caso de fungoes temos apenas um comando. Nos procedimentos podemos ter tantos
comandos quando queiramos. Qual é entao o valor que o procedimento retorna? Em geral,

2Na versdo 5.2 e anteriores, nio existe o comando global.
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o valor retornado é o valor do dltimo comando. Existem outras formas de retornar um
valor, por exemplo, através do comando RETURN, que pode estar em qualquer ponto da
rotina.

Vamos ver agora um exemplo de um procedimento mais elaborado.

2.2 O Maior Divisor Comum

Se temos dois niimeros inteiros a e b, como encontrar o maior nimero que divide a e b?
Em 500 A.C., Euclides ja tinha desenvolvido um algoritmo para resolver esse problema.
O método consiste em dividir inicialmente o niimero maior pelo menor. Se ha resto,
dividimos o menor pelo resto. Continuamos a dividir o resto anterior pelo novo resto
até que o ultimo resto seja zero. O MDC' é o pentltimo resto. Esse método pode ser
visualizado no seguinte exemplo com os nimeros 22 e 16 na figura abaixo.

22 ' 16

peniltimo resto 2 \

Queremos agora construir um procedimento que acha o MDC entre dois inteiros. Va-
mos precisar da fungao irem (integer remaider) do Maple que encontra o resto da divisao
de dois nimeros inteiros. Faremos um loop para ir dividindo os sucessivos restos. Porém,
primeiro temos que iniciar as varidveis que vao representar aos restos (rl e 72). O proce-
dimento fica da seguinte forma:

MDC := proc (a,b)
local r1,7r2,resto;
rl = a;
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r2:=b;

while r2 > 0 do resto := irem(rl,r2);
rl = r2;
r2 = tmp

od;

rl

end :

Escolhemos o loop while do od primeiro porque nao sabemos de antemao o numero de
voltas do loop e segundo porque nao precisamos de um contador de voltas. O loop termina
quando o ultimo resto for zero e o resultado deve ser o pentltimo resto. Por isso o ultimo
comando do procedimento é r1. Assim:

> MDC (22,16):
2

O valor das variaveis globais r1, 72 e resto nao foram alterados como pode ser visto
no seguinte comando:

> rl, r2, resto;

rl, r2, resto

As variaveis globais a e b também nao se alteraram, apesar dos mesmos nomes a e b
terem sido usados como argumentos do procedimento MDC. Note que nao ha nenhuma
atribuicao aos argumentos a e b.

2.3 Sequéncias

Vamos supor que queremos construir uma sequéncia que segue uma regra de formacgao
dada por uma certa funcao, que vamos chamar de termo. Assim, o i-ésimo termo é dado
por termo(i). Para isso usamos o comando seq (sequence constructor):

seq (termo(i),i = a..b)

onde a e b sao niimeros inteiros ou fracionarios. Se a for maior que b, o resultado é NULL.
Aqui, o indice 7 cresce de 1 em 1, de forma que o resultado desse comando é:

termo(a), termo(a+ 1), termo(a + 2),--- termo(a + n)

A sequéncia para quando a +n + 1 for maior que b. Se quisermos que 7 cres¢a de k em k
desde a até b, temos que redefinir o indice da seguinte forma:

seq(termo (a+ixk),i=0..(b—a)/k)

A funcao termo( ) pode ser uma func¢do bastante complexa, definida através de pro-
gramagcao funcional ou através de procedimentos.

Uma sequéncia também pode ser gerada através de um loop for do od, da seguinte
forma:
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seql := NULL :
for i from atob do

seql = seql, termo(i)
od :
O comando seql := NULL é um comando de iniciacao da variavel seql. A iniciacao

sempre é necessaria, caso contrario a atribuicao seql := seql, termo(i) induziria a uma
recursao infinita. A primeira vez que essa atribuicao é feita, seql ja tem que ter um valor
definido que aqui é NULL.

Existe uma diferenca essencial entre esses dois métodos de se criar sequéncias no que
se refere a eficiéncia. O primeiro método é mais eficiente. O segundo método é mais lento
porque a cada volta do loop é feita uma atribuicao que consome tempo de computacao.
Veja os resultados do seguinte loop:

> seql = NULL ;

seql :=
> foritobdo
> seql = seql ;a1
> od;
seql = a
seql = a,a
seql = a,a® a®
seql = a,a? a®, a*
seql = a,a?, d®, a*,d

Observe que foram feitas 4 atribuicoes intermedidrias antes que o resultado
seql = a,a?, a?, a*, a® fosse dado.

Sempre que possivel, deve-se evitar a construcao de sequéncias através de loops, e
no lugar usar o comando seq( ), junto com técnicas de programacao funcional ou por
procedimentos para se gerar a fungao termo( ).

A eficiéncia conta a favor do comando seq( ), porém o loop for do od tem mais pos-
sibilidades de construcao de sequéncias porque podemos colocar tantos comandos quanto
quisermos dentro do loop.

Existe uma outra forma de usar o comando seq, onde a variavel que faz o papel
de contador na versao seq(termo(i), ¢=a..b) nao assume valores numéricos, mais sim
operandos de uma expressao. A notacao é:

seq(f(i),i = L)

onde L pode ser uma lista, um conjunto, uma expressao algébrica, etc. O resultado desse
comando é:

f(Op(l, L))? f(Op(z, L))v T f(op(nops(L), L))

Assim, f é aplicado nos operandos de L. Veja os seguintes exemplos:
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> seq(diff(i,x),i = [sen(z), 2%, In(x), g(x)]);

99(z)

322, 1
cos(x), 3z*, 1/, o

> seq(f(i),i=a+b+c);
fla), f(b), flc)

Observe a similaridade dessa forma do comando seq( ) com o comando map( ). A diferenca
entre eles é que enquanto o comando map( ) gera uma saida do mesmo tipo da entrada, o
comando seq(f(i),i = L) sempre gera uma sequéncia, independente do tipo da expressao
L. Em geral essa forma do comando seq( ) substitui o comando op(map(f, L)).

2.4 O Procedimento Split

Vamos supor que temos uma lista e queremos separar os elementos repetidos dos elementos
nao repetidos. Por exemplo,

> split([a, b, b, c,d,]);
[{b,c}, {a, d}]

Para construir o procedimento split, vamos fazer um loop que corre sobre todos os
elementos da lista de entrada. Para cada elemento sera feito um teste para verificar se ele
é nico ou nao. Caso o elemento seja Unico, ele serd colocado no conjunto dos elementos
nao repetidos, caso contrario ele sera colocado no conjunto dos repetidos. O procedimento
fica entao da seguinte forma:

splitl := proc(L : list) local S1,S52,1;

S1:={}; o
S2 = {}: # iniciacao de S1 e S2

for i to nops(L) do
if member (L[i], subsop (i = NULL, L))
then S1 := {op(S1), L[i]}
else 52 = {0 (52), L[i]}
fi
od;
[S1, 52] end,;

Esse procedimento tem um algoritmo bastante simples porém nao é eficiente quando se
tem muitos elementos repetidos.

Vamos ver o tempo de CPU do seguinte comando para posteriormente comparar o
tempo gasto por uma segunda versao do procedimento split:

> time( ) :
> split1([i$500, j]);

{i} {43]
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> time( ) — "";

1.416 # sequndos

Observe que na lista de entrada o elemento i aparece 500 vezes. O procedimento splitl
faz 500 testes verificando se ¢ é repetido, sendo que bastava testar uma tnica vez. Vamos
fazer outra versao do split eliminando da lista de entrada os elementos iguais ao que ja
foram testados. Vamos criar uma segunda lista que inicialmente sera igual a lista de
entrada e que vai diminuindo até se tornar a lista nula a medida que os testes forem sendo
feitos. Uma vez que nao sabemos previamente quantas voltas o loop terd, nao vamos usar
o comando for do od, mas sim while do od:

split2 = proc (L1 : list)
local L2,L3,51,52,eleml;
L2 := L1,
S1:= NULL;
S2:= NULL;
while L1 < > [] do
eleml := L2[1];
L3 := subsop (1 = NULL, L2);
if member (eleml, L3)
then S1:= S51,eleml;
L2 := subs(eleml = NULL, L3)
else  S2:= 52 elem];

L2 := L3;
fi
od;
[{S1}, {52}]
end :

Observe que seja qual for o resultado do teste member(elem1, L2) a lista L2 vai diminuir
de tamanho. Isto garante que o loop terd um fim. Vamos comparar a eficiéncia dessa
ultima versao com a primeira:

> time( ) :
> split2([i$500, §]);

[{i}, {7}]
> time( ) — "";
0.05

Para esse exemplo particular, split2 foi 30 vezes mais rapido do que splitl. Vamos com-
parar agora a eficiencia desses algoritmos para listas com muitos elementos diferentes.
Observe que nao vamos pedir para o Maple mostrar os resultados, uma vez que sao muito
grandes.
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> readlib(showtime)( );
O1 := splitl(['a.i'$i = 1..500]) :
time 2.65 words 767549
02 = split2(['a.’’$i = 1..500]) :
time 1.15 words 386146

Novamente o procedimento split2 é mais eficiente. Nesse caso o motivo esta relacionado
com o espaco de memoria utilizado como pode ser visto na area de words. No procedi-
mento split2, o tamanho da lista se reduz a cada volta do loop, enquanto que no splitl
o tamanho da lista se mantém inalterado. A eficiéncia serda cada vez mais diferente a
medida que o tamanho da lista de entrada aumentar.

Podemos fazer uma versao mais eficiente ainda para o procedimento split especial-
mente no caso de listas com muitos elementos diferentes. Note que o procedimento split2
gera uma quantidade grande de atribuicoes no loop while do od. Vimos que a cons-
trucdo de uma sequéncia através do comando seq( ) é mais eficiente do que através de um
loop for do od, pois uma série de atribuigoes é evitada. Nesse mesmo espirito podemos
programar a seguinte versao:

split3 = proc(L)

local S1,52, f;

S1 = {op(L)};

f = proc(x, L) local pos; member(x, L,pos); pos=NULL end;
S2 := {op (subsop (seq (f(i,L),i = S1),L))};

[S2, 51 minus S2]

end :

Vamos comparar a eficiéncia de split2 e split3:

> readlib(showtime)( );

O1 = split2(['a.’’$i = 1..500]) :
time 1.15 words 395357

02 := split3(['a.i'$i = 1..500]) :
time 0.21 words 23654

Esses ntimeros falam por si sé.

Observe que na versao split3, temos um procedimento atribuido a uma variével local.
De fato, podemos ter qualquer estrutura de dados atribuida a uma variavel local.

O procedimento f nao pode ter apenas  como argumento porque precisamos repassar
a lista L, que é argumento de split3, para dentro de f. Isso sempre é necessario quando
temos procedimentos encaixados. Os parametros e as variaveis locais de um procedimento
nao tem relacao nem com as variaveis locais do procedimento interno nem com as variaveis
globais. Se nao tivéssemos repassado L, o comando member(z, L, pos) iria se referir a
variavel global L nas versoes 5.2 e anteriores e a variavel local L de f na versao 5.3.

2.5 Programacao com Polin6émios

Vamos retornar de novo a programacao funcional do capitulo anterior para analisar com
mais detalhes a funcao que calcula a norma euclideana de polinomios.
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A norma euclideana de um polinéomio de uma variavel

¢ dada por

Ipll = | >_ af
=0

Para fazer um procedimento que calcula a norma de p, vamos extrair os coeficientes a;
usando o comando coeff(p, x,i). No entanto, o comando coeff s6 aceita a expressao p na
forma expandida ou com as variaveis 2" fatoradas. Por exemplo, veja o que ocorre aqui:
> (r+1)"2+x;
> coef f(p,x,2);

Error, unable to compute coeff
> collect(p, x);

v +3z+1
> coef f(",x,2);
1
Podemos escrever o procedimento da seguinte forma

> NormaFEuclideana = (p,z) —
sqrt(sum('coef f(expand(p), z,i)’, 'i" = 0..degree(p, x));
NormaFEuclideana = (p,z)—> sqrt( f’;g;ge@’x’ ’coeff(expand(p),x,i)T)

/

Usamos o comando degree(p, z) que da o grau do polinémio p na avaridvel x. Observe
que usamos as aspas direitas no comando ‘coef f(expand(p),x,i)’ e no indice de soma "7’
Isso é necessario porque o comando sum( ) avalia o argumento e o indice de soma antes
de executar o somatério. Assim, se 7 ja tivesse um valor numérico, o procedimento sem
as aspas nao funcionaria corretamente.

A norma de ax? + bx + ¢ pode ser calculada da forma:

> NormaFEuclideana(a * 22+ b* x + ¢, x);
(2 4 1% + a2)\/?

Esse procedimento pode ser melhorado, pois ele calcula cada coeficiente do polinémio
separadamente. O comando coeff(p, x,i) é executado tantas vezes quanto for o grau do
polinémio. Tente por exemplo, calcular a norma do polinémio normal((x"900—1)/(z+1)).
Por outro lado, existe no Maple o comando coeffs que da diretamente todos os coeficientes
de um polinomio na forma de uma sequéncia. Por exemplo:

> coef fs(x"2+3*xx+ 2, 1);
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2,3, 1

Uma vez tendo os coeficientes numa sequéncia, queremos entao elevar cada termo da
sequéncia ao quadrado, o que pode ser feito com o seguinte comando

map(x—> "2, [coef fs(expand(p), z)])

Note que precisamos colocar a sequéncia numa lista. O tdltimo passo é converter essa lista
numa expressao tipo ‘' + ‘. O procedimento fica da seguinte forma:

NormaFuclidianal = (p,z)—>
sqrt(convert (map(x—> x"2, [coef fs(expand(p), x)]), ‘i) :
Assim,

> time( ) :
> NormaFEuclidianal(normal((z"900 — 1) /(z + 1)), x);

30

> time( ) — """ ;
0.133 #(segundos)
Vamos comparar com o tempo que leva a primeira versao:

> time() :
> NormaFEuclidiana(normal((z"900 — 1) /(z + 1)), x);

30
> time() — " "

21.967

2.6 Exercicios

1) a) A func@o irem usada no procedimento MDC nao é simétrica nos seus argumentos.
Explique porque a fungao MDC' é simétrica, isto é MDC(a,b) =MDC(b, a).

b) Verifique que o procedimento MDC nao funciona para nimeros inteiros negativos.

¢) Como se altera o procedimento para que ele funcione na situagao descrita em b).

2) Como se define um loop usando o comando for do od que executa a mesma tarefa que
os seguintes comandos:

a) seql:=seq(termo(a+i*n), i=0..(b-a)/n);

b) suml:=sum(’termo(i)’, 'i’=a..b);

¢) prodl:=prod(’termo(i)’, 'i’=a..b);

d) listl:=[seq(termo(i), i=a..b)];

e) setl:={seq(termo(i), i=a..b)};

f) seq2:=seq(f(i),i=L);
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3) De um exemplo tal que comando seq(f(i),i = L) fornece um resultado diferente do
comando op(map(f, L)), onde f é uma funcdo e L é uma estrutura de dados ou uma
expressao algébrica.

4) Quais sao os comandos para se gerar os seguintes resultados:

)
a) {{0}, {{0}}, {{{0}}}, ---} com 10 elementos.

b) [tan(x), tan(tan( )), tan(tan(tan(x))), - - -] com 10 elementos.

¢)[0, 10, [0, - -, [T}

5) Modifique a versao 3 do procedimento split de forma que os elementos nao repetidos
fiquem numa lista com a mesma ordem da lista original. Por exemplo:

> split([i, z, 1, w, al);

{i}, [z, w, a]

6) Escreva um procedimento que calcula a norma de Frobenius de uma matriz A m x n.
A norma de Frobenius é dada por

m n

> 1Al

i=1 j=1

(Monagan).

7) a) Faca um procedimento que retorna o maior nimero entre um conjunto de nimeros.
Por exemplo:

> maximum({2,—5,10,0});

10

b) Teste seu procedimento para o conjunto {2, Pi, 0}. Caso o resultado nao seja Pi,
modifique o procedimento de forma a aceitar quaisquer nimeros reais (£, Pi, gamma, ...).

8) O polinémio a,z" + a,_12" ' + -+ + a1z + ag de uma varidvel pode ser escrito como
uma lista da seguinte maneira

[arw Ap—1,""", Q1, (10]

a) Escreva um procedimento que soma 2 polinémios na forma de listas. Por exemplo
> addpoly([2,3,0],[7,—5,1,2]);
[7,-3,4,2]
b) Escreva um procedimento que multiplica 2 polinomios na forma de listas. Por exemplo:

> mulpoly([1/2,—2,1],[-1,1]);
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[—1/2,5/2,-3,1]

9) Faca um procedimento booleano de nome ispermute que tem 2 listas e o nome odd
ou even como argumentos. O procedimento retorna true ou false caso essas listas seja
permutacoes impares ou pares entre si. Por exemplo:

> ispermute([a, b, c,d],[d, a,b, c|, even);
false
> ispermute([1,2,3],[1,3,2], odd);

true

10) Faga os procedimentos que dao as permutagoes pares e impares de uma dada lista.
Por exemplo

> odd_permute([a, b, c]);
HCL, ¢, b]? [bv a, C]? [07 b’ CL]]
> even_permute([a,b, c]);

[[a,b,c],[b,c,al,[c,a,b]]

11) Estenda ao procedimento NormaEuclidiana para polindmios de vérias varidveis. A
norma euclidiana do polinomio

i k
nas variaveis x,y, - - -, 2 é dada por

Ip()|| = JZ IRD I

Faca de forma que, se o segundo argumento do procedimento for uma variavel, ele retorna
a norma do polindmio em uma variavel, e se o segundo argumento for uma lista ou um
conjunto de variaveis, o procedimento retorna a norma com relagao a essas variaveis. Por
exemplo:

> NormaFEuclidiana2(axx xy +b*xx+cxy+ 1, [x,y]);
(> + b + 2+ 1)1/2
> NormaFEuclideana(a*zxy+b*xx+cxy+1,x);

((ay+b)?+ (cy+1)*)"?
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3 Programacao Recursiva

3.1 A Funcao Fatorial

Um procedimento é recursivo quando ele chama a si mesmo durante a execucao de um
algoritmo. Quando a definicao de uma funcao estd numa forma recursiva, em geral é mais
simples construir um procedimento recursivo para essa funcao do que um procedimento
nao recursivo. Por exemplo, a funcao fatorial de um nimero inteiro nao negativo pode
ser definida da seguinte forma recursiva:

fatorial(n) = n fatorial(n — 1)
fatorial(0) = 1

Observe que no lado direito da primeira equacao aparece a prépria funcao fatorial apli-

cada em n — 1. A medida que a fungao chama a si mesma, o argumento vai decrescendo.

A segunda equagao é uma equacao de finalizagao que interrompe o ciclo de autoreferéncia.
Um procedimento para essa funcao poderia ser:

fatorial := proc(n)
if n=0then 1 else nx fatorial(n — 1) fi
end

Assim:
> fatorial(10);
3628800

As fungoes recursivas sao faceis de serem implementadas e o uso da recursao em pro-
gramacao € extremamente ttil. A condicao de finalizacao é essencial para que a recursao
nao leve a um loop infinito. Ela deve ser analisada com detalhes de forma a cobrir todas as
possibilidades. Por exemplo, se usarmos o procedimento fatorial definido da forma acima,
dando uma variavel nao numérica como argumento cairemos numa recursao infinita:

> fatorial(z);
Juser [local /bin : 27666 Memory fault

Como z nao é um numero, a condicao de finalizacao nunca ¢é satisfeita. Para resolver esse
problema, podemos modificar o procedimento fatorial acrescentando o teste dinamico no
argumento da forma:

fatorial := proc(n : nonnegrint)
if n=0then 1 else nx fatorial(n — 1) fi
end :

Assim:

> fatorial(z);
Error, fatorial expects its 1st argument, n, to be of type nonnegint,
but received z.
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Dessa forma, o procedimento sé executa o algoritmo recursivo para argumentos inteiros
nao negativos, caso contrario retorna uma mensagem de erro. Por outro lado, é mais

interessante que o procedimento retorne a mesma entrada quando o argumento é uma
variavel livre, da seguinte forma:

> fatorial(z);
fatorial(z)

Assim, o resultado poderia ser usado em calculos posteriores até que z assumisse um valor
numérico. Para implementar essa caracteristica, usamos as aspas direitas que retarda a
avaliacao:

fatorial := proc(n)
if type(n, name) then 'procname’(n)
elif n=0 then 1
elif type(n, posint) then n * procname(n — 1)
else ERROR (‘the argument must be type nonnegint or type name‘)
fi

end :

Toda vez que a variavel procname aparece dentro de um procedimento, ela é avaliada
no nome do procedimento. Assim, se z for tipo name, o valor retornado serd fatorial(z).
Observe que as aspas direitas retardam a avaliacao, o que evita uma recursao inifinita.
Se aparecer fatorial(z) numa expressao algébrica, o programa verifica se z é tipo name,
caso verdadeiro, ele mantém fatorial(z) inalterado. Por exemplo:

> 2% fatorial(a);

2 fatorial(a)

240

Dessa forma, o procedimento fica dentro da regra geral da computacao algébrica que é
retornar a prépria entrada caso nada possa ser avaliado.

O comando ERROR(‘comentario) serve para interromper a execucao do algoritmo e
mostrar um comentério de erro. Aqui usamos as aspas esquerdas caso haja caracter nao
alfanumérico no comentario. Assim:

> fatorial(—10);
Error, (in fatorial) argument must be type nonnegint or type name

O procedimento fatorial ainda pode ser melhorado para evitar testes desnecessarios,
de forma a aumentar a eficiéncia do algoritmo. Veremos isso mais adiante.
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3.2 Os Numeros de Fibonacci

Outro exemplo de funcao recursiva é a funcao fibonacci definida da seguinte forma:

fibonacci(n) = fibonacci(n — 1) + fibonacci(n — 2)
fibonacci(0) = 0,
fibonacci(l) = 1

Observe que a funcao fibonacci refere-se a si mesma 2 vezes com os argumentos n — 1 e
n—2, por isso temos 2 equagoes de finalizagao. Seguindo a ultima versao do procedimento
fatorial, podemos escrever a seguinte versao para fibonacci:

fibonacci = proc(n)
if type (n, name) then ‘procname‘(n)
elif n=0o0orn=1thenn
elif type(n, posint) then procname(n — 1) + procname(n — 2)
else ERROR(‘argument must be type nonnegint or type name‘)
fi

end
Assim:
> fibonacci(i) $ ¢ = 0..10;

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55

Essa versao do procedimento fibonacci tem um sério problema que vem do fato da
funcao se referir a si mesma 2 vezes. Esse procedimento nao consegue calcular, por
exemplo, fibonacci(50). Para visualizar o problema, veja na figura abaixo como é feito o
célculo de fibonacci(h).

fibonacci(5)
yacci(éi) fibonacci(3)
fibonacci(3) fibonacci(2) fibonacci(2) fibonacci(1)

fibonacci(2) fibonacci(l) fibonacci(l) fibonacci(0) fibonacci(1) fibonacci(0)
fibonacci(l) fibonacci(0)

Podemos ver que fibonacci(3) foi calculado duas vezes e fibonacci(2) trés vezes. No
total, sera necessario usar a funcao 15 vezes. Nao é dificil mostrar que o ntimero de vezes
de chamada da prépria fungao no calculo de fibonacci(n) é

n

> fibonacci(i) + fibonacci(n — 1)

=1

Para n = 50 temos que a funcao fibonacci é chamada 40.730.022.147 vezes. Na estagao
Sparc 10 onde os célculos dessa apostila estao sendo feito, o tempo para calcular
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fibonacci(10) é 0.466 segundos. Usando a relagdo acima, temos que para o numero 10,
a funcao é chamada 177 vezes. Dal podemos estimar o tempo médio de cada chamada
como sendo 0.0026 segundos. Para calcular fibonacci(50) a estimativa é que a estagao
levaria 0.0026%40.730.022.147 segundos, ou seja, mais de 3 anos para achar o resultado.
Uma maneira de resolver esse problema é, uma vez calculado fibonacci de um nimero,
armazenar o resultado em uma tabela de forma que a préoxima referéncia a fibonacci do
mesmo numero, nao obrigasse o sistema a recalcular, usando o algoritmo, mas sim se re-
ferir ao resultado guardado na tabela. O sistema devera entao, antes de usar o algoritmo,
verificar se o niimero pedido esta na tabela ou nao.

Esse tipo de armazenamento ¢é feito automaticamente se colocarmos a opcao rememaber
no procedimento. Nesse caso o célculo de fibonacci(50) é imediato:

> readlib(showtime)( );
O1 = fibonacci(50)

12586269025
time 0.08
02 = of f;
>

A remember table é o quarto operando do procedimento, assim para ver o que foi guardado
nela:

> op (4, eval(fibonacci));
table([
15 =610
20 = 6765

10 = 55
)

Ou seja, foram guardados os valores dos 50 primeiros nimeros de fibonacci. A remember table
pode ser apagada com o comando forget:

> readlib( forget)( fibonacci);
> op(4, eval(fibonacci)); # para verificar

table([ ])

Podemos acrescentar a mao novos valores na rememober table

> fibonacci(2) = 1: fibonacci(3) = 2:
> op(4, eval(fibonacci));
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table([
2=1
4=3

)

Podemos apagar um tnico valor da remember table

> forget(fibonacci, 4);
> op(4, eval(fibonacci));

table (|
2 pu—

)

Usando os recursos da remember table podemos agora programar a func¢ao fatorial (segao
1) de forma bem simples, através dos seguintes comandos:

> fatorial := n — n x fatorial(n — 1)
fatorial == n — n fatorial(n — 1)
> fatorial(0) = 1:

Assim:
> fatorial(5);
120
> op(4, eval(fatorial));
table (|
0=1
)

Podemos ver que atribui¢ao fatorial(0):=1 colocou o valor 1 na remember table de
fatorial, de forma a evitar a recessao infinita. E claro que essa forma de definir fatorial
tem os problemas de recursao inifinita quanto o argumento nao é um inteiro positivo.

3.3 Os Polinémios de Fibonacci

Vamos ver mais um exemplo de procedimentos recursivos onde é necessario o uso da
remenber table. Os polinomios de Fibonacci sao definidos da forma

F.(z) = z F,_1(x)+ F,_2(x)
Fo(x) =1
Fi(z) = x

Vamos inicialmente usar um algoritmo igual ao procedimento anterior dos nimeros de
Fibonacci. Assim
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F = proc(n,z : name)

options remember;

if type(n, name) then 'procname’(x)

elif n=0then 1

elif n=1then x

elif type(n, posint) then z* F(n—1,z) + F(n—2x)

else ERROR(‘ first argument must be type nonnegint or type name')
fi

end
Assim
> F(5,x):
z(z(x(@*+ 1) +2)+2°+ 1) +a@@*+1) +2
> expand(”) :
2° +42% + 32

Da forma como F' foi construido, o usuario tem que dar o comando expand toda vez que
usar F', caso queira os polindmios na forma usual. Um problema mais sério ocorre na
remember table, pois:

> op(4, eval(F));
table (|

]

=z
r(r(z® + 1)+ )+ 2> +1
v(z(@@* + D) +z)+2*+ 1)+ (@2 +1) +2
(x* + 1)+
1

= 2°+1

OO W W e
8 8 8 8
S N N N N

‘]

)

Os polinomios sao guardados na forma nao expandida que nesse caso significa mais uso
de memoéria e maior lentidao no processo recursivo do calculo.

Outro fator que provoca lentidao sao os testes desnecessarios do tipo type(n, posint),
pois uma vez que a recursao € iniciada, com um comando do tipo F(50,z) por exem-
plo, todas as outras chamadas do procedimento serao com ntumeros inteiros positivos até
F(0,z). Assim, ndo é necessério testar se eles sdo positivos. Para corrigir esse problema
é necessario fazer dois procedimentos, o primeiro faz os testes para saber se a entrada
é tipo name ou nonnegint. Se for tipo nonnegint, o procedimento chama um segundo
procedimento que fara a recursao, sem testar a positividade do argumento. Para corrigir
esses 2 pontos que foram levantados, temos os seguintes procedimentos:
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F = proc(n,z : name)

if type(n, name) then 'procname’(n,x)

elif type(n, nonnegint) then ‘F/recursive‘(n,x)

elif ERROR(‘ first argument must be type name or type nonnegint*)

fi

end

‘F/recursive’ := proc(n,x)
options remember, system ;
if n=0then 1

elif n=1then x
else expand(x * procname(n — 1,z) + procname(n — 2, 1))
fi

end

Agora temos:
> F(5,y)
y® + 4y° + 3y

> op(4, eval(F));
>

O Maple nao retorna nada no ultimo comando pois o option remember foi colocado no
procedimento ‘F'/recursive‘. De fato

> op(4, eval(‘F/recursive'));

t&ble {l
0,y) =
(S,y)—y + 2y
(5,y) =y’ + 4> + 3y
(27y>:y +1
(1ay>:y
(4,y)=y] +3y°+1

Observe que o F' retorna os polinomios de Fibonacci na forma expandida e consequente
sao guardados na remember table de F'/recursive na forma expandida. Podemos agora
calcular F'(50,y):

> readlib(showtime)( ) :
01 := F(50,y);
1 + 1166803110y + ... + 1128y + 16215y*

time : 0.11
2 = of f;

>
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Nos procedimentos fatorial e fibonacci nao é necessario colocar qualquer comando de
simplificao no calculo recursivo, como foi necessario o comando expand no procedimento
‘F/recursive‘, pois como se trata de multiplicagdo de nimeros, as simplificagdes sao
automaticas. A opgao remember, por sua vez, nao € necessaria no fatorial. Caso ela seja
usada, o procedimento nao se tornara mais eficiente, a menos que haja uso sucessivo do
procedimento, pois nesse caso os resultados de cédlculos anteriores serao usados.

Por outro lado, a separacao do procedimento fatorial em dois, numa parte puramente
recursiva e noutra parte onde os testes tipo name e nonnegint sao feitos, torna-o mais
eficiente. O ganho de velocidade de cdlculo pode ser visto através do comando showtime( )
para uma aplicagao particular.

No procedimento ‘F/recursive‘usamos a opgao system, que permite ao sistema apagar
a remember table desse procedimento toda vez que houver garbage collection, isto é,
limpeza de dados sem referéncia armazenados na memoria. O garbage collection é feita
automaticamente numa certa frequéncia. O usuario pode forcar a limpeza ou mudar a
frequéncia através do comando ge( ).

3.4 Forma Geral

O esqueleto dos procedimentos recursivos que estamos examinando pode ser colocado na
seguinte forma geral:

NOME DO PROCEDIMENTO := proc(args)
local sequéncia de nomes;
global sequéncia de nomes;
options remember;
comandol;

comandoN;

if teste de finalizacao da recursao then resultado
elif - - -

elif condigdol then --- procname(newargs) - - -
elif - - -

fi

end

Alguns comandos que aparecem na forma geral acima sao opcionais, enquanto que
outros sao essencias?.

Caso haja varidveis a serem iniciadas, os comandos de iniciacao devem vir antes do
comando if then else fi. E esse comando que retorna o valor do procedimento, por isso
ele deve ser o ultimo comando.

E fundamental para a convergéencia do processo recursivo de calculo, que nas sucessivas
chamadas do procedimento, os novos argumentos sejam de alguma forma menores que os

3Na versdo 5.2 e anteriores, o comando local é estritamente necessario, caso haja varidveis locais. A
auséncia desse comando implica que as varidveis do procedimento serao consideradas varidveis globais.
Nesse caso, perde-se o controle do valor dessas varidveis a medida que o procedimento chamar a si mesmo
NO Processo recursivo, pois a mesma variavel serd usada em niveis diferentes da recurséo.
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originais. Isto é, newargs deve de alguma forma ser menor que args. A forma de terminar
a recursao ¢ estabelecer um valor minimo para a variavel que esteja descrevendo o tamanho
dos argumentos. Isso é feito no teste de finalizagao da recursao.

Se o teste de finalizacao for verdadeiro, o procedimento sai da recursao e retorna o
valor de resultado. Portanto a variavel resultado tem que ter forma correta de saida,
isto é, se o procedimento retorna saidas tipo list, resultado deve ser uma lista, etc. O
mesmo ocorre para qualquer outra saida do comando if then else fi. Por exemplo, as
saidas onde aparecem o comando procname(newargs) também tem que ter o mesmo tipo
de resultado.

3.5 Procedimento Split Recursivo

Para frizar o método de construcao de procedimentos recursivos, vamos fazer uma versao
recursiva do procedimento split da secao 2.4. O procedimento split tem uma lista como
entrada, e ele separa os elementos repetidos dos nao repetidos em 2 conjuntos distintos.
A saida é a lista desses conjuntos. Durante a elaboracao do procedimento, vamos supor
que o procedimento ja esta pronto, porém ele sé pode ser usado em listas menores que a
original. Ou seja, se a lista de entrada é

L= [617627"'7671]

entao podemos usar o procedimento na lista sem o elemento /1, ou seja podemos usar o
comando split(subs(¢; = NULL , L)) cujo resultado serd uma lista na forma

[{a17a2"'} ) {bhb?v"'}]

| |
conjunto dos conjunto dos
elementos repetidos elementos nao repetidos

O que precisamos fazer entao, é verificar se /1 é um elemento repetido ou nao. Se for, vamos
colocé-lo no conjunto {ay,as - - -}, caso contrario vamos coloca-lo no conjunto {by, b, - - -}.
O procedimento abaixo segue o que acabamos de afirmar:

splitd = proc (L)

local 01;
if L =[] then [{ },{}]
else (1 = L[1];

RES := procnane(subs({1 = NULL, L));
if member (¢1,[L[2--- nops(L)]])
then [{{1,op(RES|1])}, RES[2] ]
else [RES[1], {¢1, op(RES[2])}]
fi
fi

end

Observe que todas as saidas do procedimento tem a forma [{-- -}, {---}], inclusive quando
a entrada é uma lista nula. Nesse caso, o procedimento nao entra na recursao e o resultado
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{ },{ }] é dado imediatamente. Quando o calculo entra no processo recursivo, o proce-
dimento é aplicado em listas cada vez menores, e a recursao termina quando o numero
de elementos da lista de entrada for zero. Para acompanhar o processo de calculo deve-se
aumentar o valor da variavel global printlevel, que inicialmente é 1:

> printlevel := 25;
printlevel = 25

> splitd([i, 4, j, k. i, j]);
{——= > enter splitd, args =i, 1,7, k,1i,]]

1 =
{—= > enter splitd, args = [j, k, j|

1 =y
{—— > enter splitd, args = [k]

1 =k
{—— > enter splitd, args = |

{3 {3

< — — exit splitd (now in splitd) = [{}, {}]}
RES = [{},{}]
[{}, {k}]
< — — exit splitd (now in splitd) = [{}, {k}]}
RES = [{}, {k}]
[{j} {k}
< — — exit splitd (now in splitd) = [{5}, {k}]}

RES = [{j}, {k}]
[{i, 5}, {k}]
< — — exit splitd (now at top level) = [{i, 7}, {k}]
{i, 5} {k}]
Podemos ver que o procedimento splitd é aplicado a argumentos cada vez menores
até chegar a lista nula, cujo resultado é [{}, {}]. A partir dai, os elementos sao colocados

dentro de [{}, {}], do tltimo ao primeiro, isto é, primeiramente & foi colocado, depois j e
finalmente 7. Esse é a forma que os procedimentos recursivos funcionam.
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3.6 Multiplicacao de Polinémios na Forma de Listas

Vamos construir uma versao recursiva para o procedimento addpoly que soma dois po-
lindbmios na forma de listas. Um polindmio de uma variavel pode ser colocado na forma
de uma lista da seguinte maneira:

an®" + -+ a1z + ag — [an, - -+, a1, agl
Assim addpoly ([2,3,0], [7,—5,1,2]) deve retornar [7, —3,4, 2] pois
(227 + 3z) + (7T2® — 52® + o +2) = T2 — 32° + 4o + 2

Para desenvolver o algoritmo desse procedimento, vamos supor que temos 2 polinémios,
por exemplo [a,, -, a1, ag] € [by, -+, b1, by]. Na forma como esses polinémios estao escri-
tos, sabemos que o ultimo termo do polindmio soma é ag—+by. Os outros termos podem ser
encontrados somando as listas restantes que sao [ay, - - -, as, ai] € [by,- -, bg, by]. Assim, o
polinomio soma é

[addpoky([am Tty al]? [bma T bl]) , Ao + bO]

Observe que aqui o procedimento addpoly foi usado para somar polinomios menores que
os originais de forma a garantir o término de recursao. Mais cedo ou mais tarde, um dos
argumentos sera o polinomio nulo, isto é, uma lista vazia, o que deve terminar a recursao.
Assim devemos impor que

addpoly ([ ], [bm,--+,b0]) = [bm, -+, bo]
addpoly ([an, -, aol, []) = [an, -, a0

O procedimento fica entao da seguinte forma

addpoly := proc(L1, L2)

local n1,n2;

nl := nops(L1);

n2 := nops(L2);

1f nl =0 then L2

elif n2 =0 then L1

else [op(procname([L1[1..n1 — 1], [L2[1..n2 — 1]])), L1[n1] + L2[n2]]
fi

end
Assim

> addeZy([47 2,1, _2]7 [_]—7 —1, 2]))

[4,—1,0,0]
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3.7 Exercicios

1) a) Escreva uma versao para o procedimento fatorial, que faz os testes relevantes sobre
o argumento e que chama um outro procedimento puramente recursivo.

b) Compare o tempo que leva essa versao para calcular 1000!/999! com o tempo que leva
o procedimento da secao 3.1.

2) a) Escreva um procedimento que calcula os polinémios de Laguerre, definidos da se-
guinte forma
2n—1—=x n—1

L,(z) = T[m,l(x)— -

L,_o(2)

Lo(l') = 1
Li(z) = 1—=x

b) Calcule Lsy(z) e compare com o resultado do comando orthopoly[L](50, x). ¢) Escreva
agora um procedimento que calcula os polinomios de Laguerre generalizados, definidos
por

2n+a—-1—-x n+a—1

Ly(a,x) = - L,_1(a,z) — — L, _s(a,z)

Lo(a,z) = 1
Li(a,z) = 14+a—z

3) a) Faga uma versao recursiva do procedimento M DC' que acha o maior divisor comum
de 2 inteiros.
b) Faga um procedimento recursivo M M C' que acha o menor miltiplo comum de 2 inteiros.

4) a) Faga uma versao recursiva do procedimento maximum, que acha o maior nimero
entre um conjunto de ntimeros.
b) Estenda o procedimento de forma a aceitar varidveis nao numérica. Por exemplo:

> mazximum({2, Pi,10,a, —1,b});
maximum({10, a,b})

c) Verifique se sua versao retorna a®+ 1 para o conjunto {—2,a"2,a"2+1}. Caso negativo,
estenda o procedimento para incluir possibilidades desse tipo.

d) Uma vez que maximum pode retornar nao avaliado, estenda o procedimento para
aceitar entradas do tipo

> mazimum({4,a”2, maximum({10,a"2 — 1}), maximum({20,b, Pi})});
mazimum({20,b,a*})

5) a) Faca o procedimento combine(S, n) que encontra os subconjuntos com n os elementos
do conjunto S. Por exemplo:
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> combine({a,b,c,d},3);
{{a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}}

b) Estenda o procedimento para que ele admita elementos repetidos. Por exemplo.
> combine([a, b, b, c],2);

[[a, 8], [a, ], [b,0], [b,]

(Monagan).
¢) Faga um procedimento recursivo que encontra as permutagoes impares ou pares de uma
lista. Por exemplo:

> Permute([a, b, |, odd);
[la, ¢, b], [c,b,al], [b,a,cd]]
> Permute([a, b, c|, even);

[[a,b,c], [c,a,b], [b,c,all

6) a) Escreva um procedimento recursivo que multiplica polinémios na forma de listas.
Por exemplo.

mulpoly([1/2, —2,1], [-1,1]);
[—1/2, 5/2, =3, 1]

pois (1/22% —2x + 1) x (—x + 1) = —1/22% + 5/22% — 3z + 1
b) Escreva um procedimento de nome convert/plist que converte um polinémio de uma
variavel em uma lista da seguinte forma:

n
™ + -+ a1+ ag = [an, Qp1, - -, a1, ag)

O primeiro argumento do procedimento é um polindomio e o segundo a variavel do po-
linomio. Verifique se o procedimento funciona da seguinte forma:

> convert(4d*x"3 — x, plist , x);
[4,0,—1,0]

¢) Escreva um procedimento analogo de nome convert/Ipoly que converte uma lista em
um polinomio.

d) Faca um procedimento teste(pl, p2,variavel) que testa o procedimento mulpoly da
seguinte forma: O procedimento converte pl e p2 em listas, multiplica-os usando o pro-
cedimento mulpoly e converte novamente em polinémio. Esse resultado é subtraido de
pl x p2. O procedimento teste deve retornar sempre o valor zero caso os procedimento
dos itens a), b) e ¢) estejam corretos. Gere polinémios randonicos e faga alguns testes.

7) Uma linked list é uma lista que tem uma estrutura recursiva com o terminador NIL.
Por exemplo, a lista [a, b, ] é escrita na forma de linked list por |a, [b, [c, NIL]]].
a) Escreva um procedimento que retorna uma linked list nula de n zeros. Por exemplo:
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> linkedzeros(4);

[0, 10, [0, [0, NIL]]]

b) Escreva um procedimento que conta o nimero de elementos de uma linked list. Por
exemplo:

> nopsll(la, b, [c, NILI|));
3

¢) Escreva um procedimento que reverte uma linked list. Por exemplo:
> reverse([a, [b, [c, NIL]]]);
[c, b, [a, NIL]]]

d) Crie um novo tipo no Maple chamado linkedlist que verifica se uma lista é uma
linked list ou nao. Por exemplo:

> type(la, [b, [c, NIL]]], linkedlist);

true

As seguintes listas devem retornar false: la,b,c, NIL], [NIL,][a,[b, NIL]]],
[a, [b, [c, f]]]. A entrada NIL também retorna falso.

8) Um polindémio de uma varidvel pode ser colocado na forma de linked list da seguinte
maneira:

anxn + an—lxnil +rtaxr+ag— [aTH [an—la [ T [aly [CL(), NIL]] o ]]

a) Faga um procedimento que soma polinomios na forma de linkedlist
b) Refaga os problemas 6a) até d) no caso de linked list.

9) E mais eficiente representar polindmios de grau alto com muitos coeficientes nulos
na forma de listas dos coeficientes nao nulos apenas. Nesse caso é necessario especificar
o grau de cada termo. Por exemplo, o polinomio 22'%° + 322 + 1 é representado por
[[2,100], [3,2], [1, 0]] ou na forma de linked list por [[2,100], [[3, 2], [[1, 0], NIL]]]. Refaga os
problemas 6 e 8 para esse tipo de representagao polinomios, que sao chamados de esparsos.
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4 Mais sobre Procedimentos

4.1 Procedimentos com Numero Variavel de Argumentos

A maioria dos procedimentos que vimos até agora tinha um numero fixo de argumentos.
Cada argumento recebia um nome especificado pela sequéncia de parametros de entrada
do comando proc( ), e esse nome era usado em um ou mais lugares dentro do corpo do
procedimento.

Em alguns procedimentos é interessante ter a possibilidade de se variar o ntimero de
argumentos, como ¢é o caso do procedimento mazimum que retorna o maior nimero entre
varios numeros. Poderiamos nesse caso chamar o procedimento com dois argumentos,
por exemplo mazimum(3,0) ou com quatro argumentos maximum(—1,5,0,2). Outro
exemplo é o procedimento addpoly que adiciona polinomios na forma de listas. E inte-
ressante estender esse procedimento para que ele possa somar varios polinomios, e nao
apenas dois. Assim, ele poderia ser chamado com dois ou mais argumentos dependendo
se queremos somar dois ou mais polinomios.

Dentro do corpo de um procedimento as varidveis args (arguments) e nargs (number
of arguments) sao varidveis especiais que tem os seguintes valores: A varidvel args re-
presenta a sequéncia dos argumentos e nargs representa o numero de argumentos com
que o procedimento foi chamado. Por exemplo, args[i] representa o i-ésimo argumento
e args[2...nargs] representa a sequéncia de argumentos de entrada sem o primeiro argu-
mento.

Usando as variaveis args e nargs, o procedimento maximum pode ser escrito da
seguinte forma:

maximum = proc( )
local max, 1;
max = args|[l];
for i from 2 to nargs do
if argsli] > max then max = argsli] fi
od;
max
end,

Assim, podemos chamar o procedimento com dois ou trés argumentos, por exemplo:
> maximum(10, maximum(11, —2,5));
11
Vamos acompanhar o algoritmo do procedimento com o seguinte exemplo:

> printlevel = 10 :
> mazimum(—2,10,0);
{——> enter maximum, args = —2,10,0

mar = —2
max = 10

10
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<— — exit maximum (now at top level) = 10}

10

Podemos ver que a variavel args assume o valor —2, 10, 0 que é a sequéncia de parametros
de entrada. O primeiro valor que a variavel local max recebe é —2 devido ao comando
max = args[l]. O préximo passo é a execucao do loop com i variando de 2 até 3,
onde 3 é o valor de nargs. O primeiro teste do comando ¢f then fi é 10 > 2. Uma
vez que é verdadeiro o comando max = arg[2] é executado e retorna mazr := 10 na
terceira linha. O 1ltimo teste 0 > 10 é falso, de forma que o valor da varidavel max nao é
modificado. O 10 que aparece na quarta linha é a saida do comando max que é o ultimo
comando do procedimento, que nesse exemplo é o valor do procedimento.

Para o procedimento addpoly aceitar mais de dois argumentos, ele pode ser modificado
da seguinte forma:

addpoly := proc(pl,p2)

local nl,n2,n,1;

if nargs > 2 then RETURN (procname(args[1], procname(args[2..nargs)))) fi;
nl := nops(pl);

n2 = nops(p2);

n = nl —n2;

if n <0 then RETURN (procname(p2,pl)) fi;

[pl[l..n], seq(pl[n + 1] + p2[i], i = 1..n2)]

end

Observe que apesar da definicao do procedimento especificar dois argumentos apenas, pl
e p2, podemos chamé-lo com trés ou mais argumentos. Por exemplo:

> addpoly([3, -2, —1],[5,0], [-2, 0, 1]);
[1,3,0]

O primeiro e o segundo argumentos recebem o nome de pl e p2 no corpo do procedimento.
Os outros argumentos, caso existam, devem ser referidos como args(3], args[4], etc.

Um procedimento pode ser chamado com qualquer nimero de argumentos indepen-
dente da sua definicao. Porém os parametros no corpo do procedimento nao podem se
referir a um argumento ausente. Por exemplo:

> addpoly([1,2,3]);
Error, (in addpoly) addpoly uses a 2nd argument, p2, which is missing

No caso do procedimento addpoly, podemos acrescentar o comando
if nargs <2 then RETURN (args) fi;
logo apds o comando local, para evitar que esse tipo de erro ocorra. Assim
> addpoly([1, 2, 3]);
1,2, 3]
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4.2 Avaliacao das Variaveis Locais, Globais e dos Parametros

No uso interativo do Maple, algumas variaveis sao avaliadas completamente enquanto que
outras nao. Por exemplo, observe as seguintes atribuicoes:

Agora note que

> a;
d

O valor que o comando a; retorna é a avaliacao completa da variavel a. Isso nao ocorre para
tabelas, arrays, matrizes, vetores e procedimentos. O nome dessas estruturas avaliam em
si préprio. Para obter a avaliagdo completa temos que usar o comando eval( ). No caso
das tabelas, matrizes, arrays e vetores, para se obter uma avaliacao completa, inclusive
dos elementos é necessario o comando map(eval, nome da varidvel). Por exemplo:

> A = linalg|matriz)(2,2,[2$4]) :
>z = 0:

Observe agora as diferencas com relagao a avaliacao:

> A,

> eval(A);

> map(eval, A);

0 0
0 0
Esses exemplos foram dados no uso interativo do Maple. O que ocorre dentro de um

procedimento? A resposta é: As variaveis globais tem a mesma regra de avaliacao dentro
e fora dos procedimentos. As variaveis locais, por outro lado, sé avaliam em um nivel

apenas. Veja o seguinte exemplo:

f = proc( ) local a,b;
a = b;

b = 33;

a, eval(a)

end,

Observe que:
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> f();
b, 33

Ou seja, no comando a, eval(a), a varidvel a avaliou em um nivel apenas enquanto que
evalb(a) avaliou completamente, por isso o resultado é b, 33.

Podemos também obter as avaliagoes intermedidrias através do comando eval(expr, n)
onde n é um inteiro que diz o nivel de avaliacao. Por exemplo, no modo interativo

> q = b:
> b = c:
> ¢ = 33:

> eval(a, 1), eval(a,2),eval(a,3);
b,c,33

O resultado sera o mesmo se for feito dentro de um procedimento, pois aqui a avaliacao
esta sendo controlada nivel por nivel.

Por que as variaveis locais sao avaliadas em um nivel apenas? A resposta é: Por motivo
de eficiéncia. A avaliacao completa de uma variavel leva mais tempo de computacao do
que a avaliagao em apenas um nivel. Na maioria das vezes, as variaveis locais nao precisam
ser avaliadas completamente. Nos exemplos seguintes vamos construir dois procedimentos
iguais a menos de uma tnica diferenga: No primeiro, a varidavel ¢ é local e no segundo,
ela é global. Esses procedimentos calculam a soma dos elementos de uma lista:

demol = proc(L)

local €, s,t;

t = time( );
(= L;

s = 0

for i tonops(l) dos := s+ op(i,l) od;

print(cat(‘Tempo de uso de CPU : ‘,round((time( ) —t) * 1000), * milisegundos‘));
print(‘Resultado da soma : ‘.s)

end

demo2 = proc(L)

local s, t;

global /;

t = time();

(= L;

s = 0

for i tonops(l) dos := s+ op(i,l) od;

print(cat(‘Tempo de uso de CPU : ‘,round((time( ) —t) * 1000), * milisegundos‘));
print(‘ Resultado da soma : *.s)

end

Vamos comparar agora a eficiéncia dessas duas versoes*:

4Nas versdes 5.2 e anteriores deve-se retirar o comando global ¢ do procedimento demo2.
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> L = [seq((—=1)"i*a, i=1..100)]:
> a :=W(x):
> demol(eval(L,1));

Tempo de uso de CPU : 17 miliseqgundos
Resultado da Soma : 0
> demo2(eval(L,1));
Tempo de uso de CPU : 4883 milisequndos
Resultado da soma : 0

Nao analisamos ainda a avaliagao dos parametros de um procedimento. Eles sao avaliados
completamente ou nao? Veja o seguinte procedimento:

f = proc(a)
a = 33;

a

end

Qual é o resultado do comando f(b)? Se os parametros avaliam em um nivel apenas, o
resultado é b caso contrario é 33. Vamos tirar a prova:

> f(b);

33

Podemos ver que os parametros, tem a mesma regra de avaliagao das variaveis locais, ou
seja, eles avaliam em um nivel apenas.

4.3 Procedimentos que Retornam mais de um Valor

Existem varias formas de um procedimento retornar um valor ou de mostrar um resultado
na tela. A forma que mais usamos até agora foi retornar o valor do tltimo comando. Outra
forma que vimos foi interromper o algoritmo e retornar uma mensagem de erro, através
do comando ERROR. Nesse caso o valor retornado é NULL.

Podemos também mostrar um resultado na tela com o comando print( ) sem inter-
romper o algoritmo. Nesse caso o valor que o procedimento retorna vai depender da
continuagao do algoritmo. O comando print( ) apenas mostra o resultado na tela sem
retornar valor algum.

Uma outra forma ainda, é através do comando RETURN(expr) que finaliza o algoritmo
e retorna o valor de expr. O comando RETURN pode ser colocado em qualquer ponto
do programa. Se ele for o ultimo comando do procedimento, nao é necessario escrever
RETURN(expr), basta escrever expr.

Vamos ver agora uma outra forma de retornar um valor muito usada nos procedimentos
do préprio Maple. Por exemplo, o procedimento booleano member( ) da library do Maple
funciona da seguinte forma:
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> member(b, [a,a,b,c,b,cl|, pos);
true
> pos;

3

O resultado do primeiro comando é true porque b é um elemento da lista [a, a,b, ¢, b, c].
Note que esse procedimento retorna um segundo valor que é a posicao da primeira
ocorréncia do elemento b na lista. Esse valor for gravado na varidvel pos que foi usada
como terceiro argumento.

Se tentarmos examinar o cédigo do programa member( ), nos frustraremos pois

> print(member);
proc( ) options builtin; 101 end

A opcao builtin quer dizer que o procedimento pertence ao kernel do Maple e portanto
o seu codigo estd escrito na linguagem de programacao C' e nao estd disponivel para
o usuario. A lista dos comandos que pertencem ao kernel pode ser obtida através do
comando 7internal.

A lista dos procedimentos para os quais o usuario tem acesso ao codigo, que esta escrito
na linguagem de programagao do préprio Maple, pode ser obtida através do comando
?external. Para ler o cédigo do programa, deve-se usar os comandos

> inter face(verboseproc = 2);
> print(nome do procedimento);

Uma vez que o procedimento member( ) esta escrito na linguagem C, vamos construir
o procedimento de nome Member usando a linguagem de programacao do Maple.

Member := proc(x, L, position : name)
local v,
for i to nops(L) do
if L[i] =x then position :=1i; RETURN (true) fi
od;
false

end
Assim
> Member(2,[1,2,3,4]);
true
Porém

> Member(b, [a,b,b, c|, pos);
Error, Member expects its 3rd argument, position, to be of type name,
but received 3
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Esse erro ocorreu porque os procedimentos avaliam seus argumentos antes de executar o
algoritmo. Aqui a varidvel pos ja tinha previamente o valor 3. Assim o terceiro argumento
nao passou no teste dinadmico que verifica se ele é do tipo name. Esse problema é evitado
usando-se as aspas direitas:

> Member(b, [a,b,b, |, pos’);
true

> pos;

4.4 Programacao com Variaveis Tipo ‘.

Vimos atras que as variaveis locais avaliam em um nivel apenas enquanto que as variaveis
globais avaliam completamente. Vimos também que podemos controlar a avaliagao nivel
por nivel com o comando eval(expr,n) onde n é um ndimero inteiro que da o nivel da
avaliacao. O controle da avaliacao é crucial quando estamos lidando com varidveis tipo
“.. O ponto é o operador de concatenacao, isto é, ele junta os seus argumentos, por
exemplo

> A.B;
AB
> A.B.C,

ABC # combinacao de °.°

A primeira variavel nao é avaliada enquanto que todas as outras sao, por exemplo:

> A =1
> B:= 2
> C:= z:
> A.B.C

A2z

Para que a primeira varidvel também seja avaliada podemos usar o comando cat( ) ou
entrar a seguinte forma

> “AB.C;

12z

4

Suponha que queremos atribuir uma expressao tipo ‘. a uma variavel, por exemplo,
expr = A.i.j, e posteriormente substituir valores numéricos para ¢ e j que vao ser consi-
derados indices da expressao A.i.j.

A seguinte forma nao funciona:
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> expr = A.i.j;
expr = Aij

pois dessa maneira atribuimos a variavel Aij a expr e nao A.i.j. Na varidavel Aij nao
podemos substituir valores numéricos para i e j. Para fazer da forma correta, temos que
retardar a concatenagao:

> expr = 'Ad.j’;
expr = A.i.j.

Para substituir o indice 7 e j por nimeros, a forma subs(i = 1,j = 2, expr) nao funciona,
pois o comando subs( ) avalia seus argumentos antes de executar a substitui¢ao. A
avaliacao completa de expr é Aij. Temos entao que avaliar expr em um nivel apenas:

> subs(i =1,j = 2, eval(expr,1));
Al2

> eval(”);

Al12

Uma outra forma de obter o mesmo resultado sem usar o comando eval(expr,n) é
> expr = "Au.j";
expr = 'Ai.j
> (eval@subs)(i = 1,7 = 2, expr);
Al2

Nessa forma, o nivel de avaliacao esta sendo controlado apenas pelas aspas.
Vamos agora seguir a construcao do procedimento dotsum que retorna o somatdério de
variaveis tipo ‘., com os indices variando de 1 até 2. Por exemplo

> dotsum('A.i.j', [i, ]);
All + A12 + A21 + A22

¢

Ou seja, dotsum tem dois argumentos. O primeiro é uma variavel tipo ‘. ou uma soma
de variaveis tipo ‘.°. O segundo é a lista dos indices que serdao somados de 1 a 2. Assim

dotsum('A.i.j', [i, j]) calcula
2

2
YN Ay
Jj=1

=1

A primeira tentativa de construcao do procedimento dotsum poderia ser:



dotsum := proc(expr:algebraic, L:list)

local 1, s;
s = expr;
foriin L do
s = sumf(s,i=1..2)
od;
S
end

Veja o que ocorre agora:

> dotsum('A.i.j., [i, j]);

> printlevel = 10 :
> dotsum('A.i.j', [i, ]);

{——> enter dotsum, args = A.i.j,[i, j]

< — — exit dotsum (now at top level) = 2 x Alj + 2 x A25}
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2 Alj+2 A2j

s = Auag
s = Alj+ A2j
2 Alj +2 A2j

2 Alj+2 A2j

dotsum := proc(x : algebraic, L : list)
local 1, s;
s = "'
foriin L do
s, 1 =1..2;
s = "sum(”)"
od;
eval(”)

end

CBPF-MO-001/95

Assim, nao obtivemos o resultado desejado. Para corrigir essa versao do dotsum temos
que acompanhar passo a passo a avaliacao das expressoes dentro do procedimento. Pri-
meiramente vamos aumentar o valor da variavel printlevel

O primeiro passo foi atribuir A.i.j a varidvel local s. Isso foi bem sucedido. O segundo
passo foi fazer o somatorio na variavel ¢ de 1 a 2 e atribuir a variavel s. O somatério foi
bem sucedido, pois s é uma variavel local e portanto avaliou em um nivel apenas dando
A.i.7. Assim o indice i pode ser substituido pelos valores numéricos. O problema ocorreu
devido a atribuicao do resultado do somatério a s pois o resultado foi avaliado dando
Alj + A2j na atribuigao.

Vamos usar as aspas direitas para controlar o nivel de avaliagao, nesse caso o procedi-
mento fica da seguinte forma
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Assim

> dotsum('A.i.5',[i, j]);
{—— > enter dotsum, args = A.ij, [i,j]

s = 'Ad.j

'Adgl i o= 1.2
2

s ="Y "Aij"

i=1
2

'Y TAAG = 1.2

=1

s ="' ! "Aa.g"
j=1 =1

{——= > enter sum, args = sum('A.i.j,i = 1.2), j = 1.2

Tr = J
a =1
b :=3
dab : = 2

{——= > exit sum (now in dotsum) = All+ A21 + A12 + A22}
All 4 A21 + A12 + A22
{—— > exit dotsum (now at top level) = All+ A21 + A12+ A22}

All + A21 + A12 + A22

Usamos duas aspas nos comandos s := "2” e s := "sum(”)” porque uma delas é retirada
pelo comando de atribuicao enquanto que a outra é usada no argumento do comando
sum( ) como pode ser visto nos resultados intermedidrios devido ao printlevel alto. Note
que colocamos a expressao s,i = 1..2 fora do comando "subs(”)” pois queremos que s e i
sejam avaliados em um nivel, o que nao ocorreria se eles estivessem dentro das aspas do
comando "subs(”)”. Uma outra forma de forcar a avaliagdo de subexpressoes dentro de
aspas € através do comando subs( ) que aqui ficaria da seguinte forma

subs('dummy’ = (s,i = 1..2), "sum(dummy)")

Vimos no capitulo 2, que os loops for do od sao, em geral, pouco eficientes com-
parados com o comando seq( ) pois eles geram uma grande quantidade de atribuigoes
intermedidrias o que nao ocorre com o comando seq( ).

O operador de concatenacao pode ser usado das seguintes formas:

> A(1..2);
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Al, A2
> A.(1..2).(1..2);
All, A12, A21, A22
Esse ultimo resultado pode ser convertido em uma expressao tipo ‘ +
> convert([’], +°);

All + A12 + A21 + A22

Usando essa propriedade do operador de concatenacao, pode-se fazer uma versao mais
eficiente do procedimento dotsum tal que as expressoes tipo

Aij

2
=1

1

2
j=1
sejam geradas com comandos tipo convert([A.(1..2).(1..2)],  + ).

4.5 Programacao sobre a Estrutura das Expressoes Algébricas

Suponha que temos uma expressao algébrica onde aparecem termos na forma de raiz
quadrada, por exemplo

Queremos construir o procedimento sroots que extrai os termos que sao raizes quadradas.
Assim

> sroots(expr);
ol/2 g1/2 ,1/2

Uma expressao algébrica no Maple pode ser vista, em primeira aproximag¢ao, como
uma arvore onde as bifurcagoes dos galhos sao caracterizadas pelos operadores © + ¢, “ %
[SaN4

e “*“ e as folhas sao os nomes e os ntiimeros inteiros. A arvore da expressao a + bx* c? pode
ser colocado na forma:
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O primeiro operador (12 nivel) é chamado de operador de superficie, que aqui é o ‘ + .
Observe que essa expressao tem trés niveis de operadores. Os operadores e as ‘folhas’
sdo obtidos com o comando whattype( ) e op( ) respectivamente. No caso da expressao
expr = a + b ¢® temos a seguinte correspondéncia:

whattype(ezpr)
op(1,ezpr) whattype(op (2, expr))

op(1,0p(2,ezpr))  whattype(op(2,0p(2,ezpr)))

op(1,0p(2,0p(2,ezpr))) op(2,0p(2,0p(2,ezpr)))

Quanto mais profundo for o nivel, mais op’s encaixados serao necessdrios para se extrair
um elemento da expressao.

Geralmente, o método recursivo de programacao ¢ o mais indicado para ser usado em
procedimentos que devem penetrar em todos os niveis de uma expressao algébrica. Se o
tipo da expressao € ‘ + ¢, ‘x‘ou ‘" ‘, o procedimento deve partir a expressao nas partes
dadas pelo comando op( ) e continuar a partir as sub-expressoes. Se o tipo da expressao
é name ou integer, a recursao deve finalizar. Dessa forma a expressao é quebrada nas
suas partes elementares. Se as condicoes de finalizacao da recursao envolvem tipos mais
gerais, que incluem os tipos name e integer, a expressao nao sera partida em ”atomos”
mas sim em "moléculas”.

Vamos aplicar a teoria de programacao recursiva para o procedimento sroots. No
método recessivo, assume-se que o procedimento ja esta pronto, porém sé pode ser usado
em expressoes menores que a original. Suponha que o argumento seja uma expressao tipo
‘+¢, por exemplo, A+ B + C onde A, B e C podem ser também expressoes algébricas.
Assim sroots(A + B + C') deve retornar

sroots(A), sroots(B), sroots(C)

pois a saida de cada um dos termos acima é uma sequéncia de raizes que juntam para
formar uma sequéncia maior. Note que sroots foi aplicado a expressoes menores que a
original. Sabemos que ha duas formas de se obter o resultado acima, a partir da expressao
expr = A+ B+ C. A primeira é

seq(sroots(i),i = expr)
e a segunda é

op(map(sroots, {op(expr)}))

A primeira forma nao elimina as raizes repetidas. Para tal, tem-se que fazer a seguinte
modificacao
op({seq(sroots(i),i = expr)})
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[2aN1

O mesmo método se aplica as expressoes tipo ‘*‘ e
Para finalizar a recursao, tem-se que considerar os seguintes casos. Se a expressao
for tipo sqrt, o procedimento sroots deve retornar a prépria expressao de entrada. Se a
expressao for tipo name ou numeric, sroots deve retornar NULL.
O procedimento sroots pode ser escrito na forma

sroots = proc(expr:algebraic)

local 1,

if type(expr, sqrt) then expr

elif type(expr,{name, numeric}) then NULL

elif type(expr,{‘+‘, x‘,"‘}) then op({seq(procname(i),i = expr)})

elif ERROR(cat(‘sroots does not deal with expression type ‘, whattype(expr)))
fi

end
Assim
> expr = (a4 sqrt(2)) x (sqrt(a) + 2)/(sqrt(3) = b);

(a +2'2)(a'? + 2)3'/
b

expr = 1/3

> sroots(expr);
31/2 91/2 1/

Note que usamos um conjunto de tipos no comando type(expr, {name, numeric}).
Esse comando é equivalente a

type(expr, name) or type(expr, numeric)

Existem varias formas de se combinar tipos no Maple, na verdade existe uma algebra de
tipos. Por exemplo, podemos usar o tipo name “integer, tal que type(expr, name integer)
retorna true se a expressao for do tipo name elevada a um expoente inteiro, e falso caso
contrario. Para saber quais sao as possibilidades da algebra dos tipos usa-se o comando
Ttype, structured.

Um usudrio pode criar novos tipos que serao reconhecidos pelo comando type( ). Para
isso, deve-se construir um procedimento booleano que tenha o nome da seguinte forma:

‘type /nome do tipo' = proc(expr,...)

A chamada type(expr, nome do tipo) do comando type( ) usual do Maple é equivalente a
chamada ‘type/nome do tipo‘(expr, ...) do procedimento construido pelo usuério.

Vamos dar um exemplo de construcao do tipo irrational. O Maple tem implementado
os tipos rational e realcons que servem para verificar se uma variavel pertence ao dominio
dos nuimeros racionais e reais, respectivamente. Observe que o tipo irrational nao existe
usualmente:

> type(sqrt(2),irrational);
Error, type irrational does not exist in maple
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Vamos construir o seguinte procedimento booleano:

‘type /irrational’ = proc(x)
type(z, realcons) and not type(z, rational)
end

Agora
> type(sqrt(3), irrational );
true
> type(2/5,irrational);
false

Se analisarmos de maneira geral o procedimento sroots, podemos ver que o tipo de
expressao que esse procedimento retorna ou é uma sequéncia ou um caso particular de
sequéncia que pode ser um tnico elemento ou a sequéncia nula (NULL). Vamos construir
agora um outro procedimento chamado fsroots que estd relacionado com o sroots. O
procedimento fsroots retorna uma expressao do mesmo tipo da expressao de entrada,
porém aplica uma fungao que vem especificada como primeiro argumento em todas as
sub-expressoes tipo sqrt. Por exemplo:

> expr = sqrt(2) + sin(sqrt(a) « b+ 3);
expr = 22 + sin(a'/?b+ 3)
> fsroots(f,expr);
F2Y2) 4 sin(f(a'?) b+ 3)
> fsroots(x —> x"2,expr);

2+ sin(a b+ 3)

As condicoes de finalizacao para o procedimento fsroots sao iguais ao do sroots, porém
o tipo de saida do comando op({seq(procname(i),i = expr)}) do sroots é um sequéncia.
No fsroots a saida deve ter o mesmo tipo de entrada, assim temos que usar o comando
map( ) no lugar de seq( ) da seguinte maneira:

map( (a,b)—> fsroots(b,a), expr , f)

ou
map( unapply(procname(b, a),a,b), expr, f)

Observe que a fungao (a,b)—>fsroots(b, a) inverte os argumentos, caso contrario o resul-
tado do comando acima seria algo do tipo fsroots(sub—expr, f) o que resultaria em erro
pois é o procedimento f que deve vir como primeiro argumento e nao sub—expr. O mesmo
erro seria cometido se usassemos map( fsroots, expr, f). Na versao com o operador —>
nao podemos usar procname, pois esse operador nao avalia seus argumentos, porém na
versao com o operador unapply( ) é permitido. O procedimento fsroots fica entao:
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fsroots := proc(f : {name, procedure}, expr)

if type(expr,sqrt) then f(expr)

elif type(expr, {name, numeric}) then expr

elif type(expr,{ 4+, "}) then map(unapply(procname(b,a),a,b), expr, f)
else ERROR( cat(‘2nd argument cannot be type ‘, whattype(expr)))

fi

end

No Maple existem os tipos function e procedure que sao tipos bem distintos. O que
estamos chamando de funcao nao é tipo function mas sim tipo procedure, por exemplo:

> type(z—> 1/x, function);
false
> whattype(x—> 1/x);
procedure

O tipo function se refere a seguinte estrutura: nome(args). Ou seja um nome aplicado a
argumentos entre parénteses. Por exemplo

> type(sin(x), function);
true

As expressoes tipo function sao exemplos de expressoes que tem o termo zero:
> expr = f(argl,arg2,arg3);
expr := f(argl,arg2,arg3)

> op(0, expr);

> op(expr);
argl,arg2,arg3
> op(0..nops(expr));

fyargl,arg2,arg3
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4.6 Exercicios

1) Modifique o procedimento fibonacci da se¢ao 3.2 de forma que ele admita uma sequéncia
de numeros inteiros positivos como argumentos. A saida deve ser a sequéncia dos niimeros
de Fibonacci correspondentes, por exemplo:

> fibonacci($1..7);
0,1,1,2,3,5,8

> fibonacci(5,8, —2);
Error, (in fibonacci) the arguments must be positive integers

2) a) No problema 2 do capitulo 3, pedia-se para construir um procedimento para os
polinomios de Laguerre e outro para os polinomios de Laguerre generalizados. Faga agora
uma unica versao do procedimento de tal forma que, se for chamado com dois argumentos,
ele retorna o polinomio de Laguerre e se for chamado com trés argumentos, ele retorna os
polinomios de Laguerre generalizado.

b) Compare a sua versao do procedimento com a versao orthopoly/L] do préprio Maple.

3) Faga uma versao do procedimento Member tal que Member(a, L, pos) retorna true
ou false caso a seja ou nao elemento de L como antes, porém agora com a seguinte
modificacao: Se o elemento a ocorrer mais de uma vez em L, pos deve fornecer a sequéncia
de posigoes de a em L. Por exemplo:

> Member(b, [a,a,b,c,b,b,], position);
true
> position;
35,6

O valor da variavel position nao deve ser modificado caso o elemento nao pertenca a lista
ou ao conjunto.

4) Extenda o procedimento Permute do problema 5 do capitulo 3 tal que ele possa ter
trés argumentos: Uma lista, o nome odd ou even e uma variavel. Se o segundo argumento
for odd, por exemplo, o procedimento retorna as permutacoes impares da lista e grava as
permutacoes pares na variavel que é dada no terceiro argumento.

5) Faga uma versao recursiva do procedimento dotsum da segao 4.4.

6) a) Faga um procedimento tal que permita o comando convert( ) converter varidveis
tipo ‘. numa lista ou num conjunto. Por exemplo:

> convert('A.i.j list);
I:A’ /I:7 j:l

b) Faga agora o procedimento que permita o inverso:
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> convert([A,1i,]],.");
Aig
> convert({a,b,c},*.*) :

a.b.c

7) a) Modifique o procedimento dotsum da secao 4.4 tal que ndo seja mais necessario
fornecer os indices de soma. Por exemplo

> dotsum('A.i.j');

All + A12 + A21 + A22

b) Caso a entrada seja uma soma de varidveis tipo ‘., o procedimento s6 deve retornar o
resultado caso os indices sejam compativeis, caso contrario deve retornar uma mensagem
de erro. Por exemplo:

> dotsum('A.i + 2 x B.i');
Al+A2+2 Bl1+2 B2
> dotsum('A.i.j + B.i.k');

Error (in dotsum) wrong choice of the indices

8) a) Faca uma versdo mais eficiente do procedimento dotsum usando a concatenacao
com range. Ou seja, se a entrada for A.i.j, entdao o procedimento gera a expressao
A.(1..2).(1..2) e depois converte o resultado para uma expressao tipo ‘4.

b) Compare a eficiéncia dessa versao com a versao do exercicio 7.

9) Faga um procedimento de nome produtotensorial tal que, uma vez dada uma expressao
algébrica que contém termos tipo ‘., ele soma de 1 a 2 somente os indices repetidos que
aparecem numa mesma variavel ou num produto de varidveis tipo .. Por exemplo:

> produtotensorial('A.i.j.j');
Adl1l+ Ad.2.2
> produtotensorial('A.i x B.i.j');
Al B.1j+ A2 B2,
> produtotensorial('A.i + B.j.j « C.i');

Ai+4 (B.1.1+ B22) Ci

Os indices que nao aparecerem repetidos serao considerados livres e nao devem ser soma-
dos. Nao é permitido um indice aparecer mais de duas vezes numa mesma variavel ou
num produto de variaveis tipo ‘.°. Por exemplo:
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> produtotensorial(’A.i.i x B.i');
Error (in produtotensorial) indices repeated more than 2 times

Se a entrada for uma soma, cada termo tem que ter os mesmos indices livres, por exemplo

> produtotensorial('A.i.j + B.i.i.j');
Error (in produtotensorial) wrong choice of free indices

Os indices livres de A.i.j sao i e j enquanto que de A.i.i.j é j.
Nao é permitido termos tipo ‘. com indices livres dentro de expoentes. Por exemplo

> produtotensorial(’A.i/B.j');
Error (in produtotensorial) free index in power

> produtotensorial('A.i/B.j.j"2');

Al
(B.1.1+ B.2.2)?

10) a) Como se modifica o procedimento sroots para que ele nao selecione as raizes
quadradas que aparecem em expoentes. Por exemplo:

> sroots(sqrt(2)"sqri(3))
91/2

b) Como se modifica sroots para que ele selecione também as raizes que estao dentro de
outras raizes, por exemplo:

> sroots(2* sqrt(2 + sqrit(3)));

31/27 (2+31/2)1/2
¢) Como se modifica sroot para que ele fornega todos os radicais e ndo apenas as raizes
quadradas. Além disso ele deve selecionar também os radicais dentro de fungoes. Por
exemplo:

> sroots(sqrt(2) x sin(2°(2/3) xa)/sqrt(3 + a"(5/2)));

1

1/2 62/3 52
275,27 a " (3 1 a52)1/2

11) Faga um procedimento que retorna a sequéncia de todas as varidveis indexadas de
uma expressao. Por exemplo

> indexednames(a[l] + a[2]sin(b[1] x a)/(c[1,2] * 27d[1, 2]));
all], af2], b[1], c[1,2], d[1,2]
12) Faga um procedimento de nome typeselect tal que typeselect(expr, tipo) seleciona as

sub-expressoes de expr que tenha o tipo especificado no segundo argumento. A saida deve
ser uma sequéncia. Por exemplo:
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> typeselect(2”(1/2) x sqrt(1 +37(1/2)), sqrt);
o1/2 312 (1 4 31/2)1/2
> typeselect(2 x Pi(a+ 3 % b+ exp(x”2)), name);
Pi, a, b, x
Os tipos a serem considerados sao: indexed, name, function e todos os tipos numéricos.

13) Faca um procedimento de nome typemap tal que typemap(f, expr, tipo) aplica o proce-
dimento fa toda sub-expressao de expr que tem o tipo especificado no terceiro argumento.
O procedimento typemap retorna uma expressao do mesmo tipo da expressao de entrada.
Por exemplo:

> expr = 24 a+exp(l+b"2);
2+ a+ exp(l +b%)
> typemap( f,expr, name);
2+ f(a) + expr(1 + £(b)?)
> typemap(g, expr,integer);

9(2) +a+exp(g(1) + bg(z))

14) Estenda o procedimento GC'D da secao 2.2 para ele aceitar mais de dois argumentos
podendo ser nao numéricos. Os seguintes exemplos devem ser satisfeitos:

GCD(a) — abs(a)

GCD(o,a) — abs(a)

GCD(a,b) — GCD(b,a) — 0
GCD(a,GCD(b,c)) — GCD(a,b,c)

GCD(a, GCD(b, GCD(¢, —d))) — GCD(a,b, ¢, d)
GOD(30,70,42) — 2
GCD(a,20,15) — GCD(a,5)

(Monagan).

15) a) Seja A uma matriz cujos coeficientes sdo inteiros com um algarismo. Uma matriz
desse tipo pode ser gerada com o comando linalg[randmatriz|(3, 3, entries = rand(1..9)).
A partir dessa matriz é possivel gerar niimeros de 1 até 9 algarismos juntando elementos
adjacentes da matriz. Por exemplo, se A é a matriz
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podemos gerar o numero 8521 conforme mostrado através das setas. Um elemento sé
pode ser usado uma tnica vez na construcao de um numero. Faca um procedimento que
d& o nimero de niimeros primos que podem ser formados dessa forma. No exemplo acima
temos 183 niimeros primos.
b) Estenda o procedimento do item a) para ele aceitar matrizes quadrada de qualquer
dimensao. Por exemplo, se a matriz for

4 7

5 8

entao o resultado deve ser 8, pois podemos construir os seguintes niimeros primos: 5, 7,

47, 587, 487, 547, 857, 457.
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Apéndice — Sugestoes para alguns exercicios

Capitulo 1

2) a) Use o operador $ ou o comando seq( )
b) Converta a lista para conjunto
d) Use o comando type(- - -, integer)

3) Use o comando signum ou Heaviside

5) a) Use o comando rsolve( )
b) Componha a fun¢do z—> normal(z, expanded) com a fungao unapply(---,n).

6) Examine o resultado do seguinte comando:

> seq(L[4 —i],i=1.3);

7) 12 forma: Selecione os elementos da lista que sao iguais ao primeiro argumento e conte
o numero de elementos. Cuidado com fungoes encaixadas.

2¢ forma: Conte o nimero de elementos da lista original e subtraia do niimero de elementos
da lista que nao contenha o primeiro argumento. Use o comando subs( ) e NULL. Qual
forma é mais eficiente?

8) Use o fato de que se o niimero de ocorréncias do primeiro argumento na lista for maior
ou igual a 1, ele pertence a lista, se for zero ele nao pertence a lista.

9) Use o comando select( ) duas vezes, uma para selecionar os elementos que ocorrem
mais de uma vez e outra para selecionar os que ocorrerem uma vez.

10) 1¢ forma: Faga um loop com o comando for do od de forma a eliminar a primeira
ocorréncia do elemento na lista.
2¢ forma: Use o comando member( ) para obter a posigdo de primeira ocorréncia do

elemento na lista e entao use o comando subsop( ). Qual forma é mais eficiente?

11) Faga uma fungao booleana que verifica se uma lista tem elementos repetidos ou nao.
A partir dessa fungao use o comando select( ).

12) Some as fungodes lcoeff e tcoeff e entao aplique a expressao expandida e a varidvel.
13) Use o comando convert(---,‘ +*).

14) 12 forma: Use o comando map(unapply,- - -).

2¢ forma: Use o comando map( ) para transformar cada elemento da matriz em uma
fungao. Use o comando subs( ) para repassar o parametro para dentro da fungao mais
interna.
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15) Use o comando linalgfinnerprod] para o produto interno. E necessdrio usar também
os comandos evalm( ) e map(normal,- - ).

Capitulo 2
2) Use o modelo da segdo 2.3 e faca as modificagoes especificas de cada item.

3) Tome L como sendo um conjunto de nimeros positivos e negativos, e f como sendo a
fungao abs( ).

4) a) Crie primeiro uma fun¢do que faz um nivel de encaixe. Use o comando seq( ) e o
operador QQ,

7) a) Inicie uma varidvel como sendo o primeiro elemento do conjunto. Faga um loop
sobre o conjunto. Se o i-ésimo elemento for maior que a variavel, modifique o valor da
variavel, caso contrario nao modifique. O resultado deve ser o valor da variavel.

b) Use signum( ) ou Heaviside( ).

9) Transforme a primeira lista em uma lista de nimeros naturais. Use o comando
member( ) para converter a segunda lista nos nimeros correspondentes. Por exemplo

la,b,c,] e [bc,al — [1,2,3] e [2,3,1]

Ordene a segunda lista de forma que a cada troca de pares de ntimeros, uma varidvel
iniciada em true ou false inverte o seu valor. O resultado é o valor variavel.

10) Use o comando permute( ) do Maple e selecione as listas com o comando ispermute
do exercicio 9.

Capitulo 3

3) a) Use o fato de que MDC(a,b) é igual a MDC(a,r), onde r é o resto da divisdo entre
ae b

4) a) Elimine o primeiro elemento do conjunto e use o préprio procedimento. Compare o
primeiro elemento com as possiveis saidas do comando recursivo.

b) Igual a sugestao de a), porém agora todas as possibilidades de saida da chamada re-
cursiva com um elemento a menos devem ser rigorosamente analizadas. Por exemplo,
se o conjunto original é {a,b,c,---}, a chamada recursiva é mazimum({b,c,d,---}). As
possibilidades de saida podem ser um numero, uma variavel tipo nome, ou até mesmo
maximum({i, j,---}). Cada um desses casos deve ser analisado.

d) No inicio do algoritmo, junte todos os conjuntos num 86, por exemplo,
maximum({a, maximum({b,c})}) é equivalente a mazimum({a,b, c}).
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