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Prefacio

Nosso objetivo aqui é a descrigao quantica e nao-relativistica de excitacoes as quais nao
obedecem as estatisticas de Fermi-Dirac e de de Bose-Einstein, mas sim a uma estatistica
intermedidria, que é a estatistica qualquer (any). Como veremos, isto torna-se possivel
unicamente em (141) e (1+2) dimensoes. Isto é devido ao fato de que em duas dimensoes
espaciais (d = 2), o spin nao é quantizado; deste modo, o grupo de rotagao é Abeliano!

A importéancia em considerarmos teorias em sistemas (1+2) dimensoes vem do fato de
que, até mesmo no nosso mundo tridimensional, existem sistemas essencialmente planos,
como se a terceira dimensao fosse congelada.

Rio de Janeiro, dezembro/99.

Germano Amaral Monerat.
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Abstract

Our purpose here is to present a general review of the non-relativistic quantum-
mechanical description of excitations that do not obey neither the Fermi-Dirac nor the
Bose-Einstein statistics; they rather fulfill an intermediate statistics, the we called “ any-
statistics 7. As we shall see, this is a peculiarity of (1 + 1) and (1 + 2) dimensions, due to
the fact that, in two space dimensions, the spin is not quantised, once the rotation group
is Abelian!

The relevance of studying theories in (14-2) dimensions is justified by the evidence that,
in condensed matter physics, there are examples of planar systems, for which everything
goes as if the third spatial dimension is frozen.

Rio de Janeiro, december/99.

Germano Amaral Monerat.
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Introducao

Em sistemas em (1 4 2) dimensdes, o grupo das rotacoes é Abeliano, de modo que
as particulas podem carregar qualquer spin real, e consequentemente apresentarem es-
tatisticas fracionarias. Isto surgiu em fisica recentemente, com os trabalhos de D. Finkel-
stein e J. Rubistein[l] (1968) e de J. M. Leinaas e J. Myrheim|2] (1977), obtendo popu-
laridade apenas em 1982 através dos artigos de Wilczek[3, 4], que chamou de anions tais
particulas, pois estas carregam qualquer spin e, consequentemente apresentam estatisticas
fraciondrias. A partir de entdao, a introducao de anions na fisica em duas dimensoes cria
também uma “ ponte” entre a Fisica da Matéria Condensada e a Teoria de Campos.
Posteriormente, em 1983, R. B. Laughlin[5] mostrou que estas particulas apresentam um
importante papel na explicacao do assim chamado efeito Hall quantico fracionario, onde
tais particulas podem se configurar em excitacoes tipo-vortice das funcoes de onda de
Laughlin, carregando estatistica fracionaria. Desta forma o estado fundamental do efeito
fracionario pode ser descrito através de um condensado destes vortices, conforme mostrado
por D. M. Haldane[6], também em 1983.

Apesar de nao existir nenhuma explicagao satisfatoria, alguns fisicos tem cogitado
uma teoria de supercondutividade anionica como um candidato a explicar as propriedades
supercondutoras observadas em certos materiais a altas temperaturas. Para o leitor in-
teressado, sugerimos os seguintes trabalhos: F. Wilczek, E. Witten and B. I. Halperin|7]
(1989) e J. D. Lykken, J. Sonnenschein and N. Weiss[8] (1991).

Recentemente, em gravitacao, alguns estudos envolvendo tais particulas vém sendo
proposto, como por exemplo S. Klishevich, M. Plyushchay[9] (1999), no qual é apresentado
um modelo com linhas de universo tipo-luz para particulas massivas em (1+3) dimensoes
e em (14 2) para anions.

O nosso propdsito é fornecer uma revisao introdutoéria, concisa e objetiva dos fatos
mais marcantes relacionados a Fisica dos Anions, fazendo o levantamento da literatura de
referéncia existente; com isto, pretendemos motivar e justificar a relevancia de se atacar
problemas planares em Teoria de Campos com vistas a aplicagoes em sistemas de Fisica
da Matéria Condensada.

Este trabalho desenvolve-se de acordo com a organizagao seguinte: no capitulo 1,
revisamos um estudo sobre um sistema de particulas idénticas e suas consequéncias em
(1+3) e (1+2) dimensoes; em seguida, no capitulo 2, analisamos a dinamica dos anions.
O capitulo 3 propoe-se a descrever a construcao de Chern-Simons, para um sistema de
N anions e, no capitulo 4, fazemos um breve apanhado sobre o Efeito Hall e sua relacao
com tais particulas. Finalizando, apresentamos as conclusoes gerais da monografia.



Capitulo 1

Particulas Idénticas

1.1 Introducao

No mundo classico, as particulas idénticas de um determinado sistema podem ser nu-
meradas uma a uma, o que nos permite, em principio, acompanhar a evolucao no tempo de
cada uma delas ao longo de suas trajetorias. Dizemos entao que a individualidade destas
particulas é preservada. Porém, no nivel quantico, esta situagao muda drasticamente,
pois, devido ao Principio da Incerteza de Heisenberg, o conceito de trajetéria nao mais
existe! Dessa forma, na mecanica quantica particulas idénticas perdem por completo a
sua individualidade. Em outras palavras, em um sistema de particulas idénticas, ao lo-
calizarmos uma destas em um dado instante de tempo em um certo ponto, nao podemos
dizer de qual particula se trata.

Suponha um sistema formado por duas particulas idénticas. Se trocarmos uma particula
pelos da outra (o que equivale a trocar os niimeros quanticos de uma pela outra), isso nao
altera a configuracao do sistema:

V(s @) =¥ o)l (1.1)

onde ¢; representa as coordenadas e a projecao do spin de cada uma das particulas. Assim,
as fungdes em (1.1) devem diferir uma da outra apenas por uma fase arbitraria:

1#(% Q2> = ei “ w(QQ, ql)a (1'2)

onde o é uma constante real.
Multiplicando (1.2) por e’ * temos:

w(q% Q1> = 62i “ ¢(Q27 ql)? (13)

donde ' ‘
621&21:>€wl::|:1.
Logo
(@1, @) == V(g ¢1). (1.4)

Com o resultado dado por (1.4) observamos a existéncia de apenas duas possibilidades:
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e A funcao de onda é simétrica; ou seja, nao se altera com a troca das particulas;
e A funcao de onda é anti-simétrica; ou seja, troca de sinal com a troca das particulas.

Se ¢1(q) e ¢2(q) sao estados de uma particula, podemos escrever:

bela, @) = % (61(01)2(a2) + 61(a2) () (15)
Yalq1, ¢2) = %(%(%)%(CD)—¢1(CI2)¢2(Q1))7 (1.6)

onde ¥,(q1, g2) é uma fungao simétrica e 1),(q1, ¢2) é uma fungao anti-simétrica. Aqui, o
fator 1/4/2, foi introduzido por motivo de normalizacdo.

Experimentalmente verifica-se que a funcao de onda descrita por (1.5) corresponde
a particulas de spin inteiro. Tais particulas sao denominadas bodsons e obedecem a
chamada estatistica de Bose-Einstein[10], enquanto que as particulas descritas por fungoes
de onda do tipo (1.6) correspondem a particulas de spin semi-inteiro e sdo denominadas
de férmions. Estas, por sua vez, obedecem a chamada estatistica de Fermi-Dirac[10].

Uma conseqfiéncia disto é o Principio de Exclusao de Pauli!, que estabelece que duas
particulas idénticas nao podem ocupar o mesmo estado quantico, pois se fizermos ¢; = ¢
encontramos, no caso de uma funcao de onda anti-simétrica,

Yalqr, 2 =q1) = 0.

Assim, nos parece que no mundo em que vivemos ( 3 dimensoes espaciais) ha dois
tipos de particulas idénticas; bosons e férmions, as quais obedecem respectivamente as
estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-Dirac. Vimos também que uma outra diferenca
importante entre essas particulas se deve ao fato de os bésons nao obedecerem ao principio
de exclusao de Pauli, o que significa que um mesmo estado quantico, pode ser ocupado
por um numero arbitrario de bésons, o que nao é possivel no caso dos férmions.

1.2 Estatistica Fracionaria em Duas dimensoes

Vimos até agora que a nogao de estatistica esta usualmente relacionada com o sinal
que uma funcao de onda de muitos corpos adquire quando quaisquer duas particulas sao
trocadas. Assim sendo, vamos buscar uma definicdo mais geral de estatistica.

Vamos supor que quando nés movemos a particula 2 em torno da particula 1 por um
angulo azimutal Ay (veja figura 1.1) a fungao de onda muda de acordo com a expressao
(1.2):

¢(Q1, QQ) - wl(Qh Q2) = eiy Ay ¢(Q1a QQ)- (1-7)

1O Principio de Exclusdo de Pauli é obedecido apenas para particulas de Spin semi-inteiro.



CBPF-MO-001/00 5

Figura 1.1: Quando a particula 2 é movida por um angulo Ay, a funcao de onda muda para ¢’(q1, q2).

Como podemos ver em (1.7), a fase adquirida pela func¢ao de onda depende do parametro
v, o qual costuma ser chamado de estatistica.

Para compreendermos melhor o significado de v, vamos considerar a troca de duas
particulas. Esta troca pode ser realizada de duas maneiras:

i) Ap=7— wl((ha @) = e w(%a q2)-

Tal situacao é representada pela figura 1.2.

Figura 1.2: A troca de duas particulas é realizada pelo movimento anti-horario da particula 2 em torno
da particula 1 por um angulo Ay = 7.

Em seguida, executando uma translacao rigida do centro de massa, alcancamos a
configuragao inicial no espago.

(i) Ap =7 — wl(ﬁha @) = et (@1, @)

Tal situacgao é representada pela figura 1.3.

Novamente, executando uma translacao rigida do centro de massa, alcancamos a con-
figuracao inicial no espago. _

No caso (i), a fungiao de onda adquire uma fase e ™ ¥ enquanto no caso (ii) adquire
uma fase e ¢ TV,
Por meio deste exemplo simples, veremos que existe uma grande diferenca entre duas

e trés ou mais dimensoes.
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Figura 1.3: A troca de duas particulas é realizada pelo movimento horario da particula 2 em torno da
particula 1 por um angulo Ap = —.

1.2.1 Em (143) Dimensoes

No exemplo que acabamos de considerar, os casos (i) e (ii) ndo apresentam qualquer
diferenca intrinseca. Isto fica mais claro através da figura 1.4, onde sempre nos é possivel
deformar a transformagao (i) de maneira continua de modo a obter (ii).

Flgura 1.4: Através de uma deformacgao continua do caminho, podemos levar o caso (i) no caso (ii); isso
mostra que ambos sdo equivalentes, ou seja, descrevem a mesma fisica.

Logo, como vemos pela figura 1.4, ambos os casos (i) e (ii) correspondem & mesma
operacao fisica, pois podemos através de transformagoes continuas, elevando o caminho
(i) para a dimensao z e depois dobrando-o sobre o plano obtemos (ii). A conseqtiéncia
disto é que a funcao de onda deve-se comportar do mesmo modo em d > 3 dimensoes.
Dessa forma:

e TV gt TV, (1.8)

Desta equacao decorre que

e = +1,
o que equivale a dizer que hé apenas dois valores possiveis para v: v = 0 ou v =1 (em
modulo 2).

Este exemplo simples confirma o que ja haviamos discutido na introducao deste tra-
balho, ou seja, que as estatisticas nao podem ser arbitrarias. Sob a troca de duas particulas
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idénticas, a fungao de onda apresenta-se com o mesmo sinal ¥ = 0 (estatistica de Bose-
Einstein) ou um sinal menos (estatistica de Fermi-Dirac), nao havendo outras possibili-
dades.

1.2.2 Em (142) Dimensoes

No caso de duas dimensoes espaciais, a situacao muda drasticamente; pois nao é mais
possivel deformar continuamente o caminho em (i) no outro em (ii), j& que, por hipétese,
cada particula nao pode atravessar a outra. Desse modo, em d = 2 dimensoes espaciais,
(i) e (ii) sdo duas operagoes fisicamente distintos. Vemos assim, que o angulo azimutal
Ay em duas dimensoes espaciais € uma quantidade bem definida, o que nao é verdade no
caso de d > 3 dimensoes.

Concluimos, entdao, que em duas dimensoes espaciais a identidade (1.8) nao é mais
valida e, ainda, que o parametro estatistico v pode ser arbitrario, ao menos em principio.
E esses valores arbitrarios assumidos por v 70,1 (médulo 2), geram uma estatistica que
nao é a de Fermi-Dirac nem a de Bose-Einstein. Trata-se da chamada estatistica qualquer
ou estatistica anionica. Assim sendo, as particulas que obedecem a esta estatistica sao
denominados anions, que corresponde ao objeto de nosso estudo.

Uma conseqtiéncia da estatistica anionica é a violagao das simetrias discretas de pari-
dade P e reversao temporal 7. Em outras palavras, sob uma transformacao de paridade
ou reversao temporal a fase adquirida pela funcao de onda ¥ (q;, ¢2) muda de acordo com:

exp(tinv) — exp(Finv),

para os casos (i) e (ii), respectivamente, e para v 70,1 uma violacao de P e T ocorre,
como podemos observar através das figuras 1.2 e 1.3. Esta uma importante caracteristica
dos anions.

Voltando ao nosso exemplo, este deixa bem claro que em duas dimensoes espaciais (d =
2) nao basta especificar as configuragoes inicial e final para caracterizar completamente o
sistema; mas também torna-se necessario especificar as diferentes trajetérias torcidas ou
trancadas entre si.

Como acabamos de mencionar, o caminho percorrido no caso dos anions torna-se
importante. Entao, considerando M%y o espaco de configuracao de um conjunto de
N particulas idénticas em d dimensoes espaciais e sendo ¢ e ¢’ dois pontos arbitrarios
em M?y, de acordo com a formulagao padrao de integral de caminho[11] da mecanica
quantica, a amplitude de probabilidade para o sistema evoluir a partir da configuracao g
num tempo ¢ para uma configuracao ¢’ num tempo t' é dada por:

K(d, thq, t) = <d, t'g t>..

. t/
q(t)=q' Dq e%/t Lq(7), ¢(7)]dr

t)=q;

K(q, t'q, t) = /q : (1.9)

onde L(q, ¢) é a lagrangiana para um sistema de N particulas e o simbolo

q(t")=q'
Ly Do
q(t)=q
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denota a soma sobre todos os caminhos que conectam q em um tempo t a ¢’ em um tempo
t’. O propagador K(q', t';q, t) evolui a fungao de onda 1(q,t) de modo tinico conforme

P(g, t) = /M Jdg<q, t|g.t><qtlp >
N

W, V) = /MNd dg <, ¥|g.t > v(g.1). (1.10)

Sem nenhuma perda de generalidade, nés escolheremos ¢ = ¢ e assim descreveremos
lacos (“loops”) em M. Esta escolha é feita baseada no fato de os lacos serem invariantes
topolodgicos e carregarem consigo o conteudo fisico da teoria.

Dois lagos sao considerados equivalentes (ou homotdpicos) se um pode ser obtido a
partir do outro por uma deformacao continua.

Todos os lagos sao agrupados em uma classe e o conjunto de todas as classes de
equivaléncia é chamado de Grupo Fundamental, e é representado por m;. Entao, um
elemento de 7(M$) a classe de todos os lagos em M que podem ser continuamente de-
formados um no outro. Em outras palavras, lacos pertencentes a dois diferentes elementos
de m (M) nao podem ser conectados por uma transformacio continua. Com isso, basta
consideramos apenas um lago de cada classe homotopica diferente e entao efetuarmos a
soma sobre as classes homotépicas o € m (M) e para uma integral de caminho em cada
classe. Dessa forma, (1.9) pode ser escrita como:

K(¢, tq, t) = Z K.(q, t';q, t)..
a€7r1(Md)

/

i
t=q — dTL|qo(T), (T
K(d, thq, t) = > /q .q Dq, el Ji 9a(T), (7)) (1.11)

acm (M]%) q(t)=q

A expressao (1.11) representa a decomposi¢ao da amplitude K (¢, t';¢, t) em uma soma
de subamplitudes K, (¢, t';q, t) para os quais unicamente lagos homotépicos con-
tribuem. Assim, podemos em principio associar diferentes pesos a diferentes subampli-
tudes K, (¢, t';q, t) de modo que preservemos as regras convencionais para a composigao
de probabilidades. Logo, (1.11) pode ser escrita na forma:

at)=¢ — ATLqa(7T), Go(T
K(d, tq, t)= > 5(04)/q( ). Dgq, eh Ji 9a(7), da )], (1.12)

aem (M$) (t)=q

onde &(«) sao numeros complexos. Para (1.12) fazer sentido como amplitude de proba-
bilidade, os pesos £(a) nao podem ser arbitrarios, mas devem satisfazer

§(a) £(8) = &(a p), (1.13)

mantendo assim as regras usuais para combinagao de probabilidades.
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Quanto ao espaco M&2 e seu grupo fundamental, consideraremos um sistema de N
particulas idénticas movendo-se em um espaco euclidiano de dimensao d = 2, R¥=2. A
configuragao do sistema de N particulas idénticas é especificada por um elemento de

RV =R 0 L@ R (1.14)

Contudo estamos supondo que tais particulas nao podem ocupar a mesma posicao, de
modo que nods temos que remover a diagonal generalizada:

A= {(Tl, wory) € (REHN ) r; = r; para algum i #]} (1.15)

As particulas em questao sao idénticas e indistinguiveis, de modo que nds devemos iden-
tificar configuragoes que difiram somente no ordenamento das particulas. Em outras
palavras, nés dividiremos pelo grupo das permutacgoes Sy. Assim, o espaco de con-
figuracao para nosso sistema é

(§Rd:2)N N

MNd:2 _ 5
N

(1.16)

Encontrar o grupo fundamental de um tal espaco é um problema padrao em topologia
algébrica, o qual foi apresentado e resolvido nos anos 60 (Fadell e Newirth 1962; Fox e
Neuwrith 1962; Fadell e VanBuskirk 1962). Aqui, nds apresentaremos simplesmente o
resultado e faremos referéncia a literatura especializada para a sua demonstracao. Prova-
se que o grupo fundamental de My? é

Sy ,sed>3

WI(MNd) — (1.17)
By , sed=2

onde By é o grupo fundamental das trancas de Artin de N objetos, que contém o grupo
das permutagoes como um subgrupo (Artin 1926, 1947).



Capitulo 2

A Dinamica dos Anions

Considere uma particula pontual interagindo com um campo magnético (sem campo
elétrico). A lagrangiana para tal sistema é:

1 . S
L=-mi + 57 - A7) (2.1)
2 c
ou
1 > = e = - =
L= amrz St 4 St A(TZ), (2.2)
C

onde A(r?) é o potencial vetor do campo eletromagnético; ¥ é o vetor posicao da i-ésima
particula; m sua massa e e sua carga. Chamando A(r?) = A, as equagoes de movimento
de Euler-Lagrange

oL doc _
ort  dtort
fornecem:
oL _ i oA
ort ¢ orl
oL .
i = mrt + ZAI
Entao: A
mqﬂl + E d_Al _ TZ 9A' —
c \ dt ort |
Porém: A
dAY A drt QAL -
— = —— = i,
dt ort dt ort
Assim: oA ou
mrt + T (87’" 87’") 0. (2.3)

Nos definimos o campo magnético em duas dimensoes espaciais como:

B = €ij 8iAj, (24)
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onde €; é o tensor de Levi-Civita em duas dimensoes’, sendo, assim, totalmente anti-

simétrico. A partir daqui, obtemos:

GZmB = ElmGijaiAj
ElmB = (5il5jm—5im5jl) 8‘AJ

ElmB == 8;Am—8mAl

Dessa maneira, a expressao (2.3) em termos de B apresenta a seguinte forma:

mrl + =B = 0.
c

Tal expressao, possui seu andlogo em trés dimensoes
e

mr+ —-rx B =0,
c

onde B = Bé,,, sendo a forga de Lorentz:

(2.5)

(2.6)

Vamos supor que A seja potencial vetor de um campo do tipo de um solendide. Assim
havera um campo magnético constante dentro do solendide, o qual se anula fora dele cuja

forma possivel é

iy =10 &

2r r

(2.7)

onde f(r) deve ter um comportamento tal que para r > R, onde R é o raio do solendide,

a fungao f(r) seja constante. Este comportamento é representado pela figura 2.1.

Figura 2.1: o potencial A tem o carater de um vértice. Repare que para r > R, onde R é o raio do
solendide a fungao f(r) é constante, de modo que para tais valores de r o campo magnético associado é nulo.

Na notacao vetorial

(2.8)

!Consideraremos que a particula encontra-se num espaco com métrica euclidiana, de modo que A™ =

Ap,.
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A entao tem um carater de um vértice, com o comportamento assintotico

2 f(00) &
A(T) = 5 (2.9)
Repare que: )
S Varg(f) = ﬁarctan(g). (2.10)
r x

Vemos que A tende a um calibre puro no infinito. Desta forma, através de uma trans-
formacao de calibre do tipo

A= Ag=A+VQ (2.11)
onde ()
0= f%arg(f) (2.12)
obtemos: 1
s = 5 (1) — f(00)) Varg(7). (213)

Utilizando a transformagao de calibre (2.13), o campo magnético B dado por (2.5)
fica so a forma:
BS = € 8iASj
BS = € @ZAJ + €ij 6’(939

Bs = B-— f(QC:>eU O'darg(r). (2.14)

Vamos agora calcular o termo €;; 9'd7arg(r). Assim:

a%arg(r) = a%arctan(%) = ——xgiyg
e
(%arg(r) = (%arctcm(%) = =17
Em uma forma mais compacta:
i il
darg(r) = eJT—Q (2.15)
Aplicando €; em (2.15) temos:
ead'arg(r) = —(5;'¢,— 640%;) % '
endlarg(r) = —(200 — &) :—J
end'arg(r) = —:—;. (2.16)

A expressao (2.16) pode ainda ser reescrita como:

e;; Parg(r) = Olnr (2.17)
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onde r = /22 + y?. A equagao (2.17) é conhecida como a equagao de Cauchy-Riemann[12].
Atuando o operador &' em (2.17) temos:

e 0'darg(r) = 0'0;ln(r). (2.18)

O segundo membro de (2.18) ird se anular sempre que 7 =+0. Podemos escrever a expressao
(2.18) na forma o
€ 0'darg(r) = 216*(F), (2.19)

onde §2(7) é a funcao delta de Dirac[13]. Assim, o campo magnético Bg dado por (2.14)

pode ser reescrito como:
Bs=B+6B (2.20)

onde:

6B = —f(00)d?(7). (2.21)

De acordo com (2.20), a transformagao de calibre (2.13) induz um campo magnético
adicional na origem da forma (2.21). Como a transformagao de calibre ndo deve mudar o
campo B, nés devemos excluir a origem (pelo menos no nivel cldssico). Para isso, vamos
supor que através de algum mecanismo, nossa particula pontual encontra alguma barreira
em r = 0, impedindo assim que ela passe por este ponto.

Agora, vejamos que efeito, no nivel quantico, esta transformacao de calibre produz.

2.1 A Equacao de Schrodinger

Para a descrigao quantica, vamos considerar a formulagao hamiltoniana, obtida a partir
da lagrangiana (2.1). Para isso, primeiramente devemos obter o momento conjugado a 7"

e
P, = i = mr + EA (). (2.22)

A funcdo de Hamilton ou hamiltoniana do sistema[l14] é dada por:

H = 7 P—L. (2.23)
H = i(ﬁ_fg) N N (O
m c 2 c
H = izﬂ—f(ﬁ A+ A 13)+€—2A2 (2.24)
- 2m c c? ' ‘

A hamiltoniana (2.24) encontra-se na forma Hermitiana[15], e comumente é expressa sob
a forma:

5 N\ 2
H— = (P - EA) (2.25)
ou
H=—Ii%, (2.26)
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onde Il = m# é chamado de momento orbital[15]. Como sabemos, a varia¢do da energia
cinética em fungao do tempo é o trabalho realizado pelo campo sobre a particula (em
unidades de tempo). Assim:

dH 7 -
— =T 2.27
it m (2.27)
Substituimos em (2.28) a expressao (2.6) vemos que:
dH € . .

lembrando que o produto de um tensor antisimétrico de segunda ordem por um tensor
simétrico, também de segunda é nulo[13]. Dessa forma, vemos que o campo magnético
nao realiza trabalho sobre a particula carregada.

O processo de quantizagao canénica[16] consiste em transformar as varidveis candnicas
em operadores e os paréntes de Poisson[14] em comutadores[10]. Assim sendo, vamos obter
os comutadores da nossa teoria. Sao eles:

[, ] = 'l — iyt =0
[T, TH]e = II'MFyp — Py ..
T, W)y = [(Pi - 9A"> (PJ’ - 9AJ‘> o — (PJ’ - 9AJ‘> (Pi - 9A"> 4,0]
c c c c

2
; . i i € . € i e i -
[T, e = lP PJQO—EP (A]@)—EA Pjgo—i-gA Alp — PP+

e . . e .. 62 .
+ SPI(Alp) + APl — —QAJA%p] .
& & C

Supondo que ¢ tenha derivadas segundas continuas, o que acarreta a comutatividade das
derivadas parciais, e ainda lembrando que

~ 1

P = —ind', (2.29)
temos
N ihe (0A" QA
I, 1 = —— - — — . 2.30
[ ) ](p c (10 <6T‘7 afrz ) ( )
Utilizando a expressao (2.5) podemos reescrever (2.30) na forma
[IT°, T’] = ——€“ B(r). (2.31)

C
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Consideremos agora o comutador [r*, TI]:

[r', I]p = {ri (Pj — ZAj(T)> Y- <Pj - EAj(T)> Ti@]

C
- Lot
[rt, e = Zhgoarj S
] = ko, (2.32)

Com o que vimos, podemos resumir as relagoes de comutacao obtidas:

[rt, rl= 0

i, )= —tedip)

I (2.33)
[, 1] = ihsi.

Entao, usando as relagoes de comutagao (2.33), podemos obter a versdo quantica da forca
de Lorentz, com a ajuda da equagao de movimento de Heisenberg?[15]:
d?rt B dIr 1

™ T dt i {H H}

mci;i - 27;% (r'e” - 1)

m(f;;i - 2”;_71 ((H"Hj)ﬂj—Hj(HiHj)—ﬂ%eHje"jB>

m(f;;i = o (¢/BIV ~1We'B) .

m(f;;i = - (¢"Bri —rid'B). (2.34)

A expressao (2.34) é a versao quantica da forca de Lorentz em duas dimensdes espaciais,
no caso de uma particula carregada num campo magnético.
Com relagao a equacao de Schrédinger

0
VU =ih—WU 2.
H m@t : (2.35)

2Na visao de Heisenberg os operadores evoluem no tempo, mas o vetor de estado nio.
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onde H é o operador hamiltoniano (2.25), esta equacdo deve ser invariante de calibre
pois é dela que deduzimos as predicoes de situacoes fisicas, que devem ser univocas, nao
podendo assim depender de uma funcao arbitraria . A equacao de Schrédinger (2.35)
também pode ser escrita como:

( v — CA( )>2x1/ T (2.36)
—ihV — —A(r =ih— .

c ot
Repare que, enquanto a transformacao de calibre (2.13) transforma a hamiltoniana (2.25)

para

1 L= € 2
Hs = o (—mv _ EAS(T)) (2.37)

com

S - 0P -

Ag = A(r) + Q—Vcw“g(?“), (2.38)

T

onde chamamos 09 = — f(00), e a fungao de onda de Schrédinger deve ser submetida ao
mapeamento

L e 5O arg(r)

U(r,t) — V(rt)g=eh 2m U(r,t). (2.39)

Pode-se mostrar que, nestas condigoes, a equacao de Schrédinger é invariante de calibre[15].
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2.1.1 A Invariancia de Calibre da Equacao de Schrédinger

Podemos postular que a equagao de Schrodinger deve ser invariante de calibre, pois é
desta equacao que deduzimos as predigoes de situacgoes fisicas, que devem ser univocas,
nao podem depender de uma funcgao arbitraria 2. Este postulado tambem exige que a
fungao de onda ser transforme segundo (2.39). No caso de uma transformacao global de
fase, onde a funcao €2 é uma constante, a invariancia da equacgao de Schrédinger verifica-se
imediatamente. Porém quando a func¢ao 2 = Q(z) (invariancia local de fase), a verifigdo
nao é tao evidente.

Aqui © é uma fungao do operador posigao . Para que a equagao de Schrédingeir seja

€

invariante de calibre é necessédrio que o valor esperado dos operadores e (P — £A) nao
se alterem em conseqiiéncia da transformacao de calibre. Em outras palavras:

/\I/*(r, O (r, t)dr = /\I/*S(T, OrWe(r, t)dr
(2.40)
/\I/*(r, t) (15 - %/T) U(r, t)dr = /\I/*S(T, t) (lAD - 514_‘5’) We(r, t)dr

onde ¥ ¢ a funcao de onda na presenca de ff, enquanto Vg € a funcao de onda na presenca
de Ag. A validade das propiedades (2.40) é garantida se

n'in =1, (2.41)
onde e Q)
T { 27rhc} ' (2.42)
Entao: - . ~
o IR @

Isso ocorre pois:

Py = <_w Q) P < e Q)
e crp 2mhe ey 2mhe
n'Pn exp <27Tth P, exp QWhCQ + P..

tpp = P+ -2 v 2.44
e + 2mhe ( )

Entao, a equagao de Schrédinger é invariante de calibre. Mas, devemos estar cientes que
a equacao de Schrédinger é ivariante de Galileo, enquanto que o calibre de Lorentz é
invariante de Lorentz. E é por isso que devemos postular que a equacao de Schrédinger
deva transforma-se segundo (2.39).
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2.2 O Momento Angular

O operador momento angular (conservado), gerador de rotacoes de nosso sistema de
uma particula é definido como
J.=7xP. (2.45)

Entao, de acordo com o que vimos no capitulo anterior,

— . e —
= 7 7 A
Je T X (m?“ + ST (r))

—

J. = TxXmi+

7 x A(r). (2.46)

2mhe

De acordo com (2.8), podemos escrever o potencial vetor na forma

- ) -y . Tz
A(r) = 7 <x2 Y & + PN ej> , (2.47)
de modo que
- - e
C - J ) 2.48
+ 2mhe ( )
onde B
J =7 xmi (2.49)

¢ invariante de calibre o momento angular orbital. A diferenca entre J. e J deve-se
unicamente ao fluxo do campo magnético & de um solendide. Tanto na auséncia quanto
na presenca de ¢, o momento angular canonico é representado pelo operador da mecanica
quantica:

J, = —ih (2.50)

00’
onde 6 é o angulo polar no plano.

Quando ele atua sobre uma funcao de onda univoca com dependéncia angular e,
temos

Jep = Jep ..

jo = hm ;meZ, (2.51)

onde j. corresponde aos autovalores do operador .J..

Entao, o espectro de J. é sempre o convencional. Esta claro que quando & = 0 temos
J. = J, de modo que o momento angular orbital tem unicamente autovalores inteiros.
Contudo, quando ® 0, isto ndo é inteiramente verdadeiro. De (2.48) temos

¢ g _pd__¢

J=Je— 27he 00  2mhe ®,
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o qual atuando sobre uma fungao de onda do tipo ¥;(#) apresenta autovalores:

j— <m——>, meZ. (2.52)
hc
Entao o espectro de J consiste em inteiros deslocados por ’hef’.
Geralmente, na mecanica quantica, nés nunca consideramos o momento angular or-
bital, uma vez que a quantidade conservada é apenas a canonica. Porém aqui, o valor
inteiro do momento angular canonico é dividido em duas partes:

ed
2rhe’

Jo=J+

Quando variamos ® de um valor inicial ® = 0 onde J. = J até um valor & num tempo t,
temos que J. ainda mantem seus autovalores constantes e inteiros porque é uma grandeza
conservada em consequéncia da invariancia de rotagao do sistema para o qual J. é a carga
conservada de Noether. Porém quando o fluxo alcanca seu valor final &, temos que J
(momento orbital) apresenta autovalores nio inteiros, apesar de que o momento angular
total (canonico) permanece inteiro. Assim, a interagdo com o campo magnético externo,
pela variagao de ® em (2.47) a qual supomos ocorrer de forma adiabética, faz com que o
momento angular de nossa particula

ed
Jo=J 2.53
+ 2mhc ( )
permaneca inalterado, isto é:
. e .
J=- o, 2.54
2mhe ( )

A dependéncia temporal do campo magnético induz um campo elétrico de acordo com a
lei de Faraday, dada por:

V x E(r,t) = —%
. o .
E(r,t) = —aA(r, t) .. (2.55)
E(r,t) - 27T1hci>(t)ﬁarg(r), (2.56)

corrrespondentemente nos temos:

d_f dr
dt dt

dJ

- = 7 mr. (2.57)
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Note que a forca que aparece no segundo membro corresponde a forca externa que, no
presente caso vem a ser eF(r,t). Logo:

dJ .

il X eE(rt) ..

dJ —€ . ., = .

il 27ThCCID(t)r x Varg(r) ..

dJ —e .

— = D(t 2.

dt 2mhe ®); (2.58)
com a condi¢ao inicial

J=m, t=0;, meZ. (2.59)
E num tempo final ¢
ed

J 2mhe Fm (2.60)

Vemos que (2.58) estd de acordo com (2.54). Entao J adquire valores nao inteiros, en-
quanto que o momento angular total permanece inteiro.

Baseado no que vimos até entao, vamos considerar um sistema bidimensional composto
por dois anions idénticos, ou seja, elétrons com carga e associados a um fluxo de campo
magnético, através de um potencial vetor tipo-vértice dado por (2.8).

Para estabelecer as propriedades estatisticas dessas particulas, vamos considerar que
a fungao de onda deste sistema é ¥(1,2). Movendo lentamente a particula 1 em torno
da outra por um angulo Ay = 27, a funcao de onda do sistema se altera de acordo com
(1.7), apresentando a seguinte forma:

U'(1,2) = ™ W(1,2). (2.61)

Por outro lado, de acordo com Aharonov-Bohm?, a presenca de um vértice apesar
de nao afetar a dinamica classica de uma particula carregada, isto tem profundas con-
sequéncias em mecanica quantica. Quando uma particula é movida em torno de um
vortice, sob uma trajetéria fechada v, a fungao de onda adquire uma fase (veja apéndice
B) do tipo:

1€ [ Fgr
ehic A0 (2.62)
O uso do teorema de Stokes nos permite escrever (2.62) na forma:
2mied
e hc | (2.63)

onde ® é o fluxo do campo eletromagnético.
No caso do sistema de dois anions, quando as particulas estao girando cada uma em
torno da outra, surgem duas contribuicoes a fase:

3Maiores detalhes veja o apéndice B - O Efeito Aharonov-Bohm.
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e a primeira devido ao movimento da particula carregada em torno do campo de
vortice da segunda;

e a outra, devido ao movimento da segunda particula carregada em torno do campo
de vértice da primeira.

Assim, a fase total adquirida pela fungao de onda W(1,2) sobre uma rotacao de 2w é

21 2ied
e hc . (2.64)

Dessa forma, de acordo com o chamado efeito Aharonov-Bohm, a funcao de onda do
sistema fica na forma:

2m 2ied
V(1,2)=e he W(1,2). (2.65)
Comparando (2.61) com (2.65) temos:
2ed
= —. 2.66
V= (2.66)

Vemos entao, que anions apresentam uma estatistica fracionaria, tendo em vista que
v dado por (2.66) ndo é um numero inteiro.

Uma outra maneira de descrevermos um sistema como este, porém, para muitos anions,
é através da chamada construgcao de Chern-Simons, a qual sera apresentada a seguir.



Capitulo 3

A Construcao de Chern-Simons

Neste capitulo, apresentaremos a construcao de Chern-Simons para descricao de um
sistema de N anions no qual as coordenadas 7(t) sdo varidveis dinamicas, cuja dinamica é
determinada pelas equagoes de movimento de Euler-Lagrange e equagoes do tipo Maxwell,
respectivamente. Assim, tal sistema apresenta a seguinte lagrangiana:

1 &
L= 3 z:lmfj — e/deJu(f, t)A*(Z, t) + Les, (3.1)

onde o termo de Maxwell® foi substituido pelo termo topoldgico de Chern-Simons, que é
dado por:

»CCS = % /dee“A”Aua,\Ay (32)

e £ é o coeficiéente de Chern-Simons e A* é o 3-potencial de um solenoide localizado na
origem do sistema de coordenadas, de modo que trata-se de um calibre puro, o qual pode
ser escrito sob a seguinte forma vetorial:

- d
Alr) = 2mhe

A substituicao do termo de Maxwell pelo de Chern-Simons deve-se ao fato de que o
termo de Maxwell levaria a equacoes do tipo

Varg(F). (3.3)

8,F™ (T, t) = eJM(T, 1), (3.4)

(apds a derivagao funcional com respeito a A*) o que nao descreve a dinamica dos anions.
Isto porque para o presente caso 0s campos E(f, t) e B(¥, t) devem exitir apenas local-
mente (ndo podendo propagarem-se); o que nos leva ao termo de Chern-Simons, o qual
relaciona tais campos com as componentes do 3-vetor J* dado por:

Yo 03T —Ta(t))
JH = . (3.5)
Yo Tal(t)0(T —7a(t))

1A lagrangiana de Maxwell é dada por Lj; = —ﬁF w " onde F),, corresponde ao tensor do campo
eletromagnético, o qual é definido como F),, = 9,4, — 0, A,.
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A deducao das equagoes de movimento de Euler-Lagrange para as coordenadas das
particulas é um pouco mais sutil. Temos que nos lembrar de que a dependéncia de J* no
tempo entra através das coordenadas das particulas. Entao:

oL i i
L~ it e (0, 1) 6.6
d oL , , ‘ ‘
d I - i
Ji o mry' + ery <8xj )ir_a + eDp A" (Ta, t) (3.7)
oc L O82(F — ) AV L O0(F — ) A
o T —e/d x i + e/d T T ol (3.8)
o DA QA
i j
o ¥ ) 0 _
it o (G = G ) el =00, =0 39

Esta por sua vez pode ser escrita na forma:
mT; + eeijféB(TOM t) - eEi(Tou t) =0. (310)

A expressao (3.10) é a versao bidimensional da for¢a de Lorentz. Para a descri¢ao de um
sistema de N anions interagindo, temos que fazer a derivacao funcional da lagrangiana
(3.1) em relacdo a A*. Tal variacdo fornece

6# A VF)\ V('fa t) = ?Ju(fa t)a (311)

a qual substitui as equagoes de Maxwell (3.4), enquanto que as equagoes de Euler-Lagrange
(3.10) permanecem vélidas.

3.1 A Solucao da Equacao de Chern-Simons

As equagoes de Chern-Simons (3.11) podem ser escritas como equagoes de vinculos
para os campos elétrico e magnético, na forma

B - =, (3.12)
§

) o2Qm ..

B = %e”Ji, (3.13)

onde

0
r=| -E, 0 B |. (3.14)
0
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Utilizando a definigdo para o campo magnético B temos de acordo com (3.12):

€; Al = %p. (3.15)

Para encontrarmos a solucao da equagao (3.15), primeiramente devemos escrever o inverso
do operador €;;0', que é dado por

o 1 . .
K (%) = ﬂe]kakln]x] (3.16)
e satisfaz o
€;0' K (%) = 6*(7). (3.17)
Assim, (3.16) pode ser escrita também na forma:
V x K(Z) = —8%(2). (3.18)
Isto é conveniente para introduzir também o inverso do operador de Laplace:
1 —
G(7) = 4—ln]3?2\, V2G(T) = 6*(Z). (3.19)
T
Dessa forma, vemos que K'(¥) e G(Z) sdo relacionados por
K'(%) = €7 0,G(Z). (3.20)

Entao, a solugao de (3.15) é dada por

A, )= = [ R = ot 1), (3.21)
ou também . ;
ANF, 1) = g;eij%. (3.22)

Nés reconhecemos em (3.21) e (3.22) a generalizagdo do campo do vértice (3.3) para o
caso do campo devido a N vortices movendo-se ao longo das respectivas trajetorias 7%,.
As solugoes (3.21) e (3.22) correspondem ao calibre de Coulomb (9;A° = 0). Da

equagao (3.13) para o campo elétrico temos:

—0"A' - 0'A” = 2% > ety (3.23)
que é equivalente a solucao da equagao de Laplace nao-homogeénea
—V2A? = %ﬂeijaiﬂ. (3.24)
Fazendo uso de (3.19), nds obtemos
1 (z —1y)

Ao(f, t) = —g %:Gijmfé. (325)
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Note que tanto A° quanto A’ sao calibres puros:

AT, t) = —% Zﬁj arg(z — ro(t)) 7 (3.26)

ANZ ) = % <% > arg(z — ra(t))> ) (3.27)

ou, compactamente,

AM(Z) t) = O"A(Z, t), (3.28)
onde 1
A, t) = EZarg(f— ). (3.29)

Entao, apés uma transformagao de calibre singular, a dinamica é novamente aquela de um
campo livre, exceto por condi¢oes de contorno sobre a funcao de onda. Para os campos
elétrico e magnético um calculo simples usando (2.19) mostra que

B, ) = ey X0 8 = rat). (3.30)

B, 1) — —2?”2 2z — ro(t)), (3.31)

de modo que os campos sao inteiramente localizados nas posicoes das particulas. Note
que
B = —€ij Zvi B, (332)
(07

que é a versao bidimensional de . .
E=—-1vxB. (3.33)

A relacao (3.33) entre o campo elétrico e o magnético é o resultado da lei usual de
transformacao para os campos de Maxwell sobre transformacoes de Lorentz.

Para (3.32) nds temos o resultado de que as contribuicoes devidas aos campos elétrico
e magnético em (3.10) se cancelam, de modo que a equagao de movimento reduz-se a

mre, =0, (3.34)

correspondendo ao movimento de particulas livres ! Isto é uma propriedade somente da
teoria classica. Na teoria quantica estas particulas interagem em virtude das condigoes de
contorno de rotagao a serem impostas sobre a funcao de onda, apds a escolha do calibre
no qual o potencial vetor sera escrito na hamiltoniana.



Capitulo 4

Anions e o Efeito Hall

A importancia dada recentemente ao estudo dos anions vem em grande parte da sua
utilizaca do Efeito Hall Quantico Fracionéario. Dessa forma, neste capitulo, discutiremos
a ligacao entre estes. Mas antes disto, vamos relembrar do que se trata o Efeito Hall.

4.1 O Experimento Hall Classico

O esquema para a experiéncia[17] do efeito Hall cldssico é mostrado na figura 4.1.

Figura 4.1: Diagrama esqyematico do sistema onde ocorre o Efeito Hall. Aqui, Eéo campo elétrico,

Béo campo magnético, V corresponde a tensdao da fonte que é ligada nas extremidades do cristal; J é a
densidade de corrente, 7y e Vi sao respectivamente a densidade de corrente de Hall e a tensao de Hall.

Um cristal é submetido a um campo elétrico e um campo magnético perpendiculares
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entre si (veja figura 4.1). (O campo elétrico pode ser aplicado, por exemplo, ligando-se
uma fonte de tensao V as extremidades do cristal. E o campo magnético pode ser aplicado
colocando-se o cristal entre os pélos de um eletroima).

Sob a ac¢ao do campo elétrico, os portadores de carga elétrica (elétrons ou buracos)
do cristal adquirem uma certa velocidade ¢. Uma particula carregada sob a agao de um
campo magnético B estéd sujeita a uma forca perpendicular a direcao do movimento e a
dire¢do do campo magnético (forga de Lorentz), dada por:

E,=S(#xB), (4.1)
c
onde e ¢é a carga da particula.

A figura 4.2 mostra o que acontece quando o portador é um elétron.

Figura 4.2: O Efeito Hall para portadores tipo elétrons. O campo magnético estd saindo do papel, na
direcao do leitor.

Sob a acao do campo magnético, os portadores se deslocam para uma das bordas do
cristal. Surge entao um campo elétrico transversal ey, produzido pelo desequilibrio das
cargas. Em equilibrio, a forca aplicada ao portador pelo campo magnético, F,,, é igual
a forca aplicada pelo campo elétrico transversal, F,.. Pela geometria das figuras 4.1 e 4.2
podemos escrever

F, = evB (4.2)

Fe = €€q. (43)
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Quando estas estiverem em equilibrio:

evB = eey ..

cg = vB. (44)

Por outro lado, chamando de J a densidade de corrente e de n a densidade de porta-
dores de carga

J = env (4.5)
Pela figura 4.1 temos:
J I/A I
Y I 4.6
TenT Ten T enlW’ (4.6)
lembrando que a area A em questao é
A=LW. (4.7)
Substituindo (4.6) em (4.4) temos:
eg = vB ..
1
= B. 4.8
“f enLW (48)

A diferenca de potencial que aparece entre as duas extremidades do cristal é dada por:

VH == €HL
1 IB
Vi en W (4.9)
ou
IB
Ve = RHW, (4.10)

onde Ry = 1/en é a chamado de constante de Hall do material.
Quando os portadores sao todos elétrons (carga —e, densidade n), podemos escrever

Ry =——. 4.11
H en ( )
Quando os portadores sao todos buracos:
1
Ry =—. 4.12
7 en ( )

Dessa forma, através do efeito Hall podemos determinar se um semicondutor[17] é do
tipo N ou tipo P; pois as equagoes (4.11) e (4.12) mostram que a polaridade da tensao
Vg depende do tipo de portador de carga presente no cristal.
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4.2  Um Breve Histérico do Efeito Hall Quantico

O estudo da quantizacao do efeito Hall tem inicio com Ando Matsumoto, Uemura e
Kuwaji em 1975. Porém, somente em 1980 que tal efeito quantico foi descoberto por Klitz-
ing, Dorda e Pepper[18], no aniversario dos cem anos do original trabalho do Efeito Hall.
Tal descoberta garantiu a Klaus Von Klitzing no ano de 1985 o prémio Nobel em fisica.
Klitzing mostrou que sob certas condi¢oes em um sistema efetivamente bidimensional de
elétrons submetidos a um forte campo magnético, que o tensor condutividade o toma a

forma:
_ 0 v 2
o= < 0 ) e“/h (4.13)

onde h é a constante de Planck, e é a carga do elétron e v é um inteiro pequeno. Assim, as
componentes do tensor condutividade fora da diagonal podem ser escritas em termos das
constantes fundamentais[19]. Em 1982, Tsui, Stérmer e Grossard[20], observaram que a
condutividade Hall poderia formar-se sobre valores fracionarios em unidades de e*/h e
nao somente em valores inteiros. Alguns dos niimeros encontrados foram:

1/3, 2/3, 2/5, ... etc,

com 1/2 e 1/4 ausentes. Este efeito é denominado de Efeito Hall Quantico Fraciondrio.
Para a sua descrigao tedrica, é essencial levar-se em conta as interacoes coulombianas entre
os elétrons, tornando o problema dificil de ser tratado. O modelo que melhor descreve o
Efeito Hall Quéantico Fraciondrio foi proposto por Laughlin[5] em 1983 baseando-se na ex-
isténcia de excitagoes tipo-vortice as quais carregam estatisticas fracionarias, de modo que
o estado fundamental pode ser descrito através de um condensado destas quasiparticulas.
As quasiparticulas de Laughlin vem a ser anions, objeto de nosso estudo.

4.2.1 O Efeito Hall Quantico

O Efeito Hall Quantico é observado em sistemas bidimensionais de elétrons a tem-
peraturas muito baixas ( < 4K) e em campos magnéticos intensos (1 a 30 teslas)[21]
ortogonais ao plano onde as particulas se movem. Os elétrons sao usalmente capturados
numa fina camada da interface entre dois diferentes semicondutores ou entre um semicon-
dutor e um isolante. Nestas condi¢oes, o movimento ao longo da direcao perpendicular da
camada é congelado. Deste modo, a dinamica toma lugar sobre o plano. Além disso, os
efeitos devido ao spin do elétron podem ser desprezados em uma primeira aproximagcao.

O efeito Hall quantico é caracterizado pelo fato de que a condutancia Hall, oy é
quantizada em unidades de e*/h, como mostrado pela expressao (4.13).

O numero quantico v pode ser um inteiro (Efeito Hall Quéantico Inteiro)[18] ou um
nimero racional, geralmente com denominador impar (Efeito Hall Quantico Fraciondrio)[20].
O surpreendente é que a equagao (4.13) é experimentalmente observada com extrema pre-
cisao. Esta precisao[19] é de 1077 a 1078 para o efeito inteiro e 10~ ou 107 para o efeito
fracionario.
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4.3 Os Platos de Resistividade

Um importante aspecto na quantizagao do efeito Hall Quantico é a quantizacao da
chamada resistividade transversal ¢, .

Quando aplicamos uma diferenga de potencial nas extremidades do cristal, geramos
uma corrente I; e dessa forma, medimos as voltagens longitudinal V;, e transversal V!,
de modo que as resisténcias sao dadas por:

Vv,

Reyw = TL
- W

Ry = Y.

Ajustando alguns parametros do sistema, observamos que as resisténcias medidas sao
iguais as resistividades 0 (vide [21]). Assim, através da figura 4.3, podemos ver a de-
pendéncia da resistividade ¢ em relagdo ao campo magnético B.

50
T 68 mK
n:1.93% 10" fem B ;
: i f'_""""__‘!o
4352,000em* /s !
|
20r |
o
~ -
C;: r »
z RN
: D5
w0
”
#A
2]
g0

Figura 4.3: A amostra de GaAs-AlGaAs apresenta uma densidade eletrénica n = 1.93 - 101! /cm?, baixa
mobilidade j. = 52,000cm?/V s, sob uma temperatura T = 66mK. Define-se a mobilidade como sendo a razio
entre a velocidade média do elétron e a intensidade do campo elétrico.

Através da figura 4.3, observamos a formagao de platos de resistividade transversal
para certos valores do campo magnético, o que indica que d,, (resistividade Hall) é prati-
camente constante; entre um platd e outro, d,, varia rapidamente. Por outro lado, a
resistividade longitudinal d,, é sobre os platos é nula. Assim, sobre os platos, podemos

escrever: ) )
0 1/v
O, = ( 1y 0 ) —- (4.14)

e

ITambém denominada de voltagem Hall.
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Como o tensor resistividade é o inverso do tensor condutividade, a expressao (4.13) é
obtida a partir de (4.14).

Os valores encontrados experimentalmente para v podem ser separados em duas
familias:

e Numeros inteiros v = 1,2, 3, ..., que nos leva ao chamado EHQI;

e Numeros racionais, geralmente com denominadores impares,

v=1/3,2/3,2/5, ..., que nos leva ao chamado EHQF.

Repare ainda que em (4.14) os valores da resistividade sobre os platos independem do
material e da forma da amostra. Agora, vejamos um modelo para o EHQ.

4.3.1 A Hamiltoniana

De acordo com o que vimos no capitulo 2, a hamiltoniana o sistema de um elétron é
dada pela equagao (2.24):

H = 1(ﬁ ?@2 (4.15)
- 2m c ’ '
ou em termos do momento orbital IT por (2.26):
H2
= 4.16
H=c— (4.16)

lembrando que o momento canonico P esta relacionado com o momento orbital por:

ﬁ:%—mﬁ+5g(7’):ﬁ+
c

= A(r), (4.17)

oOl®

onde 7~ denota a posicao do elétron e Il = m#. Vemos que a hamiltoniana (4.16) se parece
com a hamiltoniana de uma particula livre. Dessa forma, de acordo com (4.17) temos
através da chamada primeira quantizacao P — —ihV:

[

Il = —ihV — -A. (4.18)

o

As relagoes de comutacao pertinentes ao sistema foram obtidas no capitulo 2 e sao
dadas por (2.33). Elas nos mostram que as componentes do operador P comutam, ao
contrario das componentes do operador momento orbital II :

(I, II,] = —ihmw, (4.19)

[Py Py] =0, (4.20)
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onde w = ;—BC é a frequéncia de Larmor. Com base nesses resultados, podemos definir os

operadores criacio a' e aniquilacio a de particulas:

0 = ﬁ(nx L) (4.21)
al = ﬁ (IL, + 4I1,) (4.22)
Entao:
[a, a'] = (aa' —a'a) ..
[a, a'] = ﬁ[(nm—my)(nﬁmy) — (I, + 411, ) (IT, — 4I1,)] ..
a, af] = m%m[nx’ ).
[a, a'] = 1. (4.23)

Podemos também reescrever a hamiltoniana em termos dos operadores de criagao
e aniquilacao ou, mais precisamente, em termos do operador nimero de ocupacao N,
definido como:

N =dfa. (4.24)
Entao:
1
fa = ——— (I, +4II,) (I, +4IL,)] ..
o = oo (UL, 4T, (I, + 411,
hwa'a = L [HQ —q[ll,, II ]},
2m 4
onde I1? = 11,2 + HyQ. Sendo assim:
I’ hw
hwala = — — —.
R T

Utilizando (4.23) e (4.24), a expressao anterior fornece:

H = hw (N + %) (4.25)

Seja |n > um autoestado do operador N com autovalor n; nés podemos obter o espectro
de energia do oscilador harmonico. Assim:

N|n >=n|n > (4.26)
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e
H|E, >= E,|E, > (4.27)
Aplicando |n > em (4.25):
1
Hin> = hw <N + §> n> .. (4.28)
1
Hin> = hw <n + 5) : (4.29)

Comparando (4.27) e (4.29) temos:
1
By =t (n+ )., (4.30)

que corresponde aos autovalores do operador hamiltoniano H. Estes niveis de energia sao
denominados niveis de Landau. Os niveis de Landau sao niveis de energia de um sistema
de elétrons nao interagentes na presenga de um campo magnético constante de fundo,
com o campo elétrico ausente. Aqui, o campo magnético externo organiza o espectro de
energia dos elétrons dentro dos niveis de Landau e forca as particulas a ocuparem os niveis
dos mais baixos para os mais altos.

Repare que o nosso problema bidimensional é aqui mapeado em um oscilador harmonico
unidimensional. Isso se deve a forma como os operadores criacao e aniquilagao foram
definidos; ou seja, em termos das componentes do momento orbital, contendo assim a
interacao com o potencial A.

Os autoestados do operador hamiltoniano podem ser obtidos fazendo-se uso das seguintes
relacoes de comutagao:

[N, a] = [a'a, a] = a'[a, a] + [a', ala = [a', dla = a. (4.31)
[N, a'] = [a'a, d'] = al[a, a'] + [a', a']a = a'[a, a'] = d, (4.32)
e serao uteis na obtencao dos autoestados do operador ‘H. Entao:

1> = dfjo>, .. (4.33)

2> = Aaf[l >,

onde A corresponde ao autovalor referente ao autoestado |1 >. O operador criagao gera um
autoestado com autovalor acrescido de uma unidade, em relacao ao autotoestado original,
enquanto que o operador destruicao gera um autoestado com autovalor decrescido de uma
unidade.

Na fisica de particulas, esses operadores criam e destroem particulas, enquanto que
no caso do oscilador hamonico, podemos dizer que esses operadores excitam ou destroem
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uma onda. Entao:

<22> = MA<llaal]l > ..
(4.34)
1 = M(<1N+1)1>)."
1
A= —,
V2
onde os estados sao normalizados < n|n >= 1. Logo:
2 > ! M1 > (4.35)
V2
ou 1
2>=—(a")?0>. 4.36
| 75l (4.36)
Repetindo esse processo n vezes temos:
1
— nn
n>=——(a")"0>. 4.37
n >=——(a")"| (4.3
Assim, de acordo com (4.30) temos:
1. heB
E, = —)—, 4.38
(n+5) (439)

para cada estado fundamental |0 > os niveis de energia de Landau. Aqui, n = n, + n,
refere-se ao nimero de ocupagao total, e n, e n, designam as ocupagoes dos osciladores
nas direcoes = e y, respectivamente. Tais niveis sao altamente degenerados, como pode
ser vista na figura 4.4.

4.4 O Fator de Ocupacao

Uma quantidade que toma um papel central no efeito Hall quantico é o fator de
ocupacao v, definido como o nimero de elétrons N, pelo nimero de niveis de Landau
permitidos. Cada nivel de Landau é altamente degenerado. Mas para amostras de area
finita A, esta degenerescéncia é finita. Assim, o nimero de niveis permitidos (veja figura

4.5) é de fato dado por:
A

2ml}

onde [y é o comprimento magnético definido como:

hic
lg =1/ —. 4.40
o=y (4.40)

(4.39)



CBPF-MO-001/00 36

Figura 4.4: Os niveis de Landau para um elétron sdao altamente degenerados, ou seja, hd a presenga de
autoestados do operador hamiltoniano com os mesmos autovalores de energia.

1 RN umero de circulos de area ue ocupam uma amostra de area correspondem ao
Figura 4.5: o N d los d 2 q p tra d A pond
ndimero de niveis permitidos. O fator 1/2 vem do fato de podermos ter particulas com spin | (up) ou |
(down), evitando assim uma dupla contagem dos niveis.
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Dessa forma, o fator de ocupacao é

N
v=—— =2nlip (4.41)

27l

2
0
lembrando que p = N/A é a densidade de elétrons. A equagao (4.41) também pode ser

escrita de outra forma, usando a definicao explicita do comprimento magnético dado em

(4.40):
N N

UV = =
ABe/hc  ¢/¢o
onde ¢ = AB é o fluxo magnético através da drea A, e ¢pg = hc/e é a unidade de fluxo.
Vamos agora mostrar que o fator de ocupacao (4.41) é o mesmo nimero v que aparece
em (4.13).
No nivel classico, a forca de Lorentz induz um movimento dos elétrons:

(4.42)

F = ¢E+S@xB)..
C

mé = eE+ S(0x B), (4.43)
C

onde supomos os campos elétrico e magnético uniformes e constantes. Também estamos
nos restringindo ao caso nao relativistico v << ¢, e portanto o seu momento linear é
P= mu; e como veremos mais adiante, para isso é necessario que o campo elétrico seja
pequeno em comparacao com o magnético. Entao:

el e
iy = T+ — (v,B, —v,B 4.44
v m +mc (vy v.By) (4.44)
. ek, e
= —+ — (v,B, — v, B, 4.45
b = S4B - B (4.45)
ek, e
j, = — (v, B, — v, B,) . 4.46
6= 4 LB, - 0,B) (4.46)

Preparamos B e E de acordo com a figura 4.1 de modo que:

B= (0,0, B)
(4.47)
E= (E, 0, 0)
Entao:
E
v, = —+-—,B (4.48)
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e
y = ——U,B 4.49
Uy mcv ( )
v, = 0 — v, = constante. (4.50)

Assim sendo, vamos considerar apenas v € vy:

el e
- L CuB 451
v m + mcvy ( )
' ¢ v,B (4.52)
v, = ——u,B. .
Y mc

Derivando a primeira expressao em (4.51) temos:
e
Uy = —U, B. 4.53
Uy (4.53)

Substituindo a segunda expressao em (4.52) nesta temos:

v, = = (—iva)B
mec \ mc
e 2
Uy = — (—B) Uy = —w3,. (4.54)
me
Uy + w?v, =0, (4.55)

onde w = ;—i é a freqiiéncia de Larmor (conforme ji mencionado) para o movimento do
elétron em um campo magnético constante. A solugao de (4.55) é:
Uy = Voge™", (4.56)

onde vg, ¢ uma constante de integragao. Derivando (4.56) temos:

Uy = 1WVy.
Substituindo esta em (4.48) temos:
- el e
iwvgge™t = — 4 —uv, B ..
m  mc
el e
wv, = — +—u,B ..
m  mc
. ek .
WY, = — +Wyy ..
m

vy = vl + v, (4.57)
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onde

ﬁ_eEmc_E

UL muw mw eB BC' ’
= <1
= —c C —

v c; om ,

representa a velocidade da corrente perpendicular ao plano dos campos elétrico e magnético.
Esta velocidade de corrente define a condutancia Hall via lei de Ohm

J =0k, (4.58)
onde o depende do material considerado. Entao:

2 —
= E
mw

onde n é o numero de elétrons por unidade de drea. Assim, a condutividade Hall oy é
dada por:
ne? nhc e?
— — =) = 4.60
oH mw <€B> h ( )

Assim, em d = 2 dimensoes espaciais, a condutividade tem as dimensoes de €?/h.
Comparando (4.42) com (4.60), vemos que a condutividade Hall define a fracao ocupada:

nhc n
=— == 4.61
YT B 8 (4.61)
ou em unidades naturais de €2 /h,
o2
o=V 5 = 1. (4.62)

Classicamente, o espectro de energia do elétron é continuo, enquanto que a nivel
quantico este espectro de energia colapsa para niveis do tipo oscilador harmoénico - niveis
de Landau.

Na teoria quantica dos campos, a fracao ocupada representa justamente a proporcao
de estados ocupados relativamente ao nimero total de estados permitidos para um dado
nivel de Landau (altamente degenerado).

Como ja mencionamos, o efeito Hall quantico pode ainda ser inteiro (quando v for
inteiro) ou fraciondrio (quando v for uma fragao). Estes efeitos requerem explicagoes
significativamente diferentes.
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Figura 4.6: Distribui¢do da densidade de estados p de uma particula em funcao da energia E, para um
sistema de elétrons sem spin, com: (a) sem impurezas; (b) pouca impureza e (c) muita impurezas.

4.5 O Efeito das Impurezas

De acordo com a literatura[28], a introdugao de impurezas no sistema gera um potencial
Vimp, desordenando-o. A consequéncia disto é que, os niveis de Landau do sistema ideal
(sem impurezas) transformam-se em bandas de Landau (veja figura 4.6).

A medida que o grau de impurezas é acrescido ao sistema ( o que equivale a um
aumento no potencial V;,,) as bandas unem-se num unico e continuum de estados[28].
No caso de haver poucas impurezas no sistema (ou seja, que o potencial V;,,,, seja pequeno
se comparado com a separagao hw entre os niveis de Landau originais), as bandas de
Landau permanecem distintas umas das outras.

Uma outra consequéncia devido as impurezas é o aparecimento de estados localiza-
dos, ou seja, estados cuja densidade de probabilidade seja apreciavelmente nao nula em
uma pequena regiao, em relagdo ao tamanho da amostra. Os estados localizados vao
preenchendo a regiao de separacao (“gap ”) entre os niveis de Landau do sistema ideal.

No caso do Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI), o estado fundamental do sistema
corresponde a situagao em que os niveis de mais baixa energia encontram-se totalmente
prenchidos, com um elétron por estado, obedecendo assim ao principio de Exclusao de
Pauli. O ntmero de elétrons determina a energia do mais alto nivel preenchido, sendo
denominada Energia de Fermi.

Suponha que num sistema deste tipo com impurezas, a energia de Fermi esteja numa
regiao de estados localizados. Se quando variarmos o campo magnético B, a energia de
Fermi ainda se encontrar numa regiao de estados localizados, a condutividade Hall ainda
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sera a mesma; pois os estados localizados nao contribuem, e a condutividade a do sistema
ideal, para o mesmo niumero de niveis de Landau prenchidos. Isto entao explica os platos
(veja figura 4.3).

O caso da transicao entre os platos vizinhos corresponde a passagem da energia de
Fermi sobre uma regiao do espectro correspondente aos estados nao-localizados.

4.6 O Efeito Hall Quantico Fracionario
No EHQF, os platos sao centrados sobre valores fracionarios do fator de ocupacgao:
v=1/3,2/3, 2/5 2/7, ..... (4.63)

Este efeito ocorre em amostras com maior grau de pureza e requer forte correlacao entre
os elétrons?.

A teoria mais aceita no momento foi proposta por Laughlin em 1983, o que lhe garantiu
o prémio Nobel de Fisica de 1998. Laughlin propos que o estado fundamental de um
sistema de elétrons no estado de EHQF com fatores de ocupagao de valores tipo (4.63),
podem ser descritos por uma fun¢ao de onda da forma:

Vo(Zi, o Zn)= [I (% —2Z) e:l:p( Z fg’(;), (4.64)

1<j<k<N

onde m é um inteiro impar e Z, = xp+1y; as coordenadas complexas da k-ésima particula.
Assim, Laghlin redefiniu os graus de liberdade do sistema, de modo que o sistema original
de particulas fortemente interagentes fosse mapeado num sistema de anions sem interacao
( ou com fraca interagao).

A idéia é que cada particula de carga e no estado fundamental esta associada a um
nimero impar de quanta de fluxos. Este sistema é descrito pela funcao de onda de
Laughlin (4.64), que é fermionica. Isso pode ser verificado facilmente; através da troca
de duas quaisquer particulas, a funcao de Laughlin ganha um sinal menos. Mas onde
aparecem os anions 7

Os anions, correspondem a excitagoes deste sistema e surgem do excesso ou falha de
(quanta) de fluxo magnético, introduzido sistema através do aumento da intensidade do
campo magnético B. Laughlin também construiu os primeiros estados excitados para um
quasiburaco e para uma quasielétron, os quais sao dados respectivamente por:

\IjerZQ - N—I— H (ZI - Za)\pm ) (465)
I
W, % = 28— —Zo | ¥, 4.66
NI (25 20 ) (4.66)
onde N, e N_ sdo respectivamente, o fator de normalizacao para os quasiburacos e

quasielétron, ¥, é a funcao de onda de Laughlin para o estado fundamental do EHQF.

2Dizemos que os elétrons sao fortemente correlacionados quando a constante de acoplamento da la-
grangiana de interagao é muito grande.
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Aqui, Z, e Z, indicam, respectivamente, a posicao do quasiburaco e da quasielétron e ly é o
comprimento magnético definido anteriormente. Mostraremos a seguir que tais excitagoes
sao anions com carga fracionaria. Por questao de simplicidade, vamos considerar o caso
de um quasiburaco descrito por (4.65). Mostraremos agora que tais excitagoes do EHQF
apresentam carga fracionaria, o que as caracterizam como anions. Para isso, vamos nos
fazer valer do conceito de fase de Berry (veja apéndice A) definida como:

o= i [t (W) 10 ), (467

supondo que o quasiburaco é lentamente transportado em torno de um lago (“loop”) T’
numa jornada adiabdtica® de modo que Z, torna-se um parametro dependente do tempo.
Entao:

7 e (t) = N+% [exp{Zln (Z; — Za(t))H v,

1

o UHae (t) = N+Z%[zn (Z1 — Zo(t))] lexp{zljln (Z; — Za(t))H U, ..

1

[In (Z; — Za(t))] UH2e (2). (4.68)

&|g‘

U0 = T
dt :

Assim, utilizando (4.68), a expressao (4.67) para 7, fica na forma:
to= i [ dt (Wi |Z ~ Za()] 1952 (1)), (4.69)
to

Porém, de acordo com as propriedades da funcao delta de Dirac[13]:

/dQZ 07— Zo) =1, (4.70)
temos:
Yo = —i / at [ @7 (i) >>52 ~ 2) lin (21— Zo(o)] |57 (1))
o= [ [ 2 OISR~ 21) (2~ Zuo)] @)
o= =i [ [ 2 502 = ZaO)] (W 0] S Z1) 1957 (0).

1

3veja apéndice A.
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Definindo a densidade de elétrons no estado W #e como:

p(Z2) = (W2 (O] 320%(Z = Z) [,7 (1)), (4.71)

temos:

Yo = —i /tt dt/d?Z % In (Z — Za(t))] p(Z) ..

- —z/d2 | dt 7 () — p(2). (4.72)

A integral sobre o tempo ¢ em (4.72) é calculada a partir de um instante inicial ¢,
quando o quasiburaco inicia sua jornada, até um instante de tempo t;, quando ele retorna
a sua posicao original, efetuando um lago (“loop ”) I'. Assim:

1
w=—i [ d’Z 7{ dZy - ————= p(2). 4.73
De acordo com o teorema de residuos[13]:
55 o 5= =2 (4.74)
Entao:
Yo = 27 / 27 p(Z) = 21 Np. (4.75)

A integragao em (4.75) é efetuada sobre a regiao dentro do lago I' e Np é o niimero médio
de elétrons ali contidos . Isto encerra o cédlculo da fase de Berry para a funcao de onda
do quasiburaco.

Por outro lado, quando uma particula de carga ¢ se move ao longo de um laco fechado
I' em torno de um fluxo ®r; entao sua funcao de onda adquire uma fase
—iq Pr
hc ] '

exp [ (4.76)

E o chamado efeito Aharonov-Bohm (veja apéndice B). Identificando esta com a fase de
Berry

exp [—ival , (4.77)
nos temos: o
q¥r
o = —— = 2 N . 4.78
i e TINT ( )

De (4.78) obtemos a expressao para a carga de um quasiburaco, lembrando que h = h /27,
temos:

q=— he. (4.79)

Conforme ja foi dito, o EHQF é caracterizado por apresentar valores fracionarios para
o fator de preenchimento (ou fator de ocupagao), ou seja, v = 1/m, onde m é um nimero
inteiro fmpar. Assim, a expressao (4.42) fica sob a forma:
1 NF he

- - - = 4.80
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onde e é a carga de um buraco. Comparando (4.79) e (4.80) temos:

qg=—. (4.81)

m
Vemos entao, que um quasiburaco possui realmente uma carga fracionaria. No caso de
um quasielétron o calculo ¢ um pouco mais complicado, mas analogo ao exposto aqui para
um quasiburaco. Assim, de acordo com a literatura[l1], um quasielétron é portadora da

seguinte carga
e

¢=-— (4.82)

Agora vamos buscar qual estatistica estas excitacoes obedecem. Novamente por questao

de simplicidade, vamos considerar um estado caracterizado pela presenca de dois quasi-
buracos; sendo um localizado no ponto Z, e o outro localizado no ponto Zg. Desprezando

qualquer interacao entre os dois quasiburacos, a funcao de onda fica sob a forma:

U7 28 = N, g 1] (Z1 — Za) (Z1 — Z) Uy, (4.83)
I

a qual é uma generalizacao de (4.65). Em (4.83), NV, 5 é um fator de normalizacao. Agora,
vamos supor que o quasiburaco em Z, é adiabaticamente movido sob uma trajetéria
fechada I', enquanto que o quasiburaco em Zz fica fixo. Durante este processo, a funcao

de onda W7 *4 adquire uma fase de Berry dada por (A.13):

v =—i /; At (W7 +Zﬂ\%yxp;zm +78). (4.84)
Entao:
O (N V. Z1—Z, Z -z W,
S = Mooy |ean (S0 (2= 20 (2 23) ) [ -
O (N d Zr—Z Z1—Z
S — N [ g a2 = 2,0 (2 Z0)| %
xexp (21: In[(Zr — Z,(t)) (Zr — Zg)]) U, ..

%‘I’EZ‘“ = Naﬂ?%[l"((zf—%(t)) (Z1 = Z))] 0 200, (4.85)

Introduzindo a funcao ¢ de Dirac

/dQZ 02— Zy) =1,
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e usando (4.85), a fase de Berry dada por (4.84) fica:

v o= —i /ttl dt/dQZ@;ZwZﬂ(t)y252(2— Z1) x
< Dz - 2.0)(2 - 2)) W), (4:6)
Definindo
p(Z) = (Wr7at28()| Y 6%(Z — Zp)| W75 (t)), (4.87)

1

como sendo a densidade de elétrons no estado de dois quasiburacos, a expressao (4.87)
pode ser escrita no forma:

v = =i [ [ @2 p(2) 5 (nl(2 - ZaO)Z - Z5) -
) 9 t1 dZa Ja— 7 .
v [ G ) e
v = —z’/dQZ ; dt{dza : (Za(t;_z)} p(2). (4.88)

A integral sobre o tempo ¢ em (4.88) é calculada a partir de um instante inicial ¢,
quando o quasiburaco em Z, inicia sua jornada adiabatica, até um instante de tempo t;
quando ele retorna a sua posicao original, efetuando um lago I' em torno de Zz. Entao:

v = —z’/dQZ{ y{ dZ, - Wl—z} p(7). (4.89)

Conforme ja vimos,
1
dZy - —————= = 2mi. 4.90
%F Za(t) _ Z m ( )
Deste modo, (4.89) fica sob a forma:

y = QW/FOFZ o(2). (4.91)

Se em seu movimento Z, nao cerca Zz (veja figura 4.7 (a) ), a integral em (4.91) tem
o mesmo valor como em (4.75) de modo que:

v = 27w Np, (4.92)

onde Nr é o numero médio de elétrons contidos dentro do lago I'.
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Figura 4.7: Sistema de dois buracos, inicialmente localizados nas posigées Z, e Zg. O buraco na posigao
Zo € movido adiabaticamente numa trajetéria fechada I'. A situagdo (a) ocorre quando néo ha troca de
particulas. Em (b) o quasiburaco situado em Z, percorre uma trajetéria fechada em torno de Zz. Em (c)
a superposic¢do dos casos (a) e (b).

Claro que este caso corresponde a situagao na qual os dois quasiburacos nao sao
trocados. Contudo, se o lago I' formado pela trajetéria do quasiburaco a partir de Z,,
contém Zz (veja figura 4.7 (b) ), nds temos:

v = 27T/Fd2Zp(Z) =27 (N - %) . (4.93)

Neste caso nos temos que levar em conta que um quasiburaco esta presente dentro do
laco I" e conseqiientemente o nimero de elétrons Nr tem que ser dimininuido da fragao
1/m; devido a presenga do quasiburaco. Comparando (4.92) e (4.93) nds vemos que
quando Z, circunda Zg a funcao de onda ganha uma fase extra:

1
exp (—iAy) = exp (27rz'—> : (4.94)
m
a qual pode ser interpretada como um efeito estatistico. Realmente neste caso os dois
quasiburacos s@o trocados duas vezes, e a partir de (1.7) com Ag = 27 nds concluimos
que sua estatistica é

1
v=—. 4.95
y (1.95)
Quando m = 1, ou seja, quando o nivel de Landau mais baixo é completamente

preenchido, os quasiburacos sao férmions, mas em geral para m = 3, 5, ... 0os quasiburacos
sao anions de estatistica fracionaria.

Provamos assim que as excitacoes do estado fundamental do EHQF proposto por
Laughlin sao anions. Isto nos mostra a importancia dos mesmos no estudos de alguns
sistemas fisicos, pois nao se tratam apenas de artificios matemaéticos.



Conclusoes (GGerais

De acordo com a literatura[22], a dinamica das particulas no nivel quantico, em sis-
temas com trés dimensoes espaciais, exibe duas possibilidades apenas: férmions (particulas
com spin semi-inteiro) e bésons (particulas com spin inteiro), as quais obedecem respec-
tivamente as estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein. Na verdade, a conexao entre
spin e estatistica no espaco de Minkowski constitui-se num teorema, valido sob certas
hipéteses especificas[23].

Aqui, analisamos a dinamica de particulas em sistemas com duas dimensoes espaci-
ais. Como resultado deste estudo, observamos que, além de férmions e bdsons, existem
outras possibilidades: particulas com spin fracionario e, consequentemente, estatistica
fraciondria. Tais particulas denominamos anions.

A quebra de paridade e de reversao temporal sao caracteristicas destas particulas; as-
sim como os autovalores do operador momento angular orbital serem também fracionarios.

Para a descricao dos anions, consideramos o caso de particulas interagindo com um
campo magnético. A idéia aqui, é que had um campo magnético, formado por um solendide
infinitamente longo e fino, situado sobre cada particula. Sendo assim, o campo magnético
existira apenas sob cada uma destas. Em outras palavras, os campos magnéticos e elétrico
(se houver) nao se propagam. Por causa disto, a lagrangiana de Maxwell é substituida
pela lagrangiana de Chern-Simons, que corresponde a um termo puramente topologico.
E a chamada construcao de Chern-Simons.

No nivel quantico, este sistema ¢ mapeado na hamiltoniana de um oscilador harmonico
simples unidimensional, cujos autovalores de energia correspondem aos niveis de Landau.

Com a descoberta do Efeito Hall Quantico Fracionario (EHQF), os anions ganham
importancia. Isto é devido ao fato de que essas particulas fornecem uma étima explicacao
para tal efeito. Segundo Laughlin, a existéncia dessas excitagoes tipo-vortice, que car-
regam estatistica fraciondria, apresentam um estado fundamental descrito através de um
condensado destes anions. Desta forma, vemos a importancia em considerarmos tais teo-
rias em sistemas bidimensionais, de modo que os anions nao se constituem apenas em
construgoes meramente matematicas ou de natureza puramente tedrica.



Apéendice A
A Fase de Berry

Em mecanica quantica, um determinado sistema pode ser descrito por uma funcao
de onda a menos de uma fase arbitraria. Em alguns casos, a fase é negligenciada como
um fator irrelevante. Em 1984, Berry[24] apontou que um sistema quantico, quando
transportado sob uma jornada adiabdtica' fechada, adquire uma fase topolégica, em adicao
ao usual fator de fase dindmico?. Esta fase é conhecida como fase de Berry[25].

Seja H(t) uma hamiltoniana, dependente do tempo t. A equagao de Schrédinger[15]
é:

d
dt
Vamos presumir que o sistema no instante ¢t = 0 estd no n-ésimo autoestado ¥,,(0), onde:

H() W, (1) = i, (1) (A1)

H(0),,(0) = E,(0)¥,,(0). (A.2)

'Entende-se por jornada adiabatica[26] uma variagdo periédica e suficientemente lenta dos parametros
de um sistema. Sob essas condigbes, espera-se que o espectro de autovalores de qualquer observéavel no
inicio e no fim de uma jornada sejam idénticos.

2Neste apéndice consideraremos o sistema natural de unidades, ou seja:

h=c=1,

onde h = h/27 e ¢ s@o respectivamente a constante de Planck e a velocidade da luz.
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Fazendo uso da suposicao adiabatica, vamos supor que num instante de tempo poste-
rior ¢, o sistema estara no n-ésimo estado.
Aqui, vamos supor que:

t
U(t) = exp {—2/ dTEn(T)] U, (1), (A.3)
0
onde o estado normalizado ¥, (t) satisfaz a equagao:
HE)Ua(t) = En(t)Ua(?). (A.4)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.1) temos:

—1 thEn T
HOU() = z% [e Jy drEat) U, (1)
d ¢ _ —i/t dTE,(T) d '
HEOW() = %</O dTEn(T>> W(t) +ie  Jo S
HOU() = En(t)\I/(t)—i—ie_i/O IE(T) d g ) (A.5)

dt

Vemos, que a equacao (A.5) nao é solugao de (A.4). Como (A.3) nao satisfaz a equagao
de Schrédinger, nés temos que tentar outras possibilidades. Vamos introduzir uma fase
extra 7,(t) na fungao de onda (A.3), de modo que:

U(t) = exp [—z’ /Ot dTE,(T) — i%(t)] U, (). (A.6)

Inserindo (A.6) na equagao de Schrédinger (A.1) nds encontramos:

HE)U(E) = (u(t) + Ea(t)) U (1) +ie_i/0 drEa(7) = im(?) %\I}n(t). (A7)
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Sabemos ainda que:

U*(t) = exp {z /Ot drE, (1) + i%(t)} U, (t).

Entao:
3 AT+ 3 AT+ ; ; 32 d
/d P (Y H ()W (1) = /d FU(£) (o () + En(t)) U (t) + z/d ANOPATO)
Como
/ SO (L H ()T (t) = / ERU (1) B, (1) U(1),
vemos que:

Y (t) +¢/d3m*(t)%\11(t) =0..

Tnlt) = —i / d?’qu*(t)%xp(t),

que pode ser escrita como

d

— |, (t) > .
L0

Tn(t) = —i < Wy ()]

Integrando (A.12):
t d
n(t) = =i [ < (7)1 |Wa() > dr.
0 dr

ol

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

A fase v,(t) é denominada fase de Berry[27]. Esta fase nao pode ser eliminada por
redefini¢oes de fases para os autoestados[26]. Ao leitor interessado em maiores detalhes

sobre este assunto, nés o remetemos a extensa literatura[24, 25, 26, 27, 28].



Apeéendice B
O Efeito Aharonov-Bohm

No estudo elementar do eletromagnetismo, os campos elétrico Ee magnético B sdo de
vital interesse; enquanto que o potencial vetor Aeo potencial escalar ¢ sao considerados de
importancia secundarla Em mecanica quantica, contudo, ha uma variedade de situacoes
nas quais os campos E e B nao sao suficientes para descrever o fenomeno, de modo que
o uso de A" = (A° = ¢, /T) é essencial. Um destes exemplos é o efeito Aharonov-Bohm.
Tal experimento é esquematicamente descrito na figura B.1.

Figura B.1: o experimento Aharonov-Bohm. O campo magnético é nulo fora do solenéide B = 0.

Na figura B.1, um feixe de elétrons é enviado a partir de um ponto P passando por
uma fenda dupla S e formando um padrao de interferéncia sobre o anteparo C'. Um
solendide de comprimento infinito é colocado apds a fenda S. Os elétrons nao penetram
no interior do solendide; consequentemente os elétrons nao percebem o campo magnético
no todo. O que acontece com o campo de calibre A* ?

Por questao de simplicidade, nés faremos o raio do solendide infinitamente pequeno,
com o fluxo total ® :

o= [ B -as
S
fixo. Dessa forma, o potencial vetor e escalar terao a seguinte forma:
- P Yy x
Af)=—(—-=% —o);AO:o. B.1
=5 (-5 5 (B.1)

Idéntico ao potencial vetor de um solendide em duas dimensoes (infinitamente longo e
fino), conforme apresentado no capitulo 1.
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O potencial vetor nao se anula fora do solendide, mas apenas o campo magnético.
Entao, tal potencial vetor satisfaz as seguintes relacoes:

/(ﬁxg) dS=® eV x A=0,parar #0. (B.2)

Classicamente, o solendide nao pode ter uma influéncia sobre os elétrons, pois a for¢a de
Lorentz|14]

e _
F,=-(0x B
(0% B)

anula-se sobre o caminho do feixe, pois B = 0 em todos os pontos deste.
Em mecanica quantica, a hamiltoniana H deste sistema é:

M= % (V —icA)". (B.3)

Semiclassicamente, nés podemos distinguir entre os caminhos vy, e v, na figura B.1. Entao,
nds escrevemos a fungdo de onda correspondendo a 7 (7,) como ¥ (Ws) quando A = 0.
Se A0, a funcao de onda é dada pela transformada de calibre na forma:

VA7) = exp

z’e/;ff(ﬂydr’} (7 ;. i=1,2. (B.4)

Aqui, P é o ponto de referéncia inicial a partir do aparato. Vamos considerar a super-
posicao W4(P) + W3(P) das funcoes ¥, e Wy, de modo que:

Td(P) = Ui(P). (B.5)

Sua amplitude no ponto () sobre o anteparo é:
VHQ) + W(Q) = eap ie [ AG)-di'| w1(Q) + eap fie [ A - di| w(Q).
71 2

Fazendo v = v, — v, temos:

WAQ) + V@) = e{iefW A(F’).d?’} e[iefw K(F’)-df’} 5(Q) + e{iefw /Y(F’)-df"} Ty(Q) -
Q)+ u(Q) = L] {[ A g0+ %(@} - (B.6)

Assim, ainda que B= 0, nos pontos do espaco através dos quais os elétrons trafegam,
a funcao de onda depende do potencial vetor A. A partir do teorema de Stokes[29], nds
encontramos:

—

LA-di= | (VxA)-dS= | B-dS=®, (B.7)
fodar= | J

onde S é uma superficie limitada por ~.
A probabilidade para encontrarmos a particula na regiao de interferéncia C' depende
sob o moédulo quadrado de toda a amplitude de transicao e entao sob a diferenca de fase
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entre a contribuicao a partir dos caminhos ~; e ¥2; ou seja . Assim, a diferenca de fase
devido a presenca do campo B é justamente:

m Aw—%/A%LMA S:—wa_— (B.8)

onde ® constitui o fluxo magnético dentro do cilindro impenetravel. A fase
e -
l—/Awyﬁﬂ
e he ¥

que aparece em (B.6), é denominada de fase de Aharanov-Bohm.

Nos enfatizamos que o efeito de interferéncia aqui discutido é puramente quantico.
Classicamente, o movimento da particula carregada é determinada somente pela sequnda
lei de Newton[30] acrescida pela forca de Lorentz. Aqui, como previsto no problema, a

(B.9)

particula nunca pode entrar na regiao na qual Bé finito; a forca de Lorentz é identicamente
nula em todas as regioes onde a funcao de ondas é finita. Contudo, ha um notével
padrao de interferéncia que depende da presenga ou auséncia do campo magnético dentro
do solendide impenetravel. Este ponto tem levado algumas pessoas a concluir que em
mecanica quantica, o fundamental é o potencial vetor A endo o campo B. Observamos
porélm que os efeitos percebidos em ambos os casos dependem de ® expresso em termos
de B.
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