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RESUMDPO

Construimos tres classes de modelos do universo que
sao anisotropicos, finitos, espacialmente homogéneos (Bianchi
IX), inclinados, sem singularidades e com rotacaoc dependente do

tempo.

Apresentamos uma nova solucao cosmologica e exata
das equagoes de Einstein (Bianchi II) com rotacao dependente do

tempo.

Investigamos o fenomeno de quebra de causalidade em
geometrias do tipo Gddel. Mostramos que alargando e espectro de
possiveis fontes de curvatura, as dificuldades relativas ao feno
meno de violagao da causalidade nao desaparecem, tornam-se mais

complexas e se ampliam.
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INTRODUCAD

Como as interacoes nucleares sao de curto alcance,
e os agregados de materia sao eletricamente neutros, os fenome-
nos em larga escala do Universo devem ser governados pela intera
cao gravitacional. Se a gravidade e de fato a influencia dominan
te, entao, a Relatividade Geral, como uma teoria de gravitacao,
deve ser capaz de fornecer uma descricac em larga escala do Uni-
VEerso.

No espaco-tempo da Relatividade Especial, um dado
evento so possui relacao de causa com os eventos de seu cone de
luz do passado (que o podem influenciar), e os eventos do seu
cone de luz do futuro{sobre os quais ele pode ter influencia).
As variedades espaco-tempo da Relatividade Geral sao Tocalmente
Minkowskianas, e portanto, a causalidade e preservada localmente.
A questao global e deixada em aberto. Em Targa escala, podemos
ter, na Relatividade Geral, o fenomeno de quebra ou violacao da
causalidade. Foi G8del (19) quem apontou pela primeira vez este
fato, demonstrando que seu modelo de universo possufa curvas ti-
po-tempo fechadas. A solucao de G#del tem como fonte um fluido
perfeito de densidade constante,

Poder-se-ia argumentar que a fonte de curvatura do
espaco-tempo de GB8del e demasiadamente simples, e que ampliando-
se o espectro das fontes possiveis, a quebra de causalidade pode
ria ser evitada ou, quem sabe, tornar-se mais compreensivel, Nos
sas recentes investigacoes (47, 48), que apresentaremos com de-
talhes nesta tese, mostram, que se admitimos fontes de curvatura
mais complexas, as dificuldades relativas ao fenomeno de viola-

cao da causalidade nao desaparecem, se ampliam,



0 problema de obter solugoes das equacdes de Einstein,
em que a fonte de curvatura do espago-tempo possui rotacao, e
bastante antigo. Sua origem remonta ao ano de 1918, com o traba
Tho de Lense e Thirring (65). Bach (66), por exemplo, em 1922,
tratou o probiema de uma esfera de materia girando lentamente, e
obteve a solugao de Schwarzschild como aproximagao de ordem zero.
Foi, no entanto, K. GYdel quem apresentou a primeira solugao cos
mologica exata das equagoes de Einstein com rotacio.

A Titeratura das solugoes cosmologicas e exatas das
equagoes de Einstein com rotagdo e relativamente grande. Todas
elas, no entanto, apresentam um aspecto em comum: a rotagao @
constante com respeite ao tempo. Tal caracteristica provocou a
ideia geral de que a estrutura das equacoes de Einstein para o
campo gravitacional nao permitia uma rotacao dependente do tem-
po. Nesta tese, mostramos que e possivel uma rotacao que varie
com o tempo, exibindo as duas primeiras classes de solugles cos-
mologicas e exatas das equagoes de Einstein (86, 87), em que a
vorticidade e fungao do tempo.

No primeiro capitulo apresentamos numa linguagem in-
dependente de coordenadas, os principais resultados para um rela
tivista, da teoria dos grupos de Lie. Tais resultados serao larga
mente utilizados em todo este trabalho de tese, principalmente no
capitulo 4, onde mostramos como podemos dotar a espera 83 de uma
estrutura de grupo de Lie.

0 segundo capitulo tem como objetivo b3asico a apre
sentagao dos modelos cosmologicos inclinados. Isto porque, o0s mo
delos espacialmente homogéneos com rotacdo sdo inclinados. Este

e, precisamente, o caso dos modelos cosmologicos apresentados

no ultimo capitulo desta tese.



Investigamos no capitulo 3 o fenomeno de quebra ou
violagao da causalidade, em geometrias tipo Gddel, com poeira
mais campo eletromagnetico como fonte de curvatura,

No capitulo 4, apresentamos e estudamos as proprieda
des fundamentais das duas primeiras classes de solucgdes cosmolo-
gicas das equacoes de Einstein em que a rotacdao e dependente
do tempo.

Apresentamos, no apendice A, algumas definicoes e re
sultados da Geometria Diferencial, que sao largamente utilizados

no corpo desta tese,



CAPTTULO I
GRUPOS DE LIE E GRUPOS DE MOVIMENTO

1.1 - INTRODUCAD

Nosso objetivo principal, nesta parte da tese, e
fornecer os resultados mais importantes, para um relativista, da
teoria dos grupos de Lie.

Procuramos apresentar as definig¢oes, oS conceitos,
os lemas e teoremas, de maneira independente de coordenadas. De
nosso ponto de vista, a grande vantagem de tal enfoque, sobre o
tratamento convencional com o uso de sistemas de coordenadas,
esta na facilidade com que conseguimos demonstrar alguns resul-
tados, e na economia de espago, pela Tinguagem compacta,

0 grupo de isometria, largamente utilizado na gra-
vitacdo, aparece, no contexto deste capitulo, como um caso par-
ticular dos grupos de Lie de transformacoes.

0s resultados deste capitulo serao amplamente uti-
lizados em toda esta tese, principalmente no ultimo capitulo,
onde mostraremos como podemos dotar a espera 83 de uma estrutu-
ra de grupo de Lie de transformac¢oes, e construiremos os campos

invariantes sobre esta variedade grupo.

1.2 - GRUPOS PE LIE

Do ponto de vista puramente logico, o0 grupo de Lie
representa a fusdo de dois tipos de propriedades matematicas fun
damentais: algebricas (grupo) e topologicas (variedade). De ou

tra forma: os grupos de Lie constituem uma classe especial de




variedades diferenciaveis, que saoc variedade e grupo simultanea
mente, e com a operacao de grupo diferenciavel. Precisamente: um
grupo de Lie G & um grupo gque e ao mesmo tempo uma variedade di-

ferenciavel, tal que a multiplicacao

G X G ~ G; (¢;,a,) ~ aqq, (1.2.1)
e a inversao

G » G g > ¢ (1.2.2)

sao mapeamentos C .

Historicamente, Sophus Lie (1842-1899) 1idou ape-
nas com problemas locais, isto e, a "porcao" do grupo proximo a
identidade. NO entanto, em um grupo de Lie (como em todo espacgo
topologico), temos que distinguir entre as propriedades locais
e as propriedades globais. Em toda esta tese, a menos que expli
citamente digamos o contrario, nos problemas ligados a grupos
de Lie, nossos resultados e afirmacoes se aplicam ou valem ape-
nas localmente. Assim, por exemplo, diremos que uma variedade e
invariante sob um dado grupo, e, na verdade, o que realmente exi
gimos, e a validade de nossa afirmacao em uma dada vizinhanga,
na qual resolvemos ou integramos as equagoes de Einstein. Em al
gumas situacoes onde a distincao e crucial, usaremos a palavra
localmente.

Dado um grupo de Lie G, temos naturalmente associa-
dos a ele dois mapeamentos, denominados de translacao a esquekr-
da ¢ transfacac a direita, que definiremos a seguir, Seja G um
grupo de Lie e ¢ um elemento de G, para qualquer xeG, 0S mapea-
mentos

L G+ G ; x> qx ou qu = gx (1,2.3)




Rq : G > G ; x » xqg ou qu = Xq (1.2.4)

sao chamados de translacao a esquerda e translacao a direita

por qeG, respectivamente, 0 mapeamento translacao a esquerda
tem um inverso (Lq)-? - Lq_?, onde q_? € 0 inverso de ¢ (q"?q =
= qq_? =q, - Adentidade do grupce). Da mesma forma, (Rq)—I:Rq—I'

E facil verificar que as transiacoes a esquerda e

a direita comutam entre si, ou seja
R L, - L,R = 0, (1.2.5)

Nosso proximo passo € a conceituagcao de campos in
variantes a esquerda e a direita. Para isto, necessitamos de al
guns conceitos de mapeamentos entre variedades, que apresentare-
mos agora. Sejam duas variedade M e M' de dimensao e classe n,n’

h, ok , respectivamente., Um mapeamento ¢ : M > M' ; x > ¢{x),

e
e dito ¢ (n < b, n < k'], se para todas as coordenadas locais
em M e M', as coordenadas do ponto imagem ¢(x) em M' sao fun-
coes ¢ das coordenadas do ponto x em K.

Seja f uma funcao definida em M', o0 mapeamento )

induz, ou methor, define uma func¢ao ¢*f em M por

o*rlx) = Flolx)) = (foo) (x] (1.2.6)

ou seja, a funcao ¢*f definida em M & tal que seu valor no pon-
to xeM & o valor de 7 no ponto ¢(x)eM'. Assim, ¢ mapeia pontos
de M em ponto de M', e ¢* mapeia fungoes de M' em M.

0 mapeamento ¢ tambem induz uma aplicacao ¢*:TXMH+
> T¢(x)(M’}, ou seja, um mapeamento entre vetores dos espacos

tangentes a M no ponto x e a M no ponto ¢{x), definida por

= X[ gxp T = X[ feo ] | (1.2.7)

£¢(x) X X

(6. X) [ £ ]




onde f e uma funcao ¢ arbitriria em ¢({x),e X um vetor de Tx(M)'

Usando o mapeamento ¢,, podemos definir o mapeamen-
to de 1-formas ¢* : T$(x)(M) - T;(M), pela condicao que a contra
cao de uma 1-forma com um vetor e preservada pela aplicacao o%*.
Assim, sejam weT* e ¢*w 1-forma imagem pelo mapeamento p*,

¢ {x)
devemos, por definicao, ter

(o*w) TX ]| = wl ¢,X] (1.2.8)

|
X |¢{x}

onde X e um vetor arbitrario de TX(M].
Sejam ¢T : MT - M2 e ¢2 : MZ - M3 mapeamentos dife-

renciaveis. A aplicacao by = by My~ My e tal que

(9y0 0,1% = o%o 03 (1.2.9)

(pye dylu = (9,)u° (0], (1.2.10)

Com efeito, usando a eq. {6}, teremos
(¢2°¢})*6 = (6°(¢2°¢I)) = ((ﬁ°¢2]°¢IJ

S 0% [get,) = 0% o oF (4) (1.2.11)

o %

e usando a eq. (7), resulta

[(CIJZOQ'JI){I () = X B°(¢2° ¢?—’ -

)

X [tg00g000, 1 = (10100 (o0,

- [le,), (cq;}),,xﬂ (4 - [uq) }:w})*)x] (4)

L



como queriamos demonstrar. Uma propriedade importante do mapea-
mento ¢,, que pode ser demonstrada com o uso das egs. {(7) e (10),
e

-

n
m Y LdDXCD ﬂ (1.2.12)

onde X e ¥ sao vetores arbitrarios de T,

E importante mencionar que dada a aplicagao ¢:M=+M",
0s mapeamentos induzidos ¢, € ¢* podem ser estendidos a aplica-
coes de tensores covariantes de M' em M e de tensores contravari
antes de M em M'. 0 leitor que desejar maiores detalhes sobre
este topico, podera consultar o livro do Hawiking-E11is (1), no
seu capitulo segundo. Um consideravel nimero de propriedades dos
mapeamentos entre variedades, acima brevemente tratados, podem
ser encontradas pelo Tedor no livro do Westenholz (2), em seus
capitulos 4 e 7.

A translacao a esquerda : Lq : G > G e um mapeamen-
to do tipo ¢ + M -+ M', em que M e M' coincidem: & a variedade
grupo de Lie G. Assim sendo, o mapeamento (Lq)* : TX(G)+ qu{G),
entre os vetores do espac¢o tangente a variedade G no ponto x e
os vetores tangentes a G no ponto gx, esta, de acordo com a eq.(7),
bem definida. 0s campos {nvardiantes o esquerde sao, por defini-

cao, campos vetoriais que nao se modificam por translacOes a es-

querda, ou seja, sao tais que
(L b XIx) = Xigx) (1.2.13)

Em palavras: o valor X(gx), do campo X no ponto gxeG, e igual a
valor (Lq)* X{x), obtido pela aplicacao de (qu* do vetor X no
ponto xeG.

De maneira analoga, definimos 0s campos Lnvariantes



a diredita Y, por
(R)w VXl = Vixq). (1.2.14)

No que se segue, lidaremos, principalmente, com 0s campos invarian
tes a esquerda. Mencionamos, no entanto, que proposicoes analo-
gas as que enunciaremos para tais campos, valem para 0S campos de
finidos pela eq. (14).

Como a translacao a esquerda da identidade do grupo,
g » PO um dado geG e dada por Lq @, % 4q, 7 @ se conhecermos

0

X{g ), saberemos automaticamente X(g), pois, de acordo com a eq.
0
(13), teremos

(L)s Xlg ) = Xigq ) = Xiql. (1.2.15)

Assim, os campos invariantes a esquerda sao definidos por seu va
lor na origem, ou melhor, na identidade q, do grupo de Lie G. In
versamente, o conhecimento do campo invariante a esquerda X, em
um ponto qualquer ¢eG, define {ou fornece) seu valor na identida
de X{g¢ ). Com efeito, sejam ¢ e q, elementos quaisquer de G e X

0
um campo invariante, entao

X(quyl = Xlqqy) = Xllqqzle !} = (qul)* X(q 1 =
lbge by dalXig 1)< (L), [(qul*(x(qoil: -
- (L) xlgy). (1.2.16)
Particularmente, se 94y = q, T qq ° q'I, teremos
X(qol = (Lq—li* X{gq) (1.2.17)

como queriamos demonstrar. Como ¢ e q4 sao arbitrarios, podemos
extrair da eq. (16), tendo em conta a eq., (15), um fato importan
te: "os campos invariantes a esquerda sao definidos globalmente

em G" (2). Alem disto,se X(g ) € Tq (Gl, o campo vetorial
- 1]
0



y i g + [Lq)* X(qo) e invariante a esquerda pois

Vi) =Ly )u Xla b= (L )w® (L4 0w Xiq ]
) -1,
= (Lq)* Yig ¢q)-= (Lq)* V(qol. (1.2.18)
Portanto
Yigx) = [qu]* V(qol = (Lq}* Y{x) (1.2.19)

que & a definicao de campo invariante 3@ esquerda.
Uma outra propriedade que o mapeamento [Lq]* TX(GJ >
> qu(G) goza, e ser linear. Com efeito, sejam X e ¥ campos ar-

bitrarios definidos em G, por definicao.

[]Lq)*(ax . bvf] n - laX + bY) (for )

L x
q X
= ol | EY (4oL | _
aXi§ q)' + (4 q}l =
X DX
= a(Lq]* X{4) + b(Lq)* yig). (1.2.20)
Como 4 e uma funcao arbitraria de G, podemos escrever
(Lq)* {aX + BY) = a(Lq)*X + b(Lq)*V (1.2.21)

como queriamos demonstrar.

0 conjunto de todos os campos vetoriais Cm, denota-
do por H(M), definidos em uma variedade M & um espago vetorial
sobre os reais, pois se X e Y sao campos vetoriais Cm, qualquer
combinacao linear com coeficientes constantes € um campo vetorial
c” (3}). Empregando a eq. (20),e imediato mostrar que uma combi
nacao linear a coeficientes constantes aTV + azz ; ooy, azeR, de

campos invariantes a esquerda, e um campo invariante a esquerda.

Assim, como o conjunto £{G), dos campos invariantes a esquerda




sobre G, e um subconjunto do conjunto de todos os campos veto-
riais C de G, ele & um espaco vetorial (4).

Seja G um grupo de Lie e seja E(G) o conjunto de to
dos os campos invariantes a esquerda (espaco vetorial) em G. Po

de-se mostrar (2) que a aplicagao

v o E(G) - Tq (G) (1.2.22)
definida por

v(x) - Xlq| (1.2.23)

e injetora e sobrejetora (bijetora), e portanto, um 1isomorfismo
entre os espacos vetorias E(G] e Tq (G) (5). Mas, sabemos da alge
bra Tinear (5) que dois espacgos ve%oriais isomorfos tem mesma di
mensao, entao

dim E{G) = ddim Tq (G) = dim G, (1.2.24)

]

Assim, se a variedade G for de dimensao finita, o espaco vetori-
al E(G) tambem o sera. Necessitaremos deste fato para mostrar
que podemos converter E(G) em uma algebra de Lie, Antes porem,
recordaremos a definicao de uma algebra de Lie.

Un espaco vetorial V sobre os reais, de dimensao
finita, e uma afgebra de Lie, se alem da estrutura de espago ve-
torial, ele possui um produto, que e um mapeamento de ¥V X V »

> Vs (X, VY] - [ X,Y JeV com as propriedades

i) e bilinear sobre R

[ P v vl
LOL?XI ok, v} - oc”:(],,ﬂ " aJ)_(Z,vJ (1.2.25)

P .6 F
-X,a?y? + uzyzl = u?tf,yl_ toa, X,V

L . |
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- AL) e antissimetrico
x, vl - - [y, A (1.2.26)

LAL) satisfaz a identidade de Jacobi

ro o
1* v, - ‘(z X Q]l 5 {Q,[ﬁ o xls0 (1.2.27)

]

onde Ay, Oy R e X,V,XL,VLEU, (4 = 1,2).

0 comutador de dois campos vetorias arbitrarios
definidos em uma variedade M, satisfaz, como vimos no apendice A
(eqs. (A.4.10), (A.4.12) e (A.4,13), as propriedades (£}, (£L) e

({i4) acima. Assim, com a operacao de produto [, ] o espago H(G)
e uma algebra.

0 comutador de dois campos invariantes a esquerda e
um campo invariante a esquerda, pois, de acordo com a eq. (12),

dados dois campos invariantes a esquerda Xj e XZ’ teremos

(L ]*[k [FL Xj, (LQ]*XQT

-

-4 x;} (gx) (1.2.28)

onde, como na eq. (13), [ :}(qxl p. ex., € 0 valor do cam-

po L X, no ponto (gx)eG. Pelo que foi dito ate aqui, concluimos
X1

que 0 espaco dos campos invariantes a esquerda E(G), e uma alge-
bra de Lie, referida como algebra de Lie do grupo de Lie G, Em
outras palavras: o conjunto dos campos invariantes a esquerda,
de uma dada variedade grupo de Lie G, e um espago vetorial E{(G),
no qual podemos definir uma operacao de produto fechado [ , 1,
que satisfaz as eqs. (25), (26) e (27).

Considere a base {Ei ; £ =1, ..., ~} dos campos in
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variantes a esquerda, de uma dada variedade grupo de Lie de di-

mensao x. Como o comutador (EL’ £

;} e um campo invariante a es-

querda, devemos ter

ok
[Ez’ E;] - kg, (1.2.29)

onde CEj sao constantes, denominadas constantes de estrutura do

grupo de Lie, sujeitas as seguintes condigoes

LY (1.2.30)
A9 4

5 am 5 am 5 m

i Ché + Chi Cjé + th Cié = 0 (1.2.31)

que nascem das eqs. (26) e (27),

Vimos como definir uma algebra de Lie de um grupo
de Lie (via campos invariantes a esquerda). Em outras palavras,
vimos que a todo grupo de Lie corresponde uma unica algebra de
Lie. Uma pergunta natural a esta altura e: Dadas as constantes
de estrutura th, que satisfazem as eqgs. (30) e (31), existe um
unico grupo de Lie associado? De outra forma: a uma dada alge-
bra de Lie corresponde um unico grupo de Lie? Pode-se mostrar
(7), que a uma dada algebra temos um unico grupe de Ldie Local
associado. A questao se podemos passar a um girupo de Lie gleobal
foi tambem considerada: demonstra-se (7) que a uma dada alge-
bra, corresponde um unico grupo de Lie simplesmente conexo, deno
minado grupo de cobertura univernsaf desta algebra (8).

0 que foi feito ate este ponto para campos invarian
tes a esquerda, pode ser repetido para campos invariantes a di-
reita. Em particular, o comutador de dois campos invariantes a
direita e um campo invariante a direita. Assim, se indicarmos

poY DL ({ = 1,1 ..., n = dim G} a base dos campos invariantes a



direita, devemos ter

) -
[vi, vj._l % Py (1.2.32)

onde C?; sao constantes, sujeitas as condicoes dadas pelas eqgs.
(30) e (31). Uma pergunta que surge a esta altura 2: existe al-
guma relacao entre as constantes de estrutura das algebras dos

k

campos invariantes 3 esquerda (CijJ e a direita (C?j)? Responde-

remos a esta questao a seguir.

Usando as egs. (13), (14), (7} e (5), resulta que

[E/L, vﬂ - 0 (1.2.33)

para todo £, § = 1,2, ..., » = dim. G. Como a base E, esta defi-

nida sobre todo o grupo G, podemos tomar

m
Dj(x] = Tf(x] Em(x] (1.2.34)

Levando na eq. (33), teremos

m o _ m i " -
[%L’ Wj EmI = (Wj Cim + EL,[\PJ])Ej1 = 0 (1.2.35)
ou seja
Ex;l:\}’ﬂ = - qf”j}. (1.2.36)

Levando tambem a eqg. (34) na eq. (32), resulta

P . oM . nor] oL
0, vﬂ oo, = [V E, Y E ]

r
A L N 1 Y R I BT
4 T f mn 4 m jJ §on 4J 4

Tendo em conta a eq. (36) acima, teremos finalmente



cd, wd = M oyt 4 (1.2.37)
Aif g 4L 7§ “mn
ou
P -1.q .5
Cij v Wj (VY )/5 Cmn (1.2.38)
Na base de coordenadas, a eq. (33) assume a forma
o by o A
P Bl Lo Pyt O (1.2.39)
Que, se supusermos conhecidas as expressoes para E?L)(X)’ sao

equacoes diferenciais para componentes dos campos invariantes a
direita. As condicoes de integrabilidade destas equacgoes sao au-
tomaticamente satisfeitas, em virtude da identidade de Jacobi a-

plicada a {Ei’ E ., Dh} (9). Escolhendo no ponto arbitrario g

i
as condicoes iniciais

’

D-(qol = E.(qo) (1.2.40)

ou, de acordo com a eq. (36)

m
P, = & 1.2.41
] lq ) ] ( )
que levada na eq. (38), implica
¢, = - ¢3,
A4 Af

ou seja, os campos invariantes a direita geram uma algebra equi-

o - *
valente a algebra dos campos invariantes a esquerda( ). E impor
tante mencionar que se houvessemos tomado Dj(qo) = - Ei(q b, te-

- [}
riamos 3. = ¢%.

A4 A §

(*) Os campos invariantes a direita sao, algumas vezes, denominados de gerado
- - ~ . * -
res do gAaupo reciphioce, do campo cu]os geradores sac os campos invarian-

tes a esquerda.
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Um grupo e dito abelfdianc se dois quaisquer de seus
elementos comutam. No caso dos grupos de Lie isto e verdade se,
e somente se, as constantes de estrutura s3o nhulas.

Um subgrupo H de um dado grupo G e dito normal ou
Anvariante se para todo ¢geG e heH s>qhq—IeH. Para os grupos de
Lie isto & verdade se, e somente se, os geradores Ni(i=?,2,...p]

de H satisfazem

- .
= nf
FA . N,! = CAL N . (1.2.42)

para quaisquer A (= 1,2, ..., x|

Dado um grupo G, ele tem pelo menos dois subgrupos
invariantes: ele proprio e a identidade. Um grupo que tem apenas
estes dois subgrupos invariantes e dito simples. Um grupo e dito
semdi-simples se nao tem subgrupo invariante abeliano.

Toda sub-algebra de uma algebra de um grupo de Lie
gera, localmente, um subgrupo. Uma sub-algebra com base Ni que

satisfaz a eq. (42), gera um subgrupo invariante.

1.3 -~ GRUPC DE TRANSFORMACOES

Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferen

ciavel.Uma a¢ac {3 esquerda)de G em M & um mapeamento
TG XM » M (1.3.1)
que satisfaz as seguintes condigoes:

A} T(qD , x) = x , g = Adentdidade de G (1.3.2)

0

il tley T[q2 » x1i o= tlgy Gy » X ) (1.3.3)



para todo xeM.
Fregquentemente, se escreve 1{(¢ , x] = gx, de modo
gue a propriedade (£4{] acima assume a seguinte forma
qqla, x)1 = lq; q,)x (1.3.4)
Cada elemento ¢ do Grupo G induz uma transformacao
T o+ MM x> gx (1.3.5)
definida por
v {x) = tlq , x} (1.3.6)

Empregando as propriedades definidas atraves das

egs. (2) e (3), teremos

L) T (x] = x, ou seja, Te mapeamento L{dentida-
0 0
de T : M > M, (1.3.7)
] = d —
AL ququ X quqzx, onde QI,QQEG e x e um ponio
qualquen de M. (1.3.8)

Utilizando as eqs. (7) e (8), e imediato mestrar que

0 conjunto das transformagoes Tt
-1
)

q constitui um grupo {Tq = Jdden-

0
= rquJ, que denotaremos por H. E facil mos-

trar que o grupo H e isomorfo a G. Devido a este jsomorfismo, fre

tidade e qu

quentemente encontramos referencia ao "grupo de transformacdes
G", quando, a rigor, a expressao correta seria “"grupo de trans-
formacoes H". Como a cada elemento de H corresponde um, e somen-
te um, elemento de H, acreditamos nao haver problemas no uso de
uma ou outra expressao e, neste trabalho, vamos usa-las indistinta

mente. Mais ainda: em muitas ocasioes simplesmente ignoraremos a



diferenca entre os dois grupos. Quando a variedade grupo de Lie
G e de dimensao « (dim H = dim G), o grupo de transformacoes &
dito ser de =« parémetros(*).

0 grupo de transformacoes G e dito atuar efetivamen

e (e seus parametros sdo ditos essenciais), se para todo xeM
T X =X = ¢ = q ., (1.3.9})

Dizemos que G atua sem ponto §4ix0 [ou Liviemente) se Tq x=x, para
algum xeM, implica que ¢ = 9, Intuitivamente, quando o grupo &
atua efetivamente sobre M, todo elemento T diferente da identi
dade, modifica ou transforma algo na variedade M. Em outras pala
vras, quando G e efetivo sobre M, para todo G ¥ 7, existe pelo
menos um ponto x(T), tal que Tq X(I] 4 X(I]‘ Analogamente quan-
do G atua sem ponto fixo, para todo ¢ 4 qo e todo xeM, temos
Tq X f x. Quando o grupo e efetivo e tem dimensdo %, dizemos que
tem x parametros essenciais. No que se segue, trataremos apenas
do caso que G e efetivo sobre M e de dimensao , em tais casos
denotaremos o grupo de transformacao por Gn‘

Seja P um ponto fixo de M. Denominamos de crbita
fou trajetornia) de P ao conjunto de pontos de M que podemos a-
tingir partindo de P (equivalentes a P) por transformacoes do

grupo G. De outra forma, a orbita de um ponto P (sob G), denota

- ) (*%)
da por OP e 0 conjunto ;

Op = {P' = 1 P ; para todo qeG} € M (1.3,10)

q

0 grupo G & dito transitive sobre uma variedade M’

(*) Para uma justificativa desta terminologia veja, p.ex.,a referéncia (9).
(*%*)4 orbita OP de um ponto P da variedade M & uma subvariedade de M (9.



(ou atuar transitivamente em M'}, se dados dois pontos quaisquer
x e y de M', existe pelo menos um quH, tal que qu =y, Se T e
unico, o grupo G e dito simplesmente transitivo. Se T, Mao e uni
co, 0 grupo & dito multiplamente transitive sobre M'. Quando G
e transitivo sobre M', entdo OP = M'. Se o grupo G e multiplamen
te transitivo sobre M', existem transformacoes Tq 4 Tq que dei-

¢}
xam alguns pontos de M' fixos. Com efeito, se

T P = 1 P (1.3.11)

entao

T ) pP= 1 T P=1 T .
q1q2 g g-1 q qz q

1 2 2

como ¢ $ ¢, & 0 grupo atua efetivamente (por hipotese), entao

T nao € a identidade, como queriamos demonstrar.

G g-1
L 0 fato de um grupo Gn ser transitivo, simplesmente

transitivo ou intransitivo,depende da variedade (orbita) sobre a

qual fazemos Gn atuar. Desta forma, um grupo Gn pode ser, p.ex.,

simplesmente transitivo sobre uma dada orbita e multiplamente

transitivo sobre a outra.

0 conjunto dos elementos geG que deixam XGEM fixo,

isto e,

I, = {¢g e 6l 1 x =x1 (1.3.13)

constitui um subgrupo de G, denominado de grupo de estabilidade

ou grupo de Lsotropia de xg. A rigor, I_ & um subgrupo invariante
0

X
de G (2). Por exemplo, o grupo das rotagoes tridimensionais

tem 2 = 3,e 0 centro de rotagaoc e fixo sob todos as transforma-
¢oes do grupo. Contudo, os pontos de uma orbita bidimensional

(superficie esferica) nao permanecem fixos sob a agao do grupo.




E importante mencionar que qualquer grupo de Lie G
atua sobre si proprio, atraves da operagao de multiplicacao do
grupo (G X G - G), sem pontos fixos, e de forma simplesmente
transitiva.

Consideremos agora 0 mapeamento

PG > 0, ; -+ F 1.3.14
UP P q TQ ( )

entre a variedade grupo de Lie G e a variedade ¢ orbita do pon

pr
to P. A aplicacao p induz o mapeamento (pp]* entre vetores de G
e vetores de OP‘ Em particular, [”P)* aplicara os campos invari-
antes a esquerda de G em campos vetoriais tangentes a orbita. Mos
tra-se (9) que a escolha do ponto P em Op nao afeta a aplicacgao
(upl*, ou seja, que se tomarmos, ao inves de P, um outro ponto
QEOP, e aplicarmos [“Q)* aos campos finvariantes a esquerda de G
(por exemplo), o resultado sera identico ao que obterTamos com a
aplicacao de (“P)*' Os campos vetoriais que definimos, atraves da
aplicagao de (up)* ans campos invariantes a esquerda, na subvarie
dade(%,gM, podem ser estendidos a toda variedade M, ou seja,

usando o mapeamento [(u,), em cada 0 podemos definir campos ve-
Pl P

po
toriais (imagens dos campos invariantes a esquerda atraves de
(up)*]sobre toda variedade M. De acordo com a eq. (1.2,12), e
evidente que tais campos imagens formarao uma algebra de Lie, com
as mesmas constantes de estrutura da algebra dos campos invarian
tes a esquerda do grupo G. Se denotarmos por {XA} A= 1,2,...,,1
os campos vetorias em M, obtidos peia aplicacao de (uP)* a base
{Ea}, da algebra dos campos invariantes a esquerda de G, entao
os'{XA} sao linearmente independentes, ou seja,EZCA&&= 0<e=>CA = 0.

Isto se deve a hipotese de efetividade (9). Na verdade, as duas

algebras acima mencionadas sao fsomorfas pois sao de mesma dimen
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sao e G, e efetivo sobre M. Portanto, (upl* Y = ¢ para todo pon-
to P de M, somente se V = 0.

0 grupo de estabilidade ou grupoc de isotropia de um
dado ponto P & gerado pelos vetores V tais que (“p)* V = 0. Esta
igualdade nada mais e que a definigdo do nlcleo da aplicacdo (hpl 4
em q . Desta forma, se denotarmos por 4 e d a dimensao do grupo

de isotropia de P e a dimensao de OP, respectivamente, teremos

A= d+ s (1.3.15)

onde empregamos um conhecido teorema da 51gebta Tinear (6). Quan
do o grupo e simplesmente transitivo sobre 05 entao d = 4.

Na terminologia definida acima, os tecremas c1éssi
cos a respeito de grupos continuos tomam a forma sequinte (10):
Primedito Teorema Fundamental de Lie - Uma agao 1 : G X M > M de
um grupo (de Lie) continuo de transformacées define, e & defini-
da por um mapeamento linear dos campos invariantes a esquerda de
Gn sobre o conjunto de 4 campos vetoriais de M; Segundo feo&ema
Fundamental de Lie: 0 conjunto de 2« campos vetoriais linearmente
independentes sobre M que obedece as egs. (1.2.30) e (1.2.31) de

fine, e e definido por um grupo continuo (de Lie) de Transforma-

goes em M,

1.4 - GRUPO DE TSOMETRIAS

Dentre todos os grupos de transformagﬁes de uma va
riedade Riemanniana M, do ponto de vista da Relatividade Geral,
0 mais importante & o grupo de jsometrias ou grupo de movimen-
to, que estudaremos agora, Um campo vetorial K em uma variedade

Riemanniana (M , gl & gerador de uma trhansformacdo L{someinica se



L g = 0 (1.2.1)

ou

% rg(X,Vﬂ gL X, V) gX, LY =0 (1.4.2)
i % KK

onde usamos a eq. {(A.24.32), e onde X , ¥ s3ao campos vetoriais ar
bitrarios definidos na variedade M. Admitiremos, por hipotese,
no que se segue, que nossa variedade nao possui torgao

(VY - VX = [ X, ¥ ]}, de maneira que a eq. (2) nos fornece

K

G, V)| - gleg X, V) e gl K, )

- !

- glX, v, v o+ glXx , vy Ky = 0 (1.4.3)
Empregando a eq. (A.7.9), resulta

glv, K, V] + g{X, v, K] = 0 (1.4.4)
que e denominada equacdc de Kiffing. Na verdade, as eqs. (4) e

(2) sao expressoes distintas de uma mesma equagao, pois a cone-
x30 e simetrica, por hipotese. Em uma base arbitraria {EL}’ pode

mos escrever a eq. {(4) na forma
g, . (E [K5J T G T TKAJ
A f A fid 54 § L

T < (1.4.5)

m

onde K = K Em, e onde usamos a eq. (A.5.6). Na base natural
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(E., = 3.), empregando a eq. (A,7.9), teremos

KEll4 + Kijli = 0 (1.4.6)

que e a forma mais difundida da equacao de Killing. Adiante lida
remos com base {eA} e a correspondente base dual {OA}, em que
gleg , QB] = mathiz constante. Neste caso, a equagaoc de Killing

assume uma das formas

e, 1Kol v e K1+ ar, ) K a0 (1.4.7)
A 15B] B [Ka aus * TaiA 4

ou

[ Mo
es [KBJ + eq LKA:} # (Chpy * Cpay) K =0 (1.4.8)

onde para obtermos a eq. (8) empregamos a eq, (A.4.15).

Uma transformacao infinitesimal do tipo

x® s x'% s x™ s g KQ(X], EZ << g (1.4.9)

onde K = kY 3, €, por definicdo, uma transformacdo fsometrica
de gerador K, se o campo vetorial K satisfaz a equacao de
Killing. Sob uma transformacao isometrica o elemento infinite-
simal daz = 9up dx® de permanece inalterado. 0s vetores K[i),{=
indice de enumeracdo, que satisfazem independentemente a equacao
de Killing, sao denominados vetores de Kifling e sao, COmMo vi-
mos, os geradores das isometrias. Em uma variedade (M , g) de di
mensao n, o numero p de vetores de Killing linearmente indepen-

dentes e tal que (11)
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n{n+l)
0 <p < — (1.4.10)
7

Exemplos de variedades espago-tempo que nao admitem nenhum vetor

de Killing, sao (conforme Bonor, Sulaiman e Tomimura (]

)) 0s mo
delos cosmologicos "inomogeneos"de Szekeres(13). No caso em que
p = nin+l) /2, a variedade e dita maximalmente simetrica, e as

componentes do tensor de Riemann sao dadas por (14)

R

RaBuv - nin-1] (guung B gBugav

) (1.4.11)

onde R = Rg = constante.

Uma combinacao linear C(L)K(i), onde C(L)(L=I,2,..,p),
de vetores de Killing e tambem um vetor de Killing. Reciprocamen
te, qualquer solucao da eq. (6) pode ser escrita como uma combi-
nagao do p vetores de Killing acima referidos, Na verdade, o con
junto de solucgoes das equacoes de Killing, com as operagoes usu-
ais de soma de vetores e multiplicagao por escalar, e um espaco
vetorial sobre os reais.

Mostra-se (15) que o operador sobre campos tensori-

ais L, satisfaz a seqguinte propriedade:
X

LILT) - LILT) = L (T) (1.4.12)
XV y X Cx,v7]

onde T & um campo tensorial arbitrario e X e ¥ sao campos vetori
ais quaisquer., Portanto, se KL e Kj sao campos de Killing dis-
tintos, de acordo com as eqgs, (1) e (3), o comutador [iKL , Kji]
sera um campo de Killing. Como os vetores de Killing constituem

um espago vetorial, teremos

= oK (1.4.13)



onde CT} sao constantes e, evidentemente, satisfazem as eqs.
(1.2.30) e (1.2.31), ou seja, temos caracterizada uma algebra de
Lie. Desta forma, de acordo com o 20 teorema fundamental de Lie,
o conjunto de todas as solucoes da eq. (4) geram {ou definem) um
grupo de Lie de transformacoes, denominado grupe de {somefrdia ou

grupo de movimento (16).

1.5 - GRUPO SIMPLESMENTE TRANSITIVOQ

Suponhamos que o grupo Gn e o simplesmente transiti
vo sobre uma dada orbita OPEEM. Neste caso, a aplicacgao Up : G > M
definida pela eq. (1.3.14) & um isomorfismol -

0 mapeamento pp induz, como vimos na secao 1.2, a
aplicacgao (upl* que levara os campos invariantes a esquerda e a
direita de G, nos correspondentes campos invariantes de M, ou
seja

(iply = LE 3= (X)) (1.5.1)
(p)y ¢ (D, (K,) (1.5.2)

onde {XA} e {KA}(A =1,2,...,1) sao o0s camposS invariantes & es-
querda e a direita de M, respectivamente,
Sobre a variedade orbita de P, pela acao do grupo

G, podemos construir a metrica

A B A B
= g[xA » Xgl owhow” = Gag W W {(1.5.3)

Al -

(*) Em tal situagao, habitualmente se identifica a variedade de M com o grupo
G.

onde

(1.5.4)

oy -




. A - . .
ou seja, w sao I1-formas correspondentes aos campos invariantes

a esquerda sobre 0p = M. A importancia de tal procedimento resi-

de no fato de que, de acordo com a eq. (A.4.32), teremos

lk gl (X, Xg) = K, [gABj
C
- g(é Xy o Xg) = (X, E X! (1.5.5)
C C
onde
[ ‘} )
Ca Kol 70

de acordo com a eq. (1.2.33). Portanto, se tomarmos Gaug = cOns-
tante sobre a orbita M, os vetores KC{C = 1,2, ..., &) serao ve-
tores de Killing, e, inversamente, se KC sao vetores de Killing,
entao Iup ~ constante sobre a orbita do grupo.

Podemos dotar a variedade M de uma outra metrica

A B -
g Kghwmwt e gy

A ~ B

derl - gk it @ (1.5.6)

onde

)= o (1.5.7)

De maneira gque se tomarmos §AB = constante sobre orbita M, os ve

tores XA serao vetores de isometria da metrica definida pela egq.

(6) e, reciprocamente, se X, sao vetores de Killing, entao éAB =

A
constante sobre a orbita.
O0s grupos de isometrias de geradores {XA] e {KA]

sao ditos #eciprocos.



1.6 - ISOTROPIA E HOMOGENEIDADE : O CRITERI(Q DE GRUPO

As simetrias de uma variedade eSpaco-tempo sdo ex-
pressas pela invariancia da metrica sob o transporte de Lie
(L g = 0). 0 conjunto de todas as isometrias formam, conforme vi
mgs anteriormente, um grupo de Lie de transformacoes da varieda-
de espago-tempo considerada. De acordo com a eq. (1.4.10), um es
paco-tempo quadridimensional pode ter, no maxime 10 vetores de
Killing linearmente independentes, ou seja, um grupo GTO de movi
mento. 0 espag¢o-tempo plano e um exemplo de uma variedade quadri
dimensional que possui um grupo de isometria GTO : 0 grupo de
Poincare, que tem um subgrupo Gé (Grupo de Lorentz).

Nas secoes espaciais de um espago-tempo o numero ma
ximo de solucoes linearmente independentes da equacao de Killing
e 6. Desta forma, em tais secoes, podemos ter no maximo um grupo
G, de transformacoes isometricas. Nas secoes bidimensionais (n = 2)
0 numero maximo de vetores de Killing & 3.

Conforme vimos anteriormente, o grupo de isotropia
de um ponto P, da oOrbita OP de um grupo de isometria, & o conjun
to das transformacoes de isometria que deixam P fixo. Tal conjun
to constitui um subgrupo do grupo de movimento, denotado por IP.

0 grupo de isotropia de major dimensdo que uma va-
riedade espaco-tempo pode ter em um ponto, @ o grupo Gé das ro-
tacoes de Lorentz. No caso mais geral, o grupo de isotropia IP’
e um subgrupo do grupo de Lorentz homogeneo (17).

A orbita de um dado ponto sob um grupo de isometria
e um subconjunto OP da variedade M. A uniao destes subconjuntos

“cobrem" M. A orbita e, no contexto da relatividade, denominada

de subespaco homogeneo ou Lnvarniante, Se o grupo de isometrias G&



e simplesmente transitivo sobre 0p, a dimensao de 0, & igual k)
dimensao do grupo G, (veja eg. (1.3.15)). Se a dimensao de G e

maior que a dimensdo de 0 entao G e multiplamente transitivo

'P’

sobre OP’ e, neste caso, existe um grupo de isotropia.
Una variedade espaco-tempo quadridimensional invari
ante sob um grupo de isometria G,, com n z 4, e dita homogenea

ou homogenea no espago-tempo. Em  outras palavras, quando existe
um grupo de transformacoes isometricas transitivo sobre o espaco-
tempo ele e dito homogeneo. Dada uma variedade espaco-temo My s
se ela possui uma hipersuperficie tridimensional S(t}, tipo-espa
¢o, invariante sob um grupo de jsometria G& transitivo [z 2 3],

dizemos que ela & espacialmente homogenea.

Atribui-se a Egorov (18) o teorema seguinte "Todo

3
M4 ser homogenea no espaco-tempo nao implica na sua homogeneidade

64 contem um subgrupo G Apesar disto, o fato de uma variedade

* — .
espac1a1( ). Um exemplo onde isto acontece e no famoso wuniverso

de GBdel (19), que e homogeneo no espaco-tempo, com um G, atuando

em toda variedade espaco-tempo, mas nao e espacialmente homoge-

neo. Na verdade, a variedade espaco-tempo de Gddel possui a es-

3 3

trutura M, = #° X R (H” = hiperboloide, R = reta real) onde a hi

persuperficie H3, invariante sob um subgrupo G simplesmente

3
transitivo, e tipo-tempo (20).

No que se segue, estaremos interessados na homogenei
dade espacial. Considere uma varjedade espaco-tempo M4 com um

grupo G&(n > 3) que atua em suas secoes espaciais. De acordo com

a eq. {(1.4.10), precisamos discutir apenas os casos « = 3,4,5 ou

(*) Isto nos leva ao sentimento de que o criteério de grupo para homogeneidade
nem sempre coincide com o que esperamos fisicamente.



6. Se £ = 3 o grupo e simplesmente transitivo sobre S(t) e os
pontos de tal hipersuperficie de homogeneidade nao possuem grupo
de isotropia. Conforme o teorema de Egorov, quando n = 4 existe
um subgrupo Gg, que pode atuar em orbitas bi ou tridimensionais.
Se ele atua sobre orbitas de dimensao igual a 3 teremos o caso
anterior. Nos modelos de Kantowski-Sachs (21), existem hipersu-
perficies S(%), invariantes sobre um grupo de isometrias quadri-
dimensional, mas o subgrupo G, atua sobre superficies bidimensio
nais de curvatura constante, ja gque para uma orbita bidimensional
o numero maximo de isometrias e 3, de acordo com a eq. {1.4.10).
Se existe um grupo 64 cada ponto da orbita S(f) tem um grupo de
isotropia I}{d =3, n =>4 =4 =1, pela eq, {1.3.15)) e 0 espago
e dito ter uma simetria de rotacao local (L R S (22)), ou seja,
em cada ponto P da orbita existe um eixo de simetria de rotacao.
Como d = n + 4, n = 5 e d = 3 nos conduziria a 4 = 7 e, como e
sabido, duas rotagoes em torno de eixos diferentes produzem uma
rotacao ao redor de um terceiro eixo; nao ha subgrupo 1,, e por-
tanto, o caso = = 5 & impossivel, No caso « = 6, ou seja, o nume
ro maximo de isometria para a orbita (d = 3], a curvatura esca-
lar da S(t) @ constante, e existe uma simetria completa em todas
as direcoes em qualquer ponto P da orbita S(z). Em outras pala-
vras, existe um subgrupo de isotropia I3 (5 = 3], que & justamen
te o grupo de rotagoes em torno de um eixo qualquer, que passa
pelo ponto arbitrario P, isto e, o grupo O,. Em tal caso, ha uma
simetria esferica Tocall™),

Pelo que dissemos ate aqui, podemos adotar uma nova

e satisfatoria maneira de definir homogeneidade espacial, Diremos

(*) Este & o caso das metricas tipo Robertson-Walker.



que uma variedade espaco-tempo e espacialmente homogénea, quan-

do existe um G3 simplesmente transitivo atuando nas secoes espa-
* el .

ciais tridimensionais S(i)( ). Tal definigao exclui o caso excep-

cional em que ha um G do tipo Kantowski-Sachs. 0 que temos a

47
investigar portanto, e a classificacdo de todas as variedades
tridimensionais que admitem um grupo de movimento simplesmente
transitivo. Essa classificacao foi feita originalmente por L,
Bianchi (23), e a apresentaremos na secdo seguinte.

1.7 - A CLASSTFICACAO DE BIANCHI

Associado a uma dada algebra de Lie de dimensao "
temos, localmente, definido um grupo de Lie G&. Bianchi estudou
(23) e classificou todos os possiveis tipos de algebras de Lie
reais e tridimensionais. Apresentamos abaixo(**) 0S hove dife-
rentes tipos de algebra classificadas por ele. Usamos a notacao
dada por Taub (24). Exibimos tambem, para cada tipo considerado,
representacoes dos vetores de Killing Ki’ da base invariante
{Xi} e de suas 1-formas associadas {wi} (wL [:Xj:] = 6{). As

g
constantes de estruturas sao definidas por

1 i
P& , Kjl - K, (1.7.1)
de maneira que
_ _ )
X o Xj'} = C K (1.7.2)

(*) Este e o criterio de homogeneidade espacial, segundo o grupo de simetria,
largamente adotado na Cosmologia Relativista.

(#%) Veja referencia (17).




. 1 .
de® = — ¢t "o Wt (1.7.3)
2 mn

Usamos tambem a notagdo 5. = gkf. As constantes C". ndo citadas
sao nulas. Os tipos de Bianchi sdo:

L

Tipo 1: Co =0
K? = 3? XI = 81 w? = de

K2 = 82 XZ = 3, wz = dx2

K3 = 33 X3 = 83 w3 = dx3

do! = 0, dw? =0,  dwl - 0

Tipo 11: Cég = - C;Z = 1

KI = 82 XI = 82

K2 = 33 X2 = X 32 + 83
K, -9, + x0s, X, =0,

wI = dx2 ~ x?dxg dml = wZAws

w? = dx3 de = 0

w3 = de dwg = 0

Tipo T11: Ch, = - €L =1

K, =3, X, = exlaz

K = 3 X = 3



3

83!

K3 = a] + xzaz

wT = e*xldxz

wz = dx3

wg = de

Tipo TV: C.),3 = - C;
C;S T C;
Cgs T Cg

K = 9y

Ko = 33

Ky = 37+(x2+x3)az+x

ol e—xuxz_xfe—xldxs

wz = ehxldx3

w3 = dx7

Tipo v C;B = - C
ng = - C

K, =3,

Kg = 33

K3 = 81+x282+x383
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a 1
wI = ¢ X dxz de = W Aw3
_ 1
mz = g x dx3 de = szwS
0l - dx! dp’ = 0
TA VI CI = - C] = ]
pe : 13~ 31 "
2 2z
Cp3 = = C3p = R{Rt0, 1)
Xl
KI = 82 XT = @ 82
_ _ hx!
K2 = 83 Xz = @ 83
. Z 3 _
K3 = al+x 82+hx 33 X3 = a]
_ 1
wI = ¢ X dxz dmI = W Awg
_ 1
mz = ¢ hx dx3 dm2 = hszms
w3 = de dw3 =
. . 2 z
Tipo VII: st = - CST = 1]
1 _ 1 _
Czs T Ca‘z - !
clo- el g (h? < 4)
23 372
K] = 82 X? = (A+k8182-833
K2 =3, Xz = Baz+(A—k8133
) 3 7., .3 .
K3 = 3,-x az+(x +hx )83 X3 = 31




onde

o s (C-rD) dx oD’
wl = pdxle(cebD)dx’
m3 = de
1
A = ehx cos ax ;
byl
C = ¢ kx cob ax] ;
h y 7
F(. = - » a = (T—f?- ) =
7
Tipo VI11: C., - - ¢!
Apo : 23 ~ 37
2
C37 = = C73
3 3
Cro = - Cyy
| /A
KI = _ o % a7 + - L?x
7 7
KZ = 83
1 3 1 r 3
K3 = _ ¢ % BT - — L?x
7 7
17 ( ; 5}
X, = — 1+ (x" )08, +
P! B
) ] 2
XZ = - X aI + X 82 + 3
1 1 5]
X, = — |1 - (x" )3, +
375 || e

dw” = m]ﬂm3+hm2ﬂw

de =-w2Aw3
Z
dws = 0
]
B = -
a
1
D o= - —
a
Ya-n?
-~ 1
1
1
7 ~x;]
3
(x2)2 e X

3
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£
]
(=]
s
A
b
+
=
|
(=]
”~
~
e
<

dw? = - w0 Aw” , do” = w AmI R duw’ - wTAw
TA 1X: C? = - C? = 1
ipo ©obesz T 37 7
z L7
C3p 7 = Cyg3 = 1
.
Crg v = Cpp = 1
K? = 82
7 1 7 Aen xz
K2 = Q04 X a} - cotg X sen x 82 + 9
den X
9 1 ? Cos xz
K ==A¢Nn X o, - cofgd x cobd X O, *+ d
3 ] 2 3
sen x
3 CoA x3 / 3
XI = - AeN X a] + —————7-82 - cotg X' cos x7D
sen X
3 sen x3 3 '
X2 = cesd X BI + — 82 - sen x° cotg x 83

4en X
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- sen x3 de + Aen xI 0o x3 dx

e
it

w2 = 204 x3 de + sen xI Aen xs dx2
ws = 004 xI dxz + dx3
dm] = mzAmg , dmz = msAmI s de = m1Am

"Os seis primeiros tipos tem ao menos um subgrupo
real G] invariante. No tipo VII, ao contrario, nao existe nenhum

subgrupo G, real” (21).

0s grupos dos sete primeiros tipos sao integraveis,

enguanto que os dois ultimos nao (21). 0 leitor que desejar deta

lhes da classificacao acima podera encontra-los nas referencias

(23), (28), (25). (26) e (27).



CAPITULO 11
MODELOS COSMOLOGICOS INCLINADOS

2.1 - INTRODUCAQ

Ressaltar o vinculo, ou a ligagao, entre os Modelos
Cosmologicos Inclinados e os Modelos com Rotacao, foi a motiva-
cao fundamental ao escrevermos este capitulo. Como julgamos que
seriamos melhor entendidos se, no inicio, apresentassemosas quan
tidades cinematicas assocjadas a uma congruencia de curvas, as-
sim procedemos.

A segunda parte deste capitulo & dedicada ao seu te
ma principal, ou seja, aos modelos cosmologicos inclinados, Acre
ditamos ter deixado claro que nem todo modelo inclinado posSsui
rotagao, mas todo modelo com rotacao e espacialmente homogeneo e
um modelo inclinado. Existem, por outro lado, modelos com vorti-
cidade que nao sdo geometrias inclinadas. Este e, por exemplo, o
caso do famoso universo de Gddel.

Na ultima secao, apresentamos brevemente, com refe-
réncias ao apéendice, a tecnica de calculo dos componentes do ten
sor de Riemann, largamente utilizada em todo este trabalho, denc

minada de tecnica de tetradas ortogonais.

2.2 - CONGRUENCIA DE CURVAS TIPQ TEMPO E QUANTIDADES CINEMATICAS

Seja V™ um campo vetorial definido em uma variedade
espaco tempo (M4, g). Em cada ponto PeM4, o conjunto de vetores
ortogonais a vY constitui um subespaco vetorial H, do espago TP’

tangente a variedade no ponto considerado. 0 subespago H podera
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ser de tres tipos: tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz. No que

se seque, faremos a hipotese que H e tipo-espago, ou seja,

v vE s o, (2.2.1)
que normalizaremos

LI (2.2.2)

Quando U™ & o campo de velocidades do fluido galati
co, H e denominado de edpaco de repouso Local ou referencial
inencial do observador que se move com quadrivelocidade v%.

Com o campo V* e a métrica 8o podemos construir o
tensor simetrico haB = 948 " UQUB’ que possui as seguintes pro-
priedades:

L) E um projetor:

(2.2.3)

i{) Projeta ortogonalmente a V%, ou seja, dado um

campo V% de My, denotando por ye - hulvk a sua projecao sobre H,
[

teremos

A{4) Possui traco igual a 3, isto e, haa = h = 3,

Podemos interpretar ha como a metrica de H, no sen

B
tido de que a construgao acima permite escrever

2

ds? = g dxMdx = (v dxP) 2 s dxM dxV (2.2.5)
) U uv

H

para o elemento de linha, ou distancia entre dois pontos infini-

tesimalmente proximosP e Q, da variedade espaco-tempo M4. Assim,



a distancia entre P e Q fica dividida em uma distancia puramente
espacial dﬁz = huvdx“ dx¥ e um intervalo de tempo df = Uu dx",

Chamaremos de conghuencia de curvas a uma familia
de curvas af(s , £), definidas em M4, de modo que por cada ponto
passe uma, e apenas uma, destas curvas (28). 0 parametro 45 & o
comprimento ao longo de cada curva, e o parametro £ esta associa
do as diferentes curvas de congruencia. Em um sistema de coorde-
nadas Tocais {x“}, a congruencia sera dada por x“(s , %), de mo-

&4
do que A dx” e 0 vetor tangente a uma curva (4 = dixo) ., Trata

remos apenasdge conghuencia de curvas tipc tempo, ou seja, das
congruencias em que o vetor tangente ¢ satisfaz a eq, (1), ao
qual imporemos a condicao dada pela eq, (2).

Considere dois pontos P e @ de M4 tais que

Ploo , o) ex™(s , 2) e Qlay, £y, + az) ex¥(s , £, + Af)]  com

(At]2 << At . 0 quadrivetor X" que une P e 9 & dado por

X% e .

At (2.2.6)

consit.
o)

o On
|

e denominado vetor de comexde, Em geral, V* nio & ortogonal as
superficies {s=constante}, e X* nido pertence ao subespaco #H. 0
veton posigac relativa de § com respeito a P, @ a projecao de
X% no subespaco ortogonal a V®, ou seja

X% = p% xH (2.2.7)
L

que corresponde ao conceito newtoniano de vetor posicao relati-
va, representando o deslocamento espacial de P a ¢ (29).

A velocidade relativa entre P e Q sera dada pela



- 40 -

variagao do vetor posicdo relativa:

%
o o £ JAy, _ 0 £ A s
V(neﬁ.) =k 3 E_ th kx )=k e[h AX ]HS v B
4
_ .0 e Ag,d o A s
= h Eh Al X"V + h AX IE v =
(2.2.8)
L0 GELA oA §
= h EV X VA + h AV IE X =
- o 8 0 E A
= {h 6U 1 h EU UA]X
onde V& - UEWk UA e onde empregamos o fato que LX = ¢, por cons-
! v
trucao (28). Podemos simplificar a eq. (8) de formaa obter
o o e 8 ALY
U(nei.] = h 6h AV Ileh YX
(2.2.9)
R s B oRY A
—hﬁh )\U ||€X7
ou ainda
o o LA
U(nez.) C AXL (2.2.10)
onde
0,0 e 8
¢ y T h éh AU e (2.2.11)

e um tensor que contem toda a informacdo da variacdo da posicao

de 9 em relacao a P. Podemos decompor ¢ em suas partes sime-

aB
trica e antissimetrica

C . =0 .+ (2.2.12)

onde

(2.2.13)



€ 1
‘g T (Cyg = Cpo) =
_ 1 B E oy -y ] (2.2.14)
-ZQB Mle RPN T
0 tensor Gae pode ainda ser decomposto em duas partes, um dos
quais o ,> possui traco nulo
!
OaB " Oup * E huBe (2.2.15)
onde
PN« '
o =0" - Vv o (2.2.16)
e
1 r e 1
SN E hu hB U(A[[d - g huee. (2.2.17)
De maneira que, finalmente, teremos
I
CaB N huBO (2,2.18)

3

Da definigao de Y% e .8 verifica-se facilmente que

o v - (2.2.19)
3
w, VB = g (2.2.20)

Por outro lado, da eq. (11) podemos escrever (29):

(g}
2
t

o8 EV e 0 € _ y yE1uyy. .
N T N A I L N A TR

P £ _ L€ O o) S
= (67 & ¢ V.V &7,V Uv + UV VVUKU Y e

€ v o Y] o
- veu, o - V’ AU Uv + Y VvUAU . (2.2.21)

|

Vv , resulta
Y



vy, (2.2.22)

As eqs. (18) e (22) nos levam a seguinte decomposi

W + O +

1 .
Vo lle 7 Bap * ap . h O+ VU (2.2.23)

B 8

Quando V* @ o campo de velocidades do fluido, fonte
de curvatura de um dado modelo cosmologico, cada um dos termos(*)
dessa decomposicao recebe uma denominacao especifica e uma in-
terpretacaoc definida, que mencionaremos a seguir (30, 27).

Iniciemos por 9= Uu]hx’ denominado de expansaoc.Este
parametro descreve a expansao pura e simples (sem rotacao ou dis
torgao) estando, desta forma, associado a variagao de volume es-
pacial.

0 tensor o denominado de distongac, esta associa

BS
do asmudancas na forma, mantendo o volume fixo (Uaa = 0). Ele me

de, por exemplo, a deformagéo de uma esfera do fluido em uma e-

lipsoide de mesmo volume. Sua intensidade e definida por

OB <o (2.2.24)

a = af -

)

2

entao o = 0 < o = 0.
af

0 vetor 0
(6}

11

a. e denominado de aceferacac, e repre
senta 0s efeitos de forgas nao gravitacionais, anulando-se quan-
do somente forgas gravitacionais atuam sobre as particulas do
fluido.

0 tensor w, e chamado de tensor de notagcao ou vox-

B
ticidade, e esta associado a uma mudanca de orientacao de, por

(*) Denominados de Quantidades Cinematicas,




- A3 =

exemplo, uma esfera de particulas do fluido, sem alterar sua for

ma ou voilume. A partir de Wy podemos definir univocamente o vetor

1

a o Buv
wo = Z n UBMMU (2.2.25)
onde
1
nuBuv L (2.2.26)
/-9
sendo ¢*P*V o sTmbolo de Levi-Civita e g = det (guB]‘ E imedia-

to verificar que

wo V* = 0 (2.2.27)

L 6,5 S 0 (2.2.28)

w W w =

!
¢y
No caso do fluido nao possuir rotacao, teremos

W s 0 e BV oy o

aBuv
B "uv UB(

Vv ) o= 0

- v -
" pllv VRV

= 0. (2.2.29)

De acordo com um teorema do calculo tensorial (31),

se a conexao for simetrica (torgao nula), entao

UBS Vui|51 = 0 <> U[B Vp|67 = ¢ ¢>j§ locaimente fun-

coes Fix”) e t(x®) tais que v, = F

Como £, e um vetor normal as hipersuperficies {f =

|

= constante}, essa e a condigao para que Uq seja ortogonal a es-

*
tas hipersuperficies( ). Neste caso particular, os referenciais

(*) A vorticidade & nula se, e somente se, o campo de velocidades do fluido

G - - - . L4 -
V” & ortogonal a uma familia de hipersuperficies no espago—tempo.
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de repouso H se juntam, continuamente, de forma a originar uma

hipersuperficie, espacialmente orientada e ortogonal ao campo de
g o}

vetores V%, A funcao £(x”) pode ser pensada como um tempo cosmo-

Ot}’

logico definido pelo fluido. A funcao Z(x contudo, ndo & o

tempo proprio ao longo das Tinhas do universo das particulas do

fluido. Quando, no entanto, Ua =0 e o = 0, teremos

= = = = =3 o
‘Cas] " Cole] =0 @ Y{ajeg = 0 <4 2b0) wal

—

gue Uu = tlu, e £ mede o tempo proprio de cada observador ao lon

go de sua linha de universo.

2.3 - UMA NOTA SOBRE 0S MODELOS COSMOLOGICOS INCLINADOS

Em uma serie de artigos (25, 32, 33), Ellis e Mac-
Callum estudaram solugoes exatas das equacoes de Einstein (aspec
tos observacionais e comportamento assintotico), sob as sequin-

tes hipoteses:

i) A fonte de curvatura do espaco-tempo e um fluido
perfeito de densidade p e pressao p, ou seja, o ten

sor momentum energia com a forma

Tuv = pUqu - p(guv - quv) s
u“uu= ] e p>0 p>zo0 (2.3.1)
onde e a quadrivelocidade do fluido.

{£) A variedade espago-tempo e espacialmente homo-
génea, ou seja, localmente invariante sob um grupo

de isometria Gg, simplesmente transitivo sobre su-
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perficies tipo espaco S(%).

{4i4) A quadrivelocidade do fluido A ortogonal as

superficies de homogeneidade.

Em um trabalho posterior (34), King e E111is investi

garam as solucoes exatas das equacoes de Einstein

1

R - — R 9,

w6 gt Rgg = kT (2.3.2)

B aR

sob as hipoteses (4] e (44), mas nao exigiram que a velocidade do
fluido fosse ortogonal a hipersuperficie de homogeneidade, haven
do, desta forma, uma inclinacdo entre V% e a normala S(t).Estes
modelos cosmologicos foram denominados de modelos coAmologices
inclinados, e alguns de seus aspectos serao objetos do estudo
que faremos a seguir.

Indicaremos por S(t) 3s superficies de homogeneida-
de, n® o campo de normais a estas superficies e por v* o  campo
de velocidades do fluido.

Como S{t) e tipo espaco, devemos ter
n o= 1 (2.3.3)

A congruencia de curvas que tem n® como campo de ve
tores tangentes, e uma congruencia de geodesicas pois, sendo n,
ortogonal a tres campos vetoriais de Killing K (x = 1, 2, 3 ;

(n)®
a =0, 1, 2, 3), Tinearmente independentes em cada ponto, te-

remos
K n% =0 = K n® o+ K =0 . 2.3.4
(x)° ()18 I ( )

Multiplicando por nB e usando que K (o] ]8) = 0, resulta

(4]



et Ka T 0 = ”OLHB”B = 0 (2.3.5)
N |

Associado a congruencia definida pelo campo veto-

rial  n”, podemos definir o projetor

hOtB gOtB L] (2.3.6)

que & a metrica das superficies de homogeneidade S(f) e projeta
ortogonalmente a »n%. Da mesma forma que definimos as quantidades
cinematicas na secao anterior, podemos definir quantidades cor-

respondentes para a congruencia de curvas associadas ao campo de

vetores n%.

A eq. (5) acima traduz o fato que a "aceleracao" e

“ & normal 3s superficies S(f), a "rotacao" e nula,

nula. Como »n
ou seja,

n— 1. — = 0. 2.3.7

[o "B |A] ( )

Das eqs. (5) e (6) resulta (veja secao anterior), que

= 0 <

0, (2.3.8)

"mE "

e portanto, existem localmente funcoes t = z(x%), tais que

ﬂa = I!OL . (2.3.9)
o
como  n'n = 1, teremos
0 _
AT (2.3.10)

As superficies {£f = constanfe} sao, portanto, as hipersuperficies de
homogeneidade do grupo de isometria G3.
Para completar o paralelo que estavamos fazendo

com a segao anterior, mencionamos o fato que, de acordo com as



eqs. (5) e (6), a derivada covariante de n e

Mo tle = Cap (2.3.11)

onde @ = 6(

aB E claro que

ap) "

B . = . g -
O,0n = 0 e &= 0 — oh (2.3.12)

onde © = @

Associado a congruencia de linha de universo do
fluido podemos definir o tensor

his = 9ap - VoVs (2.3.13)

que projeta no espago de repouso Tocal ortogonal a Vu(haBVB= a).
Obviamente, podemos definir as quantidades cinematicas correspon
dentes 3 congrudncia definida pelo campo de velocidade V%, 1Indi
caremos por £, o tempo ao longo das linhas de universo das parti
culas ao fluido, de maneira que £ = t(%] e dt/d; £ 0,

A relacao entre a normal n* e a quadrivelocidade
v* fica completamente determinada pelo conhecimento do dngufo de
inelinagac ¥, onde

cosh ¥ = naua LY o= v(g) (2.3.14)

e pela dinecac de inclinagac, que pode ser especificada de duas

*
maneiras( ):

i) A direcao €% da projecao da normal n* no subes-

(*) Veja a figura adiante.
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paco H, de repouso do observador v

haBnB = - ¢® senh ¥ > C V* = 0. (2.3.15)

ii) A direcao C% da projecdo de V™ nas superficies de

homogeneidade S(t)

haBUB - % senh ¥ »C_n® - 0. (2.3.16)

Da eq. (16) acima, teremos

W% n  ytyB h. vy

cOc . - AloB RN )
o 2 2
senh”™ ¥ senh” v
I—coAhz Y
- = - ], (2.3.17a)
Aenhz y
Analogamente
c%c = -7 (2.3.17b)

Por outro lado, a eq. (16) tambem nos permite encontrar a expres

sao para V% em termos de n® e ¢%, De fato,

haB v senh v % @46a8 - nanB]UB =
= senh v €% > U% - 0% cosh v = senh v ¢
e finalmente
v> = n® cosh v + C* senh v (2.3.18)

Procedendo de maneira analoga com a eq. (15), resul

ta que



n® = % cosh v - €% senh v (2.3.19)

De maneira que, de acordo com as eqs. (18) e (19),
verificamos, como afirmamos anteriormente, que o conhecimento do
angulo de inclinacdo ¥, e a componente €% da projecdo de n® no
subespaco H, determina a relagao entre v e a normal. Similar-
mente, o angulo ¥ e a componente Ea de V% nas superficies S(%],

tambem determina a relacio entre n®* e V¥

Para completar as relacoes algebricas, obteremos a

forma explicita para €% e C%. Levando »n® da eq. (19) na eq.

(18), apos alguma manipulagao, teremos

c® = ¢% cosh v ~ VY cosh v . (2.3.20)

Levando V% da eq. (18) na eq. (19), resulta

c% = ¢% cosh v + n® cosh v . (2.3.21)

A figura abaixo ilustra de maneira cartesiana e gros

a o3 p{e

seira a relacao entre os vetores V', n, C e C®

H = Espaco de repeuso do
chsenvadon V.

S{t) = Hipersuperngicie de
homegeneddade.

U = Vetocidade do observa

dox.
- Nowmat a S(1).
v = Angulo de inclinacdo.

Figuna 2.3.1 - Vizinhanca de um observadon em um espaco~-fempo

inclinado.
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As quantidades fisicas plt} e p(£) sao invariantes
sobre as superficies de homogeneidade, Para uma funcao qual-

quer f(zt), teremos

df .
f = — (2.3.22)
|Q d,t 1‘(1
ou, empregando a eq. (9):
df o df
R f| noo= — (2.3.23)
@ dz @ dt
Temos ainda que
o hue -0 (2,3.24)

onde utilizamos as eqs. (6) e (23).
Indicaremos com um ponto a derivada covariante ao
lTongo das Tinhas de fluxo do fluido., Se f(g} e uma funciao esca-

lar, pelas eqs. {(23) e (14), devemos ter

. df df
R T e R LI I (2.3.25)
d dr
e tambem
£ h® Yo oy i c (2.3.26)
= n b=y = 1)21’[ — . . .

A eq. (26) nos mostra que, em geral, os modelos in-
clinados parecerao "inomogeneos" para o observador oque se move
com quadrivelocidade U®. Para tal gbservador grandezas fisicas

{homogeneas), tais como a densidade p(%} € a pressao p(%), se a-

40 (ou senhy 4Ly
d7 d7

na direcao definida pelo vetor tipo-espago EQ. Em cosmologia,

presentarao com um gradiente espacial senh ¥

diz-se que uma variedade espaco-tempo localmente invariante sob




um grupo de isometria Gg, simplesmente transitivo sobre hipersu-
perficie tipo-espaco, € espacialmente homogeénea. Em tal defini-
¢ao de homogeneidade (criterio de grupo) se prescinde, ou se omi
te, o observador; o que nos parece erroneo. Contudo, acabamos de
mostrar que quantidades fisicas homogeneas (como p(;) e p(%)),pg

%), ndo serao homogeneas para um outro

ra um dado observador (n
observador (V¥), o que nos parece fisicamente bastante razodvel.
Podemos ter uma ideia de como estas coisas acontecem, para o ob-

servador Uu, se utilizarmos a fig. (1): atraves dela podemos ver

que para um dado instante £ = £, = consf, (£ € o tempo proprio
ao longo da congruencia definida por Ua), 0o observador que se mo
ve com velocidade v terd acesso a hipersuperficies de homoge-
neidades distintas em seu subespag¢o de repouso local, As super-
ficies de homogeneidade (2 = constante) nao sao superficies de
simultaneidade para o fluido. Reciprocamente, as hipersuperfi
cies de simultaneidade do fluido nac sao as superficies de homo-
geneidade S(%).

. o
Podemos decompor, relativamente a n~, o tensor mo-

mentum energia de fluido perfeito

TOLB = pVOtVB - p(gaB - V(xUBJ (2.3.27)

para um modelo inclinado. A eq. (18) nos fornece

_ 7
UaUB = ¢cosh” ¥ “u”B + 2 Aenh ¥ cosh ¥ n(aCBJ

v senh’ v C C, (2.3.28)

Levando a eq. (28) na eq. (27), apos alguns rear-

ranjos simples, encontramos que o tensor momentum energia toma a



forma

TuB = enng - phaB + Zq{ans) + HaB (2.3.29)
onde
Z 7
P = p cush™ ¥ + p senh” V¥

q, = lprpl senh v C,
- 1 .
o= p+ — [ptpl senh” V
2
- ) I 1 -
T,g ~ [p+p]) senh \P{COLCB - g th). (2.3.30)

As eqs. (16) e (17), nos levam a

n* =0 (2.3.31)

como era de se esperar.

Como {p+p] > 0, a eq. (30) acima nos mostra que

Y o> 0 s>§a Lo e M40 (2.3.32)

ou seja, no referencial ligado a n%, o tensor momentum energia
(fluido perfeito) de um modelo inclinado, € 0 tensor momentum
energia de um fluido imperfeito.

Associado ao campo de velocidades v%, do fluido, po
demos definir as quantidades cinematicas. Estaremos, ho entanto,
particularmente interessados na rotacac. Da eq. {18) podemos es-

crever

+ senh ¥ C +
o

= cosh V Halls

UuIIB I8

+ (senh W)lBCa'

+ (cosh V) (2.3.33)

18"

0s dois ultimos termos da equacao acima podem ser simplificados,



com 0 uso das eqs.

{cosh V)

dv

dt

dy

B ax

1
=

(na

!
[gn
=

Desta forma, teremos:

dy

UO.'.]lB = CCLHB Iy

e portanto

B .
UOLHBU = /.SQ.Vlh b4

)(HB

+

cosh ¥ O
opB

senh ¥ (C )+
o

+ senh ¥V cosh ¥ @a

onde utilizamos as egs.

(5),
mos a aceleracao
dy

[./ =
o dt

v senh ¥ [C ]
o

(23) e (21).

18"

senh ¥ — n n

— + cosh ¥V O

(12) e

cosh ¥ — C
o
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Com efeito,

6%

+ {senh V)

dy -

oMte T cosh V¥ E; CanB =

senh ¥ o+ Cu cosh V) =

(2.3.34)

+ Aenh ¥ C
o o \

|| B
(2.3.35)

dy
(- C
dz

[Cal * unB ¥

cosh ¥ o+ CB senh ¥ =

— cosh ¥ C +
(64

B

. (2.3.36)

(16). Da equagao acima, te-

+ senh ¥ cosh ¥ na‘, CB +
|

i B

(2.3.37)
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A eq. (35) nos fornece a expressao para a expansao

dv -
| = penh ¥ — + cosh ¥ O+
Lo dt

- NaB
'f'éQHhBCOLHBh (2.3.38)

Isto porque, de acordo com as egs. {(15) e (17), devemos ter

¢ n® = ¢ k%, = - % senh ¥ - senh Y. (2.3.39)
o ol B o
= o ! afuv
0 vetor de reotacao w™ = —n vV , de acordo
7 CASTRRY
com as eqs. (35) e (18), sera dado por:

1 -
Wb = senh v — naBqu C

: &Culfv’ (2.3.40)

As eqs. {37) e {40) nos mostram como ¢ fluido, em
um modelo cosmologico inclinado, pode ter uma aceleragao e/ou
uma rotacao. Fisicamente podemos pensar que uma variagao da pres
sao p = p(%) no tempo, acarretara um gradiente espacial de pres
sao (eq. (26)), que fara o fluido se mover sobre curvas acelera-
das e ele apresentaré, em geral, rotacao.

o

A projecio da rotagdo w® na diregao C% @

1
C wo = senh ¥ — naBuv (cosh ¥V n_ +
o 7 B

1 — .
- senh ¥ cosh ¥ - n“B“UcanBcqu (2,3.47)

Por outro lado, a eq. (19) nos fornece:



nuwu'= sdenh ¥ — n@BUvU

; BCU|Iv[c04h y Uu~ senh V¥ Cu) =

. 1 ~
o = senhl v — n®FMVy 0 oo L senh v w%C (2,.3.42)
9 B ul v «a o

Portanto, usando a eq. (16}, temos finalmente:

a oBuv . -
Cuw = senh ¥ cosh ¥ E n C@”BCUHv

= - coth v wunu . (2.3.43)

. (64 - - . .
Assim, o vetor w estara na superficie de homogeneidade [nawu =0)

se, e somente se, ele for ortogonal a ¢ (eq. (43)), e c¥ (eq.

(42)).
As espresso0oes para a expansao O@B e adistorcio “aB:
o = h MU - v PV,
o o B x|l e) (o] ] B) (o B)
. (2.3.44)
OOCB = @G‘B - ‘; BhOCB
sao razoavelmente complexas e nao as discutiremos aqui.
King e E11is (34) utilizam a expressao "modelos

cosmologicos inclinados", exclusivamente para os modelos inclina
dos (¥+0)em que a fonte @ um fluido perfeito. Um importante teo
rema por eles demonstrado & que: "Ndao ha modelos inclinados do
tipo Bianchi I. Modelos inclinados Bianchi II tem rotagao nula.
Modelos inclinados dos tipos Bianchi VIII e IX tem rotacao dife-
rente de zero".

0 resultadode cueos modelos inclinados dotipo Bianchi
II tem rotacao nula (que e uma generalizagao do trabalho de

Oszvath (35) para poeira), & obtido com o uso das equacgoes de



Einstein, e portanto, admite, como hipotese, que a fonte & um
fiuido perfeito. Na obtencao das outras afirmativas mencionadas,
contudo, King e E11is nao fazem apelo as equacoes de Einstein,
nao fazem uso da hipotese de que o fluido & perfeito, sendo tais
resultados obtidos como decorrencia da existéncia do grupo de
isometria G dos tipos mencionados, Desta forma, podemos afir-
mar que, independente da fonte de curvatura, nao ha modelos in-
clinados do tipo Bianchi I, e que todo modelo inclinado Bianchi
VIII e IX possui rotacado,

A literatura dos modelos cosmologicos inclinados e
relativamente pequena. 0 Teitor que desejar maiores detalhes so-
bre tais modelos, alem do trabalho primeiro de King e E11lis (34},

podera encontra-Tlos em E1Tis e King (36), Collins (37) Collins e

E1Tis (38), Dunn e Tupper (39, 40),

2.4 - 0 CALCULO COM TETRADAS

Considere uma variedade Riemaniana de dimensao qua-
tro e localmente Lorentziana, Sejam 948 as componentes do tensor
metrico g na base de coordenadas, de maneira que o elemento de

linha de nossa variedade tem a forma

Z

ds® = g _dx%dx® (2.4.1)

gaB

Tomemos quatro campos vetoriais € (A] {A = 0,1,2,3)

lTinearmente independentes e tais que

Q(Q—(A]» Q(B)) = nAB = d»éag (+’ -, ‘] (2’4‘2)

ou seja, ¢(9) do tipo-tempo e 05 outros C(A) do tipo-espago, e
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ortonormalizados. Chamaremos a estes quatro campos vetores de te

*
tradas( ). Na base de coordenadas, teremos:

e, = e -i—— @3 = e(A) e (2.4.3)
A (A) e o o (A) T
X
0 fato dos campos serem linearmente independentes se traduz,

em termos da matriz 4 x 4 formada com as componenetes QTA): por
det (Q?A}] £ 0, ou seja, a matriz QTA) e nao singular.

A .
Denotaremos por © as 1- formas duais aos vetores

(A)

A -~
o as componentes de © na base cano-

VSE Designaremos por e

nica. Desta forma, teremos

OA = Q;A) dx® (2.4.4)
e
A — A (A) « A
Q9 E?(BLJ = 8 2 oe, eg) ¥ 8 g (2.4.5)
e portanto:
o A
dx™ = ela) © (2.4.6)
o Y- T (A
dx [?é] = § 8 = C(A] %p . (2.4.7)

Calculando a derivada exterior da T-forma @A, uti

lTizando a eq. {(6) acima, resulta

(A o B g0 B (2.4.8)

(*) Na maior parte das vezes, costuma-se chamar tambem de tetradas as l-for-—

mas duals associadas a tais vetores.



onde usamos a eq. (6). A equagao acima nos sera de utilidade
adiante.

0 elemento de Tinha de nossa variedade, dado pela
eq. (1), & tal que, de acordo com a eq. (2), pode ser escrito
como

7 AB

ds” = n,z0"0 (2.4.9)

de maneira que, usando a eq. (4), resulta

A} _(B)
gp 7 eoc eB AR

(2.4.10)
ou

g = Q?A] Q?B} 9up (2.4,11)

onde utilizamos a eq. (5). Definindo a inversa nBC da matriz N4

nag N0 = 85 e ¢ < diag (+,-,-,-) (2.4.12)

Podemos verificar facilmente que os Tndices latinos

maiusculos, que denominaremos de indices de tetrada, podem ser

abaixados e levantados com as matrizes Nsg © nAB, respectiva-
mente. Com efeito, da eq. (10) temos
o _ _ (B}
L. AB
e usando a matriz inversa n , teremos:
e(A} = nCA (2.4.14)

B ¢grc)

AB

Assim, relativamente aos indices de tetradas, N4g e/ou n fun-

cionam como metrica.

0 grande merito da escolha das tetradas locais e(A}
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(e das correspondentes 1-formas @A) e que, de acordo com a eq.
(2), relativamente a esta base, as componentes do tensor metrico
sao constantes. Isto nos fornecera um eficiente método de calcu-
1o das componentes do tensor de curvatura, como veremos a seguir

De acordo com a eq. (A.5.18), devemos ter

(2.4.15)

onde fizemos A Fgc = Tager Utilizando as egs. (A.5.21)e(A.5.15),

teremos tambem as simetrias
(2.4.16)

~ A
No caso que estamos tratando, as componentes da conexao T as

BC*©

1-formas o sao denominadas coeficientes de rotagao de Ricci e

B’
I-formas de rotagao, respectivamente,

De acordo com a eq. (A.5.29) e a eq. (8) acima de-

vemos identificar

A {A) ) R

T = - @2 0«”66(5) Q{

o (2.4.17)

C)

Podemos determinar os coeficientes de rotacao de
Ricci a partir dos coeficientes de estrutura, De fato, usando a

eq. (A.7.13) e abaixando o primeiro indice, teremos

!

r - (Cipe = Cane - Copa! (2.4.18)

Estamos agora em condigoes de explicitar o metodo

do calculo das componentes do tensor de Riemann, que mencionamos

anteriormente. Dado um elemento de linha déz = gaedxadxe, esco-

lhemos as tetradas @A (ou equivalentemente as tetradas Q{A)) de

forma que déz 7 TAR @AGB. Em seguida, tomamos a derivada exte-
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rior das 1-formas eA, e, de acordo com a eq. (A.4.471) {d@A =

T cA @BAGC), lemos os coeficientes ¢h . Utilizando a eq. (18)
9 BC BC

obtemos os coeficientes de rotacao de Ricci, que de acordo com a

eq. {(A.5.21) {wAB = Fgc ec), nos fornecerao a 1-formas de rota-
cao mAB. De posse das 1-formas wAB’ e usando a 2%° equacao de es

AB = deB + wA Amc ), calculamos as 2-formas

C B
d A T LA c,.D
e curvatura, que de acordo com a eq. (A.6.19)(Q B ° 7 R gep © 1O l,

nos fornecerao as componentes do tensor de Reimann na base de

C

trutura de Cartan (@

tetradas.



"It is a dangerous habit of the human mind to generg
lize and to extrapolate without noticing that it is doing so. The
physicist should therefore attempt to counter this habit by un-
ceasing vigilance in order to detect any such extrapolation. Most
of the grealt advances in physics have been concerned with shwoing
up the fallacy of such extrapolations, whieh where supposed to
be self-evident that they were not considerved hypotheses. These
erxtrapolations constitute a far greater danger to the progress

of physics than so-called speculation.

H. Bondi



CAPITULO III

VIOLACAO DA CAUSALIDADE NA COSMOLOGIA

3.1 - INTRODUCAD

Em 1949, Kurt G8del (19) apresentou um exemplo de
um novo tipo de solucao cosmologica das equag¢des de Einstein, que
pode ser caracterizada como se segue,

Considere a variedade M4 = H3 X R grupo de cobertu-

ra universal da algebra de Lie
T S, 1] =x,, kg, 1] -
[%1’ Yol = = Xor Koo X 7 Xy [fo’ il = X

e

dos campos invariantes a esquerda XO, Xj, X2 e X que podem ser

"
<
£

1t
fun

-
—

.
~a

(3.1.1)

representados (20, 41} por

0
X s
0 aXO
9 9 1 9
X = - sen xo v cos x! + e % sen A (3.1.2)
I 0 I 2
Jx X ax
oy 1
Xz = - ¢obd X 8 Aden xo 2 T toe T cos xo g—?
Jx ax ax
3
X =
3 aX
onde XO, XT e X2 sao campos invariantes a esquerda, definidos

globalmente sobre o hiperboloide grupo de Lie HB. As 1-formas in

variantes correspondentes aos campos dados pela eq. (2) sao:
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mo = dxo + exl dxz

mT = Ccob xo dxr + exl sen xo dxz

wz = - 4en xo de + exl coh xo dxz

w’ = dx’ (3.1.3)
onde obviamente

dwo = w]sz R dwr = - szw

do’ —wlhe’ , dw’ -0 . (3.1.4)

Introduzindo na variedade grupo de Lie M, = H3 X R

4
a metrica

ds’ = o’ LZ(wO)Z ey o o Y a - eomst.,  (3.1.5)

podemos verificar que ela e solucao das equacoes de Einstein -
com constante cosmologica - tendo como fonte um fluido perfeito

de densidade constante p (19, 42), Com novas coordenadas defini-

das por
o 1 -0 i R R B
X' = — x, = x , x = — x", = x7, (3.1.6)
"y "y

o elemento de linha dado pela eq. (5) assume o seguinte aspecto:

déz

1

s )T L a2 (dx31£w

2 —l
(3.1.7)

1
az [}dxo)z v 2% dxodxz +

que e a forma originalmente apresentada por Gddel em 1949,e onde
omitimes a barra sobre as cocordenadas,
Admitimos na Relatividade Especial, que a velocida-

de da luz e o Timite de velocidade fisicamente permitida para



uma particula, e portanto, um dado evento so pode ser influen-
ciado causalmente pelos eventos do seu cone de luz do passado. Da
mesma maneira, um dado evento so pode ter influencia causal so-
bre o conjunto de eventos no seu cone de luz do futuro. Como o0s
cones de luz do passado e do futuro nunca se interceptam, estes
conjuntos de eventos sao disjuntos. Na Relatividade Geral, contu
do, nao & tdo simples assim (43, 44). As equacoes de Cinstein
permitem solugdes cujo comportamento global leva-nos a violagao
do principio de causalidade. Quem pela primeira vez apontou este
fato foi Gddel, quando afirmou que seu modelo possuia curvas ti-
po-tempo fechadas. A existencia de tais curvas em Seu universo

foi por ele demonstrada introduzindo novas coordenadas £, 4, ¢, z
(onde », ¢, £ sao coordenadas cilindricas no subespago x3 = CONS

tante} da seguinte forma:

X = cosh (2r) + cos ¢ senh (Zxn)
xl —
X,e = y? sen ¢ senh (2x)
(b Xa=2% B ¢
tg -+ 2 = o g = (3.1.8)
Z 7,7 Z
xS = 72z
onde
’ xO*QI il
! < — (3.1.9)
\2v2 2

(*)

que nos leva a seguinte expressao para o elemento de linha

(*) Os detalhes de como passar da eq. (7) para eq. (10) podem ser encontrados
em Stein (45).



- 64 -

ds? = aa?| at? + 2 i) dsdt ¢ Gla) do? - d2f - an? ] (3.1.10)
onde
Glra) = 5enh4n - Aenhzn
e (3.1.11)
Hia) = 247 éenhzn

Assim, se definimos um raio critico 7, tal que senh n_ =1 (ou
seja, n, = inlvY? + 1), entdo, para qualquer 4 > n,, teremos que

Aenh4n - éenhzn > 0. Portanto, as circunferencias definidas por
no= R = const., >, , L=z = const. (3,1.12)

sao curvas tipo tempo fechadas. A existéncia de tais curvas per-
mite a violacao da causalidade. Um observador podera alterar sua
propria historia. 0 universo de G8del, portanto, n3aoc obedece um
principio de causalidade global.

Poder-se-ia argumentar que: primeiro, no interior
do taio critico nada de excepcional ocorre, ou seja, um observa-
dor que passasse a sua existencia no interior da regiao limitada
pelo raio critico, nao tomaria conhecimento da violagao da causa
lidade em seu universo. Segundo, que alargando-se o espectro de
possiveis fontes de curvatura, a causalidade poderia ser evitada
ou mesmo tornar-se mais compreensivel (46), Neste capitulo, apre
sentaremos o resultado de nossas recentes investigacoes neste
sentido (Novello-Rebougas (47) e Reboucas (48)). Mostramos que
se admitimos fontes de curvatura mais complexas, as dificuldades

relativas ao fenomeno de quebra de causalidade nao desaparecem,

se ampliam.
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3.2 - A METRICA E 0 TENSOR DE RIEMANN

Consideremos o elemento da 1inha na forma de Gdde]

ds’ = dt? ¢ H(n) dodt + Ginlde? - dal - dz? (3.2.1)

onde indicaremos as coordenadas na ordem (£, &, ¢, z].

Definindo as 1-formas @A, por

ol = dt + Hin)de , 8% - s(n)de (3.2.2)
ol - dn TR (3.2.3)

onde
s - wt _ e (3.2.4)

ds’ (3.2.5)

onde, evidentemente, Nag = diag {+, -, -, -).

As 1-formas BA = e;A} dx* definem o campo de te-
tradas
(0] _ (1] _ (3] _
¢y =1, e =1, e =1 ,
0 2
S0 e, s (3.2.6)
Associado as 1-formas @A teremos o campo de vetores
_ L0 .
¢ (4] 7 vy 3, > definidos, de acordo com a eq. (2.4.5), por

(*) As letras latinas mailsculas sao indices de tetradas que variam de 0 a 3.

Eles sao levantados e abaixados com as matrizes de Lorentz 1 e TAR?
respectivamente.



o) =T ey b ey T
H 1
0 2
0 = - — e = (3.2,7)
(2) 5 (2) 5
Empregando a eq. (3), resulta
Hl
8
6!
do? - — (o'ne?)
§
a0 - a0l -0 (3.2.8)

onde a linha (') significa derivada com relagao a variavel x,

As 1-formas wAB sao dadas por

LoD
7§
1 H
L
7 8
R Y
- B T B ’
oy 5
', s - —ef o e . (3.2.9)
7§ 5

0s coeficientes de rotacgao de Ricci, definidos pela

eq. {2.4.17), nao nulos sao

T H I H!
0o o

Vet Yty (3.2.10)
] 1 H 1 5!

Yoo " Do 0 Vet T T o



que estao sujeitos a simetria Yage =~ YgAc:
A partir dos valores encontrados para wAB (eq.(9)),
calculamos a 2-formas de curvatura QAB e, com o0 uso daeq,(A.6.19),

A ~ .
encontramos as componentes R nao nuias, do tensor de Riemann

BCD’

] {H'}z
RO, - - -,
101 7 | 6J
0 ]l H” ]l Hlé’
R S (3.2.11)
e T, T T T
. 1 o(H)?
R = - N
707 y aJ
; 3 er}z s"
R B
27y ls ) s

3.3 - A FONTE DE CURVATURA DAS SOLUCOES

Recentemente (49), Bampi e Zordan mostraram que as
solucoes das Equacoes de Einstein, para um elemento de linha da
forma dada pela ea. (3.2.1), com fluido perfeito como fonte, s5ao
todas isometricas a geometria de Gddel. Como desejamos investi-
gar, principalmente, o fenomeno de violacdo de causalidade com
fontes de curvatura mais complexas que a "poeira incoerente"admi-
tida por Gddel, diante do fato citado acima, o candidato natural

para nosso tensor momentum energia e

_ {em)
Tag = PVaVg = Phyg + T,k (3.3.1)

onde

ag - Mag - VaVg (3.3.2)
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(em) _ _ CD Ccp

]
AB Factap * P nagtept

T (3.3.3)

e onde p e p sao, respectivamente, a densidade e a pressao do

fluido como medidas pelo ohservador VA. 0 tensor eletromagnetico

FA8 E dado por (31):

0 E, E, E;
. -E, 0 Hy -H,
Y- (3.3.4)
-E, -H, 0 H,
| -E; fH, -H, 0

No referencial inercial local definido por ®A=B[Aédxa,

as equacoes de Maxwell

y
H T JH (3.3.5)

-0 (3.3.6)
Pl

tomam, respectivamente, a forma

AB A MB C AM A
F ;g Y MBF + oy MCF = ] (3.3.7)
M _
onde
£ - oo aFAB
AB; C (C) Bxa

Como veremos adiante, a Unica diregao espacial que
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pode ser individualizada, e a direcao definida pelo vetor rota-

cao. Desta forma, descreveremos nosso campo eletromagnetico por

As equacoes de Maxwell, sem fonte, implicam que

Hl
E.,+—B =0 (3.3.9)
; 5
Hl
B.g - —E =0 (3.3.10)
’ 5

onde £ = E(z] e B = B(z}). Utilizando a eq. (3.2.7) e o fato que

— = constante =-79 (3.3.11)

que demonstraremos adiante, as equagoes de Maxwell tornam-se:

dE
- 9B =0 , (3.3.12)
dz
dB
— + 10 E =0 (3.3.13)
dz
Uma solucao destas equagoes e
B = Be cos(2Qz) , E = Eo sen(?20z) (3.3.14)

onde Ego = By = constante.
As componentes nao nulas para o tensor momentum

energia do campo eletromagnetico sao



onde

7
o = (Ey

]
em ?

0 observador”comovente”e tal

vE o= s, = vt -

onde empregamos a eq. (3.2.6}.

das, o tensor momentum energia tem as seguintes componentes

nulas
Toog =P % Pom Ty1 7 Tgp 7
T35 =P = Pop
AB
com o traco T = TAB n' ", dado por
T =0 - 3p.

3.4 - AS QUANTIDADES CINEMATICAS

+ By ).

Desta forma,

que

na

(3.3.15)

(3.3.16)

base de tetra-

nao

(3.3.17)

(3.3.18)

Calcularemos agora as quantidades cinematicas asso-

ciadas a congruencia de linhas do fluido,

: A o
P N DA
A
]
Ap E
“ag M fe YO Te) T3
_ A, €

Sabemos que

: (3.4.1)



Na base de tetradas, a distorgao Oygs 8 rotacao Wyg> @ expansao

©. e a acecgeracgao OA, da congruencia definida por VA = SAO, 530
dadas por
1 1
. 0 0 i} -
a8 =~ 5 a7 Ymal T Mg
Wyp = - i (" R (3.4.2)
AB , AR T VoAl e
0 _BC A A
o = Y Bcn s Vo= v 00
onde hAB = Mg ~ UAUB' Portanto, o fluido nao tem distorg¢ac, ace

leragdao e expansao, mas tem rotagao dada por

1 H!
Wy - — = const, T 0 . (3.4,3)
2 8

0 fato que Wy, = const. mostraremos adiante, 0 vetor de rotacao

A

w o= ABCD V e dado por

1
- & w ,
7 BC'D

W= L0, 0, 0, 0) . (3.4.4)

3.5 - UM UNIVERSO COM ROTACAOQ E SUCESSIVAS REGICES CAUSAIS E NAO
CAUSAIS

Um calculo direto nos fonece, a partir da eq.

{3.2.11), o valor das componentes nao nulas do tensor de Ricci

[

AB =M [4 Elas sao

R DACB"




I I_‘:{” HI(SI
- —— e R., = R, . (3.5.1)
7 8 (32 | 11 27

~
]

02

A fonte de curvatura de nossa geometria e, como vi-

mos, tal que

Top = P % Pop ' Tyg = Tgg =P+ 0y (3.5.2)
T33 = P " Poy , T=p-3 ,
]
] 7 7
Dem = E (Ep + By |

As equacoes de Einstein com constante <cosmologica

!

assumem a forma seguinte
Ryp = 0 (3.5.4)
f2
Rop = E (p + 3p) + hpem - A {3.5.5)
ke
RII = RZZ = E (p - p) + hpem + A (3.5.6)
f2
Ryp = E (p - p) - hpem + A= 0 (3.5.7)
A eq. {4) implica que
rHr ! Hr
I——- = 0 < — = const. = - 20 (3.5.8)
8 &

como mencionamos anteriormente. As equacoes de Einstein restan-

tes nos fornecem



a0l
b p + 3pl=4Q kaem + 2A

kip - p) = them - 24

§" k

T3 o - p) - ke, - A+ 2Q

?

Uma solucao deste conjunto de equacoes e

& = senlan) , a = const.,

Assim, nos obtemos

ko = - A + Qz + kEg
kp = A + 92 - hEg
a? - 2(rE? - Qf

A positividade da densidade de energia e da
estara assegurada, se o valor da constante cosmologica

necer entre os limites

kel - 0? < n < of 4 wEL

(3.5.9)

(3.5.

10)

J11)

.12)

13)

14)

.15)

pressao

perma-

(3.5.

Por outro lado, da egs. (13) e (14), temos

P = xp , onde

po+ of o pEL

A=

n o+ 0l v pBl

(3.5.

Como devemos ter A < 7, a equacao acima impoe uma restricdo

cional a constante cosmologica

(3.5,

que

adi-



As eqs. (14) e (15), evidenciam que nao teremos so-

iucao do tipo da eq. {12), quando A = 0, pois A = 0 = p < 0,

No caso em que A = 0 {p 0}, teremos as seguintes

relagoes
2
ko = 20 (3.5.19)
2 2 o’
A= RE; - 0° = — . (3.5.20)
2
Determinaremos agora as funcoes metricas Hin) e
G(n). As eqgs. (8) e (12) nos fornecenm
VAY;
Hin) = — coslan) (3.5.21)
a
? 2
Como 6 = H™ - G, teremos
492 + az 9
Glr) = ———— cos " (an) - 1 (3.5.22)
7
a

E imediato observar, que a presenca do campo ele-
tromagnetico nao eliminou o fenomeno de violacao da causalidade

em nossa solucao. Com efeito, as rajzes da funcao G(xa) sdao da-

das por
a
an, = @rie 0S8 4 2nm (3.5.23)
val + of
onde n e um natural. Na regiao 0 <n<ng, G{x) e positiva e as
circunferencias
t = z = consi. R o= const.< K

sao curvas tipo tempo fechadas, e temos wuma regiao nao causal.



Na regiao seguinte g <<y, A funcao G{n) e sempre negativa;
nao existirao circunferencias que violam a causalijdade. Fsta @

uma regiao causal. A proxima regiao ng < <n nao & causal, e

9
assim sucessivamente. Assim, alargando o espectro de possiveis fontes
de curvatura, o problema da causalidade permanece e assume aspec
tos mais complexos.

Chamamos fluido de Stokes aquele em que o tensor de
pressoes Hij’ e uma funcao continua do tensor de dilatacao (29).
Em tais fluidos, a resposta a deformacao e um funcional das alte
racoes provocadas sobre ele. Um fluido e dito nao-stokesiano(29),

quando o tensor de pressoes e um funcional da matriz de vortici-

dade QLj ou da matriz de aceleracdo Aif, definidas por

Q.. = wew. +— wih,, (3.5,24)
44 L] 44
. 1 9
iy vivj + g a hij | (3.5.25)
onde w* & o vetor de rotacao, UL e a aceleracao, e w2 = - wiwL;
al - vty (- 1,2,5).
A
0 modelo cosmologico apresentado acima, pode ser

- . —~ . *
visto como um universo cuja fonte e um fluido nao—stokeS1ano( ),

cuja pressao anisotropica e do tipo (47).

A (3.5.26)

2
onde v~ = constante. Neste caso, teremos

(*) Alem desta, outras solugoes conhecidas na literatura podem ser interpreta
das como tendo um fluido nao-stokesiano como fonte. Para detalhes wveja a
referencia (102).
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I

Q. = — diag (-0f, -a?, 207 (3.5.27)
AB 3 ’
e as equacoes de Einstein sao
ROQ =0 |,
ke
ROO = E (p + 3p) - A,
k
RH:Rzzzg(o-pl + ko + A,
d
R = — (p - p) - Zka + A, (3.4,28)
33 ?
onde
.
a = =y 0 , (3.5.29)
3
com uma solucao dada por
rhyz + 7 2
Glrn) = cos {arn) - 1
.
?
Hia) = - codflan) - 1, (3.5.30)
(ky2-2)1/2
onde
? . .
by~ > 7 , (1 - — Ry") < A < [1+ky")Q ,
3
ol - (kv - 210f . (3.5.31)
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3.6 - UM UNTVERSO COM ROTACAQ QUE VIOLA A CAUSALIDADE

As equacoes de Einstein

7
1 H') k

= — (p + 3p) + kp, - A (3.6.1)
7 |6 7 e

—| - — -~ (e - P+ ko, A (3.6.2)

AL
7 |6 § 7

H" H'§! l

— - — = — [(p-p) -k + A= 0 3.6.3
: 7 S Lemp Com { )
para o elemento de linha
ds? - dt? & aH(n) dt do + Glxn) dof - did - dzf , (3.6.4)
onde 62 = HZ - G, e a fonte dada pela eqg. (3.5.2), admite uma
classe de solucao diferente (48),que analisaremos agora. Das
eqs. (1) e {(3), resulta
Hf
— = - 1§ = const., (3.6.5)
§
ko = - A+ 9% 4 ko (3.6.6)
e em T
kp = A + 0l - kp (3.6.7)
P Fem ° e

Definindo a constante m por

7 2
moo= 200" - 0, (3.6.8)

a eq. (2) acima nos fornecera a solucao seguinte

§ = senhlma) . (3.6.9)




A positividade da densidade de energia p e da pres-

sao p estara assegurada pela condicao

R (3.6.10)

- ?
onde mz = 92 + kEy . Como p = Xp, e devemos ter 0 £ X = 1, a res-

tricao final sobre a constante cosmologica e

m ?
- — < A < REg . (3.6.11)
?

As funcoes G{x} e H(x)l, neste caso, sao dadas por

ol + hEg ﬂ .
Glr) = —— | cosh {mn} + 1
ol - wEd
2%
Hirn) = - — coshimn) . (3.6.12)
m
Como a funcao G(x) sempre positiva, as circunfe-
rencias
t =2z =10 no= const > 0 (3.6.13)
sao curvas tipo-tempo fechadas para todo %« 4 0, A presenca do

campo eletromagnetico nao evitou, tambem neste caso, a violacao
da causalidade.
As componentes nao identicamente nulas do tensor

de Weyl

]
Cagep =~ Rasep B macRep * "gpRac T NapRBe T Mse

R

+

D



J (3.6.14)

o™

(Mac Mgp = Nap "gC

sao, de acordo com as egs. (3.2.11) e (3.5.1), dadas por

1 (S” {le
C = C = - - , (3.6.15)
0101 0207 6 s s
_ _
1 i[H'}? 5" |
C = =] - — , (3.6.16)
0303 ~ 3 f‘éJ ; ’
I (H” H'a’} 1
C - — - — 1 = R, =
01172 4 s 5? J 9 02
= C0323 0. (3.6.17)

Das equagoes acima, podemos obter as partes elétri-

ca e magnetica do tensor de Weyl, vrelativamente ao observador

. s*, . Por definicdo
C.D * c D
Eag = - Cacgp V'V e Hug = Cuopp VCU (3.6.18)
onde
x ]
Cacer =, ac M Cyygp
E imediato mostrar que
AL _
BBy =0 Eup = Egy s
LI Ho o = H (3.6.19)
B , A = fga. 6.



Com um calculo simples mostramos gue a parte magne-

tica do tensor de Weyl e nula, e as componentes nao nulas de

EAB sao
1 [_(Hrwz st
E,, = E,p = = ||—] - —{ ,
11 272 6 [ 6} 5
- |
I ]—5” HJ 2
Eop = — |— - o (3.6.20)
318 § i
ou ajnda
1
_ - 2 Z
E}? = EZZ — (27 + rBy ) ’
3
Z
e - - — (ol nel ) (3.6.21)
33 3

onde utilizamos as eqs. (8), (5) e (9).
0 modelo definido atraves das egs. (4) e (12) tem,

evidentemente, os seguintes vetores de Killing:

K, = — , K, = — K, = — . (3.6.22)

A existencia destes geradores de 1isometria, e o
"comportamento de variaveis fisicas tais como, a densidade, a
pressao, a vorticidade, a distorgao e a expansao", levaram, recen
temente, Raychaudhuri e Thakurta (50), a examinarem se a nossa
solucao (eq. (12))seria homogeénea no espacgo-tempo, e transforma-
vel, sob certas circunstancias, a metrica de G8del. Como vimos
no capitulo primeiro, para haver tal homogeneidade & necessario

gue tenhamos mais um vetor de Killing linearmente independente,

Raychaudhuri e Thakurta examinaram sob que condicOes uma metrica



na forma

2 2

ds? = del v 2Hin) de do + Gln) dol - dnl - dz?

(3.6.23)

admitira um quarto vetor de Killing linearmente independente.
Eles mostraram, que nossa geometria preenchia as condicoes neces
sarias para a existencia deste guarto gerador de isometria, ou

seja, satisfazia as equacoes

H r
— = constante {3.6.24)
&
8 - (A, ™A, 7 (3.6.25)
onde 62 = H2 - G; a, AI e A2 constantes. De fato, de acordo com
) - -
a eq. {5), e para A] = - A2 = i as equacoes acima sao satisfei

3.7 - AS CURVAS NAQ CAUSAIS SAC GEQDESICAS?

Investigando as geodesicas da geometria de G8del,
em 1961, Chandrasekhar e wright(*) (51) mostraram que as curvas
tipo tempo fechadas nao eram geodesicas, ou seja, um observador
que se movesse livremente neste universo, nao poderia violar a
causalidade. Embora isto possa ser dito a respeito de tais cur-
vas, um observador acelerado, contudo, podera violar a causalida
de no universo de G8del.

As circunferencias tipo tempo fechadas das duas geo

metrias apresentadas anteriormente (eqs., (3.5.21), (3.5.22) e

(*) As geodésicas no universo de Cldel foram examinadas sob um angulo distin-

to, recentemente, por Lathrop e Teglas (52).
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{3.6.12), assim como na metrica de G8del, nao sdo trajetdrias
"naturais". Com efeito, uma curva que tem um vetor tangente T,

sera geodesica se

T = LT = (3.7.7)
Na base de tetradas definida por @A = eAadxa, a equacac acima
torna-se
A A B A B_C
T =T ;BT +oy BCT T (3.7.2)
onde
A o BTA
T 2B T %(g) g—a (3.7.3)
X

As circunferencias que violam a causalidade tem,

evidentemente, 3 para vetor tangente, ou seja,

¢
T = 7% e T% = % (3.7.4)
Portanto
7% = ¢ = (0, 0, &, 0) . (3.7.5)

Desta forma, de acordo com as eqs. {(3.2.10) e (3.2.7), teremos

A A A
U= TN, e, (3.7.6)
ou seja,
™ =10, - — , 0, 0) . (3.7.7)
§

Para a geometria definida pelas egs. (3.5.21) e

(3.5.22), teremos




—-.1-
]

(0,-a ctglar), 0, 0) . (3.7.8)
Assim
-A _ n TT
T5 =0 = arn_ = Znm + (-1)7 — (3.7.9)
" 2
onde n e um natural. Mas, de acordo com a eq. (3.5.32), as cir-
cunferencias em que fA = (0 (Geodesicas) sao tipo-espago.

Para a metrica dada pela eg. (3.6.12), obtemos

™ - (0,-m coth (mn), 0, 0) (3.7.10)

Como coth (mr) # 0 sempre, %A $ 0, e as circunferencias geodesi-
cas sao tipo-espaco; as circunferencias tipo tempo fechadas nao
sao geodesicas. Uma solucao nao-homogenea das equacoesde Einstein,
em que as curvas nao causais sao geodesicas, foi recentemente en
contrada por Socares (53).

3.8 - CONSEQUENCIAS DA ESTRUTURA CAUSAL DAS SOLUCDES

Uma variedade espago-tempo pode nao conter curvas
tipo-tempo fechadas e violar a causalidade. Para isto, basta que
ela contenha curvas tipo-luz fechadas. Dizemos que a causalidade
e preservada em ponto P, de uma dada variedade espaco-tempo
M4, se nao existirem curvas, tipo-tempo ou tipo-Tuz, que passem
por P mais que uma vez. Existem, por outro lado, variedades que
possuem curvas tipo-tempo "quase fechadas", elas violam a condi-
cao de causalidade fonte, que pode ser enunciada da seguinte
forma (54, 1):

Dizemos que a causalidade forte vale em um ponto

PeM se toda vizinhanca de P contem uma vizinhanga aberta U de

4}



P, tal gue nao existem curvas tipo-tempa ou tipo-luz, que atra-
vessem U mais gue uma vez. A condicao de causalidade forte &,
normalmente, admitida como hipotese dos teoremas sobre a existeén
cia de singularidades (55, 54), e, de certa forma, sua violacdo
e considerada como uma anomalia. Um espaco-tempo que nao satis-
faz a condicao de causalidade forte, em todos o0s seus pontos,
esta a beira da violagdo da causalidade, no sentido que uma pe-
quena perturbacao de sua metrica, podera praovocar o aparecimento
de curvas tipo-tempo fechadas (54).

No estudo das propriedades das variedades da teoria
da Relatividade Geral, considera-se que um dado espago-tempo pos
sui um comportamento causal satisfatorio, quando satisfaz a con-
digdao de estabilidade causaf, Uma variedade espaco-tempo e dita
ter estabilidade causal, ou ser causalmente estavel, se nio exis
tirem curvas, tipo-luz ou tipo-tempo, fechadas, em gualquer mé-
trica hag, suficiente proxima da metrica 848 da variedade consi-
derada (44, 1). Um espago-tempo com curvas tipo-tempo ou tipo-
luz fechadas, ou que viola a condicdo de causalidade forte, ne-
cessariamente viola a condigcao de estabilidade causal (56). Desta
forma, as solugoes por nos encontradas anteriormente, por possui
rem curvas tipo-tempo fechadas, violam a condicdo de estabilida-
de causal, nao obedecem, portanto, @s hipoteses dos teoremas de
singularidades.

Suponhamos que um espaco-tempo M4 tem uma funcao
tempo cosmico, isto €, um campo escalar £ cujo gradiente & sem-
pre tipo-tempo. Entao M4 e causalmente estavel, e, reciprocamen-

te, se o espago-tempo M, e causalmente estavel, entdo ele possuf

4
uma fungao tempo cosmico (57). Assim, estabilidade causal e com

pletamente equivalente a existencia de um tempo cOsmica. As su-



perficies de mesmo tempo, todavia, ndo necessitam ter as proprie
dades usualmente associadas com as superficies tipo-espaco. Em
geral, elas sac desconexas (44). As solucoes cosmologicas das
segoes (3.5) e (3.6) ndao possuem, por conseguinte, como o modelo
de Gfdel, um tempo cosmico.

Uma superficie de Cauchy global S, e por definigao,
uma hipersuperf?cie tipo-espago, tal que toda curva tipo-tempo
ou tipo-luz, a intercepta apenas uma vez, A hipotese de existén-
cia de uma superficie de Cauchy global & uma condicao extremamen
te forte sobre as variedades espaco-tempo - em particular e mais
forte que todas as outras condigoes que discutimos acima. Assim,
se um espaco-tempo tem uma superficie de Cauchy global, ele deve
ser causalmente estavel (57)., Alem disso, podemos escolher a fun
cao tempo cosmico de maneira que f=constante seja uma superficie
de Cauchy global, assim, por cada ponto do espaco-tempo, passara
uma hipersuperficie de Cauchy global. Reciprocamente, uma varie-
dade espago-tempo que possui curvas tipo-tempo fechadas, como as
solugoes de Novello-Rebougas (47) e Rebougas (48), nao admitem

hipersuperficie de Cauchy global.

3.9 - ALGUMAS REFLEXOES SOBRE A CAUSALIDADE

No espago-tempo de Minkowski, da Relatividade Res-
trita, um dado evento so possui relacao de causa com os eventos
do seu cone de luz do passado (que o podem influenciar), ou do
seu cone de luz do futuro (sobre os quais ele pode ter influen-
cia). As variedades espago-tempo da Relatividade Geral, sao lo-
calmente Lorentzianas, e portanto, a causalidade e mantida local

mente. A questao global e deixada em aberto. Consequentemente,



a Relatividade Geral, da maneira em que & formulada, ndo exclui
ou proibe a existencia de curvas tipo-tempo fechadas. Em larga
escala, podemos ter o fenomeno de quebra ou violacdo da causali-
dade. Isto acontece nas variedades espaco-tempo de Gddel (197,
Taub - NUT (24, 57, 58, 59) e na solugdo estendida do tipo Kerr
(60), por exemplo. Se devemos ou nao eliminar ou excluir, por ra
zoes fisicas, tais geometrias, & uma outra questdao (61, 62, 63)

que ainda permanece em aberto (63). A existencia de curvas tipo
-tempo fechadas nos conduz, inevitavelmente, a paradoxos de or-
dem Togica: um observador que viaja ao longo de uma tal curva,
pode retornar ao ponto de origem antes de partir, e alterar ou
evitar sua partida, o que certamente & uma contradicao com a no-
¢ao usual do livre-arbitrio (1). Poder-se-ia augumentar, contu-
do, que a capacidade de violar nossa concepcdo mais basica de
como o mundo & governado, funciona, ou opera, deve ser evitada
impondo-se que nao e fisicamente aceitavel um espaco-tempo com
quebra de causalidade. Por outro lado, a historia da fisica nos
tem mostrado que, frequentemente, teorias fisicas sugerem novos
e inesperados fenomenos. A violacdao da causalidade pode ser um
caso destes (57), e assim, devemos encarar a possibilidade de
nao validade (global) do principio de causalidade, seriamente.
Ate porque, as fontes de curvatura das variedades em que tal ano
malia ocorre, sao fisicamente bastante aceitaveis.

Devemos estar cientes que se decidirmos 1impor o
principio de causalidade para fenomenos em larga escala no uni-
verso, estamos extrapolando para uma escala cosmologica o que sa
bemos funcionar em uma escala menor. Tais extrapolacoes, a pri-

meira vista imperceptiveis, devem ser detectadas e vrefletidas,



pois, como Bondi (64), acreditamos que elas constituem, de lon-

ge, um perigo major para a ciencia, que a chamada especulacao.



CAPTITULO IV

MODELOS COSMOLOGICOS COM ROTACAC DEPENDENTE
v0  TEMPO

4.1 - INTRODUCAQ

0 problema de obter solucoes das equacoes de Eins-
tein, em que a fonte de curvatura do espago-tempo possui rota-
cao, & bastante anfigo. Sua origem remonta ao ano de 1918, com
0 trabalho do Thirring e Lense (65). Bach (66) foi quem  tratou
pela primeira vez, o campo produzido por uma esfera de materia
girando lentamente, e obteve a solucao de Schwarzschild como a-
proximacao de ordem zero de sua solucao. Dois anos depois, lLanczos
(67) considerou um caso especial de campos estacionarios, e en-
controu uma solugao nao-homogenea das equagoes do campo gravita-
cional. Posteriormente, Akeley (68) e Andress (69) trataram ca-
sos mais gerais de campos gravitacionais, produzidos pela mate-
ria em rotagao estacionaria. Em 1932, Lewis (70) determinou uma
solucao exata, cuja fonte & materia com rotacdo, e que contem as
solucoes aproximadas devido a Bach e Andress, como um caso parti
cular. Cinco anos depois, Stockum (71) conseguiu uma nova solu-
gao - nao homogenea e exata - das egquacées de Einstein, para ma-
teria com rotacao constante em torno de seu eixo de simetria.
Ele mostrou que, dependendo das condicoes de contorno, sua solu-
¢ao continha a de Lewis. K. G8del (19) foi, no entanto, o pri-
meiro a exibir uma so0lucao cosmologica exata das equacoes de cam

po de Einstein, com rotacao.

0 modelo de G8del pode ser caracterizado como uma



solugao exata das equacoes de Einstein, com matéria incoerente

de densidade constante como fonte, sem expansdo e distorcio e
com rotacao constante. Apesar de certas anomalias (violacao da
causalidade, ausencia de uma superficie de Cauchy Global, nio
orientabilidade do tempo, etc.), o novo exemplo de solugao cosmo
logica apresentado por Gddel constituia (e constitui) wum consi
deravel estimulo a investigacdo de solugdes mais complexas do
que as estudadas ate entao. A literatura das solucdes cosmoldgi
cas exatas das equagoes de Einstein, em que o conteldo material
do modelo possui rotacao, € hoje relativamente extensa (19, 20,

22, 42, 47, 48, 53, 72-85). Todas elas, no entanto, possuem uma
caracteristica em comum: a rotacao e constante com respeito ao
tempo. Tal caracteristica provocou,entre os cosmologos, a idéia
geral de que a estrutura das equacoes de Einstein n3o permitia,
em cosmologia, uma rotagao que variasse com o tempo. Neste capi-
tulo da tese, mostraremos que este sentimento ndo e verdadeiro,

exibindo as primedlras sclucoes exatas das equagoes de Einstein

em que a rotacao e dependente do tempo (86, 87).

4.2 - 0 TENSOR MOMENTUM ENERGIA DAS SOLUCOES

Sao as solucoes homogeneas e isotropicas de Fried
mann, que melhor se ajustam aos dados observacionais, que dispo-
mos acerca do universo em seu estagio atual, No entanto, as so-
lucoes tipo Friedmann, assim como a grande maioria dos modelos
cosmologicos relativistas, tratam o contelido material do univer-
so como um fluido perfeito de densidade p, e pressao p. Tal hipo
tese, apesar de simpltificar grandemente o tratamento e a descri-

¢ao do universo, nos tem conduzido, sistematicamente, a cosmos
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com singularidades. As investigagoes sobre o universo e o fluido
galatico em sua fase primordial (proxima 3 singularidade), tem
levado alguns autores, a incorporarem, atraves de relacoes feno-
menologicas, emprestadas da mecanica dos fluidos, termos dissipa
tivos ao tensor momentum energia do conteudo material do univer-
50.

A descoberta da radiacao isotropica de 3°K, Tevou

Misner (88) a empregar, no exame das causas desta isotropia, uma

relacao entre a pressao anisotropica e a distorgao (ﬁuv = Ao v)’

com a introducao de um coeficiente de viscosidade. Murphy (89),
Nightingale (90) e outros, no tratamento de modelos homogeneos e
isotropicos sem singularidades, utilizaram 0 segundo coeficiente

de viscosidade (91). Belinskii e Khalatnikov (92) investigaram a

influencia da viscosidade sobre o carater da evolugao cosmologica,
em modelos homogeneos do tipo Bianchi I, usando expressoes que
adicionam a pressao p, termo proporcional a expansao, atraves de

coeficientes de viscosidade, Relacoes fenomenologicas do tipo

A

- - X L '
q, X hq (T|A + TUA), por exemplo, que relacionam o fluxo de

calor q, € a aceleracao VA’ atraves de uma funcao-temperatura e

do coeficiente de condugao x, tem sido propostas (93). Recente-

mente (82), configuragoes em que o fluido galatico encontra-se

fora do equilibrio termico, foram analisadas, introduzindo-se um

fluxo de calor qa, entre as partes do conteudo material, atra-

ves de uma base cinematica, construida com os vetores velocidade,

(o} [0}

aceleragao e rotacao (qa = c{xk}a + W(xh}m + ¢(xx)nm€Z W%FOUL

By

Tal construcao e possivel sempre que o vetor de rotacao dera uma
isometria (82). Mesmo mais recentemente, solucoes cosmologicas
com fluxo de calor, tem sido determinadas (94, 95). Neste con-

texto, o conteudo material de nossos modelos e um fluido em que



ha troca de calor entre suas partes

Teg ~ (p + pl VuVB— P Gap * 2 q(avﬁ) , (4.2.1)

onde

g V& =0 . (4.2.2)

Como o vetor de rotacao nao e um vetor de Killing

(82), adotaremos um caminho novo para introduzir o fluxo de ca-

lor. Usaremos ¢ campo de vetores eéA} , que estarao definidos a
partir das 1-formas @A = JAL dxu, para expressar o quadrivetor
A .
g , ou seja
M e M e (4.2.3)
ou equivalentemente
q, - Q?A) wa(x“1 , (4.2.4)
(A) o LA u ~ -
onde e e = 6 ,e ¥ (x"]) sao funcgoes escalares. Tal decom
o (B) B o m

posicao, tem as vantagens de nao assumir relacoes fenomenologicas

a priori (como qy - KT + Ty permitindo-nos impor condigoes

PMEASURE
adicionais sobre Q,r © de ser inteiramente geral, tratando-se a-
penas da decomposicao de um vetor em uma base arbitraria.

Nos modelos que estudaremos neste capitulo, a decom

posicao dada pela eq. (3) sera, como veremos adiante, equiva-

Tente a usarmos a base constituida pelos campos vetoriais invari

It

antes a esquerda ¥,, das secgoes {& = constante}, ou seja
A

i A
@ = q Yy (4.2.5)

onde A =1,2,3



3

4.3 - A ESFERA S” COMO GRUPO DE LIE. A METRICA

Discutiremos inicialmente o grupo de movimento e a
topologia dos universos finitos, com rotacao dependente do tempo,
que determinamos. 0s metodos de calculo usados nesta secao, fo-
ram extraidos do trabalho de 0Oszvath e Schucking (74), e apresen
taremos com detalhes aqui para maior clareza do texto.

Considere o espaco Euclidiano E4, e sejam q“ e ¢

U
{u =10,1,2,3), as coordenadas cartesianas, e 0s vetores unita-
rics ao longo dos eixos coordenados, respectivamente. 0 espaco veto
rial sobre os reais E4, pode ser convertido em uma algebra, se in

troduzirmos

- - > -+ _ >

24 QU = eu ¢y = eu ,

> - -+

LT A 7 T (4.3.1)
- - > P

Qi Qj = €ijh ek {&+j)

onde os indices gregos variam de 0 a 3, e os indices latinos va-

riam de 7 a 3. Com a lei de multiplicacao dada pela eq. (1), Ey
- - *

torna-se uma algebra denominada algebra de quaternios( ), e 0s

vetores

3,
7= q¢"c =g &g+ T e, (4.3.2)

sao chamados de quaternios de Hamilton, ou simplesmente quatér-
nios.

. - . . - . - . .
Associado a um quaternio arbitrario g, definimos

(*) Uma introdugao simples e intuitiva sobre os quatérnios poderd ser encon-—

trada, pelo leitor, em Brand (96)



" -+ .
seu conjugado ¢*, e sua norma N(¢g), respectivamente por

3 .
+* - 0—)— _ A
q a e, ,5,51 ‘e, (4.3.3)
e
3 .
A I T P e T PRk (4.3.4)
£=1

onde na ultima igualdade omitimos o 30, pois identificamos o sub
corpo ¢ Eo com 0 corpo dos numeros reais, devido ac isomorfismo
entre eles.

0 conjunto dos quaternios constitui um corpo, asso-

ciativo (96) e nao comutativo {eq. (1)), com as seguintes pro-

priedades:
Dados dois quaternios E e E , entao
. - 3 'U 2 = N
L0 Nlg) = X (¢} 20 e Nig) = 0 <= ¢ = 0
=0

i£) Se ¢ + 0, existe o quatérnio inverso qh}, tal que ¢ ¢ @ =

-1 g
q =
NG
£44) Vale a igualdade
(¢ pl*= ¢* p* (4.3.5)
Av}l  Vale tambem que
(u?a + uzﬁ]* = u?g* + uzg*. {4.3.6)

0 conjunto de todos os quaternios, evidentemente



constitui um grupo G,sob a operacao definida pela eq. (7). Um sub

grupo de G, e o conjunto dos quaternios que satisfazem a equacao

V4 2,7

12 (g z

NIG) = (g )7 + (g +(q3) =71, (4.3.7)

ou seja, o conjunto dos quaternios de norma unitdria. A eq. (7)
define o lugar geometrico dos pontos de E4 equidistantes da ori-
gem, ou seja, e a equacao da esfera 83 com centro na origem, e
imersa em 54.

0 grupo de movimento, do espaco tridimensional esfé
rico 83, pode ser expresso, facilmente, pelo produto quaternidgni

co a esquerda. De fato, seja E um quaternio qualquer de SB(E E* =

= 1)]. Uma translacao a esquerda & expressa por

' =P a . (4.3.8)
Usando a eq. (5), encontramos
' q'* =P g qrpre . (4.3.9)
Mais ainda
p* ¢ = p*pq - q . (4.3.10)

Alem disso, a distancia entre dois pontos vizinhos 3 e g *+ dg

e preservada pela translacao a esquerda, pois

dg' = p dg (4.3.11)
e portanto
- > - J
dg' dg'* = N{dg') = % dg"dg" (4.3.12)

u=0

Desta forma, uma translacao a esquerda transforma
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um ponto 5 de SB, em um outro ponto E' do espacgo esferico.e ain-
da, pela eq.(10), existe uma unica translacao dada pela eq. (8),
que tranforma um dado E $ 0 em um dado E' de mesma norma. Em
outras palavras, as translacoes a esquerda convertem Sgem um gru
po de Lie simplesmente transitivo, e podemos, portanto, identifi
car 33 com o grupo de movimento (veja eq. (12) de 33, com,S3 a-
tuando sobre si mesmo, por translacoes a esquerda.

Existe uma correspondencia biunivoca entre os pon-

tos da esfera 33 e os elementos do grupo SuU Com efeito, repre-

7

sentando os quaternios de base EO’ E}, EZ e 33, respectivamente
por
1 ¢ ¢ 1
PN N
0 0 1 ’ 10
(4.3.13)
s 0 A s [ £ 01
Z £ 0 ’ ’ 0 —LJ ’
um quaternio unitario qualquer a = q“?u, sera representado pela
matriz
0 . 3 1 A
{ g * Lq G * 4q
G —— A = (4.3.14)
[ 1 . 2 ¢ 3
g * 4q g - Aq
e 0 produto quaternionico & levado no produto matricial. Como
Nlg) = 1, teremos
det{A) = N{q) = 1 . (4.3.15)
Introduzindo as coordenadas de Euler (angulos) {xI,
2 3



1 1 3 ! 7 3
0 X X' o+ x I X X~ - X
g = C04 — COb —— s G = -sen — ben )
7 ? Vi Vi
! 7 3 ] Z 3
7 X X© - x 3 X X~ o+ X
g = sen — CO04 —— , G = cus — den ,
? 2 2 2
(4.3.16)
! < 2 .3
onde 0 < x < 7w e 0 = x, x° £ 7Zm , teremos
o [ 7, 3 . . xﬂ
cos — exp|4i ’ 4 sen — expl4 }
7 7 § 2 7 J
A =
xI xz - xs x! x2 + xs}
L sen — exp|-4 cob — exp|-4 —————
7 7 2 { 7
(4.3.17)
As T-formas invariantes a esquerda de um grupo de
matrizes em que A e um elemento generico, podem ser obtidas cal

culando-se

Q = A dA
como & mostrado, por exemplo, por Flanders (97). Desta forma, te
remos:
s I , ]
— {eos xIdx2 + dxg) — o X (idx} - sen xIdle
7 7 .
0 =
! . A
— o (idx} + Aen xIdXZ) - — {ecous xydxz + dx3]
2 2
3 1 2]
AW w + LW
= (4.3.18)
1 . 7 . 3
- W AW - AW




onde empregamos a representacao dada pela eq, (13).
A eq. (18) nos fornece as seguintes 1-formas invari

antes a esquerda, linearmente independentes:

mT = co4 x3dx1 + 4en xI Aen ngxz
wz = - sen xgde + den xI coA xgdx2 (4.3.19)
m3 = co4b xldxz + dx3
com os correspondentes campos invariantes a esquerda dados por
5 0 sen x° 9 5
XI = cgd X + - colg X sen X7 ——
9X den x axz 8x3
(4.3.20)
3 9 cob x3 8 / 3 9
Xz = - Aen X + - cotg x' cosd x7 —
9X sen x 09X 8x3
d
Xs '—'——3
X
Evidentemente
dmr = - Am3 s
do? = - oore! (4.3.21)
dw3 = - w?Aw
ou
SIS
E<3, X%, (4.3.22)
r X__ )
X0 X35 = %
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Portanto, a algebra dos campos invariantes a esquer
da sobre a variedade grupo de Lie SS, coincide com a algebra dos
campos invariantes do tipo Bianchi IX, conforme a secao 7 do ca
pitulo primeiro.

Construiremos a metrica de nossa variedade espaco-

tempo definindo as 1-formas

60 = dit - aA{i)wB
O? -'-‘Bo {U?
(4.3.23)
2 2 2

0" = By w {a, By = const, a"41)

@3 = A[t)wg
e exigindo o carater Lorentziano local, isto e

dst = nyg 0%0% (A8 - 0,1,2,3) (4.3.24)
onde

ngg = ddag. 1+, -, -, -1 . (4.3.25)

Assim, as segoes £ = consf. de nossa geometria, se~
rao do tipo IX da classificacdo de Bianchi, que & compativel com
a estrutura topologica de uma esfera s, Na verdade, a constru-
cao dada pela eq. (23) acima, pode ser entendida como correspon-

dendo a uma deformacao da esfera s% em um elipsdide §3, e assim,

0s universos construidos via eqs. {(23) e (24) serao finitos.

4.4 - AS EQUACUES DE CINSTEIN

A =

As 1-formas 6" = ¢! dx®, dadas pela eq. (4.2.73),

definem o campo de tetradas



(0)

e 0 I,
(0)
¢ 2 = - oA cos xT ,
8(0)5 = - oA ,
Q(I)I = By cob x3 ,
e(7) = By sen xI sen x3 ,
2 (4.4.1)
e(z)T = - By sen x3 ,
e{z)z = By Sen x? coA x3 ,
2{3] = A cous xT R
?
[3)
3 -4
O0s campos Cia) T Q?Alaa associados as 1-formas
@A(@A[:QB:] = SAB), de acordo com a eq. (1), sdo dados por
0
=1
© (o) ’
e? = o
(3) ’
1
eI = cos
(7) B, ’
I 1
©(2) = - — sen x° ,
Bo ; (4.4.2)
2 1 Aen X
S T ’
Bo son x
3
ez ) I cobd X
(2} = o ’
B son x
3 1

- — coig x1 sden x3 ,

=
.
1
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1
e = - — ¢coig x7 cos X
Bo

Derivando exteriormente as 1-formas eA, dadas pela

eq. (4.3.23), teremos

A A
@l - - o = (eerz) + o — (eTAez} ,
A 2
Bo
] 2 3
de” = - — {o"pA07)
A
(4.4.3)
1
a0l = - (eTAeZJ ,
A
A A
dgo® -~ (one%) - — 1elne?)
2
A 52
onde o ponto denota derivada com respeito ao tempo.
As 1-formas wAB sao dadas por
o A
woj S A
2 Bg
a A
‘“02 LoD D g
7 B%
(4.4.4)
A A
m05=a—@0+~63 R
A A
T A
mla = = 62 ,
Z BZ
0



De posse das 1-formas mAB, calculamos a 2-formas

QAB e, com ¢ uso da eq. (A.6.19), determinamos as componentes
nao nulas do tensor de curvatura. FElas sio:
2 2
0 0 ) 0 i 0 oA
Rigor = Riggy = - a R0y = -~ a RO yg sme —
4 7
Bo
RO o Ro ) (I‘Ol.) A
1723 ~ 213 ~ 2 ﬁ; ’
B
R
0 v
R = (I_O'L] - »
303 A
. (4.4.5)
A
0 2
R 312 = (G. kI) _"E »
By
1 Al
RO, - rY - o
313 3253 4 4 ?
By
3{a"-17) A2 i
RTz;z - - =
I B B
As componentes do tensor de Ricci R = ncp R
P AB DACB
sao dadas por n g 2
2 A o A
ROO = (0: —I) -+ — —
A Bﬁ 7
o Az
Rog = — — (4.4.6)



(of-11 A%
Rip = Ryyp - y P
Bo By
1Al A
R = — — - (a"-7) -
33
gt 1 A

As equacoes de Einstein com constante cosmologica

assumem a forma

k

AB - ; T Nag * A”AB (4.4.7)

RAB = R T

AB
"AR

tensor de Riemann, temos que £ > 0.

onde T = T Em virtude de nossas convengoes no calculo do

0 fato de R = R = (¢ implica que T = T = 0,

01 02 071 0?

e consequentemente

cos X', (4.4.8)

=
tt

po=)

=
u

onde utilizamos as eqs. (4.2.1), (4.2.4) e (4.3.23). Assim, na

base de coordenadas, encontramos

q, - (0, 0, cos %! , 1)W3 (4.4.9)
As equagoes de Einstein restantes sao:
k
Roo = B (ptp) + kp + A
o Az
RY, = — —
3
gl 2
(4.4.10)
k
Rip = Rgg = fe-pl - A
Z
f2
RSS = {po+p) - kp - A
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Tomando A = - B;Z e assumindo uma equac¢do de estado

do tipo

p o= Ap , 0 < (xA = const.) <1, (4.4.11)

reduzimos o sistema de equacoes acima a uma Unica equacac

A 1 ((a? - 211 A’ A
o, oo (4.4.12)
A Bﬁ az -1 J Z (mz - 1)
com
k 1 (? - 1) A?
— o = — (4.4.13)
7 (1 - a) g4 7
onde
A+ 3
ol - ) I < o< 3 (4.4.14)
3+ 1

Esta ultima equagao, nos assegura a positividade da densidade de
energia e da pressao, e hos garante a compatibilidade do sistema
de equacoes.

Na integracao da eq. (12), temos que distinguir tres
diferentes classes de solucoes. A primeira delas ocorre quando
uz = 7, que corresponde a uma equacgao de estado p = p/5. Neste
caso, a eq. (12) se reduz a equacao diferencial de um oscilador
harmonico simples, cuja solucao e:

A= Ay sen[ By (- £,) ] (4.4.15)

onde AO e IO sao constantes reaijs arbitrarias.

A segunda delas ocorre quando I < a2<<2(p= Ao, l<:A <

<1), e aeq. (12) @, neste caso, formalmente identica a equacao
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diferencial de um pendulo simples, que pode ser integrada em ter

mos das funcoes elipticas de Jacobi {98).

A =T, 8n [ 8(t - 1

; b, R (4.4.16)

0

onde IO e & sao constantes reais arbitrarias, e onde kz e Josﬁo

determinadas por

, Bastir - afy 4

f?, = ]
52 82 (0% - 1)
(4.4.17)

) 48784 11 - 0%y + 48?

78 - .
9
72 - @

A positividade de kz e JZ restringe az ao intervalo acima espe

0 1
cificado.

A terceira classe ocorre quando 7 < az < 3, ou
seja, p = ip com 0 < A < 1/5. Novamente a integral da eq. (12), e

dada em termos de funcoes elipticas

A= Cpdn [nlt - ty), k7] (4.4.18)

, ~ . e = ? -
onde n e IO sao constantes reais arbitrarias, e onde ke CO sao

determinadas por

g ZnZB% (az - 1) + 1

k =
2 ’
nZie? - 188
(4.4.19)

,  antet - onst
C ) =

0 7

o - 7

A figura da pagina seguinte, ilustra,graficamente,

o aspecto das solucoes das duas Ultimas classes.
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Fig. (4.4.1) - Tlustrna o comporntamento tipico das fungies elLip-

ticas dn £ e  asn L.

Finalmente, observamos que no caso A = 7, as equa-

coes de Eisntein nao podem ser compatibilizadas.

4.5 - QUANTIDADES CINEMATICAS

Calcularemos nesta secao as cuantidades <c¢inemati-

cas, associadas ao fluido fonte de curvatura do espaco-tempo. Na
(A])
e

) ~ A
dx”, a aceleracao a ,
o

base de tetradas definida por @A =

a expansao 0, a distorcao e a rotacao wAB,séo dadas por

A A C A B ,,C

@V Vg VOV (4.5.1)
AC A BC
O T Ve T Y ge Uy (4.5.2)
] . o
- M N |
AB T W b EUM:N FVsu o Dvyen T ovwp! VS - o 0 hyg

3

(4.5.3)



] n
3 Mo,ON
AB T "4 e LVMJN " Vo Dgen YNPM)V_ (4.5.4)
onde
A o BVA
Ve T %) L (4.5.5)
ax

Na base de tetradas o observador“comovente“Vu=6u0,
tem, de acordo com a eq. (4.4.1), a quadrivelocidade VA:SAO.

0s coeficientes de rotagao de Ricci

A _ [A) o B
Yge 7 7% 8% (B) ¢ (c) >

tem as seguintes componentes nao nulas:

N S S A
12— 21 70 T
2 4p!¢
0 :ai 0 A
30 . 537
gL 1A
39 " Y 33 T T,
YY
g A
23
.. A

A A
a = (0; 0’ 0; Ot_") » (4'5'6)
A
A
o = - (4.5.7)
A

e as componentes nao nulas



7 1A
of = ¢ = - — g = - - (4.5.8)
11 22 9 33 3 A
o A
LU}-Q = "; —2 (4.5.9)
Bo
B S 1-1 .
0 vetor de rotacao w - € BC VD e dado
2
por
A o A
w = (0, 0, 0, — —] (4.5.10)
Z ?
o

De maneira que, como mencionamos na introducdo, todas as quanti-
dades cinematicas associadas a congruéncia do fluido, sdo depen-
dentes do tempo.

Para as trés classes diferentes de solucao, teremos:

i) Primeira Classe: o’ = ¢ , P = pl5

A= A sen BE’(t-zo{]

(4.5.11)

i
— = — cotglB; ”‘%’J
A B -

2 |

L4} Segunda Classe: 1 < a” < 2 ; p = Xkp , — < & < I
5

A= 3, enlslt-2,), ¢
. (4.5.12)
A . - ~
" =87, cat@(i—to), Rj dnl8(£-2L,), kI

44} Terceira Classe: 2 < &2 <3, p=ip, 0 <X < 1/5

A= C dn[n(I-tO), @

0
(4.5.13)
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A _ _
" = - plnt 5dtp(t—i0), é] anL§(i—iOJ, 1

—

Para as defincoes das funcoes elipticas en u, cs wu,

e sd u, veja, por exemplo, a referencia {99).

4.6 - RESULTADOS DIVERSCS £ ALGUNS COMENTARIOS

As componentes nao identicamente nulas do tensor

de Weyl
1
Cagcp = Ragep - B (ac Rep * "ep Rac = Tap Ree - Mme Rup! *
R
" ae Mg T Tap Mee! (4.6.1)
sao dadas por
1, A1 (1-0%)4A 1
o101 7 Cozog = fo-Tl o0 B T T,
287 482
==Ci373 Crsp3 >
(4.6.2)
1 (alog) , 1
Coz0z = C1212 ; ; AT+ .
Bo 3B3
] (1-aZ)A
Coz1s = = Co312 = = Cpygs =
? .
0

Relativamente ao observador UA, podemos decompor o

tensor de Meyl em suas partes eletrica e magnetica

]
) MN c D
SV M T Tae Cunen VY
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Para o observador comovente UA = 6A0, teremos as
seguintes componentes
(af-1) 4 (1-a?) 4 -1
E1p 7 Epp ® — i , ‘
6By
(a-1) AZ+BE
E33 = ; , (4.6.4)
3By
(Z-7) A
fpg = , = Hyy s Mz =0
By

Assim, nossas geometrias nao sao conformalmente
planas e, como no modelo de Novello-Reboucas (82), apresentam
componentes eletricas e magneticas do tensor de weyl(*), relati-
vamente ao observador que se move com o fluido.

De acordo com a eq. (1.2.33), o0s campos invarian-

tes a direita K, sobre s® satisfazem a condicao

K. xj] . (4.6.5)

4, y = 1,2,3. Portanto, o elemento de linha dado pela eq.(4.3.23),
tera Ki como vetores de Killing, que em coordenadas de Euler sao

expressos, de acordo com a secao (1.7), por

Kr:L
7
X
(4.6.6)
2
7 0 ; 9 3 Aen x7 3
KZ = cos x° —— - codg x sen x +
! 2 i 3
ox 29X den X 93X

(*) A existencia das partes: elétrica e magnética do tensor de Weyl, parece
- - L) - . - -
ser uma carateristica das geometrias fora do equilibrio termico.




- 110 -

9 3 cod x2 d

i j 2
K, = - sen x —— - cofg x c0s X +
I

3
aX ax2 Aen xr ax3

Uma interessante caracteristica das solucdoes dadas pelas

eqs. (4.4.15), (4.4.16) e (4.4.18) & que como

d?
— AN uw = Zkzéngu - (?+h2) A w

du

(4.6.7)

dz vd 3
— dn wu = 2(2-R°) dn u - 2dn u ,

d ?

U

e de acordo com as eqs. (4.4.5) e (4.4.13), tais geometrias nao
possuem singularidades - a curvatura do espaco-tempo e a densida
de do fluido sao finitas para todo tempo de qualquer observador.
Isto nao contradiz o resultado geral encontrado por Ryan (100 ,
101), o qual assegura que "nos universos, Bianchi IX com expan-
sao, distorcao e rotagaoc, o carater da singularidade ndo pode
ser drasticamente alterado pela rotagao". A razao da nao contra
dicao reside no fato da analise feita pelo Ryan ser restrita a
fluido perfeito (com p = 0), que nao e o caso de nossas solugoes.
Assim, a ausencia da singularidade em nossos modelos cosmologi-
cos, pode ser devida a presenca da rotagao e/ou a existencia de
processos dissipativos (troca de calor), como ocorre no universo
de Murphy (89).

Em um modelo do universo espacialmente homogeneo,
isto e, uma variedade espaco-tempo que possui uma secao espacial
de homogeneidade S(£), Tocalmente invariante sob um grupo de iso

metria G,, simplesmente transitivo, o movimento do fluido gala-

33
tico e descrito por uma congruencia de curvas tipo tempo, que

tem V% como campo de vetores tangentes. Em geral, conforme estuy
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damos no capitulo 2, a velocidade do fluido nao e ortogonal a su
perficie de homogeneidade, V" n3o & geodético. Nos modelos espa
cialmente homogeneos com rotagao isto ocorre sempre, ou seja,
tais modelos sao inclinados. Os modelos inclinados (34) parece-
rao "inomogeneos" para o observador que se move com quadriveloci
dade V% : grandezas fisicas ("homogeneas"}, tais como a densida-
de p(Z) e a pressao pl(t), exibirao um gradiente espacial. Nossos
modelos sao inclinados, e gozam das propriedades gerais de tais

modelos, que podem ser encontradas no capitulo 2 desta tese

4.7 - UM UNTVERSO BIANCHI 11 COM ROTACAO DEPINDENTE DO TEMPO

Nas secoes anterijores desta tese apresentamos tres
diferentes classes de universos anisotropicos, finitos, homoge-
neos, nao singulares, com rotacgao dependente do tempo, e tais
que, as secoes £ = constante admitiam um grupo de Lie 63 simples
mente transitivo do tipo IX da classificacao de Bianchi, Nesta
secdo, exibiremos (86) uma solugao cosmologica das equagoes de

Einstein, com rotacao dependente do tempo e tal que as secaoes

z

1

constante sao variedades grupos de Lie do tipo Il da classi-
ficacao de Bianchi. 0 conteldo material de nossa geometria @ um
fluido fora do equilibrio termico

T =p VYV V, -p ha + 7 q(aU

o8 o B (4.7.1)

onde
huB il gaB o B!
E o fluxo de calor ¢% @ introduzido de maneira inteiramente ana-

qau@ =0 (4.7.2)

loga 3 descrita na secdo (4,2), valendo aqui tambem as motivagoes
colocadas naquela secao, Em outras palavras, introduziremos o ve

A = . . ~
tor ¢", atraves da base invariante Y,, de nossas segoes £ = cons
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tante, que aqui sao do tipo Bianchi II, isto e,

¢ =dtx, . (4.7.3)

onde A = 1, 7, 3.
1 ? 3 .

Tomando {x , x°, x”} como coordenadas locais sobre
as secoes t = constante de nossa geometria, construiremos nosso
elemento de 1inha como se segue.

As 1-formas invariantes das variedades tridimensio-

nais do tipo Bianchi II, conforme vimos no capitule 1, sao dadas

por
wI = de + xzcix3 ,
ol = dx? (4.7.4)
w3 = dx3

0s campos invariantes correspondentes sao

2
X]="——'J— »
ax
9.
X, = —— s (4.7.5)
z 7
0X
3 2
X, = - x2 +
3 ] 3
3x X
Evidentemente
Cx; L X, 1 =0, [x, ., X, T =0, [X,, X, = - X

(4.7.6)

Definimos o elemento de linha atraves das 1-formas GA:
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o) = dt + VT BI£] &
ol = B(t)
(4.7.7)

62 = B(t) wz

93 = B(zt) ws
e exigindo o carater Minkowskiano local, isto e,

ds? = np 0 08 L (4,8 = 0,1,2,3) (4.7.8)
onde

Mg ° nAB . diag. (+, -, -, -]

A metrica dada pela eq. (8) acima, tem,obviamente,

por construcao, os seguintes vetores de Killing

o
KT = —
ax
K, = -0 s 2 (4.7.9)
axI axz
9
K3 = —
dX

Um calculo direto nos fcrnece o valor do tensor de

(A) dei

Ricci no referencial de tetradas locais definido por ®A=ea

(Veja eq. (7)). Encontramos que as componentes nao nulas do ten-

sor de Ricci sao

B B g
R00=“E+4~?+_2
B B
. > o
_ B __ B v 2z
Ry; = 01 — - 2VT — - (4.7.10)
B V4 3
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22

B B 1
- 5+ 72 — +
B WA
B gl 1
T T
B 7B

onde o ponto denota derivada em relacao ao tempo.

As equacoes de Einstein na base de tetradas com
A ¥ 0 sao
k
Rug ° k TAB - E T Mag ¥ Mup (4.7.11)
onde k > 0. Como ROB 07 © 0 = T03 = TOZ = (0 e, consequente-
mente
?
g, = (0, 1, 0, x7] ¥,
As equacoes de Einstein restantes, na base de te-
tradas, sao
k2
Roo ~ i (e + 3p) + A,
_ .B'. /E _I
RY, = 2/2 B |— - — B , (4.7.12)
Bj Z
k
Ri1 = Rgg = Rgg = Lo - pl = A
Uma solucao pode ser facilmente encontrada:
B - By et (4.7.13)
sendo BO e b constantes, e onde
L 3 1 I
—p = - bl + - BY - ,
i 2 § V4

(4.7.14)
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7 -2

3 5
p = - —b" + — B + A,
? §

ra | &

1
2

Nao analisaremos a equacgao de estado p = plp), no
caso geral. Mas se, por exemplo, tomarmos bz = A/3, as equacgoes
acima nos fornecem p = p/5, e teremos assegurada a positividade

de p e p, e as condicoes de energia (1).

Calcularemos agora os parametros cinematicos asso-

ciados a congruencia do fluido UA = SAO. 0s coeficientes de rota
cao de Ricci
Qo 8
. LA Y5 (¢ (4.7.15)
BC allB
nao nulos sao
YO =y ¥! =§
11 22 33 3
B
0 1 7 —
Yo T TV 29 Yz = o E L
(4.7.16)
0 0 ;721
Y23 Y3z T Vs0 T, g
J /] % !
23 32 317 78

Portanto, empregando as eqs. (4.5.1 - 4.5.5), en-
contramos que o fluido nio possui distorcao, mas tem aceleragao,
expansao e rotacgao, dadas por
/7 B

A
a

n
L)
~
~
>
-
L)
~

(4.7.17)

(4.7.18)
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Ve
w = — . (4.7.19)
23 28
]
0 vetor de rotacao mA = — EABCD We e VD tem w1
2
como unica componente diferente de zero
T V7
woo= o= e (4.7.20)
2B

Como B e uma funcao do tempo nossa geometria pos-

suij, de fato, a propriedade mencionada na introducao.



APENDICE A

NOTAS SOBRE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Nosso objetivo neste apendice e apresentar, de ma-
neira rapida e suscinta, algumas definicoes e resultados da Geo-
metria Diferencial, que sao largamente utilizados no corpo desta
Tese. A maioria dos resultados aqui mencionados nao sao demons-
trados, pois, se assim tentassemos proceder, nao escreveriamos
um apendice, e sim um livro. [speramos gue um leitor que nunca
tenha tido um contato com o assunto aqui tratado, possa aprovei-
ta-1o de maneira eficiente, desde que faca uso, para esclareci-
mentos especificos, de nossas principais fontes: Lovelock e
Hund (103), Hawking e El11is (1), Hicks (104), Assad (27}, Hes-

tenholz (2), Flanders (97), Carmo (105}, Maia (106), Soares (107)

Cohn (7) e Boothby (3),.

1T - VARIEDADE DIFERENCIAVEL

Do ponto de vista matematico, o conceito de varieda
de diferenciavel surgiu como uma generalizacdo da nocdo de su-
perficie regular do RB, e nos permite estender os metodos do
Calculo Diferencial a espacos mais gerais que o R". Do ponto de
vista da Fisica, dirfamos como o Rayn (17), que "nada e tao vi-
tal na Relatividade Geral, por exemplo, quanto a realidade fisi-
ca de um evento (ou ponto do espaco-tempo) completamente isolada

do sistema de coordenadas utilizado para descreve-la".Sobre a su

perficie da Terra, por exemplo, Matal & Natal, nao importando



- 118 -

gue latitude e que Tongitude atribuimos a ela. A Matematica mo-
derna reconhece, separa e leva em conta a diferenca entre um pon
to e as coordenadas que Thes doamos ou atribuimos. Tais fatos
sao levados em consideracaoc no conceito de variedade diferencia-
vel. Embora Gauss ja houvesse entrevisto a nocao de variedade,
foi necessario aproximadamente um seculo para que tal ideia atin
gisse a forma que apresentaremos aqui.

Seja M um conjunto de pontos tal que qualquer ponto
PcM esta contido em um subconjunto aberto UuC M. Suponhamos que,
para cada uu, existe uma aplicacdao biunivoca ¢a de uu sobre um
subconjunto aberto do R, Desta forma, fica definido um sistema
de coordenadas sobre cada uu no sentido de que podemos associar

. - . 1 7
univocamente a cada ponto Paua, n numeros reais ¢{P) = [x , x°,

,..,xn] A cada par (¢u , uu) denominaremos de caxfa ou mapa e
ao comjunto ua chamaremos vizinhanca de coordenada.

Quando ocorrer que a intersecgao Uaﬂ UB seja nao va-
zia, faremos a hipotese que existe uma aplicagao biunivoca e con
tinua.

1

Voo e g s by (U ALY > b (U0 ) (A.1.1)

com inversa ¢Bo ¢&T . continua, de um aberto do R" do outro

subconjunto aberto do R" (veja fig. A.1.1}. Se M for tal que

M =[J uu, a colegao {¢u , uu} chamaremos de atlas. Se ainda

. ol ¥)

¢ac ¢é] for de classe diremos que o atlas e Cfz

(*) Uma funcao e, por definigao, de Classe Cf2 quando possul derivadas conti
nuas ate ordem
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4

o)

Figura A 1.1 - Quande a intersecac entre duas vizinhancas u, QUB
¢ nao-vazdia, as cocrdenadas estdo Hrelacionadas

vor um mapeamento Ch dado por ¥ = ¢,° ¢é1.

Posto isto, definimos vardiedade diferenciavel n-di-
mencional, de calsse Ch, ao conjunto M dotado de um atlas Ch.
Parece-nos importante observar que se Peiuaﬂ UBJ,
correspondendo as duas cartas o, © ¢B, P tem coordenadas ¢Q(P) =

= (xI,...,x”)

e ¢B(P) = (ET,...,inJ, entdo a propriedade expres-
sa pela eq. (1) acima assegura-nos que no dominio de definicao
cada coordenada pode ser expressa como uma fungao continua das
outras, ou seja,

x* = %)

e (A.1.2)
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¢ - VETORES

Quando nos deparamos com a necessidade de definir ou
estender as variedades diferenciaveis, o conceito de vetor tan-
gente, recorremos ao que conhecemos sobre o R A definicao de
um vetor tangente a uma variedade e uma generalizacao da deriva-

da direcional no R"™ (104, 105, 106).

Seja M uma variedade diferenciavel e F{M] o conjunto
de todas as funcoOes reais e diferenciaveis em M. Um vetor fan-

gente V em PeM e um operador
Vi FIM) » R (A.2.1)

sobre o conjunto das funcoes diferenciaveis em P, satisfazendo

as propriedades

L) vlaf+bg ] =a V[ 41 +b V[ agl, a,beR
(A.2.2)

id) Vi4g G4V a] *g v 41, §,geF (M)

Desta forma, 0 vetor V associa a cada fungao diferenciavel em
PeM um numero real V{ § . Mostra-se (7, 97, 103) que se c e a
funcao constante ¥ ¢ | = 0.

Podemos dotar o conjunto de todos os vetores tangen-
tes a variedade no ponto PeM, de uma estrutura de espago veto-

rial, definindo a combinacao linear de vetores tangentes por

(a Vy + b VI 467 =a VT4 +aV,§] , a,beR.
(A.2.3)

(=

Tal espaco vetorial e denominado de espago tangente a variedade

no pento P, e denotado por TP{M}, oy simplesmente por TP . Este
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espaco representa o conjunto de todas as direcoes em P
Suponha que {x%, o = 71,2, ..., n} €& um sistema de co
ordenadas local, definido em uma vizinhanca de PeM. Entdo a co-
lecao de operadores
? |

| 3
Mg == | =8, » =T, n) (A2.4)

ax* \P 'P

e um conjunto de vetores tangentes a M em P (satisfaz as proprie
dades dadas pela eq. (2)), e constitui uma base para o espago ve
torial TP (1). Tal base & comumente denominada de base candnica,
base Local, base natunal ou base de coordenadas. Na verdade, po-
de-se mostrar (7, 106) que dado um vetor VeTP(M), entao

y = y%0 =y (a = 1,2,..., n) {A.2.5)
onde

v = VEXOL—[ . (A26)

E imediato verificar que, sob transformactes de <co-

ordenadas locais x* = iu(xB), 0s elementos NL da base natural de

TP(M) se transformam com a inversa da matriz jacobiana (106). Es
te fato deu origem ao nome vetfeores contravardiantes para os ele-
mentos de TP(M}.

Em geral, se {EL ; 4= 1,2 ..., n} & um conjunto de
n vetores em PeM, que sao linearmente independentes, entio qual-
quer vetor VETP pode ser escrito como V = ULEL(*), onde Ui sao
as componentes do vetor V com respeito a base {EL} em P. Parti-

(*) Vale aqui a convengao de soma de Einstein.
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cularmente, podemos tomar EL = Ni’ ou seja, escolher a base na-

tural. Neste caso, V = ULBL e as componentes V% = U[:xL:] (eq.

5))sao as derivadas das fungoes coordenadas x* na direcdo V.
No estudo de um espaco vetorial sobre um corpo, as
transformacoes lineares do espago sobre o corpo, tem interesse

suficiente para merecer um nome especial: formas lineares. Con

sidere o espacgo vetorial TP[M], sobre o corpo R, Uma foama £4-

near sobre T, e, por definigao, um mapeamento

w ot Tp(M) — R (A.2.7)

tal que

i) qualquer  VeT,(H] — wl vV JeR (A.2.8)

il wl a v, + b Uz_] = a w[jvijj + b w[:vz:] ;

a,beR e ViV, eT (M) . (A.2.9)

2='P

0 conjunto de todas as formas lineares sobre TP de-~

* *
notado por TP(M], ou simplesmente Tp,munido da propriedade:

[a wy + b mZ][V L= oa wT[Vj + b mz[uj

onde .a,beR ; w?'“QET; e VeT constitui um espaco vetorial so-

PF

*
bre R, denominado espago duaﬁ( ) de TP'

Dada uma base {Ei} de vetores em P, podemos definir
um unico conjunto de n T-formas {Ei} pela condicgao: E42 aplicada
a um vetor qualquer UgTP fornece o numero VLER ({i-esima compo
nente do vetor V com respeito a base {EL})' Explicitamente:

(*) Tambem denominado espago cotangente a M em P.



P
e tal que
ECv] = vher (A.2.10)
Assim
V- BTV E, (A.2.11)
Particularmente
E’i[Ej.j - aij. : (A.2.12)

E um resultado conhecido da Algebra Linear {6), que o conjunto

s % _ *
de todos os vetores E‘eT assim definidos, e uma base( ) para

P

* *
TP, unicamente determinada pela eq. (12). Assim, qualquer weTP

pode Ser escrito como

w = w, ET (A.2.13)
A
e teremos
p— _ ,L _
mLAEj_j = w, E [:Ej:] ST (A.2.14)
Portanto
w = w[ £ ] el (A.2.15)
- * —
Para quaisquer weTP e UETP, podemos expressar 0 numero real

w[ ¥V ] em termos das componentes uu‘evi, de w e V com vrelacao

as bases {Ej} e {EY} (com EL[:EJ:] = 5Lj), pelas relacoes
N - A—ovie 7 - 1
wl V] = w BV £ ] w; VT (A.2.16)
*
Cada funcao {feF(M] define a 1-forma dﬁaTP, sobre TP,

{*) Denominada base dual a base Ej'
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por

ds[ V] = V[ 4] (A.2.17)
onde V e um vetor qualguer de TP(M). A l1-forma d4 e denomina-
da difenencial de 4. Se {xI, ..., x'} s3o coordenadas locais em
uma vizinhanga de P, o conjunto de diferenciais {dx}, dxz, ceaay,
dx"} forma uma base das 1-formas, dual 3 base {E-—, é——,..”§~ﬁi

ax] ax? ax”!
de vetores em P, pois X
. 5 5" ‘
dx® | — s == =, (A.2.18)
__BX{J axt

em termos desta base, a diferencial d4 de uma funcao arbitraria
feF (M) e dada por

34 ,
df = — dx* (A.2.19)

onde utitizamos a eq. (15).

0s elementos de T;(M) que, ate aqui, chamamos de for
mas diferenciais, tambeém sdo denominados de vetfcres covariantes.
A razao deste nome e que, sob transformagoes de coordenadas lo-

o

cais x% = x%(x°),

a base {dx®} dual 3 base {8, }, se transforma
com a matriz jacobiana [aia/axp), da transformacao de coordena-
das.

Definimos campo vetfcalal V em uma variedade diferen-
ciavel M, como uma colecdo de vetores um em cada ponto PeM. De

*
maneira analoga, definimos campc de 60&maé( ) w, Sobre uma varie

dade M, com uma colecao de formas diferenciais uma em cada pon-

(*) Tambem conhecido como campo vetorial covariante.,
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to PeM. Estes conceitos tambem sao formulados em termos matema
ticos mais sofisticados da maneira abaixo.

0 conjunto de todos os vetores tangentes a todos os
pontos de uma variedade e outra variedade, denominada fibrado
tangente a M, e denotado por FT(M). Cada espago tangente TP(M)
esta contido em F (M}, e e denominado uma fibra de FT{M). Um

campo vetordiad V em M e uma aplicagao
(M) (A.2.20)

que associa a cada PeM um vetor tangente V(P)e TP{M).

De maneira analoga, definimos fibrado tangente F:[M)
como o conjunto de todas as formas lineares (vetores covarian-
tes) definidos em todos os pontos de M. Cada T;{M) e uma fibra
do espaco cotangente. Um campo de formas e uma aplicacao

*

*
que associa a cada PeM wuma forma wl(Ple TP(M).

3 - TENSORES E ALGEBRA TENSORIAL

Seja M uma variedade diferenciavel, e considere 0

produto cartesiano de ordem 4 em PeM

m, = T, X T, ... X T, (A.3.1)
| .

-~
(IS

ho= falones

Tal produto nada mais & que a colegao de vetores ordenados

{v v .} onde os V.eT

groeeeee Yy Sl
Um tensor covariante de ordem £ em PeM e uma aplicagao

sao vetores arbitrarios de TP‘

61 — R, (A.3.2)



- 126 -

que e linear em cada um de seus argumentos. Escreveremos o nu-

mero real em que G leva o elemento (UI’ c e, U&) de I, COmo

G(UI’ ceey VKJER.

De maneira semethante, definimos um tensor contrava-

riante de ordem 5 em P com a aplicacao multilinear

A *® .* .*
H o« 17 = TP X TP X ... TP — R, (A.3.3)
A-fatonres
e indicamos por H{wl, vy wA)eR ao numero real que H associa
ao elemento (w], e, w? ) en?

Un tensor misto do tipo {4, x), 4 - contravariante e

# - covariante & uma funcdo

T e T, X Ty X o X T, X T XTh X ... X T, — R .(A.3.4)
— g —— i — J
n-fatornes s-fatores
Denotamos por T{VI’ e, Um’ mj, e, w>)eR o nimero que T as-
socia o elemento (UI’ cees Vo, wI, e, mé)eni

A linearidade em cada um de seus argumentos (multili

nearidade) acima mencionada implica, por exemplo, gue

1 4
TV, al o+ b, Lo, Vo, e, o, w0t -
1 A
= aT(UI, R N T N A (A.3.5)
- 1
¥ bT(UI, B Un, W, ey wél
e verdadeira para todo  a,beR V, WeT,.

Definimos a adicao e a multiplicacao por escalar de

tensores mistos (tensores do tipo (4, %)) em P, respectivamente,
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por
L) Se T e T' sao tensores do tipo (s, %) em PeM, a
soma § = T + 7' e um tensor (4, #) tal que:
T+ Ty, e, Vs 0, o o) = T, e, U, o,
£ TV — W) = Sl Vo, W w?)

I, s ey fL’ » « 5w = ?, ’ }_L; »
(A.3.6)

* ; j * A -
onde V. e TP (4 = 1, ..., n) e we TP (f =1, ..., 5] sao vetores

e formas, ambos arbitrarios.

i4) Se T & um tensor do tipo (4, %) em PeM, a multi-

plicacao (aT) = M & um tensor de mesmo tipo que o
tensor T, e tal que, para todo ULE TP (4 =1, ..,
; *
n) e wle TP (f = 1, ..., 4}, a equacgao
(aT) iV, ooy V,, W, L W= MV, S w!, w?) =
1 4
= aT(U], cees Vo w, i, o J (A.3.7)

e verdadeira.

Como as operacoes de adicao e multiplicacdao por es-
calar definidas acima, o conjunto de todos os tensores do tipo
(4, n) em PeM, que indicaremos por ri(P), e um espacgo vetorial
AL (1).

Seja TETi(P)e S ETg(P), indicaremos por T @ S ao

sobre 0s reais de dimensoes igual a

A+

p .
elemento Th+q[P)’ que aplica o elemento (UI’ cees Ve, Un+q ’
I 4 A+G, - o AFD .
W, s, @, .. oW e Hn+q em R, da forma abaixo:
1 4 A+
T® S r Uh’ V&+q’ W, e, W, ool W )
(A.3.8)
_ I 4 A+1 A+(
= T(VT’ V}L, w, W) S(U}L”, , UfL+q’ W, e, W)
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0 produto definido pela eq. (8) & denominado de produte tenso
nick e com ele convertemos o espac¢o dos tensores em em uma al-
gebra (8).

0 produto tensorial goza das sequintes propriedades:

i) T ® (S + R)

T®S +7T®R

L4) (S + Rl @T

S®T+RQ®T
idi) (aT) @ S = T @ laS) (A.3.9)
ivi Te (R®S) = TR ®S

que podem ser verificadas facilmente.
%

Se {EL} e {E9) s3o bases para T, e T,, respectiva-
mente, estao a colecao
14 iy iy
E. ®@§E. ® ... ® Ei ® E ® E ® ... 0 s (A.3.10)

onde cada im (e cada j{) varia de ! ate n., e uma base para

Pl. Assim, um tensor qualquer TETi(P) pode ser escrito como

kl
E., ... ®F., ®FE ® ... Q¢t & (A.3.11)

»{.’...»{.é- ’

jI...jé ’ ’ '
vas as bases {E ) e {e1}, que satisfazem a E&[:Ej:] = 6Lj. Mos
traremos este resultado para um tensor particular TET;(P], ou

onde { T } sao as componentes do tensor relati-

seja, l-contravariante e 2-covariante. Com efeito, usando a de

; - *
finicao de tensor e o fato que {E{} e {EJ} sdo bases de TP e TP’
*
para vetores arbitrarios V,)VyeT, e wel,, teremos:
T, v., o) =Tlvt e, vie., o ef -
1? 27 [ v ? k
(A.3.12)
vty e €., £f
1 Vg owp Tk by B
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*
Como TP e [TP ‘

ser considerados como uma aplicacao de TP (103) em R, e teremos

* —
} sao isomorfos {(6), entao os vetores de TP podem

w, = E,lw). (A.3.13)

Como, pela eq. (2.10), v* - Ei[:v:], retornando a eq. (12) acima,

ficaremos com

-—{
<
<
N
£
L]
—-1
m
m
m
=
p S Sa——
m
A
M1
<
|
m
L
—
<
[t
.
m
=
T
£
L
I

1
—-.1

E., E., EhJ = 7. ° (A.3.15)

As operagoes adigao, multiplicagao por escalar e pro

duto tensorial podem ser colocadas em termos de componentes, e

resultam
Jqeas Jqeevd Fyened
Q (remy e e T
Ageesty Lpeety & A
b} i k] 1
i) leT) A ; = ol ! S
] A 7ty
; L (A.3.16)
iiil Tes) ! 4 A P -
Creetnrtaeg
) TJ] T4 ‘ J5e1 jé+p' ‘
Lpeerty CaerrPasg

¢omo podemos verificar facilmente se tomarmos duas bases duais
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{Ej} e {EY}, e utilizando as definicbes destas operacoes dadas
anteriormente.

E tambem simples mostrar que sob mudancas de base
(A.3.17)
com det{ahi) £ 0, em que as bases duais estdo relacionadas por
gl - bl E" (A.3.18)
com det(bjm) {0, teremos

=6 (A.3.19)

ou seja, as matrizes de transformacao sao inversas uma da outra.
Mais ainda: sob as transformacoes (17) e (18) as componentes de

um tensor TETP[M) se transformam com

-t

Cf ... A g m L h Geoohl
T p”ﬂ-béb¢“bnap“a&ﬁ P (A.3.20)

Uma operagao que iremos hecessitar adiante e a con-

tracao de um tensor do tipo (4, x), ou seja, a contracdc do seu

indice contravariante pl! < p < 5) com seu indice covariante
gl1 € ¢ <), que & um tensor T' = CT = Cg T do tipo [4-1, #x-1},
dado por
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Em particular

C =20y T;(M) — F = (funcoes diferenciaveis em M), e dado
por

ClYyew = o V] . (A.3.22)

Da mesma forma que no caso dos vetores, definimos um
campo tensorial T em ACM como uma colecao de tensores T, um
em cada ponto PeA. Podemos tambem conceituar campos tensoriais
como aplicacoes do fibrado tensorial sobre Ac M. Para detalhes,
ver as referencias (103, 27, 2}.

Buscaremos agora definicoes de tensores antissimetri

cos e simetricos, diferente da forma tradicional com que se con-

ceituam tais simetrias: com o uso das componentes tensoriais. Se

% )
Jam UeTP e w,n,asTP e sejam ainda {EL} e {E9} bases duais de
*
TP e TP‘ Desta forma
TW,w.n,o) = TIWEE., o, EF n, ER o €% -
r Wy Ty /L’ _f El {2 ] ,Q,
vty n, w, T IR (A.3.23)
A e AS T

onde usamos as eqs. (5) e (15). Se, por exemplo, o tensor T tem
ki

a propriedade de antissimetria Tijkg = - T&

, podemos escre-

ver

ks

U’é w. N, o = - .M, o ,
f R T A& P T 'S

]

TiV,u,n,a)

(A.3.24)
)

. £
= Ti " @ E{2 @ Ej ® E2 (V,n,w,a)

- T(V,n,w,a)
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Assim, a propriedade de antissimetria se reflete na forma antis-
simetrica em que T depende do argumento. 0 mesmo procedimento po
de ser aplicado para tensores antissimetricos em quaisquer indi-
ces e de uma ordem qualquer. Somos,{motivados pela eq. (32)],1le~
vados a dizer que um fensch contrhavarlante o antissimetrico se

para cada T < p, g < 4, temos

T(wr o, L, w? oL, mé) = T(w} ooowdt, oL wp,...,wéL

’ s ey

(A.3.25)

Da mesma forma, se para cada 7 € p,q < £ vale a igualdade

<<
I
|
n
-

S{y T

o U A R U T T

1ot q P h
(A.3.26)
diremos que o tensor covariante S ¢ antissimethico.

De maneira semelthante, definimos tensores covariante
e contravariante simetricos, em uma Tinguagem independente de co
ordenada. Nao faremos isto aqui pois nos parece obvio demais.

Um tensor covariante totalmente antissimetrico e de-
nominado {oama exterlicr. Se o tensor for de ordem x, chamaremos
de a-foama. Com as operacgoes de soma e multiplicacao por es-
calar definidas pelas eqs. (6) e (7), o conjunto de tensores co-
variantes totalmente antissimetricos do tipo [0, 4], que denota-
remos por Fn(TP)’ e um subespaco vetorial do espaco Ti(TP).

Em geral, o produto tensorial de dois elementos de
FIT

P
tar o espaco vetorial Fn(TP] de uma operacao de produto fechada.

], nao e totalmente antissimetrico. No entanto, podemos do-

Sejam REFn{TP) e SEFA{TP], definimos o produto exterior de R por

S, denotado por R A S, atraves da equacao
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RAS =A(R® S| (A.3.27)

onde A & um operador, denominado operador de alternacao sobre

0 .o
TK{TP), definido por
, 0 _
A T&{TP) — F lTP} (A.3.28)
I !
AV, ..., V) =~ e TV, v,
I i k!(. . Jq0 wees J, {j?,..” iJ
Fpo eensdy
ondesy i e o0 simbolo de Levi-Civita. Com a operacdo de
e Ay

produto exterior acima, o espaco das formas se converte em uma
algebra, conhecida por afgebra exterichr, ou algebra de Grassmann.

Mostra-se (3), que o operador A e um projetor Az = A
e tal que se TEFK(TP}, entao AT = T.

0 produto exterior goza das seguintes propriedades:

L) Se REFn(TP) e SeFé(TP}, entao
RasS = (-11"sar (A.3.29)
{i) Se R,S8,T sao formas, entao
@) (R A SJAT = R A(S A T} (A.3.30)

b} (aR+bSJAT = aR AT + bS AT, a,b sao reais, (A.3.31)

que nao vamos demonstra-las aqui. Ilustraremos,no entanto, a pro
*

priedade dada pela eq. (29) acima. Sejam as 1-formas w,ueTP

’ a

definicao de produto exterior implica que

w Ao (V v

75 2] = Alw ® u}(VT, v, =

2

o[V, J eV, gt = -Le@a-a @awllV,, V,

1
2
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!
=-—la®uw-we@a |V, Vol = —ahw (v, V,l. (A.3.32)
2
; *
Seja {t’} uma base para T, e seja TEF&(TP} assim
Ly o L
T-T, . Elp ect”
Lyee g
Como Tan(TP), AT = T, e portanto
i? in . ,
T = Ti, i E A AE (4¢ <Ay < <¢&}
¥ K
(A.3.33)
A A

!

Portanto, a colecao {E "A...AE e composta de {z} elementos,

e e uma base para F&(TP).

4 - DERIVADA EXTERIOR E DERIVADA DE LIE

Ate aqui lidamos apenas com propriedades e operacoes
algebricas de tensores em um ponto P da varjedade M. Apesar de
havermos conceituado campos vetoriais e campos tensoriais, nao
lTidamos com estes conceitos. Como para haver derivacao, precisa-
mos, de alguma forma, comparar tensores ou objetos geometricos,
evidentemente, para introduzirmos as derivadas mencionadas no
titulo desta secdo, necessitamos que os objetos geometricos com
que iremos lidar,estejam definidos pelo menos em um subconjunto
AC M, ou seja, necessitamos do conceito de campo sobre AC M, es-
pecificamente: campos tensoriais. Muitas vezes nao usaremos ex-
pressoes como campo vetorial ou campo tensorial, usaremos (incor

retamente, a rigor:!) as palavras vetores e tensores, deixando im

plicita ou oculta a palavra campo.
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Habitualmente, no calculo de formas, define-se a ope
racao de derivada exterior de uma x-forma, com apelo a um dado
sistema de coordenadas, da seguinte forma: seja a 4-forma dife-
renciavel » que em um dado sistema de coordenadas {x*} se es-
creve como

n-fatornes
A

)

(x) dx® & dx® a..on dxY n dx® . (A.4.1)

wos waB...yp

Sua derivada exterior dw e, por definigcao, a (xa+])-forma

3 w
aB...Yp0
do = dx*n dx®ndx® AL on dxP . (A.4.2)
A | ,

X - N\

(n+T1)-fatores

Podemos, no entanto, definir a derivada exterior dw de um x-for-
ma w sem referéncia a nenhum sistema de coordenadas. De fato, a
derivada exterior de x-forma, em PeM , resulta da aplicagao do
operador

) > F

(7,) (A.4.3)

L+1°°P

que possui as propriedades seguintes:
1) Se 4 e uma 0-forma (campo escalar) entao: df[ V]
= V[ 4], para um campo vetorial qualquer V.

2) Se w e uma x«-forma e o e uma s-forma, entao

diw A o) =doh o+ (11" 0 A da (A.4.4)

3) 0 operador d e linear, ou seja,

diaw + bn) = a dw + b dn (A.4.5)

onde a,beR e w,n sao formas.
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4) Para qualquer a-forma w, teremos

didw) = d°w = 0. (A.4.6)

E facil verificar (103) que esta definicdo de deriva
da exterior, atraves de suas propriedades, & idéntica a defini-
¢ao dada pela eq. (2), onde uma carta (U, ¢} foi utilizada. Por
outro lado, os que adotam a definicao em termos de uma carta mos

tram (6) que existe um Unico operador d : F, (M)~ F (M}, que sa

A+l
tisfaz as propriedades (7 - 4].
Uma n-forma 7 e dita exata ou integravel se existe

uma (n-71)—forma tal que
T = dS .
Una p-forma R e dita fechada se
dR = 0 (A.4.7)

Toda forma exata, R = dS, por exemplo, e fechada,
pois dR = dls = 0. A reciproca deste teorema €& verdadeira, no
entanto, bem mais trabalhosa de ser demonstrada. Uma demonstra
¢ao em termos de componentes, pelo metodo de inducao, pode ser

encontrada na referencia (31). Na Geometria Euclidiana o corres

pondente do resultado acima &: se hot ¥ = V A U = 0 <==> ¥ =

= grad ¢ = v ¢

A segunda operacao de derivacao que podemos introdu-
zir em uma variedade diferenciavel M, e que tambem prescinde da
existencia de uma conexao e/ou de uma metrica, e a derivada de
Lie. Sejam X e ¥ campos vetoriais definidos em uma variedade di
ferenciavel M, a dendlvada de Lie do campo vetorial V em relacgao

ao campo vetorial X, indicada por L V, e por definigao
X
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Ly =1 X, v] =Xy vy (A.4.8)
X

onde XY[ 4 ] denota a composigao de ¥ e X sobre um campo esca-
lar 4. A derivada de Lie acima definida & um campo vetorial, pois

satisfaz como se pode mostrar facilmente, as propriedades dadas

pela eq. (2.2). Explicitamente:

a) (LYl af + bg ] = all Yi[ 47 + b(L YI[ g ]
X X X
(A.4.9)
by (L VI[ 4a] = (L VI g ] + alL YI[ 4]
X X X

onde a, beR e 4,aceF. A rigor, mostra-se (105) que o campo
2 = [ X, VY] existe e & unico.
A derivada de Lie goza das seguintes propriedades fa

cilmente verificaveis com o uso da eq. (8):

A Tx,v]o=-1v, x] (A.4.10)
i) [ax + by, 2] =a[ X, 27] + by, 17] (A.4.11)
ALA) [ Z, aX + bY | = al 2, X ] + bl Z , Y] (A.4.12)
wl [x, [v, 27+ [2,0x,v]]+ [0z, «]]

(denominada identidade de Jacobi) (A.4.13)

vl L 4X ., gY ] = fa[ X,V ]+ g X[Lag ¥ -g Y[ 4 X
(A.4.14)
onde X, VY e 7 s3ao campos diferenciaveis em M ; a,b sdo nUmeros
reais e {,g sao campos escalares diferenciaveis.
Em uma base‘{Ei}, usando as propriedades dadas pelas

eqs. (11), (12) e (14), teremos

Cx, v - E(L‘Eﬂ yj'gj] - {xigi[y!@] v [T ct x‘;vf} £,
(A.4.15)
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Onde usamos que o comutador de vetores de base e um novo vetor,

que pode ser expresso na base original, ou seja,

R

i E;} TR (A.2.16)

As funcoes componentes C?j sao denominadas coeficientes de estru
tura, que, particularmente, no caso da variedade M ser um grupo
de Lie sao constantes, denominadas constantes de estrufura. As

propriedade (4]} e [4v] implicam que

m I '
7 - ¢ (A.4.16)
e
[ -m N - [m” oA A oo o
Ehtfjé] . En[?hi] . tj[én@} + OO Gl + = 0 (A.4.17)

que sao restricoes sobre as funcoes coeficientes de estrutura.

Uma base de coordenadas tem a propriedade: tauav -
~ 3.3 )4 = 0. Pode-se mostrar (104) tambem que, se ¢t =0 a
v —_— IRV
base e uma base de coordenadas. A expressao dada pela eq. (15)

toma, em uma base de coordenadas, a seguinte forma

s i -y i)
X, v7] {x 3 ;Y EPSIEF (A.4.18)
assim
(evid - rx, vd s xS vt (ALa19)
X ~ | £ i
k
oV
onde usamos a notagao a.[@ﬁ] = —— = Vhl.
Tk !

Como a operacao derivada de Lie e de extrema impor-
tancia no tratamento de simetrias de uma dada variedade Riemania

na M, achamos por bem apresentar outra maneira de defini-1la
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(tal como Yano (16)). Esta segunda definicdo, nos permitira fa-
zer uma imagem geometrica da operacao de derivacao (de Lie), e
justificara o batismo:derivada de Lie,para o colchete de dois
campos vetoriais.

Considere um ponto PeM e duas vizinhancas de coorde-
nada U e U', tais que UcU'. Seja {x%} um sistema de coordena-
das admissivel em U. Neste sistema de coordenadas uma transfor

macao de ponto T : P » Q, onde P,Qcl’', & descrita por uma fun-

cao, digamos §, das coordenadas locais
xg = M (xp) (A.4.20)

. - o
e leva, evidentemente, o ponto Pel' de coordenadas Xp NO pon-

to Qel’ de coordenadas x% (veja fig. A.4.1).

Figura A.4.1 - TLustra a transbformacac de pontos T : P - 0, em

uma vizinhanca U'< U.

Utilizando a transformacao inversa T_I 1 Q — P po
demos definir em U' um sistema de coordenadas {x’a}, de for-

ma que as coordenadas de P no novo sistema sejam iguais as co-
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ordenadas de @ no antigo sistema, isto e, definimos 0 novo

sistema pela transformacao

X1 = xg (A.4.21)
ou, utilizando a eq. (20)
x%& = éu(xp} (A.4.22)

que, evidentemente, & uma transformacao de coordenadas(*) defini
da na intersecao nao vazia U' = UNU', ou seja, definida vizi-
nhanga ' de  PeM.

Considere agora que P e Q sao infinitesimalmente pré

ximos, e que por eles passe a curva integral I', de um campo veto

rial X, definido na vizinhanca U’', pelo menos.

Fiqura A.4.7 - Dois pontos infinitesimatmente proximos P > 0 s0-

bre uma curva T wnuma vdzinhanca U'< .

Considere tambem que temos, definido em U’', um cam-
. . 6
po vetorial V. Em um sistema de coordenadas {x '}, a transfor-

macao de T : P > Q , tem a seguinte forma:

(*) 0 processo {xa} - {X'a} ¢ denominado de Tarrastamento” do sistema de

coordenadas.
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-
xg - x% +eXTxp) = (1 4 EX)LX?{P (A.4.23)

. -1 . ~
Conforme vimos 7T induz uma transformacao de coordenadas, deno-

minada de arrastamento, dada por x&a = XS , OuU seja,

x;ﬁ = xg = xg T x‘*(xp) = (1 +gX [xgj (A.4.24)
ou, omitindo o indice inferior,

'Y s k% e ex®x) o= (1 o+ ex) [ x*7] (A.4.25)

que vale na vizinhanca U’

No sistema de coordenadas {x”} o campo ¥ & dado por

e, sob transformagao infinitesimal de coordenadas {x%} - {x'%},

definida pela eq. (24), teremos:

O
y.u(x;)) - axp (x ) Vp(xp) (A.4.26)
X
ou, usando a eq. (24),
ax '
y’“(xQ) g (xp) ¥P(xp) . (A.4.27)

A equacao acima, define um transporte do campoV (V(P) — V(Q)),
gue denominaremos de trandporte Linalternade. Posto isto, defini-
mos a dexnivada de Lie do campo vetorial V¥V em relacdo ao campo ve
torial X por

yr &

- (XQ)
(L ¥) = Lim (A.4.28)
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Usando as eqs. (24) ou (25) e (27), e facil mostrar que em pri-
meira ordem em ¢ a definicao acima se reduz a dada pela eq. (19).
0 procedimento utilizado acima, na definicao da deri
vada de Lie de um campo vetorial, poderia ser aplicado ou trans-
posto, na concejtuacao da derivada de Lie de um objeto geometri-
co qualquer (16). Como, no entanto, optamos por uma linguagem in
dependente de coordenadas, definiremos a derivada de Lie de um
campo escalar (0-forma) 4 por
L = XT §] (A.4.29)

e a derivada de Lie de umal-forma w por

e
I

= tlelv]) -0 [t VY] (A.4.30)
X X

onde Y e um campo vetorial arbitrario, Relativamente a base ca-

nonica, utilizando as eqs. (15) e (30), teremos
(A.4.31)

que € a expressao da componente o da derivada de Lie da 1-formaw.
As eqs. (8), (29) e (30) nos sugerem a definiao da

derivada de Lie de uma campo tensorial T do tipo (s, %):

. : ] b— 1 5

(L T)[V],..., Voo vy, w | -L[T(v?,...,v&,w, v, wo))

X X

S A BT TV, LYY Vo, w 2

1’ g "’ ’ » _ L7 217 a1 ’ fl’w’ » W

X X

- STy Vo w L w? A.4.32)
............. LYy PP , w” ] (A.4.
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1 4 ~ .
onde S/],...,S/}L B W o, .. .,Ww sag, respectivamente, campos de ve

tores e campos de formas arbitrarios. E imediato verificar que

quande & = 0, n = 1, a expressao acima reproduz a eq. (8) e

n
_—

quando 4 , & = 0, teremos a eq. (30).
Na base natural, em termos de componentes, podemos

com o uso da eq. (32) mostrar que

: aB...p _ yE q0B...p
[i T) UV. . A =T WV...Al€
(A.4.33)
_ TE0...D o _ q0B8...8 o
T MV, . LA X le” " T UV, .. A X | e
N TuB...p KE. o+ TuB...p XEI
EV...A [ Pv...e 1A

vale.
As propriedades abaixo podem ser mostradas em difi-
culdades
4] L(T® S) = (LT ®S+ T (L S) (A.4.34)
X X X
A4) Llw A a)l = (L alha + wA(L ol (A.4.35)
X X X
LA44) L CT=C(L T) (A.4.36)
X X

onde T e S sao tensores, w € o sao formas e C & o operador de
contracao do p-esimo Tndice contravariante com p-gsimo ndice co
variante.

Para uma 0O-forma 4 existe uma relacdo entre sua de-

rivada de Lie e sua derijvada exterior, a saber:

L 4 = Xz:ﬁj = dgl X ]
X
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e, portanto, natural indagar sobre a possibilidade de uma rela-
cao entre as derivadas exterior e de Lie de uma p-forma. De fato,
uma tal relacao existe. No caso de uma 1-forma, tal relagao nos

sera de grande utilidade, e a obteremos agora. Da eq. (30), te-

remos
(Lol V] - Vel X] =Xl V] -Yael[X] ~-wll y
X B B B X o
(A.4.37)
Por outro lado, na base canonica, teremos
(LW TV - v ol X] = (o, -w,Jx"y®
X - -7 ol Ao
e como tambem
A 1 A o
w = o dx% = duw = w_ .dx"Adx™ = — {w_ . - w,, Jdx" Adx
a ol X ;oA Ao
(A.4.38)
teremos
I
i D _ . A0
dwi X , ¥ ! . (wu[k wklal X"y (A.4.39)

e, finalmente, usando as eqs. (39), (38) e (37), resulta

1
dol X, V] = — XLy - Vel X ] - w[ L ¥
2 X
(A.4.40)
que & a expressao que desejavamos.
Particularmente, se w = Ek, teremos:
b 3 A ' ko i g
dE® = dE%(E, ,EJE AES = - —E*[L E,TEaE -
4 ] 2 E. 1
L
e I S Y S -
. - _E {C..E|E ned - ook e (A.4.41)
9 ALy 9 A4

onde usamos que Ek[:Em:] _—
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Para concluir, mencionamos, sem demonstracao, que
para qualquer p-forma w vale a equacao

dit w) = Lidw) (A.4.42)
X X

ou X & um campo arbitrario em M {1).

5 - DERIVADA COVARIANTE, TORCAC E A 1% EQUACAO DE ESTRUTURA DE
CARTAN

No que fizemos ate aqui, ou seja, a construcao da
algebra tensorial e da algebra exterior, e a defini¢do da deriva
da exterior e da derivada de Lie {para ser resumido), nao exigi-
mos que a nossa variedade, M, fosse munida de uma conex@o. Para
conceituarmos derivada covariante, no entanto, necessitamos exi-
gir que nossa variedade seja dotada de uma conexao afim, que &
uma estrutura adicional sobre M.

Indicaremos por TL(M) 0 conjunto dos campos veto-
riais em M. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel
M e um operador diferenciavel que associa a cada elemento XET?(M)
um mapeamento V Té(M) > Té(M), que satisfaz as seguintes

X
propriedades

) Vo7 = 4§V Y+gv 1 (A.5.1)
fX+g¥ X y
L4) Vv o{a¥y + bl) = a Vv Y + bV 1 (A.5.2)
X X X
LALAL) VgV =4V VX[ 4]V (A,5.3)
X X

onde X,V,AETé(M) e 4,9 sao fungoes definidas na variedade M.

De outra maneira, poderiamos definir uma conexao afim v em Mcomo
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v: T;lM) X T;(MJ > Té(M), que indicamos por (X ; V) EL>V y o,
' X

T

que satisfaz as propriedade (&), (4&) e (4iii), 0O operador v &
X
chamado de operador de derivacao covariante em relacdoa X,e vy V
X
4

e um campo vetorial, denominado derivada covariante de ¥ na di-
recac X.
Sejam {&%} e {E?} bases duais M. Desejamos encon-

trar uma expressac para V ¥ em termos de uma base arbitraria.

X
Como o operador v mantem o carater vetorial, podemos escrever
X
v E. - thog (A.5.4)
£ g 4 R

Esta equacao define o0s coeficientes de conexao Fﬁj, pois

Em[g £, - G (A.5.5)

De forma que, se X = X E, e Vv = yI E., teremos

sty (v =X&{E,[Vj—§+vm FJ.]IE.
X r. 1 4 -~ mA 9
A

<]
~
n

n

{x eIy ol "y E‘:[XT} 3
(A.5.6)

Onde utilizamos as propriedades expressas pelas eqs. (1), (2) e

(3). Particularmente, se X = 3, a {-esima componente de Vv VY &€
X

: i (v i oymy 2 oyd 6

[vag V) (Y g F T VL EY s (A.5.0)

que e a definicdo usual da derivada covariante de um campo veto-

rial ¥ em termos de suas componentes.
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Podemos estender a definicao de derivada covariante
a campos tensoriais do tipo (4, %), atraves das propriedades se-
guintes:

@) Se T e um campo tensorial do tipo (s, «}, entao

Vv T e um tensor do mesmo tipo que T, e tal que
X

T+g Vv T (A.5.7)
aplicado a funcoes obedece a equa-

- X[ 47 (A.5.8)

c) Se T e S sao campos tensoriais arbitrarios, en

tao
ViIS®@T) = (v S T+ S® (VT (A.5.9)
X X X

d) v comuta com a contracao C no sentido que o re-
X
sultado de aplicar V e C a um dado campo tenso-
X
rial, e independente da ordem de aplicacdo.

Usando a propriedade expressa pela eqg. (9), o fato

que {4eF e uma A-forma e eq. (8), teremos:

VgT=zvgdeT=X_4§]T+ 49 T (A.5.10)
X X X
para um tensor T arbitrario.
A propriedade (c) aplicada ao particular produto

tensorial Vv @ w onde Varé{M) e wET?{M}, fornece

ViV w = (VY] ®w+VE®V o (A.5.11)
X X X

onde XET?(M). Aplicando o operador de contracgao a ambos os mem
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bros da eq. (11), resuita:

(A.

- x[wl v T - [y v

isto porque, de acordo com as propriedade do operador C,
mos ter

CYViY®ow =9vCiY®uw =V V]

X X X -
C(v VI®w ] =uwl v V] = (A.
X - X

C[V@vxw] =(Ew)[Vj

e ainda CE(T+S) = CE(T) + CE[S) como e mostrado pelo Hicks

Particularmente, se X = Ei’ ¥ = Em w = E'La

k N
E [:Em:] = 6j , a eq. {(12) nos fornece

- k I ) .k
tg ESV[E, | = - E [g E, 1 = - T,
£ £
ou seja,
(v ER) = o rRooy ER L pRopm (A.
E, m mA E. mA
A A

Desta forma, a expressao da derivada de uma 1-

w em relagcdo a um vetor de base E; e dada por

- mo_- _ f r
g w = g w E = {Eiﬂiwh:] w, T, JE (A.
A A
onde usamos a eq. (10). Se E. = 8, resulta que a k-esima

ponente de VvV w , &€
9

5.12)

deve-

5.13)

(104).

onde

5.14)

forma

5.15)

com-



I
—
IS
w

1

(v w}fa:wl’z!i_ Ipo @ Ew&H&, (A.5.16)

que e a expressao da derivada covariante de uma 1-forma em ter-
mos de suas componentes.

Da mesma forma que procedemos com a derivada de Lie,
as eqs. (8), (12) e as propriedades acima, nos sugerem a seguin-
te definicao para a derivada covariante de um campo tensorial do

tipo (& , 2]

T Y W T s Ty, Ly, e, et

- T[V‘/I,...,‘/}L,m],...,wé“[ - e - T]_VI,..._,V v, wT,...,wé_[
X - ' -

A ! 5
- _..-T[V?,...,V}L, )V(fw yere s W :l - ...—T[V},...,V,m sy, YW :[

(A.5.17)
Tal equacgaop, pode ser obtida usando a regra de Leibnitz na expres
sao ;(T ® Y, ® ... 9’)‘s @ w? 3 ... Q® w&] e contraindo-se em todas
as posicoes; procedimento analogo ao feito para encontrar a eq.
(12).

—-

A titulo de ilustracao valcularemos ¥V g, onde g e

X
um tensor de segunda ordem covariante.
(vgl[V,z2]-=vigly, 7)) -glvV¥, 2] -gl¥, vl =
X X X X
=X[gly, 213 -gvV, 1) -gly, v Z)
X X
Se X =t , VY =TL., Z =E€., resulta
m A
. _ o B
(g g)(ﬁé, E.) = (g g]ij Em!gij] I 8/ Fﬂngﬁ& (A.5.18)

m m
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onde usamos que g = 948 % ® £P e a eq, (4).
Consideraremos no que se Seque, que a variedade M &

munida de uma conexao V. Neste caso, podemos definir o campo ve

torial
T(X , V] =V Y -V X - 1LY (A.5.19)
X 14 X
Usando as propriedades dadas pelas eqs, (4.10),
(4.14), (1) e {3) e imediato verificar que
TIX , V] = T{y , X}
(A.5.20)

T{4X , Y) = 4 T{X , V]

0 mapeamento (X, V, w)] » o[ T(X , ¥) ] & uma aplica
cao multilinear sobre Té(M) X T;{M}XT?{M] e define, desta forma,
um campo tensorial do tipo (1, 2) em M. Tal campo tensorial e
chamado de toxrcao.

Nosso objetivo agora e obter a primeira equacao de
estrutura de Cartan. Antes porem, vamos definir as T1-forma de co

nexao por

wl = ordEt (A.5.21)
m mA

A componente 73 do vetor gue define a torcgao (eq.
(19)), pode ser calculada facilmente. Em termos das bases {EL} e

{7}, teremos

, .. - -y oy
EJ]:E’(V-EXJ X Ey] -y EIxg e e Txg Y- By X

n
[

X Ef[vj -y Ef[x] +-wfm[xj 'y - wf;n[vj E" X

- E] i m -
XETy] -y UIx] +2Alw, ® B (X, V] = (A.5.22)
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< X EICVT - v KT v 2ted n BN, )

onde empregamos as eqs. (6), (21) e (3.27). Assim, como 74 -

Ej[:Tf]; da eq. (19) teremos

i, v - X E Ty -y ETxT - v T e 2l a N,
] L Y]

(A.5.23)
ou, utilizando a eq. (4.40)
! . . ) .
et O R T A W O NV SN D (A.5.24)
2
Temos, desta forma, a primedra equacgac de estrufura
de Cartan

74 = 4!+ wl n E" (A.5.25)

onde wjm sao as 1-formas de conexao definidas pela eq. {21).

—

Uma conexao ¥V em uma variedade diferenciavel M e

tt

dita simetrica quando T ¢. MNeste caso, a 28 equacao de estru

tura de Cartan torna-se

- ol o ET (A.5.26)

e

Lembramos que na Relatividade Geral a hipotese 7 = ¢
& feita, e a 12 equagao de estrutura de Cartan toma a forma da-
da pela eq. (26).

Empregando as eqs. (19), (14) e (4.16), temos que

as componentes do tensor Tt de torcgao sao

T o SV N B U Y (A.5.27)

¢t oot Lt (A.5.27a)
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na base canonica, [:Bj y By o= 0 = ij 0, e portanto
o=t (A.5.28)
m 4 sm

Desta forma, a palavra simetrica para designar a conexao, quando
T = 0, fica justificada, ou seja, na base canonica T = ¢ impli-
ca na simetria dos indices inferiores da conexdo, F importante
acentuar, no entanto, que esta simetria e particular: S0 ocorre
na base de coordenadas, ou seja, quando C?m = (0, e em variedades
sem torcgaoc.

No que se segue, faremos a hipotese que T = 0, Neste

caso, a eq. (26) pode, com o uso da eq. (21) e (4.41), ser posta

na forma
T I I R A.5.29
= mh = - E mf?, ( - . )
Para finalizar, observamos que em variedades onde

T = 0, a derivada parcial das eqs. (4.2) e (4.33) pode ser subs-
tituida pela derivada covariante na direcao dos campos tangentes
as linhas coordenadas, ou seja, a barra simples pode ser trocada

pela dupla barra nas eqs. (4.2) e (4.33).

6 - CURVATURA E SEGUNDA EQUACAO DE ESTRUTURA DE CARTAN

A curvatura R em uma variedade M e uma lei que asso-
cia a cada par de campos X,VETS(M) uma aplicacao R(X ,V¥) : TSM”+

> th dada por

R(X, v Lz7] =vlvz] - vl

) - v z (A.6.1)

V(v vy
Xy v X X,V

(.

onde ZET;(M) e V & a cohexao em M.
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A curvatura R goza das seguintes propriedades:

i} R e bilinear, ou seja,

RUf§ X+ gV, Z] = §R(X, I) + g RIY , 7] (A.6.2)

h

RIX , 4V +g 2l = RIX, V) +gRIX, 7) (A.6.3)

1
O(ML

onde §, geF e X,Y,Zet
4] 0 operador curvatura & linear para todo par de

campos vetoriais X,VETé(M], isto e,

RIX , VY [Z+ W] =R{X, V) Z+RIX, VY w (A.b.4)

RIX , V) T 427 = §RIX, VY 1 (A.6.5)
iid4) R e antisgsimetrico
RIX , V) = - R{Y , X) (A.6.6)

A verificacao de tais proprfedades pode ser feita sem grandes di
ficuldades com o usc da eq, (1) e das propriedades das derivadas
de Lie e covariante . Deixamos tal tarefa a cargo do leitor.
Usando R(X , V) podemos definir um campo tensorial do
tipo (1, 3), denominado tensor de curvatura de Riemann, ou sim-

plesmente, tensor de curvatura. A definicdo de tal tensor &:
RIX, v, Z, w) = o[ RIX, VYI[ 2] 7] (A.6.7)

onde w & uma 1-forma diferencial. Mais precisamente, a equacao

acima define um mapeamento (X, ¥, Z, w) > o[ RIX , V) 27 7], com

as propriedades de linearidade exigidasna definicdo de tensores,

e que e uma aplicacdo de T;Uﬂ X T;Uﬂ X.T*%M)+'F(ML
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Para uma base {Ei}, R(EL , Ej][:Eh~J € um campo ve-

torial

_ m
RIE, , E) [E,] =R ki Em (A.6.8)

onde Rmkij e um conjunto de funcdes denominadas componentes do
tensor de curvatura.

L .
Na base de coordenadas (X = X"3, ; "3, , 3 "1 = 0],

")
teremos
N A 2
5., 9. X = X* L - XYL A.6.9
(Rlog w8y LX) iile - X ey A0
que implica
XK = rE L xR (A.6.10)
Hill4 [ £1] 4 R f

que e a equacao usualmente utilizada na definicao do tensor de
Riemann.

Usando as egs. (5.6) e (5.21), teremos

V(v 2) = (XY 2 4 R BTy xE'C2]
Xy

4

x[ri ET Y] B2 - Fﬁz ETx] vETT 2] »

m

+

R RS}
L ECXT 0 ECvIeTz]r g - (A.6.11)

(XY EZ] wkm[v] XETz ]+ 2] wkm[V] +

+

f i fe Mo 2
w m[Xj YeElz]+ w mL—Xj w REV] 'L 7 |y Ek
De maneira que

VIV Z) - (v z) - CI0x, vy ECz]) + (xof, Ty
Xy Yy X
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k2  —v— M k 1 '3
QEX]-+meXJ wg[yj -wm[yj wQEX]If[Zj}Eh
De maneira que

Vv z) - u(vz) = (X, v ERCZ ) ¢ X Ty -
XY ¥y X

whi]:)(j ¥ wkm]:)(:l WY - wkm[vj W, X7 Tz ) E,

Por outro lado

Vo Z={[X ,vjE[ﬂJrr E[ijE[zj}E =
X, V]
_ b L . (A.6.12)
=[x, VT ETz] +w' [ iv] E'[ 21 E,.
Assim, levando as egs. (11) e {(12) na eq. (1), teremos
RIX, V2] = (e[ v] - v [xT - F[Ly] +
X
b n . (A.6.13)
#wl TX] W Ty - [V o [x]) B2 E,

usando as eqgs. (4.40) e (3.27), vresulta

VT2 = ot (X, 0 AL® @ W) (x, Vi) BT E, =

k m

k )
=2(dug+tum.ﬂw (X, VY] E [Z:IEk' (A.6.14)

Q
Definiremos 2-forma de curvatura por

k k k .
Q% = dwt, et A wmg . (A.6.15)

Esta equacdo e denominada  segunda equacdo de estrutura de Car-
tan e nos permitira, como veremos adiante, o calculo das compo-

nentes do tensor de Riemann. A eq. (14) torna-se

]
—R(x, vITZ] =%, v BTz E, (A.6.16)
7

Se X==t, ,Y=E. e I = Eq, teremos



-0 (E,, E;) E,. (A.6.17)

As componentes do tensor de Riemann em termos da 2-forma de cur

vatura e entao obtida por

1 n 1
R .. = _EPCRIE,, EJTE. 777 =P (E., E.)(A.6.18
o QAS 9 [RIE, § L& q 4 i )
Logo
o o < 1 Fop L 1 :
of =" (., B E A ET = o RY L EY A E (A.6.19)
q ¢ £ § o QS

Portanto, como mencionamos acima, a eq. {15) e a eq.
(19), nos permitem obter as componentes do tensor de curvatura,
conhecidas as componentes da 2-forma qu

Tomando X = E,» V=E. , 2 =E na eq. {(13) acima,

1 &
teremos

k k k
RIE, , gﬂ[}q] ={ELuJ£[Ej] ~EjuJ£[Ei] -u)ﬁ[é'Ejj +

A
R [E T [E T - [E T e T 6" 1E - (A.6.20)
mb "L L=y m— 4 — R g k T
T . S L R O I e
L°q¢f T ¢l Tqs T4 TmdTqd Tmfj gl Tk
Portanto
P . b T _
g% .. = EFTR(E,, E.) TE =
(A.6.21)
. P - E TP s P M LpP oM gD
Loqf  TfCqd T TmdTgf 0 omf gl T4 Tqm
— = = m =
Na base de coordenadas E, = 3. , [:aj , V| =0 = Cij =0 e

teremos a expressao usual de RFP
P qgLs
Do formalismo apresentado, podemos extrair tres pro-
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priedades de simetria do tensor de Riemann, a saber: a antissi-
metria no ultimo par de Tndices (consequencia da eq. 6), a iden-
tidade ciclica (consequencia de R(X ; V][ Z] + R{Z , XI[ V] +
+ K[V, Z)[ X ] = 0, que resulta ser a identidade de Jacobi), e

a i1dentidade de Bianchi Rp . ; = () . Para detalhes, ver
R Cés 1]

5l
104). As outras simetrias do

Hawking, Carmo e Hicks (1, 105,
tensor de Riemann, como a antissimetria no primeiro par de Tndi-
ces e a simetria nos pares indices, exigem que nossa variedade
seja dotada de uma metrica, para que possamos passar de componen

tes contra para covariante.

7 - A METRICA

Podemos, neste ponto, dotar nossa variedade diferen-
ciavel M de uma metrica que e um campo tensorial g do tipo(0,2)

e que satisfaz as propriedades
al glx , v) = gly , X (A.7.1)

b] Se g(X , V] = ¢ para todo X, entao V=0, (A.7.2)

‘ou seja, e um campo tensorial, covariante, simetrico e ndo singu
*

1ar( ). 0 fato de ser nao singular, em termos de suas componen-

tes, significa que g = det[gij] = det(g(E}i , Ej){ + 0 . Assim,

existe uma matriz inversa, que indicaremos por gjh,
ik _ ik

gij g 5{

tal que

Como g € um campo tensorial do tipo (0,2), podemos
escrever

- ! B
g = guB ET @ € (A.7.3)

(*) Uma variedade M dotada de uma metrica com as propriedades acima, e dita
ser uma Variedade Riemanniana.
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e portanto

glx , v = x* v - g{E |, E.). (A.7.4)

guB

0 operador dado pela eq. (3) define o elemento de
distancia déz da sequinte forma: dada uma vizinhanca U e dois
de seus pontos P e Q, infinitesimalmente proximos, ligados pelo
vetor X = Axuau , 0 elemento de distancia,ou distancia entre P

e Q e, por definicao,

2

ds* = g(x , X} = ax® ax® o, (A.7.5)

gaB

i

0s tensores com componentes gij e g7 podem ser usa-
dos para definir um isomorfismo entre vetores contravariantes e
vetores covariantes. Um vetor X e dito ser o equivalente contra-

variante do vetor covariante o se

g{x) y) :(.U[y

(-

(A.7.6)

para todo vetor Y. Como g & nao singular, X e univocamente de-

terminado pela equacao acima se w e dado:

SNV I i - i
QLj X~y w; y > W, gij X (A.7.7)
Frequentemente W, e escrito como XL’ ou seja, define-se w, =
= XL = ng xJ . Reciprocamente, dado X , w e univocamente deter

minado, em componentes

(A.7.8)

S
£
n
=<
11
e

onde usamos a eq. (7). Desta forma, ficam definidas as operacgoes
de levantamento (com ng) e abaixamento (com Qij) de Tndices,
que valem para tensores de maneira geral.

No que vimos ate agora, 0 tensor metricoea conexao,
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foram introduzidas como estruturas separadas em M. No entanto,
dada uma metrica g em uma variedade sem torcao M, existe uma
unica conexao afim V em M definida pela condigdo da derivada co
variante de g ser nula, isto e
Vg =20 (A.7.9)
X
para qualquer campo vetorial X definido sobre toda M. Com efeito,

de acordo com a eq. {(5.17), e usando que g = 0, teremos

Vv
X
Xgly , 2) =g(Vvy, 7] +gl¥ , v (A.7.10)

X X
Escrevendo expressoes ahalogas para Z g(X , V) e ¥ gl{Z , X}, so-

mando-as, e subtraindo a expressao acima para X gl(¥ , Z}, teremos

Vv oglZz , X) + Z g(X, VY] - XglVy, 7) =

u

glvX-vy , 7] +glvX-vz1I,V + (A.7.11)
y X Z X

+ glv Z+ vy, X
4 Z
onde usamos o fato que g e tensor e, portanto, possui as proprig
dades deste objeto geometrico. Utilizando o fato que Vv & simetri

Co, OU Seja, VY -V X= [ X,V ], teremos
X ¥

Y gl(Z, X) + Z glX , V) - X gly , 2Z)
(A.7.12)

gl X, v, 7 +gllx, 27,9 -gl[yv, 27X,

glvy , X
Z

Escolhendo uma base arbitraria, ou seja, tomando X = E, y = Ej e

l = E e usando as eqs. (3.10), (4.16), (5.4), (5.5), teremos(*)

k

(#) Usaremos que os indices de F h sao levantados e abaixados da mesma forma
que Indices tensoriais.
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. i .
A LA B
ija = E g (Ej[gfm] + Efz[gjft] Eftl:gﬂz:“ +
(A.7.13)
I . , .
AR M LA m AL
¥ 7 [ 8y, an PO By Cnk ~ Cjk)
que determina as componentes da conexao. Particularmente, na

base de coordenadas (E, = 9, Cjk = 0] as conexdes sao os simbo
los de Christoffel, ou seja, F?h :.{jh}

0 tensor de curvatura de Riemann alem das trés pro-
priedades de simetria apontadas no final da secao 6, com a coO-
nexao definida pela metrica, goza das seguintes propriedades de
simetria

R .. -R .. A.7.14
PaLy qpLd ( )

que pode ser verificada sem grande esfor¢o. A propriedade acima

juntamente com as propriedades de simetria apontadas anteriormen

te nos conduzem a

R. .. = R.. (A.7.15
pqLd 11Pq ( )

que & uma nova simetria do tensor de Riemann. A eq. (15) implica

que o tensor de Ricci

N (A.7.16)

e simetrico (F,. = R..)
£ ji
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