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‘RESUMO

Discute-se a necessidade de ampliar o Principio da Relatividade
e deriva-se um grupo de transformagbes que contém as de Lorentz como
caso especial. As mudangas a serem feitas, de modo a comstruir uma
mecinica consistente com este Principio mais .amplo, s3o esbogadas e
mostra-se que nao sad incompativeis com .0s resultados classicos conhe
cidos. Discutem-se novos aspectos do paradoxo .dos reldgios e duas a-
plicagoes s@o feitas: o caso de um reldgio em repouso num campo gravi

tacional Newtoniano; e de uma particula numa caixa.



1. INTRODUGAD

Este tﬁabaTho foi eSCﬁito com um duplo objetivo., 0 pfimeiro consiste
em dar uma expressdo matemdtica I afirmagdo de que o conceito de espago
absoluto & desprovido de significado, i.e., somente 05 movimentos relati-
vos devem ser considerados.

Einstein formulou sua Teopia da Relatividade Geral em 1916 1

e desde
entdo ela tem sido constantemente discutida. Atualmente 2 parece nao
haver restado diividas de que o postulado da covarifincia geral das leis da
Fisica n3o deve ser consiQerado uma imposicdo relativista *, Dessa for-
ma, algumas questOes fundamentais, levantadas naquela epoca, permanecem

atuais.

0 segundo objetivo consiste em procurar analisar as consequéncias f7-
sicas dos resultados matematicos obtidos. Toda teoria de relatividade es-

tabelece um programa: formular as leis da Fisica de modo a serem covirian-

* tes sob o grupo de transformagCes da teoria. Em geral tal programa & for-

mulado atrav@s de um principio de relatividade. No nosso caso iremos pos.

tular um "PrincTpio Amplo de Relatividade®.

Podemos mostrar, por meio do seguinte exemplo, a necessidade de se

construir uma teoria mais ampla que a da Relatividade Restrita: tomemos
o conhecido problema do paradoxo dos rel1dgios 3,
4

A solugao geralmente a-
ceita * pressupde que apenas um dos reldgios esteja associado a um refe-
rencial dinercial; 1sto quebra a simetria que deu origem ao paradoxo. De-

vemos notar, contudo, que as transformagOes de Lorentz podem ser obtidas

* Aqui a palavra relativista se refere 3 relatividade do movimento.




a partir de-‘considerjagb’es puramente cinematicas, sendo que a contradicdo
decorre da.aplicagdo de tais. tqansfopmagaes.. Portanto, a menos que
se mostre exp]igitamente’que.cinemitiha e-dinamica-estdo necessariamente
relacionadas ;-& -bastante questionavel:o-emprego.de um argumento de cara-
ter dindmico-.neste-caso.- 0 mesmo tipo de argumento, poﬁ exemplo, nos
levaria a uma-contradigdo caso nos fosse permitido associar referenciais
inerciais a particulas ace]eradas,No.queuem¢princjpio € perfeitamente pos
sTvel. * Poderiamos. tentar.evitar-tal. contradigdo abandonando a "hipd-
tese do reldgio",.que associa.a um.reldgio-acelerado um referencial de
Lorentz instantaneo.. Permaneceria,.porém, o‘fato indiscutivel: se consi-
derarmos perfodos de -aceleragdo suficientemente pequenos, poderemos nos
valer apenas.da.Relatividade Restrita, sendo.levados & concluir que. no
momento do reencontre .dos dois pe169105; aquele-que se moveu (ndo iner-
cial) estari‘atrasadO:em_(e1ang ao que- ficou parado. Isto torna claro
que as transfogmagaes;de,Lorentz.devem ser consideradas como um caso es-
pecial (rg]ativq.ao;movimento.retil?ne0<uniforme) dentro de um grupo
mais amplo- de.transformagdes.. Tal.grupo.deve ser considerado em sua tota
lidade caso-se-queira formular uma cinematica, per se, livre dé contra-
digOes. .

Veremos ,:adiante,.que serd necessdrio-abandonar a suposigao, extrema~
mente restripiya,:qe‘qqe;as:tnansformagﬁes.entre referenciais equivalen-

. *k sonant
tes devam ser lineares 5 . Argumenta~se-frequentemente, com 0 objetivo

* Isto naq aca.rretana necessariamente nenhuma modi.f:.caga.o nas transfor—
magoes ‘de Lorentz. ’

#% A Relatividade Geral,-expandindo a nogao de sistemas equivalentes, a-
bandonou .esta. restr:.gao passando a congiderar todas as trangformagGes
pontuais no megmo. pé de igualdade; o _que pode ger criticado 4, Tal
procedimento nao nos parece satisfatdrio, uma vez que a idéia da rela-
tividade do movimento nad foi enfat:.zada.



de sustentar.tal conclusdo, gue.um corpo.em movimento em retilineo un%for-
me em relagdo-a um.referencial.inercial estard-ainda em movimento reti17
neo uniforme;em.ﬁe1ag50 a qualquer.outro referencial inercia1§ Deixando
de lado o fato de at€ hoje ndo se ter chegado a uma definigao precisa de
referencial inercial, devemos notar,.uma.vez que, em principio, estamos
interessados em.referenciais.cinematicamente.equivalentés,que ndo & neces-
sario levar em conta tal argumento.. -Veremos como obter novos resuitados

de uma maneira simples desde que a idéia de relatividade seja ampliada.

2. A IDEIA DE RELATIVIDADE NUM SENTIDO.AMPLO

Consideremos um.referencial $ no qual um acontecimento & descrito por
meio das coordenadas espaciais x,.y e z, componentes de r e a coordenada
temporal t. Uma.consequencia daquilo que.foi proposto no inicio da Intro-
dugdo & que deve ser possvel associar a uma part1cu1a, qua1quer que se-
ja o seu movimento,.um referencial no qual ela se encontra em repouso. Tal
referencial,.doravante designado por S', emprega coordenadas espaci;is X',
y' e z', componentes de :', e a.coordenada-temporal t'. Nosso principal
objetivp serd.determinar.S',.i.e.,.determinar o movimento de cada um de
seus pontos emyre]égio.a S. Nosso problema pode ser formulado da seguin
te maneira: dada uma particula.cujo.movimento & descrito por ;lt),'deter—

- . - A > >
mine seu reféréncial ‘proprio S' caracterizado por v(r, t), sabendo que
p

% Devemos notar.que.aqui a.palavra corpo.seria totalmente inadequada:
po&eriamos ter.diferentes pontos-de um mesmo corpo pertencendo a refe-
renciais diferentes. E 1mportante ter isto em mente ao se_ tentar veri
ficar experimentalmente as consequencias da teoria.



V[?(t), %} = V(t) = dF(t)/dt. As transformacles Fi(¥F, t) e t'(F, t), que
nos dao a posi¢ao e o instante de um acontecimento descrito em $' quando
- se conhece a descricao em S, devem depender da forma de V(?, t). S' des-
creverd S por meio de V'(¥', t'). -

E importante notar que o fato de ser o referencial S' "visto" em S
com um certo movimento n2o implica em que S seja "visto" em S' com o mes-
mo movimento na direcdo oposta. Argumenta-se frequentemente, 3, 4 que se
o Universo fosse despojado de todo o seu contelido material, nao restando
senao dois relogios, nds estariamos envolvidos num paradoxo (desde que as
transformagbes de Lorentz continuassem validas), uma vez que, por razoes
de simetria, cada um deles deveria "ver" o outro com o mesmo tipo de movi
mento. (Agora teriamos realmente um paradoxo dos relogios). Dessa forma
o "contelido material” permitiria distinguir qual dos dois estaria associa
do a um referencial .inercial. Certamente tal raciocinio ndo pode ser con
sidepado correto. Devemos notar que o fato de termos formulade o problema
do paradoxe num cento referencial pode significar uma quebra de simetria,
0 que torna a conhecida hipotese de Mach ! desnecessiria. Esta & uma
conclusdo satisfatoria, pois em painclpio a solugdo para o paradoxo dos re

10gios deve ser obtida por meio de consideragoes puramente cinematicas.

E igualmente importante notar que a imposigao de homogeneidade do es-

pago e do tempo 5 nao implica na constanc1a dos coeficientes dos dxu nas
relagoes
axV .
dx'V dx¥ (s v=0,1,2,3)
axM

onde empﬁegamos a notagdo tensorial por razoes de simplicidade. A dnica



~ - ~ > <
conclusdo possivel.&:que  eles ndo. podem: depender de v e t explicitamente,
: N - > > :
mas apenas-implicitamente, atraves.de-v,.v' e suas derivadas no ponto,
i.e., através:.das-condigOes.cinematicass..Consideragfes semelhantes podem

ser feitas a respeito de axV/ax ',

Apesar.da-enfase que.estamos:dande:ao.aspecto cinemdtico das transfor-

macOes, podemos prever, considerando o sucesso do programa Newtoniano, ex-
~ e b e s s s Lo

presso pela-equagao m«dv/dt = f, que cinematica e dinamica estejam intima-

mente relacionadas.

3. AS RELAGUES-DE-TRANSFORMACRO .

Trataremos- inicialmente do problema.a.uma dimens3o espacial, Este &
um importante.caso: corresponde ao- de uma.particula em movimento retilineo,
sendo apenas-consideradas.as.transformages:sobre o eixo dos xx sdbre o
qual se desloca-a.particula...Por-outro-lado.isto servird como uma prepara

¢do gue nos permitird abordar mais facjimente o caso tridimensfonal.

Vamos supor que.a.cada par de.nlimeros-(x.t) .esteja univocamente associa
do um par- (x'.t!), o que significa que a-coincidéncia entre acontecimen-
tos permanece.inalterada.sob as.transformages que iremos considerar. Estas
por sua vez-serdo.tratadas na:forma diferencial, o que simplificard grande
mente o problema pois trabaiharemos.com relagao.iineares em dx e dt. Numa
etapa posterior.examinaremos.a.possibilidade de integra-las. Além disso,
estamos supendo.que.as transformagOes.que relacionam S' e S num certo ponto
dependem apenas.das condig¢des neste ponto.(v, v' e suas derivadas): .nZo

ha nenhuma vantagem em se considerar as transformagbes na forma x' = x'(x,t)



e t' = t'{x,t). Portanto, partiremos das rjelagc'ies

x' ! ot at’ '
dx' = —— dx + — dt- e dt' = —dt + — dx . (1)

X at ot ax
Quando dx' = 0, temos que dx/dt = v; logo,

X'
g—t——= "'fv (2)

onde f .= 9x'/3x, (faremos f'z 9x /ax').

E claro .que as igualdades Z])‘e.(Z)‘permanecerio validas se efetuar-
mos uma troca entre as varidveis com e sem linha (lembremos que S' descre
ve S por meio.de v'(x’, t')), Dessa forma podemos expressar dx em termos
de dx' e dt'; usando (1).e (2).obtemos uma identidade envolvendo dx e dt

que nos permite escrever que

at! AT att  f
—_——f — e —=— [X;x'7, (3)
at v! x v!

ax'  ax
onde [x;x]=1- (—— . --—;) . Substituindo (3) e (2) em (1) ob-
ax X

temos que

f
dx' = f(dx - v dt), (4a) e dt' = — (~v dt + [x; x"]). (4b)
. i vi

Para a lei de composigdo de velocidade obtemos a expressdo

v'(u-v)
U' = ————zu'(u, v, ', [x;x7) . (5)

-v+{x; x"Ju
Consideremos agora tré@s refereficiais; S, S' e S". S descreve S' e S"

respectivamente por meio de v,(x, t) e v,(x,t), S' descreve S" por meio de



v,(x', t'). Vamos.impor a condigdo.de-que as transformagbes constituam

um grupo, A relagdo (5) nos da que

ut = ut(u, v, Ve, [Xs x']),  (Ba); ut = ut(ut, vy, vi, [X's x"]).(5b)
e
ut = u(u, v, vy, x5 ) . (5¢)

Substituindo (5a) em (5b) e comparando o resultads com (5c) obtemos

1 x's x" v, 1 x: x'] )
i 1 ' 1 ' *
viv) v, v, vi\v, v, vy

Tomemos , em seguida, um certo ponto do espago-tempo; x, t, x', t' e x", t"
tém agora valores bem definidos. Fagamos a seguinte hipdtese: o conhécimen
to de v, em tal ponto ndo & suficiente para a determinagdo de v), que nés-
te caso depende também do conhecimento das derivadas de v,. Observemos

que poderiamos ter empregado, na derivagdo de (6), outro referencial S'
tal que, no ponto, sua velocidade fosse-diferente de v, mas cujas deriva-
das da velocidade tivessem sido escolhidas de modo a deixar v, ainda com

c mesmo valor..:PoderTamos, ainda, ter empregado outro S" tal que v, e v;,
relativas ao novo S', e as derivadas-correspondentes nao fossem alteradas.
Porém, de-acdrdo.com. a homogeneidade do.-espago e do tempo, [x'; x"] s&
depende de v,,.v] e suas derivadas, enquanto [x; x'] s& depende de Vi vy
e suas derivadas. Portanto, o ladc esquerdo.da iggaldade (6) ficaria i-
nalterado; o mesmo,.entretanto,.ndo aconteceria com o lado direito. Isto
mostra que a-nossa hipdtese inicial- deve estar errada e que o conhecimen
to de v, num certo ponto deve ser suficiente para a determinagdo de v,

no mesmo ponto. Escolhendo a mesma orientagdo para os eixos dos xx e dos

x'x', o principio de relatividade nos di entdo que



VE(x', th) = -v(x, t) (M

Substituindo (7) em (6) e notando em v, e v, s3o independentes, obtemos o

resultado geral
(x5 x]
.._vz_._= CO (8)

onde ¢, = constante. Para termos as -transformagdes de Lorentz como um ca-
s = - . -2
S0 especial e necessario que €y =C .

c'z) em (4b) vem que

v
f@t——z-mQ : _ (4b")
c

Para a lei de composigdo de velocidade, obtemas a conhecida relagdo

b}

Substituinde (7) em (8)(c,

dt'

L]

u-v
. (4c)

Vemos que a velocidade da luz & constante para todos os observadores, mes.

mo ao considerarmos a relatividade no sentido amplo.

4, A CONSTRUGAO DE UM REFERENCIAL
0 fato de-termos chegado @s transformagdes procuradas (4a, b') nao

significa que devemos nos dar por satisfeitos: & necessario, agora, mos.

* Terfamos obtido um curioso grupo de transformagoes se tivé@ssemos fei-
toc = -¢ i a velocidade da luz ainda seria uma constante fundamen-
tal mesmo nao sendo invariante para os diferentes observadores.



trar a possibilidade_ de construir.referenciais. para os quais elas sdo vali-
das. Em outrasspalavras, como tais transformagOes implicam na constancia da
velocidade- da- 1uz, .elas nos.permitem - idealizar certos procedimentos opera-
cionais, 0s-quais.devem.ser.consistentes- com.as proprias transformagdes. Um
referenciaIApode;seraideaiizado da seguinte maneira: um conjunto continuo

de pontos, Tixos uns em“'telagio‘aos outros-. e um conjunto de relogios sin-
cronizados (um-em cada ponto). Portanto, a primeira condigao a que um con-
junto de pontos deve satisfazer para - termos-um referencial & que a distan
cia entre qualquer um deles permanega-constante no tempo (rigidez). Tal

condigdo pode ser testada por meio da seguinte "experigncia":

Emitimos de um ponto A, dois sinais luminosos separados pelo interva-
To de tempo 6t.. Os sinais atingem um outro-ponto B e sdo refletidos em di-
régéo a A. A-condigdo para que B esteja fixo em relagdo a A & que os_dqis
sinais atinjam A.separados.pelo mesmo intervalo 6t (a velocidade da Tuz

ndo se compde com.a de B).

Vamos censiderar agora o0 mesmo.experimento sendo realizado entrg A

é B', dois pentos- fixos em S', que-estd-relacionado a S pelas transfopma-
goes (4a, b'). - 0 primeiro sinal alcanga A' no instante t; que pode ser

calculado por mejo da relagdo .

2|At - BY|

Bt = ; (9)

t g o instante-de saTda. Da mesma.forma, come o segundo sinal parte no
instante t, +6t', o instante de chegada g dado por t, + &t'. Por outro
Tado, o reldgio.colocado em A' marcari*t; e t, + 8t' para os instantes

de chegada do primeiro e segundo sinal respectivamente, pois as transfor-
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macoes (4a, b') deixam a velocidade.da Tuz invariante. Concluimos que tais
¢ q

transformacoes s3o consistentes_com a primeira condigao.

A segunda condigdo exige 'que relogios em diferentes pontos estejam

sincronizados, o_que pode ser testado por meio da seguinte "experiéncia“:

Emitimos:de.A.para B dois.sinais-luminosos separados pelo intervalo de
tempo §t. A-condigdo & satisfeita.se eles-chegam a B separados pelo mesmo

. ; . R ; . *
intervalo-8t (o0 experimento anterior confirmou a rigidez).

Imaginemos- agora o mesmo experimento- sendo realizado entre A' e B' em
S*. Se o primeiro sinal & emitido em t ele alcanga B' em t,, que pode ser
calculado por-meic da mesma relagdo (9)- (sem o fator 2, pois estamos consi-
derando apenas o caminho de A' para-B'). 0 sinal emitido em t; + &t' deve a
tingir B' em-tj + 8t', pelo mesmo cdlculo. Por outro lado, o reldgio coloca
do em B' deve-mostrar os mesmos instantes de chegada, pois as transformagoes
(4a, b') deixam a velocidade da Tuz-invariante. Concluimos que tais trans-

formagBes s3o consistentes também com segunda condigio.

E.importante observar que tais Yexperiéncias” nos dao condigOes nheces-

sarias e suficientes para que tenhamos um referencial rigido e sincronizado.

Vejamos- agora de que maneira as nogoes de coincidéncia espacial e tem-
poral nos-conduzem, necessariamente, 3s transformagbes (4a, b'). Nas de-
mons tragGes- que.se.seguem, poderiamos-ter substituido o sinal Tuminoso por
qualquer outro tipo de sinal e usado a lei de composigdo de velocidades pa

ra chegarmos-aes-mesmos .resul tados ;- mas-isto-apenas traria complicagles des

Na verdade isto.apenas nos diz que os relbgios em A e B s3o idénticos, o

que nos permite realizar a sincronizagao,
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necessarias.

Podemos .obter dois acontecimentos espacialmente coincidentes por meio

do seguinte mgtodo:

Emi timos-um sinal- luminoso'de A para.B, por Qazaes de simplicidade,
fixo em ?elagio-a,A. Em B.o sinal & refletido de volta para A. A saida e

a chegada do sinal em A sao acontecimentos espacialmente coincidentes.

Vamos usar o mesmo metodo em S', o qual & caracterizado em S por
v(x, t). As relagles (4a)-e (4b) devem ser validas quaisquer que sejam as
transformagdes- que.relacionem x e t com x' e t'. A distancia [A'- B'| =
= §x' serd vista-em-S como uma Ax. De acordo com (4a) & valida a relacgdo

8x' = f Ax .

8t, o intervalo de tempo determinado.em S, que transcorre entre a saida e a
chegada do sinal em A', sera dado por
1 1
6t = AX [ —— + ——
, C=V  CHV

Expressando Ax em.termos de 8x' nesta relagao-e observando que 2 8x'/c =
= 6t' (o intervalo de tempo determinado em $') e que, além disso, St/6t' =
at/dt' (os acontecimentos em S' se ddo no mesmo ponto do espaco mas em ing

tantes diferente;),;conc]uimos que

£ & v, (10)
at'

onde y(v) = (1 - v3/c?)""2,
Vejamos agora- o problema da.coincidencia temporal. Se dois reldgios,

em A e B, estdo-sincronizados, dois sinais Tuminosos que partem no mesmo

instante de um ponto equivalente de A e B devem alcangar tais pontos num



mesmo instante-posterior.. Desse.modo produzimos dois acontecimentos tempo-

ralmente eoincidentes.

Empreguemos-.o.mesmo método.em.S*. A distdncia entre os dois aconte-

cimentos serd determinada em S pela relagao

8x = c(8t, + 8t,) ,

onde 8t e &§t,-sdo-os tempos gastos pelos sinais para alcangar A' e B', res-

pectivamente. Mas,

AX AX
§t, =

st, = . e 2 =
2(c-v) 4 2(cHv)

1

Logo, expressando- Ax.em termos de 8x! e-substituindo na relagao para éx e
observando, além-disso,.que em S' a chegada dos siﬁais em A' e B' sao acon-
tecimentos simultaneos, isto.&; §x/6x' =-3x/ax', obtemos (8) (com €y = c"z).
Aplicando-(8) e (10) &s relagOes (4a) e (4b) obtemos (4b').
Pode-se‘cqiticar 0 que aqui-foi feito-argumentando-se que o nosso re-
sultado ndo- tem-significado fisico, sendo-simplesmente a consequencia de u~
ma definigdo-que- conduziu necessariamente-3s transformagoes (4a, b'). Por
éxemp]o: os-Yobservadores" em S e S* concordam em tomar a velocidade de um

sinal luminoso emjtido em S como unidade de velocidade.

Uma an@lise-da lei de .composigdo-de:velocidades serve para ‘mostrar
que tal critica.ndo se justifica.. As-relagBes obtidas nos dizem que um
sinal emitido-em-Si.com velocidade u' & visto em S, de acordo com (4c), com
a velocidade-u-="u{u',.=v): em principio, esta.& apenas uma relagdo matema-
tica, desprovida-.de significado fisico, pois relaciona quantidades medidas

k)
em dois referenciais diferentes. Uma lei fisica deve ser necessariamente



formulada- num referencial. Considgremos agora o sinal sendo emitido em S
onde & visto.com a.velocidade W. 0 que estd sendo considerado um fato expe-
rimental & hue'quanéo o sinal & emitido em S* temos que u = u(W, -v), isto
8, u' = U. -Nao-ha-divida de que este & um resultado fisico. Tal fato foi
Tevado em conta.ao.analisarmos o procedimento que nos'permite determinar a

rigidez.

Um fendmeno- que precisa ser estudado para que se estabelega a equiva-
1encia, a0 menos- cinematica, entre S e-S', & o da modificacdo do ritmo de
um reldogio que-se-move de uma maneira arbitraria. Em outras palavras, se
construirmos um relogio e o Tigarmos: ao- referencial S', se comportara ele
de acordo com as transformagoes (4a, b') ? Certamente nao € possivel
construir todos os relogios que se possa: imaginar para verificar em cada ca
so 0 que acontecerd. Entretanto, existe um que se comporta de acordo com
o0s nossos resultados. - Para construi-lo- empregamos o mesmo método qué nos
permitiu produzir:acontecimentos espacialmente coincidentes. Agora, o in-
tervalo de tempo entre a saida e a chegada do sinal em A determina uma uni-
dade de tempo &t.- J3 vimos que a relagdo entre-st e §t', considerando agora
o relogio em §'y.€ dada por (10), o.qué.esta.de acordo com as relagoes ob-
tidas. Contudo,.se.de.fato acreditamos na-equivaléncia entre os referenciais
S e S', devemos-esperar.que qualquer reldgio associado a S' satisfaga as
transformagbes- (4a, b!). Na verdade isto significa supor uma equivalencia
dinamica (n3o: apenas:cinematica), uma:vez que diferentes tipos de forgas
nos permitem: construir.diferentes velogios. -Isto justifica que se postule
a covariancia das.leis da Fisica sob as transformacoes (4a, b'), o que cor-

responde 3 formulagao de um princTpio amplo de relatividade.
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5. RESTRIGOES SOBRE v(x,t) e f{x,t)
Vamos-examinar:agora-a.po$sibilidade de integraﬁ as relagdes obtidas.
As duas condigoes
a%x*'  a2x!

9%t 9%t
atdx  ax5t atax  axat

e —_— ——

devem ser satisfeitas. A primeira delas quando aplicada 3 (4a) nos da

e T
A segunda, aplicada a-{4b'), nos di

1 3(fv) of
— = —, (12)
c? ot 3X

Multiplicando (12) por v e somando & (11) obtemos que

1 af v 3v v
- —=y{V){ = —-~— s (13)
f at c? a9t ox
logo,
t
v
£=y(v) exp - f Y — de+a(x) | (14)
X
%

T af y3(v) v v
- — Ve = — 1\, (15)
f c? ax ot

logo,
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X
1 v )
f = y(v) expf - — f v2(v) —— dx + h(t) (16)
c? at
*o

As expressdess(14) e (16) nos ddo imediatamente, apds igualarmos os

expoentes e derivarmos, que

3 [ 3V 1 9 1%
— [{2(‘/) —,—} Z o — \}2(‘/) ~—:I = P(X,t) , (17)
9x % c? ot ot

onde Y(x, t) foi introduzida para.simplificar a notagao. Chegamos assim ao
importante resultado- que estabelece que v(x, t) deve satisfazer @ equagao
(17). E f8cil verificar agora que

- M

1 v -
9x) = - — f l:Yz(V) ;] LA E‘o Y (vo):l . (142)
e . X, (]
t
v n
h(t) = - { E/’(V) ;]X% dt + an E°° ¥ (Vo)jl ) (16a)
0 -

onde vy = V(X,, to) e f,

= f(xg, tb)‘

As transformagBes .de Lorentz, como era de se esperar, sao um caso par-
ticular das que:obtivemos. De fato,:se v = constante = Vys Vem que f=
= constante =¥ . Por outro Tado, v'-=--vo e f'= féé Pela isotropia do

espago, fy = fo. A relacib (8) nos dd entao que T = y(v).

NOTA: Uimos que se (11) e {12) sdo validas, a cada par (x, &) estd
univocamente. associado um par (x', £'). Podemos verificar facilmente que
as tnuansformagdes (7) e (8) sdo consistentes com a condigdo de que a cada

par (x', ') estefa univocamente associado um par (x, Z).
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6. DETERMINAGARO- DA-FORMA DE v(x,t)-e-f(x,t)
As expressoes-que: obtivemos para f-nao sdo totalmente satisfatdrias pois
envolvem x03=t6ﬁe;fo, onde (xo, to) pode representar qualquer ponto do espa-

go-tempo. Veremos que f pode ser_escrito apenas em termos de x e t.

Por convenigncia definimos as duas quantidades, F(x, t) e G(x, t), tais

que
X
1 av -1
exp| - — J Y2(V) — dx = F(x, t) F(xg, t) (18)
2 g ot
0
e
t .
v 1
exp |- [ v () — at )= 60 0 670 &) (19)
X
to’

{(16) e (16a) nos dao entdo que

FyTY) P 8) = E YY) 67 (ks t) (X0t 6o, )

Mas f deve depender-apenas.da.forma: de-v(x, t) e do ponto (x, t). Notemos
ainda que o lado.direito desta expressdo-&-uma fungdo de X5s t, e t. Por-

i, -~
tm%,dwegﬁsﬁrwmfm@ocﬁt)m]qw

ot YY) i, t) = CF(t) . (20)

Da mesma maneira & facil mostrar que deve existir uma fungdo c,(x) tal que

1

v (v) 67 (x, t) = cg(x) (21)

Vejamos agora o que pode ser concluido a respeito de v(x, t). Usando

(17) e a identidade
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obtemos que

Portanto, em geral,

Y(x, t) '=_c_ fdk sz\(k iK(x-ct) | B(k)e1k(x+ct:l ,
2

(22)

onde os fatores c/2 e k? foram introduzidos por conveniencia de c3lculo

Substituindo- (22)-em (17) e levando em-conta que v/c < 1, obtemos, integran

do, duas expressdes para v(x, t) dadas pela relagdo

o

;mAY) = - Jr dk‘E\(K)eik(X"Ct) + B(k)eik(x’mt);! + R, (23)

onde, -
— a,(x)t + a,(x)
Av) = 5 e R = ; (23a)
¢ b, (t)x + b, (t)
a,(x) e a,(x) sdo-fungdes de x apenas e by(t) e by(t) fungles de t. Isto im-
plica que

Re=.cixt +.c,x" + c,t + ¢, ,

onde ¢,, C,, ¢, € ¢, s3o constantes. Vemos que InA(v) também satisfaz 3
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equacao de-onda e-pode ser escrito como.uma superposicdo de ondas planas.

Por este motivo faremos R = 0 em (23).

Retomemos- ¢ problema da determinacao de f(x, t). :Para simplificar a no-

tagdo faremos
F(x, t) = exp(op) e G(x, t) = exp(og) .

(18) e (19), combinadas com (17), nos dao respectivamente que

S Fungdo de t (24)

J dk[—A(k)e"k(x'Cﬁ) + B(r)etklxret)|

g - ‘ Fungao de x (25)

M=

Tomando os valores para f dados por (20) e (21) e levando em conta (24) e

(25), obtemos
£ o ay(y) exp (1E I dkl}\(k)eik(x-ct)_ B(k)eik(x+ct):l . 8)

onde o & uma constante que sO pode depender da forma de v{x, t). Devemos
notar, porém,.que caso esta Ultima afirmativa fosse verdadeira, seria pos-
sTvel, por meio.de.algum mdtodo, associar um certo nimero a cada fungao
v(x,'t). Isto significa que deveriamos considerar esta fungdao em todo es-
pago-tempo,-0-que contraria.a hipdtese: de-que- as-transformagbes (4a, b') s0
devem depender- dos dados® obtidos no ponto onde estdo sendo consideradas. So

L4

mos levados a concluir que o deve ser a mesma para qualquer v(x, t).
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7. 0 PROBLEMA- FUNDAMENTAL DA RELATIVIDADE-
Estamos agora em condicOes de abordar o problema fundamental da relati-
vidade quando considerada no seu sentido amplo. Levando em conta (23)

(R=0), podemos escrever que

Py —_

- J dk A(k)etk{x-ct) % + ¢(x,t{] an Av(x,t)] 3 (27)
- f dk B(k)eTKOxFet) o |1 ¢(x,t):] on Afu(x, t)] 3 (28)

onde ¢(x, t) & uma fungdo cujo significado serd examinado posteriormente.

Substituindo (27) e (28) em (26) vem que
£ = ay (v) A%(v) . (29)

Na Relatividade- Restrita (v = -constante), (27) e (28) nos dao, respectiva-

mente que *

9% 39 : 3o o
.12, . X 1M

ax © st ax  ©oat

Logo, ¢ = constante.. Neste- caso.a isotropia do espago impde que f = f'
(invariancia.de valer) o.que nos permite fazer ¢ =0 e a = 1. Portanto,

f serd dado em_geral por (29) fazendo-se o =1.

Nosso problema- consiste em, dado o. movimento de uma partTcula descrito
por v(t) e uma certa fungdo ¢(t), construir o referencial associado & par-
ticula e caracterizado por v(x, t). (27) e (28) nos ddo respectivamente

que
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12 .
ACK) = z_j LtV [x(E) 8] - &) é’k["(t)‘cﬂ{% +¢[x(t),t]}2n MV[x(t), €]}
"y
i (30)
e
B(k) = (

] s - >
- EJ dt{v{x(t),£]+c} eﬂk@(ﬂf'?ﬂ{%. -¢[x(t),1_:]}'2n My[x(t),£]} -
- (31)

Devemos notar que quando t + + w, x ~ Ct +5® e X 4 ct + ¢ @, Levando (30)

e (31) em (23) (R=0) obtemos que

A = | e oe) (eI + [L - oo sntAfv(z")]} , (32)
2 2

onde t' e 1" sdo, respectivamente, solugBes das equacdes

X~x(t') x~x(t")
|_c ¢ £t - "

=-cC. (32a)
t-7
Vemos que para construjr o referencial associado 3 particula & necessirio
conhecer o seu passado e seu futuro, Isto-certamente nio implica em nenhu-
ma quebra de.causalidade: na verdade.ainda ndo podemos concluir nada a res

peito da interagdo entre particulas.

8. SUGESTOES PARA A FORMULAGAC DA DINAMICA

Vimos em (32) que apenas o conhecimento de v(t) € insuficiente para a

-

determinagdo do referencial associado & partfcula e caracterdzado por

o
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v(x, t)s sendo.queﬁv[k(t), ﬁ] = v(t). Isto significa que necessitamos, a-
18m dos dados cinemdticos, de.outro tipo.de dados contidos na fungao ¢(t).

E natural supor que-tais dados estejam relacionados & situagdo fisica da
partTcula:::a-dindmica.deve nos dar o.que:estd- faltando. Iremos- supor, co-
mo se faz habitualmente; que“esta possa ser formulada 3 partir de um prin-
cTpio variacional:.o movimento-de.uma particula de massa m satisfaz a con-
digao - mcsSds = 0, onde ds = cdr. * Vemos imediatamente que quando v &
constante e ¢ = 0 temos os resultados da Relatividade Restrita. Isto mnos
dar3 uma formulagao.invariante sob (4a, b'), © que estd de acordo com o
Principio Amplo.de Relatividade. Escrevendo que - mcds = Ldt, usando (4b')

e (29) (com o = 1), obtemos que

L=-me?y ' (v) a%v) , (33)

ondelv & a velocidade da particula.

No caso nao-relativista, a conexdo entre esta Lagrangeana e a habitual,
pode ser-obtida, como uma primeira aproximagdo, se fizermos
- 2x) = 14wt ¢y vy (34)
onde V & a-energia.potancial.da. particula.. Se considerarmos o caso de uma
particula em repouso submetida a um potencial newtoniano ¢, (4b'), (29) e
(34) nos ddo que
dt = dr (1 + -‘1’; ) dr() - 2 (35)

c c?

3

dt & o tempo proprio da particula. Sua invariancia pode ser facilmente

verificada (veja o apendice).
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8

Este @ o resultado obtido por Einstein °, em primeira aproximagao, para o

retardamento no, ritmo de um relogio na presenga de um campo gravitacional.

Devemos notar que a quantidade f = 9x'/dx que aparece em (4a, b') & > 0
portanto, ao considerarmos estas transformagOes, serd necessdrio levar em

conta que a aproximagdo' (34) sG serd valida se (V/m)c™> > -1. ,

Infelizmente, ndo h3 um procedimento geral que nos permita relacionar
A¢(v) com a“energia potencial. Podemos, entretanto, tentar atacar o proble
ma de uma mapeira.mais direta: procuraremos determinar os coeficientes A(k)
@ B(k) em (23). Em outras apalavras, dadas certas condigoes, procuraremos
determinar v(x, t) e em seguida, resolvendo uma equagao diferencial (o que
possivelmente ndo serd facil), determinar-o movimento da particuia. Vejamos
uma aplicagdo extremamente simples deste metodo no caso de uma particula ndo-
relativista contida numa caixa. .Vamos supor que nas paredes da caixa v(x,t)=
= 0, 0 que nos assegura que a partTcula.ndo podera ser encontrada fora da

caixa. Escreveremos, entdo que
. . ‘=0
v(x, t) =0, -(36)

x
n

e

.

Desprezando termos da ordem de v2/c?, vem que

ma =2t (37)

Ko mesmo tempo vamos- considerar (23) como uma superposigao muito simples
de ondas planas dada por
% “{sen "Bg(x -ct)] +sen [k(x +ct]} . (38)

¥
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Desenvolvendo esta expressao e combinando com (37) vemos que a condigio (36)
exige que k = nn/a, (n =1, 2, 3, ...). Temos, entdo, que resolver a equa-

¢ao

[.
;

=~ sen (DX cos ( DMCEy (39)
2 a a

(39) pode ser facilmente integrada nos dando que

nmx .
x =22 arc tgdtg —2 exp (L sen NTEE ;} , x_ = x(0) . (40)
nmro- 2a 2 a J o

Para a velocidade da partTcula, obtemos que

nrct nrct
e]/z sen ( —=) cos ( a )
X,
v=c tg ( —) . (41)
: 2a
nmxy sen (-n—T"—‘-:-E)
T4 tg?( =2 e g
2a

Vemos que a particula realiza um movimento oscilatdrio, apresentando certas
propriedades quanticas. Isto pode ser verificado mais facilmente se tomar-

mos o valor médio de |v| para um periodo completo. Tomar |v| equivale

medio
a tomar (41) num certo instante t = O, onde © & um valor intermediario en-

tre te t + T, sendo T 0 perfodo. Podemos escolher a origem dos tempos de

maneira a termos @ = 0. Por outro lado, |v| ndo pode ter um valor ar-

médio
bitrdrio; na nossa aproximagdo v/c << 1. Por esta razao consideraremos os

casos em que tg[(nnxo)/(Za)] << 1, o0 que nos permite escrever que

nmx

vl -,. = 0
'Vlmed1o ¢ 2a

(42)
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E interessante notar que se Xq =H/mc, entdo

= Acompton

ntih

lpingaio = 55 ° (43)

que coincide com o caso quantico.
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