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RESUMO

Estuda-se a estabilidade do modela de kink relativisti
co geral (GRK). Mostra-se qus o modelo 6 estdvel pelo menos con-
tra pérturbaqﬁes radiais. Além disso, estuda-se o campo de Oirac
no "éackground" da geometria gerada pelo GRK. Verifica-se que o
GRK localiza: em torno da régiéo de maior curvatura, o campo de

.Dfracl Disbute:se-a-iﬁterpretaqéo-$isica~destersisfémalrn rcampo

tle Dirac no "background” do GRK].
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ABSTRACT

The stability of the general relativistic kink. model
(GRK) 1is studiéd. It is shown that the model is stable at 1least
against radial perturbations. Furthermore, the Dirac field in
the background of the geomefry generated by the GRK is studied.
It is verified that the GRK localizes the Dirac field, around

the region of largest .curvature. The physical interpretation ' of

this system (the Dirac field in the GRK- background) is discussed.
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INTRODUGAO

0 conhecimento .das propriedades,.de. particulas elementa
res teve um grande aumento nas ultimas duas qécadas .e a taxa de
acumulagdo de novos dados prométe aumentar. N3o existe, ainda ,
nenhuma teoria capaz de descrever a enorme variedade de fenome -
nos descobertos no laboratorio. Mas,'existe uma gama de id&ias
tedricas que clarificam, com razodvel sucesso, alguns desses fe-
nomenos. Essas ide@ias tem sido desenvolvidas na base de certas
hipoteses fundamentais que s3o: (a) a teoria quintica & ap}ﬁci—
vel 3 fisica de particulas elementares; (b) a descrigio de to-
dos os fenomenos devem ser consistentes com a teoria especial da
relatividade; (c) e certas simetrias internas restringem os fengo
menos.

A fus3ao dos dois primeiros desses principios na teoria
quantica dos campos tem tido um sucesso espetacular. A teoria
quantica dos campos tem previsto uma grande classe de fenomenos,
tais como a conexio entre spin e estatistica, a exist@ncia de an
tiparticulas e a possibilidade de produgdo miltipla de particu-
las em colisdes a altas energias, que ndo podiam ser discutidas
com teoria clissica ou mecanica quantica nao-relativistica. Além
disso, para uma outra classe de fenomenos que formam o objeto de
estudo da Eletrodinamica Quantica, na qual as dificuldades t&cni
cas tem sido superadas, a teoria estda em excelente acordo com a
experiéncia. ‘

A teoria quantica de campo também fornece uma base pa-

ra a formalizagao de uma variedade de simetrias internas. Tive-
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mos também o desenvolivimento das teoyias de gauge que, primeira-
mente, levou & veﬁificagio das interagdes fraca e eletromagnéti-
cas e agora, tenta fazer a.unificagao de todos os tipos de inte-
ragoes.

Apesar de todds esses sucessos, aTguias questBes basi-
cas podem ser colocadas. A mecinica quintica, por si s&, impede
a observac@o de "partes" de particulas, visto que, ao fazermos
a medida ge uma grandeza (observdvel), ela jd se encontra num de
terminado auto-estado. A teoria quantica de campos aproveita tais
principios para formalizar, como ja dissemos, processos.fundamen
tais, sem se preocupar com a constitui¢do microscopica das partd
culas e dessé modo ja admitir a particula formada. Mas & possi-
vel pensar, com outro tiﬁohdé enfoque, que por tras dos conuei -
tos quanticos podehos ter acesso a informagoes que podem sev ob-
tidas através da visio classica. A titulo de exemplo, vejamos o
que ocorre no caso do oscilador ha?manico quantico. Quando efetu
amos a medi¢io da energia, obtemos sempre um espectro discreto.
Na pratica, as informagbes sobre o espectro de energia e o con -
junto de auto-estados especificam completamente o probiema do os
cilador harmonico quantico. Mas, por outro lado, essas informa-
¢oes nio levam nece;sariamente a imagem de uma particula 1ligada
a um potencial harmonico com uma for¢a restauradora abesar, de
operacionaimente, seja melhor descrever o oscilador harmonico com
operadores de criagdo e aniquilagao. Entretanto, o oscilador
harmonico classico (que tem um espectro continuo de energia )
nos fornece esta imagem e que cuja quantizagdo, Teva naturalmen-
te ao oscilador harmonico quantico. Dessa forma, temos uma opgdo
em aberto, para se perguntar sobre a propria origem do potencial

do oscilador harmonico. Assim, em analogia, podemos pensar numa



teoria classica de campos que nos traga alguma informagdo sobre
a propria existencia e estrutura interna das particulas.
Outro ponto interessante a se questiohar &: Até que

ponto os conceitos surgidos da teoria quantica de campos, tais

como o~conceito de antiparticulas,.o spin-estatistica, podem ser

reinterpretados sob o ponto de vistd'cldssico, ja que eles s3o
considerados-concéitos essencialmente‘quinticos ?

Assim, apesar dos sucessos da teoria quantica de cam -
pos, achamos valido considerar a teoria classica para tentar
construir um modelo no qual algumas entidades que caracterizam
uma ‘particula pudegsem vir a ser representadas. Por exemplo, co-
mo no modelo k¢4 a solugdo de kink tem uma vis3o geométrica ex -
tremamente simples para representaé tanto as particulas como as
antiparticulas, a idE%a principal & ent3o tentar generalizar 0
kink, para o espago a quatro.dimensﬁes, insistindo em manter es-
ta visio geométrica simples.

Esta linha de raciocinio, apesar de n3o ter sido levan
tado recentemente (Einstein j3i pensava ne]e(l)) tem levado gran-
de niimero de pesquisadores a trabalhar nesta diregao nos 1-
timos'anos(g'gi). Neste espirito, foi construido um modelo clas-
sico, usando-se um campo escalar associado & re]at{vidade ge -
ral que apresenta um caracter de objeto estendido, i.e., com es-
trutura 1nterna(g§), o qual foi denominado de GRK. A solugao GRK
e um modelo tentativo, preliminar, para compreender, do ponto
de vista da teoria cl3ssica de campos, alguns aspectos referen-
tes a uma estrutura fundamental que pode estar intimamente rela-
cionada s particulas elementares que existem na natureza.A idéia
estd baseada, em principio, na solucao de kink que aparece no mo

delo n3o linear A¢4 bi-dimensional (1 tempo, 1 espago) da teoria
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clissica de campos.

0 objetivo princiﬁa1 desta tese & fazer um estudo so -
bre uma generalizagio do modelo A¢4 para 4 dimens@es.

Na tentativa de generalizar a solugao de kink para uma
situagao ‘maisrredtistica (4-dimensbes), depara-se com uma séria
dificuidade. 0 teorema pseudo-virial (Rosen(il)) nao Eermite uma
generaTiéagEo simples, imediata.

Desta forma, a primeira parte desta tese ocupa-se em
apresentar e discutir a solugdao de kink do modelo x¢4 e de que
maneira logrou-se contornar a dificuldade criada pelo teorema
pseudo-virial, a fim de obter a generalizacdo desta solugZsn de
kink.

Estes resultados apresentados na teée'sﬁo uma reyp: odu-
¢ao daqueles obtidos por Kodama(EEX, onde mostra-se que existe
uma saida para generalizar a solugdo de kink através da intrody
¢ao da relatividade geral no.problema; a solu¢io GRK que repre -
senta um objeto com massa.

Um fato importante nestes resultados € que so existe
solugdo no caso. em que a .assinatura do campo escalar & negativa,
i.e,, campo fantasma. Sabe-;e que um campo com assinatura negati
va num modelo, pode. trazer 1nstab{1idade a este. Por outro lado,
como tencicna-se, no futurg, aplicar o GRK para um modelo de par
ticulas & de todo conveniente verificar se ele & estavel. Assim,
juntando o problema do campo fantasma torna-se imperioso estudar
a estabilidade do GRK.

Além disso, aproveitando uma idéia de whee1er(£§), e
interessante verificar se o GRK aprisiona outros campos quandoes
tes passam por ele. Como uma consequéncia imediata temos que

Se o GRK aprisiona algum outro campo pode-se associar, de uma
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maneira simples, as caracteristicas deste campo do GRK.

Portanto, na segunda parte deste trabalho, que & a con
tribuigdo original da tese, estuda-se a estabilidade do modelo
GRK contra perturbagoes radiajs. Estuda-se, também, o comporta-
mento de um campo espinorial neste modelo. ,

Mostra-se que o GRK & estavel, pelo menos em relagdo
a perturbagaés radiais. 0 problema da estabilidade contra modos
mais gerais de pefturbagaes (e.g., deformagdes, etc.) serd obje
to de estudos futuros. Mostra-se, tambem, que o GRK pode apri -
sionar o campo de Dirac. Como consequéncia temos que o conjunto
[("background" do GRK + campo de .Dirac) funciona como um objeto
com massa e com propriedades de espinores.

.Seguindo, entdo, esta linha de trabalho, apresenlare
mos no Capftulo 1, a motivagdo, os conceitos e uma revisio com
pleta de como foi obtida esta solug3o. No CapTtulo 2, tratare -
mos exclusivamente do problema da estabilidade da solugao. No
CapTtulo 3, estudaremos o -comportamento da solug3o quando intro
duzimes o campo de Dirac. E finalmente, no Capitulo 4, faremos

um résumo de toda a tese e discutiremos os resultados.



CAPITULO 1

0 MODELO GRK

1.1 - Motivacd@o ao modelo

A ideia principal de que se partiu, idéntica ao racio-
cinio usado por Einstein, & a de usar o modelo de campo cl3ssico
para descrever as particulas elementares.

Mas uma questao surge imediatamente: Por que campo ?
A resposta mais satisfatoria & porque, do ponto de vista da Meca
nica C]éssica, representar a estrutura de particulas elementares
e algumas de.suas propriedades sd nao era possivel devido 3 pro-
pria 1imitagao imposta ao modelo, tipo particula puntiforme, que
as descrevia. Para podermos comp%eender methor este fato, tome -
mos como exemplo a equagao de movimento para uma particula. Se &
introduzido na Lagrangeana, a-priori, um termo que represente a
massa da particula, a equagdo- de movimento resultante descrever:a
uma particula puntiforme com a massa ja especificada. A primeira
consequéncia disto @ que nao podemos ver qualquer estrutura in -
terna associada a ela, e segundo, que n3ao podemos questionar so-
bre o aparecimento deste termo na teoria; 1isto significa  que a
part?cufa & forgada a aparecer. Em outras palavras, como ji dis-
semos anteriormente, isto & equivalente, no caso do oscilador
harmonico cldssico, como se estivéssemos discutindo o Hamiltonia
no cldssice usando o espectro j& quantizado, tendo em vista que
o valor da massa das particulas & uma consequencia de uma obser-

vagdo quantica. Assim j3 estariamos levando em consideragio um
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aspecto quantico, apesar de estarmos lidando com uma teoria clis

sica.

Sob este ponto de vista, um modeio de campo classico
contorna este problema, pois temos apenas o campo preenchendo to
da.o espaco e a particula € apenas uma_m@njfestagio;desse-campo.
Desse modo, esse modelo & capaz de reéponder questGes acerca do
aparecimento das particulas e n3o estamos introduzindo aprioris-
ticamente nenhum parametro (observavel). Al&m disso, como essa
pért?cu]d € representada como uma concentracdo do campo numa de-
terminada regiido do espago, temos a¥ surgido o conceito de obje-
to estendido no qua} € possivel- analisarmos a sua estrutura in -
terna espacial. Assimf‘a escolha de por que usamos campo ficares
pondida. Este fato &, sem divida, um avango em relagao ao modelo
puntiforme, desde que neste modelo (puntiforme) a particula ja
era imposta e nio podTamos. discutir como ela apareceu e nem t3o
pouco discutir alguma propriedade ligada a um graﬁ de Tiberdade
interna espacial.

A quantizac3o desse modelo de campo devera apresentar
um espectro de massa que, quando obtido, reproduz uma particula
fisicamente observada.

. Infelizmente, um modelo estendido de particulas, baseg
do numa estrutura de teoria cl3ssica de campo Tinear, n3ao & pos-
sivel, pois nio podemos concentrar o campo numa determinada re-
gido do espago para termos esse caracter de particula.

Entretanto, na Hidrodinamica, & conhecido que alguns
tipos de ondas nao-lineares tem a propriedade de concentrar ener
gia numa determinada regido do espago e que se propagam mantendo
essa concentragao (561iton)(g§). Essa propriedade das ondas nao-

-Tineares tem mostrado varias aplicacoes em diversos ramos da



fTsica(gl"ég), inclusive no das paﬁtTcu1as elementares. 0 soli -

ton tem uma pyopriedade muito importante: uma grande estabilida-
de, sendo portanto um bom parametro para um modelo de particu -
Tas. Desse modo, uma saida quase que natural para contornar a di
ficuldade intrinseca de uma teoria linear, seria construir um mo
delo baseado numa teoria classica n3ao-linear de campo.

A ideéia central das teorias n3o-l1ineares. de campos &
olhar para as solugoes cl@ssicas das suas equagles de campo (so-
Tugdes de kink ou sdliton) e construir, ent@o, estados quanticos
em torno delas. Devemos chamar a atengdo para o fato de que ndo
pretendemos diépensar a utilizac3o do formalismo quintico no que
se concerne 3 obtengdo de estrutura de niveis, dinamica de inte-
racao, etc.

Por outro lado, conhecemos do mundo fisico-real a exis
téncia de entidades denominadas antiparticulas. Tais entidades
tiveram origem, historicamente, quando Dirac formulou a sua teo-
ria para o elétron em termos de Mec@nica Quantica Relativistica.
Podemos ver‘que o fato de termos particula-antiparticula estda 11
gado intimamente com o processo de aniquilagao. Isto &, neste pro
cesso, duas particulas, uma antiparticula da outra, interagem e
se aniquilam, transformando suas massas totalmente em energia.
Mas, por outro lado, a relagdo relativistica ni3o quintica, E =
= mcz, possibilita, em principio, a ocorréncia desse processo.En
t3o, cabe a pergunta: 0 conceito de particula-antiparticula & in
trinsecamente quiantico ? 0 objetivo de tocar neste ponto agora
€ salientar que acreditamos que este conceito possa ser analisa
do, usando-se uma teoria n3ao-linear de campo cliassico. Recentes
desenvolvimentos de teorias de campos n50-1ineares(§§—§§) tem

mostrado esta possibilidade, utilizando a topologia.



Na segdo seguinte, mostraremos como as vantagens de te

orias de campo nao-lineares funcionam num modelo tearico simples.

1.2 - 0 modelo A¢4

0s recentes desenvolvimentos de teorias nac-lineares
de campos apresentam um jnteressante ponto de vista sobre a ori-
gem dos espectros de massa e estrutura de particulas elementares.
A maioria deles est3a ligado aos conceitos de 561iton,’v§cuo dege
nerado e solugoes topologicas os quais discutiremos a seguir.

De todas essas teorias, talvez a mais simples delas se
ja 0 chamado modelo A¢4 que mosfraremos com alguns deta*hes e
discussdes. Este:exemplo.foi primeiramente desenvolvide por

(36-38)

Dashen, Hasslacher e Neven , por Goldstone e Jackiwisg) e

tambem por. Poiyakov. Em esséncia & o seguinte:
Consideremos um campo escalar real ¢(x,t) bidimensio-

nal (1 espago, 1 tempo) com uma densidade de lagrangeana

L(x) = % (zaucb)2 sy mie? - Laet (1.2.1)

onde m e A sio constantes. A eq. (1.2.1) tem a forma da equagao
de Klein-Gordon com termo de auto-interagado, mas chamamos a aten

¢do para o fato de que o termo m2 foi trocado para -mz.

Vamos escrever a lagrangeana como

L = JL(.x)dx - J . (g_g)z dx - Vo1 , (1.2.2)

onde a energia potencial V[ ¢ | & dada por



2
vl’_‘¢]=de [‘?(v¢)2-%—¢2+7}¢4:‘ . (1.2.3)
A equacdo de movimento & (dada por)

= = - mP + A5 =0 . (1.2.4)
at ¢ .

Em particular, solugoes classicas independentes do tem

po satisfazem

@ o
&+ 3N

w26 + me - Ae> (1.2.5)

n

e sdo, ﬁortanto, extreimos do potencial.

E claro que o minimo absoluto de V ocorrera para ¢ in-
dependente do espago. Ent3o, a densidade de poéencia] V=~ %n@¢+
+ % A¢4 tem a forma familiar mostrana na fig. 1.2.1 com um maxi
mo para ¢ = 0 e minimos para ¢ = * m/vA .

0 par de minimos degenerados em ¢(x,t) = = m/YX & um
minimo absoluto do funcional de energia potencial. Cada um des-
ses minimos pode ser usado para construir um conjunto de niveis
correspondendo a um vacuo. Fica ent3o estabelecido o .conceito de
vicuos degenerados. 0s estados construidos em torno de cada um
desses dois minimos n3o manterdo a simetria ¢ = -¢ que a lagran
geana possui. ‘Este & um exemplo simples de qugbra espontanea de
simetria.

Para obtermos niveis de energia quanticos desse siste-

ma, partimos dos minimos do potencial encontrados acima. Vamos
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4

V()

m/VA

ke

Fig. 1.2.1 - A densidade de energia potencial classica v(¢) para o campo ¢.

trabalhar apenas no limite 'de acoplamento fraco, i.e., quando o

2 << 1. Claramente, em torno de cada

parametro adimensional A/m
minimo, existe um poco de potenéia1 local no espago de campo. Na
aproximacdo de acoplamento fraco, podemos construir um conjunto
separado de niveis de energia em torno de cada um desses minimos.

i 0s mesmos métodos semi-classicos usados em teorias de

campo d3o a seguinte expressio para os niveis de energia:

4

a -0 Ly Vit (1.2.6)

Evicuo LY Z £

e as excitagdes dos estados mais baixos s3ao dadas por

.4
BN = - Jo L+ ] (N + 3V KZiom? (1.2.7)
k

onde tomamos h = 1, e m2 = kz
coes eikX do operador (-V2+2m2) de V. kn satisfaz condigoes

+2m2 € o autovalor das autofun -

de contorno periodicas knL = 2nm, onde L € a dimens3ao do espago

para a normalizagao.
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A’equagao de movimento independente do tempo, eq.(1.2.5),
tem outras solugGes além de ¢ = * m/vX. S3o elas .

¢(x) = (m/vX) tanh m(x-a)/vVZ = ¢|£f;.‘r)1k (1.2.8)

para qualquer valor da coﬁstante-al Consideremos qualquer uma des
sas solucoes, digamos com a = C, e a chamaremos ¢kink‘ Podemos
notar que ¢y nao.€ um soliton, embora ele- se assemeThe em
forma com a solugao.correspondente da equagdao de Sine-Gordon que
€ um soliton. Na terminologia de equagOes ndo-lineares, Sy ink e
uma onda solitaria, i.e., ela nao tem nenhuma.dependéncia no tem
po num referencial de Lorentz e move-se sem distorgao na forma,
em outros refererciais. Solitons, entretanto, devem satisfazer
mais réquisitps. Por exempio, quando dois sdlitons se aproximam
um do outro e colidem, eles emergem da colisio assintoticamente
sem distorgcdo na forma ou tfocas na velocidade. Ao que sabemos ,

0 drink nao se comporta assim. De fato, c3lculos numéricos in-

dicam(ig) que, apos a colis@o, eles decaem e "irradiam" ondula-
-coes

A forma de ¢.np esta mostrada na fig. 1.2.2.
Fig. 1.2.2 - A solugao estit;ica . 1 Feinic 1

¢kink centrada em

x = 0. : /YA

Numa solugao dp:pa

¢ tende assintoticamente a

dois diferentes valores =m//X! /A

para X + #o, Esses valores

s3o justamente o dos dois

%v
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vacuos classicos. Assim, classicamente, a densidade de energia

do kink & diferente da do vacuo somente localmente, proximo de
x = 0. Sua energia total cldssica difere da do vacuo por uma

quantidade finita, sempre que L+,

“ecl cl .
Exink -_Evac = vE¢kink:[ = V[op 1

s (M2 ( V12 2 1 4
- m- L9 inh WX . nx .1 mx
= l { 5 [a(mx) Ltanh /ZJJ > tanh /Z'+ 7 tanh /?} dx +
-L/2
L/2
4
m
+ J dx vy
-L/2
,ﬂm_s. ) (1.2.9)
-3 X e

A solugdo ¢p.ny 2 também e€stavel classicamente, sendo
vejamos. Expandindo V(¢) em torno de Srink até termos qua -
draticos temos

V() 2

2
[exd 70)% - Br 0% 4} ot

. 2
2 2
= V(bpink) * % J dx n(x) {.-v - m® o+ o3 Ao tanh® '“—’zf} n(x) +

3 A [ 8
+ A J tanh -';—-;n (x)dx + 2 J nt(x)dx (1.2.10)

A
/X
onde usamos n(x) = $=bpink:

As derivadas segundas de V para o kink sio dadas pelo

2+3m2 tanhz(mx//?)} . As autofungdoes e os auto-

operador {-Vz-m
valores desse operador sao calculados analiticamente. A equagao

de autovalores @&
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-v2-n%43m2 tanhz(mx//?i]ni(x) = “izni(x) . (1.2.11)
Usando uma tfansformagio de variaveis de X para

z = mx//2Z, essa equagao torna-se

E' % 32/3112 + U(z)]n].(z) .= e{ni(z) R (1.2.12)

onde €5 = (miz/mz)—z e U(z) = 3(tanh2 z-1) = -3sechzz. A eq.
(1.2.12) & justamente a equag¢io de Schrddinger para uma particu-
la de massa.unitiria’ num pogo de potencial unidimensional U(z).
Este & um problema soliuvel e tem dois estados Tigados, € = -2,

g = - % e sdo seguidos por estados de espalhamento para e > O.

Estas sdlugbes sao

€ = -2 “kf =0 para ny(z) = (coshzz)"1 (1.2.13)
H——% mf:%f mmnﬁﬂ=(%mﬂmm¥ﬂq (1.2.14)
e

1,2 2 2kl ikz 2. . .2

=z K W, =m (-§-+2) para.nk(z) = e " (3tanh"z~1-k"~3ik tanhz).

(1.2.15)

2 ~ s
Todos os valores de Wy sao positivos, exceto

© 2
0
que & zero. Portanto, a solugio de kink & classicamente estdvel
em todos os modos, exceto um, que tem estabilidade neutra. Essa
frequéncia de modo zero pode ser vista como uma consequéncia da
simetria de invariancia translacional da lagrangeana original.

0 fato importante que realgaremos a seguir & que a so-
Jug3o de kink & topologicamente separada dos estados de vicuo.

Podemos confirmar isto, pelo menos de uma maneira heuristica, da
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sequinte forma: Fora de uma regiao finita proxima de x ~ 0, ¢kink
estd no fundo de um dos vales (vacuo) em apyoximadamente metade
do espaco e no fundo do outro vale na outra metade do espaco. Em
contraste, cada um dos vacuos classicos, digamos dg(x) = +m//x,
estd inteiramente nd fundo de um dos vales separados por uma bar
reira de. potencial, veja fig. 1.2.3. Agoraf para converter ¢kink
em alguma excitagio-finitg em torno de 49> nos devemos levar o
campo em essencialmente metade do espago, de -m/vYX a +m//X atra-
vés da barreira. isto requer atravessar uma barreira de potenci-
al, de peso( m4/4k em cada ponto, perfazendo uma barreira total
de % L.m4/4l, que claramente diverge quando L + », Neste senti-
do, ex%ste uma barreira de potencial infinita no espago de fun-
gées separando $rink © %o- Assim, jamais uma solugao de kink
cai num Unico vale do potencial. Esse argumento da barreira de
potencial também nos mostra que esta teoria tem dois v3cuos dege
nerados com espagos de Hilbert.separados, i.e., que os estados
construidos em torno de um dos vales n3o passarao para o outro

vale em qualquer quantidade finita de tempo. De fato,sabe—se(&g)

que esta solucdo também & quanticamente estavel.

b vig)

Figura 1.2.3 - Uma visdo da

densidade de
/ energia potencial v(¢(x))

plotada como uma fungao de

~ e $ para cada x. Essa figura

combina as informagoes con-

% ¢k.1_nk. tidas nas figs. 1.2.1 e
A/ 1.2.2
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Fica flagrante, agora, por que motivo as solugGes de

kink do modelo n50-1ineay de campo A¢4

foram usadas para des -
crever particulas. Primeiro, porque este modelo concentra uma de
terminada ‘quantidade finita de energia, e segundo, pela sua esta
bilidade. ATeém disso, o fato de que a solugdo de kink & topologi
camente separada dos estados de vacuo & particularmente Gtii pa-
ra descrever fermions, pois estes nunca‘decaem para o estado de
vacuo; vimos que os estadgs construidos em torno de Oy ink nio se
misturam com os construidos em torno de cada um dos vacuos, * bg-
Podemos associar, entdo, os niumeros B = 1 para ¢kink e B =20
para os vacuos, que indicam a propria .topologia das solucgoes. Co
mo, pe]é equacido de movimento, as solugoes topologicas de vacuo
nao se misturam coﬁ as solugoes topolagicas $pipk> temos aque B
€ um nimero estritamente conservado. Dessa forma, B & um bem ni-
mero'quEntico e representa a conservag¢ao do numero fermionico.
Goﬁ a id8ia do kink, podemos de um modo bem simpies in
troduzir o conceito de anti-kink, i.e., a antiparticula do kink,
como sendo a solugdo topologica inversa do kink. Notamos que
¢ anti-kink = ~®kink & tambem uma soTucdo estdtica das equagdes de
movimento (eq. (1.2.5)), e que os estados construidos em torno
dessa. solugdo formam um setor topoldgico separado. A solugao
anti=kink nao decai na solug3o de vacuo pelas mesmas razoes debar
reira de potencial infinita discutidas anteriormente. Podemos as
sociar @ ¢, 40 pank © numero B = -1. Um par kink-anti-Kink, as-
sintoticamente separado como mostra a fig. 1.2.4, pode decair pa
ra um estado de vacuo, de vez que B = +1 do kink combinado a B=
= -1 do anti-kink da B = 0 do viacuo. Assim, com esta visdao pode-
mos descrever, classicamente, o processo de aniquilag3ao que era

um dos nossos principais interesses.
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) ™ L.
N /o

-m/YA

Fig. 1.2.4 - Um par kink-anti-kink assintoticamente separados. Este pode ser

pensado como uma excitagao do vacuo em ¢0 = 4m/VX .

1.3 - O Teorema P§eudo-vifial

Vimos, no paragrafo anterior, o modelo A¢4 bi=dimen-
sional (1 espago, 1 tempo). Este modelo nao represénta, obviamen
te, o nosso mundo fisico real, visto que ele @ a duas dimensoes
apenas. Entretanto, infelizmente, uma simples extensao desse mo-
deto para o caso tri-dimensional espacial ndo & possivel. A exis
téncia do chamado teorema pseudo-virial, que foi construido por
Rosgn(il) impede tal extensao. Esse teorema expressa as condi -
gﬁes nio triviais que-as solugdes independentes do tempo da teo-
ria qe campo devem satisfazer, para garantir a existéncia de qual
quer solugao tipo partTcula de energia finita. Vamos mostrar, ex
plicitamente, este teorema.

As solugoes independentes do tempo péra teorias de cam

pos associadas a um principijo de ag3o satisfazem equagoes da for

ma

SE/8f(x) = 0 , (1.3.1)
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onde o funcional de energia E = E[_f(x) ] depende dos campos
(reais e/ou complexos), representados na eq. (1.3.1) pela quanti

dade genérica f(x). Vamos fazer uma decomposic¢io linear de E,

E = {z‘} glw) | (1.3.2)

na qual E(m) e um funcional de “pesb“ w em relagao a trocas

na forma de f(x) devido a dilatagOes espaciais,

glw) - glw) F‘(x):l] = amog(w) P‘()\x)] , (1.3.3)

bara todo A > 0 real. Ent3o, 0 teorema pseudovirial

u
o

.{Z:J}mE(m) E’(x)l (1.3.4)

segue-se imediatamente das equagoes (1.3.2) e (1.3.3), porque a

equagao

]
o

(1.3.5)

‘{é% E [f(kx{]}x=]

g uma consequéncia direta da eq. (1.3.1).

.Cada uma das quantidades E(m)[:f(x) T deve ser fini -
ta, no sentido de dar significado & eq.-(1.3.4) e portanto o teo
rema pséudoviria] aplica-se a solucoes localizadas espacialmente
independentes do tempo, sem singularidades s@rias.

Para o caso de um campo escalar S real, est3dtico e com

simetria esférica a eq. (1.3.4) se torna -

, (1.3.6)
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onde o indice 1 pepresenta a deqivada em relacao a r (coordenada
radial) e < > denota integhagﬁo espacial total.Aqui, Ve a for
ma mais geral de qualquer potencial de auto-interacdo para o campo S.

Assim, podemos ver claramente que, se o termo de poten
cial na eq. (1.3.7) for positivo—definid&, essa equagao jamais
serd satisfeita, desde que o termo <s12> € sempre positivo e
portanto n3o teriamos a solugdo tipo particula.

Neste ponto, temos de récorrer a algumas alternativas
para sanar essa dificuldade. Uma alternativa seria introduzir um
termo de potgncia] tipo negativo-definido que iria satisfazer,en
tio, a equagao (1.3.7). Mas, Kodama e co]aboradores(ig) mostra-
ram que este tipo de potencial levaria a solugdo a ser instavel, .
0 que nEo'séria aconselhavel para um modelo de particulas. Qutra

alternativa seria introduzir outros campos como o vetorial, ien-

i
sorial, etc. Como exemplo, teriamos o monopolo de t'Hooft(ﬁé) da
teoria de gauge. Mas, o teorema pseudo-virial também & uma conse
quéncia, no limite de gravitagdo fraca, da equivaléncia entre a
fonte de energia e a fonte de gravitagao para um campoesca]ar(ii).
Isso sugere que uma ouira possivel alternativa seria a introdu-
¢do da gravitagdo forte no problema, de modo que o teorema pseu-
do—Jiria] fosse alterado permitindo, assim, uma solugao do tipo
particula. De fato, mostrou-se(gi) que existe uma solugaoc do ti-
po kink da equagdo de Einstein-Higgs com uma particular geometria
de espago-tempo. Tal solugdo foi chamada de GRK (General Relati-
vistic Kink), e a seguir mostraremos explicitamente como foi ob-

tida.

1.4 - A Solugio G.R.K.

Em primeiro lugar, vamos obter as equacgoes de campo
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necessirias para o probiema. Para tanto, partimos de uma densida

de de Lagyangeana dada por

kg =(-g) /2 {% R + E[E,us,sgua - V(sZ{]} , com k=8rG/c’,(1.4.1)
onde g € o éeterminante do tensor métrico Iy R & o escalar de
curvatura, S € um campo escalar e a notagdo S,a representa a de
rivada de S em relagdo a coordenada x*. vV & um potencial que des
creve a auto-interacgdo do campo escalar S e que depende soménte
de Sz. € € a assinatura do campo S e assume os valores +1 para o
campo usual ou -1 para o campo fantasma (campo que tem uma densi
dade de energia negativa-gefinida).

Para o caso estatico e esfericamente simétrico, esco -

Themos o elemento de 1inha dado por

ds2

= e2M(dx%)? - &2%(dr)? - r? 4o? (1.4.2)
onde n e o sao fungoes apenas da coordenada radial r.
Junto com a definig3o do elemento de linha,eq. (1.4.2),

as equacdes de Einstein reduzem-se as seguintes equagoes:

np=ers?-a (1.4.3)

2 .2

2ray = e 2 52 4 1 - (1 - erfy) o? (1.4.4)

Spp + (nqmoq#2/r)sy s 2% dvzd(s?) =0, (1.4.5)

onde 0 Tndice 1 significa a derivada em relagao a r.

Aqui, vamos investigar o potencial
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vis?) = 3% (1 - £5%)2 (1.4.6)

onde f e u sdo constantes. Ent3o o estado de vacuo classico do
campo & dado por S = +f~1. Podemos notar que a equacao (1.4.6)
nada majs € do que o termo da.lLagrangeana do modelo A¢4, exceto
pelo termo constante adicional (u2/2f2), que & necessario para
eTiminar a fonte gravitacional para o estado de vacuo cjéss}co
de S..

Para ficar operacionalmente melthor, vamos introduzir

quantidades adimencionais e variaveis tais como:

X = ur (1.4.7)
y=1"fs ., (1.4.8)
q = fhu (1 - 7% (1.4.9)
e
= (F/mdv o (1.4.10)

Nessas variaveis, as equacgses de Einstein eqs. (1.4.3-5)

sio escritas como

y' o+ 2y'/x = -!}(1:y2) vy £ 2(q/x? - exvi]eza , (1.4.11)

q' = ex? (y

£

12g720 4 vy, (1.4.12)

onde a Tinha (') representa d/dx e

2,2

-2 g a/x v=g (1 -y L (1403

e - f

Podemos notar que, no limite de f »+ » com u finito, a
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equagdo (1.4.11) tende ao mode o A¢4 nao (e1atisttico geral.
Portanto, pelo teorema pseudo-virial, nao existe uma solugdo n3o
~-singular que satisfaga as condigcdes de contorno: |y, tendendo i
unidade para x grande e o potencial métrico o sendo finito em to
do o espago. Uma possivel saida seria a de que o segundo termo
no parénteseé do. Tado direito da eq. k1.4.1]) fosse predominante,
pelo menos em alguma regiao do espago. Entretanto, encontrou-se
que apenas a redugao de f para pequenos valores (gravidade for -
“te) ndo & suficiente para ter-se uha_so]ugﬁo consistente se as
métricas sdo.nado-singulares. Mas, mostraremos que solugdes nao -
-singulares estaticas para’y sdo perm%tidas se € feita uma gene-
ralizagdo da topologia do espago-tempo. Conseguimos isto sc admi
timos que eZa pode ter uma sinéu]aridade‘em X=Xg - Por uma sim-,
p1e§ anilise de singularidade, encontramos que uma solucao con -

. - - 2
sistente @ possivel somente se e

%« (x-xo)_1. Isso nada mais
& do que a singularidade do tipo de Schwarzschild. Entretanto, €
conhecido que tal singularidade na métrica n3io implica qualquer
singularidade fisica da estrutura do espago-tempo. Discutiremos
a geometria do espago-tempo implicada por nossa métrica com mais

detalhes posteriormente. Temos que o comportamento de y e q pro-

ximo de x = xg e dado por y = (x—xo)”2 e q = cte , respecti
vamente.
Escrevemos entao
y = vp Z(p) (1.4.14)
~20
e = p E(p) (1.4.15)

onde p = x-xyeZetE sio funcdes analiticas de p proximas de

-
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p=0. Afim de manter a ordem da singularidade, devemos ter
E(0) # 0. . .
Inserindo as eqs. (1.4.14) e (1.4.15) nas eqs.{1.4.11-
-13}, temos
~2
% = p ( - exv)]l -
[ 2f E j%
- o Vg +—Z-+1[Z+ 1 (-3 -sxv)Z‘_l + (ﬁ--Z—Z')
x " E Py ';? : J E X ’
(1.4.16)
' 1 .
E= {1 -?g)/p , (1.4.17)
q = sxz[} (z+202")%E + v] , (1.4.18)
com
=3 (1 - pz%)? (1.4.19)
A exigéncia de analiticidade de ZeEoparap=20 ddo
as seguintes condicgBes .de contorno:
l--——],z—"(-gz-~exv):[ -0 , (1.4.20)
2f°E X p=0
1
Z(o)rzF —-2— (ﬁz - exv)] -
p:
. - -3
'{Z‘+%+%E+£Z(%"CXV)Z'J} =0,
X
p=0
(1.4.21)
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1 .9) -
J1 - =0 . 1.4.22
[ ?X)FQ . ( )

Por uma algebra simpies, obtemos os valores das fun -

¢oes no ponto p = 0, resultando

q(0) = fzxo . (1.4.23)
E(0) = ;10— (2 - exozf"z) , (1.4.24)

e
xof 22%(0) = -26 . (1.4.25)

Desde que )‘(0, no nosso caso, & sempre positivo, conciu
Imos da eq. {1.4.25) que sO existe solucio se € = -1. Assir as

eqs. (1.4.25) e (1.4.24) tornam-se respectivamente
2%(0) = 2 £2 (1.4.26)
0
E(0) = X—‘O (2 + x 2f72%) . (1.4.27)

A primeira derivada de Z em p = 0, Z'(C), & também
calculada da eq. (1.4.21) como uma fungdo de xg e f. Assim, pa-
ra um dado valor de f, as sohigaes ficam completamente determina
das especificando-se Xq- Por outro lado, a condi¢io de contorno
y+1 para x - o forma um problema de autovalor para Xg- Pode
mos notar que, se a.condigao de contorno & satisfeita, a métrica

eZa automaticamente apresenta um comportamento assintotico de

Schwarzschild e%® - (1—2m/x)'1 para X * o, onde m & uma CORS-

tante relacionada a3 massa do sistema. Desse modo, nosso potenci-
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al, eq. (1.4.6§, especifica completamente a massa sem introduzir
qualquer constante de integracdo. Esse fato € para nos, sem duvi
da, de grande im'port:}-ncia como foi abordado no Vtem 1.7%.

As equagoes (1.4.16-18), junto com as condigoes de con
torno para X = Xgs podem ser resolvidas numericamente. Para um
dado valor de f, o valor de Xq para o qu‘a'l y satisfaz a condi -
¢do de contorno no infinito & unicamente determinado. Na. figu-
ra 1.4.1, s3o mostradas tres so1‘ug'6es de' y para diferentes valo-

res-de £, obtidas pof‘ Kodama(é).

Lo

Fig. 1.4.1 - Solugoes de y para £'= 0.77, 1.0 e 1.25 plotadas contra x.

A tipica dependéncia de q, ezn e e-zm sobre x para o

caso f = 1.0 € mostrada na fig. 1.4.2, obtida também for Kodama.
0 valor assintdtico de g, q(«), estd relacionado a mas

sa M do sistema por

M= (5220 (cPrB)al=) . (1.4.28)
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1.0 |
a 2N
0.5
B q
/ e-20t
q (w)
N i N s A L N ) L
0 7 1.0 2.0 X 30
*0

Fig. 1.4.2 ~ A fungao q e as métricas e2T1 e e—?.a plotadas em fungao dz x para
o casd6 f = 1.0. O valor assintotico de q, q(®), define a massa
do sistema.

[q () /f2]1/2

Fig. 1.4.3 - As quantidades [f_zq(oo) ]1/2 e xolf2 plotadas em fungao,de £.
onde q(=) € uma funcao de f. Na fig. 1.4.3, mostra-se o plot, ob

tido por Kodama, das quantidades [_‘_f"'zq(m):[”2 e xolfz contra f.
Notamos que a quantidade Efzq(m) :[1/2 tende- a zero 1i
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nearmente, de modo que q se comporta como q n (f«fo)2 proximo
de f = fO = (0.645. Parece que para f < fo nao existe solugao,em
bora isso ainda precise ser confirmado e so nao o foi devido a
dificuldades computacionais. Agora na quantidade xo/f2 encon -
trou-se qug, para grandes f, Xy se comporta como Xg = 1.3f2.
Uma solugdo analitica de%se modelo foi encontrade por
C]Ement(iiy, no caso limite (p =70, f + 2/w) de um auto-acopia-
mento nulo do campo escalar. Entretanto, essa solugdo limite tem

energia total zero.

0 potencial metrico n pode ser obtido da equacdo

n' =362 Fz"‘ %+ xv) - xy'zj'. (1.4.29)
— X *

Em virtude das eqs. (1.4.20) e (1.4.26), podemos vari-
ficar que.ém n nao existe nenhuma singularidade em x = Xg- Toman

do a condigdo de contorno n{=) = 0, temos que

. - ) -
n=-%fzJ E2°‘ (;Sz+xv) - xy'zidx. (1.4.30)
. X

Por causa do comportamento n3ao singular da métrica ezn
em x = x5, a estrutura desse espago-tempo & diferente daquela da
solugdo de Schwarzshild, sen3do vejamos; O elemento de Tinha pro-

ximo a r = o

xolu tem a forma

2

n-

ds A(dxo)2 - [E] - rO/r)_1 dr? + r24g? ] (1.4.31)

ao invés de

ds2

R

(1-rg/r) (ax%)? - El—ro/r)"]drzﬂ'zdnﬂ,(1.4.32)
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onde A & uma constante (0-< A < 1). Para r >> rgs 0 elemento de
linha tem a forma assintotica

2

ds® = (1-2n/r) (dx®)? - r_(

1 - 2n/r)" 0 dr? 4 r2d92] . (1.4.33)

Apesar da diferenga acima, & fdcil ver que essa geome-

tria espacial ainda exibe uma estrutura topologica similar & pon

"

te de Rosen-Einstein sobre ~uma hipersuperficie tipo éspago x0
= const, i.e., dois espagos assintoticamente chatos conectados
por uma ponte de raio 'ro. Assim, a raiz quadrada da varJavel p
na eq. (].4.14) & equivalente & coordenada u livre de singula-
ridade de Rosen e Einstein, que foi usada para descrever a topo-
10§ia da geometria de Schwarzshild. Podemos definir, mais espe-

cificamente,

ou

Xg + U . (1.4.34)

2 2n 0,2 4u” 2.2

2
(ax? - s (du)? - rldgq (1.4.35)

Desde que e?" e E(p) s3o n3o singulares e nio tem

zeros para 0 < p < =, esse elemento de linha & sempre regular.

Por outro lado, as equagdes geod@sicas radiais sdo da-

das por
d 2n dx
s g =0,
. (1.4.36)
y L2 dr.2
TG DI SN C L
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que se reduzem 3as seguintes equagdes para u = u(s) e x0 = xo(s):

du _ WE -2n _
(gs)” == (e n s
(1.4.37)
0
dx _ e-Zn
ds— .
Das propriedades de e-2n e E, vemos facilmente que

nao existe comportamento singular para as geodésicasﬂ u=u(s) e
x0 = xo(s)‘ As geodésicas dadas pela eq. (1.4.37) conectam anali
ticamente as regides u >0 e u < 0. Assim, cada ponto do espa
go-tempo @ especificado por u ao invés de r. Para um dado r, cor
respondem dois pontos distintos no espago-tempo, i.e., um para
u>0 e outro para u < 0. Tanto o espago u > 0 quanto o0 espa
¢o u < 0 sdo-assintoticamente chatos e s3ao conectados um ao ou
tro pela ponte_dé Rosen-Einstein de raio ry. Entretanto, contra-
rio a'9 caso da solugdo de Schwarzshild, a regidao r < o estd
completamente disconectada desse espago. As geodesicas conectam
o espago superior (u > 0) ao espago inferior (u < 0),mas nun-
ca penetram na regifo r < rg. Aleém disso, a assinatura da varie
dade nessa regido & zero, de modo que ela n3o corresponde ao es-
pago-tempo- fisico. Este ponto & fundamental nesse modelo, desde
que n3o existe nada na regido r < rg nem campo (matéria) nem
espago-tempo, desse modo a solugdo & completamente livre de sin-
gularidades.

Por outro lado, nds observamos que essa soluc3o de cam
po y = v/p z(p) & uma parte de uma funcao inteira y2 = pzz(p) .
A outra parte y = -/p z(p) & tamb&m uma solugio das equagoes
de campo. Tomando o ramo Yy = vp z{p) num espago (digamos,u >0)

eoramo y = -/p z{(p) no outro, temos ent3oc uma solugZo analii-
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tica y = uz(uz) definida sobre a geometria espacial total (- <
< u < +»), Concluimos assim que y = uz(uz) € uma extens3o natu-
ral da solugdo de kink unidimensional usual nessa geometria, co-
nectando os dois estados de vacuo de um espago chato (u + +=) a
outro. (u » -e), através da ponte. Desse modo, vemos claramente
como a introdugdo da relatividade geral alterou o teorema pseudo
virial, i.e., alterou a estrutura do espégo—tempo, delmodo a per
mitir que tenha sentido ter-se uma solugdo de kink indo de #» a
-o num espago fisico real. A solugdo y = uz(uz) nao & somente
um kink no sentido usual, mas & também dobrada na parede da pon-
te.

Devemos enfatizar que a singularidade aparente em eZa
para x =7x0 nao implica qualquer comportamento. singular da geo
metria espacial. Mas, & devida & natureza topologica particular
desse espago, que & completamente n3o-singular em qualquer Tugar.

Com efeito, o invariante de curvatura calculou-se ser

= aByS
T2 Rogys®

2
tfie - Entte)? s Bl o e 5 e s ute? ]
. ’ (1.4.38)

que & n3o singular no espago inteiro (- < u < +w). A singulari-
dade x = 0 nunca ocorre no espago fisico. Esta & a razao por
que o raio da ponte de Rosen-Einstein € unicamente determinado ,
nio introduzindo qualquer constante de integracdo arbitraria ,
quando os dois parametros u e f na densidade de Lagrangeana
original sdo especificados. 0 parametro u-1 descreve a dimen-

sio do sistema e f decide a massa do sistema, exceto pelo fator
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de escala 1| na eq. (1.4.28). Se L

queno (u'l 5 10723

nao &€ extremamente pe-
cm), ent3o o valor de f para dar a ordem
de- grandeza das massas.de particulas elementares (= 10'249) € pra
ticamente fy. Num limite apropriado de vl >0 e £ s es
se modelo cont@m uma particula pontual com uma massa arbitra-

ria M.



- CAPITULO 2

ESTABILIDADE DO MODELO GRK

Um ponto sobre o qual devemos chamar a atencdo & que o
campo escalar introduzido no modelo GRK & um campo fantasma, i.e.,
sua densidade de energia Tocal & negativa:definida, apesar da
energia total do sistema (massa total) ser positiva.

Em geral, os campos fantasmas podem trazer sérios pro-
blemas. Dentre eles, o mais fundamental & a possivel instabilida
de da so'lug?a‘o_.’ Esta instabilidade pode ser criada desde que o
campo fantasma, como ja dissemos acima, tem uma densidade de ener
gia negati\;a-dgfinida, a qual n3do & limitada inferiormente, po -
dendo assim funcionar como um fornecedor ilimitado de energia ao
resto do sistema. Deste modo, & de extrema importancia estudar -
mos a estabilidade do mode1‘o GRK.

Como iremos tratar de solugdes dependentes no tempo ,
para estudar a estabilidade, & necessirio introduzir um sistema
de coordenadas que nao contenha nenhuma singularidade. Isto per-
mite a aplicagdo do m&todo de perturbagao, visto que com qual -
quer singularidade ﬁ"a'o podemos aplicar este méetodo.

No caso de estabilidade contra perturbagcdes radiais

existe este sistema de coordenadas, desde que a singularidade mos
trada em e2°‘ para x = Xg & aparente e a geometria, ela pro-
pria, & n3o singular em todo o espagco. Através de uma transforma

¢do de coordenadas conveniente, podemos colocar o eiemento de 1i
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nha dado pela eq. (1.4.2) na forma

ds2

= e2h(ay0y2 | g% - 12407 (2.1)
onde agora h = h(xO,R) er = f‘(XO,R). Para a mé@trica estatica, a

nova coordenada radial R & relacionada 3 coordenada r por
(dr/dR)Z = o722 | T (2.2)

Vamos agora reescrever as equagoes de Einstein, com es
sa nova metrica, usando a mesma densidade de Lagrangeana, cqua-
¢do (1.4.1), o mesmo potencial eq. (1.4.6) e introduzindo tam-

beém quantidades € variaveis adimensionais

u = R ’
X = Ur s
y = f;S s
T = uct ,
ve (rm?vs §(-yh)?
Assim as equagoes ficam:
G (BB - B s P G ey By L (203)
X 3
Lio - sy = 729y, (2.0)

')ZE e'Zh(x_iﬁ) = X'h'} 4 _]2_ (] '2+X e h) - f-Z(&Ze-Zh + y.z_v)’
(2.5)
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JX-{e"ah(Sc'-iﬁ)—x'h'} R R B e G e I € )

e .

LR (27" -~ h)p - {Y"+.y’ (h" &+ 2%)]7 = -yt (2.7)
J dy

~ondero-pontove a-linha“significdm a derivada*&m Felacdosa T e u,

respectivamente.

0 GRK estdtico satisfaz entdo as seguintes equagbes:

U e I R AR (2.8)
X X .

o 1 L S R A T S AL B (2.9)

X X .
Axr + 5+ 7 + £ - 5232 .y (2.10)
x X
e
o+ (’E‘l + z_il_) - yi_‘_i_z , (2.11)
X dy

onde colocamos barra para as quantidadesbestiticas a fim de dis-
tingui-las das quantidades dependentes do tempo.

Nessa forma, a vantagem do novo sistema de coordenadas
torna-se evidenfe. Todas as quantidades X, ¥y e h s3o fungoes
analiticas de u e n3o cont@m nenhum comportamento singular. Este
fato nos permite resolver numericamente as equagGes com alta pre
cisio(ig).

0 conjunto de equagdes eq. (2.3) a eq. (2.7) & necessa
rio quando queremos, por exemplo, estudar o problema da estabili
dade da solugdo. Aqui discutiremos somente a estabilidade do GRK

contra perturbagdes radiais. Primeiro colocamos
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x(T,u) = X(u) + 8x(tT,u) (2.12)
y(t,u) = ¥(u) + 8y(t,u) , (2.13)
h(t,u) = h(u) + 8h(t,u) , (2.14)

onde X, Y e b sdo solucoes estaticas obtidas antes e 8x, 8y e
8h s3o perturbagdes infinitesimais. Substituindo essas expres -

soes nas eqs. (2.3 - 7) e desprezando termos de ordens mais al-

tas em § , temos

-)?l ] 1 . 2 -)-(-"‘ 1 -2 oo dv
= 8x' + — (1-X'7)8x - S5 8x +—&8x" = f “(¥y'Sy'+y 5 sy)
;2 X ;Z X dy

(2.15)
' -F'ek = FEXY &Y (2.16)

sh' + 2Rteht.+ 2 oxt - By sy = 2672(25 syt + ¥ 95 ay) L (2.17)

3 X ‘ dy?
L BMsi - Frex' - Rish') + b RFex - 5 (1 - B 8)ex -
X X
' -
- A ext = 7% Fray - Y %_,z sy) . (2.18)

e'ZFGS; - FS“V" + (R + 2—f—'-)ﬁy' + y' (sh' - ‘ZT)S_—' sx* +%6x‘)] =
e %2 .

X
d - dv .
===y == & - (2.19)
dy dy

Verificamos, contudo, que as eqs. (2.15) e (2.16) nao
sdo independentes dado ‘que X, ¥y e h satisfazem as eqgs.(2.8-11).

Assim, somente 3 equagdes s3o independentes entre as eqs.(2.15-19),
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visto que a eq. (2.19) (identidade de Bianchi) n3o & independen-

te das demais.

Para investigar a estabilidade dessas perturbacbes ra-

diais, nds procuramos uma solugao de modo normal do tipo

sx(T,u) = e T X(u) (2.20)
sy(t,u) = e T y(u) (2.21)
sh(t,u) = e T H(u) (2.22)

Entio ficamos com as seguintes equagoes:

X' -FX=f2Xy Y, (2.23)

MY 4 2he i eBxn o ZED o pf2

(27'y + 7 45 vy, (2.22)
X dy

Y' e (e By w5 - B x a2y
. . x

X %2
¢ [wle?h o4 (5 dl—z):[v - 0 . (2.25)
b - dy dy

Essas equagoes pbdem ser resolvidas numericamente de
u=20 até_m » quando as condig¢des iniciais para u = 0 sio da -
das. A condic3o de contorno & que X, Y e H s3o finitos sempre
incluindo u -~ . Sob essa condigao de contorno, as egs. (2.23)
e {2.26) formam um problema de autovalor para mz. Se todos 0s
autovalores de m2 forem positivos, ent3o o sistema sera estd -
vel contra perturbagdes radiais e &§x, 8y e 6&h ser3o fungoes

oscilatdrias em t . Ao contrdrio, se existir pelo menos um valor
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: 2 ~ . = -
negativo .para w~, entao o sistema sera instavel contra perturba-

goes radiais .e

8x, 68y e ¢&h serdo funcgoes nao ligadas em T.

Antes de calcularmos os autovalores, € conveniente es-

tudar algumas propriedades analiticas das solugoes. Primeiro, no

tamos que, como as solugoes estaticas

finida sob a transformacgao

e ¥

& fungl3o Tmpar de u, veja fig. 2.1),

X, ¥ e h tem paridade de

u-+-u (x e h s3o fungdes pares

X, Y e H tambem te-

rao umauparidade definida. Elas podem ser classificadas em dois

casos

caso (a): X e H sao pares, Y & impar
caso (b): X e H s3o Tmpares, Y & par.
I‘l| ||||;||-;—r.r—_71||rx| R e it e Bl py
- —
- (b) -
| 0. — 5
L. . 3 i ‘
v . I P -—
LI.L_E’A. PO P N | A Lottt §L_J_’._u<-1 ot Jeia e by s ]
° 0. u
)
R T T g
I
% ok (c)
{=0.5 [~ :
3 AT SN IS T R PRIAT SN T WY AN
! ~5. 0. 5.0 u

Fig, 2.1 - Solugdo estitica do GRK. a) Coordenada radial X como uma fungao de

u. b) Campo escalar ¥ como uma fungao de u. Dessa figura, a propri
edade de kink da solugdo & evidente. ¢) Expoente métrico h como uma
fungao de u. O valor de f & tomado como 1.25.

Para u = 0, devemos ter da eq. (2.18)
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72 ¥(0)
X(0) = - ——2 " _ y'(0) .

1+m2x02e-2h(0)

Podemos entdo escolher as condigdes iniciais

Y(0y =0 ,

Yooy =1 ,
caso (a) H'(0) =0 (2.26)
£ 2x,25(0)
X0 = -
TeuPee 2R(0)
e
Y(0) =1 ,
Y'(0) =0 ,
caso (b) (2.27)
H'(0) = o
X(0) =0

onde usamos o fato'de que as equagdes sdo lineares, de modo que

podemos fixar o fator de escala, e a & uma constante que deve

ser determinada dos valores assintoticos de X, Y e H' de acordo
com as condigoes de contorno.

Por outro lado, como y + 1, ¥' =+ 0, X +u, X' = (1-

const/u), e—zH + (1-const/u), as propriedades assintdoticas de

X, ¥ e H sdo

e«:const.u para

A
n
-

v - (2.28)

sen(const.u+g) para y2 >

v
N
-
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X + const.e™ | (2.29)

H' - const.e 2N | (2.30)
onde. somente os termos mais baixos 'sao mantidos.
Podemos agora calcuiar numericamente os autovalores.

Com 0 auxilio da eq. (2.26) ou (2.27), resolvemos as eqs.(2.23-25)

de u = 0 a ». Analisaremos primeiro o caso (a). Neste caso m2 )
0 ﬁnicoAparEmetro para determinar o comportamento assintdotico de
X, Ye H._Pefa eq. (2.29), vemos que a condigao de contorno para
X & sempre satisfeita. Tem-se que a condig3aoc de contorno para Y
g satisfeita somente para um particular valor de m2 que est3a en-
‘tre 0 e 2, ou wpara qualquer valor de mz > 2. Entretanto, gqual-
'ﬁuér valor finito de mz d3a sempre um valor assintotico positive
dexH'. Isso significa que o elemento da mEtrica perturbado e2H
aumenta exponencialmente em u, de modo que n3o existe nenhum va-
lor finito de mz para o qual as condigoes de contorno s3ao sempre
satisfeitas. Assim, concluimos que a solucdo. para o caso (a) €
proibida.

Temos uma situagao diferente no caso (b). Aqui, exis -
tem dois pardmetros para determinarmos o comportamento assintoti
co de X, Y e H, que s3o mz e a . A condigao de contorno para
X & sempre satisfeita também. Para w? <2 a fungao Y satisfaz
a condigdo de contorno para um Unico valor de o, digamos a1(w2).

2

Para w“ > 2, Y & oscilatdria em u, satisfazendo a condigdo de

contorno independente de & . Por outro lado, o valor assintdtico

de H' deve ser zero, e isso ocorre para um Unico valor de a, di-

2

gamos az(mz). 0 autovalor w“ & obtido ent3ao da seguinte condi

gdo:

u1(w2) = uz(mz) (2.31)
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Na fig. 2.2, ilustramos al(wz) e uz(mz) para f=1.25.
Assim, os autovalores sao 0 e qualquer, para w < 2 e w>2
respectivamente.

0 autovalor nulo & consequéncia da invariancia transla
cional da solugio estdtica, visto que na sua construgdo permane
ce um grau de liberdade para fixar a origem da coordenada u. Por
tanto, as eqs. (2.8-11) sSo invariantes sob a transformagao u +
+u' = u+const. Sob esta transformagdo, as solugles estaticas sao

o T | T ol

1 | 1 ]
0. _ 1. 2. o

Fig. 2.2 — Plot das fungoes wl(a) e wz(a) no plano o~w para f=1.25. O autova—
Tor discreto & obtido da intersegdo das duas curvas, i.e.w= 0. Pa

ra w > 2 os autovalores sao contInuos.

deslocadas na coordenada u, mas permanecem invariantes na coorde
nada r. Tal transformagdo & uma espécie de transformagao de cali
bre do tensor métrico. Para w2 = 0, as fungoes X, Y e H satis-
fazem as mesmas equagBes de condigcies de contorno para X', y' e

h', respectivamente.



-40-

Assim concluimos que

X = ex* ,

Y = ey' (2.32)
e —

H=¢h' ,-

onde & & uma constante infinitesimal. As solugdes perturbadas sdo

X(T;U) = X(u) + eX'(u) = X(u+e) ,
y(t,u) = ?(u.) + ey'(u) = y(u+e) (2.33)

h(t,u) = A(u) + eh'(u) = A(u+e)

mostrando que o autovalor nulo de m2 corresponde as translagoes
das solugoes estaticas em u.

Vimos assim que o modelo GRK € estavel, pelo menos em
relagio a perturbagoes radiais.

ngemos chamar a atengao para o fato de que essa esta-
bilidade contra perturbagﬁes radiais n3ao implica uma estabilida-
de total do modelo. De fato, outros modos de perturbagoes devem
ser estudadas tais como deformagdes, etc. O estudo de tais mo-.
dos estd em andamento.

Para terminar este capitulo, vamos fornecer algumas im
plicages fisicas do modelo GRK. Vimos que a solugao GRK tem a
propriedade de kink e que ela e estavel pelo menos em relagao a
perturbacoes radiais. A sua estrutura geométrica @ essencialmen
te vista como uma ponte que.conecta duas folhas de espagos assin
toticamente Minkowskianos. Na regi3o assintotica de uma das fo-
lhas, o GRK comporta-se como uma concentracdo de massa. Como es-

sa geometria & completamente nao-singular e as linhas geodeésicas
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conectam analiticamente as duas folhas do espago, um sinal de
luz pode passar através da ponte. Em gefa1, qualquer egpécie de
fluxo de.camdo pode passar através da ponte de um lado ao outro
das folhas. Desse modo, sempre que a corrente de fluxo for local
mente conservada, por definig¢do, a existéncia de tal ponte para
um observador numa das folhas aparece como uma fonte ou sumidou-
ro do fluxo de campo. A1§m‘dis§o, nesta visio, a corrente de cam
po definida numa das folhas tem necessariamente o sentido contra
rio quando observada na outra folha. Nesse aspecto, uma ponte com
uma corrente de campo passando através dela & vista em uma das
folhas como uma pa}tTcu1a com a massa do GRK e com a carga cor -
respondendb a corrente, ao passo que ela & vista na outra folha
como a sua antiparticula.

. Este esquema na verdade n3ao & novo, como ja vimos, e
foi primeiro introduzido por Wheeler na sua interpretagdao geomé-
trica da carga e]étrica(ﬁz’igo. Vale ressaltar novamente- que o
modelo GRK & um pouco diferente do de Wheeler, desde que aqui o
camﬂo escalar gera automaticamente a estrutura topoldgica part%-
cular do espaco~tempo. A existéncia de um GRK estidvel nos sugere
uma possibilidade interessante de generalizar as idé€ias de Whee-
ler. 0 fato-& que podemos supor que nosso universo & composto de.
duas folhas de espago conectadas por varias pontes. Essas pon-
tes sio caracterizadas como particulas ou antiparticulas, depen-
dendo da corrente de campo bem como da sua diregdo ao passar
através dela. As correntes de campo circulam de uma ponte a ou -
tra satisfazendo a conservagdo local de correntes. Assim, a La -
grangeana n3o contém nenhum termo de fonte para esses campos.Tal
abordagem, pelo menos ao nivel cldssico, deve fornecer um mode-

lo de campo de particulas elementares Jivre de singularidades,
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incluindo o conceito de antipattTculas.

A ideia de que pelas pontes podem fassar correntes de
campos levou-nos a pensar na possibilidade de que o GRK pudesse
confinar essas correntes no sentido de termos, associadas ao GRK,
‘as propriedades relacionadas a estas correntes. Com esse objeti-
vo, introduzjremos nesse "background" do GRK o campo de Dirac ,

que discutiremos no capitulo seguinte.



CAPITULO . 3

0 CAMPO DE DIRAC NO "BACKGROUND" DO GRK

Basicamente, existem duas propostas de continuacao de
trﬁba]ho no capitulo anterior. A primeira delas & que o GRK pode
fazer o-papel de aprision}dor de outro qualquer campo, por exem-
plo, o campo espinorial ou o éampo eletromagnético. A principal
consequéncia. disto’ & que podemos, ao nivel classico, associar as

proprie&ades desses campos, por exemplo o spin, ao GRK. A segun-
‘ da proposta é.qde, se tratamos esses campos como fluxo de corren
tes, podemos, dependendo do sentido deste, representar tanto as
‘ particulas quanto as suas antiparticulas, tamb&m classicamente.

.A fim de‘estudar_estas propostas, utilizaremos o cam-
po espinorial (Dirac) e o introduziremos no "background" do GRK,
na esperanga de obter um modelo cldssico para particula que te-
nha a propriedade de spin 1/2. Desse modo, devemos tratar a equa
¢do de Dirac num espago-tempo curvo. Uma brilhante introdugao a
esse tema esti‘coptida no trabalho de Brill e Wheeler(®2) . para
outras referéncias sobre esse_tﬁpico ver I. Soares(ég’él).

Sabemos que a conexao fundamental entre espago e spin
& feita através de um campo de matrizes y de Dirac que satisfaz

a relagdao de anticomutagao .

Y+ vty = 2gt (3.1)
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para cada ponto no espago, onde g"¥ & o tensor métrico e 1 & a
matriz unitiyia. Vemos que este campo de matrizes constitui uma
E]gébra de Clifford associada 3 métrica g"’.

A definigio de y” dada pela eq. (3.1) pode ser sempre
preenchida. por uma combinag3o linear das matrizeg Yy da relativi-

dade especial. Estas sao matrizes constantes que satisfazem as

condigoes

+ % = 2n¥V (3.2)

onde . q"Y &0 tensor métrico no espago-tempo Minkowskiamo. Assim,
para cada ponto x no espago-tempo, & possivel transformar das co
‘ordenadas gerais ‘x" para um sistema X¥ (tetrada), cuja métrica &

Minkowskiana para cada ponto:

dx¥ = a¥ dx¥ , dx* = bB“de

Entdo a eq. (3.1) & satisfeita por

TR TR
Y—baY . (3.3)

Para as matrizes de Dirac constantes, usaremos uma represen -

tagio(éé) _onde

com

~0.,2 -
(YO) =-(Yk)2=11 ,» k=1,2,3
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1 0 (o0 ok
~0 ~k |
Y = 3 Y =
lo -1 l-ok 0
COn:I
0 1 fo -4 1 0
ol = H 02 = . H 03 =
1 ) Ui 0 0 -

A assinatura da métrica- & tomada igual a -2.

A principal caracteristica do formalismo matemitico
aplicado a espinores g a definigdo-de diferenciagio covariante,'
que € a génera]izagio natural da diferenciagao covariante de ani
lise tensorial. Isto & feito.para‘que a derivada de um espinor
mantenhé.seu cégéter espinorial apos ter sofrido um desiocamento
paralelo. Assim,.emladigﬁo aos simbolos de Christoffel usuais ,
{J;}, formados da métrica g"’, & necessdrio introduzir quatro ma
trizes r, de 4 x 4. Essas matrizes sdo nada mais do que as afi-
nidades espinoriais e s3o comumente conhecidas. como coeficientes
espinoriais de Fock-Ivanenko. Dessa forma, a derivada covarian-

te de um espinor & dada por

Vo= (0T (3.4)

onde 9 = 3/9x" & a derivacdo normal.

Com isso, podemos escrever a equagao de Dirac:
Py - + i =0 , 3.5
YO8 T )0+ dmpy (3.5)

onde my & um parametro.
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No caso em que a geometria & esfericamente simétrica e

estatica, temos

2n

e 0 0 -0
0 -e2% 0

S T 0 -r2 0 ’ (3-8)
1] i} 0] -rzsenze

onde 'n e o sdo fungbes apenas da coordenada radial r.

Aqui'as coordenadas sao x0 = ct, x] =r, x2 =0 e x3=
= ¢. A fim de escreve} a equacdo de Dirac nesta métfica, nos es-
colhemos um campo de matrizes y do tipo da eq. (3.3). Duas esco-
lhas’ para essas m;trizes sao simples: (1) escolhemos os eixos de
tetrada paralelos aos‘eixos r, 8 e ¢ em cada ponto, de modo que
as mafrizes y? desejadas sao expressas, em termos das matrizes
de Dirac constantes ?“, para um sistema de coordenadas cartesia

nas, pelas formulas

-f~ - 152 -z
Y°=e"70,v]=e“71,vz=r1Y ,Y3=(Y‘5€ne)1Y3

ou (2) escolhemos os eixos de tetrada paralelos a algum sistema

de coordenadas retangulares:

0 -n~0
v = ey ‘
Y1 = e"%(sensd co;¢§] + send sen¢yZ + cose73)
(3.7)
Y2 = r‘](cose cos¢?1 + cos® sen¢?2 - sene§3)
y3 = (réene)-1(—sen¢§] + cos¢§2) .

As duas escolhas conduzem 3 mesma equacao radial, mas
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a uma dependéncia diferente das componentes da fun¢3o de onda
espinorial sobfe os angulos. Vamos mostrar os calculos explicita
mente para a escolha n® (2).

Priﬁeiramente temos que calcular os coeficientes de

Fock-IvanenkO‘ru. Temos que a expressao explicita para esses coe

ficientes e dada por(él)

- 1 o - o _ P o, _ o
ry= AT - g [P0, (0,0 - (0 ] (38)

onde Au & um campo vetorial real arbitrdrio. Podemos tomar Au =0

sem perda de generalidade(§l). 0s {JZ} sdo os simbolos de Chris

foffe]l Com a métrica dada pela eq. (3.6), os Unicos simbalos ndo

. ~ . 1 -1 T 1 2 2 3 3 0

nulos sdo: {91 {551, {331 {Hohs 50, {33}, {43} {53} e {4}
Devemos notar que

O=r0.

{uu} ‘au}

Explicitamente temos:

Py . 1 4PA -
{ua} =7 ¢ (glu,a + Ina,u guu,k)
pA

mas.como g tem -somente elementos ndo nulos na diagonal pode-

mos reescrever os simbolos de Christoffel por

1 1 9 ] ]
{p}= — (=g + —<_gq - —Z2—a ). (3.9)
na 2z Gpp ax® PH T yH Cpa T 5P o

Assim

{'1]1}=°" ; {2]2}””*-2“ ; {3]3}="‘e_2°‘senze ; {0]0}=n'32(“'°‘) ;

{1%}=r_1 H {3%}=-sen9cose 3 {1%}=r'] H (5%}=cotge e {1%}=n'
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Introduzindo essas expressoes na eq. (3.8), obtemos os

coeficientes de Fock-Ivanenko que s3o:

1 .

Tg = =51 en_y(senacos¢?o§] + senesen¢§0?2 + cose?0?3) (3.10)

Py =0 (3.11)

Iy = 5.(e7%1)(coso¥'7° + seng777) (3.12)

e -

Ty = % (1Te'“)sene(sehe?1?2 + cosesen¢?1?3 - cosecos¢?2?3).
(3.13)

Podemos agora escrever explicitamente a eq. de Dirac ,
eq. (3.5):

EYO(QO-FO).+ Y (2-Ty) + ¥R (3,Ty) + v (5yry) ¢ im]w =0 (3.14)

Mas, temos que

2(0g-1g) = e 70, + I n e™%(e,..¥) (3.15)
1 ~a =

Y (31-r1) = e (en-v)a, (3.16)
2 1 ~ 1, -a ~

Y (35°Tp) = = (e5.¥)3g + 5 (e77-1)(e,.¥) (3.17)

¥} (23713) = oo (eg¥)3y + 21 (7% 1)(e, %) . (3.18)
onde

senecosqﬁ‘(1 + senesencﬁ2 + cose§3

—
[
-
=1
~—
I

cosecos¢§1 + cosesen¢§2 - sene73

—
[i:]
@
=)
~
It

-senqﬁ1 + cos¢?2.

—
o
E=3
-
~—
n
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Assim a eq. (3.14) torna-se:

-n-=0 -a, = a1 = 1 =
{e Yog + e (e?'Y)aﬁ + ?(ee.y)ae * Ysend (e¢.x)a¢ +

+ [% n'e™® + % (e'“-]i](er.§) + 1mD } y=0 {3.19)

Estamos interessados na equacac radial. Dessa forma,de
vemos melhorar a equagio acima do seguinte modo.

Vamos tentar primeiro separar a parte angular. Para is

so, fazemos

n=0. - —d = - 1= 1. -
{e Y3+ (e T-1)¥pa, + Y3+ ¢ V6% * Fseno Yoy *

—_
L
(o]

+ [‘7 n'e % ¢+ ¥ (e'“-n];‘r + imD} v {3.20)

onde

Y

(e.-3) -

<
@
n
—
™
@
-
-~
1]
<
R
1]
—
™
<
<
~—

Assim, temos

(3.21)
mas
eV = 7P
= 17 awp
o
= i70(-10,3,+ 1 - a-@) (3.22)

<t -3

r
Ypdp r © e
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onde usamos
==~ ?50,

Substituindo a'eq; (3.22) na eq. (3.21) obtemos:

5|

-n-~-0 - -~ - - ~ s
{e ny 3 + e aYrar - Yru-Z + [% n'e % 4 %(e a-]{]Yr+1mD} yp =0

(3.23)

Podemos colocar esta equacdo na forma HY = Ey, resultando -

-n=0 o - 1 -, 1,.- - .
e "o = - {e %%, % Ypool + |z n'e”® + Z(e a"li]Yr+1mD} ¥
J

(3.24)

Multiplicando ambos os membros da equagao acima por i e fazendo

algumas substituigdes temos

s .~ - 1 1 - 1 ~0 1, .- ~0
ie nao¢ = TY5GT [E‘aar tEtyw n'e & T K + F(e uf1i]w+mny P

(3.25)
onde
70K = 0@+ 1
e padémos notar que o operador K carrega toda a parte angular e

satisfaz a Ky = Kw(gg).

Usamos o ansatz

K) o + mp7le (3.26)
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Escrevendo
u
GXK

T
L1FX -

e observando que o operador 1?50r atua nos espinores da seguinte

forma,
i?SGrXE = _XEK
1750PXBK = —XE

e tomando tambe&m a forma explicita de ?0, obtemos finalmente as

equagdes.radiais, que sdo:

de -

46 _ g0 E Kg 4 (Ee™" mD)F:l (3.29)
e

dF .. - '

F = e® if. F - (Ee”" - mD)G:l . (3.30)

‘Para estudarmos estas equagoes na geometria do GRK, &
conveniente efetuarmos primeiro uma transformagiao de coordenadas
para um sistema de coordenadas que descreva a geometria do GRK

sem singularidades,

(dr/dr)Z = e 2%

e utilizaremos as variaveis do capitulo anterior.
Dessa forma, podemos reescrever as equagoes radiais

(3.29)7e (3.30) como se segue:

ds . l’: K4 (Fe+ ED)F] (3.31)
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& - ]:5 F - (Ee™" HD)G:[ . (3.32)

onde ﬁD = mp/u, T = E/u dado que u = pR e x = ur.

Notamos que as eqs.” (3.31) e (3.32) s3o bastante simi-
lares. ao conjunto de equégﬁes radiais da equac¢do de Dirac usu -
al, num campo central(ég). Esta semelhanca torna-se mais expiici

ta se reescrevermos estas equagoes na forma
dG K - = -
H:{-?G+E+mD-E(1-en)]F} (3.33)

g - { KF - |% - Wy - EO1 - e'")]e } , (3.A34>

onde o potencial central &

V(r) = E(1-e” M)

0 fator (1-e-") representa o potencial gravitacional
atuando sobre o campo de Dirac, cuja densidade total de massa &
E.

£ de todo conveniente Tembrar que x = x(u), e que a
regido da varidvel u se estende por todos os espagos das duas fo
Thas (-» < u < +» e ndo de 0 < u < +=) e portanto Xg £ X < +o.As
sim, as eqs. (3.31) e (3.32) formam um conjunto de equacées dife
renciais completamente n3ao singulares em todos os espagos. Isto
ratifica a afirmagao, do capitulo anterior, de que o campo atra-
vessa a ponte criada pelo GRK sem sofrer nenhuma singularidade.

0 campo gravitacional gerado pelo GRK so localiza o

campo de Dirac, em torno da ponte, se existe uma solugdo ndo sin
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que satisfaga a seguinte condigao de contorno:

|6 e [F] ambos < = para ju} + e , (3.35)

para as equagdes (3.31) e (3.32).

Dessa forma, as egs. (3.31) e (3.32) mais a condigao
de .contorno, eq. (3.35), se compdem num problema de autovalor pa
ra E.

E th], para resolver este problema, analisar algumas
prbpriedaées das.solugoes. Sabemos‘que as propriedades assintati

cas da solugdo estatica GRK sio:

x =+ ju]

e para (ul > =

e "> ]

Além,disso; x(u) e RUIC) IR fungdes pares, i.e.,
x(u) = x(-u)
e"nlu) _ gmn(-u)

Desse modo, podemog obter a forma assintdtica das eqs.(3.31) e

(3.32) que @

%: (E + mp)F (3.36)
e
dF = (E - W6 (3.37)
ou
* ﬁD-f u

G,F v e (3.38)



-54-~

Portanto, para E > ED’ a condi¢do de contorno equa -

¢do (3.35) & sempre satisfeita e o espectro de E & contiruo.En

tretanto, para E < HD, temos que encontrar um valor de E tal

que satisfagca, simultaneamente, a

.. - —D—fz u
G,F v e para u + 4«
o
+V ES-T-_'Z u

G,F v e para u - -

Antes de procurarmos os autovalores de E,

(3.39)

(3.40)

vamos ver

como se comportam as fungoes G e F com a transformacio u + -u.

Sejam, ent3o, G(u) e F(u) solugdes e por definigdo

G(u)
F(u)

G(-u)
F(-u)

]

As fungdes G&G(u) e F(u) satisfazem as

equagdes
dé _ k % - = \B
du = X G - (Ee N mD)F

+ (Ee™" - ED)E

=
b
1
x|
n

seguintes

(3.41)

(3.42)

Dessa forma, notamos que G(u) e F(u) satisfazem,por

meio das eqs. (3.41) e (3.42), as equacgdes (3.31) e (3.32), se

fizermos a seguinte troca:

mi

G >

[)]

F
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com ﬁb +ﬁ.—ﬁD. Esta troca esta relacionada com a conjugagao  de
carga, embopa n3o possamos afiqmag conclusivamente tal fato sem
a introdugdo do campo eletromagnético no problema..

Finalmente, vamos procurar os auto-estados para o nos-
so problema. Por simb1icidade, procuramos solucoes somente para
0 estado fundamental, no caso « = 1. Para o caso k < 0, encontra
mos os mesmos autovalores do caso k¥ > 0, porque a substituicgdo

k + -k & equivalente a transformagao

(y + -u
G + -G (3.43)
(F ~ F ,

que obviamente n3oc altera o espectro de E.

_ Temos que G(0) e F(0) 530 as condigoes iniciais para
as'equagaes.(3.§1) e (3.32). Como estas equagBes sio Tlineares ,
podemos escolher, sem perda de generalidade, um valor finito pa-

ra qualquer uma dessas condigoes iniciais. Assim, tomamos

G(0) = 1 . (3.44)

Esta escolha altera apenas a normalizagdo das fungdes
Fe G.

Deste modo, ficamos com dois parametros, E e F(O), a
deferminar, a fim de encontrarmos o autovalor para o estado fun-
damental.

Das egs. (3.31) e (3.32), & facil mostrar que, se a
fungdao G(u) tende a um valor finito para u > +», isso implica
que.também a funcdo F(u) tende a um valor finito quando u -+ +o,
Do mesmo modo, se a fungdo G(u) diverge quando u » +», a fungao

F(u) também divergird para u + +=. Assim, n2o existe a possibili
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dade de encontyarmos, para u > 4=, uma das fungOes convergindo e
a outra dive(gindo. 0 mesmo acontece com as fungdes G(-u) e F(-u)
quando u + -=. Mas, mesmo que exista um valor de F(0), para um
detéfminado valor de E, tal que as fungdes G(u) e F(u) tendam
simultaneamente a um valor finito quando u + +», isto n3ao neces-
sariamente inmplica que as.fungoes G(-u) e F{-u), para este par
.de valores F(0) e E, tendam, ao mesmo tempo, a outro valor fini-
to quando u > -o, tntretanto, esperamos que exista um determina-
do valor para F(0), quando u -+ +=, tal que, para um dado E, as
fungbes G(u) e F(h) tendam a um.valor finito. Obviamente F(0) &,
neste caso, uma funcio de E. Designaremos tal fungdo por Fg(f)

Por outro lado, esperamos que exista tamb&m uma outra fungdo, di
gamos F?(f), tal que as fungoes G(-u) e F(-u) tendam a um valor
finito quando u + -». Deste modo, se existe um autovalor para E,

este serd dado pela seguinte equagao:

Fg('E") - Fo(E) . (3.45)

De fato, existem solugdes para a eq. (3.45) e mostra -
mos um exemplo, na fig. 3.1, para os casos ED = 1. e 10., com
lk| = 1, onde a geometria de GRK foi escolhida no caso f = 1.25.

As curvas FS e F?

podem se cruzar varias vezes. O primeiro
cruzamento fornece o autovalor de energia para o estado fundamen
tal. Os outros cruzamentos, at& o valor E = ED’ dao os estados
ligados excitados. Na fig. 3.2, mostramos as funcOes de onda cor
respondentes ao estado fundamental (para k = 1) da solugdo da fig.
3.1 no caso de ED = 1. Na fig. 3.3 mostramos as fungoes de onda
do estado fundamental da fig. 3.1, no caso de ED =1, para k=-1.

Aqui, as transformagdes dadas pela eq. (3.43) ficam evidentes.
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(E)

2

¢

=1,

m

ot

e

N

o+

=3

: (] ]
o o
—

E/'r&D

1.0

0.5

: . - 0 0 ~ . -
Fig. 3.1 - As fungoes F_ e F_ plotadas em fungao de E/mD. Para o caso m,=

= 10., aparece um exemplo tipico de estado ligado.
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ED= 1.0

=1

10. u

~10.

Fig. 3.2 - Fungoes G(u) e F(u) correspondentes ao estado fundamental com: mp=
l.0ex=1.

F (u)
-10. 0 10. u
x‘n‘D'= 1.0
k= -1
G (u)

Fig. 3.3 - Fungoes G(u) e F(u) correspondentes ao estado fundamental com: =
=1.0 ek~ 1.
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Encontram-se que as solugles para a eq. (3.45) existem

somente até um determinado valor minimo de my, mg1n (ver fig.3.4).
Este Timite & mg1" = 0.65. Isto pode ser explicado em analogia

com o problema de se encontrar um espectro de niveis de uma par-
ticula de massa m, num pogo de potenciai. 0 fato & que, 3 medida

. =
Fig. 3.4 - Grafico de E em uni E/my

des de m
dades de versus 1.0 L

ED' 0 valor de mgln encontra~
do foi de = 0.65.

que a massa m vai diminuin

do, devido ao aumento de

-

sua energia cin@tica,os ni

veis vdo se deslocando pa- min

ra cima, eliminando aque -~

0-5 y'%6s5 =
les de energias mais altas: Ty

Para _um determinado valor de m, desaparecem todos os estados ex-
citados, inclusive o estado fundamental. Isto & exatamente o que
ocorre no nosso problema, pois o parametro ED funciona como uma
massa m. )
. Para ED > mgin’ o GRK pode localizar o campo de Dirac
em torno da ponte. Assim, podemos interpretar tal configuragao
_como sendo o de uma particula com propriedades espinoriais. Te-
mos de lembrar que a massa desta particula € dada pela geometria
do kink, e nao pelo termo mp da equagdao de Dirac. Isto & porque
estamos tratando o campo de Dirac no "background" do GRK, conse-

quentemente este campo nao deve alterar a geometria.

Para ser consistente com o "background", temos que ter

mp << Myink
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ou, utilizando a eq. (1.4.28) e my = mp/u,

3 -2
[+ f “q(=)
My << ﬁGuz 2 " (3.46)

0 lado direito da eq. (3.46) assume qualquer va]or(gé)
quando - f +—f0 = 2/ e u—1 + 0. Desta forma, escolhendo f = fo
e .U apropriadamente, podemos tornar o lado direito da eq. (3.46)
praticamente infinito, sem fazer nenhuma restrigao a ED. Assim,
pgdemos ter um modelo de uma particula, cuja massa & dada pelo
GRK, possuindo propriedades espinoriais. Isto, obviamente, fica
consistente com o fato de termos usado o GRK como "background".
Entretanto, para f um Qbuco afastado de fo, por exemplo fig. 3.1

onde f = 1.25, o valor de 1 que fornece a massa do kink da ordem

de uma particula elementar & yu > 1056cm. Neste caso

ED << 10747 ,
que & praticamente zero. Ent3o, mw, < m"'" o portanto esta fora
D D
da regifio onde encontramos as solugoes.,
E interessante notar que, se W, = 0, existe uma ou -
D

tra possibilidade de se obter uma solugio finita e estatica (E=0)

das eqs. (3.31) e (3.32). Estas equagbes tornam-se

E.-xq (3.47)
e
&ke (3.48)

As eqs. (3.47) e (3.48) tem como solugdes



-61-

d
Tk 0 x(ﬂi
~ G(u) = G(O) e (3.49)
¢ U dy
K JO x(u)
F(u) = F(0) e (3.50)

Temos que, para [u] >> 1, x{u) ~u e as eqs.(3.49)

e (3.50) ficam

w
—
=
~—
it

6(0) u™*

-
—
=4
~—
it

F(o) u®

Para |k| = 1, as fungdes g = % G e f = % F s3aoc fini

tas para -o < yi< +o e tem a forma mostrada na fig. 3.5a e 3.5b.

g(ﬁ)

L
~\\\\\\\\ £ ()
0

“ u
a) para k= 1

£(u) 4 /
~

b) para k= -1

g(u)

Fig. 3.5 - As fungoes de onda g(u) e £(u), no caso 'TTLD =0, para: a) k =l e
b)) k= -l.
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Como as fungoes g(u) e f(u) tendem a valores constan-
tes quando lu! = , podemos reinterpretar estas solugoes. Isto
& feito deslocando o vacuo do campo para estes valores.Desta for

ma, as fungdes de onda fisicamente observadas s3ao dadas por

- 9(W e = g(u) - g

. “vac
e

Flu)gps = FU) = Foc
onde |

Jyac = ll: g(u)

fyac = llz fu)

A renormalizagdo acima n3o trard nenhuma inconvenien -
cia para um observador que estd numa das duas folhas. Ele obser-
vara uma particula de massa Mgrg> Possuindo propriedade de spin
1/2, concentrada na regiao da ponte.

Entretanto, sob o ponto de vista da consistencia da nos
sa teoria, este tipo. de solug3o contém uma dificuldade, mesmo com
a renormalizagio do vicuo. Isto porque um campo constante esten-
dido em todo o espago fornece uma contribui¢io infinita a ener -
gia total do sistema, e isto logicamente contradiz a ‘idéia de

"background".



CAPITULO 4

CONCLUSOES

A solugao GRK (General Relativistic Kink) & uma exten-
sdao natural do modélo Ab4, para o espago tridimehsiona]. ﬁesta
tesé,'é demonstrada a estabilidade do GRK cohtra perturbacoes
radiais. Para garantir a estabilidade deste mpde]o, € necessario,

_gnfretanto, estuda-la .contra perturbacoes de qua]qder tipo. Este
estudo estd em andamento.

Resolveu-se a equagdao de Dirac na geometria do GRK e
mostrou~-se a existencia de solugbes localizadas. Tal sistema ( o
GRK mais o campo de Dirac) pode servir como ponto de partida pa-
ra um modelo classico de particulas, cuja massa & dada pela geo-
metria do kink, com propriedades espinoriais. Nesta visdo, consi
deramos que o campo escalar determina univocamente a existencia
das particulas. Isto &, o campo escalar cria a geometria, ao fu-
rar o espacgo-tempo, e todos os outros campos que atravessam esta
geometria gerada por ele transmitem as suas proprieda&es ao GRK.

Por enquanto, o modelo GRK est3d l1imitado ao caso esfe-
ricamente simétrico e estitico. Entretanto, para apiicd-lo a um
modelo mais realistico de particulas elementares, serd necessa -
rio um estudo sobre a dinamica deste modelo. Um primeiro passo se
ra, por exemplo, a solugio do problema de dois corpos. Outro se-
ra a iﬁtrodugﬁo de diversos tipos de intera¢oes com outros cam-

pos, e de que forma estas interagdes atuam.
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A vis3o que fotnecemos sobfe o papel desempenhado pelo
campo escalar e pelos outros campos dd consist@ncia ao fato de
tomarmos os Gitimos no "background” do primeiro. Mas, sera de in
teresse verificarmos se algum outro campo, além do escalar, gera

este tipo de geometria, ou se necessariamente esta geometria tem

de ser gerada pelo campo escalar.

Todos esses problemas serao alvo de estudos futuros.
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