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O grau de aproximagac do Método Variacional da Mecani-

ca Estatistica & testado em duas familias distintas de oscilado-

2
res anarmonicos classicos (H = gﬁ + bxzn; n==3,2,3,... &
2
H = %ﬁ + bx2 + cx4) através do calor especifico, da energia 1li-

vre e da frequencia média de oscilacdo, cujos resultados,exatos,
Obtemos antecipadamente. Em seguida apresentamos uma proposta de
generalizagao deste Método, a qual testamos no cAlculo da ener -
gia livre, do calor especifico e da suscetibilidade elétrica.Ela
consiste numa expansao, tipo cumulantes, da energia livre e da
grandeza < x2t >, em termos da variavel H - H,» onde H e o hamil
toniano total do sistema e HO (como no caso do Método Variacio -
nal) € o hamiltoniano de prova. O hamiltoniano de prova que usa

2

= i - P__
mos e do tipo HO 5 + B

ta de tal maneira que o térmo de primeira ordem corresponda ao

x2s; s =1,2,3,.... A expansao & fel
Método Variacional. Para ilustrar a grande melhoria da presente
proposta, em relagao ao Método Variacional, vimos que, para © ca
son=2; s =1, na primeira familia de osciladores tratados, a
aproximagao de terceira ordem da energia livre era 41 vezes mais
proxima da solugao exata que a de primeira (Método Variacional) .
Para a suscetibilidade este numero era 39. Quanto ao calor espe-
cifico, o resultado em gualguer ordem na expansac era igual ao

2

valor exato. Para o segundo sistema (H = %ﬁ + bx2 + Cx4), 0s com




portamentos assintdoticos (no limite T -+ 0) da energia livre, nas
aproximagaes de primeira e terceira ordem, coincidiam entre si
e com a resposta exata. No outro limite (T + «) a aproximagao de
terceira ordem era 37,5 vezes mais proxima da solucao exata gque
a de ordem um. Estes mesmos resultados tambeém sao validos para o

calor especifico e para a suscetibilidade elétrica.



ABSTRACT

The degree of approximation of the variational Method in

statistical mechanics is tested for two distinct families of
2
classical anharmonic oscillators (H = %ﬁ + bxzn; n=1,2,3,..and
2
H = %ﬁ + bx2 + cx4) with the heat capacity, the free energy and

the average oscillation frequency, whose exact results we obtain
first. We then present a generalization proposal for this method,
with which we test in the calculation of the free energy, the heat
capacity and the electric susceptibility. Our proposal consists
in an expansion, the cumulant type, for free : energy and the
gquantity <fx2tﬁ>, in terms of the variable H - Ho' where H is

the total Hamiltonian of the system and HO is the test Hamiltonian

(the same as the case for the variational method). The test

. . . _ EE 2s _
hamiltonian we used is the type HO = 5% + Bx"7; s =1,2,3,... .
The expansion is done in such a way that the first order term

correspond to the variational method. To illustrate how much the
present proposal improve the results in relation to the variational
method, we see that for the case n = 2; s = 1 for the first family
of oscillators treated, the third order approximation in the free
energy is 41 times closer to the exact solution than that of the
first order approximation (variational method); for the
susceptibility, it is 39 times. Whereas for the heat capacity,

the result in each order in the expansion is equal to the exact



2
P

value. For the second system (H = 5= + bx2 + cx4),the:a5ymptotic
behavior (for the limit T » 0) of the free energy in the first
and third order approximation coincide with each other and with
the exact result. For the other limit (T + ), the third order
approximation is 37.5 times closer to the exact result than the

first order. The same results are also valid for the heat capacity

and the electric susceptibility.
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INTRODUCAO

Dentre os inumeros problemas propostos em fisica, pou-
cos sao os que admitem solugao exata. Por esta razao varios méto
dos aproximativos tem sido desenvolvidos. A escolha de um deéeles
para atacar um determinado problema esta ligada ao seu campo de
atuagao e suas qualidades € .defeitos diante do objetivo pretendi
do. Entre estes métodos, podemos citar, em Mecanica Estatistica,
os métodos perturbativos (expansoes em altas e baixas temperatu-
ras, fungoes de Green), o Método Variacional (baseado na desi-
gualdade de Bogolyubov - Pierls) (1), (2), (3), (4), os métodos
de Monte Carlo (5) e o Grupo de Renormalizagao (no espago real e
no espago reciproco), sendo este ultimo ligado a area dos fendme
nos criticos. Para potenciais usuais, do tipo interagéo entre mo
léculas, temos as conhecidas expansoes em "Clusters" da Integral
Configuracional (veja Huang - Cap. XIV) desenvolvidas classica -
mente por Urssel e Mayer e guanticamente por Kahn e Uhlembeck.En
tre as qualidades que os métodos perturbativos apresentam, pode-
mos citar o fato de, através de contribuigoes de ordem superior,
podermos sempre nos aproximar da resposta exata. Por outro lado,
sabemos que estes métodos descrevem tipicamente comportamentos
assintbticos (T - 0 e T + =) o gque limita bastante suas aplica-
¢oes. Ja o Metodo Variacional tem comportamento inverso, isto &,

vale ao longo de todo espectro de temperaturas, porém nao leva a



uma sequencia de sucessivas aproximacOes i resposta exata. Por-

tanto vemos que nos dois métodos,o ganho em determinado aspecto

M

compensado pela perda em outro. Nosso objetivo neste trabalho

D

tentar minorar estes defeitos, isto &, queremos um método que
aléem da aplicagao para todo valor da temperatura, possa se cons-—
tituir numa série de sucessivas corregles. Observamos que no mé
todo perturbativo usual, uma determinada grandeza, é& expressa co

mo sendo uma expansao em série de potencias da perturbacido, ge-

ralmente chamada de H' . Isto impoe uma série de restricdes a H'.

No nosso caso,também queremos uma expansao em série de potencias,

sO que desta vez em térmos de H - H onde H & o hamiltoniano
total do sistema e Hb, fungao de alguns parametros livres, é

um hamiltoniano que chamamos de prova (como no caso do Método va
riacional) o gual definimos de modo conveniente. A série & cons-
truida de tal maneira gue, a primeira ordem na expansao corres -
ponda ao Método Variacional. Nossa intencao € que as contribui-

¢oes de ordem superior, melhorem o resultado dado por este méto-

do.

Uma vez que o Método Variacional (Mecdnica Estatistica)
€ utilizado em inlmeros trabalhos cientIificos ((6), (7)., (8),(9),
(10), (11), (12), entre outros) e que a finalidade maior deste

trabalho & uma extensao do mesmo, dedicamos o primeiro capitulo
a tarefa de obter informagoes a respeito da sua eficiéncia. Para

isto avaliamos o érro cometido ao usar este método, ho calculo




do calor especifico, da suscetibilidade elétrica e da frequéncia

de oscilagao, associados a uma familia de osciladores anarmoni -

2
cos classicos descritos pelo hamiltoniano H ==§a-+hxml(néh2,3,”)
usando como hamiltoniano de prova a familia de osciladores
2
2 .
H = %ﬁ + B x°° (s =1,2,3,...). Ainda no mesmo capitulo trata -
2
mos o hamiltoniano mixto dado por H = %ﬁ + bx2 + cx4, usando
dois distintos hamiltonianos de prova descritos por
p2 1 2 2 p2 4
HO= o + > mJly X e HO = 5o + Bx ", onde neste caso nos pre

ocupamos sOmente com oS comportamentos assintdticos do calor es-—
pecifico. No capitulo II desenvolvemos o requerido formalismo
que permite estender o Método Variacional. Como aplicacgao, trata
mos as mesmas classes de sistemas estudados no cap. I e corres -
pondem respectivamente aos cap. III e IV do texto. As proprieda-
des termodinamicas discutidas sao: a energia livre, o calor espe

cifico e a suscetibilidade elétrica.



capfTuLo 1

METODO VARIACIONAL

1.1 - Descricdo do Método Variacional

F] . o~ ’ -
Neste capitulo fazemos uma breve revisao do metodo varia
A -~ . [ 4 . . . bnd
cional da mecanica estatistica juntamente com uma aplicagao.

A energia livre de Helmholtz associada a um sistema

descrito pelo hamiltoniano H @ dada por

F= - i ln Tr ¢ PH

B

onde g = 1/kT e k & a constante de Boltzman. Podemos identica -

mente escrever

F=-2%1n 110 B-B(H + Hy - Ho)
R
-B R
e o
= ——élnTr e“B(H - Ho) Tr E‘.—BHO
Tr—BHD

i}
o]

desde que [H y HD]

Portanto



e~ B Fo
F= =)l Tt e 8 Hg +1n Tr - E"B(H = Ho)
8 Tr e P Eg
- F -1 1n<m8HE-H)
o B 0
ande FD e a energia livre asscociada a HD g < - - - - > indica
0

média canonica, calculada utilizando lei de probabilidade proper

RH

cicnal a e ""o. Usandc o faic que

1n < x > > < 1ln x >

temcs que

i
1A
mat

(1.1.1)

Q o T, (1.1.2)

Suponhamos gque queremcs estudar um sistema descriic -~
por um hamiltoniano H cuja energia livre F nao censeguimes -
calcular explicitamente. Podemos entao, para descrever o sisie-
ma, propor um hamiltonianoco HD, fungac de alguns parameiros 1i
vres ( H, = B ({a})), que preserve a maior parte da fisica conti
da em H e cuja energia livre FD pocdemes explicitar. Calculamos

a energia livre F dada pela equagao (1.1.2) que implica em




F=7F ({a})

Neste contexto a melhor aproximacgao que podemos obter para a
energia livre F a partir de F & o minimo absoluto desta em rela
gao aos parametros livres {oa} uma vez que pela equagao (1.L1.1)

F >F. Esta & a essencia do método. A fungao F & conhecida cog

mo energia livre variacional, a equagao (l.l.l) como desigualda

de de Bogolyubov e o processa comg Método Variacional.

1.2 - Aplicagag

Nesta etapa avaliamos o érrou cometido ac aplicar o mg
todo variacional a uma familia de ousciladores anarmﬁnicosrclés—
sicus. As propriedades termodinamicas discutidas sac: © calor
especifico, a suscetibilidade elétrica e a frequéncia média de
oscilagao. {_4)

Consideramos inicialmente sistemas descritus por ha
miltonianos do tipo

2
H=E +6x*" >0, n=1,2,3...) (1.2.3)
2m

onde b deve ser positivo por razoes de estabilidade,

1.3 - Calor Especifico




1.3.1 =~ CCalculo Exato

A energia interna do oscilador & dada por

U= <H »
crnda <H > @ o valor meédis de H calculado cow lei de probabi-
lidade proporcional a e—BH Por tanto
20
7 dx x 20 e-bx /KT
U= <H > L kKT + b = - I § (1 + L YT
2 £ dx e-bx2 /KT 2 n

Portanto o calor especifico gxato, Coy® © dado por

e = =k Ly (1.3.4)
2

A expressao anterior pode ser encontrada a partir da

formula alternativa

’ 2
c = - 19F (1.3.5)
dT1?

ande F ¢ a energia livre de Helwmholtz dada por

F -kT 1In Z

H



e 7 & a fungao de partigao. Para o hamiltoniano da equagao

(1.2.3), Z esta dada por

oo o ]/2!’!
Z = 1 [ dp J dx e® HPY. 2/ ommkT T {gﬂil—J[ EI]
h - - 00 h 2!1 b

onde h & a constante de Planck e r{x) & a fungao gamma de Euler.

Podemos observar na equacgac (1.2.3) que, guando n=1l, -
obtemos b hamiltonianc que descreve o oscilador hari.b6nico sim -
ples cujo célor especifico @ k. Para n > 2 0s oscilladores trata
dos sao anarmonicos e os calores especificos associados decres -
cem com o valor de n. (Quando n.-» =, o calor especifico tende pa

ra X/2 , resultado que nao chaga a ser surprésa. Neste limite O

potencial associado a equagao (1.2.3) é o poge quadrado infinito,

. ‘. . - . 1 ‘_l _
cujo dominio da variavel x e o intervalo Efbl/zn ) b1/2n ]. Fs

te potencial descreve sistemas constituidos ds particulas que
~ . .
nao interagem. Se estas particulas fossem componentes de um gas,

no limite de grandes valores de n, ele ss tornaria ideal.

1.3.2 - Método Variacional

Consideremos © seguinte hamiltoniano de teste

H = B +Bx*° (s =1, 2,3 «.. ) (1.3.6)



onde B & um parametro livre que deve ser determinado pela equa
gao de minimizagao da energia livre F. Podemos também supor uma
fassa ajustavel m', no entantc sua renormalizag%o pelas equa -
goes de minimizagdo, mostram que m' = m {_3). A energia livre

F (diferente da energia livre exata) & dada por

- Zn 25
F = FD * < H - H >0 = FO + b < x >0 - B <« x >U
2n + 1
/ 3 21'\ . 2 n/s s
= F 4 b(zs)n S - < x % s - B < x*7
0 1 ¢ o
(=)
. . 2N -~ 23
cnde temos substituido < X > em termos de < X > a par-
0 4]
tir das equagoes
F(ED_L_L) . n/s
< in > = _— 28 — -k—T- ) < XES s = _k_T
! B 0 258

(3)

A dltima equagao exprassa a generalizacao do teorema classico -

da equipartigac da energia (s = 1).
A condigao de minimizacao oF . 0 leva n seguinte e-
o B
quagao para B

(1.3.7)
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onde temos usado o fato gue

oF
-—a---—.D = < % >
3B 0

Podemos notar, na equagao (1.3.7), que guando s = n obtemos

B b, gue e o resultado esperado.

5}

A energia interna variacional e dada por

F(?mi) /s
25 <T
= Lkt + b <_,.)
2 (1 ) B
of
2s
= R (1o« kT
2 n

onde na Gltima etapa temos feito uso da equaggo (1.3.7). Por -

tanto o calor especifico é dado por

g = X1+
1 2 n
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. I'4 . . . ~ .

onde o sup-indice "1" foi usado para efeito de coerencia com no

menclatura posterior. Observamos que ¢ coincide com o calar -
| e TE

i - r
especifico Coyy ? calculado exatamente. 0 mesmo resultado tambem

pode ser obtido a partir da eguagao (1.3.5) usando F como a e
nergia livre, calculada para o valor de B dado pela equagao
(1.3.7).

1.4 - Suscetibilidade Eletrica

Em geral a suscetibilidade eletrica isoterma a campo

externo £, nulo, de um aoscilador portador de carga g, e dada
por
a < X >
XT = lim g
E-o ok

Consideremos o seguinte hamiltoniang

' = © - gEx

A derivada do valor medio de x, tomada no limite Ero, & igual a

9_< X > q_
5E £=0 kT E=0




12

< w?Zs
onde X £=0

e o valor medio de x? associado a H. Este re-

sultado, e um caso particular do Teorema de Flutuagao-Dissipa -

gao (13). Portanto X5 e dada por

1.4.1 - Calculo Exato de X1

Neste caso o valor medioc de x* e igual a

2 N 21
< x> = [Pdx x2 g X /kT_//fmdx g~ bX /T

-0 -0

_(3/2n) &l)l/”

r{l/zr) b
portanto
x . I{3/2n) _¢? (1/n)1 .
T r(1/2n) bl/n (kT) (

Ve jamos ©s gréficos de XT em fungao da temperatura para n

4.8)

= 1
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—

=

Figura l.4.1

temperatura para n

Podemos observar que, en

para gualquer temperatur

1.4.2 Método Var

Grafico da suscetibilidade

.

T

XT(n) em funcao da

l en )

X
T

temos a lei de Curie para n

quanto para n 1l ebtemaos constante

a, =00 .

iacional

0 calculo de

-B HD

cicanl a e resul

< X% > 1(3/2s) [ kI
0 r{l/2s) \ B
assim X e dada por

T

< X2 > com lei de probabilidade propor-

ta em

)1/8
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_ r(1/2s) r{3/2s) _q? (kT)(l/n)-l
r(1/2s) bi/n
oq T 2n + 1
2s
onde substituimos o valor de B pela sua expressgo na equag§D

(1.3.7). Ao ser comparada esta Oltima expressac com a equacao
(1.4.8) vemos que o erro soO atinge o fator Anumerico, obtendo-se

a mesma dependencia termica. Para ter ideia do erro, em alguns

casos, vamos definir o quociente

Q, = X¢/xg
1/n
I{1/2s) r(3/2s) r{1/2n)
on T (2n2+ 1) r{1/2s) r1(3/2n)
8
Us casus n=s 8 s=2n=2 levam a QX = 1 e o caso n=2s=2 leva a
QX = 0,85.

1.5 - Frequencia de Oscilagao
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1.5.1 - Calculoc Exato

Chamando ¢ a energia mecanica total do oscilador, a

equagao da conservagan da energia

- - - . ~ ~ -
leva imediatamente a seguinte expressac para a frequencia de os-

cilagao
-1
X -1/2
0 = Zn _ 1 i M gx [ 2 (e - b x"™) ]
T 2 a) m
rn=-1
A e 2n
onde
1/n
B 27N r(l/n} 2b 1/2
2 [F(l/Zn)]z m
T € ¢ periodo de oscilagao e X e a amplitude de oscilacgao a
qual satisfaz b xan = €,
Precisaremos mais adiate do calculo da densidade de

estados. Chamando ((c) © nlimeroc de estados cuja energia & in
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ferior a €, temos gue

X XM hé;ﬂﬂ
0(e) o /*M p(x)dx = & 7 dx / 2nile~b x ')
1]

Xy

a E(l+n)/2n

I ~ . . -7
onde p(x)} e o momento canonlco conjugado a variavel x. Portan

to a densidade de estados € dada por

ole) = d £) N E(1—n)/2n
d e

Calculemus a media térmica qY(vu=1,2,3...)

[as] - - ! -
£ ge L-n)2n o€ /KT o v(n-1)/2n

@ gl-nyzn e /KT

F(Un - U + 0 + 1 ) .
U on / (kT)U(n—¢)/2n
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onde resulita gue

J:)) =< g s l/L): 2mn T'(1l/n) //2bl/n/%_p
? 21/n [ r(i/z2n)]>

—— 1.5.9)
1+ n
I‘ P
2n
Comparando XT com QU observamos gue a seguinte re-
lacao & satisfeita
X
T o 1
A0
U
a qual preserva a forma tipica do casc harmonico. fPara u = 1 e
n=1, 2, 3 temos respecitivamente
: l
XT = 4 (oscilador harmonico)
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2 2
X = 00,6462 - e X_ = 0,5796 —9—
T 2 T 2
(1WoN i

1.5.2 = Calculo de Q pelo métodsc variacional

A comparacac mais simples entre os dois métodos & fei
ta quando escclhemos s = 1 no hamiltonianc de teste o=do pela &
quagaoc (1.3.6).

—

Considereros a sequinte definigac para
B=m (3%2/2

Usandc o valor de B dadc pela equagac (1.3.7) temcs que
T(z____,l_) L2

O = ,/(2{:1/”)/ m | n— (i/zr (k?f ~1/2n (1.5.10)
T

As equagces (1.5.9) e (1.5.10) mais uma vez apresentam a mesma

dapendEncig térmica e a diferenca entre elas consiste apenas no

fator numéricc. Seja QéU) definido por

2‘(3/2:w>-l[r(1/zn)j2 [n l(z__;_i) ]1/2” r(—-——-——-) o

2n
ﬂl/&n + 1 T (1/n) 11(Un -y 4+ N 4+ l)

2n
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Para o caso particular n = 2 temos

2

/v
1/4 1
(o) = 32/4 Craod [ G L oss | /o) /y
(2ﬂ)3/2 F( ut 3 ) F(Q-i—z
4 4

Para os casos v = 1, 2, 4 e 16 temos respectivamente
') ~ 1,346 q(?) ~ 1,277
0 §
a4 - 11sc 5 al®) o g,933
0 Q -
1.6 - Poteacial Mixto

Consideremos um hamiltoniano mixto, mais proximo das

situagoes reais do tipo

pZ
H = + bx? + ox* b>%, ¢>0 (1.6.11)
2m
onde o termo de maior ordem em x tem gue ser par para estabili-
. ~ . . ~ I
zar 0 sistema e onde nao temcs 1incluido termos de ordenm impar

porgue ng mnomento naoc estamos preocupados com dilatagao.



1.6.1 - Calor Especifico - Calculuo Exato

A fungao de partigao Z €& dada por

_— e - 2 L
Z = % S 2amk T Tox e B (bx®+cx*)
A integral na expressao acima & conhecida (l4)e tem o valor

/:;Zj ebz/BckT

b? ) (1.6.12)

K
1/“(BckT

N b

2 . ~
onde K ( b ) e, a menos de constantes, a fungao de Bessel
/% \ BekT

de terce.ro tipo (15). Portanto a fungao de partigao Z & dada

por
2

e —— 2 I \

7 = & /Zmakr & /'b/c g” /BekT K ( —— {(1.6.13)
n 2 1/ 4\ GekT
Consideremos a seguinte definigao

2
: = -2 (1.6.14)

BekT
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0 calor especificc € dado por

d?F 1 2 [ i 12
C = = T = — k k z K K - K
X e 2 * { 1/ v (z) 1/ 4 (z) P1/4 (z) /
/ k: o (z)
1/ 4
onde K' (z) e K'' (z) sao as derivadas de K con relacao
1/ 5 1/ u 1/4
a T. Utilizando as relacOes de recorrencias de Kd(z) e

K,'(z) em termos de Ku(z) (16) obtemos

1 [ 1 K (z)
ex = T K+ k z? 1 + v 3L
2 4z K
L 1 /4 (Z)
1 K (zvh
. _iiiﬂ__j) (1.6.15)
2z K  Z )
1/ 4 e
Consideremos os comportamentos assintotices de Cex'
No limite T - 0 K (z) e K (z) sac dados respectiva -
1/ s af 4
mente por (17).
L
’ (2) ~ [L e} 1.2, 105 20395
1f u 2z 32z 2048z 19660823

(1.6.16)
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T 5 135 12285
(z) ~ 1 - +
3/ 2z 32z 2048z  196608z°

ou ainda

K,y (2) L 192 16432
_—t L+ — - 2+ EEERER (1.6.17)
K1/u (z) 4z 2048z 196608z

Substituindo essa ultima expressac na equagac {(L.6.15) obtemos

cevakl-—j-gﬂ} (T+[j)
2 b?

Seja w definido por

b = L mw? (1.6.18)

entao finalmente temos que

2 b

Cgy ~ k(l _ BekT ) (T > 0) - {(1.6.19)
m-w

No limite T » < usemos o {fato gue (13)
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LI () -1 (2)
Ku(z) = I Y \

2 sen(yy)

(1.6.20)

onde IU(z) & a menos de constantes, a fungaoc de Bessel de pri -

meiro tipo. Neste limite (T 4 ), I (z) & dada por
U

[ ( ) @ 1 z U+ 2k (
L) = - T 5
U kzo ki r{u + k + 1) (2) )
portanto temos que
-—1/2
Ka/u (z) - I"a/u(z) B I3/4(2) - r(s/4) i (1.6.21)
KI/l+ (z) I_llq(z) - Il/u (z) r(l/4) 2

Substituindo a Ultima expressao na equagao (1.6.15) obtemos

cox - 12 rww;z::,) (7o)
ox 4  B8rl/4) JokT

:;<(53 . 0,04225 MW (1.6.22)
& J ckT
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l.6.2 = Tratamentou VYariacional

Nesta segao aplicaremos o metodo variacional para de-

+ ’ . . . .
terminarmos calores especificos correspondentes a dois distin -
cos hamiltonianos de testes. Como primeiro hamiltonianc de pro

va usaremons o seguinte

2
H = BL i 02x?
o

2m

A energla livre F associada a equagaoc (1.6.11) e ao hamiltonia-

. '
no acima e dada por

= 1
F=F + b <x?2 > +c¢c<xt > ~=m¢2c x2 >
o 0 0 2 o
ou
I i 2 2 2 b4 i 2 2
F=F_  + =muw? ¢« x2 » + 3Cc < %2 2 =~ =m 2 <« X2 5
0 2 0 0 2 0

onde temos usado a equagao (1.6.18) e o fato que

< X% > = 3 < x2 52
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A condigac de minimizagao — = 0 leva a

e > - =R — = [
3l 0 2 o

Usaido o principio da equiparticao da energia (% me? < x? >0:
= % kT) e o fato gue

OCbtemos a seguinte equagan para §

Q% - w2g? - 2e6KT _ g (1. 6.23)
2

3

cuja solucan de interesse fisicc & (ver figura 1.6.2)
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e cuja representagac grafica esta na figura seguinte

91

5 _|

v

20 el

= N
o~ [

Figura 1.6.2 - Representagao grafica da frequéncia reduzida

(T)/w em fungao da temperatura reduzida

ckT/m2uw!

Ds comportamentos assintéticos de @(7T) saoc dados por

Q(T) ~ w(l + GCkT-) (T » 0)
: m2w
B
1/ 1/ 2
2. 4
R(T) - 12ckT 1 + i( m=w (T 5 m)
m2 4 \ 12ckT
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Por outro lado o valor < H » e igual &
0

2 )2
KT + 2o (kT

0 2 292 mZQH

f . -
portanto o calor especifico c SE expressa conmo
1

d < H >

01l
i

— % - k(L - I do ) = k(1 = a.lng )
1 dT @ dT d InT

onde temos feito uso da equagao (l.6.23). Substituindo as ex-
pressoes assintoticas de Q(T) para os dois limites (T » O e

T+ =), temos que

beckT )

mew*

E1 ~ k{1l - (T - D) (l1.6.24)

0 qual coingide com o comportamento assintdtico exato dadc pe-

la equacac (1.6.19) e no limite T » w

z 2
c ~ k Z 4 1 ny ) (T > )
1 4 8y 12/ ckT
2
~k (2 + 0,03s08 D9 (1.6.25)
4 ckT
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Comparando este Ultimo reswltado com a expressac dada pela equa

cas (1.6.22) vemos que o limite de & e 0 exato e que o térmo
1

seguinte do desenvolvimento, apresenta a meswma dependencia ter

niica e um srro (14%) que incide somente sobre o fator numerice.
Fagsamos a mesma oOiscussao com o sequnodo hamiltoniano

de prova Hé dado por

H':Ei-ka“
“ 2m

. L > ) -
A aplicagac do metodo variacional resulta em

—
B_Mlme J.B_..C:D

r{l/a4) kT

cuja solugac satisfaz aos sequintes comportamentos assintoticos

2

. r(3/e) mowe l+(r_LlA4_l 2ckT (T » 0)
r{l/a) kT r(3/4) m2wh

1

g5~ | 1. L3/8) pwr (1
r(1/4) JckT

> o)
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0 calor especificc & dado pela relacac

5 _ LA3/4) m w?

K /s /BT
Vo2 |, L T(/e)
r(1/4) V/ BkT

9]}

que apresenta os seguintes comportamentos assintoticos

. 2

gt~ d 1o 1| nlL/s) ck I (T + 0)

. 2 r{3/4) m2yt
~ k (1 - 4,38 _ckT

m2wh

e
- 3 I(3/4) wow? |
C ~ ¢ [— + (T > co)

1 | 4 Br{l/4) / ckT

sotamos assim que, Ao contrario de Ho’ HS leva no limite Tow
@0 calor especifico assintoticamente exato (equagfo (1.6.22)) e
no limite T > 0 a um erro de 27% no coefilciente numerico, a de~

pendencia termica sendo novamente exata.

Os yraficos do calor especifico em fungdo da tempera-
tura cxT e de cxl// T'sac mostrados qualitativamente nas figuras

(1.6.3) e (1.6.4). Eles exprimem os comportamaentos assintdii -




cos variacionais de c,6 e c

%4
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[}
; camparados com o valor exato Cex'

Figura 1.6.3

——

Grafico (fora de escala) do calor especifico

em fungao da temperatura evidenciando qualita
tivamente seu comportanento assintotico T » O,
quando calculado exatamente (Cex)’ e variacig

-— -]
nalmente (c1 e c,

ico (fore de escala; do celcs espect

em fungao de l/ﬂ/T evidenciandc gualitativa -

rente seu comporianzi to assinicitico T + o
Qua . do calculadc eExzleEnente ksoxj & vaeriacico-

R
.

[
1 1

(8]
[
o
“([.
1
ct
41}
—
0l
m
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0 estudo térmico de osciladores anarmdnicos com po -
tenciais do tipe (x*") ou do tipo (x2) + (x"%) mostra gue, no
que se refers ao calor especifico, a suscetibilidade elétrica
e a frequencia média de uibraggo, 0 retodo variacional leva 3
resuliados surpreendente Bons e isto na gama completa de tempe
retura {desde T = 0 até T = ). No casc particular do calor
especificu, este méetodo leva an resultadoc exato para um poten-
cial do tipo (xzn) e fornece para um poiencial deo tipo (x*) +
+ (x") comportamentas assintGticos (7 + 0 e. 7 + =) exatos BU

guasl-exaios.
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capfrtuLo 11

FORMAL ISMO

2.1 - Introducdo

4 . s .
Neste capltulo desenvolvemus, para sistemas classicos ,
um formalismo de expansac da energia livre exata F e de valores
L . 2 1 . -
medivs, tais como < x  “ > (o caso particular t = I conduz aon
- « e oa s L ~ .
calcule da suscetibilidade eletrica) em tdorno, respectivamente,
da energia liwre Fo associada a um hamiltoniano de prova arbi -
. [ 2t . -
trarie H e do valor medioc < X > . FEkste formalismo permiti
o 0 =
s ~ - . . ~ . £, .
ra uma extensao d¢ Metodo Variacional da Mecarnica Estatistica

como veremos em breve. 0 caso quantico admite um procedimen -

to anélogo.

2.2 = Energia Livre

A energia livre assocciada a um sistema com hamilto -

niano H ¢ dada por

F = = 1 In Tr e—BH
B

pu identicamente

Fz-Lqn 70 o Blue Ho = Ho) (2.2.1)

B
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ande por hipcGtese H_~ preserva uma parte importante da fisica

contida em H e FD pode ser calculada explicitamente.

nos ainda escrever Se [ﬁ ,HO‘] =0
~-RH , _ -
F= - Ln Tr g——uggﬁ— enﬁ{H Ho) Tr e BHO
8 Tr e 0
_ ~BH - -
- - L In Tr e BHO + 1n Tr E———%-~ e BlH Ho)
3 Tr e BHo

Pode -

Vemos na segunda parte da ultima expressao que o arqgumento do

trago & justamente o valor médio de E-B(H -Ho) associadc a lei

de probabilidade proporcicral a e—BHo. Portantoc podemos iden-

ticamente escrever a energia livre como

A
FeF - kn < oRUEH
o 8 0
. ~ —B(H *—H\ - - N .

Expandindo-se o ternio ¢ & ° o/ en gerie de potencias temos
que

1 . 82 \2

F=Ff,-=1n|<1-p(H-H )+ (H-—HO,
B
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Jsando o fato gue, para x pegueno

3
In(l + x) = x = LR
2 3
cbtemos
- , )
F=F - L [ - B <H-H_ > + B (H-H) >
0 B O 0 2 o 0
B, 3 1
-~ < (H=H) >+~ = - == (=fg<H -H_ > +
6 0 2 0
B? 2 21
= <{H-H)] > - =~ ) + = (-B<H - H > =+
2 o 3 0

Agrupande os termos na ultima expressac podemos escreve-los na

forma

3.
2<H-H>J——--
(8]
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ou ainda

h
ki (2-2.2)

onde ki e o cumulante de ondem 1 expressoc em termcs dus momen -

tos de W - HO . Seja K; 0 momento de ordem 1 na variavel

- H , entao
8]

l< = <H - H > = U
1 0 1
2 2 )
= < - > - < H- H > = -
kz (H Ho) 0 o O U2 Ul
3 2
= < - > - 3 < (H - H > < H - H >
k. (2 - ") . ( o) . .
i 3 2u’
< H - > = - +
+ 2 H vy >, u uooH o
. n,
M . i
In. -1 ( ﬂi/ll)
K. = I ( l) (Z ni - l) T
- Y
ny i n; !

(19)

onde a somatoria de produtos, e sobre todos os conjuntos de in=-

teiros que satisfazem
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L . ”
£ bom lembrar gue para uma variavel y o cumulante de
. . . .
ordem 1 nesta variavel e geralmente difzrente de seu momenta -

central, ou seja
k . _T/ <\y - <y >)l > = ]_1.'
3 1

Vejamos alguns exemplaos

Se ja My = < yl > entao

k = ' = 0

1 Ul }/ H

I = - 2 - !

2 iJZ Ul UZ

K o= p = 3p ouw o+ 2ud =y

3 3 2 1 1 3

o= - 4 + 12 2e Byt - 3 '
N PRI T b, mie 6y U Y
agtc.

Como a equagan (2.2.1) & uma identidade, a serie com
pleta dada pela equagao (2.2.2), se convergir, independe de Ho'

Jualgquer soma parclal da mesma depende de HO
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0 certe da série dada pela equagao (2.2.2) para  uma
certa ordem j leva a uma fungao energia livre gue chamaremos de
F(j). Para j = 1 obtemus a energia livre variacional F(l) = F.

0 interesse deste formalismo consiste no fato de gene

ralizar o Metodo Variacicnal. Portanto queremos determinar va

lores dus parametros {a} (B

1

B, {a}), tais gue para uma da

da energia livre F(J) tenhamos

FlI) (y fa))
9 Q = 0

o

0 nos§u intuito e estudar o© compor tamentos dos extremos de F(j)
(J =1, 2, 3 ... ) com a finalidade de encontrar melhores apro=-
ximagoes para a energia livre exata F, em relagac a dada pelo -
Método Variacional (i = 1). E natural gue estudemos o calor es
pecifico como etapa pousterior ao tratamento da energia livre F.

Para um dado sistema descrito por um hamiltoniano §,
0 ideal & que a série dada pela equagao (2.2.2) convirja para a
sclugao exata F, ou que pelo mencs a solugao procurada seja des
crita por uma convergencia assintGtica. Se nac for o casc o
critéric de corte da série deve ser ob jeto de discussao do sis

tema em estudo.

2.3 - Cdlculo de <«x’F »
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A guantidade < x 2t s assocclada a um hamiltonianc ¥

e dada por

77 dx xzt o BE
< 2t>:—°°00 o

S odx e B
ou de forma identica

o - - y

1 odx x 2t B(H + Ho- H_)
<x2t > = -2

Y
% dx E—B(H vH - H )

= Fdx x0 b e BHO - B 7 dx Xt e B, (g -y )
-0 -0 %
2 o - 2 - -
+ %r S dx xzt BHO( H-H ) . S dx e B Ho
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ou ainda

2

2
s B o (g - uw ) > . e .
2 &}

l - R <H~-HH >
(8] 0

0

gue pode ser ggcrita na forma

cxtto sy BT Ly s
izo il © ¢
o =z < m-u )" s |
o (-1) Loo(-g)" o 0
5=0 n=1 iy (2.2.3)
Podemos deduzir uma expressao alternativa para
< th > « [Lonsideremos o seguinte hamilteniano
W= omo+ ax2t

A funcao de particac Z' e dada por
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7' = .]_'. foodp fde e"'BH(X, p)
N - -
2t
- L 2 odp ST odx e BH gTBAX
N - -

a derivada de 7' com relagdo a X e dada por

! o o - - 2t
B2 . LB Pqp 5Pdx x2E oTBE mBAX
A N -w -0
au

fwdp fwdx ><2t e—BH
18zt 3 lnz e e
Z' 9 A Pdn [Pdx emBH
portanto
9 1

- L llm ..._...._].'._..r.l.......z...._ =« xzt >

B8 Avo ax
onde o valor médio < x>C s & calculado com lei de probabilids

-gH

de proporcional a e Assim temas que
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1
Cex’t oy o2 qgm 2B (2.3.4)
Ao dA
onde F' pode ser desenvolvido segundo a equagao (2.2.2). Consi-
deremos o corte da série F', numa dada ordem j. Chamemos de

<X2t >(J) 2+

0 resultado deste corte, para a expressao de. <x >

Yejamos alguns exemplos

Para j = 1

para | = 2

<2t ,(2)

para j = 3 temos
2
<x2L >(3) = <X Lty . B [< th (W -®_ ) > -
4] o] 4]
2t B2 2t
<x > < HE -~ H > - 2 [<x (g -y ) >
0 o 0 5 o 0
2
< H- H > - <X Ly« 1 - H >2 ] + < x2t >
o 0 0 0
- z < 2 2
< -8 )" > L2y IR
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que coincidem com as expressoes obtidas da equac ao (2.2.3) na
mesma ordem em B

A squagao (2.3.4) admite uma forma mais geral a saher

!
< fix, p) » = lim af |
A0 oA
onde F' & associada a BE', dado por
' = H + )\f(x, D)

A maneira de provar e inteiramente anéloga an caso anterior.
0 interesse que temos pelo desenvolvimento da equa-
gao (2.3.4) & que para t = 1 ele leve ao calculo da suscetibi
lidade eléetrica. A nossa intenggo conitinua sendo estender o
Método Variacional (ordem zero em B na equagho (2.3.4)) para

procurar melhores aproximagoes para XT'
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CAPTITULO III

PRIMEIRA APLICACAO: POTENCIAL PURO

3.1 - Introdugao

Como primeira aplicagao do formalismo desenvolvido no ca
pitulo anterior, trataremos de uma familia de osciladores anarm§

nicos classicos, descritos pelo seguinte hamiltoniano.

H=5_+b x*" (n = 1,2,3....) (3.1.1)
como hamiltoniano de teste usaremos o dado pela eqg. (1.3.6) ou
gseja

2 S
HosprerBx (s = 1,2,3...) (3.1.2)

onde B faz o papel de parametro variacional. Os comentarios fei-
tos no capitulo I a respeito de estabilidade, auséncia de termos

impares e renormalizacao de massa, também sao validos aqui.

A principio fazemos uma comparacao entre as varias e-

(3)

nergias livres B obtidas da série dada pela eqg. (2.2.2) gquan

do a cortames em uma certa ordem j e a energia livre exata Fex
associada ao hamiltoniano da eq. (3.1.1). Também serao comparados

com os valores exatos, o calor especifico e a suscetibilidade



elétrica do oscilador (portador de carga ) associados a F(J) e

< x* > (3) respectivamente (onde < x? > (3) & a expressao obtida

pelo corte da série dada pela eq. (2.3.4) na ordem j em B).

3.2 - Comparacao entre F\J) e F

ex

As funcgoes energias livres associadas aos hamiltonia-

nos H e H, sao respectivamente dados por

FeX = — KTn 2oy
onde
1/2n
R ® -8 H(x,p) _ 2 . 2n+1, (KT
Z,. =1 } dp J dx = 21 mkT T ( 7 (b )
e
F =-kT &n Z
o
ande
- i/2s
_ 2 - Zs+1 KT
Zo = TN 2m mET T 55 ) (3 )
Consideremos o corte da série na eg. (2.2.2) para uma
dada ordem 7. Explicitémos algumas funcoes F(J):
para j = 1
2n+1
- T ) n/s
() . om = _w _ KT 2s kT, , N
F {i1,5:B) -—FO-I-kl FO o + b T (B) {3.2.3)

155)
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para j = 2
; k
\2) { - = - _3 = ! - 1'__ _'l;.._.
F (n,s;B) = F_ + kl KT F (2S + 45)
2n+1
r'¢ ) n/s
P p 28 LT
F\E)
] |
dntl /o 2ne) 2l !
A A R T | b (kT)
2|71 1 ! 2n/s
e TG b
para j = 3
k .k
F(B) {h,s;B) = F0 + k, - 2&” + : , =
* 6 (kT)
SRS S o n
Fo (2s T as T 65) KT +{ 2s (l+s) *
2n+l
T { ) in+1
2s n/s T'( —)
kT, ™ n, L 25
(1 + E’} b o 1 ) (B ) (S + 2) F(A;
\25 2s
e 21 2n
(2n+l) i s -1 T (6n+l)
_ 2s b? {kT) + 1 Zs
IL) E_Il 6 ['(_:!‘_)
‘2s 5S 2s
4 + 2n+1,\ ¢
I ( n+l)) I,(Zn l) T I l)
2s 2s 2s
-3 i SRR
F(EE) F\ig) \F\l/2%)
ég -2
b3 (kT)

(3.2.5)
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Observando-se a expressao de uma fungao F(J) podemos

notar gue a mesma pode ser escrita na forma

. J .
r o o+ 3 209 i
C  j=o T [én/é] N

onde aij) & um coeficiente gue depende de n, s, b e T. Vejamos
como se obtém aij). Podemos verificar na construgao da energia
livre F(j)(j= 1,2,3) que aéj) (i < j) satisfaz as seguintes rela
coes

(§) KT KT _kr 3 1
3,7 = "|zs 23s| ~ " 2 .2, 1

© J =1

(3) 1 n (-1}
a, = [-TE:I) =+ lJ a

(3) _ 2 n (J-1)
a, = (3-2) = + 1 a,

Lstas propriedades também sao verificadas para j > 3 e

as expressoes obtidas para aéj) e aij) (O < 1 < j) sao as seguin
tes

. j
a3 = -2 3 2 (3.2.6)
© 5 =1

(3) _ [ 1 n (§-1) . :
a. = L (3-17 = + l} a; 0O < i< (3.2.7)
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(3)

O coeficiente aj

s n
/ Se desenvolvermos a expressac dada pela

(3) (5)

observamos que aj

esta associado ao termo de maior
- n
ordem na variavel B

eq. (2.2.2) para F & dado por

. nij
. oy d-1 nl
aV < LBk = ™) B S (3.2.8)
j !
onde Kj(H = bxzn) & o cumulante de ordem j expresso em ternos dos

momentos de H.

Ilustremos com alguns exemplos

a{l) = K, (H =bx?") BYS = < px®® > /S
1 o]
2n+1 2n+1
T ( ) n/s T ( )
N 2s (52) Bn/s b 2s (KT)n/S
riky B I (2-)
2s 28
r dn+1 2n+1)\ 2 ] 2n
I'( ) { ) =-1
a52) _ % Kz (g = bXZn) B2n/s= 2 is _ is ®r) S
F(ig) ITEE)
2 3n
a3 o B ¢ (g o= bk B S
3 ’ 3
3
. 6ntl Antl 2n+1 . 2rekL 3n _ ,
b3 ' 2s ) I 25 ) F(251 ) I 2s Si s~ °
= 2- -3 + 2| —=—) | (KT)
o | rddy rdy D s/
2s 2s 2s 2s
(3)

Uma vez conhecido o coeficiente ay a eq. (3.2.7) per

mite calcular a§j+l).
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Agora intencionamos estabelecer uma Gtil relagao de re

corréncia entre cumulantes. Consideremos a seguinte série

_ 2 3 n
Sl = 1 + alx + a2x + a3x +...+ anx + ...
b 3 3 nn
_ 2 2 b x b s + ...
=1 + blx + 5T X+ =51 + ... o
portanto
bn < n, ~ Un
a = —5 = i )
n n! n! n'
Consideremos também
83 = 1 + clx -+ c2x + ... X O+ ...
k k
El+kl+§%—X2+...Hl;—1Xn+...
entao
k
_n
c. ==
n n'!
Se
Sy =1+2n 8, {definicao de cumulantes)

entao temos que



49

1 1
c, = a. - 1 a. c
z2 2 2 1 71
c, = a, - 1 {a. c, + 2a., c.)
3 3 3 2 1 1 "2
- "
cy = a, 1 (a3 S 2a2 c, + 3 a; c3)
; = a - 1 (a c, + 2 + 3 1
n n n n-1 "1 an-2 c2 an—3 c3+°' (n-1) a':I_ cn—l)
portanto
K = u_-=[ ™ p_ kK +2 (M K
n n n 1 171 2 n-2 2
+ 3 (%) + (n-1) (") K
3’ Hn-3 - -1 M1 fp-1
oy ainda
-1
_ _ 1 n n
Kn B Un n .E - (i) un-i Kl
i=1

gque & a desejada relagao de recorréncia entre Os cumulantes {K_1.

Vejamos alguns exemplos

Ky =1

- _ 4 - -
Ry =¥y 7 3 [2“1 KJ T My T M

1 .
K3““3‘§[3“2“1+6”1K2] k

=3 = 3 Uy, Myt 2oy

-
2
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As expressoes acima s3o justamente as conhecidas rela
goes dos cumulantes em térmos dos momentos (as expressoes dos 10
primeiros cumulantes aparecem no livro de M.G. Kendall and A.

Stuart - The Advanced Theory of Statistics - wvol. 1 pag. 70 e 71).

Portanto para uma dada fung¢ao energia livre F(J), a
egq. (3.2.6) determina aéj) e as egs. (3.2.7) e (3.2.8) determi-
nam aéj)(i > 0) a partir dos momentos ui(H = bxzn). Estes moem -

tos sao dados por

Z2ni+l ni
2n i 2ni 1 T5g7) g, 8
. {g = bx™) =< b x > =b {==)
i o) 1 B
I|(2s)

A fim de simplificar a discussao vamos agora introdu -

zir a seguinte variavel adimensional

1 Bn/s
Xz g T3 (3.2.9)
(kT) ©
onde b e B s3o os pardmetros introduzidos nas egs. (3.1.1) e
(3.1.2) respectivamente. As egs. (3.2.3), (3.2.4) e (3.2.5) se

expressam nesta variavel como
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KT
(1) oy o _kT L %1
F (n,s;x) = FO s + ”
KT —
(2) oy _ . _ 3KT n, Y17 1 2] KT
F (n,s;x) = FO is- T (1 + E) = 5 L?z - ooy ;5
(3) ) _ _ 11KT n_ 0
F (n,s;x) = F, o5 T ["jﬁ + 1) (E + 1)]
o, KT -
1 n 1 2] KT
- (= + 3) L@ - o, —5 +
X m 2 2 1] 2
1 _ 3] KT
5 [53 3&2 oy F ZQi} 3
X
onde
i+
I.(2n§ l)
o, = 2 ‘
* (3= Vs
28
Como sabemosg a energia livre variacional F (que
no nosso formalismo corresponde a j = 1) e sempre maior ou igual

que a energia livre exata (F > Fex)' Ja sabemos que a melhor a-

é¢ o minimo de F. Discutiremos agora as apro-

(3)

proximacao para Foy

ximacoes para Fex’ obtidas por F (j > 1) através de seus extre
mos, com relacac aos parametros livres, e comparamos com a dada
pelo método variacional.

(3)

Consideremos a fungao adimensional f definida pela

relagao
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(3} ) F (n,s;x) - Fax(n)
(n,s;x) X7 (3.2.10)
As funcoes f(l), f(z), f(3) sao dadas por
2n+l
(1) . _ Rnx 1
f (n,s;x) = &n 2S+1_J + 2
2n+l
3
f(z)(n,s;x) = n { } Z— EX
o .|
n 1 1 _ .2
+ (1 + g) % T3 [062 U.l_!/yz
r 1_.(2]'14'1)
(3) . _ 2n _ 11 Lnx
£ n,85x) = fn r2sil |7 12w on
2s
o -
I 1 n 1 2
e og) ‘ﬁ*‘z‘)[ﬂz *1
2 1 _ 3
//g Tz [u3 3 G, O + 2 ai]//%3
2n+1, | C i ()
9 (hs:x) = an T o0 )] anx - ;j; Y A (3.2.11)
n.,Si , 25+ 1 2n ._ i
Ty 5 )| 1=0 X
[ S —
onde nes
Y, . (—=)i+1
a_-.(j) = a.(jy(KT) s
i i
e ai(j) e dado pelas egs. (3.2.6), (3.2.7) e (3.2.8). Os pontos

extremos da fungao dada pela og.(3.2.11) s&o dbtidos a partir da relagao
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j A -
24 0 (-t APy 31 g (3.2.12)

(3)

uma solugao da eq. (3.2.12) associada

(3)

Chamemos de x
a fungao £43) . as solugOes matematicas x fisicamente aceité-
veis sao as reais positivas. Nos casos que analisamos (n = 1,2,..50;
s =1,2,...50e j=1,2,...28) a eg. (3.2.12) nao admite solugao
real para j = 2. Para j = 3, os casos considerados apresentaram
uma unica raiz real positiva. Quando j = 4, levando-se em conta
a quantidade de sistemas estudados, poucos saoc os casos gue a
eq. {(3.2.12) admite solugac real. (Dentre estes poucos podemos
ocbservar em alguns deles a presenga de mais de uma raiz real po-
sitiva). Para j = 5 sOmente quando n = s e n > 2, verificamos a
presenca de trés raizes reais positivas, tac prdximas entre si,
que guando calculamos a grandeza f(j)(x(j)), nao & necessario fa
zer qualquer destincao entre elas (a medida que n vai diferindo
de s constantamos a existéncia de uma Gnica raiz de interesse fi
sico). A partir de j = 6, para uma dado par (n,s), o namero de
raizes reais positivas comega a crescer e todo um estudo das fun
coes f(j)(x(j)) se faz necessario.

Uma analise da série dada pela eqg. (2.2.2), para os
sistemas em estudo mostra que ela ndo converge para a solugao e-
xata Fex' Desta maneira temos que analisar, fazendo j variar a

(3)

partir da unidade (método variacional), as fungoes £ , para se
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lecionar uma boa aproximacao F(J) para a energia livre exata Fex

Como ilustracgao consideremos os sistemas onden = 1,2,..50

tratados com hamiltonianos de teste tais que s = 1,2,...50. Ini~

(l)(x(l)) e f(3)(x(3))

cialmente comparamos as aproximacoes £ pa

ra os citados sistemas (lembramos que uma dada aproximacgao & tan

to melhor quanto mais proxima de zero ela for; vejaeg. (3.2.10)) e

em seqguida fazemos o mesmo estudo com as fungaes f(B)(x(B))

£(5) (, (5) ) o ()

~ o ~ (2
). Nao consideramos as funcoes f( e £ porgque na

(2)

primeira x nunca & real e na segunda dificilmente. Nao existe

maiores obstaculos 3 continuacao deste processo para j > 5.

{1) 3)

3.2.1 ~ Comparacao Entre as Energilas Livres f

Calculos realizados para as grandezas f(l)(x(l)) e
f(3)(x(3)) mostram gue com exdegéo dos pares (n = 13,...21; s=1),
(n =122,....30; s =1,2),(n = 31,....40; s = 1,2,3), (n=41,...49;
s =1,2,3,4) e (n =50; s =1,2,...5), obtemos a seguinte rela-
cao
£ (x (1 = g3 (x(3))’ > 0 (3.2.13)
onde a igualdade esta associada aos casos em que n = s (alias

n = s implica f(j)(x) = \/j e xfx). Devemos lembrar que

(1) (1)

£ (

) @ sempre positiva por causa da desigualdade de

Bogolyubov. A relacaoc acima traduzida na eq. (3.2.10) quer dizer
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(3) (3) (3)

que, a fungao F (n,s; x ) = F (n,s; B ) €& mais proxima
da solugao exata Fex(n), que a fungao F(l)uhs;x(l))==F(l)hhs;B(lH,
onde B(]) esta associado a X(J) pela eq. (3.2.9). Como ilustra-

cao definimos a seguinte variavel

A(x(l), x(3)) = f

Na seguinte tabela e correspondentes graficos, apresentamos

a
fungao A acompanhada do fator de melhoria definido por
U%B = f(l)(x(l%///f(Bi(x(3))
- - . . - (3) (3) -
o qual mede quao boa e a aproximagao f (x ) comparada a



TABELA 3.2.1 - Representagao numerica da fungao A(x

e do fator de melhoria ul3

A > 0 a aproximacac F

56

£
(3) 7

(1

Nos casos
B(B))é melhor

5,671

F(l)(B )s gue corresponde a ju%3\ > 1.

n 1 2 5 10
5

A 0 0,046 0,106 0,023
1 .

Me - 40,917 1,799 1,054

A 0,028 0 0,039 0,047
2

ue | —9.,504 - 6,004 1,537

A 0,056 0,027 0 0,011
5

e -2,376 46,867 - 8,819

A 0,077 0,051 0,008 0
10

ue | -2,392 15,292 22,864 -

A 0,085 0,056 0,011 0,044x10~2
12

We | -2,587 12,731 15,816 197,103

A 0,089 0,058 0,012 0,001
13

ue | -2,692 11,867 13,866 99,760

A 0,108 0,065 0,018 0,004
20

we | -3,443 8,850 8,338 18,539

A 0,137 0,073 0,025 0,010
20 T 6,405 4,981 6,021
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Continuagao da TABELA 3.2.1

Os casos assinalados com x significam que nao temos
informagoes (presenca na fungoes f(j)de grandes nQ-
meros ...). Observamos nesta tabela que sOmente nos

casos n = 13; s = 1 en = 50; s =5, temos aproxima

(3) 5 (3) (1) 51,

coes F (B ) piores que F

12 13 20 50
A 0,003 -0,006 X x
1
Mg 1,005 0,990 X X
A 0,037 0,032 0,004 x
2 ug | 1,294 1,221 1,017 x
A 0,015 0,017 0,020 -3 x 1074
5
ug | 5,026 4,085 1,821 0,997
A (Lo4mdn'2 0,001 0,006 0,008
10
ue | 154,560 70,505 7,852 1,372
A 0 0,008x10" 2 0,003 0,008
12
ue - 835,342 15,518 1,649
a o |0,077x207° 0 0,002 0,008
15
e | 928,342 - 22,617 1,822
A 0,002 0,001 0 0,004
20
e [ 29,542 39,035 - 3,963
A 0,008 0,007 0,003 0
50 -
ue | 6,696 7,214 11,185 .-
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mjo_i,

OJOi)i

FIGURA 3 .2.1 - Representagao grafica da funcgao A(x(l),x(a)).
Para melhor acompanhar a fungao 4, para um da
do n, neste e nos proximos graficos, fazemos
passar uma linha continua pelos pontos de in

teresse.



59

FIGURA 3.2.2 - Representacgao grafica do fator de melhoria
13
He
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(3)

3.2.2 - Comparagao Entre as Energias Livres f =) f(5)

Dentro do mesmo espirito no gqual apresentamos a fungao

(1) 3)) para analizar a aproximagdo de ordem treés f(3),

(3)' (3

r X( Do

A{x

} para decidir em quais ca-
(3)

demos definir uma fungao A(x

(5)

Sos a aproximac¢ao de ordem 5, f € melhor gue a de ordem 3, f

Seja A(x(3), x(5)) definida por

a3, x50y o [ B) By L[5 (,(5) (3.2.14)

Na seguinte tabela e graficos apresentamos para,varios
sistemas, a fungao A(x(3), x(S)), onde cada caso esta acompanha

do do correspondente fator de melhoria uf, agora dado por

35 - g0 (X(3))/f(5) 5
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FIGURA 3.2.

L)
|

Representacao grafica da funcao A(x(a) x‘s))



63

FIGURA 3.2.4 - Representacgao grafica do fator de melhoria

35
Me
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3.3 - Casos Particulares

Nesta segao selecionamos dois casos particulares ,

{n=1; s =2) e (n=2; s = 1) e apresentamos gualitativamente
o comportamento das fungoes f(j)(x), para todo valor de x real
positivo, quando fazemos j = 1,2,....28 (28 & o maior valor de j

gue nao produz numeros fora do dominio do programa usado) .

Analizando a expressao da fungao f(j)(x) vemos que, pa
ra um dado sistema, todas as fungoes, independente de j e s, a-
presentam o memsmo compOortamento assintdtico para valores gran-—
des de x, ou seja crescem como &n x/2n. Também podemos concluir

()

que se O cumulante Ky > 0 entao se j & Impar f (x) > « quando

x » 0, portanto a fungao apresenta um minimo absoluto para x fi
(])(

nito e se j é par f(j)(x) + =-» guando x »* 0 e a fungao f X)

nao tem o referido minimo absoluto.

Se Kj < 0 ocorre o inverso, isto e, sao as fungoes pa
res que vao para infinito quando x tende a zero enguanto as impa
res nao. Isto estd ilustrado em todos os graficos das fungoes
f(j)(x) que apresentamos adiante. Para o sistema (n = 1; s = 2)
temos Kj.> 0 para j = 1,2,...5 ; j =10,...13 ; j = 18,...21 H
j = 25,...28 e negativos para os outros valores de j. Ja para o

sistema (n = 2; s = 1) Ky & sempre positivo.
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A seguir mostramos os graficos (fora de escala)das fun

¢cOes f(])(x) (3 = 1,...28) correspondentes aocs dois sistemas em

estudo, de tal maneira que tratamos o caso (n = 1; s = 2) inici-
almente. Vale salientar que todas as func¢les f(j)(x) sao conti -
nuas no intervalo (x = 0; x =00 ). Alguns valores f(j)(x) nos gra
ficos apresentados, s ao bastante grandes e nestes casos damos

somente uma indicagao .
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0,16 -

FIGURA 3.3.5 - (Fora de escala)

Graficos das fungoes f

(3

X

)
associadas ao gistema (n =1 ; s = 2)
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FIGURA 3.3.6 - (Fora de escala)

Graficos das fungaes f(J)(x) (§=5,6,7,8)

associadas ao sistema (n = 1 ; s = 2)
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‘ FIGURA 3.3.7 - (Fora de escala)
Graficos das funcdes £'9) (x) (3=9,10,11,12)
1

associados ao sistema {(n = ;s = 2)
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FIGURA 3.3.8 — (Fora de escéla)
Graficos das fungoes f(j)(x) (=13,14,15,16)

associadas ao sistema (n =1 ; s = 2)
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FIGURA 3.3.9 — (Fora de escala)

Graficos das fungoes f(j)(x) (§=17,18,19,20)

associadas ao sistema (n = 1; s = 2)
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FIGURA 3.3.10 - {(Fora de escala)
Grificos das fun¢oes f(j)(x) (4=21,22,23,24)

associadas ao sistema (n =1 ; s = 2)
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FIGURA 3.3.11 - (Fora de escala)
Graficos das fungdes f 3 (x) (3=25,26,27,28)

associadas ao sistema (n =1 ; s = 2)
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FIGURA 3.3.12 - (Fora de escala)
Graficos das fungoes f(J)(x (3=1,2,3,4)

)
associadas ao sistema (n = 2 ; s = 1)
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FIGURA 3.3.13 - (Fora de escala)

(3) (x)(5=5.6,7,8)

associadas ao sistema (n =2 ; .= 1)

Craficos das fungoes £
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FIGURA 3.3.14 - {(Fora .de escala)

Graficos das funcoes f(j)(x)ﬁ=9JD,llJ2)
2

associadas ao sistema {n = : s = 1)
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FIGURA 3.3.15 - (Fora de escala)
Graficos das fungoes £(3) (%) (5=13,14,15, 16)

associadas ao sistema (n =.2 ; s = 1}
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' FIGURA:3.3.16 - (Fora de escala)

Graficos das funcgoes f(J)(x}ﬁ=l7JB,ML2O}
2

associadas ao sistema (n = ; s = 1)
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P
34
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~
FIGURA 3.3.17 - (Fora dé escala)

Graficos das fungoes f(J)(x)(j:ZL22,ZL24)
2

associadas ao sistema (n = ;8 = 1)
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1)
.
143 o7
N
g“’(«f)
4.3 =
fats
|2 f ':t;
/N
P
441
@

FIGURA 3.3.18 - (Fora de escala)
Graficos das funcbes f£37 (x) (3=25,26,27,28)
2

associadas ac sistema (n = ;5 = 1)
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Observando-se os graficos das fungoes f(j)(x) podemos
ver gque , no sistema (n = 1 ; s = 2), principalmente quando Kj>0,
existe uma tendencia das raizes x(]) decrescerem com j. No caso

=2 . g = (3) = .
(n =2 ; s =1), vemos gue X € sempre crescente com j.

A nossa intengao desde o inicio era encontrar raizes

x(]) que minimizassem (em modulo) a fungao f(J). O estudo das

(3)

(x) sugere que pontos de inflexao podem também satis

(j)(x(j)

fungoes f£
fazer este objetivo. Encontrada a aproximagao £ ) deseja-
da, que & um extremo, podemos testar se o ponto de inflexao mais
proximo melhora o resultado.

Uma vez conhecidos os extremos f(j)(x ), & interes -
sante verificar como estes valores evoluem com j, em um dado sis

tema. Devido ao fato de Kj nao ter o mesmo sinal, naoc encontra -

mos qualquer regularidade na evolugao do extremos f(j)(x(]))
guando fazemos j variar para o sistema (n =1 ; s = 2)
Para o caso (n=2 ;s=D(Kf>O) verificamos gque sempre a

maior raiz (guando existir) cresce regularmente com j e corres -
ponde sempre a um minimo. Estudando este mimino, observamos que
ele inicialmente se aproxima da resposta exata, para depois se
afastar cada vez mais lentamente e pela guantidade de dados que
dispomos acreditamos gue jamais retorne e convirja para a solu-

cao exata, gue seria o ideal. No seguinte grafico apresentamos
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a evolucao do minimo com j onde incorparamos o extremo vizinho,
{(quando existir), guase sempre um maximo e intermediariamente o
correspondente ponto de inflexao. 0s pontos que estdo representa
dos por X correspondem aos maximos, 0s que tem uma cruz () sdo
os pontos de inflexao e aqueles representados por bolinhas ( e )

sao os minimos. Para efeito de melhor acompanhar a evolugao de
cada familia fazemos passar uma linha continua pelos respectivos
pontos. Podemos constatar que, para um dado j, 0s corresponden-

tes maximos e pontos inflexao (quando existirem) melhoram a solu

cao dada pelos minimos.
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FIGURA 3.3.19 - Representa¢ao grafica do minimo, maximo e

ponto de inflexao intermediario (veja texto) .
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3.4 - calor Especifico

Queremos agora saber como se comporta o calor especifi

co associado as fungoes p(3) gquando calculadas para os valores
de B (B(J)) gue tornam F(J) um extremo, que corresponde a deter
minar x(j) para extremizar f(j).

Da eg. (3.2.10) obtemos
F s x3) mkr £V, s 1) v r ) (3.4.13)

Uma vez que f(J) nao depende explicitamente de T (veija f(l),f(zl
f(3) etc) e Que x & uma variavel adimensional, portanto x(j) e
um numero puro, temos dque
Bf(j)(n, S; x(j)) -0
aT
Isto implica, pela eg. (3.4.13) gque
2 3 2
o P n, 55 x5 Fexn)
BTZ BTZ
que leva ao fato do calor especifico associado a ﬁn@éoﬁij)hus;x
= F(J)(n, S; B(J), onde

, . I —l] s/n
(3 - | b x 3 (k) S J

U))
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ser independente de j e s e ser igual ao resultado exato (eq.

1.3.4).

3.5 - Suscetibilidade Elé&trica

3.5.1 - Calculo Exato

Ja vimos no cap. I que a suscetibilidade elétrica a

campo nulo & dada por

N
Xp = KT ¥ TE=0
e gue para o hamiltoniano dado pela eg. (3.1.1) ela se expressa

exatamente como

1

yn

2
eX (v = r(3/2n) 9

~ T(1/zn) [1/m (KT

3.5.2 - Calculo Aproximado

Consideremos ¢ desenvolvimento de < x2t> na eq.(2.3.4)

para t = 1. O corte desta série na ordem j conduz a dgrandeza

< X2>(j). Estabelecamos a correspondéncia que associa < x2>(3)

com F(J) dada pelo calculo de < x2>(j) para o valor de B (recor-

demos que este valor médio depende de B) que extremiza (minimiza

para j = 1,3) a funcao F(j) ou seja para B(J). Vejamos alguns ca

208
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(1)

gue conduz ao calculo de y, = H)ZT (veja cap. I). Para j = 2 ja

T
vimos que 83 h3o & reai.
Associado a fungao F(B) temos < x2>(3) dado por
2.(3)_ .2 "2 _ 2, _
<x 2= <y >O + BLﬁx >O< H Iio>0 <x"(H Ho) >é}
62 [ 2 2 2
5 2[<x {(H- Ho}>0 <H - Ho>o - <x >0<H —-HO >01 +
2 2 2 2
<X >O<(H —HO) > T <X m - HO) >CZB (3.5.14)
cujos calculos para g e Heg dados respectivamente pelas eqs.
(3.1.1) e (3.1.2) dao como resultado
2nt1l
A0 _ @52 s Tope) xS [men roee) [0
8 S2 T(1/28) B s T(l/2s) T(1/2s)
(2n+3) n'j“l /5 2t 2
(n+s+l) b (KT) + T'(3/2s) 2s
s I'{ 1/25) ] n+l r(l/2s) \ T (1/2s)
S
B
~2s+
ot 2t - (A3, cdnL] Znz2stl ;‘S L
2s 2s "1 2s ' 1 1T(3/2s) 2s b™ (KT)
1 il 2 1, 2T(/2) L 2ntl
F(zs) T(iE? F(zs) F(ZS) J -
(3.5.15)

0 valor de B(?’)(B(‘g)= f(x(B)); eq.(3.2.9)) & dado por



86

n s/n
3.1
83 - JETi903 Lrb(KT)S ]

(3)
T

apresenta a mesma dependéncia témica que

que substituido na eg. (3.5.15) leva ao cdlculo de ¥
{3}
T

ex - o -
Xop (n) , a diferenga consistindo apenas em pequenoc eérro no fator

. Vale sa

lientar que também ¥
numerico.

Definamos qX pela seguinte relagao

q = Xé%;//%$x (n)
X

A realizagao de cilculos para as grandezas QX {lembramos que
QX = Xéll//X$Xr cap. I) e qX mostram gue, para qualquer par
(n, s) n=1,2,...50; s =1,2,...50 com excegcdo dos pares

n=19,20,...37 ; s=1en = 38,39,...50; s = 1,2, 0s quais nao
temos informagoes (presenca de grandes niimeros que estd3o fora do

dominio de operagao do programa usado) sempre os valores de qX

sao mais préximos da unidade gque os de QX . Isto quer dizer
que xé3) e uma aproximacao melhor que Xél), para a suscetibi-
lidade elétrica exata x?x . Ilustramos na seqguinte tabela e

correspondentes graficos, alguns casos nos guais incorporameos o

fator de melhoria definido por

1
g - Xé b1 2
n, = =
X ex (3) 1 -q
Yo~ Xq X
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TABELA 3.5.3 - Nesta tabela apresentamos para varios valores das

variaveis n, s, as grandezas Q » 9y, e uy-

Os

quadros assinalados com tracos correspondem aqueles

cujo tratamento foge ao alcance (grandes nimeros)

do programa que usamos.

. n 2 5 10 18 19 35 50
Q 0,85409| 0,50974| 0,30468| 0,18714| - - -
1| q 0,99625| 0,72767| 0,38960| 0,21923| - - -
X
Y 38,940 | 1,800 | 1,139 | 1,041
X
Q 1 0,79789| 0,62464| 6,49384| 0,48282| 0,37067| -
X
2 | q 1 0,97174| 0,79877| 0,60084| 0,58465( 0,43013| -
“x - 7,151 | 1,865 | 1,268 | 1,245 | 1,104 -
QX 1,07773 0,90965| 0,83163| 0,82452] 0,74565| 0,70117
5 4 q 0,99850| 1 0,99238| 0,94195| 0,93437] 0,83199| 0,77254
X
. -51,747 - 11,857 | 2,901 | 2,674 | 1,514 | 1,314
I ) . . o R
Q 1,095221 1,05454| 1 0,95476] 0,95068| 0,90508 0,87866
X
10 a, 0,997181 1,00146| 1 0,997151 0,99620| 0,96840| 0,93810
by ~33,773 |37,247 - 15,884 {12,979 | 3,003 | 1,960
Q, 1,10014| 1,07133| 1,03050] 1 0,99739 | 0,96934| 0,95363
18| q 0,99696 | 1,00426| 1,00085] 1 1,00000| 0,99734| 0,98967
vy -32,938 |16,752 |35,777 | - 2448,149 |11,513 | 4,490
Q, 1,10038| 1,07219! 1,03213| 1,00252 0,97310| 0,95812
19] q 0,99695| 1,00449] 1,00103| 1,00000 0,99806 | 0,99167
_ |y -32,899 |16,065 31,221 |2635,130} - 13,891 | 5,030
oN 1,10194| 1,07781| 1,04306| 1,01992| 1,01810 0,99089
35| q, 0,99678| 1,00645| 1,00328| 1,00074| 1,00060 0,99979
iy -31,651 |12,057 13,112 |26,793 |30,290 - 44,535
Q, 1,10229| 1,07911| 1,04570| 1,02432| 1,02269| 1,00723
504 q, 0,99664{ 1,00703} 1,00434} 1,001629 1,00143{ 1,00010:
by ~30,484 11,249 10,531 |14,983 [15,913 |70,137 -




88

0,1

DJOJ_

OJOOi

FIGURA 3.5.20 -

A

Representacao grafica, para n = 2, das
fungSesI(Q¥—l)‘el(qxﬂl)|mostrando que

a fungao ¥y’ & mais proxima da solu -
(1)

cao exata que g
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1
oL
0,04
QOOL A B s S R _
10 2,0 30 490 50 A
FIGURA 3.5.21 - Representagao grafica, para n = 10,

das fungBesl(Q§~l)|e!qX~l){mostran—
)

solucao exata que Y

€ mais proxima da
(1)
o

do a fungao Xé
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9,1

0,01

0,001

10 | 0 | 30 40 50

FIGURA 3.5.22 - Representacac grafica, para n = 50,
das fungSes|(QX—lﬂ e KqX~lﬂ mostran

do a funcao XéB) & mais proxima da
(1)

solugao exata que Xip
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FIGURA 3.5.23 - Representacg@o grafica do fator de melho

ria correspondentes as trés ultimas fi-

guras.
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canfTuLo 1v

SEGUNDA APLICACAO: POTENCIAL MIXTO

4.1 - Introdugao

Como segunda aplicagac do formalismo deservolvido no ca

pftulo IT, discutiremos a energia livre, o calor especifico e a
suscetibilidade elétrica para o hamiltoniano dado pela equagao

(1.6.11), a saber

H=EB— 4+ bx? + cx* (4.1.1)

. r . A .
A principio calculamos as grandezas termodinamicas e
. —_ ~ 1 3
xatamente e depois utilizando as fungoes F( ) e F( ) obtemos -
resultados aproximados, gue comparamos com o valor exato. C

ilamiltoniano de teste que usamos & dado pela equagao (1.3.6)

para s = 1 ou seja
: 2

o= B- 4 Bx

o 2m

Inicialmente estudamos os comportamentos assintdticos (T+ 0 e
T » =) das referidas grandezas e logo apos, definindo varia -
veis reduzidas, tratamos a gama completa de temperaturas, des
de t = 0 até t = ©, onde t & uma temperatura reduzida a Ser

definida adiante.



93 ‘

4.2 - Energia lLivre

4.2.1 - Calculo Exato

’ . . . -~
Ja sabemos que a energia livre assocliada a equagao

(4.1.1) e dada (ver cap. 1) por

R — 2
o= -kT 1n [ L /Zmmet 172 S ofe P /8ekT
n

L (b* /8ck T) ] (46.2.2)

No limite T * 0, a equagaoc (1.6.16) fornece o compor-

tamento assintdtico da fungao Kl/ (b2/8ckT}, cuja substituigao
i

na expressao acima leva a

F ~ ~kT 1n L/ 2mmkT /F‘/£I + 2o [ BT
h b 4 b

2

2

= F(e = 0) + 2o K (4.2.3]
4 b

onde F(c = 0) é a energia livre associada a equagao (4.1.1) pa-

ra c = 0. Este resultado ‘& era esperado uma vez que, para bai

xas temperaturas, o sistema oscila pouco, portantoc ocupa prefe-

rentemente estados tais que
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bx* + cx® ~ bx? (x << 1}

No limite de altas temperaturas a equagao (1.6.20),
para z dado pela equagao (1.6.14), leva a sequinte expresszo

para a fungao Kl[h(hz/BCkT)

) -1/ 4 ; ) 1)/ u
<4y (07 /80KT) ~ = L b - —d b
%) r(3/4) \ 16ckT r(1/4) \ 16ckT
(T » «)

A substituigao da expressao acima na equacaoc (4.2.2) leva a

e

F o~ kT 1n [ L/ onmkT 1,8128 (51) ] N

c

b L(3/4) V/Ei = F(b = B) + 0,33799b K1 (T » ) (4.2.4)
T(l/&) C c

onde F{(b = 0) & a energia livre associada a equagao (4.1.1) para
b = 0. Este resultado esta cosrente com o fato de, para aktas
temperaturas, o termo relevante para o potencial ser (x*) ou se

ja 0 sistema ocupa preferentemente estados tais qgue

bx® + cx*  ~ cox" (x >> 1)
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4.2.2 =~ Calculo dos Comportamentos Assintdticos de F(l)

0 calculc de F(l) para o slistema em estudo resulta en

F1) f B BY) 1, 2 KT (4.2.5)

2B 4 B

(1)

0 extremo de F com relagao a B leva a

= }
2

2

onde ¢ sinal negativo, na raiz acima nao fol considerado, por

questoes de estabilidade (B > D).

No limite T + 0 a sclugao assintdtica da equagao

(4.2.6) B

(4.2.7)

Sonmkt /it KL ] N

b

1
1
x~
—
-
3
T e
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= W

C(E-T-)z r(c:o)+ic(i€l)z
b 4 b

que coincide com a resposta exata (equacao (4.2.3)).

Quande T * ® a solugao assintotica da equacao (4.2.6)

[OEY

dada por

~ 3k T (T » ) (4.2.8)

wn)

que substituida na equagac (4.2.5) resulta em

144
S ovmk T 1,72929 [ KL R N, ‘/51
C 2 /3 C

(T + )

P - it 1n [

T

Comparando a Gltima expressao com o correspondente comportamen-
to assintotico exato (eguagac (4.2.4)) observames que a depen -
déncia nas varidveis b, ¢ e T & a mesma, existindo pequenos er-
ros que iIncidem somente em fatores numéricos. No coeficiente

do arguwmento do logaritmo temcs um erro da ordem de 5%, enquan-

1 - L] -~ ~ 4
to no coeficiente do segundo térmo o Brro & da ordem de 15%.

(3)

4,2.3 - Calculo dos Comportamentos Assintoticos de F
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A equagEO (2.2.2)/para j = 3/leva a sequinte expressgo

para F(B)

A3 .
N el b) kT 5 22 g8 (1) (4.2.9)
5

0 extremo de F(B) com relagac a B conduz a seguinte equacao

6

F(g, T) = 8% = 3b B> + (3b?% - 18ckT)B" +

(36bckT - b¥)B? + (120c%k?T? - 18b2%ckT)B?

- 120 ¢’bk?T%D - 297 c’k’T® = 0 (4.2.10)
Quande T » 0 a equagac acima tem comoc limite

[

8% - 3b8° 5+ 3b%B* - b'B%® = O
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ou

Consideremas a corregao de primeira ordem na temperatura. G5eja

0 dada por

ou

o

9= b+ al + 0(T)

r

onde 0{T) representa as corregoes de ordem superiar e ande O e
um parametro a ser determinada. A substituigao desta proposta
na equagao (4.2.10) leva a uma identidade do tipo 0 = 0 ou seja
estamos diante de uma indeterminagae. Com o intuito de levan-
ta-la, consideremos o desenvolvimento de Taylor da fungao f(b,T)

em torno do ponto (B8 = b, T = 0)
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3 3
f(8, T) = £(B, T) + [(B=b) — + T — \ £ (B, T)
B=b 58 aT B=b
T=0 T=C
. 2
b2 [ (Bp) + T F(8, T) 4= =--2 [(38-0b)
! BT B=b n!
T=0
]
LI I F(B, T) b -
58 5T B=h
T=0
Como 8 - b ~ oT podemos ver que no termo de ordem n na expansao

n

de (8, T), T pode ser extraido como fator comum de cada cons-

tituinte deste termo. Portanto f(B, T) pode ser escrito na for

I".a
F(B, T) = = a T"
n
n=0
onde a_ e dado por
n
a =& falei ) f(s, T
nd 0B a7

mas f(B, T) agora & uma combinagac linear nula de infinitos ve-
tores linearmente independentes, portanto a, = 0. GC coeficien
te a, & nulo por construgao, a e a sao identicamente nulos

Consideremcs o calculo de 83
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+ 2 re, 1)

—
i
(e

ou

3, 3
o - 297 K~ g (4.2.11)

cuja solugao e

o ~ 6,71902 2K

b
portanto

B~b + 6,71902 S<T (4.2.12)

b

Usando sste valor de B na equacao (4.2.9) obtemos o seguinte -

comportamento assintotico para F(B)

2mmk T /? V/EI- ] +
b

c (_jl) - Flc=0) +« 2 c(!il) (T » 0)
b 4 b

que tambem coincide com a resposta exata (equagaoc (4.2.3)).

]#=

FG3) L kT 1 [

il

&~

No limite de altas temperaturas a equacgao (4.2.10) se

reduz a
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n® - 18 ckT BY + 120 e’k *T?B% 297 ¢k ’1® = 0O (4.2.13)

onde admitindo gue B seja crescente com a temperatura despreza-
mos termos de ordem superior. Podemos observar gque nos dois 1i
mites (T > 0 e T + «) obtemos a mesma equagao para B ((4.2.11)

e (4.2.13)). Suponhamos gque B seja dado por

3= 7% (4.2.14)

Substituindo a proposta acima na esquacac (4.2.13) obtemos

6 X 14y L2 L2+ 2K

J8T°% - 1B kT + 120 c?k? %7 - 297 c*k*T® = O

(4.2.15)

se x = 1/2 temos que

j® - 18 ckj* + 120 e2k?j® - 297 c¢%® = 0O

cuja solugao e

j=+/6,71902 ck

e portanto

B =+ 6,71902 ckT (4.2.16)
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Se X % 1/2 a equagéo (4.2.14) e incompatiuel com a equag%a
(4.2.15). Usandec o valor de B acima na energia livre F(B) te-

mos que

. 1/ 4
T '
FG) L kT 1n [-k /o 2mmkT  1,8107 (51 ]
C

h —
E"‘l
+ 0,33672 b &L (T + =)
C
Comparando este resultado com a expresséo correta, equagaoc

(4.2.4), verificamosa concordancia na dependencia das variaveis
h, c e T e a existéncia de pequenos errcs que afetam scémente a
cceficientes numéricos. Estes errcs sac da ordem de G,l% no
coeficiente do argumentc do logaritmo (primeirc térmo) e da or
dem de G,4% no coeficiente do segundo termo. Podemos consta -

(3)

tar que os resultados obtidos para F

(1}

sac bem melhores que a

queles dados pela fungao F .
4.3 -~ Calor Especifico
4.3.1 - Calculo Exato

Os comportamentos assintoticous exatos (T > 0 e T > =)

do calor QSpeciFico ja foram chbtidos pelas equagoes (1.6.19) e

(1.6.22)
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4.3.2 - ComportamentosAssintoticos do Calor Especifico

(l)m',_:

Associados a Energis Livre F

C = C
1 1

Estes resultados j&é foram obtideos no cepltulo I (equa

goes (1.6.24) e (1.6.25)) no entanto refazemos aqui por um pro
cesso diferente, que sera aplicado posteriormente para o célcu-
lo de ¢

3

r . . . .
8 calor especlfico de um sistema com energia livre F

(1) Com relagéo a temperatura € iguel =2

derivada segunda de F

do

.2 -
00¢t) . x [29d8, 1% T [ds
372 T 2 | sdt Bdr2 8* \dT) _
- o 2
oo 78
L2 3 2
3ck dT Lk [b+3ckT o1 {88
2 B? ] 2 B dT
2
- 15 B 55 €8 /83 (4.3.17)
dT?2 dT
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0 extremo de F(l) com relagao a 0 leva a

dB _ 5295 (4.3.18)
aT B-t

G

d?B _ _ 18 c®k? (4.3.19)
g (2B-b)°? T

No limite T = 0 ja vimos Gue B & dada pela equagao
(4.2.7) cuja substituigao nas equagoes (4.3.17), (4.3.18) e

(4.3.19} leva ac seguinte comportamento assintotico para ¢,

c ~I<G_— 6CkT) T >0 (4.3.20)

m 2w

onde temos feito uso da equagao (1.6.18). Este resultado coin-

cide com 0 valor exato,

Mo limite T + «, B & dado pela equacgao (4.2.8). Le -
vando este valor para as equagtes (4.3.17), (4.3.18) e (4.3.19)

temos que

2
c ~ k{3/4 + 0,03608 -1Y T + (4.3.21)
! YEKT
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4.3.3 - Comportamentos Assintdticos do Calor Especifico

(3}

c, Associado a Energia lLivre F

A derivada segunda de F(B) com relagéo a temperatursa

M

dada por

- 2b dB kK _ 3ck2T ar + 12C2k3T2
oo dT 2 g3
dB
30 - 4?-“——) i} 2
( a7 (b - B) SckT - dzB
D)
B> B B* dT

6 aT

2 A2
- 220 gy 88 4 16p 28 L o7 (2B
B d7 dT




106

2 » -
- p7 &8 . 35 2
aT? aT BS

12c %k ?
6ck*T 6o 2k 37?2
4 n?
6c2k3T
BS
- g3 898 -
dT
- g2 d% g
d72
(-12)
2 k2T il
2 B3
) 2
28T f3y
2 g*
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dan L 297 clkiT?
4 g7

2

7 a0 3, b3
sp - 7 28 |, 22 ek T azr(gﬁ-) -
dT 4 B° dT

2
508 28 - gpr &8 J (4.3.22)
dT dT
A derivada de F(B) com relagao a 8 leva a
dg
;; = A/ C (4.3.23)
cnde

A= 1G6ck B* - 36bck B? - 240c%k?T B? +

18b%ck B + 240c?bk?T o + B91ck3T?

C = 60°% - 15608% + 12028% ~ 72ckT B? +

10Bhokt B2 - 3b%8% + 240c?k®T%B -

360%ckT B - 120c®h k274
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A derivada segunda de B com relagac a temperatura € igual a

= (Cca' - AC') / c? (4.3.24

onde &' & C' sac as derivadas de A e C respectivamente, comn reg

lagac a temperatura.

- - £ I3
Consideremos agora cs comportamentos assintoticos de

Noe limite T » 0, B & dado pela equagao (4.2.12) cuja

substituigao nas equagoes (4.3.22), (4.3.23) e (4.3.24) levam

a
c ~ k {1 -M (T‘*D)
3 m 2w 4

que E@mbém coincide com _a resposta exata.

Quands T + =, B & expressc pela equagao (4.2.16). Le
vando este valor para as equagoes (4.3.22), (4.3.23) e (4.3.24)

ocbiemos

' 2
¢ ~ k ( 3/4 + 0,04209 —99—-) (T » =)

3 vek T
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Observamos que todos us resultados obtidos para o ca
lor especifico coincidem com os deduzidos a partir dos compor-
tamentos assintdticos da energia livre.

)

C, & c_ vemos gue no limite T > 0 todos apresentam o mesmc com

f -
Comparando-se os calores especificos exalo (Cex

portamento assintdticoc e guando To= 2les tém o mesmo limite ,

- « - s -, -
apresentando uma diferenca que incide scomentes no fator numeri-

co da corre gac assintotica seguinte. Este erroc e da ordem

— T 4 L

de 155 para o calor sspecifico c, genquanto em ¢, e apenas 0,45

aproximadamente (37,5 vezes inferior). Estes resultados refle
L = ‘ : : (l)' T

tem a vantagem da extensao do Método Variacional (F = F) on

de comc vimos obltemos uma olima aproximagao para o calor espe-

(3).

4 - . .
cifico com o emprego da energia livre F Fstes aspectos po
dem ser vistos de uma maneira gualitativa nos seguintes grafi-

C0S .
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2
1
3% >
T
Figura 4.3.1 =~ Grafico (fora de escala) do calor especifico

em fungao da temperatura ilustrando a coinci
déncia do comportamsnto assintotico (T + 0)

ara cC exato c e c .
P ex ( )’ 1 3

7k
1 _
e 3
S
)
C1
/% .
e
Figura 4.3.2 - Grafico (fora de escala) do calor especifico

em fungao de 1 / YT mostrando gue no limite

T+>® a solugao c. e melhor que c -
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4.4 - Suscetibilidade Elétrica
4.,4.1 ~ Calculo Exato
0 calculo de « x2 > associado a equagac (4.1.1) &
dado por

L<x?> = P /Q

ande

- a2 4
0= f dx x? e 8lbx*+ cx*)

—00

o e—B(bx2+ cx* )

A integral P pode ser transformada em uma integral do tipo O a

qual ja conhecemos a sclugac. GSeja P(A) dado por

2 u
pP(A) = S dx x? e~ BlBAx Trex )

- OO
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dP{}) g ST xé e—B(be2+cx“)
d X -
portanto

p:_l_ 1lim _(j_l:]_(_>"_l

Bo  A-l dA

P(A) & uma integral do tipo ] conhecida do capitulo I. O

resultado dos calculos mostra gue

- L b2 1 2 yosk T
( 5 + BCkT) '\l/k (b /EJCE\I) -J

onde ao derivarmos P com relagao a A substituimos

K;/u (® /6ckT) por sua lei de recorréncia (16) em termos de

(b2 /BckT) e K (b*/8ckT). 0 valor da integral 1 & da

s /e
do pela equagao {(1.6.12). Portanto

/4

K, . (6% /BekT)

< XZ > Ep / ] = ma— - l (\4-5{.25)
b I (n? /BekT)
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onde tewos usado lei de recorrencia (16) para K em termos de

/o
e 2 / 2
<o /s (b2/BckT) e hl/h (62/8ckT),

Consideremos o0s comportamentos assintoticos de < x2 ».

No limite T - 0 K (z} / k& {(z) & conhecide  da
3/4 1/h
equagac (1.6.17,;. Para z dade pela equagac (1.6.14) temos que

2 e -
. o fGek ;
g W/0OKD) b 2ck T 6c2k? T2
’ 2/ bz bli
Ll/q (6% /BckT) ho
portanto
2 2 .
X = 9._. < xz b Cl_.. l 3—CZE.I T > U
T kT 2h b

o limite T ™ ®, a equacao (1.6.21) leva a

- ~

Kl/u (b2/8ckT) r(1/4)

16ckT

Ks/n (b?/8ckT) r(3/4) ( 2 )4/2

que conduz a

q? r{(3/4) 1 _ 0,33799 g2

r{1/4; VekT JokT

XT ~ (T—)—oo)
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Vemos gue no limite de balxas temperaturas, recbtemos a equacgao
(1.4.8) para n = 1 e gquando T + =, a mesma expressao para n = 2

como deveria acontecer

".4.2 - C(Comportamentos Assintuticos de XT Assoclados a
T
E__;f
Ja vimos na segao 3.5 a correspondencia  entre
; i . . ~ 1) .
< %? >(J) g F(J). Assim assccladc a fungao F( ‘y esta o va

lor médio < x? >(l), que & dado por

e
—4

13
< %2 >( /= < xX? > =
0

|

N
[y

(1)

No limite T = 0 sabemos gue F g8 um extremoc para o

valor de B dado pela equagao (4.2.7). Portanto para este va -

lor

que leva a

(T > B)
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- . - 4 -
onde o sub-indice "L" em XT indica gque esta associado a fun-

¢ao F(l}. Vemos gue este resultado coincide com a resposta e-

xata.

No limite T - =, o valor de B gque torna F(l) ur ex -

tremo esta na eguacao (4.2.8). Para este valor obtemnos

(1) 2 2
X U = 0,28507 —te=— (T + =)
2 /IekT ckT

que exibe a mesma deperndencia termica que o resultado exato ,

existindc um érro apenas ro coeficiente numérico da orderm de
= ~ ’ . ~ . -~ .

15%. 0Observemcs gue este erroc e identico aquele obtidoc para o

L3 .
calor especilifico c_ -

4.4.3 =~ Comportamentos AssintCticos de XT Asscciados a
-(3)
Neste caso < x° >(3), que e dado pela equacaon

(3.5.14), se expressa COOD

—
AV
g
~
—
o
1
o
S
A
Y
~
—
S

N

[\
o
P
m
[N}
N
jun)
[34)
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I 2 2 2 3
. LH-—;Ql— T v 4,5 (b - g) ST | gp e (KT)D
20 3

Para T -~ 0, B esta expressoc pela equagaoc (4.2.12), ©

gual leva a

(3) 2 '
XT -~ 8- ]__.29.&1 (T >~ 0)

, . .
que tambem coincide ceim o valor exato.

o limite de altas temperaturas, B ¢ dado pela egua -
caos (4.2.16), o gqual resulta para a suscetibilidade o seguinte

comportamento assintotico

(3) q2
Xo = 0,33672 (T » )

vek T

onde observamos a mesma dependéncia termica do valor exato, a

presentando um erro no coeficiente nurerico apenas da ordem de

oof

G445, Tambem agul, vale salientar que este erro coincide com

x(3)
T

portame: to assintotico no limite de baixas temperaturas e, no

N
0 de c . Portanto X X(l/ e apresentan o mesmo com -~
3 T?* 7T P
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. . -~ . 4 . . . ~
linite T > ©, a mesma dependencia termicea existindo um errc en

X(l) e X(B) que afeta apenas us coeficientes numéricos. Coun
T T -~

_ . } 3)

parando estes erros constatamos que mais uma vez, usando F( ’
A £ N -

obtemos um resultado muito melhor qQue o dado pelo wmetodo varia-

cional (F(l) = F).

4.5 -~ Introducao de VYariavels Reduzidas

Cansideremos as seguintes definigoes

sestas variavels temos

. 2 L]
9_>_<_______+ cX = U2 + l.,ihL
KT *

n, 2

ff.?s.... = vV u2

LT #

1 2 12

+ Em mecanica quintica & bom definir T* por T* = = (== )

"k 'm
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A fungao de partigac pode ser escrita como

=

|

n

—

_ o _(bx2+cx”
L Y 2mmk T S dx e kKT
h o0

kT* (bx%+ex")

[o's) = F3
vV Z2mnk T f dx e KT kT

- -t (G2+u®) o
v 2makT S du e \/~
o0 c

3
202 1/ 4

Definanmos as seguintes energias livres reduzidas

F o=

AT e p )2 p )

Assim temos que

_tIn t

[
-t In kK, (1/8t) = t 1n L =

2 1/ g

3
mb ,1/8t }

2¢?

(4.5.26)
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Por outro lado

£ = -kT 1n [}— V 2n?(k1)? m/é:?

o in

Seja
£FOEF_ /KT
0 o
entao

- "2 3|
Foz-tlnt+1‘~—l”—"-tlnii 2r mb

2 Lk c?
4.5.1 =~ Comparacao entre as Energias Livres F(exata)_L
F(1) o (3)
Ags enargias livres F(l) e F(J) sao dadas respecti~

vamente por

’ 2
r (1) FD+(1'\) £+ 2L
2v 4 v?

i
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-+
(W
< et
[N B N ]
"
£
]
<
e
1 ]
+
,-'—-.\
|_1
< {1
<
3]
!
Clﬁ‘
[N S §
1
& ]
| I

99 t*

) 4 6

+
o =
<

(3)

Queremos saber se a fungao f g mais préxima da so-
lugao exata f que a fungao F(l). Para isto definamos a seguin-

te variavel

ar () w‘?(i)" L i=1, 53
t

Consideremos tambem o fator de melhoria definido por

Af(l)

AN )

a partir do gual podemos caracterizar quao boa €@ a aproximagao
F(i), obtida para a fungao exata f.

Ma seguinte tabela e gréfico apresentanos varios va-
lores das Fuﬂgges AF(l), AF(B) 8 e Poderos constatar gue

F(jj gesta sempre Mais proxima da solugao exata f, gue a fungao

(1),
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| £ ar () (t) ar ) (1) M
t -0 0 0 -
1/8 0,00321 0,00004 80,25
1/4 0,00655 0,00011 59,54
1/2 0,01128 0,000290 56,40
1 0,01692 0,0003¢6 47,00
- — . o
2 0,02596 0,00374 6,94
5 0,029864 C,00060 49,40
10 0,04G55 0,01342 3,47
20 0,04921 0,01278 5,85
50 0,10176 0,06205 1,64
1043 0,10196 0,06050 1,68
Lo+ e 0,04716-2204231 ) o 5p115-2280127 14y gy o 3063
VE /t ’
TABELA 4.5.1 - Representagao numerica das fungoes AF<1) ,
AF(B) e W, para t variando desde O ate
o, galculadas para os valores de v gue
extramnl zan as respectivas Fungaes F(ll

p(33,
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t 400
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4.5.2 - Calor Especifico: Ca&lcoculo Exato

A ¢ . . N .
Consideremos ¢ calar especlfico reduzido, definpido

oor

coo o I oaz2f_ . ¥
37°

A expressac de f & dada pela equacac (4.5.26). 0O seu primeiro
térmo contribue para 0 caler especifico [, com o valor 1/2. 0O
terceiroc nao fornece nenhuma contribuigaoc. Analizemos o segun

do termou, gue denctamos pela letra G, ista &,

G = -t 1In K {(1/8t)
y/u

A derivada segunda de G com relacgao a t leva a

2

"o J; i 1t t -
G" = ( 8t) - [lﬁ/q(i/at) xqu(l/e )

K;;u(l/ﬁt)‘}///Kf/q(l/Bt)
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Usando as relagoes de recorrencia para K'/ (1/6t) e K?/ (1/8t;
174 N

tenos gque

o
1}
M
|
o
Q> |2
o ]
[ v
I
ro |
+
’—-\
o Il_l
o
o S
7
~
=g
Pt
|_a
™~
o)
o
g
T

1 16t2 t K 1/8t) K 1/88) - K2 1/6t
+ 16 ]+4 }\1/4(/ )Ig/q(/t) K”u(/ )

/ Ki/u(l/Bt-)

Observamos na expressgo acima gue o calor especifico, COio a
energia livre Af, depende de uma Unica variavel adimensional,
a saber t. Esta e a vantagem do emprégo das variavels reduzi-
das. Como as funcoes de Bessel ja sao conhecidas, podemos cons
truir um grafice do calor especifico C, para t variando desde
t = 0 até t = =, 0Os comportamentos assintotices sao Ldéenticos
équeles obtidos com variaveis nao reduzidas (equagaes (1.6.19)

e (1.6.22)), bastando gue fagames as sequintes transformagoes

b > 1 {4.5.27)

c > 1 (4.5.28)

KT » t (4.5.29)




125

wa figura (4.5.4 ) temos a representagéo grafica do calor espe-

cifico exato C.

(1) , +(3)

4,5.3 =~ Calor EspeciFico Associado as fungoes F

r ~ L3 .
0 calculo das expressoes dos caiores especificos assg

(1) 4 p03)

sao semelhantes aqueles corres -

(1) 4 ¢(3)

ciados as fungoas f
pondentes as fFungoes F respectivamente. Aqui alénm
do emprego das transformacoes dadas pelas equacoes (4.5.27) ,

(4.5.28) e (4.5.29) devemos usar a transformacao sequinte

B » v (4.5.30;

Podemos constatar que as expressoes de C e C  tambem dependem
1 3

somente da variavel t. Na tabela seguinte estao representados

uos calores especificos EB , C e C para diversos valores da
3

X 1
variavel t. Associada a tabela tamben podemos ver sua repre -
sentagac grafica onde incorporamos o fator de melhoria para o

calor especifico o qual definimos a segulr




Tabela 4.5.2
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Na tabela abalixo apresentamos dados relalivos

L4 . ~
acs calores especlflcos Lex’ c

1

e

g para o

fator de melhoria NC com t variando desde 0

”

ate .

agquele que

v empregado em Ci

extremiza a respectiva fungdo f

corresponde

(1)

t Cex C1 C3 He
£+ 0 1-7 ¢ 1-7 ¢ 1-% t -
1/4 0.8B394 0,87500 0,88371 38,87
1/2 0,85403 0,84449 U,85377 35,69
1 0,82806 0,561934 0,82757 17,79
2 0.80728 0,80000 0.B0699 25,10
5 0,78707 0,78201 U,78693 36,14
10 0,77686 0,77273 0,77635 8.10
29 0,76912 0,76610 0,7687 7.55
35 0,76537 0.76218 0,76418 2,68
Loy 3,0.08450 | 3 0,07216 3,0,08415 5656
4 /u 4 vt 4 VT
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095;

0,80

FIGURA 4.5.4 - Representacao grafica dos calores especificos

- t A1
Cex (exato) , Cl e C3
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4.5,4 - Suscetibilidade £létrica

. . . . ’ - .
Consglidere.os a suscetibilidade eletrica reduzida de-

finida peor

>
3
1

b < x? > ‘ . ~
onde ——>—= & 0 valor reduzido de <x? > . A expressao

kT™

acima e equivalente a

Portanto a suscetibilidade eletrica reduzida exata ¢ dada por

. 1 K, 4, (1/38) o

4t (1/8t)

k1/4

onde . <u? > € encontrado a partir da equagao (4.4.25) usando
as transformagoes dadas pelas equagoes (4.5.27), (4.5.28) e

(4.5.29).
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- ~ . . . ., .
0 calculo das expressces da suscetibilidade eletrica

associada a F(l) e F()) e imediato quando aplicancs as transfor

macoes dadas pelas equacoes (4.5.27), (4.5.28), (4.5.29) ©
(4.5.30) e < x? (1) e em < x° 3 para cbtermos < u? S (1)
e < u? >(3) respectivamente. 0Obtencs para Xﬁl) 2 XEJ) as
seguintes expressoes
(1) (py o L
t 2v
E
3 1 1 - v 3t 1L - v)?
e Ao l=v) s, Lawp
2y 2v? 2 v? 2y*®
1_2
pays M= vy g B
v v?
ja tabela seguinte estac representados as fungces X Xil) C
Xéjl para diversos valores da variavel % e ande nas fungoes
Xﬁl) e Xﬁj) 0 V¥ usado corresponde 5quele que extremiza as
respectivas fungoes F(l). Também podemos definir o associodo

fator de melhorlia, a saber

1
e
oox(3) oy

r ‘T
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Tabela 4.5.3

Na tabela abaixo apresentamos valores das fun-
coes X (exata), X(l) e X(B)

para a Ltemperatu-
ra reduzida t variando desde 0 até

: - Xr.., .ww2335”~w_ ““;E;{T_m_;:_”ﬁ
¢ o O 1/2 -2t ) 12 -2+ 1/2 - 2 % -
— . A L2 2
1/8 0,39484 0,38742 0,39459 29,60
1/4 C,34513 0,33333 U,34493 59,00
1/2 L,28960 U,27029 0,25926 45,03
1 0,23396 D,21713 0,23317 21,30
5 G,12716 0,11350 0,12676 35,95
10 0,09663 0,08333 U,09415 5,36
50 0,05082 0,03919 0,04503 2,01
100 0,03646 0,02305 0,03236 2,05
'——;:;“"—" 02225792 U+9L3§é§£ 0+9422§12 T%A 38:;;E
{gﬁw ' Vi Vi
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FIGURA 4.5.5 - a afi s
Representagao grafica das funcoes Xy {exata) ,

X(l) o X(3)
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CONCLUSOES

Temos observado que a eficiéncia do Método Variacional
(cap. I) varia de sistema para sistema e depende da propriedade

termodinamica discutida. Vimos que, no que se refere ac calor es
5 =)

pecifico, os sistemas descritos por H = %ﬁ + px°D (n =1,2,3..)
2

tratados com hamiltonianos de prova de tipo Ho = %ﬁ + B 28

(s = 1,2,3,...), levaram ao longo de todo o espectro de tempera-

turas, ao resultado exato. Quanto a suscetibilidade elétrica e a
frequéncia de oscilagao, estas apresentavam a mesma dependéncia
funcional térmica, porém geralmente tinham pequenos &rros nos co
eficientes numéricos (para o caso n = 2; s = 1 estes érros eram
da ordem de 15% para a suscetibilidade elétrica e 27% para a fre
queéncia de oscilagao). Com relagio ao segundo sistema tratado

2 2

( = P4 px

4 . . ~ .
5 + cx, potencial mixto) nossa preocupagao foi com

0s compartamentos assintdticos do calor especifico, onde Vimnos
2 "
. . - b 1 zZ 2
que usando o hamiltoniano de prova Hb = 5n + 5 m 7 x° chegamos

no limite inferior (T + 6) ao resultado exato enquanto obtinha -
mos no outro limite (T » «) um pequeno érro (14%) no coeficiente

numérico da corregao assintdtica. Usando um segundo hamiltoniano

2
de prova ( 0, = %ﬁ + B x4) a coincidéncia com o resultado exato

ocorreu no limite superior, enquanto para T - 0 obtivemos um erro

da ordem de 27% no coeficiente numérico do termo assintotico.

A nossa intengao maior neste trabalho era desenvolver
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um formalismo, gque permitisse a extensao do Método Variacional.
Temos visto que ¢ formalismo proposto forneceu, para a quase to-
taiidade dos sistemas discutidos, o resultado desejado. Na pri-
meira aplicac¢ao {(cap. III), constatamos que, na maioria dos sis-—
2
temas considerados (g = P4 bxzn; n=1,2,3,...), para todo
2m
valor da temperatura, a aproximac¢ao de ordem trés da energia 1li-
vre era bem mais prdxima da solugao exata que a de primeira or-
dem (para o cason = 2; s = 1 era 41 vezes mais proxima). Ainda
pudemos ver gue, para varios sistemas, a aproximag¢ao de guinta
ordem melhorava o resultado (para o cason = 5; s = 1 esta apro-
ximagao era 1,6 vezes melhor que a de terceira ordem). Quanto ao
calor especifico o resultado foi mais interessante pois as apro-
ximagoes de qualquer ordem da energia livre, levavam sempre ao
mesmo resultado, gque era igual ao valor exato. Em relagao a sus-—
cetibilidade pudemos ver gque em todos os casos considerados, a

aproximagao de ordem tres fol sempre melhor que a de primeira or

dem (no caso n = 2; s = 1 era 39 vezes melhor). No capitulo v
2
fizemos o mesmo estudo para o potencial mixto GI==%a-kbx24-cx%

no qual constatamos que os comportamentos assintoticos, no limi-
te T + 0, das aproximagoes de primeira e terceira ordem, da ener
gia livre, coincidiam entre si e com a resposta exata. Quando
T + », as duas aproximagoes, juntamente com a resposta exata tem
o mesmo limite porém, diferem levemente no coeficiente numérico
da primeira corregao assintdtica. Estes érros eram da ordem de

15% para a primeira aproximag¢ao e somente 0,4% para a de ordem

trés. Tudo que acabamos de apresentar para a energia livre tam-
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bém se aplica para o calor especifico e para a suscecibilidade e
létrica. Encerrando o capitulo obtivemos as mesmas informagoes
anteriores ao longo do espectro completo de temperaturas t, onde
t era uma temperatura reduzida, definida para facilitar a discus

sao.

O estudo das expansoes em séries, das grandezas termo-
dinamicas discutidas, mostrou gue, a menos do calor especificona
primeira aplicagao (cap. III) gue deu resultado exato, as mesmas

nao_convergem para a solugao exata. Isto era inicialmente o gue

mais nos interessava. Apesar disto vimos gue, para a guase tota-
lidade dos sistemas tratados, a aproximagéo de terceira ordem ,
fornecia resuitados melhores gque o Método Variacional {em varios
sistemas aproximagoes de ordem superior a trés melhoravam ainda
mais o resultado). Portanto concliuimos gue a contribuigao mais
eficaz deste trabalho consiste ter evidenciado gque a aproximacgao
de terceira ordem do formalismo proposto, leva a resultados bem
nelhores que agueles do Método Variacional (ordem um no formalis

mo) .

Uma extensaoc natural deste trabalho seria estudar - um

2
2 2
hamiltoniano misto mais geral do tipo H==%ﬂ4-bxdl+-cx2'(n=lﬁL3.,ﬁ

£ =1,2,3;...) tratado por um hamiltoniano de prova como

B 28
HO:2m+BX (S:%r

mento do sistema H = 5 + bx
2

de prova do tipo HO = %— + sz, o Método Variacional fornecia ,

[ye]

;3...). Observamos no cap. I, no trata

4 . .
2 + cx , gque usando um hamiltoniano

=

=]
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para baixar temperaturas (T + 0) o comportamento assintotico exa

to do calor especifico. No limite T+ @ isto s& era conseguido

2
4 ~ .
usando-se Ho = gﬁ + Bx . Isso nao foi surpresa, uma vez que pa
. 2 4 2
ra baixas temperaturas temos bx” + cx v bz enguanto para T+ «,

bx2 + cx4 v cx4. Uma possibilidade atraente para temperaturas in

termediarias, & propor um hamiltoniano de prova do tipo
2

H, = %ﬁ + szs, onde o proprio s seja um parametro variacio -
nal. Neste caso esperamos que enquanto a temperatura varie entre
T=0eT ==, s varie monotonicamente entre 1 e 2. Uma continua
¢ao interessante deste trabalho seria a inclusdo de térmos impa-
res no potencial dos osciladores, a fim de descrever a dilatacao
do sistema. Numa etapa posterior poderiamos estudar n oscilado
res acoplados constituindo sistemas a uma, duas ou trés dimen-
soes, O que permitiria, por exemplo, re-calcular com mais preci-
sao do gque na ref. (7) , o fator de Debye-Waller. Podemos ainda
repetir todo o trabalho utilizando Mecanica Estatistica Quintica.

Finalmente, o formalismo pode ser testado em outros tipos de sis

temas.
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