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Resumo

Apresentam-se os resultados da aplicacao do formalismo chamado de Operadores Compostos
Locais em duas teorias, seguindo o esquema mostrado por Verschelde: teorfa A¢*, como intro-
ducao ao formalismo, e o modelo de Gross-Neveu, problema principal desta tese. Estudam-se os
potenciais efetivos correspondentes até nivel de um lago, e calculam-se as massas geradas pela
quebra da simetria induzida pelas correcoes radiativas. Apds ter feito isto, aplica-se a formu-
lacao de Teoria de Campos a Temperatura Finita para procurar um valor de temperatura critica
onde aconteca uma transicao de fase associada a restauracao da simetria quiral. O resultado
final depende linearmente da massa do férmion, um fato que concorda com o resultado obtido
no regime de Temperatura Finita.
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Abstract

The results of the application in two theories of the formalism known as Local Composite
Operators are presented, following the scheme showed by Verschelde: A\¢* theory, as an in-
troduction to this formalism, and the Gross-Neveu Model, main problem of this thesis. The
correspondent effective potentials up to one loop level are studied, and the masses generated by
the symmetry breaking induced by the radiative corrections are calculated. After having done
this, the formulation of Quantum Field Theory at Finite-Temperature is applied in order to
obtain a value of critical temperature where a phase transition associated to the restoration of
the quiral symmetry occurs. The final result depends linearly on the fermion mass, a fact that
agrees with the result obtained in the Finite-Temperature regime.
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Introducao

No problema que serd desenvolvido mais adiante, um Operador Composto Local (ou LCO
pelas suas siglas em inglés) é considerado como uma quantidade expressa em termos de uma
poténcia de um produto interno de dois campos acoplada a uma fonte J que tem a propriedade
de gerar novas divergéncias ultra-violeta na teoria estudada (comumente relacionadas com dia-
gramas de vacuo); isto deve-se a mudanga nos minimos do potencial efetivo associado e similar-
mente, no estado base da teoria, fazendo que ele tenha uma maior ou menor estabilidade. Este
resultado é possivel somente no caso em que existe um método de renormalizacao adequado
1, 2, 3].

J&a é um fato conhecido que os infinitos em uma teoria vém de diagramas divergentes as-
sociados as quantidades fundamentais como por exemplo, massa da particula e constante de
acoplamento da interacao. Para livrar-se destas desvantagens, sao calculados os respectivos con-
tratermos de forma tal que todas as divergéncias possam ser canceladas.

E importante lembrar que uma teoria é chamada de renormalizavel quando é possivel elim-
inar todas as divergéncias perturbativas com um numero finito de contratermos, fazendo com
que seja possivel a obtengao de quantidades fisicamente mensuréveis (finitas). Em termos dos
funcionais geradores, esta caracteristica é dada se houver uma forma de encontrar a acao efe-
tiva do sistema e junto com isso, as fungdes irredutiveis de uma particula (1PI). E dito entdo
que a expansao em funcoes 1PI até qualquer ordem é a caracteristica principal de uma teoria
renormalizavel.

Neste caso, para fornecer esta tarefa, é necessario introduzir um LCO apropriado na La-
grangiana do sistema, induzindo assim uma quebra dinamica da simetria associada a teoria.
Apoés este procedimento, soma-se uma quantidade dependente de J que vai fazer o papel de
novo contratermo. Um exemplo para testar este formalismo é o modelo de Gross-Neveu [4]

O problema principal encontra-se no fato de interpretar o potencial efetivo como uma den-
sidade de energia; isto s6 é possivel se houver termos de acoplamento lineares entre a fonte e
um campo (um fato que é visto na teoria de campos usual quando é estudada a producao das
funcoes de n pontos derivando o funcional gerador em termos da fonte que cria e destréi campos
do véacuo [13]). Este problema ¢é resolvido trocando o operador composto por um campo escalar
auxiliar sem pernas externas usando uma transformada de Hubbard-Stratonovich, obtendo as-
sim a acao efetiva do sistema em termos deste campo e portanto, a expansao em fungoes 1PI

1,3].

Agora, lembrando que este fendmeno de quebra dinamica acontece a temperatura zero,
esperamos que se o sistema for esquentado a simetria seja restaurada acima de um valor de
temperatura critica T [6, 7], associando uma transigao de fase ao processo [9, 11].

Nosso trabalho se apresenta na seguinte ordem:

= No capitulo 1 revisamos as caracteristicas principais do formalismo de LCO com uma
aplicagao a teoria A¢? [1] e mencionamos uns exemplos onde pode ser aplicado [18].



No capitulo 2 ¢é introduzido o modelo de Gross-Neveu como foi dado no artigo original
[4], junto com um caso onde algumas caracteristicas podem ser estudadas [5].

Apos discutir sobre o modelo que vai ser considerado, é feita a aplicacao de LCO no
capitulo 3 até o nivel de um lago, como foi desenvolvido em [3].

Para estudar uma possivel transicao de fase no modelo, introduz-se no capitulo 4 o for-
malismo de Teoria de Campos a Temperatura Finita seguindo o formalismo de Matsubara
6, 7, 8].

No capitulo 5, estudamos a transicao de fase no modelo de Gross-Neveu baseada no
desenvolvimento feito no capitulo anterior. Comparam-se os resultados obtidos com os re-
sultados ja conhecidos dados em [9], junto com alguns aspectos do modelo em 3 dimensoes
e o que acontece no modelo de Nambu e Jona-Lasinio no regime de temperatura finita
[10, 11, 12]. Neste capitulo desenvolvemos consideragoes originais no que diz respeito ao
método LCO com temperatura finita.

O ultimo capitulo estéd focalizado nas conclusoes e possiveis aplicagoes do formalismo de

LCO.



Capitulo 1

Operadores Compostos Locais (LCO)

Nesta secao levaremos em conta a definicao dada na introducao para operador composto
local [1].

O carater composto do operador vem do fato que este vem dado pelo produto interno de
dois campos e o seu valor esperado ¢ calculado no mesmo ponto do espaco-tempo, produzindo
uma contribuicao divergente. Comumente, esse tipo de termo encontra-se associado ao termo
inercial da particula e & constante de acoplamento da interacao dada na Lagrangiana !.

Nesta formulacao, o operador encontra-se acoplado a uma fonte externa .J; por exemplo,
para um campo escalar real, o acoplamento vai ser

2
Jo7,
enquanto que para um campo spinorial, esta quantidade escreve-se como
JY.
Nos dois casos acima, os operadores estao associados as massas das particulas em estudo.

Cada um deles produz divergéncias no ultra-violeta, e por essa razao, é necessario encontrar os
contratermos adequados para tornar a teoria renormalizavel.

A introdugao do LCO induz uma quebra dindmica da simetria na Lagrangiana do problema.
Isto é percebivel na geracao de massas nos campos em estudo, mas para encontra-las, precisa-se
estudar o potencial efetivo associado e o(s) seu(s) valor(es) minimo(s); aquele com maior esta-

bilidade ¢é definido como o verdadeiro estado de vacuo da teoria.

O procedimento acima ¢ realizado usando correcoes radiativas e a quebra espontanea na
simetria induzida por elas no potencial efetivo.

Outro exemplo ¢ dado pelo operador

A/i(x)AM<x>7

!Neste documento sdo usados os termos Lagrangiana e Hamiltoniana para referir-se 4s densidades La-
grangiana e Hamiltoniana



onde A,(z) é um campo de spin inteiro e sua massa é obtida de forma dinamica. Alguns
exemplos de aplica¢ao do formalismo de LCO a este problema podem ser vistos em [18].
1.1. Aplicacao a teoria \¢*

Para o caso da teoria A¢? sem massa (a fonte J substitui esse termo no operador ¢?) com
uma Lagrangiana em um espago Euclideano de d = 4 — 2¢ dimensoes?® [1].

1
L= 500 (1.1.1)
é introduzida uma quantidade { com um acoplamento em J
C oo
=J
2 Y

de forma a lidar com os contra-termos para as novas divergéncias proporcionais as poténcias
de J. Entao,

<
2

O termo linearmente proporc10nal corresponde a renormalizacao da massa, enquanto que o
termo proporcional ao quadrado de J esta relacionado com os diagramas do vacuo.

Al
c_—a 60+ ¢ Tl “ A Y A (1.1.2)

A Lagrangiana de contra-termos é dada por

04 (5Z4

5C

0Z.
Lor = 0,006 + TQW M2t — =2 g2, (1.1.3)
Deste modo, a Lagrangiana fica como
)
C__a¢au¢+_J¢+ 26¢ C+ C —26J27

2

onde as fungoes Z estao definidas como

Z=1+6Z
Z2:1+5227
Zy=1+4+06Z,.

Definem-se as seguintes quantidades nuas:

z
oo =20, Jh="1,

26Z
Ao = “Z BN CoJ2 = (C+ 60 )22

211 é um fator de re-escalamento acoplado ao termo de interacdo para ajustar as suas unidades de densidade
de energia quando é considerada uma dimensao d > 4 [13].

4



Assim, a Lagrangiana nua escreve-se da forma

CDJO

1 1
Ly = 3 L P00" o + §Jo¢(2) + 9250 (1.1.4)

Na teoria A¢* com massa e sem fontes, a funcao de n pontos renormalizada irredutivel para
uma particula (I'™ (p;, - -+, p,)) fornece a seguinte equacio do grupo de renormalizacio [13]:

< omvZ 9 O\ ama>r)zo‘

—n,u—alu + M@ + M@a + op 0 (1.1.5)

A equacao acima é obtida levando em conta que a funcao de n pontos nao renormalizada

F&ZZ) (p1,- -+ ,pn) nao depende explicitamente do parametro de escala p, i.e,
0
—T®™(py,--+ ,pn) =0,
Maﬂ nr (pl p )
mas quando é introduzida a relacao entre riw (p1,--+ ,pn) € D™ (py,---  py), vdo ser en-
contradas variacoes em I'(™ (p1,-++ ,pn) dos outros parametros renormalizados presentes na

Lagrangiana da teoria (por exemplo, a constante de acoplamento). Isto quer dizer que uma
mudanca em p é compensada com as respectivas variacoes nos parametros existentes para que
a fungao de n pontos renormalizada irreditutivel apresente invariancia sob mudancas em p [13].
Portanto, nao ha dependéncia total desse parametro, uma caracteristica das quantidades fisi-
camente mensuraveis.

O funcional gerador W (J) definido em termos da Lagrangiana renormalizada fornece fungoes
conexas finitas e que independem do fator de escala p. Desta forma, conclui-se que W (J)
tampouco depende desta variavel, ou em outros termos,

aw

W(J) depende das quantidades A, ( e J, e a sua vez, elas dependem de p segundo as
definicoes dadas para as respetivas quantidades nuas. Aplicando a regra da cadeia na igualdade
acima, sera obtida uma equacao do grupo de renormalizacao associada ao funcional gerador

W(J), i.e,
aw 0 oA 0 a¢ o aJ ¢
— ()= p=— = d'z ——— | W(J)=0.
W ) <"a THonax THapac TH / zamj) (J)
Como no caso da funcao I'™ (py, - - - , p,) citado acima, uma variacdo em p é compensada por

mudancas nos outros parametros introduzidos na Lagrangiana da teoria. Agora, das quantidades
nuas dadas anteriormente, fazendo

muda-se a derivada de J por

Desta forma,



0I5 9 (Zs\ [ .0
o s “a_uln(Z)/d "o

Finalmente, a equacao do funcional W (.J) vai ser

o  ONO 0 Zs . 0 ¢ o B
[3u+“0um “aul ( >/d A f'mé‘u} wy =0

Definem-se as seguintes funcoes do grupo de renormalizacao:

BA) = ug—i, (1.1.6)
12(A) = a%ln (ZQ), (1.1.7)
n(A () = ac (1.1.8)

Levando em conta as igualdades dadas acima, a equacao do grupo de renormalizacao que
vai fornecer W (.J) é

% + (g );; VQ(A)/dde% + (A, C) ‘H W(J) = 0. (1.1.9)

Gragas a introducgao da nova constante de acoplamento (, foi possivel gerar uma equagao ho-
mogenea, obtindo um funcional multiplicativamente renormalizavel. O comportamento da nova
funcao do grupo de renormalizacdo n(\, ) como funcao de u pode ser estudado considerando
que o funcional Wy(Jy) (associado a Lagrangiana nua Ly) nao depende explicitamente deste
parametro de escala. Esta é a razao pela qual cada termo deve ser independente desta variavel.
Entao, no caso da nova fungao ¢ introduzida, e para um valor fixo de € (neste caso, € = 0), Jy

e Co

= 0.
Co,Jose
Levando em conta a relagao entre J e Jy, e fazendo o limite de d = 4 — 2¢ dimensoes (com
e — 0), conclui-se que

0
M@(COJ(?)

9¢

,u@ = 292(A)¢ + 0(N), (1.1.10)

€,J0,¢0

onde

85¢

) = 2 (e 7(N) A — g (1.1.11)

A equagao (1.1.10) sugere que ¢ seja funcao de A somente (¢ = ((\)), porque esta constante
de acoplamento apresenta um valor arbitrario para um dado u. Isto é possivel de verificar
observando a fungao S(A) do grupo de renormalizagao e invertendo as derivadas

d¢(A)

BN

= 2% (\)C(N) + 6(N). (1.1.12)



Esta equacao permite uma expansao em series de Laurent na forma

CN) = C—; +eoh+ e 2

O termo que depende inversamente da primeira poténcia de A é dado pelo pdlo S(A) = 0.
Além disso, para obter uma aproximacao até n lagos, sao necessarias as funcoes do grupo de
renormalizacao ate n + 1 lagos.

Da equacao diferencial dada para (()), afirma-se que esta funcao nao depende do parametro
de escala p. Entao, é possivel gerar uma equacao do grupo de renormalizacao que nao dependa
da nova funcao n(A, ¢). Assim, define-se a fungao Z; na Lagrangiana como

C(A) +0C(A) = Ze(A €)C(N), (1.1.13)
enquanto que a equagao para W (J) muda para
0 0 g .0 B
ua—u + B(A)ﬁ - ’72()\)/61 xjw} W(J,\, u) =0. (1.1.14)

Da Lagrangiana nua L,

Jo o  Za .o
2¢0_ 2J¢7

Go g

ZC —2€ 712
=S¢
5 5 CM ,

define-se o seguinte operador composto local no limite ¢ — 0:

1
A= 5 (Z29® — ZeC(N)T) (1.1.15)
Entao, da Lagrangiana,
Z Ly Zy Z
_Z " L2 .9 L4y 4 L 2
L 5 00" P + 2ng5 —|—4!)\¢> QC(A)J

A Z
= 50,000 + 4_;*)@4 + AJ,

este operador A tem o seguinte valor esperado no vacuo:

oW
=57

W (J) (funcional gerador das fungdes conexas) encontra-se relacionado com o funcional ger-
ador Z como

(A) (1.1.16)

Z(J) = exp(—W(J)) = /D¢exp {—/dde(J)}. (1.1.17)

Escreve-se explicitamente a dependéncia da Lagrangiana do termo de fonte J. Até agora,
ainda estao presentes os termos que dependem de J?, um fato que nao vai permitir interpretar o
potencial efetivo como uma densidade de energia (isto seria possivel se houver somente termos

7



lineares na fonte). Para resolver este problema, obtendo no final termos de acoplamento lineares
em J somente, introduz-se um campo auxiliar escalar usando uma transformacao de Hubbard-
Stratonovich no funcional Z(J)

1 Zs

= 1 d g 2 —€ ?

O campo auxiliar nao tem termos cinéticos, portanto, seus diagramas nao terao pernas
externas. A igualdade acima cancela os termos proporcionais a J? e os acoplamentos entre as
poténcias do campo ¢ e o termo de fonte, ou seja,

_ i |Z Zy Oop° 373 _26¢4
Z(J) —/D¢Daexp (—/d x [§8M¢8H¢+ 7\/}2&#} + <Z4+ z) A o

)
2200 N L)

A Lagrangiana obtida apds esta transformagao é dada pela seguinte igualdade:

A VT )\u2€< 3Z22) 4
L(p,0) =—=0,00"p + + Zy + 1.1.18
o? u o
+ — J.
2Z:CA VA

A obtencao de um acoplamento linear em J e no campo auxiliar o faz possivel a expansao
em diagramas 1PI do potencial efetivo, como ¢é sabido da teoria usual [13].

Seja a Lagrangiana sem fontes

- Z UZa0 o A 372\ .
_Z 11
L(¢,0) =5 0.99"¢ + 2\/XZ<C¢ T2 Zein ¢

02

T 3Zaon

Deste modo,

—€

— l’ll g
L(p,0)=L(p,0) —

(6.0) = £(6.0) = =

Gragas a introdugao do campo escalar ¢, as novas divergéncias produzidas por poténcias da

fonte J foram apagadas da teoria. Alids, o termo inercial encontra-se associado ao vértice de
interacao o¢?.

J. (1.1.19)

O valor esperado do operador A quando € = 0 vai ser

(A) = - o), (1.1.20)



1.2. Potencial efetivo associado

Considere-se a Lagrangiana (sem fontes) obtida apds a transformada de Hubbard-Stratonovich:

- Z UZoo 5 A < 373 ) 4
L(p,0) =—=0,00"0 + + Zy+ 1.2.1
0.2
T 3Zn

Para encontrar o potencial efetivo associado a uma Lagrangiana, torna-se necessario fazer
um deslocamento no(s) campo(s) que aparece(m) nela, obtendo assim uma quebra espontanea
na simetria global sem mudar a estrutura divergente da teoria renormalizavel [15, 16].

Sempre que este método for aplicado, o valor do deslocamento do campo corresponde ao seu
valor esperado em um estado determinado de energia. No caso em que aquele valor seja dado
pelo minimo absoluto no potencial efetivo, afirma-se que ele vai corresponder ao vacuo real da
teoria.

Neste caso, os deslocamentos correspondentes sao: ¢ — ¢+ ¢., 0 — o+ 0. Esses valores sao
considerados estaciondrios porque 9,¢. = 9,0. = 0. Entao, apds esta operagao, e absorvendo
alguns valores constantes, escreve-se a Lagrangiana como

_ )\ 372 €450,
¢

/\26 Z >\25 ZQ
+M<Z )¢4 M(Z4—|—32)ac¢3

41 Azgg AZ:C
N Z2 2 2
NN A\ZC 7 \/_ Zgg g + 20ZC

A2 ( 373 ) A € Ty o2
- Zy + (i e
4\ TNz« ¢ WNZeC 7c; INZC

Escrevendo a Lagrangiana (1.1.19) na forma

1

L(¢7 Gc, 0, Uc) Zgaﬂqﬁa“gb + 5 ¢2

A2 ( 373 ) U Zo0,
Mz +
2 \""TNZC) T Rz

Ap* Au 373 5
A <Z )‘ZCC) (Z4 " AZC o
MEZQ 2 0.2 queo.

+ —0 ¢c - J
2VAZC v f ch 70 20\Z:C VA
+ EI(Jca ¢c)>

onde



)\PJ < 373 ) 4 1 Zo 2 o poc
1\O¢, @c) = Z + c + — - 0P, + = - Jv

e da defini¢ao de acao efetiva [17]

T(o,) = W(J) — /ddzz: M\_/}%J,

é obtido o seguinte potencial cldssico 3

A ( 323) N 2, 00
Vo, = 74+ o LA G S 1.2.3
ST P TNZC ¢ 2WAZC ¢ INZC (1.2.3)

Sem este termo, a Lagrangiana sem fontes escreve-se da seguinte forma:

i Z A 72 T,
£1(6,60.00) =5 M¢6“¢+ ‘; (Z4+;’Z§§> +‘\’“/XZC 2 (1.2.4)

A% )\u 373 5
i (s oA (e s oo
2 €

W2y o #ZQ
+ ———00" + + TPPe.
WAZ:C ’ 20Z2C 0 VAZC o

O dltimo termo mistura os campos o e ¢. Portanto, substitui-se

o = VAo — 1 Zyped). (1.2.5)

Desta forma, £;(¢, ¢, 0,0.) vai ser

_ Z 26/\ ZZ eZ .
Li(p,pe,0,00) = — ugzﬁ@“qﬂr [ 5 (Z4 t37 C) o2+ NZCQCJ ] ¢* (1.2.6)
M?e/\ 3Z2 5
! 4' (24 i AZCC) #5 v
2
2Z<§ T2z

A Lagrangiana livre (nivel drvore) para o campo ¢ é dada pela seguinte igualdade:

. 1 m3
E;O) -, 100" + 7b¢27 (1.2.7)

onde foi definida a massa do campo como m} = A\(¢? +0.). O potencial efetivo neste regime
vai ser dado pelo potencial classico a ordem zero, i.e,

AOe o AT2

‘/e(]?} = V;l|01a§os = ¢ + ¢ + Tc (128)

30 potencial efetivo até um laco é definido como a soma do potencial cldssico dado pela equagdo (1.2.3) e a
contribuicao dada pelo lago fechado no termo da acao efetiva a primeira ordem.
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Até o nivel de um lago, as fungdes Z e a fungao ¢ vao ser dadas por [1]

g:%—%a (1.2.9)
@_1—<£%)%, (1.2.10)
7 = —QQJ%, (1.2.11)
Zy=1-— (122) 2% (1.2.12)

enquanto que o termo para a agao efetiva escreve-se em termos da Lagrangiana livre (1.2.7)
como

1
(T, 0) = [ ooy |~ [ .00+ mier).
Seguindo o método do cdlculo encontrado em [14, 15|, chega-se a
£ =1 [ 9(2)D, or
f - 5 z ¢($ w,x/¢x )
se

32

Y —
' = Pk,

!/

W (z — ') + misW(x -z

).
A transformada de Fourier da quantidade anterior é

Dyqo(p) = (p* +m;)0™ (p — q).

Usando o fato que Det A = expTrIn A na integral para o termo a um laco da acao efetiva,

(0600 = ~n{ [ Doep [ [ daats oD, 0] |

1
= §T7“ In (D).

Efetuando o trago no espago dos momentos e lembrando a definicao para potencial efetivo,
o termo a um laco vai ser

1
Vitrs = 20n) / d'p In(p® + mp). (1.2.13)

A integral acima calcula-se usando o seguinte procedimento [17]:
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d*p 9 o O d*p 1
/%%ymp+W”‘zm/@mqﬁ+@y
RIS

(4m) 42 (m2)~d/2
L ['(—2+¢) "
- (47’(’)2 € ( b)
4 1

_ 1 _ 2 2, 3
= T3 (e v+ Indr —Ilnm; +1np —1—2)

4 2

m, 1 A exp(—y)p 3

. Do | EEPUTR 2
2(4m)? (e i { m? T3

a=0

Na anterior equacao foi introduzido um parametro de massa arbitrario na forma In u? para
que o resultado final tenha as dimensoes exatas, além de usar o fato que a dimensao é d = 4 —2e,
junto com o seguinte resultado para a expansao da fungdo Gamma em torno de ¢ — 0 [13]:

T(—n+e) = (—nll)” E FU(n+1)+ O(e)} , (1.2.14)
\I/(n+1):1+%+...+%_%

onde 7 é a constante de Euler-Mascheroni. Agora, defina-se

i = 4mexp(—7)p? (1.2.15)
Introduzindo o valor da massa, ou seja, m; = )\(ng + 0.), o termo associado a integral
(1.2.13) fica como
2 2 2 2
m _ 1 41 (M A 2 my, A, my
‘/eff,f— 16 |: ¢ (u ) +?O’c¢ ln (,u ) +Z ln (qu) (1216)
¢p | Opr | 02 312/ 4 2 2
. Zele  Ze) 2 2 .
6(4+ 5 T 8>\(¢c+ 09" + 07)
Juntando os termos proporcionais a A% no potencial cldssico (1.2.3) [1]
)\2 C¢2 ¢4 ¢4 2 1
Oc = —_— 1.2.1
167T2<¢+26+4+4+ +4e ( )

e somando este resultado a igualdade (1.2.16), é obtido o seguinte potencial efetivo a nivel
de um lago:

(1) 1 [N 1 m3 N 21 m3 A2 2 m} 19
= — — —0, — — — 2.1
Vs 167?2[4¢Cn 2 +20gbcn = +4acn = ( 8)
- - _/\2 2
8 ¢C+ 4 UC¢C+ 8 C:|



Levando em conta o termo a nivel arvore, o potencial efetivo até um laco vai ser

Ay Aoe o Ao? T[22, m?
== — < —¢ In | = 1.2.1
fo 6¢c+ 2 ¢c+ 9 + 1672 |:4 ¢c n ﬂg ( 9)
A2 2 m% A2 2 ml% A2 2
+?ac¢c In (_M2 ) + L In (_M2 — Zacgbc
3
__)\2 4 ]
8 gbc}

1.3. Quebra dinamica da simetria e geracao de massas

Lembrando que no inicio da secao anterior o campo escalar ¢ nao tinha massa; a mesma
era gerada pela introducao dos campos classicos o. e ¢. apés da transformada de Hubbard-
Stratonovich, produzindo uma quebra na simetria associada ao sistema, neste caso, a invar-
iancia na Lagrangiana na troca de ¢ por —¢ (simetria discreta Z,). Portanto, afirma-se que a
simetria foi quebrada de forma dinamica.

No mecanismo de Goldstone (quebra espontanea da simetria), a massa do campo é gerada
por um termo perturbativo de autointeragao e segundo o sinal da parte harmonica no potencial
[19], gerando campos nao massivos com energia cinética nao nula [20]. A diferenga com o caso
estudado encontra-se em que o campo auxiliar introduzido nao carrega momento linear, embora
o seu valor esperado no vacuo (campo classico) produza a massa do campo ¢.

Um exemplo de geracao dinamica das massas é dado pelo modelo de Nambu e Jona-Lasinio,
onde ¢é suposto que esta quantidade encontra-se associada a interagao entre férmions com quiral-
idades opostas [21]; por esta razao, é dito que a massa esté relacionada com a quebra da simetria
quiral.
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Capitulo 2

O modelo de Gross-Neveu

Nesta parte, apresentam-se algumas propriedades do modelo formulado em [4] para simular
algumas das caracteristicas da Cromodinamica Quantica, como por exemplo:

= Uma constante de acoplamento que diminui o seu valor em um regime de energias muito
altas (ou comprimentos pequenos), fazendo possivel a obtencao de melhores resultados
em teoria de perturbacoes. Isto é conhecido como liberdade assintética.

» Geragao de massas dos férmions do modelo induzindo uma quebra na simetria quiral da
Lagrangiana.

A primeira caracteristica é estudada segundo o comportamento que a constante de acopla-
mento apresenta no limite de um nimero de férmions N grande. De forma equivalente, pode
estudar-se a funcao do grupo de renormalizacao associada para observar o limite no caso de
uma escala de energia grande.

No caso da geragao de massas, é estudado o potencial efetivo associado a teoria usando um
campo escalar auxiliar seguindo uma analogia com a teoria de Yukawa para encontrar uma
Lagrangiana equivalente (devido ao fato de apresentar spin semi-inteiro, nao é possivel associar
um potencial efetivo a um campo fermionico -a sua antisimetria faz que essa quantidade seja
nula-), e desta forma, encontrar os minimos do potencial que vao dar conta da apari¢do do
termo inercial no campo fermionico.

2.1. Caracteristicas principais

O modelo é definido por uma Lagrangiana para N férmions de Dirac em duas dimensoes
espago-temporais [4]

L= it g (90)’, (2.1.1)

onde
—_ N —
b =) iy,
i=1
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SN2, L - . - . . . .
e (@DQ/J) é um vértice fermionico de auto-interacao. A Lagrangiana dada acima fica invariante
sob a seguinte transformacao discreta.

v = 59, (2.1.2)
Y = =5,

Embora a Lagrangiana (2.1.1) ndo represente uma teoria gauge de gauge nao abeliana (p.
ex. com cor), ela tem duas das propriedades associadas & interagao forte:

1. Quebra dinamica da simetria quiral quando ha geracao de massa.

2. Liberdade asintética
Este ultimo fato serd mostrado depois, e ocorre porque no limite de N grande,

A= g*N. (2.1.3)

g% torna se pequeno nesta consideracao para N (quantidade que pode ser chamada de
“nimero de cores”), fazendo possivel uma expansao perturbativa.

Comparando a Hamiltoniana do vértice fermionico

Hy = 2o (B)”, 21.4)

com o potencial dado para uma Lagrangiana de Yukawa

' - 1 1 _
L =ipdy + 58,@8’% — §m2¢2 + gmyo, (2.1.5)

afirma-se que as duas interac¢oes sdo equivalentes no limite m — oo (a parte cinética do
campo escalar pode ser ignorada), mas isto é possivel quando os vértices igm e os propagadores
i/(p* —m?) sao misturados de forma que

=1
m—>oop2—m2 g

até qualquer ordem em teoria de perturbagoes. Entao, fazendo o seguinte re-escalamento no
campo escalar ¢

o =mo, (2.1.6)
¢é obtido que

_ 1 _
L, = ipd) — 502 — gyno. (2.1.7)

Para encontrar este resultado, foi necessario considerar que no limite m — oo, dois vértices
do tipo mgynpé sao equivalentes a um vértice de 4 férmions g> (ww)2 /2. Isto se deve ao fato

de que a Lagrangiana (2.1.5) nao tem termo de auto-correcao.

Portanto, para o funcional gerador deste modelo, afirma-se que
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Z (n,7) = N/Dtz/_z exp {z {mﬁ@w + %g2 (P0)* + 70 + zzn} } (2.1.8)
=N /Dz/JDzZDU exp [z (u/_)%) — %02 — g@/_)iﬁd) + 0+ 1577} .

Na segunda igualdade, completa-se o quadrado para ¢ somando e subtraindo a quantidade
—q? (QM))Q /2. Pelo fato de ser uma gaussiana deslocada da origem, a integragao nos campos
o somente redefine a constante de normalizacao NN, obtendo o funcional gerador original. De
forma equivalente, as duas funcionais produzem funcgoes de Green iguais. Por outro lado, na
Lagrangiana (2.1.7) apresenta-se uma invariancia sob as transformacoes dadas pela inversao do
campo o e pela mudanga dada pela equagao (2.1.2).

Até a primeira ordem em teoria de perturbagoes (1 lago), ou em termos de g* (segundo a
igualdade (2.1.3)), até ordem 1/N, ndo é necessario renormalizar o campo 1) nem o vértice 1o
Neste caso, como o termo completo de interacao é —gin)o, define-se a constante de acoplamento
renormalizada gz como

gr = gov Zo’7

onde Z, é a constante de renormalizacao do campo ¢ e gy é a constante de acoplamento
nua. Desta forma, a funcdo £(g) do grupo de renormalizacao fica como

99r
_ 2.1.9
Bla) = n7, . (2.1.9)

0
o VZs = 97:(9).

A é o parametro de cutoff do momento no regime ultra-violeta. Lembrando que uma mudanca
no parametro de re-escalamento u é compensada com uma variagdo em outras quantidades (co-
mo por exemplo, a constante de acoplamento e a escala dos campos), o propagador normalizado
do campo o fornece a seguinte equacao de grupo de renormalizacao:

0

[u% + ﬁ(g)a—g + 2%] Dr(p, ) = 0. (2.1.10)

Este propagador é obtido do de auto-energia do campo ¢ mostrado na figura 1.

A contribuigao divergente escreve-se como

I(p) = % /01 do [111 (Mf_—jiw) - 2}, (2.1.11)

da qual é subtraido o caso onde p? = —pu?%. Entdo, a parte finita vai ser
R(p?, 12) = A (e (2.1.12)
Seja
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k-p

Figura 2.1: Autoenergia do campo escalar auxiliar o.

—1

D 27 2 — : ]
R(p H ) 1 +2HR<p2,,u2)
Portanto,
Dg(p®, 1?) = A_Z — (2.1.13)
Daqui é possivel obter na igualdade (2.1.10) que
Ag A
= ——7(9) = ——. 2.1.14
By =—5"1(9) =~ (2.1.14)

Como o sinal da fungao f(g) é negativo, a teoria apresenta liberdade asintética.

2.2. Potencial efetivo

Até agora, a Lagrangiana de Gross-Neveu apresenta invariancia ao fazer as trocas ¢ — 51
e 0 — —o, mas no modelo apresenta-se o seguinte problema: o vacuo inicial nao é o vacuo real
da teoria. Isto deve-se a que as massas proprias associadas a quantidade p? no diagrama de
auto-energia do campo o sao negativas. Para resolver isto, soma-se a Lagrangiana um termo
Y1) acoplado a uma fonte externa constante.

2

L= 06— M)+ 5 (B0)°, (2:2.1)
Lo =) — M)y — %02 — gop. (2.2.2)

A diferenca em relagdo ao caso anterior esta no fato que <7,W)> # 0, porque a introducao
deste termo quebra a simetria quiral. Este valor esperado vai estar relacionado com o valor do
campo ¢ no estado de vacuo, mas para encontrar um estado que possa ser considerado estav-
el, torna-se necessario calcular as correcoes radiativas devidas a auto-interacao fermionica, de
forma que as contribuicoes finitas desloquem o estado de minima energia com valor nulo a um
estado nao trivial (o # 0,) quebrando espontaneamente a simetria de troca o — —o [21].
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O anteriormente dito torna-se possivel ao encontrar a acao efetiva em termos do campo
escalar classico o, (valor esperado de o tal que J,0 = 0). A nivel arvore,

1
0
v = 50¢ (2.2.3)

Até um laco, e considerando um cutoff no ultra-violeta para o momento do férmion,
L, A, 2 2 2
Verrloe) = 5% = 1.0 [InA? + 1 —1In(¢°07)] . (2.2.4)
T
Renormalizando o potencial substraindo a igualdade acima dada testada em um valor o, é
obtido que

1 A 2
Voploe) = 503 + EU? [m (U—Q) - 3] : (2.2.5)

90
O valor o = 0, além de ser um vécuo instavel (dai que se produzem massas nao mensuraveis),
impossibilita a imposicao das condi¢oes que deve fornecer o valor minimo do potencial, i.e,
o?V

" 9g2
Oo?

oV
do,

> 0.

Oc

Oc

As duas igualdades acima seriam infinitas se 0. = 0 (divergéncias infra-vermelhas).

Como o campo 1) apresenta antissimetria (spin semi-inteiro), ndo é possivel associa-lhe um
potencial efetivo e portanto, é impossivel gerar um estado de minima energia. E por isto que se
trabalha com os possiveis valores minimos de V. ss(0.), dos quais é deduzido um valor esperado
para 11, fazendo perceptivel uma quebra na simetria quiral; neste caso, os valores minimos do
potencial (2.2.5) sao

oy = Fogexp (1 - g) . (2.2.6)
No potencial de Yukawa, afirma-se que o = gyn). Portanto, a massa do campo fermionico

val ser

My = gogexp (1 _ ;) . (2.2.7)

A afirmacdo dada acima (0 = gi1)) s6 é possivel de fazer quando é estudado o limite de
cutoff A, — oo no funcional gerador W(.J) para um campo ¥ da forma

X = g,
onde
exp (iIW(J)) = N/Dzbl/_) exp {z {@Z)Z&@/} + %g2 (@/_)@D)z + Jg@&/}} } (2.2.8)
Define-se o campo classico o. como
oW(J -
Y = 85 ) _ (0|gvw]0). (2.2.9)

O potencial efetivo correspondente escreve-se da forma
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V(5.) = S — W(J). (2.2.10)

Esta ultima quantidade é interpretada como a densidade de energia em um estado no qual o
valor esperado é 3.; alids, V (X.) precisa ser estaciondrio no estado base, ou em outras palavras,

v (2.) 0*V (%.)
oY, %2

Para construir o potencial associado ao operador composto giyn), introduz-se a seguinte
constante independente de J no funcional gerador:

/Daexp {—% (0 —J— gz/‘np)ﬂ.

> 0.

=0,

Entao,

exp ((V(J)) = N/D@/)D@EDJ exp [z (@Z_Jw’%/z — %02 + gopp + o J — %J2>]. (2.2.11)

Mas
_ _ 1 _
/DQ/JD@/)DU exp (wié%/} — 502 + go + UJ) =exp (W (J)).
Portanto,
1
W(J)=W(J) - 5J?. (2.2.12)
Deste modo, X, vai ser
OW(J)
Y, = 2.2.13
57 ( )
_owl))
=57 J=0.—J,

e o potencial efetivo escreve-se como

V(E) =% -W (2.2.14)
= (o, —J)J — (W - —JQ)
=V(oe) — 5 J?

Agora, introduz-se uma constante de renormalizacao Z, na Lagrangiana tal que a constante
de acoplamento renormalizada fica definida como

gr = g0 (Z,)"*. (2.2.15)

Trocam-se os termos de interacao na Lagrangiana por
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Gip + 57 (0) + 9720,

fazendo possivel a obtengao de fungées de Green renormalizadas do funcional W(J). De
forma andloga, troca-se a Lagrangiana L, por

1 _
—3 o+ Z go + Z o .

Seja o seguinte potencial renormalizado

V(%) =Vi(e,) — =2 J7, (2.2.16)
onde

Y.=0,—Z 1. (2.2.17)

Em termos do parametro de cutoff,
A A
Zy=1+2¢’In (-) .
T I

1
lim Z;' = lim =0,
A—o0 A—o0 14+ Agg In (A)
Tr w

Entao,

de onde é possivel afirmar que . = 0., portanto, V (X.) coincide com o potencial V(o).

2.3. Ordens superiores

Neste regime, as funcoes de Green e os parametros do grupo de renormalizacao apresentam
um poélo em A = 0, fazendo com que qualquer série em termos desta constante de acoplamento
nao seja convergente; isto € um fato associado ao comportamento no ultra-violeta de uma teoria
renormalizavel, embora exista um grande nimero de graficos de Feynman divergentes para este
caso.

Por outro lado, este fato nao é impedimento para construir quantidades usando um método
perturbarivo, caracteristica relacionada com o caracter assintotico da teoria, a qual tem uma
funcao (g) em d = 2 + € dimensdes (com ¢ — 0) da forma

gA

Blg)=—5_+eg (2.3.1)

O ponto estével no ultra-violeta ¢ dado por g2N = 2we, de onde é possivel dizer que a
quebra espontanea da simetria acontece para g > g
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2.4. Liberdade assintotica

A liberdade assintodtica é a possibilidade de aplicar métodos perturbativos em uma teoria no
regime de distancias muito pequenas, ou de forma reversa, para momentos (e energias) muito
grandes. Isto ocorre se a constante de acoplamento do modelo tem um valor muito menor que 1
para escalas de energia que produzam este regime. Um exemplo onde nao surge esta propriedade
é dado pela Eletrodinamica Quéantica: sua constante de acoplamento (constante de estrutura
fina) adquire um valor muito grande na medida que a energia é acrescentada acima da escala
na que é possivel aplicar métodos perturbativos.

Como foi dito anteriormente, o modelo estudado apresenta liberdade assintética, um fato
de grande ajuda na aproximagao perturbativa a energias muito altas. Entretanto (com respeito
a particulas), este modelo nao ¢é realista, muito diferente das teorias gauge em 4 dimensoes
que também sdo assintéticamente livres [23], mas ele pode ser usado para estudar algumas
propriedades destes modelos. Por exemplo, o problema do confinamento de particulas; neste
caso, é introduzida uma dimensao espacial extra compactificada (generalizacao do método usado
no formalismo de Matsubara [8]) para observar o comportamento da constante de acoplamento
em funcao desta nova variavel, fazendo possivel determinar quando acontece este fenomeno ou
quando se apresenta liberdade assintética [5].
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Capitulo 3

Aplicacao de Operadores Compostos
Locais ao modelo de Gross-Neveu

Com ajuda do desenvolvimento apresentado no capitulo 1, aplica-se o formalismo de LCO
ao modelo de Gross-Neveu em 2 dimensoes (como foi feito em [2, 3]). Neste caso, o acoplamento
fonte-operador é da forma

JUy,

e como no caso anterior, sao introduzidos novos contratermos dependentes do termo de
fonte. Mostra-se que, em contraste com o que foi feito no capitulo anterior para introduzir o
campo escalar auxiliar, nao se torna necessério fazer uma analogia com a Lagrangiana de outra
teoria. Esta tarefa é feita encontrando a transformada de Hubbard-Stratonovich apropriada, re-
movendo a dependéncia em poténcias de .J, e modificando alguns termos da Lagrangiana inicial.

Da Lagrangiana equivalente obtida, é definido um LCO adequado que sera usado para gerar
a acao efetiva correspondente e encontrar a massa associada ao campo espinorial com ajuda do
campo escalar auxiliar, o que é feito estudando a quebra espontanea na simetria do potencial
efetivo devida as correcoes dadas pelo vértice de 4 férmions. O resultado final é dado até primeira
ordem em teoria de perturbacgoes.

3.1. Procedimento inicial

Introduzindo um termo de fonte acoplado ao operador composto ), a Lagrangiana de
Gross-Neveu escreve-se como

£ =50+ I — Ly (B + L. (3.1.1)

A dimensao do espago euclideano considerado neste problema é d = 2 — e. Como no caso
do campo escalar, é introduzida uma quantidade em funcao da fonte .J, que produz novos
contratermos na Lagrangiana modificando a equagao (3.1.1) na seguinte forma:

2
L= 9@+ I3 - Lpe(gw)? - gwﬁ t Lor (3.12)

Os contra-termos correspondentes sao
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Lor = 6200 + 62 T — 502,60 ()} — 5p"6C.T” (3.1.3)

dos quais sao definidas as seguintes funcoes Z.

7 =1+467
22:1+5ZQ7
Z,=1+062,.

Portanto, a Lagrangiana vestida (com os contratermos) vai ser

¢+0¢ _,
1

J2
9 )

_ _ 1 _
L= 2090 + Zo T = S Zyg* 1 (90)* —
de onde é possivel definir as seguintes quantidades nuas:
Z.
to=2" =",

€
2 ZQZ

% =759 Gl = ((+u"J"

Novamente, é usado o fato que o funcional gerador W (.J) de fungdes conexas de uma particu-
la nao pode depender de p porque dela sao obtidas fun¢oes conexas finitas que independem de
1. Entao, aplicando a regra da cadeia, é obtida a seguinte equagao do grupo de renormalizacao
para este funcional.

0 dg® 0 a¢ o g 0J ¢ B
(au+“auag +,ua 3C+ /dxa M)W(J)_O

Usando a relagao entre a fonte nua e a fonte vestida e levando em conta as seguintes funcoes
do grupo de renormalizagao

a 2
B(g?) = ua—i, (3.1.4)
0
(g% ¢) = ui, (3.1.5)
12(9%) = ”a% In (%) , (3.1.6)

vai se obter a seguinte equagao do grupo de renormalizacao para o funcional gerador W (.J).

3+B< ) 8 —2(g 2)/(1%]%4—77(9270(%] W(J)=0. (3.1.7)

Esta equacao é homogénea, mas para estudar o comportamento da funcao (g2, ¢) em termos
do parametro de re-escalamento é lembrado o fato que a quantidade nua (4J¢ nao depende
explicitamente de p, i.e,
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0
— (o) =0.

8,u €,¢0,Jo

Daqui é obtido que
0
ua—c = 27(9%)C + 0(g°), (3.1.8)
H €,€0,Jo
onde
06C

3(9%) = €d¢ + 272(9°)0¢ — > o (3.1.9)

Isto sugere que ¢ seja novamente funcao de g2 sé, porque como no caso da teoria \¢*, esta
constante de acoplamento tem um valor arbitrario para um dado pu. Invertendo os operadores
de derivagao na funcao do grupo de renormalizagao para 3(g?), é obtido que

dg
dg?

Isto implica que ((g?) pode ser expandida como uma série de Laurent do tipo

B(9*) 5 (9°) = 292(9°)¢ + 6(4°). (3.1.10)

C_
(%) = g—;+00+0192+"' (3.1.11)

Portanto, a equacao do grupo de renormalizagao muda para
) 5, O d 0
— — — dcJ—|W(J)=0. 3.1.12
g+ 806) s = ) [ e 12w 3112
Este resultado permite definir uma fungao Z; tal que

C + 5C/~L—€J2 ZC —e

2
2 ¢

Agora, da Lagrangiana nua

2
Lo = o(P+ Jo)yp — %0@0%) - CO%

e das quantidades nuas dadas anteriormente, formula-se o seguinte operador composto local:

- Z,
A = Zynp — éjﬁgl (3.1.13)
Portanto, da Lagrangiana é deduzido que
ow
A) = —
INEELS

porque
L(T) = Zy@p + AT — u ‘G (vy)*.
Desta forma, vai ser possivel formular uma transforma(;éo de Hubbard-Stratonovich do tipo
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1= /Daexp

a qual é introduzida no funcional gerador

1 o — ?
dd e e/ZZ . —e/2Z
sz | e (G i - Pz ) |

Z(J) = exp(—W(J)) = /D&szexp {—/ddxc(J)].

Neste caso,

Zc e

L(J) = ZYPY + Zo T — g peg* (p)? — ¢J2 (3.1.14)

A transformada de Hubbard-Stratonovich apaga o termo propormonal a J? e o acoplamento
fonte-operador composto, trocando a Lagrangiana acima por

L(J) = L, ), ) — gw/w, (3.1.15)

onde

L(W,0,0) =

gouP P — Tp () < 9 Z—g) (3.1.16)

C Z:Cg*

0.2

27

o é um campo auxiliar que ndo tem pernas externas (d,0 = 0). Portanto, vai ser possivel
encontrar as fungoes 1PI do problema em termos deste campo, obtendo assim a acao efetiva até
qualquer ordem e comprovando a renormalizabilidade da teoria. Isto é feito calculando o valor
esperado do operador A, i.e (no limite € — 0),

(A) = o (3.1.17)

3.2. Potencial efetivo

O objetivo principal é procurar a possibilidade na que efeitos nao perturbativos possam ser
vistos na teoria de perturbacoes, escolhendo uma acgao efetiva para operadores compostos locais
como a quantidade a expandir em termos da constante de acoplamento do operador em estudo

3].

Introduzindo o termo de acoplamento entre o operador composto ¥ e a fonte J, sem levar
em conta o vértice de quatro férmions, a Lagrangiana livre do modelo de Gross-Neveu escreve-se
como

L(,9) = PP + Juip. (3.2.1)

Daqui, define-se o propagador livre na forma
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6ab
Sf(Q) = W

O termo de fonte J vai ser considerado como a “massa” da particula. O diagrama associado
val ser

(3.2.2)

q

a b

Figura 3.1: Diagrama de Feynman para um férmion livre.

O vértice de 4 férmions vai ter o seguinte diagrama associado:

aa do

b.B cy
Figura 3.2: Vértice de interagao de 4 férmions.

Todos os momentos dos férmions vao para o centro do vértice. A regra associada é [24]

ig(8° 8% ClasClg + 676" Car, Oy + 67467 ClasC'a) (3.2.3)

As letras a, b, ¢, d indicam cada uma das pernas do vértice. E possivel perceber que a forma
na qual foi escrita a regra assemelha-se ao vértice de 4 bésons em uma teoria de Yang-Mills [25],
trocando as constantes de estrutura pelo produto §°°6°C,5C. s e suas possiveis permutagoes

nos indices e subindices. As matrizes C' dadas acima sao operadores de conjugacao de carga
com as seguintes propriedades:

ciC =1,
C=-Ct=—-C",
TrC =C% =0.

Segundo o procedimento em [24], o diagrama associado a autoenergia do férmion é obti-
do fechando o vértice de interagao em duas pernas, incluindo o propagador livre dado acima
para poder fazer a integracao no lago. As figuras seguintes mostram esse diagrama e o grafico
associado a correcao ao vértice a primeira ordem em teoria de perturbagoes.
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y
A A

(@)

Figura 3.3: Autoenergia do férmion a um lago.

ap, q dp,

b
’ p2 q-p C, p 3

(b)

Figura 3.4: Correcao ao vértice de 4 férmions a um laco.

O operador conjugacao de carga C' atua como um tensor métrico sobre as matrizes Gamma
de Dirac dos propagadores '. No diagrama (a), a contracio nos indices ¢ feita levando em
conta que o propagador fermionico carrega a direita uma matriz § e que no numerador (apds
multiplicar acima e embaixo por —ig¢+ J) a fonte J tem um operador C' a direita com os indices
que vao ser reduzidos, i.e, [—if + J]*¥ = —ig®® + JC*?. Entao, o integrando vai ser

[—ig + J]°°
q2 + J2

Ignorando um fator comum dado pelo produto das matrizes C e ¢, o resultado correspondente

5ab ig2ﬂe<5ab66d0a507(5 + 6a65db0a7066 + 5ad6bcca§oﬂw) ]

1 d’q 1
=2iJg*u (N—=) | ————. 3.2.4
@ =2isg (V-3 [ (3.2.4)
Neste caso, estamos utilizando férmions de Dirac. Seguindo o esquema de regularizagao di-

mensional [13] em um espago tempo euclideano, considera-se a seguinte integral em d dimensdes
[26]:

dq 1 I'(N-D/2) 1
/ (271‘)51 (q2 + mQ)N (47T)D/2F(N) (mQ)N_D/Q . (325)

!Como o espago ¢ euclideano, a métrica utilizada é g, = diag(1,1)
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A contribuicao divergente estd dada pela igualdade

(a)gin = i (N - %) 921.

Portanto (e lembrando que Z = 1 até primeira ordem em teoria de perturbagoes) se a fonte
nua é

Jo = Zod = (14625,

1\ g2 1
622:—(]\7——) g
2) me

a funcao Z, até um lago fica como

1\ ¢%1
Zy=1- (N - 5) g (3.2.6)

A figura (5) ¢é obtida do produto de dois vértices de quatro férmions, cuja integral associada
é [24]

onde

() = W)’ / d'q [—ig + J]"" [—i(d — p) + J]7"
9 (2m)d 2 + J? (q—p)?+J?

+ 696U 2N Ca5C CrsCh + 2Ca5C,0 Cir Cso

+2C 1y Cr5CopCus) + 20%6%C oy CosCy Cis]

[26%6"CouCoysClosCorry (3.2.7)

Usando o método mostrado em [24], a fungao Z, até um lago é obtida da integral a 2 lagos
para a correcao a fungao de dois pontos; esta integral é deduzida da igualdade acima fechando as
pernas b e ¢ e integrando no momento p, e o seu resultado ¢é introduzido na definicao dada para
a funcao irredutivel de dois pontos a dois lacos, quantidade que apresenta termos associados as
funcoes Z. O resultado dado para Z, ¢

g° 1

Zy=1-(N-1)—-. (3.2.8)

As fungées Z, e Z, obtidas anteriormente coincidem com aquelas dadas em [27]. Destas
quantidades ¢ possivel obter as fungoes do grupo de renormalizacao 3(g?) e v2(g?), segundo o
dito em [24]. Entao,

n(g®) = (N -~ %) g;, (3.2.9)
B(g*) = eg® = (N — 1)9;. (3.2.10)

Da ultima igualdade, afirma-se que a teoria apresenta liberdade assintética pelo fato de ter
uma funcao B(g?) que se torna negativa para valores de g*> muito grandes, como foi mostrado
no capitulo 2.
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No caso da fungao Z;, devem considerar-se as correcoes do funcional gerador W (.J). Segundo
o resultado em [3], o termo a um lago escreve-se como

1 N1
__M_€J2__

W(I)U) 9 T e

O resultado vem do lago de férmions da figura 6. Até ordem zero, e em termos de poténcias
de J (como foi obtido no capitulo 2),

WO () = —%M_E(C(f) +6¢)J

entao,
o 1 —€ 2 2 1 —e 2N1
W(J) = —5n7(C(g) +00)J7 = ST ——.
E deduzido que
N1
0 =——-. (3.2.11)
T €

Lembrando a defini¢ao dada para a funcao Z¢, o resultado até um laco vai ser

N
Ze=1- Ng (3.2.12)

T €

Agora, para calcular o potencial efetivo, sao introduzidos uns termos de fonte na Lagrangiana
equivalente (3.1.16) na forma ) — ¢ + &, ¥ — ¢ + &, e fazendo um deslocamento no campo
auxiliar ¢ como 0 — ¢ + 0, onde 9,0, =0 e (o) = 0., é obtido o seguinte termo que depende
somente dos valores dos campos o, £ e &:

2

Li(oc,€,€) QQQZ—C()‘HL 290eE€ 5 QZ C ) (3.2.13)
_ o, =
92(65)2{ o — 224‘ } 2]
A Lagrangiana total pode escrever-se na forma
£ —2ipo + 2 — St | 2, - 2+ 3214
22 ng & 97 7| T 22 -

- %,U_E/QJ + [’ (0-7 Oc, @D» QZ’ 57 g) + EI(UC7 57 g)

A quantidade £' (o, 0., 1,1, € ,§ ) inclui termos onde sdo misturados os campos (1,1, 7) com
os respectivos deslocamentos (, &, o.).

Partindo da defini¢ao de agao efetiva [17], seja
[(o.) = W(J) - /dda: %MG/?J. (3.2.15)
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A introducao da constante g foi feita pelo termo de acoplamento entre a fonte J e o campo
classico o.. Desta igualdade é deduzido um potencial efetivo até qualquer ordem da forma [17]

Vers(oe) = —F%), (3.2.16)

onde V,; é o elemento de volume infinito em um espago de duas dimensoes.

O funcional Z(J) escreve-se em termos de W (J) como

— _ Z _
Z(J) = exp(=W(J)) Z/DtﬁD@D'DJ exp {— /ddx <Z¢@1/) + g2zzgg90“6/2ww
I = Z3 o? oy
—591°(£8)° [Zg - ZCC92] t i " 27

+£/(07 Oc, 1#7 1;7 57 g) + LI(UC’ 57 g)> } )

Li(o., & &) sai da integral pelo fato de ser uma quantidade independente das variaveis de
integracao o, ¢ e 1. Portanto,

InZ(J) :—/ddatﬁl(ac,f,g)+ln/D&D¢DJexp{—/ddx (Zypy

Z, o 1 Z3 o2
+gzzccgau vy — Sgp (£6) {Zg - chgz} + 27:Cg>
_%M_E/QJ) ‘I‘»C/(O-qo-c;d)ad_))g’g)}'

O primeiro termo da equacao acima cancelara a seguinte quantidade na definicao da acgao
efetiva (equagao (3.2.15)):

—/dda: EM_EHJ.
g
Deste modo, o acoplamento Jo. sera eliminado.

Dos outros termos da quantidade £;(o., &, €) é definido o seguinte potencial cldssico 2:

5 oz ¢/ z Zy
Va(oe, &, €) =222:C(5) +u ancffm (3.2.17)
S gRE) [Z S . 1
2 T Z(9)]

Separando a integragao nas variaveis ¢, 1) do campo escalar o em In Z(.J), é obtido o seguinte
termo apds de ter considerado as fungoes Z a nivel arvore e o limite d = 2 dimensoes:

2Como no caso da teoria A¢*, o potencial efetivo até um laco corresponde & soma dos termos do potencial
cldssico (3.2.17) e das contribuigdes dos diagramas dados na figura 6.
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InZ(J)|p =1H/D¢Dwexp{—/d%(wwﬂwacww}-

O sub-indice F' da conta da integracdo nos campos fermionicos em In Z(J). O argumento
do logaritmo é o j& conhecido resultado do lago de férmions (ou diagrama de tadpole) [25, 29],
de onde é possivel definir uma contribuicao a nivel de um laco em teoria de perturbacoes ao
potencial efetivo da forma

N
(2m)?

V(o) = — / g n(q? + | + m?). (3.2.18)

Nota:
A quantidade dada acima foi encontrada levando em conta a Lagrangiana a nivel arvore

2

_ _ _ o.
LY, ,0) = P + goe + (3.2.19)
daqui, define-se a Lagrangiana livre para férmions
Lp =Py + go . (3.2.20)
Da tltima igualdade, é deduzido o seguinte propagador livre para o campo fermionico ).
, 5ab
S = 3.2.21
onde a massa do férmion foi definida como m = go..
Usando o resultado para a funcao ¢(g?) mostrado em [3] até um lago, i.e,
1 1 1
(P)=5++—1— (3.2.22)

(B)

Figura 3.5: Diagrama de laco fermionico e autoenergia do elétron devida ao vértice goi).

junto com as contribuigoes finitas dos diagramas da figura 6 para o funcional gerador W (J)
e os coeficientes a um lago das fungdes Z no potencial classico (3.2.17), é possivel encontrar o
termo o potencial efetivo a primeira ordem em teoria de perturbagoes.

A integral associada ao primeiro diagrama é dada pela igualdade (3.2.18), enquanto que
para o segundo diagrama (autoenergia do férmion) a regra é dada pela equacao (3.2.23).
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d
(B) = (i) [ 3

As contribuicoes finitas da integral dada acima vao corregir o vértice de interacdo go.£€,
obtido apos fazer a transformada de Hubbard-Stratonovich. Integra-se sobre o momento do
elétron ¢ porque o campo sigma nao tem um termo cinético associado; alids, ¢ é o inico mo-
mento linearmente independente no qual pode efetuar-se a integracao.

(3.2.23)

Até primeira ordem em teoria de perturbacoes, define-se o potencial efetivo como

' . . : . (B)
%ff(o-ca 5) 5) - ‘/cl(o-ca 57 §> ‘0 lagos + ‘/Cl(o-ca 57 5)’1 laco + ‘/1 (O-C) + go—c&ﬁ? (3224)

Os dois ultimos termos vém de correigoes a um lago. A nivel arvore, nao vai aparecer o
vértice de quatro férmions; ele é gerado como consequéncia das correcoes feitas a teoria. Entao,
da equagao (3.2.17) é deduzido que neste regime, o termo correspondente do potencial efetivo

escreve-se como

2

— O-C _
V) = V(06 €6 e = = + 9088 (3.2.25)

A seguir sao apresentadas as correcoes a um laco.

O célculo da integral (3.2.18) é feito de forma similar que no caso da teoria com campo
escalar (capitulo 1), mas com uma dimensao d = 2 — €:

[ ottt + a4 ) = [ e

0 d*q 1

- Oa / (27)% (¢* + m?)®
r(-g) 1
(4m)d/2 (m2) =4/
F(_1+§) 2\1—¢/2

= e

2
——<——’y—|—ln47r—lnm2—|—lnu2+1)
€

2 N2
_mE (2 Mresn(=)e’] )
A1 \ € m2

De novo, ¢é introduzido um parametro de escala y para ajustar as unidades na igualdade
acima. Desta forma, a contribui¢ao do lago de férmions vai ser (fazendo m = go. e i? =

Ar exp(—7)1?)

N 2 2 N 2 21
V(o) = g0 [m (gﬂ?) - 1} - %E‘ (3.2.26)

Os termos proporcionais a g% no potencial cléssico (3.2.17) vao ser [3]
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NgPog1 | & g 1 o g goll g
2mr € §9e 2me (N—%) 8 (N—%) 8 8 (N—%)

%2(5@2, (3.2.27)

enquanto que apés usar regularizagao dimensional no diagrama (B), a sua contribuigao é

2 2 2 2
g g o, g

Finalmente, juntando as trés tltimas igualdades na forma

(1) & T @ 3 NQQUgl - g B LSS
Vers(0e,8:8) =V {o0) & S 0908+ NTE o 9088y o = (5T g
1 9203 g° 9 :
2 2

é obtido que

2 2 2 2
‘/eff(o-cag7§) 47T9 O, |:Il( [ﬂ ) :| 9 —871' (N— %) (3 . 9)
2 2 2 4
) 9o\ 9 e 1
£e91 s
2
; g
_go-cgg )
8T (N —3)
de onde é deduzido que o potencial efetivo até um laco vai ser
52 g2 1 N g202
Vers(oe =< 1—Z |+ —g% | ) -1 3.2.30
et [ 1= L o (5F) - 3230
2 2 2 2
: g 1 g go
. l—=————+ =1 -
+90§§[ ST i n( N )]
4
9 s 1
167r<€£> (N-1)

A quantidade i = g?02 encontra-se definida no esquema MS, onde é possivel definir ao

campo o, e a constante de acoplamento g fazendo uma renormalizacao a momento nulo, e
pedindo que na acao efetiva sejam fornecidas as seguintes igualdades:

5T

2
do?

=1, (3.2.31)
0c=00,§=£=0
5T
50.066€
o 6T
0P 060¢

=y
oc=00,§=£=0

7.

0c=00,6=£=0
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Deste modo,

5V, 21 Ng?
S —1-Z o (3.2.32)
500 £=£=0,0.=0¢ 8m (N - 5) ™
Ve g 1 g
50.0E0E =9\l-mwv—n t o | 3.2.33
S0 e vy | ST(N-D) 2 (3:2:35)

Portanto, as seguintes redefini¢oes sao feitas no campo o, e na constante de acoplamento g:

/ Ng? g 1
=0, |1 - , 3.2.34
O R S T Y (3239

2 2

/ g 1 g
—gl1-Z—— T (N-1)]. 3.2.35
9= [ 167 (N — 1) 2 )] (3.235)

Introduzindo as definicoes acima na equacao (3.2.30) até ordem g2 e fazendo g — g, o, — o,
o potencial efetivo até um laco vai ser

O'

Vers(06,6,8) =5+ 5 g [ (Z) 3] (3.2.36)

0o ¢ o valor do campo para o qual acontece a satura¢ao do vécuo (de tipo nao perturbati-
vo com um condensado <1/_11p> nao nulo) [3], tal que as interagoes residuais entre as excitagoes
acima dele sao muito pequenas, fazendo possivel aplicar teoria de perturbacoes. Alids, oy tem
que ser positivo; no caso contrario, o vacuo teria uma estabilidade maior, tornando impossivel
perturba-lo.

Minimizando o potencial efetivo, é possivel encontrar o gap de massa da teoria. Esta quanti-
dade (interpretada como a energia entre o estado base e o primeiro estado excitado) encontra-se

definida como
N
=0y (1 - —92) : (3.2.37)
Te=00,6=E=0 &

Do potencial efetivo (3.2.35), o férmion obtém uma massa (chamada de efetiva) ndo pertur-
bativa dada quando o, = oy, i.e,

OVery

do,

7
mp = goy (1 - —) : (3.2.38)
2m

O valor minimo do potencial corresponde a aquele valor do campo o, tal que a derivada é
nula e a segunda derivada apresenta um sinal positivo (concavidade positiva). Neste caso, os
minimos do potencial sao
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’ ™
o, = togexp (1 - gQ_N> : (3.2.39)

Deste modo, define-se a massa perturbativa do férmion da forma

’ ’ m
m = glo.| = goopexp (1 - gQ_N) . (3.2.40)
Diferencia-se da massa efetiva pelo fato de ser obtida usando o mecanismo de quebra espon-
tanea da simetria (estabilizagdo do vécuo inicial para aplicar teoria de perturbagoes).
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Capitulo 4

Teoria de Campos a Temperatura
Finita

Apresentam-se as caracteristicas principais da QFT a temperatura finita na se¢ao 4.1 seguin-
do o esquema de Matsubara como descrito em [6, 7, 8], redefinindo as regras de Feynman as-
sociadas aos vértices e propagadores de particulas, enquanto que na segao 4.2 é introduzido o
conceito de temperatura critica segundo a formulagao dada em [7].

J& é um fato conhecido que o mecanismo de quebra da simetria de uma Lagrangiana gera
um deslocamento no véacuo inicial da teoria, fazendo com que ele ganhe uma maior estabilidade.
Isto, além de permitir a aplicacao de métodos perturbativos, faz possivel a obtengao de massas
mensuraveis (reais) das particulas em estudo.

Este fenomeno acontece a temperatura zero. No caso de ter um sistema de particulas a
temperatura nao nula, apresenta-se uma restauracao na simetria quebrada, mas isto acontece
para um valor fixo de temperatura, chamado de temperatura critica, que vai depender da massa
da particula gerada pelo mecanismo explicado acima.

Para estudar este problema, torna-se necessario novamente observar o comportamento do
potencial efetivo e dos seus valores minimos no regime de temperatura finita. A restauracao da
simetria ocorre se no momento de chegar a temperatura critica, o vacuo da teoria retorna ao
seu valor trivial.

4.1. Aspectos gerais

Quando um sistema de particulas é aquecido, as simetrias que foram quebradas espontanea
ou dinamicamente a temperatura nula podem ser restauradas a um valor suficientemente alto
desta variavel termodinamica.

Em uma teoria quantica de campos descrita por uma densidade Hamiltoniana H(m, ¢), onde
¢(Z,t) é o operador de campo no marco de Heisenberg, m(Z,t) é o seu momento canénicamente
conjugado e ¢(Z,0) é o operador no marco de Schrodinger com um conjunto de estados prépios
associados tais que
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o(7,0) |po ) = do(T) |do ),
O(7,0) |p1 ) = ¢1(T) [p1 ) -

A amplitude de probabilidade de transi¢ao partindo de |¢g ) em um tempo t = 0 até |¢; )
em t = t; encontra-se dada pela seguinte igualdade:

(61| exp (—iHt) ¢y ) = N/DWngexp {z/ot dt/d?’g; [mﬁ—}z(w, ¢)]}. (4.1.1)

A integracao nos campos classicos ¢ é efetuada sobre todas as configuragoes que comecam
em ¢o(Z) em um tempo t = 0, até ¢, (7) em ¢t = ;. Nao hé restri¢des na integral de momentos .

Agora, seja it = 3, onde [ é o inverso da temperatura. Observe o seguinte: como o operador
densidade exp (—(GH) introduz as probabilidades de transi¢ao entre estados segundo uma tem-
peratura dada, o operador evolucao temporal possui uma informagao similar (as amplitudes de
probabilidade associadas), mas encontra-se dado em termos de um parametro temporal ¢.

Considere-se uma mudanca de variavel ¢t = 7 no integrando do exponente. Veja que ante-
riormente,

. a(b
¢ - Ev
entao, d) muda para
.09
¢ = ZE.

Portanto,

(b | exp (—BH) |do ) = N/'DWngeXp{/OB df/d% [m—ﬂ(w,@] } (4.1.2)

onde ¢ é agora dado como %.

O procedimento da troca do tempo real por um tempo imaginario é conhecido como rotagao
de Wick, e tem a propriedade de tornar a variavel temporal imaginéria. No caso de compactificar
a dimensao temporal e troca-la por um termo imaginério, ela torna-se periddica. Entao, fazendo
a integracao nos campos ¢ sobre todas as trajetérias periddicas, i.e, aquelas que tém valores

iguais em t = 0 e t = [ nos campos classicos, é possivel encontrar a funcao de particao
Z =Trexp (—pH) na forma

Trexp(—BH) =) (¢|exp(-H) |¢) (4.1.3)
]

_ N/Dﬂ/periOdicDgzﬁexp{/OB dT/d3JJ [m's—H(w,qa)]}.
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Como a Hamiltoniana é constante no tempo (caso onde é possivel obter um sistema em
equilibrio), o propagador associado a transi¢ao ti,#; — ta, 9 coincide com a matriz densidade
se o argumento da exponencial é trocado por um termo imaginario —i3 [28].

A restricao de periodicidade esta dada para os campos somente. Lembrando que se a densi-
dade Hamiltoniana depende até o quadrado dos momentos 7's, a integracao nesta variavel vai
estar dada pelo valor do integrando no ponto estacionario, o qual fornece a seguinte equacao
de Hamilton:

IH (7, ¢)
on

Seguindo o desenvolvimento usual para integrais de trajetdria [14], isto permite trocar o
argumento na exponencial pela densidade Lagrangiana correspondente. Entao,

i = (4.1.4)

B .
Trexp (61 = N'() [ poesp| [Car [#ets0i0). @1
periodic 0
onde N'() é um fator de normalizacdo infinito.
As diferencas basicas em comparacao a teoria a temperatura nula sao:

1. A presenca do termo i¢ e a auséncia do fator ¢ multiplicando a densidade Lagrange-
naa, fornecendo uma rotagao de Wick das regras no espago Euclideano. Nao é necessario
escrever o fator 7e nos denominadores dos propagadores.

2. O requerimento de periodicidade no dominio finito da integracdo em 7 muda todas as
integragoes na energia por somas. No caso de bésons, kg é trocado por 27n/3, onde n é
um numero inteiro. Se as particulas sao férmions, a soma ¢é feita sobre multiplos impares

de m/p.

Agora, seja a Lagrangiana do campo escalar

£06.0) = Lurs(0,9) = 20,000 — 6 — 2" (4.1.6)

Portanto, da equagao 4.1.5, e lembrando que 8,¢0" = —(9p¢)* — (0;0)?,

Trexp (-3 /D¢exp (/ dT/dS {—— (000)* + (959)* (4.1.7)

+m*¢?*] — Ap*}).

Defina-se a parte quadratica da acao como

B
Si=—5 [ dr [ @00 + @+ mie?). (4.1.8)

Dado que ¢ (Z,7) é periédico no intervalo 0 < 7 < [3, é possivel expandi-lo em series de
Fourier na forma
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7 fl ﬁex ik - ) exp(iw, T k
0@ = 53 [ s 0 D) esplicar)ontP) (4.1.9

onde

k) = /dSk /6 dr exp(—ik - T) exp(—iw,7) (T, 7). (4.1.10)

Fazendo uma parametriza¢ao nas somas e nas integrais dos momentos que aparecem nos
produtos dos campos ¢(Z,7) na acio Sy (trocam-se n por m e k por k em um dos fatores), e
lembrando as seguintes formas integrais para as deltas de Krénecker e as fungoes delta de Dirac

B
/ dr expli(wn, — W) 7] = Bopm, (4.1.11)
0

/ %GXpwE— K)- 2 =09k =F),

é obtido que

Sp = —% % zn:/ gﬂ’;g (@2 + B2 4 m2) o ()b (— ). (4.1.12)

Novamente, usando o procedimento usual [14], escreve-se a acao livre na forma

S0 = —3(6, Do),

onde D = w? + k2 +m2. Portanto, e lembrando que no espaco de momentos o propagador
¢ dado como o inverso do elemento matrizial D,

- 1
Ap(wp, k) = ——— . 4.1.13
o) = —e (4.1.13)

Transformando ao espago das coordenadas,

— —/ /
& eXP (x—r)+wn(f—r)]}
Ap(f—7 .7 Z / =

B w2 + k2 + m?
Das igualdades dadas pela equagao 4.1.11, ¢é deduzido que:

(4.1.14)

1. Ha uma conservacao da energia discretizada e do tri-momento.
2. Para cada vértice associa-se um fator 3

Entao, as regras de Feynman correspondentes vao ser

D &k
- an:/ 5o (4.1.15)

1 - g
(2m) 0 W (ks + ko + -+ ) = =(27)3 B0, 4y 10D (k1 + a4+ +) (4.1.16)
1

O fator 7 aparece pela rotacao de Wick feita no espaco de Minkowski.
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4.2. Definicao da temperatura critica

No formalismo de temperatura finita, definam-se os seguintes funcionais geradores:

_ Tr {exp(—BH)Texp [Zfd4x¢(x)J(:(;)}}

ZP(J) Trop(—FH) , (4.2.1)
WP(J) = —iln ZP(J),

_ SWH(J)

¢(x) = )

I(g) = WA(J) - / d'4(x) ().

WA(J) é o funcional gerador das funcoes de Green conexas, enquanto que I'*(¢) é o funcional
gerador das funcoes irredutiveis de uma particula (funcoes 1PI). No funcional Z°(J), T é o
operador ordenamento temporal dos campos ¢(z). A fonte J e o campo ¢(x) sdo varidveis
canonicamente conjugadas, i.e,

WD) _ 5.
7 S~ @ (4.2.2)

¢(z) é a média termodinamica do campo ¢(z) quando a fonte é desligada (J = 0):

: Tr [exp(—BH)¢()]
o) )z = ~ -

Trexp(—BH)
A simetria na Hamiltoniana é dada quando ¢ = 0 para J = 0 (minimo trivial), e ela é quebra-

da no caso que 0I'*(¢) /d¢(z) = 0 para ¢ # 0. Por outro lado, a invariancia perante translagoes ¢
conservada. Entao, a média térmica do campo deveria ser independente de z: ¢(z) = ¢, ¢ = cte.

(4.2.3)

Se V4 é um elemento de volume infinito no 4-espaco, defina-se o potencial efetivo na forma

V(@) = = Vi (9)] 5 (4.2.4)
onde a quebra da simetria acontece quando
V@) _,
9 ’
para g% # 0.
Nota:

1. A acao efetiva I'(¢) gera diagramas que nao tém pernas externas porque este funcional
gerador encontra-se em funcao do campo classico estaciondrio ¢. Em outras palavras,

augzg =0,

2. As equagoes diferenciais fornecidas pelas fungoes de Green a temperatura finita sao iguais
as equagcoes no caso de temperatura zero. A diferenca principal encontra-se nas condicoes
de fronteira: t = 400 a temperatura zero, enquanto que o tempo é compacto a temperatura
finita.
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3. Dado o fato que a integral de trajetéria nao contém uma especificacao das condigoes de
fronteira, esta formulagao pode ser aplicada nestes casos de temperatura finita, trocando
de forma conveniente a funcao de Green de dois pontos para particula livre.

4. Seja uma Lagrangiana £ {¢.(x)}. Faca-se o seguinte deslocamento nos campos ¢,(z):
o) = ¢o(x) —i—gz;a, onde gga é constante. Descartando os termos lineares em (;Aba, é possivel
decompor a Lagrangiana em dois termos, um dos quais é do tipo livre e quadratico nos
qga, enquanto que o segundo termo da conta da interagao.

O anteriormente dito escreve-se como

L(¢a(x), 0a) = Lo(a(2), ba) + L1(da(x), Pa)- (4.2.5)

O termo ﬁo(cba(x), qga) introduz as func¢oes de Green livres de dois pontos, enquanto que do
termo L serao obtidos os vértices de interagao.

Agora, considere-se uma teoria escalar com ¢, campos tal que o potencial efetivo a temper-
atura finita é uma fungao somente de ¢2. No limite de temperatura zero, V?(¢?) coincide com
V9(¢?) e além disto, é suposta uma solugao que quebra a simetria:

VAP _
e

para (ﬁa # 0.

Vamos procurar a contribuicao de temperatura finita que pode eliminar a quebra da simetria
de forma que a tnica solugao a seguinte equagao

OVAS) _ o5 V()

06u 02
seja ngSa = 0.

A auséncia da quebra da simetria sera dada se

VP (g?)
e £ 0,

no caso que ¢ # 0.

Suponha-se que V¥ ($2) /O¢?* é positivo para valores de $2 muito grandes; portanto, a
persisténcia da simetria exige que

OV (?
v, o
1)) 30
Seja V7 (¢E) = V0(<52) +V° ((52); uma condicao necessaria de persisténcia da simetria é
0( 22 76 ( 22
i) v
0p? p?

(4.2.7)
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Se

~

~ m2 -
VA@?) = 50" + Vim(67),
onde th(qu) tem poténcias maiores a @2,

oVO(¢?) _ m?

~

a0 2
Entéo, se ¢% = JupGatp,
2770/ 12 0/ 12
m25ab = M = 5ab8V—E¢). (428)
0600y |;_, 0

m? é o parametro de massa renormalizado da teoria simétrica, e corresponde ao inverso do
propagador (neste caso, a fungao 1PI de dois pontos a momento zero). Introduzindo este valor
na desgualdade (4.2.8),

m2

7.

oV9(4?)

~

55 (4.2.9)

$=0

A quebra da simetria a temperatura zero s6 é dada no caso em que m? for negativo. Agora,
defina-se a temperatura critica ﬁal como a temperatura na qual a simetria é recuperada, ou de
forma similar, o valor onde

oV ie (%)

e =—— (4.2.10)

$=0
O termo que corrige a massa da teoria é igual a

ovh
2 = :
0l0) $=0
Se este valor for maior que m?, o quadrado da massa efetiva torna-se positivo e a quebra da
simetria desaparece.

4.3. Propagadores para particulas escalares e spinoriais

Seguindo a convengao dada em [7], define-se a fungao de dois pontos como
_ Trlexp(=BH)T)(x)¢(y)]
Trexp(—(H)

Para o caso de tempo imagindrio onde 0 < izg, iyy < 3, a funcdo Dg(x) escreve-se como

Dg(z —y)

= (To(x)o(y)) - (4.3.1)

Dy(a) = /k exp(—ik - ) Dy (k). (4.3.2)

Na igualdade acima,
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A funcao de dois pontos para particula livre fornece a seguinte equacao:

(Ouad +m?) Dyl — y) = =0 (a — ), (4.33)

e o operador ordenamento temporal T' (para tempo imaginéario) define-se como

(0(x)o(y)) = D5 (x —y), izo > iyo
(To(z)p(y)) = 7 T (4.3.4)
(Pp(y)o(x)) = D5 (x —y), iyo > ixy.
Para tempos imagindrios no intervalo [0, —if],
Dg(r = y)l o = D5z =), ;- (4.3.5)
Dg(x = y)l,ye—ss = D5z =y, __,;
Portanto,
Dg(r = y)l 0z = D5z =y, _,- (4.3.6)
Dg(x = y)l,eip= Dz(x—y)|, ;-
Da igualdade anterior é possivel obter as seguintes condigoes de fronteira:
Tr [exp(—BH) D (x — )] |, _, = Trexp(—BH)o(yo, 7)(0, 7) (4.3.7)

— Trexp(—BH)D} (z —y)|

zo=—1if "

Chega-se ao resultado acima introduzindo a identidade 1 = exp(SH)exp(—SH) antes do
primeiro campo ¢(yo, ) e considerando as relagoes de comutagdo entre ¢ e o seu momento
canonicamente conjugado 7 no argumento das fungoes exponenciais.

Daqui conclui-se que a condicao de fronteira é

Dz = y)|py—0 = Dp(® = y)|;p— i (4.3.8)

A representacao integral do propagador escreve-se como

1 d? 1
Dgs(x —y) :—_’iﬁ Z exp(—iw, o) / (27:;3 =3 Z exp(iwmYo) (4.3.9)
dS
X /#Dﬁ(wnaﬁwmaq’)a

2mn
Wn = _—w,
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onde a inversa encontra-se dada por

—iB
Dg(wn, Dy Win, 4) :/ dxq exp(iw, o) /de exp(—ip- Z) (4.3.10)
0

—ip
X / dyo exp(—iw,) /d?’y exp(iq- y)Dp(x — y).
0

Dg(z — y) depende das coordenadas relativas, portanto, ele serd diagonalizado pela trans-
formacao anterior.

Ds(wn, B Wi, @) = —i30,m (27)36®) (5 — @) D (wn, P). (4.3.11)

Dg(wn, p) é uma quantidade dada no caso on-shell.

Em uma notacao compacta,

Dala —y) = / exp(—ip - (z — 1)) Ds(p), (43.12)

[-=% [

Dys(p) = / exp(ip - ¥) Dg(z), (4.3.13)
—iB
[ fo
onde p é o quadri-vetor (w,, p) tal que p* = —(472n?/5% + p?) (de espago).
Veja que

0,0"Da(x — y) = (~ip)’ / exp(—ip - (z — 1)) Ds(p).

Lembrando a forma da equagao (4.3.3) e da representagao integral da delta de Dirac, é
obtido que o propagador livre no espago de momentos para uma particula escalar ¢ dado por

i

No caso de ter campos fermiénicos, o propagador vai ser
_ Tr [exp(—=BH) T ()Y (y)]
Sp(x —y) = Tr oxp(—AH) : (4.3.15)
onde
(i —m)Sp(z —y) = i6™W(x —y), (4.3.16)
< x) y> S5 (x —y), iTy > 1Yo
(T(x)Y(y)) = { ()5 () = S< (o) iy > io, (4.3.17)
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Sp(@ = Y)lpyo = S5 (@ = )|, - (4.3.18)
So(2 = Ylpyeis = S5 (@ =Y, __5-
A igualdade (4.3.17) impde uma condic¢ao de antiperiodicidade no propagador, i.e,
S5(@ ~ )|y = — Sale Y], (43.19)
O propagador pode escrever-se em forma integral como
Spta =) = [ expl=ip- (o = )Salp). (4.320)
p
Mas neste caso, as frequéncias vao ser
ot 1)~ (4.3.21)
w,=|(2n+=-) — 3.
2) —ifs

Fazendo uso da representagao integral da fungao delta de Dirac e da equagao (4.3.16), é
possivel obter o propagador fermionico no espaco de momentos como

Ss(p) = (4.3.22)

4.4. Potenciais efetivos a temperatura finita

Voltando ao problema do campo escalar com uma Lagrangiana
m2
2

A
L{6(x)) = 30,000 — " ? — 2% (441)

serd calculado o potencial efetivo até um lago. Fazendo o ja conhecido deslocamento ¢(x) —
o(x) + ¢ tal que 9,0 = 0, escreve-se o termo quadrético nestes campos como

A~ A n
Lo {ote). 0} = g0s00% - 5 (m + 532) &
1 M?
1
_ / d4xd4y§pz,y¢($)¢(y)7

onde

M2:m2+g$2,
o0 0

Dyy= =~
Y Ok Oy,

0 (x —y) = M?6W(z —y),
e o potencial efetivo a nivel arvore é
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. 2 .
Vo(é) = 567 + 6" (4.4.2)

A transformada de Fourier da quantidade D, , [14] vai ser

Dy qlp) = (p2 - M2)5(4)(p —q).
Portanto, considerando o caso on-shell,

D(p) = p* — M*.

A contribuigdo a um lago do potencial efetivo [15, 29] é dada pela seguinte igualdade:

V() = —% /k IniD, (4.4.3)

1 d3p 4mn?
_%;/@w)“n(_ 2 _E%”)’

onde

B} =p* + M2 (4.4.4)
A soma em n na igualdade (4.4.3) é divergente, mas pode ser resolvida fazendo o seguinte:
seja

v(E) = zn:ln <4WB—22”2 + E2>. (4.4.5)

Derivando em termos de F,

w(E) 2FE
orE Z 4m2n2 /2 + E?’

e usando a seguinte propriedade,

n

o0

Y 1 1
Z e = % + 3™ coth 7y, (4.4.6)

n=0

onde a func¢ao hiperbdlica é tal que

ax 1 1
th <—) - 2 - )
«© 2 {2 N exp(ax) — 1}

é obtido que

(E) & 2F
AR W

n=0

28 BE /T 2
o ;4n2+52E2/W2 * E

1 1
-3+ =]
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Integrando o resultado anterior e ignorando termos independentes de E,

E dE
v(E) =28 (§> + / BB T (4.4.7)
Seja x = SE. Entao,
o(E) = 28 {g 4 % [l + exp(—ﬂE)]} | (4.4.8)
Deste modo,
V2 ($?) = / p {E—M + 1 In[1+ exp(—ﬁEM)]} (4.4.9)
! @mpl 2 B o

VE(6%) + V' (6%),

onde

A d&*p E
V2(6?) = / @TP;P)TM (4.4.10)
V(6% = 27325/0 dpp? In[1 + exp(—BEw)]. (4.4.11)

A expressao usual do termo a um lago para o potencial efetivo a temperatura zero (com
p*=—pi+p°)é

0(G2y _ & d'p 2, =2 2
Separando o termo na coordenada temporal, defina-se a seguinte integral:
Iy = L / @ In(—pi + B3 — ie). (4.4.13)
2 2T

Derivando uma vez em termos de E?,,

8]0 . 7 dpo
OF3, 4m | p3— B3, +ie’
¢ possivel observar a apari¢ao de dois pélos de ordem 1 em pé(l) = Ey —i€/2E) e PE} @ =
—FE\ + 1€/2E),. Usando o teorema dos residuos, encontra-se a seguinte contribuicao.
01 1
= (4.4.14)
OE;, 2Ey
O plano complexo inferior e superior contribuem com quantidades iguas a integral Iy. Por-
tanto, dividindo por 2, vai se obter que

_1
Iy = 5Ex. (4.4.15)

Foi mostrado que as integrais (4.4.10) e (4.4.12) sao equivalentes. Entao, o valor do potencial
efetivo a um lago a temperatura zero é dado pela seguinte expressao:
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V(%) L [M“ In (MQ) _3 <M2 - gmﬂ . (4.4.16)

~ 64n m?2) 2 3
Na equacio (4.4.11), In[1 — exp(—BEy)] = In [1 — exp(—/B + 52M2)]
Sejam z = 3 |p] e a = BM. Entao, d*p = z*dx/S33. Portanto,

= 27354 /000 dz 2° In [1 —exp(—Va? + aQ)] (4.4.17)

No limite de altas temperaturas (M = a << 1), a integral dada acima pode ser expandida
em torno de a? = 0 até segundo ordem na seguinte forma:

VE(6%)

oV ()
a?=0 + Ja?

1 V()
21 02(a?)?

a’.

V(6% = ' (6%)

a?=0 a?=0

O primeiro termo é calculado fazendo integracao por partes:

1 > 9
e W/o dr z”In [l — exp(—x)]

Oo_l/oo z3 dx
o 3Jo exp(z)—-1

V(@)

1 3
= S { % In[1 — exp(—z)]

B 1 /°° z3 dz
6m2BY ), exp(x) -1

Define-se a funcao [30]

1 * g ldry
0= 757, ey 1~

((n) corresponde & funcio zeta de Riemmann. Neste caso, n = 4. Portanto, ((4) = 74/90 e
O primeiro termo escreve-se como

7T2

V(¢ =——, 4.4.18
@), =50 51 ( )
O segundo termo na expansao vai ser
VP (?) 1 /OO 22 dx
da? - A28t Jo  Va? + a? [exp(Va? + a?) + 1] o
1 / < xdx
C4m2pt Jy exp(x) +1°
A integral obtida assemelha-se & fungio ((2) cujo valor é 72 /6. Desta forma,
V(9% 1
—_— = —. 4.4.19
da? - 2434 ( )
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Para o termo de ordem a*, veja que

82‘71/8<$2> B 1 /oo dxe 0 1
0(a?)? - Am2pB4 o2 /22 ¥ a2 [exp( /12 +a?) — 1}

= ;/OO ala::z:2 !
st Jy T or \ VRt @ [ep (VR T @) — 1]

1 x >
- 8m2Bt /a2 1 a? [exp(x) — 1] 0
1 o dx
— 8254 /0 /22 + a2 [exp(‘ /12 + a?) — 1}
B 1 o dx
T /0 Va2 +a? [exp(vVa? +a?) — 1]
Trocou-se a variavel x por x? na derivagao parcial tal que 9(z%) = 2w0x. Agora, para

desenvolver a integral obtida, sejam

o dx
O e e P (4420
> r~ dx
fle) = /0 22 + a2 [exp(V2? + a?) — 1] (4.421)
Portanto,
PV 1
S = gl (4.4.22)

A parte do integrando que depende da funcao exponencial expande-se em termos da série

para coth(vz? + a?/2) como

22 +a+4mm2 2

1 B i Va2 +a? 1
exp(Va? +a?) — 1 5

Desta forma,

I.(a)

/"oi x ¢dx _1/ x ¢dx

0 5 2+ a?+4m? 2 )y Va2 + a2

=1(a) + 1P(a).

Na igualdade anterior,
IW(a) = / " dpa i ! : (4.4.23)
¢ 0 ‘ 22 + a? + 4m2n?

1

1 o0
@(g) = _= —e___-
I¥(a) = 5 /0 dx —— (4.4.24)
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1/2

Em ]ﬁ(l)(a), faca-se a seguinte troca de varidvel: x — (a* + 47?n?)!/2z. Deste modo,

[ee] —€ oo 1
1M(g) — / dr -t .
€ (CL) ; me +1 ; (CL2 + 47T2n)(1+6)/2

A integral e o somatdério vao ser desenvolvidas a seguir:

/°° dx T 1
0 x2+1_2cos(“)7

1 1 = 1
—~ (a2 + 4An2n2)(1+/2 = glte + Z (a2 + An2n2)(1+9/2

o)

n
o0

1 > 1 1 2
= 2 —_— — .
alte + ; (2mn)1+e + ; {(az + 47r2n2)(1+6)/2 (2mn)1+e

Entao,

o0

@) _ m —1—€,__—¢€ 1 1 T
I (a) = [2@”6 +27x ZnHe] cos (%) + I(a) + Ofe).
n=1

2

No limite € — 0 é obtido que

1W(a) = 21 271 (1 + €) + 1(a?) + O(e). (4.4.25)
a
C(1+ ¢€) é a fungao zeta de Riemann expandida em torno de 1 (valor que apresenta uma

divergéncia na série). Esta fungao, junto com I(a?), escrevem-se neste limite como

1
C(1+¢)=27° |:——11127T+’}/+6:|,
€

" s 1 1 1
I(a®) = = lim -2 (4.4.26)
2 =0 Cos (%) ; (27m)1+e (1 L 47ra22n2>(1+5)/2 ]
1
Ien1]1 a? \ 2
== — =11 -1
2;71 2 ( +47T2n2>
Portanto,
1) 1 s 1 =,
I(a) = %ot 5(7 —In27) + I(a®) + O(e). (4.4.27)

No caso da integral 16(2)(@), é feita a seguinte troca: x — ax. Assim,

o, a7 xT%dx
16()(“)__7/0 A+

Uma representagao integral da fungdo beta escreve-se da forma [31]

o0 t:(:—l o] t2x—1
B = ———dt =2 ——dt
(@) /0 (1+t)=ty /0 (1+ t2)=+y
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Neste caso,

1 € €
2 277y
Sabendo que B(z,y) = ['(z)I'(y)/T'(z + y) e que € — 0, entao,

Portanto,
[(2)(a):—i+z+llna+(9<£). (4.4.28)
¢ 2¢ 4 2 2

Daqui é possivel observar que a divergéncia na integral ]E(l)(a) é removida pelo primeiro
termo do resultado anterior. Portanto, até um fator constante,

T 1 a vos
I(a) = = —1Qﬁ T4 i@, 442
(a) 2a+2n47T +2+(a) ( 9)
A funcao acima é tal que
0*VL (¢?) 1
= — I(a). 4.4.30
9a2)? %WMM ( )
Integrando duas vezes, é obtido que
g 2 a 3a*
B2y _ 3 2 Y o4
‘/1 (Qb ) = — 871'254 |:§7T(I + g lna — E + ZCL (4431)

4 ~
— ln47raz + ](aﬁ)} + C1a® + Cy.

Introduzindo as condigdes de fronteira (4.4.18) e (4.4.19), as constantes C; e Cy vao ter os
seguintes valores:

7T2

VP (¢? = — = C!
1 (07) e 9054 2
ViR
da? » Too4pt Tl
Trocando a por SM, fazendo
3
c= 3 + 2Indm — 27,

e apoOs somar termos semelhantes, a contribuicao de temperatura finita ao potencial efetivo
até nivel de um lago vai ser
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w2 M? M3 M

V2 (%) = — - — In M2 32 4.4.32
W) == 505 T 215 1205 a2 MM (44.32)
C
M MS3?).
* 6472 +OME)

Os dois primeiros termos na equacao anterior nao se tornam imagindrios para M? < 0. Por
esta razao, somente vai se contar com eles para calcular a temperatura critica associada. Desta
forma,

Re {70} =~ + o

0084 T 24p2
Mas
O
Entao,
0 gl A L0 — 3, %9
aggQRe{‘/l (¢ )} - 9 2452 - a<52 QBQZORG {‘/1 (¢ )} .

Introduzindo este valor na equagao (4.2.10), sera obtido o seguinte valor para a temperatura
critica:
1 12m?
B2 A
C 2
Nota: No caso de acoplamento fraco, as contribuicoes de ordem maior que um nao mudam
o calculo para obter B¢ até a ordem mais baixa.

(4.4.33)

Agora, seja um campo fermidnico 1 que interage com um multipleto de bdsons {¢,} na
forma

L{da(x),¥(2)} =P — mipp — G P, (4.4.34)

+ (Lagrangeano bosonico).

Na quantidade anterior, os G*’s sao matrizes. Fazendo o conhecido deslocamento nos campos
bosénicos somente (isto nao é possivel nos campos spinoriais porque eles apresentam antisime-
tria devida ao spin semi-inteiro, produzindo um “potencial efetivo” nulo) ¢,(x) — ¢, (x) + ba,
a seguinte matriz de massas efetivas sera gerada:

M =m+ G, (4.4.35)

Portanto, a Lagrangiana sem termo de interagao férmion-bdson escreve-se como

Lo {gga, ¢a(), w(m)} = Py — M) + (Termos bosonicos). (4.4.36)
Usando
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/ DD exp(ity M) = DetM, (4.4.37)

(ver p. ex. [25, 29]) é obtido que para o termo fermionico livre em (4.4.36) até um lago,

/ Dy (z)Di(z) exp [ (i) — M)y| = Det(pp — M) (4.4.38)

Portanto, se DetA = expTrln A, com o trago feito nos indices internos e nos indices de
Dirac,

V2 (9) = iTrin(fk — M). (4.4.39)

Seguindo o procedimento mostrado em [32],

/ d*kTrin(if — M) = % / d*kTr [In(iff — M) + In(—if — M)
= 2/d4k: Tr(k* — M?).

O fator 2 é dado pelo trago sobre os indices de Dirac (171, yices de pirac = 4)- Entao, fazendo
um trago total em (4.4.39) como

d3k
TT_ —zﬁz/ 2m)3’

(no primeiro somatério, ¢ dd conta dos indices da matriz de massas efetivas -enquanto que
0 —i que acompanha a ( é a raiz imaginaria- e n é um valor da frequéncia de Matsubara) e
uma energia £y, dada por

EJQ\L = Ez + Mi27
¢é obtido que

d3l§3 Y In [(%;ﬂ + E}Q} . (4.4.40)

gy — 2
V2() = ng/(QW

Seguindo um procedimento igual ao caso do campo escalar, é obtido que

Zl { 2n+1 +E§4 _25{ —Ey, +;ln[1+exp(—ﬁEMi)]}.

Se o somatério acima dado for derivado, seria obtida uma expressao similar a igualdade
(4.4.6), mas em termos dos valores impares de n; isto faz que ao calcular a série seja produzida
uma fun¢do tanh(7y), cujo denominador estd dado pela soma de dois fungoes exponenciais.
Integrando este resultado, vai se obter a igualdade dada acima. Desta forma,

2m)? B

Define-se o potencial efetivo a temperatura zero a nivel de um laco como

VP(9) = —4/ (di Z {%EM +lmng exp(—ﬁEMi)]}. (4.4.41)
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V(¢) = —4 / (%3 Z %EM (4.4.42)

e 0 termo de temperatura finita (com z = 8|k| e a; = BM;) vai ser

7T2254 /00 dx z* Z In [1 + exp(—4/22 + a?)} ) (4.4.43)
0 i

O sinal negativo é consequéncia da estatistica de Fermi-Dirac, e o fator 4 representa os graus
de liberdade presentes: spin up, spin down, particula, antiparticula.

OB

Para calcular o termo dado por (4.4.42), estuda-se o seguinte termo inercial fermionico [22]:
- Z z/jaMabwb-
a,b

Lembrando que as contribucoes nao nulas de particulas de spin semi-inteiro em lacos sao
aquelas que tém um nimero par de matrizes gamma de Dirac e fechando a parte spinorial e
tomando o traco em indices de Dirac e internos, é obtido que

07y 2 T
V2(¢) = —olr (MM In(MMY)].
Somando sobre indices de Dirac,
- 1
00y _ 4 2
Vi(¢) = T E M; In M. (4.4.44)

)

Os M;’s sao os elementos da diagonal da matriz de massa M.

Na equagao (4.4.43), para um valor de 7 somente tal que 32, V% (¢) = V/(9), seja

Vi) = ;54 /OOO dz 2% In {1 +exp(—y /22 + a?)} . (4.4.45)

Fazendo uma expansao em termos de a? em torno de a? = 0,

VE(d) ’

— /OOO dr 2*In[1 + exp(—2)]

a?=0 _7T2ﬂ4

2 /oo $3
= ey de ————.
328t J, exp(x) +1

Seja a seguinte integral [30]

f(1) = ﬁ/ooo dx% - (1 - 2:_1) ¢n).

T 890
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O primeiro termo na expansao vai ser

Vi) = _ (4.4.46)
P 2o 18034
O seguinte termo (primeira derivada calculada em a? = 0) escreve-se como
vy, 1 o x
2 YT dz 7
da; oy T B Jo exp(z) + 1
2
T
1)=—.
f(1) = 15
O segundo termo na expansao é
vy 1
24 = , 4.4.47
da? » 1234 ( )

Usando o mesmo procedimento que no caso do campo escalar para o terceiro termo, i.e,

0(a?)? 0?0 2w 3% Jo Vaz+a? [exp( 2?2+ a?) + 1]
Sejam
oo 1
I(a:) = / dz | (4.4.48)
0 V2 + a? [exp(\/xz—l—a?)—i—l}
I(a;) = / dx - . (4.4.49)
0 Vv +a? [exp(\/:v2+a?)+1]
Portanto,
82‘716- 1
: = ———1(a;). 4.4.50
o, = o (4450)

Usando o seguinte resultado da expans@o em series da funcao 1/ [exp(\/:v2 +a?) + 1]

_l_i vV +a?
T

1
exp(\/x2+a12+1)—§ =22+ af + (2n + 1)1

é possivel separar a integral I.(a;) em dois termos tais que

I(a;) = I (a;) + 1P(ay),

onde



[e.e]

o0 1
Mg = _/ Aoz 4.4.51
(@) 0 v ;x2+a?+(2n+1)27r2’ ( )
1 [ x=°
1P (q;) = —/ de ————. 4.4.52

Na primeira integral, troque-se = por [a? + (2n + 1)27T2]1/2 x. Na segunda integral, faga-se a

1 P .
troca  — a;x. Desta forma, em 1t )(ai) ¢ obtida uma série

i 1

a2+ (2n+1 )27T2](1+6)/2'

Soma-se e subtrai-se uma quantidade

[e.9]

1
2
nz% [(2n + 1) 1972

tal que possa se obter uma fungao zeta de Riemann (1 + €) e uma série da forma

<1 (1 a2 3
2) = 14+ —— —15. 4.4.
) HZ:OQTL—I—l {2 [ +(2n—|—1)27rz} } (4:4.53)

Entao,

00 —€ o 1
o i:_/ dz = 4.4.54
Oey=-[ar gy 2 (44.54)

1 © x¢dx a; ¢ 1 €
I? i:—-_e/ — =B =(1- — .
€ (CL ) 2&1 o (1 —|—.’172)1/2 A 2( 6)7 9

Entao,

1 1
[P(a;) = 2% % 3 Ina; +0 (%) : (4.4.55)

Finalmente, o resultado para a integral I(a;) vai ser
1 ; ~
I(a) = —5In (“—) - % +I(ad). (4.4.56)
Fazendo algumas operacoes com os logaritmos,

P 1 ~2
o)) 7r254( Ina; + v — lnﬂ—l—I(ai)),

(2

e integrando duas veizes a igualdade acima, é obtido que
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— 5, 1 1 3 1 7
VP(9) = yRerT {Za? Ina; — ga? + %af =5 In7a; + [(af)] + Cya? + Cs. (4.4.57)

As constantes de integracao sao encontradas introduzindo as condigoes iniciais (4.4.46) e
(4.4.47):

A Tl 8V6~((]3) 1
Ve = Cy=— - Cy = :
1i(0) w2=0 2 180847 0a? |, 27 128t
Portanto, fazendo a; = BM,;,
oA T M? M}
P (h) =— : ' 1n M52 4.4.
Vii(9) =~ 1051 + 1o T 1gm 2 MeP (4.4.58)
MA 3 =
T < T 2> +HM) (459

Seja

3
c:2fy—2h17r—§.

Introduzindo o resultado dado para ‘71/3 1((/5) no somatorio, é obtido finalmente o potencial
efetivo até um laco no caso fermionico a temperatura finita.

PN T M2 M4
B _ i i 2 2
Ww%é‘kmw+m@+mﬂmMﬁ (4.4.60)

c
1672

T+ M+ O(MEE)|

Comparando com o caso do campo escalar, além da introducao da matriz de massas, esta
o fato de ter sinais opostos em algumas contribucgoes. Isto deve-se a estatistica de Fermi-Dirac
fornecida nos spinores, a qual impoe que cada trago feito em um laco seja multiplicado por um
fator de —1.
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Capitulo 5

Modelo de Gross-Neveu a temperatura
finita

Seguindo o procedimento desenvolvido em [33], estende-se o modelo de Gross-Neveu ao caso
de temperatura finita, mudando a componente temporal continua por uma componente que
apresenta valores fixos na energia do sistema. Ap6s ter feito isto, calculam-se as integrais asso-
ciadas aos diagramas divergentes considerados (figura 3.5, capitulo 3), levando em conta que a
soma sobre as frequéncias de Matsubara permite isolar os termos divergentes que sao produzi-
dos na teoria no regime de temperatura nula [8].

O estudo da obtencao da Lagrangiana equivalente do modelo é feito com o formalismo de
LCO, mas neste caso, quando for necessario introduzir o campo escalar auxiliar para remover
os termos proporcionais as poténcias da fonte J, precisa-se mudar a integragdo no tempo no
argumento da exponencial da transformada de Hubbard-Stratonovich usada; isto deve-se ao
fato de se ter uma variavel temporal compactificada.

A transformada mencionada acima permite introduzir um campo escalar auxiliar que sera
de grande ajuda no estudo do potencial efetivo associado. Ao estudar os termos em primeira
ordem na teoria de perturbagoes, isolam-se as contribui¢oes a temperatura zero do lago fer-
miobnico (equagao (3.2.18)) e da autoenergia do férmion (equagao (3.2.23)). Como esse lago é
formado com um propagador que tem termo cinético nao nulo, estuda-se a sua contribuicao a
temperatura finita para encontrar um valor de temperatura critica onde aconteca uma restau-
racao da simetria quebrada (neste caso, a simetria quiral da Lagrangiana).

Para estudar a restauragao da simetria da Lagrangiana, calcula-se o gap de massa da teoria
levando em conta a contribuicao de temperatura finita dita anteriormente. Apos ter feito as
aproximacoes devidas no novo termo, encontra-se o valor de temperatura critica onde este gap
tem um valor nulo.

5.1. Isolamento das divergéncias

Como foi dito antes, precisa-se encontrar as divergéncias da teoria a temperatura zero. Para
fazer isto, torna-se necessario usar o formalismo de Matsubara ou de frequéncias discretas nas
integrais associadas aos diagramas divergentes. Portanto, a troca a fazer na equacao (3.2.4) vai

39



ser

(a) = 2iJg” (N——) (—zﬁ) Z / P +J2 (5.1.1)

No denominador do integrando do diagrama modificado (a) aparecerda uma quantidade da
forma ¢* + J?, onde ¢* = (2n + 1)*7%/8? 4+ |§]* (a soma ¢ feita sobre frequéncias fmpares
devido a estatistica de Fermi-Dirac). Fatorizando § para ficar com quantidades adimensionais,
encontra-se um quociente dado por

2J
(2n + 1)%?72 4 [2w?’
Essa soma pode ser estendida ao continuo considerando que as frequéncias sao os polos da

fungao tanh(Spg/2), mas para fornecer aquela tarefa, é feita uma integragao no plano complexo
da forma

w2:\(ﬂ2—|—J2.

o0

BY  g(Bpo=(2n+1)m ﬁ 7{ oo Bpo)étanh (ﬁpo)

n=—oo

onde o contorno esté formado por duas trajetérias paralelas ao eixo imaginério py e g(8po)
é uma funcao introduzida por critério de convergéncia da integral.

Agora, separando a fungao hiperbdlica como

Bpo\ 2
tanh (T) =1- Wa

1 1
B2pg — BPw?  B(pi +w?)

e fazendo

9(Bpo) = —

(neste caso, py = ipy) é obtido que

2 100+-¢€
53 gtom=nam = 2 [ Lo + o)

n=-—o00 —100+€

_ 5_2 /m% dpo [9(Bpo) + 9(—Bpo)] R S

210 ) jooye exp(Bpo) + 1
. 1 e dp4
o ) WP

1 e dpy

C2m o (02 + w?)[exp(—ifips) + 1]

O sinal negativo no argumento da funcao g(f8pg) é devido a diregao da trajetéria consider-
ada para a integracao no plano complexo de pg. Agora, das integrais na variavel p, é deduzido
o seguinte: a primeira tem a ja conhecida forma divergente da integral a temperatura nula,
enquanto que a segunda apresenta dois pélos de ordem 1 em p; = +iw, e corresponde a con-
tribuigao no regime de temperatura finita (esta nao produz novas divergéncias, as contribuigoes
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estao associadas as propriedades termodinamicas do sistema).

Resolvendo o problema dos podlos na segunda integral, é obtido que

)= (N - %) - V ngq% - S mE ) (5:12)

A primeira integral é feita usando regularizacao dimensional, com uma contribuicao diver-
gente dada por

(@)aso(T = 0) = - (N - 1) FEs

Isto permite definir uma fungao Z, da forma

Zy=1- (N - 1) U (5.1.3)

2 ) e

No regime de temperatura finita, as divergéncias obtidas na teoria a temperatura zero nao
vao mudar. Portanto, no caso da correcao a constante de acoplamento até um laco, é usado o
resultado dado a temperatura zero no capitulo 3, i.e,

9
Zy=1—(N—-1)=—. (5.1.4)
e

Como a funcdo Z; foi obtida da corregao no funcional gerador W(J), a obtengdo da di-
vergéncia a um laco é igual que no caso de temperatura zero. Portanto, o resultado obtido para
aquela quantidade serd usado daqui para diante.

N92
Jr=1——=—. 5.1.5
¢ B ( )

5.2. Transformada de Hubbard-Stratonovich a temper-
atura finita

Antes de continuar, é necessario esclarecer o método que serd utilizado para introduzir o
campo auxiliar o na Lagrangiana de Gross-Neveu no regime de temperatura finita.

Levando em conta que o funcional gerador Z”(.J) é interpretado como a funcao de particao
do sistema (devido a imposicao da condi¢ao de antiperiodicidade nas trajetérias dos campos),
onde segundo [34] esta func¢ao pode ser escrita como

1 Iz
Z =T —BK — BV —vN =— V= —— 5.2.1
Plesp(—GK = BV —uN)] , =, v =L (521)
com os seguintes termos dados em funcao de somatoérias dos operadores criagao e destrugao
ni ¢ 77:7
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K=Y enm, (5.2.2)
1 * *
V= 5 % Uikt M MM (523)
vJ;

N = Z nm;, (5.2.4)

¢ possivel introduzir uma transformada de Hubbard-Stratonovich no funcional gerador

ZP(J) = exp(-WF(J)) = / ntipmdmmmexp (— /0 ’ dt / ddlmﬁ(J)>, (5.2.5)

considerando que as integragoes no argumento da exponencial sao trocadas por somatorios,
i.e,

ng

/dt%ZAtn, ngAt, = f = cte,
0 n=0
/dd_lx:/ dxy---drg_1 — Z Z Axy, -+ Az, .

—00 —

Desta forma, o funcional gerador vai ser

g [ TLa0 Lo |- i, g 3, 3

n1=—00

infty

Y. Ary, L),

ng—1=—00

onde

_ _ 1 1
L(J) = ij@w + J 2y — 5# g9 <ijj) - _N%ZCCJz

enquanto que a transformada de Hubbard-Stratonovich escrita em forma discreta vai ser

1 :A}i_rgo/ndajexp

1 ’
2Z:C(g7) Ao MH%MZN S A, (5.2.6)

ny=—oo

2
Z Axndl( + u? Zoipiip; — €/QZ<§J2>

ng—1=—00
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Todas as integrais sobre os campos fermionicos encontram-se restringidas as trajetorias
antiperiddicas, enquanto que as trajetorias do campo escalar auxiliar sao periédicas. Em forma
integral,a transformada de Hubbard-Stratonovich fica como

2
1 —/ Doexp |— / dt/dd ! +;f/2Z2¢@/J ME/QZ ¢J2) | (5.2.7)
periodico ZCC

Introduzindo na equagao (5.2.5), o funcional gerador resultante vai ser

_ B _ O',U_E/2
ZP(J) :/ DyYDe Do exp {—/ dt/dd_lx (ﬁw,q/;,a) — J)]
antiperiodico periodic 0 g ( )
5.2.8

e a Lagrangiana equivalente escreve-se como

L, 0) ZW¢+

0_2

" 27:Cg*

Desta forma, mostrou-se que a introdugao dos termos de temperatura finita nao mudam
a estrutura das Lagrangianas obtidas, eles s6 vao adicionar contribuicoes associadas a esta
variavel termodinamica nas integrais dos diagramas divergentes.

oy — S (i)? ( Y 2—22) (5.2.9)

C Z:Cg?

5.3. Potencial efetivo a temperatura finita

Na Lagrangiana (5.2.9), efetuamos os ja conhecidos deslocamentos o — o + 0., ¥ — b + ¢
e ) — ¢ + £. Desta forma, é obtido um termo independente dos campos ¥, 1 e o dado pela
seguinte igualdade:

. O'2 ZQ
Li(0c,§,€) = W +uPgo C&W (5.3.1)
o _Iueg2(g£>2 |:Z . Z—22:| . QM—E/QJ‘
2 2P g

O resultado obtido ¢ igual aquele dado pela equagao (3.2.13), e permite escrever a La-
grangiana equivalente da forma

L2090 + 2o i — 30 2, -

B %ME/2J + E <U7 Oc, ¢7 127 §7 é) + EI(O_C’ é’ g)’

Z3 }—i— o2
Z:Cg? ] 2Z:(g*

Onde £ (o, 0,1, 1, €, €) é um termo que mistura os campos, o, 1 e ¥ com 0s campos o, € e £.
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Como as defini¢es para os funcionais geradores Z(J), W(J) e I'(c.) nao mudam no esquema
de temperatura finita, é possivel encontrar as contribuicoes a um lago para a agao efetiva da
definicao

B
M(0.) = WP(J) —/ dt/dd‘lx %M—E/U.
0

Se !
_ B _ 7 _
ZP(J) = exp(-WF(J)) = / DYDY Do exp{— /O dt / d 'z (Z¢¢w+ 7 ZZC Cgo—,f/%pzp
L oo /7 1o Zs o’ —
I w¥) {Zg N Z<C92] i 2248 g !

+L'(0,00,0,9,6,8) + EI(UC757§)>} :

WA(J)=—-InZ(J),

o termo de acoplamento entre o. e J vai ser cancelado, obtindo um potencial cldssico da
forma

2

— g; €/2 & 2
Va(oe, €,€) ~377:0(5) + gacgf—gzzcc(QQ) (5.3.2)
Loy {Z — Z—S}
2 T ZC(9?)]

Resultado igual ao obtido na equagao (3.2.17). Por outro lado, da integragao nos campos
1 e 1 é possivel perceber que aparece o seguinte termo associado a um tadpole de férmions
(separando a integra¢do no campo o):

In Z°(J)|, = ln/DwaeXp{—/OB dt/ddlx (VP +gacw¢)}.

Daqui é deduzido uma contribuigao similar a equagao (3.2.18), mas a integracao na com-
ponente temporal do momento é trocada por uma somatoria sobre frequéncias impares. A
expressao sera dada mais adiante.

Até nivel drvore, todas as fungoes Z sao iguas a 1 e o primeiro termo da fungao ¢(g?) ¢ 1/¢%.
Entao, do potencial classico (5.3.2), seja

2
Ve(;]])f(ac’&ér) = ch(ac,ﬁ,é)‘omgos = % + go €. (5.3.3)

Novamente, o termo do vértice de 4 férmions é anulado até este nivel. Antes de fazer a
correcao a um laco, lembre-se que o campo auxiliar ¢ nao tem termo cinético na Lagrangiana

!Nas integracoes nos campos fermionicos sdo levadas em conta as condicdes de contorno antiperiédicas,
enquanto que nos campos bosonicos trocam-se por condigoes periddicas. Por isto nao é usada uma notagao de
somatoria de forma explicita.
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equivalente (5.2.9) (0,0 = 0). Portanto, a contribuicao de temperatura finita serd dada somente
pelos diagrama de tadpole do férmion e de autocorrecao a energia dada pela interagao férmion-
campo o (integral (3.2.23) no capitulo 3), cuja forma muda para

(B) = (ig)* <—26> Z/ 2mq+m (5.3.4)

Como no caso de temperatura nula, e apés de introduzir o campo cléssico o, o propagador
livre do férmion é dado como

5ab
ig+m’

m = go,.
Mas

0% 0% (—ig +m)
ig+m @ +m®
Os termos proporcionais a poténcias impares de ¢ nao contribuem a integral. Portanto, o
diagrama de autointeracao tera uma regra associada da forma

=it (=5) X [ st

Fatorizando 3 do quadrado do quadrimomento ¢* = (2n + 1)?7%/5% +|¢]?, a fungao na qual
é feita a soma sobre frequéncias para a integral (B) é

1 1 2 2 2
g(po) = — = , w = q]* +m*.
)= B T PE ) g

Isolando de novo a parte a temperatura zero, é obtido que

o[ L [*dg 1
(B) = g {/ (2m)2 ¢? @ +m? /0 271 wlexp(Bw) + 1] |’ (5.3.5)

cuja parte a temperatura zero (usando o método de regularizagdo dimensional) escreve-se
como

(B)(T =0) =~

47 m? 21 €
Além do diagrama de tadpole, as outras contribui¢oes a um laco vao ser dadas pelos coefi-
cientes das fungoes Z e da funcao ((g?) (eq. (3.2.17)). Deste modo,

img* In (47T,LL2> _img® 1

= 2 2 N 2
Vil oo, €,6 B) =iNTrIn(—if + go.) — %éf_ﬁ (Nl_ 5 N gﬂa i
2
_ 92 1 9202 92 go_cgg
+gac£€27re T(N=L) 8  (N-1) & (5.3.6)
9 9z (BT =0) -
TE NIy 2 G T ek
_ S dq 1
+90c§§g2/0 %w[exp(ﬁw) + ]_] (537)
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Como no caso dado no capitulo 3, definiu-se i = g?02. A contribuigao do tadpole ¢ (seguin-
do o procedimento de [7])

Vi (0,) = iNTrIn(—ig + go,). (5.3.8)
Fazendo o traco nos indices de Dirac, vai se obter que
VP (0e) = 2iNTrIn(¢? + ¢%0?).

O traco nos indices internos sé tem dois termos porque a matriz associada a massa go. é a
matriz unidade em duas dimensoes. Entao,

W =5 2 [ [

onde E2 = |¢]? + ¢g*0?. Levando em conta que

> m[ @+ 1) +E§} :5{%+%ln[1+exp(—ﬁEg)]},

n=—oo

V¥ (0.) muda para

< q N [*d
V(o) = —2N/0 %EU - 47/0 %111 1+ exp(—BE,)]. (5.3.9)

Em duas dimensoes, o potencial efetivo a um lago escreve-se como

1. [ d’q
V= 3] [ G+ 1R + o) (5310

Na igualdade acima, py = ipy e f é considerado como um fator de degenerescéncia dos
férmions. Na integral

- / dasln(@ + %), B2 = | + g%,

[e.e]

derive-se o integrando uma vez em funcao de E2. Desta forma, sao obtidos dois pSlos em
+iFE, (como pode ser visto na seguinte igualdade).

oIy :/°° dgy :/°° dqy
OEZ o * B2 oo (@ —1Ey) (g1 +1E,)

Usando o teorema dos residuos e integrando uma vez em E?, é obtido que

Iy =47E,.

- [ dq
0
Vi = — —F,.

Comparando com a igualdade (5.3.8), é deduzido que f = 2N. Desta forma,

Entao,
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= —N/ n(q; + |q* + g*0?) , m = go..

@3+1]q)* = ¢*. Fazendo regularizagao dimensional da integral acima (como no caso da equacao
(3.2.26)), é obtido o seguinte resultado:

N g-o: Ng?0?1
0 o o o c =
Vi = gy g*o? [ln( 2 ) 1] o (5.3.11)

Incluindo o termo a temperatura finita, a correcao escreve-se como

N o? Ng2a 1
V(o) = - —g%? [m (03) - 1} e (5.3.12)
2N [~
T dq In [1 + exp(—B/|q]* + 9202)].
0

Deste modo, e fazendo i* = g®c? na equagao (5.3.6), o termo a um lago do potencial efetivo
fica como

00, €.6.8) = { (_2> ] 167 Nl_;) (5.3.13)

g 2
AN
+ch€5— In (0_8) o 167T £€) (N — %)
_90'355 @
_ 2N 0 dq In [1 + exp(—ﬁm)]

T

+ 90 92/0 271 wlexp(Bw) + 1]

Até um laco,

N 2
+ g0 {m (0—2) - 1] (5.3.14)
4m o

(56)( __)
_ﬁ | dgln [1+exp(—ﬁ\/m)]

5
> dq 1

+90:68 92/0 %w[exp(ﬁw) +1]
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Para abreviar a igualdade obtida, sao usadas as redefinicoes da constante de acoplamento g
e do campo auxiliar cldssico 0. dadas no capitulo 3, as quais sao dadas pelas equagoes (3.2.33)
e (3.2.34). Elas nao vao mudar no formalismo de temperatura finita porque o campo ¢ nao
apresenta termo cinético e portanto, nao produzird novas divergéncias no modelo. Deste modo,

Veff(Uc,f,f, f) muda para

Ver(oe, &€, B) :%3 2{ U—;) 3] (5.3.15)
£ )
ey w 1_5)
—% g a1+ oo+ 70|
+ goctl g /Om;i—iw[expwlw)ﬂ]. (5.3.16)

Sem levar em conta os termos das fontes de férmions, o resultado obtido coincide com aquele
dado em [9]. Ignorando o termo a temperatura finita, o resultado coincidiria com aquele dado
em [3].

5.4. Gap de massa e temperatura critica do sistema

O gap de massa ¢é obtido derivando o potencial efetivo em termos do campo o, evaluando
seu valor em oy e desligando as fontes de férmions & e £. Desta forma,

5‘/€ff N 2 B g2 0.2
oo+ —g%0. In [ Z2) —2 1+ L (%
oo, +2 ga |:n<0'0) }—Fgff{ +47r 08
N 2Ng%. d exp(—B/|q* + g*02)
™ \/!rﬂ“rg o2[1 + exp(—B+/|q1? + g*02)]

4z, O dq 1
A o, (UC/O %w[exp(ﬁw) + 1]) '

Fazendo o, = 0¢, £ = £ = 0, definem-se x = 3|q] e by = Bgoy. O gap de massa a temperatura
finita escreve-se como

OVery

oo,

(5.4.1)

Ng? 2N g%by [ dx
=0y 1 — g + g .
@ ™ Jo /224 0 [exp(y/22 + b3) + 1]

No limite by << 1, a integral pode ser expandida na forma

d _ Ly (@> )
Va2 + b lexp(y/22 + b2) + 1] 2 m 2
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Sem levar em conta a series 1(b3), é obtido que

OVery

do,

(5.4.2)

Ng? Ng?o0 . (900 N g*yog
Cop (12N NG (705 Noroo
oe=00,6=E=0 T T T T

Na igualdade acima, foi introduzida a defini¢ao de by em termos de [3.

A transicao de fase acontece quando o gap de massa dado acima é zero, i.e, se houver um
valor de temperatura critica 1/ tal que

Ng?\ Ng2 Ng?
00(1_ g)_ gaoln<gaoﬂc>_ gﬂ’wo:()'

™

T T
Entao,
T T
= — — —9-=-1]. 5.4.3
fo= e (o -a-1) (5.43)
Como T¢ = 1/p¢,
goo ™
T = =— 1 —— . 5.4.4
o= exp( +7 ggN) ( )

Fazendo \ = ¢°N (defini¢ao em [4]), o resultado coincide formalmente com aquele dado em
[9], cuja forma em termos da massa gerada pela quebra espontanea da simetria do potencial
efetivo é

’

m
Te = — exp(7), (5.4.5)

onde segundo o resultado obtido no capitulo 3,

’ ’ m
m = glo.| = gogexp < g2N>

A . . ’ 7’ . /L /
A dependéncia inversa do nimero de férmions N na temperatura critica e na massa m faz
que elas tenham valores maximos no limite de N grande dados pelas quantidades

, ’ ’
lim m =my_ . = egoy, e =exp(l),

N—oo
lim Ty = exp(7) m,
Noo C T N—oo

Como no caso do alinhamento de spins ao longo da direcao de um campo magnético exter-
no em um ferromagneto a temperatura nao nula [26], o valor da temperatura critica nao vai
aumentar com o numero de particulas no meio; portanto, nao vai ser necessaria uma energia
térmica infinita para restaurar a simetria quiral do sistema.

O grafico do potencial efetivo em funcao da temperatura do sistema dé conta de uma tran-

sicao de fase de segundo ordem [9], mas para poder afirmar isto, precisa-se estudar o parametro
de ordem do modelo, neste caso, o gap de massa.
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E dito que a transicao de fase acontece se a segunda derivada do parametro de ordem é
maior que zero para valores de temperatura acima da temperatura critica, i.e,

5%V,
I >0, 7> Tc.
0(0¢)? | = n,e=é=0

Reorganizando termos na primeira derivada do potencial, ou seja,

OVers N o? - g° o?
— = — In({—=5|—-2 1+=—In(—=
do. et on? 7 | ™ ol ToeE |1 A7 ol

n 2Ng%o, /OO dx
T Joo V1P + gPolexp(BV/1d? + g202) + 1]

e expandindo a integral no limite Sgo. << 1, é obtido que
o,
o

5‘/6 N 2 _ 2
/] =0, + —g’0. |In U—; — 2| + g&&€ 1+g—ln
0o, 27 o 4m

N 2
_ 249 {ac In <6gac> + ’VUC:|
T T

Deste modo, a segunda derivada do potencial efetivo vai ser

0*Veyy N 7T 9
=1+—g° |l —v—-1 .
do? * = (ﬁgao) 7 i 27TUC55

Desligando as fontes fermiénicas e fazendo o. = oy,

52V, N
i =1+ —¢ [ln( T >—7—1] (5.4.6)
50_6 =00 ,5:5:0 ™ /890-0
Se /8 = 607
0*Veyy 0
60_2 UC:JQ,£=£_ZO
mas se 5 < B¢, por exemplo, 5 = /2 (T = 21¢),
(52Ve N 2
2ff :1+—g{ln[2exp(1+7—zi)—7—1]}
00 0e=00,6=£=0 T g*N
N 2
=T maso.
T

Do resultado obtido, encontra-se que existe uma clara indicagao de uma transicao de fase de
segundo ordem associada a quebra da simetria quiral do sistema, a qual é do tipo discreto [35].
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Este fato, junto com o valor nulo adquirido pelo parametro de ordem (gap de massa) quando o
valor da temperatura € igual a T e a obtencao de um estado ligado entre dois pares de elétrons
com spins opostos, mostra uma grande similitude do modelo de Gross-Neveu com o fenomeno
de supercondutividade explicado pela teoria BCS [36].

Por outro lado, o problema do confinamento de particulas também pode ser desenvolvido
usando o formalismo de temperatura finita. Neste caso, é introduzida uma dimensao espacial
extra compactificada, e a temperatura vai dar conta do comportamento da constante de acopla-
mento, dando conta do confinamento ou da liberdade assintética segundo o valor que ela tenha

10].

Em 3 dimensoes é possivel estudar a transicao de fase do modelo ao encontrar a dependén-
cia da massa do férmion e da constante de acoplamento em funcao da temperatura do sistema.
Desta forma, é encontrado um valor de temperatura critica no qual a massa tenha um valor
nulo [11].

Um modelo que apresenta quebra da simetria quiral é o modelo de Nambu e Jona-Lasinio

[21], onde os efeitos de tamanho finito na transigao de fase associada podem ser estudados ao
introduzir dimensodes espaciais compactificadas [12].
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Capitulo 6

Conclusoes e expectativas

Os resultados apresentados nos capitulos 1 e 3 dao conta da vantagem do uso do formalismo
de Operadores Compostos Locais (LCO):

= A obtenc¢ao de um vacuo com maior estabilidade gragas a geragao de novos contra-termos
na teoria estudada. Esse fato ficou explicito quando foram estudados os potenciais efetivos
dos modelos apresentados aqui.

» Utilizacao do carater renormalizavel da teoria no formalismo. Mediante a andlise das
quantidades nuas, as equagoes do grupo de renormalizacdo dos funcionais geradores W (.J)
tornaram-se homogeéneas, permitindo a renormalizabilidade multiplicativa.

= A transformada de Hubbard-Stratonovich introduziu um campo auxiliar de tal forma
que foi possivel reescrever a acao efetiva com operadores compostos de uma forma mais
simples, onde temos um tnico operador acoplado a fonte, de forma que geramos diagramas
do tipo 1PLI.

» Usando métodos perturbativos, encontraram-se expresoes para os potencias efetivos dos
modelos apresentados. Para tal (no caso do modelo de Gross-Neveu), foi considerado um
valor de saturagao do vacuo oy nao nulo que dava conta da presenca de um gap entre
o estado base e o primeiro estado excitado (conhecido como gap de massa); como as
excitagoes acima do vacuo sao muito pequenas, é possivel aplicar teoria de perturbagoes.

» Producao dinamica de massas. No modelo de Gross-Neveu, a introdugao de um operador
composto acoplado a uma fonte torna aparente que a simetria quiral do sistema é que-
brada, um fato associado a aparicao de uma quantidade inercial associada ao campo em
estudo. Com ajuda do campo auxiliar ¢ e do valor da saturacao do véacuo, foi possivel en-
contrar um valor para a massa do sistema quebrando espontaneamente o potencial efetivo
associado mediante o uso de correcoes radiativas devidas aos vértices de quatro férmions.

Agora, como a geracao de massas foi testada usando o formalismo de LCO produzindo re-
sultados compativeis com os obtidos por outros métodos, procurou-se depois se neste marco
era possivel restaurar a simetria quiral do sistema aplicando teoria de campos a temperatura
finita. Neste caso, era necessario estabelecer um parametro de ordem no sistema, e foi visto que
a quantidade mais apropriada para fazer este estudo era o gap de massa porque dava conta da
aplicabilidade de métodos perturbativos para encontrar as corregoes radiativas correspondentes
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e das massas produzidas por quebra espontanea da simetria do potencial efetivo.

O principal problema inerente ao formalismo LCO ¢ a restricao em sua aplicabilidade, em
funcao do modelo estudado e as dimensdes de espago-tempo consideradas para o mesmo (por
exemplo, o modelo de Gross-Neveu em 3 dimensdes). Nestes casos, apds fazer o acoplamento
fonte-operador composto, torna-se necessario introduzir um novo contratermo dependente de
poténcias da fonte externa segundo as dimensoes de energia da Lagrangiana em estudo. Is-
to torna inviavel a obtencao de uma transformada de Hubbard-Stratonovich apropriada para
apagar esses termos de poténcias superiores da fonte, e portanto, a construcao de uma La-
grangiana equivalente em fungao do campo auxiliar introduzido por este método, que permita
uma definicao trivial da acao efetiva.

A restauragao da simetria quiral dita acima é possivel no caso de encontrar um valor de
temperatura critica no qual o gap de massa do sistema ¢ nulo. Isso foi feito no capitulo 5, onde
conseguimos obter uma expressao para a temperatura critica que esta de acordo com os outros
resultados obtidos na literatura.

Em resumo, estudamos com detalhe uma aplicacao do método LCO ao modelo de Gross-
Neveu, inclusive no caso com temperatura. Como ¢é sabido este modelo serve como uma espécie
de laboratério para modelos mais realistas como a QCD. A aplica¢ao do método LCO a teorias
com dimensoes superiores, caso da QCD, traz complicagoes pois surgiriam contratermos adi-
cionais que nao sao tratados de modo tao simples via a transformagcao de Hubbard-Stratonovich.
Esse é um problema interessante que talvez possa ser investigado, por exemplo, combinando
a presente abordagem com aproximagoes variacionais. Pretendemos explorar essa possibilidade
em trabalhos futuros.
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